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Convocatoria de la
Asamblea General Ordinaria de 2015

Se convoca la Asamblea General Ordinaria de la Sociedad “Puig Adam”
de Profesores de Matemadticas correspondiente al afio 2015 para el sabado
dia 11 de abril de 2015, en los locales de la Facultad de CC. Matematicas de
la Universidad Complutense de Madrid, Ciudad Universitaria, a las 11:30 en
primera convocatoria y a las 12:00 en segunda, con el siguiente:

ORDEN DEL DIA

. Lectura y aprobacidn, si procede, del acta de la sesidn anterior.

. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad.

3. Informe del Tesorero. Presentacion y aprobacidn, en su caso,
de las cuentas de ingresos y gastos.

4. Elecciéon de nuevos cargos directivos.

. Asuntos de tramite.

6. Ruegos y preguntas.

N —

W

Cuotas del afio 2015 y siguientes

Se recuerda a nuestros socios que en la Asamblea General Ordinaria de 2014
se aprobd que los recibos anuales sean pasados al cobro en el mes de enero de
cada afio (véase Boletin n® 97), ya que hemos de pagar a primeros de afio la
cuota a la Federacién de Sociedades Matematicas, por la que recibimos la
revista SUMA.



XXXIII Concurso de Resolucion de Problemas

convocado por
la Sociedad "Puig Adam" de Profesores de Matematicas

(con la colaboracion del Colegio de Doctores y
Licenciados en Filosofia y Letras y en Ciencias)

BASES DEL CONCURSO

Primera: Los alumnos podran participar en el Concurso en tres niveles:

a) Primer nivel: alumnos de 3° de E.S.O.
b) Segundo nivel: alumnos de 4° de E.S.O.
c) Tercer nivel: alumnos de 1° Bachillerato

Segunda: Las pruebas consistiran en la resolucion de Problemas de Matematicas
(los mismos para todos los concursantes de un mismo nivel) y se realizardn en la
mafiana del sabado 13 de junio del 2015 a partir de las 10 horas en la Facultad de
Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid.

Tercera: A los mejores de cada nivel, se concederan diplomas y premios.

Cuarta: Los Centros que deseen presentar alumnos (hasta un maximo de seis)
deberan realizar la preinscripcion antes del dia 20 de Mayo del 2015, dirigiéndose
por correo electrénico, carta o fax al presidente de nuestra Sociedad:

Prof. Javier Etayo Gordejuela
Departamento de Algebra

Facultad de Ciencias Matematicas
28040-Madrid Fax: 91 394 4662

Correo electronico: jetayo@mat.ucm.es

En la preinscripcion no es preciso hacer constar los nombres de los alumnos se-
leccionados. Si algiin centro desea presentar mas de seis alumnos, debe solicitarlo
antes de la fecha mencionada anteriormente.

Quinta: Los centros entregaran a los alumnos que envien, credenciales individua-
les en las que se haga constar que han sido seleccionados por su excepcional
aprovechamiento en Matematicas, asi como el curso en que estan matriculados en
el afio académico 2014-2015.
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XIV Concurso Intercentros

“Seguimos en la brecha”

La Sociedad Puig Adam, a pesar de sus dificultades de financiacion, sigue pa-
trocinando este Concurso Intercentros junto con el tradicional de la Sociedad que
tiene lugar en el mes de junio.

En esta ocasion, sesenta y cuatro equipos, compuestos por seis estudiantes de
diferentes edades y niveles cada uno, pertenecientes a treinta y ocho centros de
enseflanza, tanto publicos como privados, participaron en esta ocasion en el XIV
Concurso Intercentros con resultados similares a los de afios anteriores.

Estos, casi cuatrocientos, estudiantes disfrutaron durante toda la mafiana del
sdbado 22 de noviembre resolviendo problemas de matematicas de diferentes difi-
cultades y contenidos.

Muchos de ellos habian participado dos dias antes en la primera fase de la 51*
Olimpiada Matematica Espafiola y se preparaban para la siguiente fase que ten-
dria lugar en el siguiente mes de diciembre.

Las caracteristicas de este concurso lo hacen mas atractivo que otros debido a
que algunas de las pruebas se hacen en equipo y otras con relevos y por otra parte
no solamente compiten de forma individual, ellos también representan al centro
en el que realizan sus estudios.

Incluimos a continuacion la relacion de los centros ganadores y todos los pro-
blemas propuestos en esta ocasion.

Las soluciones pueden encontrarse buscando en Internet en las paginas corres-
pondientes a los Concursos de la Sociedad Puig Adam de Profesores de Matema-
ticas.



PRUEBA POR EQUIPOS (45 minutos)

NIVELI (1°y 2° de E.S.O.)

1.

Si x e y representan cifras distintas de cero, encuentra todos los nimeros de
siete cifras de la forma yxyxyxy divisibles por 18 y que verifican que el na-
mero formado por las cinco cifras centrales, es decir, el xyxyx es divisible por
3.

Encuentra el namero de tres cifras N = [abc], a # 0, tal que dicho nimero N
seaigual a b-(10c + b) y tanto b como (10c + b) sean nimeros primos.

El rectangulo ABCD (Figura 1) estd dividido en cuatro rectdngulos como
muestra la figura. Los perimetros de tres de estos rectangulos son 11, 16 y 19
cm y el cuarto no es ni el de mayor ni el de menor perimetro de los cuatro.
(Cudl es el perimetro del rectangulo ABCD?

D C

Figura 1

NIVEL II (3° y 4° de E.S.O.)

1.

La Figura 2 muestra una estrella simétrica de cuatro puntas. Las cuatro pun-
tas de la estrella son los vértices de un cuadrado de 24 cm de lado y los otros
cuatro vértices de la estrella estdn en una circunferencia. Si el area de la es-
trella (sombreada) es un tercio del area del cuadrado, calcula el radio de la
circunferencia.



4‘;

Figura 2

2. Halla un niamero de tres cifras, N = [abc], tal que al multiplicarlo por 3 y
sumarle 1, resulte el nimero leido al revés, es decir, 3N + 1 = [cha].

3. En la Figura 3 se observa un tridngulo 4BC y una circunferencia de centro O
tangente al lado BC y a las prolongaciones de los lados 4B y AC de dicho

triangulo. Si el angulo BAC es de 22°, calcula la medida del angulo x = BOC .

=i

C
Figura 3

NIVEL III (Bachillerato)
1. La circunferencia inscrita a un triangulo rectangulo toca a la hipotenusa en

un punto P. Este punto divide a la hipotenusa en dos segmentos de longitudes
ay b. Calcula, en términos de a y b, el area de dicho tridngulo.



Si a y b son nimeros mayores que 1, con a < b, encuentra el menor valor de

b para que no haya ningun tridngulo de lados 1, a y b ni de lados P y 1.
a

Antonio, Beatriz y Carolina juegan seis partidas de un determinado juego en
el que en cada partida solo puede haber un ganador. Si la probabilidad de que

1
gane Antonio en cada partida es E y la probabilidad de que gane Beatriz es

doble de la que gane Carolina, calcula la probabilidad de que Antonio gane 3
partidas, Beatriz 2 y Carolina 1.

PRUEBA INDIVIDUAL (90 minutos)

NIVELT (1°y 2°de E.S.O.)

1.

En un concurso de problemas participaron solamente estudiantes de 1°, 2°y
3° de la ESO. El cociente entre el nimero de participantes de 3° y de 1° fue

8

5
de —, el cociente entre el nimero de participantes de 3° y de 2° fue de s

(Cuantos estudiantes, como minimo, participaron en dicho concurso?

En la Figura 4 se observan tres cuadrados iguales estando el de arriba justo
en medio de los otros dos. Calcula el cociente entre el drea de la regién som-
breada y la suma de las areas de los tres cuadrados.

Figura 4



Cuando dividimos 113 744 y 109417 entre el namero de tres cifras N, obte-
nemos de restos 119 y 292, respectivamente. Calcula el nimero N.

4. En el rectangulo ABCD de la Figura 5, de dimensiones 40 y 30 c¢cm, hemos
dibujado el paralelogramo AECF en el que los lados AF y EC son
perpendiculares a la diagonal BD de dicho rectangulo. Calcula el area del
paralelogramo AECF.

D a C
A I3 B
Figura 5

5. Escribe todas las parejas de enteros positivos, x ¢ y, tales que x*y° = 6 '%.

NIVEL II (3°y 4°de E.S.O.)

1. ;Cudantas parejas de capicuas de tres cifras verifican que su suma es un capi-
cua de cuatro cifras?

(Por ejemplo, 232 y 989 seria una de ellas ya que 232 + 989 = 1221).

2. En un sistema de coordenadas dibujamos un cuadrado de vértices A(a, 0),
B(b, 1), C(c, 5) y D(d, 4). Calcula su area.

3. (Cuantos numeros de cuatro cifras verifican que el producto de ellas es 60?

4. En el rectangulo ABCD, con AB = 20 y BC = 10 marcamos un punto £ en el
lado CD de manera que el angulo CBE sea de 15°. Calcula la longitud del
segmento AE.

5. Los numeros positivos p, g y r verifican que pq + pr = 80y pqg + qr = 425.

Calculap + g +r.
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NIVEL III (Bachillerato)

1.

En el triangulo equilatero de lado 201443 se traza la circunferencia inscrita.

Calcula el didmetro del mayor de los circulos que cabe en una de las regiones
comprendidas entre dicho tridngulo y la circunferencia inscrita.

(Cuantas fracciones positivas, menores que 1, verifican que al escribirlas en

forma irreducible resulta que la suma del numerador y del denominador es
1000?

Calcula el numero de enteros positivos x que verifican que

Alicia puede pintar, ella sola, una habitacion en 15 horas, Beatriz es el 50 %
mas rapida que Alicia pintando y Carlos es el doble de réapido que Alicia.
Empieza Alicia a pintar la habitacidn, al cabo de una hora y media se le suma
Beatriz y, cuando llevan pintada la mitad de la habitacion, entra Carlos y las
ayuda hasta que entre los tres terminan de pintar la habitacion. ;Cuanto
tiempo transcurrié desde que empezd Alicia hasta que terminaron de pintar la
habitacion?

Si a, b, ¢ y d son enteros positivos que suman 63, calcula el maximo valor
paraab + bc + cd.

PRUEBA POR RELEVOS (60 minutos)

NIVELI (1°y 2°de E.S.O.)

1A.- Calcula el valor de la cifra 4 si el niumero de cinco cifras 1243B es divisible

por 4 y por 9 y A4 es distinta de B.
(Pasa en la tarjeta la respuesta a tu compaiiero de Bachillerato)

1B.- Sea "T" larespuesta del problema 2B

Si a, b, ¢ y d representan enteros positivos diferentes, con a + b +2¢c =9
T
y a + ¢+ d= 10, calcula el valor de d sabiendo que b = Z

(Pasa en la tarjeta la respuesta a tu compaiiero de Bachillerato)

11



1C.- Sea "T" la respuesta del problema 2C.
T
En el cuadrado ABCD de la figura de lado % , E es el punto medio del lado

AD 'y EF es perpendicular a la diagonal AC. Calcula el area del triangulo
EFC.

(Escribe la respuesta final en la tarjeta y entrégala junto con la resolucion
de este problema)

D C
E
F
A B
Figura 6

NIVEL II (3°y 4° de E.S.0.)

2A.- Sea"T" la respuesta del problema 3A y »la suma de las cifras de 7.
En el interior del rectangulo ABCD de la figura, con AB = 27 y AD = 24, hay
dos circunferencias tangentes entre si y a los lados del rectangulo, como
muestra la figura. Si el radio de la pequeiia es r, calcula el radio de la mayor.
(Escribe la respuesta final en la tarjeta y entrégala junto con la resolucion

de este problema)

D e

Figura 7
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2B.-

2C.-

En una recta marcamos, de izquierda a derecha, los puntos 4, B, C, Dy E
AB 1 BC 1 CD

eneseorden. Si —=—, —=—y —= 5 , calcula el numerador de la

BC 3 CD 4  DE
AC

fraccion irreducible —.

(Pasa en la tarjeta la respuesta a tu compaiiero de 1°- 2°de ESO)

Sea "T" larespuesta del problema 3C.
El 4ngulo formado por la mediana CM 'y la hipotenusa, AB, del tridngulo rec-

tangulo ABC es de 30°. Si la altura CH es ‘«‘/7, calcula el area de dicho
triangulo.
(Pasa en la tarjeta la respuesta a tu compaiiero de 1°- 2° de ESO)

NIVEL III (Bachillerato)

3A.-

3B.-

Sea "T" la respuesta del problema 1A.
En el rectangulo ABCD de la Figura 8, AB = 100T y E es el punto medio de
AD. Si las rectas AC y BE son perpendiculares, calcula el mayor entero me-

nor que AD. (Pasa en la tarjeta la respuesta a tu compaiiero de 3°- 4° de
ESO)

D C

E

A B
Figura 8

Sea "T" la respuesta del problema 1B.
Las graficas de las funciones y =3(x—h)*+j; y=(T-3)(x-h)?+k cortan al
eje de ordenadas en los puntos (0, 2013) y (0, 2014), respectivamente. Si
ambas funciones tienen dos raices enteras, calcula /.

(Escribe la respuesta final en la tarjeta y entrégala junto con la resolucion
de este problema)

13



3C.- A partir de una determinada fecha, el nimero de habitantes de una ciudad
crece en 1200 personas y, al afio siguiente, decrece en un 11 %, teniendo en-
tonces 32 habitantes menos que al principio. Calcula la poblacion inicial de

la ciudad.

(Pasa en la tarjeta la respuesta a tu compaiiero de 3°- 4° de ESO)

Centros ganadores
1. Colegio Aleman de Madrid

2. IES San Juan Bautista (Equipo A)

3. IES Diego Velazquez

Estudiantes ganadores

NIVEL I (1°, 2° ESO)
1. Pablo Soto Martin

2. Maria Moya Gomez
2. Noryne Riobuane

NIVEL II (3°, 4° ESO)

1. Francisco Tomas-Valiente

2. Alejandro Ruiz de la Puente

NIVEL III (1°, 2° Bachillerato)

1. Gonzalo Gomez Abejon

2. Javier Gonzdlez Dominguez

(IES José Luis Sampedro)
(Colegio Fray Luis de Leon)
(IES Manuel Fraga)

(IES Ramiro de Maeztu)
(IES Fortuny)

(IES Ramiro de Maeztu)
(IES San Juan Bautista)

Relacion de los 10 centros con mayor puntuacion

1. Colegio Aleman de Madrid
2. IES San Juan Bautista A

48,1
38

14



3. IES Diego Velazquez 33,1
4. IES Ramiro de Maeztu A 32,1
5. Colegio King College Soto de Viiiuelas A 31

6. I[ES San Juan Bautista B 30,79
7. IES La Estrella A 293
8. Colegio Fray Luis de Leon A 27,2
9. IES José Luis Sampedro A 26,4
10. Colegio Fray Luis de Leon B 25,8

Y, como siempre, enhorabuena a todos y un agradecimiento especial a los
profesores que se brindaron para ayudarnos a vigilar las pruebas. Con su
ayuda hemos llegado hasta aqui y con su ayuda seguiremos muchos afios.

Joaquin Hernandez Gomez

y Juan Jesus Donaire Moreno

15
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Minimo de la suma de distancias
a cuatro puntos del plano euclideo

Francisco J. Baena
Departamento de Matematicas
IES El Brocense de Caceres
frcobaenalgmail.com

Abstract

This article is intended to be complementary of the one published in
number 97 of this same Newsletter under the title "On the Theorem of
Viviani, the Principle of Reflection and other milestones along the way
to Fermat's point" in which there were two proofs of the existence and
uniqueness of Fermat's point of a triangle, that is, the only point of the
Euclidean plane that minimizes the sum of the distances to the three
vertices of a triangle. We deal here with the problem of determining the
minimum of the sum of the distances starting from a point of the Euclid-
ean plane to four given points of the above mentioned plane which de-
pends on the relative position of such four points.

Introduccion

Dados cuatro puntos 4, B, C'y D del plano euclideo, se trata aqui el asunto de
minimizar la suma de las distancias de un punto cualquiera del plano a dichos
cuatro puntos. Se demostrara que tal minimo siempre existe, independientemente
de cudl sea la posicion relativa de los cuatro puntos y que, salvo en el caso en que
A, B, Cy D estan alineados, dicho minimo se alcanza en un unico punto que se
determinara.

16



En la seccion 1 se estudia el caso de cuatro puntos alineados, en la seccion 2
se supone que tres de los cuatro puntos estan alineados y que el cuarto no esta en
la recta que pasa por los otros tres; en la seccidon 3 se parte de cuatro puntos que
forman un cuadrilatero convexo, y en la seccidon 4 se demuestra un lema que se
utiliza en la demostracion de la seccion 5, donde se trata el caso de cuatro puntos
con los que no puede formarse cuadrilatero convexo alguno.

1. Suma minima de distancias a cuatro puntos alineados del plano

Sean A, B, C y D cuatro puntos alineados del plano euclideo ordenados de esa
manera en la recta que los une (Figura 1). Entonces, la suma de las distancias de
un punto P del plano a los puntos A, B, C y D es la minima posible si y solo si P
es un punto del segmento BC. Dicha suma minima de distancias es AD + BC .

P
—_———— -———e————————————— *——-
A B C D
Figura 1

Demostracion

Si P es un punto del segmento BC, la suma de sus distancias a los cuatro puntos
es independiente de su posiciéon sobre el citado segmento, pues como son
PB+PC=BCy PA+ PD = AD, se tiene:

PA+ PB+ PC+ PD=AD+ BC

que no depende de la posicion de P . Sea ahora X un punto cualquiera del plano
que no esta en el segmento BC (Figura 2).

X

A B C D

Figura 2
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Entonces, XB+ XC > BC, y como también es X4+ XD > AD , resulta que:
XA+ XB+ XC+ XD > AD + BC

Queda asi probado que la suma de distancias a cuatro puntos alineados del
plano sdlo es minima cuando dichas distancias se miden desde un punto cualquie-
ra del segmento cuyos extremos son los dos puntos intermedios entre los cuatro, y
que dicha suma minima de distancias es AD + BC, supuesta la ordenacion 4, B,
C, D en la recta que los une.

2. Suma minima de distancias a cuatro puntos del plano, tres de los
cuales estan alineados

Sean A, B y C tres puntos del plano euclideo alineados en ese orden sobre una
recta y sea D un punto que no es de dicha recta (Figura 3). Entonces, el unico
punto P del plano cuya suma de distancias a A, B, C y D es la minima posible es
P =B y dicha suma minima de distancias es AC+ BD .

Figura 3

Demostracion

Si X es un punto del plano cualquiera distinto de B (Figura 4), entonces
XA+ XC=>=AC y XB+ XD =BD
y alguna de las dos desigualdades es estricta, pues si ambas fueran igualdades, X

estaria en los segmentos AC'y BD, es decir, seria X = B, en contra de lo supues-
to.

18



Figura 4

Por tanto,
XA+ XB+ XC+ XD > AC+ BD

y como ademads es 4C = BA+ BC, la desigualdad anterior se escribe:
XA+ XB+ XC+XD>AC+BD=BA+BB+BC+BD

Supongamos ahora cuatro puntos distintos 4, B, C'y D del plano entre los que
no hay tres que estén alineados. Si ninguno de los cuatro puntos es interior al
tridngulo formado por los otros tres, con ellos puede formarse un unico cuadrilate-
ro simple que, ademas, es convexo. Para los puntos 4, B, C'y D de la Figura 5, se
trata del cuadrilatero ABCD que aparece dibujado en ella.

Figura 5

Si, en cambio, alguno de los cuatro puntos 4, B, C o D es interior al triangulo
formado por los otros tres (so6lo puede haber uno), con dichos cuatro puntos pue-
den formarse tres cuadrilateros simples, ninguno de los cuales es convexo.

19
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Figura 6 Figura 7 Figura 8

Para los puntos 4, B, C y D que aparecen marcados a continuacion, son los
cuadrilateros ABCD (Figura 6), ACDB (Figura 7) y ACBD (Figura 8) que se han
dibujado.

Abordamos en primer lugar el problema de la obtencion del minimo de la su-
ma de distancias a cuatro puntos que son vértices de un cuadrilatero convexo.

3. Suma minima de distancias a cuatro puntos del plano que son vérti-
ces de un cuadrilatero convexo

Sean A, B, C'y D cuatro puntos del plano euclideo que son vértices del cuadrila-
tero convexo ABCD (Figura 9). Entonces, la suma de las distancias de cualquier
punto P del plano a los cuatro puntos A, B, C y D es la minima posible si y solo si
P es el punto (interior al cuadrilatero ABCD) donde se cortan sus dos diagona-
les. Dicha suma minima es la suma AC + BD de las longitudes de dichas diago-

nales.

Figura 9
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Demostracion

Si P es el punto donde se cortan las dos diagonales AC y BD del cuadrilatero
ABCD, dada la convexidad de éste, el punto P es interior al cuadrilatero y la suma
de sus distancias a los cuatro puntos 4, B, Cy D es:

PA+ PB+ PC+ PD=(PA+ PC)+(PB+PD)=AC+ BD

que no es sino la suma de las longitudes de las dos diagonales del cuadrilatero.
Abhora, si se toma cualquier punto X # P, para €l se cumplen las desigualdades
XA+ XC=AC y XB+ XD = BD, siendo alguna de ellas estricta, pues si las dos
fuesen igualdades, X estaria en el segmento AC y también en el segmento BD vy,
en consecuencia, seria X = P, contra la hipdtesis. Por tanto,

XA+ XB+ XC+ XD =(XA+XC)+(XB+ XD)>AC+ BD=PA+ PB+ PC+ PD

Esto prueba que la suma de distancias a los cuatro puntos 4, B, C'y D sdlo es
minima cuando dichas distancias se miden desde el punto de corte de las dos di-
agonales del cuadrilatero convexo ABCD.

El siguiente lema elemental se utilizard en la seccion 5 para la demostracion de
la existencia y unicidad del punto que minimiza la suma de distancias a cuatro
puntos del plano euclideo, entre los que no hay tres que estén alineados y con los
que no puede formarse cuadrilatero convexo alguno.

4. Lema
Dado un triangulo ABC del plano euclideo, si X es un punto de dicho plano dis-
tinto de C que es interior al triangulo o esta sobre sus lados, entonces:

AX + XB< AC+CB

Demostracion

Sea X # C un punto del plano que es interior al tridngulo ABC o que estd sobre
sus lados y sean Py QO los puntos donde la recta paralela al lado AB por el punto X
corta a los lados AC 'y BC, respectivamente (Figura 10).
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X

Figura 10

En tal caso son AX < AP+ PX y XB< XQ+ (OB, luego
AX+ XB< AP+ PX + XQ+ QOB = AP+ PO+ (0B
Ahora bien, como es PQ < PC+ CQ, resulta que:

AX +XB< AP+ PO+(QOB<AP+PC+CQ+QB=AC+CB

5. Suma minima de distancias a cuatro puntos del plano entre los que
no hay tres alineados y que no forman cuadrilatero convexo alguno

Sean A, B, C y D cuatro puntos del plano euclideo entre los que no hay tres ali-
neados y tales que uno de ellos, pongamos D, es interior al triangulo formado por
los otros tres (Figura 11). Entonces, la suma de las distancias de cualquier punto
P del plano a los cuatro puntos A, B, C y D solo es la minima posible cuando
P =D . Dicha suma minima de distancias es DA+ DB+ DC .

Figura 11
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Demostracion

Sea X un punto cualquiera del plano distinto de D. Distinguimos los siguientes
tres casos segun la posicion relativa del punto X respecto del cuadrilatero
ABCD

1. Si X estd en la region que comprende el angulo opuesto al ADB por el vértice
D, incluidos sus bordes (Figura 12), D es un punto interior al triangulo AXB o
esta sobre alguno de sus lados, asi es que por el Lema 4 se tiene que
XA+ XB > DA+ DB por ser X #D . Como también es XC+ XD =DC, se

deduce que:

XA+ XB+ XC+ XD >DA+ DB+ DC

A

-
o
-~
~
~
D =

Figura 12

2. Si X esta en la region que comprende el angulo opuesto al BDC por el vértice
D (Figura 13), este punto D, o es interior al tridngulo BXC o esta sobre alguno
de sus lados, asi es que como X #D, del Lema 4 se sigue que
XB+ XC > DB+ DC . Dado que también es X4+ XD = DA, resulta que

XA+ XB+ XC+ XD > DA+ DB+ DC.
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Figura 13

3. Si X es un punto de la region que comprende el angulo opuesto al &ngulo CDA
por el vértice D (Figura 14), el punto D no es exterior al tridngulo CX4 y, co-
mo X #D, en virtud del Lema 4 es X4+ XC > DA+ DC . Como también es
XB+ XD = DB, resulta que

XA+ XB+ XC+ XD >DA+ DB+ DC.
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Abstract

This is an article about integer numbers that can be written as an addi-
tion or a difference of cubes

1. Diferencia de cubos

Sea a un nimero entero. Entonces la condicion necesaria y suficiente para que la

iy 3 3 <y .
ecuacion x° — )~ = a tenga solucidn consiste en que:
a=uv,con 12v-3u’>=¢"y3u<t
(si a es un numero primo, la condicion se reduce a que 12a —3 =¢7).

Si se da esta condicion, existe solucion, siendo é€sta:

x_t+3u _l‘—3u
6 2 6

En efecto:

=uv=a

t+3u) (1=3uY _18Cu+54’ u( +3u’) 12uv
6 6 216 12 12

26



Si tiene solucidén, entonces a=(x—y)(x*+xy+»°), y a=uv con
U=xX—-y yv= Xt + xy + yz. Despejando y en la primera y sustituyendo en la
segunda, llegamos a la ecuacion 3x> —3xu +u° —v =0, cuyo discriminante es

12v —3u” . Para que existan soluciones enteras, éste ha de ser un cuadrado, y ya
tenemos la condicion.

Las soluciones asi obtenidas siempre son enteras. En primer lugar, porque #
siempre es multiplo de 3, y en segundo porque 7 y # son de la misma paridad. En-
tonces los numeradores #+3u y ¢—3u son siempre pares.

Ejemplo: x> —y° =98
Hay tres descomposiciones posibles:
98=1%x98, 98=2x49 y 98=7x14,

pero solo la segunda cumple la condicion: 12x 49 —3x 2% = 24”, luego la ecua-
cion tiene la soluciéon: x =5, y=3.

2. Suma de cubos

Siendo @ un numero entero, consideremos la ecuacién diofantica x° + )’ =a.
Haciendo #=x+y y v=x"—xy+ )", se llega a la misma condicion anterior,
con la diferencia de que hay que exigir que 3u > ¢. En este caso:

_Bu+t ~ 3u-—t

X =
6 YT %

También ahora las soluciones son enteras. Y es evidente que si a es primo, la
ecuacion carece de solucion.

Ejemplo: x* +y° =91.
De las dos descomposiciones posibles:

91=1x91y 91=7x%13,

solamente cumple la condicién la segunda: 12x13 —3x7° =3*, que proporciona
las solucionesx =4 ¢ y=3.
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3. Sobre cuadrados que son suma de cubos

Se abordara a continuacién la ecuacién diofantica x” + ) = a”. Previamente, se
haran algunas consideraciones sobre la ecuacion x° +° =z> (Problema 1 del
Libro IV de la version arabe de la Aritmética de Diofanto).

Ahora bien, si x’ +3° = z* entonces (xr°)’ + (yr’)’ = (zr’)* (para cualquier
numero entero 7). Esto quiere decir que si (x,),z) es una solucion,

2 2 3 . . : .
(xr", yr~,zr’) también lo es. De estas soluciones diremos que son dependientes.

Pues bien, es facil de comprobar que todas las soluciones del problema, o bien
tienen la siguiente forma:

x=p(p*+q¢) y=q(p’+¢) z=(p’+4°)’

o bien son dependientes de otra solucion que si tiene esa forma. Entonces solo
hay que dar a p y ¢ todos los valores posibles primos entre si, y dividir los nume-
ros obtenidos entre el mayor divisor comun que sea un cuadrado (caso de que lo
haya) para tener todas las soluciones de la ecuacion.

Por ejemplo, para p=1y g =3, tenemos las soluciones x =28, y=84 y

z="T84. Pero x ¢ y son multiplos de 4 y z lo es de 8, de modo que podemos en-
contrar otra solucion dependiente mas sencilla: x=7, y =21y z=98:

7° +21° =343 +9261 = 9604 = 28

En cambio, si p=1y g =4, tenemos las soluciones x =65, y=260 y

z=4225, para las cuales no hay otra dependiente mas simple:

65° +260° = 274625 + 17576000 =17850625 = 4225

(todo esto se puede ver mas desarrollado en [2]).
3,3 2 Qg .,
Retomamos ahora la ecuacion x” + y” = a”. Si tiene solucidn, han de suceder
una de las dos cosas, o bien que:

a=(p’+q’)

28



(en cuyo caso a=b> y b=p’+q’, lo cual quiere decir que b=uv, con

12v—3u® =t y 3u >1t), o bien para un cierto nimero » sucede que:
3 3,332
ar’ =(p"+q°)
(en cuyo caso ar’ = b*, con b cumpliendo la condicién anterior).

Ejemplo I: x>+ y° = 4225
Vamos a resolver esta ecuacion, que ya sabemos que tiene solucion. Se tiene:

a=4225, a=b*,con b=65.
65=13x5,y 12x13-3x5*=156-147 =81=9"

Entonces sabemos que 65 =4"+1, y que podemos calcular la solucién de la
ecuacioncon p=1, g=4.
Ejemplo II: x* +y°> =98’

Se tiene 98 = 2% 77, luego no es un cuadrado. Pero si lo multiplicamos por 8
(que es un cubo) da lugar a 784, que es el cuadrado de 28:

28=4X7,y12x7-3x4>=84-48=36=06".
Entonces 28 =3’ +1°, y calculamos la solucién a partir de p=1, ¢=3, que
resulta ser x=28, py=84, pero que son solucion de la ecuacion

x’ + 3’ =784 . Ahora bien, los numeros son miltiplos del cuadrado del numero
por cuyo cubo multiplicamos a 98. Los dividimos por dicho cuadrado y ya tene-
mos los nimeros x =7, y =21, que ya resuelven nuestra ecuacion.

.. . 2
Naturalmente, las dos condiciones posibles se reducen a una: un cuadrado, a
b
es suma de dos cubos, si existe cierto nimero » (que puede ser uno) tal que

ar’ =b*,y b=uv,con 12v-3u’ =¢t" y 3u>t
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Abstract

The aim of this note is the determination of the Fermat point for a
triangle from a heuristic point of view. So, we begin with the particular
cases of equilateral and isosceles triangles, with the aid of which we
will later on be able to extend the proof in a natural way to the general
case.

Introduccion

Esta nota viene motivada por el articulo de Francisco J. Baena [1] sobre la exis-
tencia y unicidad del punto de Fermat en un tridngulo (punto que minimiza la
suma de sus distancias a los vértices), publicado en el numero 97 del Boletin. La
demostracion que aqui se expone, la desarrollé en los cursos de didéctica de las
matematicas que durante afios imparti en el Curso de Aptitud Pedagdgica de la
Universidad de Santiago de Compostela, buscando ilustrar, utilizando caminos a
ser posible inéditos, la aplicacién del protocolo heuristico de Polya [2] sobre es-
trategias para la resolucion de problemas.

En consonancia con el citado protocolo, se deduce primero que en el triangulo
equilatero solo su centro puede ser punto de Fermat, dada la necesidad de que este
pertenezca a sus tres mediatrices, asi como en el triangulo isdsceles a la del lado
desigual. Esto implicard de inmediato que ese centro es también el Uinico posible
punto de Fermat de cada uno de los tres tridngulos isosceles iguales que lo tienen
como vértice comun, cuya union es el equilatero. Y se demuestra, mas en general,
que si el angulo desigual de un tridngulo isosceles es mayor o igual que 27/3, el
vértice es, efectivamente, su unico punto de Fermat; hecho que permite probar, a
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su vez, que en el tridngulo equilatero lo es su centro, y en el isosceles de angulo
desigual menor que 27/3 el centro del tridangulo equildtero formado sobre su lado
opuesto, es decir, el punto de interseccidn de los arcos capaces de los lados bajo el
angulo 27/3.

En el tridngulo escaleno, se demuestra que el punto de Fermat es también, co-
mo en el isosceles segin la medida de sus dngulos, el punto comun a los arcos
capaces de los lados, correspondientes a 27/3, o el vértice del dngulo mayor que
27/3; se procede para ello a su “inclusion” o “extension” en un tridngulo isésceles
apropiado.

1. Triangulos equilatero e isésceles de angulo desigual 4 > 2n/3

En primer lugar, es facil comprobar que cualquiera que sea la forma del triangulo
ABC, el punto de Fermat no puede ser exterior al mismo, ya que, como se obser-
va en la Figura 1, si un punto, P, pertenece a una de las regiones del plano limi-
tadas por la prolongacion de dos lados con vértice comun, A, se verifica que
PB+PC > AB+AC ; y si Q pertenece a una de las limitadas por un lado 4B y la
prolongacidn en sus extremos de los otros dos, y O’ es la interseccion de AB con
QC, es evidente que QA+QB+QC > Q’A+Q’B+Q°C .

Figura 1
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Dado pues el triangulo equilatero ABC, sean P un punto abarcado por él (inter-
ior o sobre un lado), distinto del centro, y P’ su proyeccion ortogonal sobre una
mediatriz a la que no pertenezca (en la Figura 2, la del lado BC, cuyo punto me-
dio, M, es la proyeccion de P = B y obviamente verifica la desigualdad
BA+BB+BC > MA+MB+MC). Teniendo en cuenta el Principio de Reflexidn, se
deduce que

PA+PB+PC > P’A+P’B+P’C,

Figura 2

y que analogas desigualdades se obtienen en relacion con las mediatrices de los
otros lados (si el tridngulo sdlo es isosceles, en relacion con la del lado desigual
si P no esta sobre ella); por consiguiente, el de interseccion de las mediatrices
sera el unico posible punto de Fermat, F, del triangulo equilatero, y también del
tridngulo isésceles FBC contenido en €1, puesto que si para este lo fuera £ # F' -
necesariamente perteneciente a su altura FM - no lo seria F para el primero, ya
que se tendria que

FB+FC > EF+EB+EC,
y por lo tanto,

FA+FB+FC > FA+EF+EB+EC = EA+EB+EC.
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Probemos en la siguiente proposicién — de alcance mas general — que, efecti-
vamente, I’ es el unico punto de Fermat para FBC; de donde se deducira que
también lo es para el tridngulo equiléatero en el que esta contenido.

Proposicién 1. En un tridngulo isésceles ABC de dngulo desigual A > 21/3, el
vértice A es su unico punto de Fermat.

Demostracion.

Como quedd establecido, el punto de Fermat solo puede estar en la altura AM
(Figura 3). Se probara que coincide con el vértice 4, y que por lo tanto para cual-
quier punto P # 4 de dicho segmento es AB+AC < AP+BP+CP, es decir,
2AB < AP+2BP, AB— BP < AP/2.
Si P = M, se tiene:
(AB — BM).(AB + BM) = (AB)’ — (BM)*= (AM)’,
de donde
AB — BM = (AM)*/(AB + BM) < (AM)*/2(AM) = AM/2.

A

B A C

Figura 3

Y si P # M, aplicando el teorema del coseno al triangulo ABP resulta:
(AB)’= (AP)’+ (BP)’ + 2AP.BP.cosBPM = (AP)’+ (BP)’+ 2AP.PM =

= (AP)’+ (BP)’+ 2AP.(AM — AP) = (AP)’+ (BP)’+ 2AP.AM — 2(AP)’=
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= (BP)’+ 2AP.AM — (AP)’= (BP)’+ AP.(2AM — AP) < (BP)*+ AP.(AB — AP) <
< (BP)’+ AP.BP,
la primera desigualdad por ser el &ngulo ABM menor que 7/6. Se obtiene asi:
(AB)’ — (BP)’< AP.BP; (AB — BP).(AB + BP) < AP.BP;
AB — BP < AP.BP/(AB + BP) < AP/2,

como se queria demostrar.

Volviendo al tridngulo equilatero ABC (Figura 2), dado P perteneciente a su
interior o a un lado, sea P’ su proyeccion ortogonal sobre la altura del triangulo
i1sdsceles FBC (s1 un punto no tiene proyeccion ortogonal sobre esta altura, nece-
sariamente la tendra sobre la de FAB o la de FCB, y se razonaria andlogamente).
Se verifica, por ser F el punto de Fermat para este tltimo tridngulo,

PA+PB+PC > P’A+P’B+P’C = FA+P’F+P’B+P’C > FA+FB+FC,
es decir, F' es también el unico punto de Fermat de ABC.

2. Triangulo isésceles de angulo desigual A < 27/3
Sea ABC isosceles, con angulo desigual 4 < 27/3, sea F el punto de su altura
sobre BC desde el cual se ve este lado bajo el angulo 27/3, y sea 4 ’BC el triangu-
lo equilatero de su misma base con F' como punto de Fermat.
Sin/3 < A <2n/3 (Figura 4), para cualquier punto P de la altura 4M se tiene:
A’P+BP+CP > A’F+BF+CF,
y puesto que A’'P = A’A+APy A’F = A’A+AF, resulta finalmente:

AP+BP+CP > AF+BF+CF.
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AI

B ] C

Figura 4

Sea ahora A4 < n/3 (Figura 5) y P perteneciente al segmento 44 ’; se verifica:
PB+PC > PM+BC = A’P+4A’M+BC = A’P+A’M+BM+CM >
> A’P+A’F+BF+CF = PF+BF+CF,
y por lo tanto

PA+PB+PC > PA+PF+BF+CF = AF+BF+CF.

Figura 5
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Y si Q pertenece a A’M, entonces

AQ+BO+CO = AA'+4°’0+BO+CQ > AA’+A F+BF+CF = AF+BF+CF.

3. Triangulo escaleno

Vista la caracterizacidon del punto de Fermat en los tridngulos isdsceles, es natural
conjeturar que si los tres angulos del tridangulo escaleno ABC son menores que
2n/3 (Figura 6), y es F el punto de interseccion de los arcos capaces de sus lados
bajo ese angulo, ese es el Unico punto de Fermat del triangulo; y que si tiene un
angulo 4 > 271/3, 1o es su vértice.

CI
Figura 6

Para probar la conjetura en el primer supuesto, se prolonga el segmento FC
hasta formar el triangulo isésceles ABC’, cuyo punto de Fermat es F. Tomando P
comprendido en ABC se verifica:

FA+FB+FC’= FA+FB+FC+CC’< PA+PB+PC’< PA+PB+PC+CC",
es decir, FA+FB+FC < PA+PB+PC.
Y en el caso de un angulo 4 > 27/3 (Figura 7), prolongando el lado menor AC

hasta C’ para formar el tridngulo isosceles ABC’, cuyo punto de Fermat es A4, se
tiene, cualquiera que sea P comprendido en ABC:
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AB+AC’'= AB+AC+CC’< AP+BP+C’P <AP+BP+CP+CC’,

es decir, AB+AC < AP+BP+CP.
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Abstract

A very curious prime numbers are those which are formed by a re-
peated digit only. Obviously, this digit can be only one and in this pa-
per we indicate how to find them. We finish this paper with the
question of whether there is a finite or infinite number of these primes.

Resumen

Unos numeros primos bastante curiosos son aquéllos que estdn
formados por un sélo digito repetido. Evidentemente, este digito solo
puede ser el uno y en este articulo indicamos la forma de hallarlos.

Acabamos el articulo con la duda de saber si existe una cantidad finita
o infinita de estos primos.

Introduccion

De la infinidad de nimeros primos existentes, hemos escogido para nuestro estu-
dio aquéllos que so6lo poseen un digito repetido. Evidentemente, el primero de
estos primos es el 11. Pero a partir de éste, el digito repetido no puede ser ningu-
no comprendido entre 2 y 9 pues si el nimero tuviera uno sélo de estos digitos,
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entonces seria divisible por él. En consecuencia, si un nimero primo solo posee
un digito repetido, éste ha de ser el 1.

Ademas: el total de “unos” de este nimero no puede ser multiplo de 3 porque
entonces el niumero seria multiplo de 3 y tampoco puede haber un nimero par de
“unos” pues en tal caso el nimero seria multiplo de 11. En consecuencia, el total
de “unos” de este nimero ha de ser un numero impar y no multiplo de 3.

Si representamos por 1™ el nimero que sélo posee n “unos” para 7>1, en-
tonces se puede expresar 1" como

P(n) :rilof (1)

Los primeros nimeros primos con sélo “unos” que hemos encontrado hasta el
momento con ayuda del sistema de computo algebraico MATHEMATICA son los
siguientes:

{1 1, 109 ’ 133 ’ 1617 , 101031 ’ 1(49081}

1. Construccién de los nimeros primos de la forma 1"

En esta seccidn se indicardn las condiciones que debe cumplir # para que el nume-
ro P(n) sea primo.

Al estudiar estos nimeros primos, vimos que si # es primo y mayor que 3, al
dividir P(n) entre n el resto siempre es 1. De ahi el siguiente teorema.

1.1 Teorema
Si 7 es un nimero primo mayor que 3, entonces P(n)=1 (modn).
Demostracion:

El teorema es evidente para n = Spor lo que lo demostraremos para n > 5 y tras
aplicar el siguiente lema.

1.2 Lema

Si n es primo, entonces P(n — 1) es multiplo de 7.
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Demostracion:

La demostracion de este Lema se basa en el Pequefio Teorema de Fermat: si n es

primo y primo con a, entonces a"~ =1 (mod n) . Entonces:

= 10"°10-1 107'—=1 1-1
P(n-1)=) 10’ = = = (mod n)
JZ::; 10-1 9 9

puesto que todo nimero primo mayor que 5 es primo con 10. Por lo tanto:

n—1 n-2
P(n)=>)10" =10""+> 10’ =10"" + P(n—1)=1+0 (modn)
0 0

(X3 »

sin mas que tener en cuenta que P(n) es la suma de los “n” términos de una pro-
gresion geométrica de razon 10.

1.3 Corolario
Sin> 3 es primo, entonces

P(kn)=1 (modn).
Demostracion:

En primer lugar,
n n—1
P(n+1)=) 10’ =10"+ > 10’ =10x10"" + P(n) =10x1+1 (mod n)
0 0

Repitiendo este proceso, obtendriamos que
P(n+r)=1"" (modn)
y de aqui el corolario propuesto.

En consecuencia, para estudiar si 1™ es primo, no es necesario estudiarlo para
todo valor de #, sino tan sélo para cuando » es primo.
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1.4 Corolario
Si P(n) es primo, entonces # €s primo.

Demostrar este teorema es equivalente a demostrar que si # no es primo, tampoco
lo es P(n). Si 7 no es primo, entonces sera de la forma n =k Xm siendo m un
nimero primo por lo que, aplicando el Corolario anterior, resulta:

10" -1 10" -1 1-1
0 = 0 = (mod n)
9 9 9

P(n)=

Evidentemente, si #n es primo no se puede asegurar que P(n) también lo sea,
pero si que si aseguramos que si # no es primo tampoco lo es P(n). Por lo tanto,
para hallar los numeros P(n) primos, se estudiardn sélo los que cumplan que 7 es
primo.

2. Calculos

Hemos calculado los primeros numeros primos formados por un solo digito repe-
tido, el 1, con ayuda del sistema de computo algebraico MATHEMATICA, me-
diante una orden bastante sencilla, con total seguridad, muy mejorable:

Pln 1= ilof

Do[If[PrimeQ[n+1],
{Print[n+1],If[PrimeQ[P[n]],Print["PRIMO n = ",n+1]]}1,{n,6,55000,2} ]

Los cinco primeros nimeros primos de este tipo se obtuvieron de forma casi
inmediata, pero el sexto solo se obtuvo tras 20 dias de funcionamiento de un or-
denador personal con un procesador i3 de 3,4 GHz.

Y naturalmente, cuanto mayor es n, mayor es el tiempo que tarda el programa
en averiguar si P(n) es o no primo. De hecho, para un valor de » determinado y
mayor que 50.000 el programa tarda unos cuatro minutos en comprobar si P(n) es
primo o no.

Esta tardanza nos lleva a plantearnos una duda: ;Es finita o infinita la cantidad
de niimeros primos de la forma 12

42



Conjetura

No creo que estos seis numeros encontrados sean los Unicos, pero tampoco estoy
seguro de que haya una infinidad de nimeros primos de la forma / n
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Resumen

The author claims the suitability of the nowadays almost abandoned
“turtle graphics” for a wvery specific purpose: periodic tilings drawing
using multiple “turtles” (that move in a perfect choreography). Although
“turtle graphics” have previously been used for periodic tilings drawing,
the approach in this paper is, as far as we know, completely innovative,
and the “turtle” exceeds in this task. The corresponding algorithms and a
simple environment for drawing kaleidoscopes in FMSLogo are detailed
in the paper, that also includes some nice examples. The approach is
not restricted to Logo language but to any implementation of “turtle
graphics” including multiple turtles. In the author’s opinion, issues such
as the suitability of software for a certain task should be beyond fashion
and tendencies. For example, a simple and flexible approach such as
the one presented here cannot be developed using Cartesian or polar
coordinates.

Conservaremos de lo antiguo todo lo sagrado, todo
lo bello y todo lo til y aplicable a la construccion
que propongo... Lo demadas jfuera! Lo antiguo, solo
por ser antiguo, no merece ni una lagrima siquiera.

Cuentos del dia (1868)
Ventura Ruiz Aguilera

44



1. Introduccion

1.1. Sobre el lenguaje Logo y la geometria de la tortuga: la
decadencia

El lenguaje Logo se recuerda principalmente por su peculiar “geometria de
la tortuga” [1] y su uso con ninos [31]. La “tortuga” es un cursor grafico para
dibujos 2D, cuyos movimientos basicos (avanza, retrocede, gira derecha, gira
izquierda) no estan relacionados con las habituales coordenadas cartesianas,
sino con la posicién y orientacion de la tortuga en cada momento. De hecho,
la “tortuga” es introducida frecuentemente a los ninos como un animalito
que “vive” en la pantalla, lo que es mucho mas intuitivo que las coordenadas
cartesianas. Y en las primeras versiones, la “tortuga” era un movil mecanico
que se desplazaba por el suelo.

A pesar de su extraordinario éxito en los '80s, Logo es ahora raramen-
te usado y se considera obsoleto, excepto para algunas aplicaciones como
robética o dibujo de fractales (Figura 1) [20, 21, 25] y otras curvas especiales
[47].

Figura 1: Un ejemplo bien conocido de fractal dibujado con Logo: la curva
de Koch.

En mi opinién hay tres razones principales para esta decadencia.

i) Uno de sus objetivos ha desaparecido.
Lo que parecia un axioma en los ’80: “todo el mundo necesita saber
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programar”, no es ya la opiniéon general. Logo es un lenguaje de pro-
gramacion muy amigable, facil de usar y realmente sencillo para princi-
piantes. Introducir a los ninos a la programacion era uno de los objetivos
de Logo, pero saber programar ya no se considera una necesidad.

ii) Los usuarios de otros lenguajes de programacion siempre han mirado
por encima del hombro a los usuarios de Logo.
Coincido plenamente con el comentario de Brian Harvey (desarrollador

de UCBLogo [24]) en el “Preface” de [23]:

“Logo has been the victim of its own success in the ele-
mentary schools. It has acquired a reputation as a trivial
language for babies. Why, then, do I use it as the basis for
a series of books about serious computer science? Why not
Pascal or C++ instead?

The truth is that Logo is one of the most powerful pro-
gramming language available for home computers. (...)”

Este comentario se incluye en ese libro probablemente porque la poten-
cia y posibilidades de Logo suelen ser subestimadas.

iii) El rango, la disponibilidad y la difusién del software matemadtico ha
crecido enormemente.
Hoy en dia los sistemas de geometria dindmica (DGS) en general y, més
concretamente, el software libre GeoGebra, han ocupado posiblemente
el lugar dejado por el lenguaje Logo en la ensenanza de la geometria
con la ayuda de tecnologia. Otras areas de la ensenanza de la matemati-
ca, como algebra y andlisis, son cubiertas por los sistemas de calculo
simbdlico (CAS). Actualmente estan disponibles potentes CAS de soft-
ware libre como Maxima, Reduce, Axiom, CoCoA, Xcas,...

1.2. Sobre el lenguaje Logo y la geometria de la tortuga:
situacion actual

Actualmente hay muchas implementaciones de Logo disponibles. Una com-
pleta lista de implementaciones de Logo y software relacionado, incluyendo
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mas de 250 referencias a diferentes dialectos, se puede encontrar en [11].
Podriamos subrayar FMSLogo [5], StarLogo [7, 36] y NetLogo [49]. De cual-
quier modo, el lenguaje Logo no es muy usado hoy en dia.
Implementaciones de la geometria de la tortuga sobreviven en algunos de
los lenguajes que podriamos calificar de “modernos”. Algunos ejemplos son:

= Scratch [28], que incluye una versién de la geometria de la tortuga [35],

» PythonTurtle [33], un entorno de aprendizaje para Python inspirado
por Logo,

» Haskell (un lenguaje funcional) [4], donde se han implementado versio-
nes simplificadas de la geometria de la tortuga [6, 10],

= Java, donde se han realizado diferentes implementaciones de la geo-
metria de la tortuga, como Java TurtleGraphics [22], Jurtle [30] y Pencil
Code Online [8] (esta ultima implementada en CoffeeScript).

También hay software matematico, como el CAS Xcas [9], que incluye
implementaciones mas o menos standard de la geometria de la tortuga.

Hay también intentos recientes de coordinar diferentes aproximaciones
computacionales, como la potencia de razonamiento de ProlLog con las po-
sibilidades gréaficas de la geometria de la tortuga [43] (donde las tortugas se
consideran “agentes”).

También subrayaremos el posible uso de la geometria de la tortuga con
estudiantes con discapacidades leves [34].

Finalmente destacaremos que el proyecto One Laptop per Child incluye
actividades de tortuga [48]. Y, por ejemplo, Berkeley Logo (UCB Logo) [24]
esta disponible para el ordenador XO.

1.3. Mi experiencia con la geometria de la tortuga, los mo-
saicos perioddicos y la geometria dinamica

Aunque mi principal campo de investigacién son las aplicaciones del algebra
computacional [32, 39], normalmente usando bases de Grébner [12], soy un
fan de la geometria de la tortuga [1].

Hemos desarrollado implementaciones de la geometria de la tortuga en
Pascal y C [41] y en los CAS Maple [40, 42] y Derive [27] (la penultima fue
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incorporada a la Share Library de Maple). Otros autores han desarrollado
posteriormente implementaciones similares para el CAS Reduce [14] y la cal-
culadora TI-92 [26, 46]. Subrayemos que, en los '80s, incluso lenguajes de
programacién légica como Turbo-Prolog [3] incluian implementaciones de la
geometria de la tortuga.

Usamos nuestra implementacién en Pascal mencionada mas arriba pa-
ra desarrollar un paquete de simulacién de transformaciones del plano que
preservan la forma (semejanzas) [41].

También fui el codirector de una tesis doctoral sobre el dibujo de mosai-
cos periédicos usando la geometria de la tortuga [15], donde se desarrollaba
un paquete para el dibujo de los grupos ciclico y dihédrico, frisos y grupos
cristalograficos planos [16, 17, 18, 19]. A diferencia de otras aproximaciones
al dibujo de mosaicos periédicos, el diseno no se guardaba como un conjunto
de pixels coloreados (en consecuencia, de un modo dependiente de la resolu-
cién), sino como una lista de érdenes de tortuga y un modo de replicar estas
6rdenes, guardando el grupo por el que se tiene que replicar (independiente
pues de la resolucién de pantalla). Ello posibilitaba que las descripciones de
los mosaicos perddicos disenados fueran extremadamente breves.

Tengo una larga experiencia con el DGS The Geometer’s Sketchpad, como
beta-tester, usuario [38, 41] y profesor (he enseniado asignaturas optativas en
la Facultad de Educacion de la Universidad Complutense de Madrid usando
DGS desde 1996). También he impartido cursos usando Logo desde 1987.

1.4. Extensiones de Logo

Muchas implementaciones de Logo incluyen extensiones a 3D. Hay, incluso,
extensiones de la geometria de la tortuga a geometrias esférica [13], eliptica
e hiperbdlica [44].

Algunas implementaciones de Logo incluyen tortugas multiples. De cual-
quier modo, el uso intensivo de tortugas multiples, aunque existente [20, 29,
37], es raro. Cuando hay tortugas multiples disponibles, el usuario puede ac-
tivar una cierta tortuga y los comandos subsiguientes seran obedecidos por
las tortugas activas. Ejemplos de implementaciones de Logo con tortugas
multiples son FMSLogo [5], StarLogo [7, 36] y NetLogo [49].
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1.5. La idea principal de este articulo

La aproximacion presentada en este articulo para dibujar grupos ciclicos y
dihédricos es paralelizable y completamente diferente a las seguidas en [15,
16, 17, 18, 19]. Estd basada en usar tortugas miltiples que actian todas de
la misma forma (o de formas simétricas). De esta forma se pueden dibujar
sin esfuerzo y con un cédigo muy breve bonitos disenios ciclicos y dihédricos
(del tipo de los de un caleidoscopio). Este tratamiento, que sepamos, es una
novedad.

Observemos que los comandos de tortuga pueden ser introducidos uno a
uno, en bloques (como sucesiones de comandos) o usando un procedimiento
(invocando su nombre). Todo el cédigo necesario se incluye en las secciones
siguientes.

2. Implementacion de los grupos ciclico y dihédrico

Hemos elegido FMSLogo [5], una versién actualizada del MSWLogo de George
Mills, que es, a su vez, una version mejorada del Berkeley Logo. FMSLogo
permite el uso simultaneo de hasta 1024 tortugas.

2.1. Algoritmo para grupos ciclicos

En este caso cada célula se replica por giros. Todas las tortugas realizan
exactamente los mismos movimientos, comenzando en el centro del rosetén,
pero en distintas direcciones.

Observemos que el algoritmo entra en un bucle, y el usuario puede por ello
escribir tantos comandos como desee. El algoritmo se detalla a continuacién:

Input: ntimero de sectores circulares (células): K.
Paso 1. Borra la pantalla y activa K tortugas.
Paso 2. Gira las tortugas de modo que los angulos entre ellas sean iguales.

Paso 3. Lee un comando, sucesién de comandos o nombre de procedimiento
desde teclado.
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Paso 4. SI la entrada del Paso 3 no es o no acaba en “FIN”, ENTONCES
ordenar a cada tortuga ejecutar la entrada del Paso 3 y volver al Paso
3, EN OTRO CASO, para.

Observemos que el “volver” del Paso 4 se consigue con un procedimiento
recursivo.

2.2. Algoritmo para grupos dihédricos

En este caso, cada célula, replicada por giros, consiste de dos dominios funda-
mentales simétricos. La mitad de las tortugas, por ejemplo las impares, tienen
que llevar a cabo los movimientos introducidos como input, mientras que las
pares tienen que realizar los mismos movimientos, pero intercambiando giros
a la derecha por giros a la izquierda y viceversa.

Observemos que el algoritmo entra en un bucle, y el usuario puede por
tanto escribir tantos comandos como desee. El algoritmo se detalla a conti-
nuacion:

Input: nimero de sectores (células): K (esto es, 2K dominios fundamenta-
les).

Paso 1. Borra la pantalla y activa 2K tortugas.

Paso 2. Gira las tortugas de modo que los dngulos entre cada par de tortugas
sean iguales.

Paso 3. Lee un comando, sucesion de comandos o procedimiento desde teclado.

Paso 4. SI la entrada del Paso 3 no es o no acaba en “FIN”, ENTONCES
ordenar a cada tortuga impar ejecutar la entrada del Paso 3 y a cada
tortuga par ejecutar los mismos movimientos pero intercambiando giros
a la derecha por giros a la izquierda y viceversa y volver al Paso 3, EN

OTRO CASO, para.

2.3. Implementacién de grupos ciclicos en FMSLogo

Esta implementaciéon es muy directa. El procedimiento principal es CIC,
que inicializa la pantalla y las tortugas y llama al procedimiento recursi-
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vo SUBROSETONC. SUBROSETONC lee la(s) orden(es) desde el teclado, las al-
macena en la variable ORD y ejecuta el subprocedimiento SUBSUBROSETONC.
SUBSUBROSETONC hace que cada tortuga ejecute las ordenes almacenadas
enn ORD. Cualquier comando de tortuga, como, por ejemplo, SETPENCOLOR
o SHOWTURTLE pueden ser introducidos durante el proceso.

PARA CIC :K

BP BT 0T

HAZ "N O

REPITE :K [HAZ "N :N+1
ACTIVA :N

GD :N * 360 / :K]
(ES [ROSETON CICLICO DE ORDEN] :K)
SUBROSETONC :K
FIN

PARA SUBROSETONC :K

ES [SIGUIENTE ORDEN: ]

HAZ "ORD LL

SI NO :0RD=[FIN] [SUSBSUBROSETONC :K :0RD SUBROSETONC :K]
FIN

PARA SUSBSUBROSETONC :K :0RD

HAZ "N O

REPITE :K [HAZ "N :N+1
ACTIVA :N
EJECUTA :0RD]

FIN

2.4. Implementacion de grupos dihédricos en FFMSLogo

Esta implementacion es similar a la anterior, pero incluye un truco en el sub-
procedimiento SUBSUBROSETONC: los comandos “auténticos” RIGHT y LEFT se
almacenan en RECHTS y LINKS (la traduccién al alemén de “derecha” e “iz-
quierda”). De acuerdo con la paridad del nimero de la tortuga, el significado

de los comandos de tortuga GIRADERECHA y GIRAIZQUIERDA, asi como sus
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abreviaciones, GD y GI, se intercambian o no. El comando COPIADEF se usa
para ello (después de desproteger los comandos internos con HAZ "REDEFP
"CIERTO).

Observemos que la tortuga comienza en la direccion de la bisectriz del
dominio fundamental.

PARA DIH :K
HAZ "REDEFP "CIERTO
COPIADEF "RECHTS "GD
COPIADEF "LINKS "GI
BP BT OT
HAZ "N O
REPITE 2%:K [HAZ "N :N+1
ACTIVA :N
GD :N * 360 / (2 * :K) - 360 / (4 * :K)]
(ES [ROSETON DIHEDRICO DE ORDEN] :K)
SUBROSETOND :K
FIN

PARA SUBROSETOND :K

ES [SIGUIENTE ORDEN: ]

HAZ "ORD LL

SI NO :0RD=[FIN] [SUBSUBROSETOND :K :0RD SUBROSETOND :K]
FIN

PARA SUBSUBROSETOND :K :0RD

HAZ "N O

REPITE :K [HAZ "N :N+1
ACTIVA :N
EJECUTA :0RD
HAZ "N :N+1
ACTIVA :N

COPIADEF "GIRADERECHA "LINKS
COPIADEF "GIRAIZQUIERDA "RECHTS
COPIADEF "GD "LINKS
COPIADEF "GI "RECHTS

52



EJECUTA :0RD
COPIADEF "GIRADERECHA "RECHTS
COPIADEF "GIRAIZQUIERDA "LINKS
COPIADEF "GD "RECHTS
COPIADEF "GI "LINKS]

FIN

3. Galeria de ejemplos

Figura 2: Ejemplo trivial del grupo C3. Observemos que los pequenos triangu-
los representan la posicién y orientacion de las “tortugas”.

Ejemplo 1. Los dos sencillos ejemplos de las capturas de pantalla de las
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Figuras 2 y 3 se consiguen escribiendo:
AVANZA 200 GIRADERECHA 90 AVANZA 40

después de ejecutar, respectivamente, CIC 3 y DIH 3.

Figura 3: Ejemplo trivial del grupo D3.

Ejemplo 2. El dibujo a la derecha de la Figura 4 fue construido dibujando
los dos medios hexdgonos a la izquierda de esta figura y replicandolos por el
grupo D12. El cédigo es el siguiente:

PONGROSOR 2 GD 7.5 GD 30 OT
SL AV 120 GD 90 BL AV 30
REPITE 2 [GD 60 AV 60] GD 60 AV 30 GD 90
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SL AV 312 GD 90 BL AV 60
REPITE 2 [GD 60 AV 120] GD 60 AV 60 GD 90

Observemos que GD, 0T, SL, AV y BL son las abreviaciones de GIRADERECHA,
OCULTATORTUGA, SUBELAPIZ, AVANZA y BAJALAPIZ (respectivamente).
Notemos que se incluye GD 7.5 al comienzo pues las células en los grupos
D12 son sectores de 30°, por lo que los dominios fundamentales son sectores
de 15° y, en consecuencia, las bisectrices de los dominios fundamentales estan

. 0 .
desviadas % con respecto a las semirrectas borde.

Figura 4: Un disenio (dos medios hexdgonos) replicados por el grupo D12.

Ejemplo 3. El dibujo de la Figura 5 fue construido dibujando una inflores-
cencia multicolor con:

0T
PONGROSOR 1
PONCL O

AV 150
PONGROSOR 4
HAZ "A 1
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REPITE 15 [PONCL :A AV 50 RE 50 GD 24 HAZ "A :A+1]

y replicandola por el grupo ciclico de orden 8. Observemos que RE quiere
decir RETROCEDE, PONCL impone el color del lapiz y HAZ es el comando de
asignacion en Logo.

Figura 5: Una inflorescencia obtenida replicando la célula por el grupo CS.

Ejemplo 4. En la Figura 6 un diseno (izquierda) se replica ejecutando CIC
6 (centro) y DIH 6 (derecha).
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Figura 6: Un diseno replicado por los grupos C6 y D6.
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4. Conclusiones

Aunque no sea el tnico fan de la geometria de la tortuga [2, 45|, apoyar
la geometria de la tortuga en 2015 es posiblemente remar contra corriente.
Pero, en mi humilde opinién, la tortuga es excelente para ciertas aplicaciones
como la presentada aqui (dibujo de grupos ciclicos y dihédricos). Creo que
las cosas (y las personas) no deberian ser olvidadas o ignoradas sélo por ser
antiguas (viejas). Podemos aprender de nuestros mayores (en los campos que
dominan), y podemos todavia sacar provecho del “buen software antiguo”
(en las aplicaciones en que destaquen).

Obviamente, un trabajo futuro puede ser extender esta idea a los siete
grupos de frisos y a los diecisiete grupos cristalograficos planos.

Otro posible trabajo futuro es comparar la implementaciéon en FMSLogo
incluida aqui con implementaciones en otros dialectos Logo que soporten
tortugas multiples, como StarLogo [7, 36] y NetLogo [49].
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Abstract

Ancient numeration systems (Egiptian, Babylonian, Greek, Roman,
Mayan, Chinese and Hindu-Arabic) are revisited in this paper. Emp-
hasys is put on their positional character.

Resumen

En este articulo se revisan antiguos sistemas de numeracion: egip-
cio, babilonico, griego, romano, maya, chino e indoardbigo, poniendo
especial atencion en su cardcter posicional.

A la memoria de D. Alberto Aizptn,
con agradecimiento por su buen hacer,
su calidad humana y sobre todo,

por su enorme entrega a la docencia.

Introduccion

Mucho antes de que se inventara la escritura el hombre empez6 a rayar las rocas y
las paredes de las cuevas y a tallar muescas en varas para indicar “cuantos”. Tales
marcas fueron el inicio de los sistemas de numeracion pero fue mucho mas tarde
cuando los hombres fusionaron los nombres hablados de los numeros y sus inci-
siones creando un sistema de simbolos representativos de ellos.

Estudiaremos los principales sistemas de numeracion.
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El sistema egipcio

Los antiguos egipcios que vivian en el valle del Nilo alcanzaron un alto nivel de
civilizacién antes del afio 3.000 A.C. El sistema de numeracion egipcio era deci-
mal (de base 10), pero carecia del concepto de valor de posicion. En la Figura 1 se
muestran esquematicamente los simbolos que utilizaban.

Figura 1

El sistema babilonico

En otro valle, que se encuentra entre los rios Tigris y Eufrates del Irak de hoy en
dia, florecio otra civilizacion antigua. Aqui vivieron los babilonios aproximada-
mente 2000 afios A.C. La escritura en Babilonia se hacia sobre pequefias tablas de
arcilla con la ayuda de un estilete que producia caracteres en forma de cufia lla-
mados caracteres cuneiformes. Este sistema de numeracion era decimal, como se
muestra en la Figura 2.

Los babilonios usaron también un sistema de numeracioén sexagesimal (de base
sesenta). Este sistema tan s6lo necesitaba un simbolo definido para el cero, para
convertirse en un sistema de valores de posicion completa.
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Figura 2

Los sistemas griegos

El més antiguo de los sistemas de numeracion griegos se obtuvo asignando valo-
res numéricos a las veinticuatro letras del alfabeto griego. Este sistema era practi-

camente inutil en el trabajo.

Otro sistema era el sistema jonico, en él se agregaban tres signos al alfabeto y
asi habia veintisiete letras. Las nueve primeras representaban los numeros del 1 al
nueve, las nueve siguientes representaban los nueve primeros multiplos de 10, es
decir, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 y el tercer grupo de nueve letras represen-
taba a los nueve primeros multiplos de 100, es decir: 100,

600, 700, 800, 900 (Figura 3).
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Figura 3
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Los multiplos de un millar se representaban por medio de las nueve primeras
letras con una raya cada una indicando su nuevo valor.

Sistema de numeracion romano

Hay siete simbolos basicos en el sistema romano, tal como los conocemos hoy en
dia. Son los siguientes:

I \% X L C D M
1 5 10 S50 100 500 1000

El sistema romano puede ser considerado como un sistema decimal. Los romanos
usaban el principio de adicion para escribir todos los niumeros, exceptuando aque-
llos que comprendian cuatros y nueves. De este modo, se tiene:

XXIIIT=20+3=23
MDCCCVII =1000 + 500 + 300 +5 +2 =1807

El principio de sustraccidon opera especificamente en relacion con los cuatros y los
nueves, del siguiente modo:

IV=5-1=4 ; XL=50-10=40 ; CD=500-100=400
IX=10-1=9 ; XC=100-10=90 ; CM =1000-100=900

resultando la siguiente tabla (Figura 4):

I 1 VIl 8

2 IX 9

Il 3 X 10

v 4 L 50

v 5 C 100

VI 6 D 500

vib 7 M 1.000
Figura 4
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El sistema maya

La civilizacién maya de la parte sur de Méjico y de Centroamérica fue la primera
que empled el principio de valor de posicidn a la vez que un simbolo para el cero
en un sistema de numeracion. El sistema maya se desarrolld independientemente
de las civilizaciones del Viejo Mundo y se cree que estuvo en uso durante cinco o
seis siglos antes que cualquiera de los sistemas de los paises asiaticos.

El sistema de numeracion de los mayas que se encuentra en sus calendarios y
relaciones astrondmicas, no es decimal sino vigesimal (de base veinte).

Los 19 primeros niumeros aparecen en la tabla de la Figura 5.

O 1 = 3 4
ad> ®*oe® eooe oeove
5 6 7 4 8 o

- *® eoo® seoee
10 11 12 13 14
- e eooeo seoeoe
L
15 16 g 7 18 19
- e oo oeoeoe

Figura 5

El sistema chino

Nuestros conocimientos acerca del inicio de la civilizacién china son muy vagos.
Los numerales chinos constituyen uno de los sistemas de numeracion mas anti-
guos que hay en el mundo y se siguen empleando actualmente (Figura 6).

Claro que las firmas de negocios en China emplean en la actualidad nuestro
sistema de numeracidn indoardbigo.
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Figura 6

Los numerales indoarabigos

Existen varias teorias y mucha incertidumbre acerca del origen de nuestros nume-
rales comunes, llamados indoarabigos. La teoria mas ampliamente aceptada es la
que dice que tuvieron su origen en la India, y siendo una invencién de los hindu-
es, estos numerales fueron traidos a Espafia en el siglo VIII o IX D.C. por los ara-
bes y difundidos mas tarde por la Europa cristiana.

En el afio 711 los arabes invadieron Espafia y la dominacion musulmana durd
ocho siglos. Ellos nos introdujeron el nuevo método para escribir simbolos numé-
ricos que habian aprendido de los hindues.

Los numerales en su forma presente, no aparecerian hasta el siglo XV o el
XVI. El manuscrito europeo mas antiguo en el cual aparecen simbolos muy pare-
cidos a nuestros numerales modernos fue escrito en Espafia en 976 D.C. Este ma-
nuscrito se encuentra en el convento de Albelda, un monasterio del norte de
Espafia y es conocido con el nombre de Codex Vigilanus. Fue copiado por un
monje de nombre Vigila. El pasaje relevante dice asi:

“Debemos tener en cuenta que los indios tenian la inteligencia mds pene-
trante, y otras naciones marcharon por detras de ellos en el arte de calcu-
lar, en geometria y en otras ciencias libres. Y esto es evidente a partir de
los nueve simbolos con los que ellos representaban cada categoria de nu-
mero a cada nivel ” (Figura 7).
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Figura 7

Una influencia importante en la introduccion de los numerales indoarabigos en
Europa la ejercié un libro escrito por Al-Khovarizmi, un matemadtico arabe, en el
afio 825 D.C. Este libro fue posteriormente traducido al latin con el titulo Liber
Algorismi de Numero Indrum (EI libro de Al-khowarizmi acerca del nimero hin-
da). El hecho de haber sido traducido este libro del arabe pudo haber influido en
la adopcidn del término “numerales ardbigos™ al referirse a nuestros numerales.
Ademas de esto, podemos ver una semejanza entre nuestros numerales y los sig-
nos arabigos.

Al-Khowarizmi fue matematico, astronomo y gedgrafo. Quizas fue uno de los
matematicos mas destacados que han vivido en la Edad Media. Su trabajo en 4l-
gebra fue destacado, pues él no sélo inicio el tema en forma sistematica, sino que
también lo desarrollé para dar solucion analitica a ecuaciones lineales y cuadrati-
cas, lo que le establece como fundador del Algebra.

El desarrollo de tablas astrondémicas por €l fue una contribucion significante a
la ciencia de la Astronomia. La contribucion de Al-Khowarizmi a la geografia es
también destacada, ya que no solo revisé los puntos de vista de Ptolomeo en geo-
grafia, sino que los corrigié en detalle, asi como su mapa del mundo. Sus otras
contribuciones incluyen originales trabajos relacionados con relojes, astrolabios y
relojes de sol.
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La influencia de Al-Khowarizmi (Figura 8) en el desarrollo de la ciencia en
general y de la matematica, astronomia y geografia en particular, esta claramente
establecida en la historia. Muchos de sus libros fueron prontamente traducidos a
numerosas lenguas y, de hecho, constituyeron los textos universitarios hasta el
siglo XVI.

Figura 8

Durante muchos siglos se prefiri la notacion romana a los signos indoarabi-
gos. El uso de los numerales indoarabigos levanto, de hecho, una gran oposicion.
En 1299, por ejemplo se prohibié en Florencia a los mercaderes el uso de ellos y
se ordend la escritura de los nombres verbales para los numeros o la notacion ro-
mana. En muchas partes se prohibié el uso de numerales indoarabigos en la re-
daccion de documentos oficiales. Este prejuicio en contra de los simbolos
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indoarabigos se debia, probablemente, al hecho de que los simbolos romanos eran
conocidos por cualquiera y respondian a las necesidades ordinarias.

El uso de un simbolo cero fue un logro grandioso de los hindtes, y pudo haber
sido inventado 100 afios A.C. El cero es probablemente uno de los més grandes
aciertos de la ciencia. Permitio a los calculadores hindiies abandonar las columnas
del abaco y desarrollar métodos de calculo escrito. El simbolo empleado usual-
mente por los hindues en sus calculos escritos, para indicar la columna vacia del
abaco, era un punto que llamaban sunyabindu o sindu. No pensaban en este punto
como en un simbolo para un nimero, sino como en un simbolo que denotaba una
columna vacia. El uso mas temprano que se conoce de un simbolo para el cero es
una inscripcion de Gwalior que data de 876 D.C.

El numeral “0” fue el ultimo de los numerales en ser inventado, y el nimero
cero fue el ultimo de los numeros en ser descubierto. Sin cero el sistema indoara-
bigo de numeracién no hubiese sido mas eficiente para los computos que los sis-
temas egipcio o romano.

Es notable el hecho de que fueran necesarios miles de afios para que el hombre
llegara a inventar una manera realmente sencilla de representacion de los numera-
les. Son muchos los afios de esfuerzo y lucha que hay detras del sistema de nume-
racion que tomamos gratuitamente y usamos con tanta facilidad.

112 (34|56 7]8|9]10
Siglo | 11 71 28716 7/8|2|°
133 |9)6]2
alo | 117/3|R|9|6|A[8]|9
lada13|2|3|2|5|6 A (8|90

Figura 9
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Esta invencién humana, profundamente humana, es la mas universal. En mas
de un sentido podemos decir que fusiona a la humanidad. No ha habido ninguna
Torre de Babel de los numeros. Mientras que existen mas de 4000 lenguas y va-
rias decenas de alfabetos y de sistemas de escritura para transcribirlos, hoy sélo
existe un sistema unico de numeracidén escrita. Sistemas cuyos signos basicos
constituyen, por asi decirlo, un esperanto visual: el hecho de que personas de muy
distintos lugares geograficos (europeos, asiaticos, africanos u oceanicos), que no
pueden comunicarse entre si mediante la palabra, se entienden facilmente en
cuanto escriben los numeros con las cifras 0,1,2,3,4..., es uno de los rasgos mas
notables de nuestro sistema de numeracion actual.

En una palabra, las cifras constituyen hoy en dia el Uinico y auténtico lenguaje
universal. Los que consideran a las cifras como algo completamente inhumano
deberian reflexionar sobre ello.
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Abstract

Poor performance in school is a serious social problem with personal,
family and social repercussions. You need to know the context of the
students, as well as to deeper in their knowledge and analysis of the
academic performance. This article presents a study on the variables
of the risk factors involved in the academic performance of students of
Obligatory Secondary Education (ESO). The research focuses on a
statistical study during the academic year 2012-2013. The data are
processed by a binary logistic regression model, which estimates the
probability of promotion to the 4th year of ESO with no subject failed.
The results show the importance of having interest in studies as well
as effort and dedication by them.

1. Qué es el rendimiento escolar

El rendimiento académico es la comprension del contenido de los programas de
estudio, los cuales son evaluados dentro una escala convencional. Por ser cuanti-
ficable, el rendimiento académico determina el nivel de conocimiento alcanzado,
y es tomado como Unico criterio para medir el éxito o el fracaso escolar a través
de un sistema de calificaciones (de 0 a 10 en la mayoria de los centros publicos y
privados). Un buen rendimiento escolar se produce cuando el estudiante es capaz
de demostrar sus capacidades cognitivas, actitudes, conceptos y aptitudes apren-
didas en la escuela. Por consiguiente, es una medida que expresa lo que el estu-
diante ha aprendido a lo largo del proceso formativo. Ver, por ejemplo, [1]y [3].
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El rendimiento escolar es un término relativamente moderno cuya aparicion
fue precedida de algunos hechos entre los que se puede destacar la obligatoriedad
de la ensefianza, dando lugar a la asistencia a las aulas de personas muy diferentes
(tanto en clase social y cultural como en caracteristicas individuales y familiares).
La poca motivacion, el desinterés o la desidia dificultan la comprension de los
conocimientos y termina afectando en el rendimiento.

Espafia es el pais de la Unién Europea en 2012 con mayor tasa de abandono
escolar (24,9), y tiene un fracaso escolar del 25,9%. En particular, la Comunidad
de Madrid tiene una tasa de abandono escolar del 22,3% y un fracaso escolar del
23,8%. Ver, por ejemplo, el informe de [4]. Llegado a este punto cabria pregun-
tarse ;qué estd provocando verdaderamente el fracaso escolar?, ;se estd estudian-
do como debiera?, ;se estd tomando medidas para su solucion exclusivamente
teniendo en cuenta las investigaciones realizadas?

Por otra parte, es muy importante analizar qué factores de riesgo influyen en el
bajo rendimiento escolar, ya que éste puede acompaiiarnos de por vida, incluso
puede provocar la desercion de los estudios. A la hora de delimitar los factores
que estan incidiendo en el éxito o fracaso escolar, no es extrafilo en encontrarse
con algunas dificultades debido a que éstos estan constituidos a su vez por una red
entrelazada de variables de tipo personal, contextual..., que resultan dificil deli-
mitarlas por atribuir efectos claramente discernibles.

Las investigaciones dirigidas al estudio de dichos factores en estudiantes de
secundaria son numerosas e incorporan una amplia variedad de posibles determi-
nantes. Ver, por ejemplo, [2] y [5]. Desde los factores de caracter personal (géne-
ro, edad, situacion socio-familiar, etc.), pasando por los factores académicos (tipo
de ensefianza, formacion del profesorado, etc.), actian a menudo de forma inter-
activa y pueden que no sean claramente identificables como responsables del ren-
dimiento académico.

2. Algunos factores de riesgo

Los factores de riesgo que pueden afectar al binomio éxito-fracaso pueden ser:
a) Fisiologicos o ergonomicos (fisicos-mecanicos, biologicos, psico-

sociales,...)
b) Pedagégicos (métodos de ensefianza, ambiente en la escuela, profesora-
do,...)

c) Ambientales (espacios de estudio, tipo de familia, habitos de vida,...)
d) Psicologicos (problemas de personalidad, habitos de estudio...)

Al conjunto de variables de cada uno de los factores de riesgo que inciden en
el éxito o fracaso se le denomina condicionantes del rendimiento académico. No-
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tese, por ejemplo, que las condiciones del centro escolar no solo estdn determina-
das por el proyecto educativo que se desarrolla sino por la filosofia del centro, sus
valores y el estilo de relacion entre todas las personas que alli conviven. Un clima
de centro positivo estd presente en las relaciones de todos sus miembros favore-
ciendo el respeto, la comunicacion, la solidaridad, la convivencia, la participa-
cidn, etc.

Tabla 1. Factores de riesgo y variables asociadas
eye F - .
Factor personal | Factor Familiar .a ctqr Comu Factor Colegio
nitario
Sexo Con quién vive Clase social Tipo de centro
Desercién con los Participacion de | Método de
Edad = -
hermanos la familia enseflanza
Rebite Estudios de los Participacidon en | Tareas y activida-
P Padres pandillas des del centro
Horas de estudio | Expectativa de los Uso de ordenador
.. Acoso escolar
diarias padres y TIC
Aptitud Clima familiar ctividades Clima escolar
extraescolares
Metas a conse- Posesiones en el Clases particula- | Formacion del
guir hogar res profesorado
Estilos de Nivel socioecono- Vo.lu'ntarlado ch Clima Institucio-
e ) actividades so-
aprendizaje mico . nal
ciales
Falta d - )
ciiniaenteo(s:orii Uso del ocio Equipo directivo
) p Familiar qauip
vios
) A | )
Autoestima yuda de O.S padres Instalaciones
en los estudios
Horas diarias de
TV

Si se acota las variables por un solo tipo de factor, por ejemplo el de tipo per-
sonal, las variables asociadas pueden agruparse a su vez en tres niveles tal como
se refleja en el esquema. Obsérvese que algunas de estas variables son considera-
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das como explicativas del rendimiento académico En la Tabla 1 se presentan fac-
tores de riesgo con algunas de las variables asociadas que pueden influir a la hora
de estimar un buen rendimiento escolar.

Edad
Variables Personales<{ Sexo
Repite
Aptitud
Variables Cognitivas < Conocimientos previos
Inteligencia
Aetitud

Variables Motivacionales { Metas a conseguir
Estilo de aprendizaje

Figura 1. Esquema de variables asociadas al factor personal

Ahora bien, pueden ser muchas las variables que afectan al aprendizaje y ren-
dimiento académico y pertenecen a diferentes factores de riesgo. Sin embargo, no
todas lo hacen de la misma forma ni en la misma proporcion. Por ejemplo, las
desigualdades en rendimiento en funcion del sexo de los estudiantes es objeto de
interés en la comunidad cientifica desde hace varias décadas, habiéndose desarro-
llado una volumen considerable de investigacidon. El meta-andlisis de [6], muestra
superioridad en las mujeres en fluidez verbal, calculo aritmético y memoria espa-
cial para la localizacién de objetos; ellos, por su parte, superarian a las mujeres en
analogia verbal, problemas matematicos, memoria para la configuracion geomé-
trica y el ambiente. La autora destaca que estas diferencias no implican una venta-
ja a favor de los hombres en las areas de matematicas y ciencias.

En la Tabla 2 se presentan algunas variables del conjunto de factores de riesgo.
Se muestra ademés una posible dimension de las mismas, pudiendo formar parte
de un cuestionario.
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Tabla 2. Variables de factores de riesgo dimensionadas

Variables

Dimensiones

Sexo

Varon
Hembra

Estudios de los padres

Sin estudios

Estudios elementales (EGB, ESO)
Bachillerato o F.P.

Estudios Universitarios
Doctorado / Master

Horas de estudio diarias

Menos de 1 hora
Entre | y 2 horas
Entre 2 y 3 horas
Entre 3 y 4 horas
Mas de 4 horas diarias

Repite Si 0 No
Ha repetido con anterioridad Si 0 No
Habito de lectura Poco
Regular
Mucho
Posesiones del hogar Cantidad de libros en el hogar
Ordenador
Tablet

Propia habitacion
Conexion a Internet en el hogar

Gusto por el estudio

Disfruto aprendiendo, en general, casi todas las materias
Me gustaria no tener que estudiar algunas materias

Las materias son todas muy aburridas

Me gustan todas las materias

Es importante ir bien en todas las materias

OO0 O O OO0 OO0 O0Of00O0O O O0O|0 0 O|0f@e|0O OO O0O|0OOOOO0O]|0O0

Percepcion Se lo que el profesor espera que haga en clase
sobre los Pienso en cosas no relacionadas con las clase
estudios Es fécil entender a los profesores
Me interesa lo que dicen mis profesores
Mis profesores me da actividades interesante para reali-
zar
Autoestima o  Mis profesores dicen que cambie de actitud
en los estudios o  Las asignaturas son mas dificiles para mi que para otros
o  Normalmente voy bien en todas las asignaturas
o  No soy buen estudiante aunque me esfuerzo
o Apruebo rapido los contenidos que me ensefian
Uso de ordenador o  Me siento a gusto utilizando el ordenador en clase
Y o  Recibo apoyo por parte del profesorado y mis padres
TIC para estudiar con el ordenador
o  No me gusta nada utilizar las nuevas tecnologias
para estudiar
Expectativa de los padres sobre su o  Obligatorio
hijo o  Bachillerato
o Universitario
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3. Aplicacion del estudio

La inquietud por conocer qué variables pueden incidir en el rendimiento académi-
co ha llevado a la realizacidén de un estudio estadistico de campo, en concreto en
la region de la Comunidad de Madrid.

Se pretende buscar un modelo estadistico-matematico basado en un ajuste ponde-
rado de variables independientes o explicativas que son utilizadas como predicti-
vas de la variable dependiente “rendimiento académico”, con el interés ultimo de
poder estimar la probabilidad de que un estudiante apruebe o no.

El estudio que aqui se presenta tiene dos objetivos bdasicos: (1) Obtener una
estimacidn no sesgada o ajustada de la relacidon entre las variables independientes
y la variable dependiente; (2) Construir un modelo y obtener una ecuacion con
fines de prediccion. Es decir, se pretende caracterizar la influencia de variables
asociadas a los diferentes factores de riesgo sobre la variable dependiente, el cual
estd medido en términos de promociona o no. Como es habitual en este tipo de
estudio se ha aplicado un cuestionario de contexto, el cual tiene un disefio de in-
vestigacion apropiado similar al de la Tabla 2. Se puede realizar previamente un
estudio piloto con el fin de validar, codificar y asegurar que se trata de un instru-
mento fiable, aunque en el presente estudio no se ha realizado por motivos de
coste. Se ha seleccionado una muestra mediante un muestreo bietdpico; primero
se selecciona de forma estratificada los centros educativos y posteriormente las
unidades individuales mediante un muestro aleatorio simple.

El estudio se ha llevado a cabo en la Comunidad de Madrid, la cual esta divi-
dida en 5 zonas: Direccién de Area Territorial (DAT) Madrid Capital, DAT Nor-
te, DAT Sur, DAT Oeste y DAT Este.

En la Tabla 3 se presentan los municipios de la Comunidad de Madrid que han
formado parte del muestreo bietapico.

Tabla 3. Municipios de la Comunidad de Madrid por DAT

Norte | Tres Cantos, San Sebastian de los Reyes, Colmenar Viejo, La Cabrera y Alcobendas
Sur Mostoles, Leganés, Fuenlabrada, San Martin de la Vega y Getafe.

Este | Arganda, Chinchodn, Villarejo de Salvanés, Alcald de Henares y Torrejon de Ardoz
Oeste | Pozuelo de Alarcon, Las Rozas, Boadilla del Monte, Majadahonda y Torrelodones

De la poblacion total de alumnos de secundaria, la muestra esta compuesta por
los grupos de etapa pertenecientes a 25 centros de educacion secundaria (5 centros
por cada Direccion de Area Territorial). La etapa elegida para la investigacion es
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la de Educacién Secundaria Obligatoria, concretamente en el nivel de 4° curso de
educacion secundaria. El motivo de esta eleccion no es otro que el intento de anti-
cipar el problema de posible fracaso (no aprobar o no titulacién) antes de tomar la
importante decision de qué hacer cuando se finalizan estos estudios (pudiendo
elegir entre los diferentes itinerarios académicos y profesionales). Recogidos los
datos y utilizando el software SPSS, se ha estimado las variables con mas inci-
dencia sobre la variable independiente.

El modelo elegido es una transformacion logit, ya que es el que mejor respon-
de a la necesidad de estimar un fendmeno cualitativo de eleccion binaria (titula o
no). Por este motivo, se define la variable dependiente dicotomica Y; que tomaria
el valor 1 si el estudiante i-ésimo ha promocionado a 4° curso de ESO sin ninguna
suspensa, y tomaria el valor 0 si ha promocionado a 4° curso de la ESO con algu-
na asignatura suspensa. Ademas, se toma un vector X, de dimension ., que com-
prenderia las variables dependientes o exdgenas, supuestamente predictivas del
comportamiento de Y;. Asi, el modelo logistico establece que:

1

P(Yl :1): l+e—fy—pX, — - B,X,

donde fy.f,....5, son los parametros a estimar por maxima verosimilitud y
X, ...,X, son las variables explicativas de los diferentes factores.
Otra forma de presentar esta relacion es:

Log (P(Yi=1))=po+p1Xi+... +fuX,

Una de las caracteristicas que hace interesante el modelo propuesto es la rela-
cion que guarda los coeficientes de cuantificacion de riesgo (llamados “odds ra-
tio”), definidos como:

oddszi, p=P(Y, =1)
I-p

Valorando todos los cuestionarios y eligiendo las variables mds homogéneas
en cuanto a las respuestas obtenemos la siguiente seleccion de variables: (Ver
Tabla 4).
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Tabla 4. Selecciéon y descripcion de posibles
Variables para el modelo logistico
Variables Descripcion
0  Sies Varén
Sexo (5) 1 Si es Hembra
0 Sin estudios 6 estudios
elementales (EGB, ESO)
Estudios de los padres (EP) 1 Bachillerato, F.P. 6
estudios Universitarios
T 0  Menos de 2h diarias
Horas de estudio diarias (HE) 1 Mas de 2h diarias
Repite (R) 0 Si.
1 No
Ha repetido en etapas 0 Si
o niveles anteriores (RA) 1 No
Habito de lectura (HL) (1) le;jfaf (I)) ?)Z(s)tante
0  No consulta libros. Tampoco ordenador
Consulta en el hogar (CH) 1 Consulta libros y utiliza el
Ordenador
. 0 Las materias son aburridas
Gusto por el estudio (GE) 1 Me gustan casi todas las materias
Uso de ordenador y TIC 0 No utilizo las TIC en el aula
en el aula (TIC) 1 Siutilizo las TIC en el aula
Expe.ctatlva de lps padres 0  ESO
del nivel educativo a 1 Bachillerato y Universitario
alcanzar por el hijo (EXP)
Expediente académico 0  Pasa de curso con suspensas
del estudiante (EA) 1  Pasa sin suspensos
Implicacién de los padres 0  Los padres no ayudan a su hijo
en los estudios del hijo (IP) 0  Los padres ayudan a su hijo
Interés del estudiante por lo 0  El estudiante no esta interesado
explicado en clase (IE) 1 El estudiante estd interesado

4. Interpretacion de los resultados

Se ha encuestado a 314 alumnos de los centros educativos seleccionados con la
siguiente informacion:

Tabla 5. Resultados previos
Estados posibles Y; | Frecuencia | Porcentaje

Estudlantes. que promocionan con 0 207 66%

todas las asignaturas aprobadas

Estudiantes que promocionan con

alguna asignatura suspensa

1 107 34%
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Los resultados obtenidos de una regresion logistica binaria mediante el pro-
grama SPSS se muestran en la Tabla 6. Se presentan las variables principales se-
leccionadas para la prediccion junto con los coeficientes estimados (B), el error
estandar (E.T.), el valor de la estadistica de Wald y su significado (Sig.), los gra-
dos de libertad (gl), el valor odd estimado (Exp(B)) asi como un intervalo de con-
fianza para estos valores.

De la Tabla 6 se interpreta que:

1. Laecuacién de regresion logistica es:

Logit(p)=3,719+2,936*(HE)+1,935*(GE)+1,875*(IE)+0,831 *R+0, 721 *S

siendo logit(p)=In{p/(1-p)}. O alternativamente

1

Py =1)=
0 =1) 1+exp{—3,719 + 2,936 * (HE) + 1,935 * (GE) + 1,875 * (IE) + 0,831x R — 0,721 % S}

Tabla 6. Resultados de la Regresion Logistica

1.C.95% para EXP(B)

B E.T. Wald gl Sig. Exp(B) | Inferior  Superior

Paso HE| 2,936 0,914 | 12,371 1 0,004 8,234 2,414 22,381

la GE| 1,935 0,671 7,824 1 0,009 6,482 1,982 17,187
IE| 1,875 0,662 7,221 1 0,016 5,721 1,473 15,243

R 0,831 0,427 4,229 1 0,01 2,364 1,114 6,236

S| -0,721 | 0411 3,991 1 0,024 1,222 0,428 5,012

Constante | -3,719 | 1,311 3,472 1 0,002 0,099

la. Variable(s) introducida(s) en el paso 1:HE, GE, IE, R,S.

2. La posibilidad de aprobar cuando el alumno estudia mds de dos horas es
8,234 veces mayor que la de los alumnos que estudien menos de dos horas
diarias. Es decir, la ventaja a favor de los estudiantes que se esfuerzan, reali-
zan sus deberes y estudian diariamente es superior en un 8,23 a la que corres-
ponde a los estudiantes que menos o nada se esfuerzan.

3. Los estudiantes que tienen gusto por sus estudios y se motivan con esfuerzo y
estudio aumentan en un 6,482 las posibilidades de aprobar frente a los que lo
hacen con disgusto y desidia.

4. Los estudiantes con interés por lo explicado multiplica por 5,721 la ventaja
respecto de aquellos que no tienen por lo que explica el profesor.
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5. Los alumnos que no han repetido en cursos anteriores tienen mas ventaja so-
bre los que han repetido (2,364 veces).

6. Ser chica tiene cierta ventaja sobre ser chico (0,82 veces) a la hora de obtener
un mejor rendimiento académico.
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Abstract

This work pretends to highlight the activity of Barcelona’s Royal Acad-
emy of Mathematics in the professional training of engineers.

Hacia 1582 Felipe II fund6 la Real Academia de Matematicas de Madrid,
pero debido a dificultades de funcionamiento, se cerrd hacia 1634 (o, mejor di-
cho, fue absorbida por el Colegio Imperial de la Compaiiia de Jesus). En esa
misma época en distintas zonas de Espafia, empezaron a funcionar centros de
similares caracteristicas. Bajo el reinado de Carlos II, se creo la Real Academia
de Barcelona, en 1697; cerrando su actividad en 1705, y después de una espera
de 15 afios, en 1720 , se volvio a abrir , con una caracteristica muy especial, que
fue la de incluir entre el alumnado, un grupo que no era de procedencia militar
pero que cumplia en su ingreso y carrera las altas condiciones intelectuales, exi-
gidas al personal militar.

La iniciativa de crear la Academia de Matematicas de Barcelona, se atribuye
precisamente en 1720 a Jorge Préspero de Verboom. Fomento la edicidon de textos
y traducciones extranjeros, de aquellas materias que podian contribuir a la forma-
cion de los futuros ingenieros. El primer director fue Mateo Calabro, militar, lo
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fue de 1720 a 1738, aunque siempre gozd de la proteccion académica de Jorge
Prospero de Verboom; llegd a la conclusion de que en todas las Academias se
debian ensefiar Matematicas tomando como bésicas la Aritmética y Geometria,
tanto en su enfoque tedrico como practico. Se llegd a afiadir lo que actualmente
conocemos como Ciencias Fisicas, en sus ramas de Estatica, Cosmografia y Opti-
ca, todo tendente a conseguir un Ingeniero Militar.

En 1738 entra a dirigir la Academia, Pedro Lucuze y Ponce, que afiade con una
gran vision de futuro una formacion cultural para complementar los conocimien-
tos cientificos e integrarlos socialmente. Publicé en 1779 los “Principios de Forti-
ficacidon”, que sirvio casi como un libro de texto, en el que ciudades que eran
proyectadas como fortificaciones, en su funcionamiento se comportaban como
ciudades abiertas. Una de las principales caracteristicas era la determinacion de
las dimensiones ideales para el objetivo que se pretendia. Figura al frente de la
Academia hasta 1779.

La movilidad de las circunstancias militares establece unas sustituciones tem-
porales por Claudio Martel entre 1756 y 1760 que acttia como director provisio-
nal, entrando ya realmente Juan Calabro Arigorri hasta 1784, militar también. La
formacion de los ingenieros militares es matematica, desarrollando el enfoque
geométrico, matizando la division entre proyecto y obra realizada, significando la
direccion de obra. Hay que hacer notar que la redaccion del proyecto, va ligada a
lo que llamamos programa de necesidades. Esta claro que en las fechas en que
tienen lugar el funcionamiento de la Real Academia de Matematicas de Barcelo-
na, en los programas de necesidades estd, la defensa de los territorios bajo el do-
minio hispano. Miguel Sanchez Tazames dirige la Academia de 1784 a 1789,
siguiéndole la labor Félix Arriete hasta 1793, terminando la labor Domingo Ba-
lesta y Pared hasta 1802, todos de formacién militar.

Queda constancia del trabajo realizado como académicos, en la bibliografia y
archivos, de la Real Academia de Matematicas, significando una respuesta a las
necesidades planteadas. Se tocan los temas de fortificacion, urbanisticos, comuni-
caciones y estéticos de cada momento, encontrando en términos generales las
soluciones mas adecuadas. Cabe destacar que tiene lugar en ese periodo la llama-
da Ilustracién o ideas renovadoras del siglo XVIII. Son ejemplos Puerta Tierra en
Cadiz, el barrio de la Barceloneta, la fabrica de tabacos en Sevilla, parte de la
Ciudadela de Pamplona y el castillo de Montjuic entre otros.
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Los ingenieros militares formados en la Academia Militar de Matemaéticas de
Barcelona formularon proyectos y su ejecucidon, que hoy llamariamos en algunos
de sus aspectos como obras urbanas. Citamos como ejemplos: San Carlos de la
Rapita, Puerto de Salou, Nueva Poblacion de Tarragona, Puerto de Aguilas ¢ in-
cluso Nueva Tabarca en Alicante. De la isla de Nueva Tabarca, podemos anadir
que se fortifico, incluyendo una poblacion de permanencia dentro de la zona amu-
rallada. La poblacién fue traida de la isla de Tabarca situada entre Argelia y Ma-
rruecos, muy maltratada por su situaciéon fronteriza. A los habitantes se les
condiciond su permanencia dotdndolos de algunos privilegios entre los que se
nominaban: el derecho de pesca y la no obligacion de incluirlos en operaciones
militares fuera de la isla. Privilegios que se han conservado siempre. También
recibe el nombre de Isla Plana por sus condiciones geograficas muy especiales. Su
proximidad a Santa Pola y Alicante han asegurado su abastecimiento de provisio-
nes y agua, esta convertida actualmente en una excelente zona de visita turistica.

En los proyectos de reconstruccion del castillo de San Fernando en Figueras
aparecen composiciones de Geometria Descriptiva, notdindose en ellas una gran
influencia de las Escuelas Espafiolas de Fortificacion de los Paises Bajos y de la
Real y Militar Academia de Matematicas de Barcelona. Se aprecia la regulacion
de una normativa que se respeta actualmente, apoyada por estudios de posibles
variaciones con proyectos complementarios. Puede fijarse como en 1718 se de-
termina el estudio y realizacion de nuevos trazados de caminos, en sustitucion de
los ya trazados, en su mayoria de tipo romano. Cabe destacar que el Rey Carlos
IIT influy6 notablemente en la estimulacion de nuevos trazados, incluyendo los
puentes cuya normalizacidon ha llegado hasta nuestros dias, conservando en mu-
chos de ellos la perpendicularidad a la linea de trazado a cubrir. Se proyectaron
entre otros: los trazados de Madrid a Barcelona, de Barcelona a Valencia pasando
por Tarragona y de Barcelona a Francia pasando por El Pertas, tomando como
referencia la Via Augusta romana.

La seguridad va muy ligada al respeto a la normativa a seguir en la construc-
cion. Esa normativa se va fijando con el tiempo y el estudio de los posibles casos
a considerar. El estudio de la Mecénica del Suelo, se desarrollé de una forma muy
lenta, llegando hasta nuestros dias. Se cita que el murciano Conde de Floridablan-
ca ordend las construcciones de Puentes y Valdeinfierno en Lorca. La ingenieria
intervino en las cimentaciones, pero en 1802 una lluvias muy fuertes destrozaron
la presa de Puentes, al fallar la cimentacion, construida segun las normas al uso.
La seguridad no existe totalmente, el riesgo de fracaso existe, pero hay que con-
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seguir que sea lo mas pequefio posible. La nocidn de coeficiente de seguridad se
va desarrollando, en la reglamentacion de las normativas a seguir y de obligado
cumplimiento.

Posteriormente se crearia la Escuela de Caminos, Canales y Puertos, exigiendo
para su admisién conocimientos de Algebra, Aritmética, Geometria, Cénicas y
Cuadricas, Trigonometria Plana y Esférica y Célculo Diferencial e Integral. Mate-
rias todas ellas trabajadas en la Real Academia de Matematicas de Barcelona, a
los niveles exigidos en la época que tuvo lugar. En 1802 teniendo la direccion
Domingo Balestd y Pared, se cierra la Real Academia pasando a Madrid. Inicidn-
dose para las Matematicas e Ingenieria lo que podemos calificar de Ingenieria
Civil Moderna.

Vaya el reconocimiento a la Real Academia de Matemadticas de Barcelona, por
su enorme labor realizada en unos tiempos muy dificiles de organizacion y desa-
rrollo, y sobre todo su contribucion al progreso de la Ingenieria.
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Resena de libros

Estructuras Algebraicas: Divisibilidad en anillos conmutativos. José F.
Fernando, José Manuel Gamboa. Ed. Sanz y Torres. Madrid, 2014, 306
pags. ISBN: 978-84-15550-66-2.

Se ha dado en denominar Estructuras Algebraicas la primera asignatura dedi-
cada al algebra no lineal en los planes de estudio de los Grados en Matematicas.
Es usual que la Teoria de Galois no tenga cabida en esta asignatura, por lo que se
suele exponer en la llamada Ecuaciones Algebraicas. Bajo estas premisas los au-
tores del libro que nos ocupa han redactado un texto que, junto con el titulado
Estructuras Algebraicas. Teoria elemental de grupos, que publicaron en 2013,
cubre ampliamente los contenidos de la asignatura Estructuras Algebraicas.

Como sucede con muchos textos de caracter elemental, y éste lo es, tiene un
doble objetivo. Por un lado introducir al lector en los rudimentos de la nocion de
divisibilidad en anillos conmutativos y, por otro, preparar el terreno para la expo-
sicidn en un curso posterior de la teoria de extensiones de cuerpos y la teoria de
Galois.

Los cuatro primeros capitulos se dedican al primero de los objetivos anteriores,
en los que se introducen los dominios de factorizacion unica, de ideales principa-
les y los dominios euclideos. La presentacion es clasica, aunque no exenta de al-
gunas pinceladas menos habituales: el estudio de algunos subanillos distinguidos
del cuerpo C de los nimeros complejos, un criterio de Hasse que permite asegurar
que todos los ideales de un dominio son principales, y una exposicion muy deta-
llada de un ejemplo de dominio de ideales principales que no es dominio euclideo.

Los restantes tres capitulos se dedican a los anillos de polinomios. En los capi-
tulos 5 y 6 se prueba el Teorema Fundamental del Algebra, que el anillo de poli-
nomios con coeficientes en un DFU es también un DFU, y varios criterios de
irreducibilidad de polinomios; entre ellos uno menos conocido que los restantes:
el denominado Criterio de Cohn. En el capitulo 7 se estudian anillos de polino-
mios en varias variables, poniendo énfasis en los polinomios simétricos, la resul-
tante de dos polinomios, y el discriminante.
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El libro contiene, ademas, algunas nociones y resultados que usualmente sue-
len ser expuestos en los cursos de Algebra Conmutativa; en particular los anillos
noetherianos y el Teorema de la base de Hilbert, los subconjuntos algebraicos de
C" y una clegante y sencilla demostracion del teorema de los ceros debida al Prof.
Enrique Arrondo.

Una parte esencial del libro es la seleccion de 151 ejercicios, todos ellos re-
sueltos. La mayor parte estan elegidos para que quien lo estudia pueda comprobar
que ha adquirido los conceptos y las técnicas que se presentan en el texto. La re-
solucion de otros pocos, mas dificiles, constituye un reto para los lectores mas
aventajados.

José Javier Etayo Gordejuela

Problemas de Oposiciones. Matematicas. Tomo 6. Braulio de Diego,
Francisco Baena, Agustin Llerena, M’ Belén Rodriguez, José Manuel
Gamboa, José M Lorenzo y Bruno Salgueiro. Editorial Deimos. Madrid,
152 pags, 2014, ISBN: 978-84-86379-87-2.

Con el titulo de “Problemas de Oposiciones. Matematicas. Tomo 67, la Edito-
rial Deimos ha publicado un volumen que recoge las soluciones presentadas por
los siete autores a los problemas propuestos en las oposiciones al Cuerpo de Pro-
fesores de Ensefianza Secundaria celebradas en el afio 2014. Completan asi el
camino iniciado por los profesores Braulio de Diego y Elias Gordillo en el afio
1969. Este tomo presenta una diferencia sustancial respecto de los anteriores,
todos ellos muy voluminosos y en los que se exponian las soluciones a los pro-
blemas propuestos en periodos largos de tiempo.

Creemos que la decisidon adoptada en este caso es acertada, pues el volumen es
de facil manejo (apenas ocupa 150 paginas) y su precio es muy asequible. Ambos
aspectos animan al lector a consultar las soluciones después de intentar obtenerlas
por si mismo. En el texto se pone especial empefio en presentar varias soluciones
de un mismo problema cuando éstas son sustancialmente distintas, y la exposicion
suele venir acompaifiada, si el problema asi lo requiere, de la fundamentacion teo-
rica en la que se apoya.
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Como todos los libros que configuran esta coleccion, €ste ha sido escrito con
la intencion de ayudar al que se presenta a las oposiciones a encontrar las “lineas
maestras” en la resolucidon de problemas de esta naturaleza.

La exposicion es clara, y en la misma se emplean numerosas y muy cuidadas
figuras que resultan utiles para una mejor comprension.

José Javier Etayo Gordejuela
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Anuncio de la “IIT Olimpiada Estadistica”

Organizada por el Instituto Nacional de Estadistica (INE),
la Sociedad de Estadistica e Investigacion Operativa (SEIO) y
la Facultad de Estudios Estadisticos (FEE)
de la Universidad Complutense de Madrid

Pueden participar estudiantes de Ensefianza Secundaria Obligatoria, Bachille-
rato y Ciclos Formativos de grado medio en grupos (entre 1 y 3 estudiantes).

Los participantes han de realizar una serie de pruebas eliminatorias en dos fa-
ses. La primera fase consta de tres pruebas:

1) la primera es una Prueba de conocimientos basicos, consistente en responder un
cuestionario de 10 preguntas sobre comprension de medidas estadisticas, interpre-
tacion de graficos, calculos elementales de probabilidad, etc;

i1) la segunda es una Prueba de uso de fuentes de datos estadisticos oficiales, con-
sistente en responder a un cuestionario de 10 preguntas sobre informacidn estadis-
tica, para lo que serd necesaria la navegacioén por la pagina web del INE y de
otros organismos oficiales;

111) la tercera es una Prueba de interpretacion de informes estadisticos, consisten-
te en responder a un cuestionario de 10 preguntas sobre los resultados de los tra-
bajos ganadores en la IV Fase Nacional del Concurso Tipo “Incubadora de
Sondeos 'y Experimentos” publicados en la web de la SEIO:
http://www.seio.es.

La segunda fase es una Prueba de investigacion estadistica, consistente en
realizar un trabajo de analisis y explotaciéon de un conjunto de datos en formato
Excel que sera facilitado por el comité organizador. El trabajo realizado serd re-
mitido en formato pdf por correo electronico a la direccion y en el plazo que se
indique.

La puntuacion de la primera fase computard en el calculo de la calificacion
final con una ponderacion del 25% y la de la segunda fase con una ponderacion
del 75%. Tanto los estudiantes del equipo ganador, como su profesor tutor, recibi-
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rdn como premio una tableta, un lote de publicaciones estadisticas y material
promocional.

Para participar en la Olimpiada Estadistica es necesario inscribirse del 8 al 29
de enero de 2015, utilizando el formulario habilitado al efecto en la pagina web:
www.line.es/olimpiada.

Los participantes podran consultar sus dudas a través del correo electronico:
olimpiada.estad@ucm.es.

Nota: pedimos disculpas por no haber anunciado esta III Olimpiada Estadistica
con mas antelacion (en el n® anterior de nuestro Boletin), como consecuencia de
no haber tenido conocimiento de la misma hasta el mes de enero de 2015.
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Instrucciones para el envio de originales
para su publicacion en el Boletin

Los originales de articulos, problemas, resefias de libros, congresos, etc., deben
enviarse en formato electronico, del modo especificado a continuacion.

Formato
Para facilitar la impresion es preferible usar procesador Word o LaTex.

En caso de usar Word

El formato de texto debe ser 17cm(alto) x 12.8cm(ancho), exactamente como este
archivo. Configuracion de pagina con margenes: superior 3cm; inferior 9,7cm;
izquierdo 4,1cm; derecho 4,1cm; encuadernacién Ocm. Todo en el estilo de letra
Times New Roman.

Los articulos comenzaran con el titulo en mintsculas de 16 puntos en el estilo
de letra usual; debajo el nombre de autores en mintsculas de 12 puntos en estilo
de letra negrita; debajo la referencia de su departamento o institucion de trabajo
en 11 puntos en el estilo de letra usual; y debajo la direccidon de correo electronico
en estilo de letra Courier New en 11 puntos.

A continuacién la palabra Abstract, en minusculas de 12 puntos en estilo de
letra negrita y debajo su contenido en inglés el tamafio de letra de texto 11 puntos
en estilo itdlica o cursiva, estrechado a ambos lados aproximadamente 1 cm.

Los epigrafes de seccion numerados (excepto el de introduccion que ird sin
numerar), en minusculas negritas en 12 puntos, sin punto final. Las subsecciones
se numeraran con dos digitos separados por un punto. La primera linea posterior
al titulo de seccion o subseccion no se indentard. Después de cada punto y aparte
no se dejara ninguna linea en blanco y la siguiente linea se indentaré s6lo 5 espa-
cios (tal como en estas instrucciones).

La bibliografia al final, sin palabras completas en mayusculas, con los titulos
de libros o articulos en italica, no incluyendo nada mas después de la bibliografia.

En caso de usar Latex

Usar estilo "article" en 11 puntos y, por lo demas, tener en cuenta lo indicado para
usuarios de Word. Para la direccion de correo electrénico usar el tipo de letra \tt.
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Si se usan paquetes especificos de Latex distintos de los usuales, deberan in-
cluirse los archivos correspondientes a esos paquetes.

En caso de usar otro procesador (distinto de Word o Latex)

Si se usa otro procesador, distinto de Word o LaTex, debera ajustarse exactamente
al tamafo de formato 17cm(alto) x 12.8cm(ancho), exactamente como este archi-
vo, pues habria de ser escaneado. En todo caso, siguiendo en lo posible las ins-
trucciones indicadas para caso de usar Word.

Respecto de las Figuras

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador, debiéndose
evitar los bosquejos a mano alzada). Seran incluidas en el lugar apropiado del
texto y en el tamafio en que deban ser impresas.

Las figuras deben llevar debajo numeracion (Figura 1, Figura 2, ...), para refe-
rirse a ellas en el texto.

No debe escribirse texto a ninguno de los lados de la figura, ni a la izquierda ni
a la derecha (es decir, las figuras no deben intercalarse en el texto).

Reserias de libros

Las resefias de libros, se enviaran como suelen aparecer en el Boletin, terminando
con el nombre del autor de la resefia.
Envio de originales

Se enviara en formato electronico a nuestra cuenta puigadam@mat.ucm.es
o bien en un CD o disquete formateado para PC compatible.

De otro modo, también puede enviarse impreso en papel por via postal a la
sede de nuestra Sociedad, cuya direccion que figura en la pagina 2 del Boletin.
Pero, una vez aceptado para su publicacion, se ha de enviar el correspondiente
archivo en formato electrénico en la forma anteriormente indicada.

Seleccion de originales

Seran revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se ajustan
a la linea general del Boletin. Si se considera oportuno, se pedira a los autores que
reduzcan su extension o hagan algunas modificaciones en su contenido.
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Adquisicion de numeros atrasados de nuestro Boletin

Los numeros atrasados del Boletin, de los cuales existan ejemplares sobrantes,
podran ser adquiridos al precio de coste de diez euros ejemplar. Los numeros de
los que aun quedan algunos ejemplares sobrantes son los siguientes:

35, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56
57, 58, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70,71, 72,73, 74,75, 76,77, 78
79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98 y 99

El importe puede ser abonado enviando un cheque a nuestra Sede (citada en la
pagina 2) a nombre de /a "Sociedad Puig Adam de Profesores de Matemadticas", o
también mediante transferencia a la cuenta corriente de la Sociedad, nimero

ES13-3025-0006-2414-0000-2948
al mismo nombre de la Sociedad, domiciliada en la entidad bancaria:
Caja de Ingenieros, c/. Carranza, 5 Madrid-28004

La carta de peticion se enviard a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la
pagina 2 de este nimero del Boletin. En la carta se indicara el nimero o nimeros
a adquirir, incluyendo en ella la direccion a donde se han de enviar y el corres-
pondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.
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BOLETIN DE INSCRIPCION EN LA SOCIEDAD
«PUIG ADAM» DE PROFESORES DE MATEMATICAS

DD e Teléf.: o
DITECCION ...t sa s e s e e se e s es e se e ees s eeees
Ciudad: ...oooooo Cod. Postal: ..o, E-mail: .o,
CONLIO A€ tTADAJO: ....oooooeeeeee s

SOLICITA EL INGRESO COMO SOCIO DE NUMERO DE LA SOCIEDAD.

Con esta fecha autorizo al BANCO: ...........ccoooviivoiceces s
Direccion de 12 SUCUISAL: ...ttt
para que cargue en mi cuenta: .............. [ e [ e, [ e /.
los recibos de las cuotas correspondientes al afio 2015 y siguientes.

Fecha: ... A€ oo de 2015

La cuota anual fue establecida en la Asamblea 2012 (como ya se anuncid en el Boletin n° 91) en
51 euros para socios individuales y 62 para institucionales (que incluyen la cuota de la Federacion
de Sociedades, que envia a nuestros socios la revista SUMA).

Quienes prefieran abonar la cuota mediante transferencia pueden hacerlo a la c.c. de nuestra Socie-
dad, domiciliada en la entidad bancaria:

CAJA DE INGENIEROS
¢/. Carranza, 5 - 28004 Madrid
cc. ES13 3025-0006-24-1400002948

ORDEN DE DOMICILIACION EN LA ENTIDAD BANCARIA

Fecha: .o BANCO: .ot
Sucursal 0 AENCIA: .....coooovvoirieee s I oo
DIFECCION A@ ©SLAL .....oooooee sttt
RUEGO ABONEN con cargo a mi cuenta: .............. [ e, [ e [ e /.

los recibos de mi cuota anual de la Sociedad “Puig Adam”, de profesores de Matematicas hasta
nueva orden. Les saluda atentamente:
Firma:

NOMDIE ¥ APCIIAOS: ...oooooooo st

DIHTECCION: ...ttt
Remitanse ambas partes (toda esta pagina) a nuestra sede:

Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Matematicas

Facultad de Educacion (Dpto. de Algebra)

C/ Rector Royo Villanova, s/n. Ciudad Universitaria. 28040 Madrid.
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