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Pagina web de la Sociedad

http://www.sociedadpuigadam.es

Contenido:
Nuestra web contiene varias secciones: Historia de la Sociedad, Boletin de la
Sociedad y Concursos de Problemas (el Concurso “Puig Adam” y otros concursos

en que colaboran miembros de nuestra Junta Directiva).

Sobre la publicacion del Boletin en nuestra web:

Nuestro Boletin se ha publicado ininterrumpidamente desde 1983 en que se fundo
nuestra Sociedad. Muchos de los numeros antiguos estan agotados y, con
frecuencia se nos pide informacion sobre articulos publicados en ellos. La
incomodidad de copiar reiteradamente dichos articulos por escaneo y de enviarlos
nos ha llevado a adoptar la solucién indicada a continuacion.

Teniendo en cuenta la informacion solicitada a la Sociedad y, particularmente
a algunos de nuestros socios, por parte de profesores y entidades (espafiolas y
también de paises sudamericanos) sobre articulos aparecidos en nuestro Boletin,
varios de nuestros socios han propuesto incorporar parcialmente el Boletin a
nuestra web, al igual que se esta haciendo en otras Sociedades Matematicas que
publican revistas.

En respuesta a esta propuesta, se ha acordado que sean colgados en nuestra
web en formato pdf los contenidos integros de los nimeros de nuestro Boletin con
mas de cinco afos de antigliedad y el indice de contenidos de los ntimeros
publicados en los cinco ultimos afios. Ya se ha concluido esa tarea, de modo que
los interesados pueden encontrar todos los Boletines en nuestra web.

Como acceder a los Boletines

Nuestra pag. web cuelga de la pag. de la Universidad Complutense de Madrid
(www.ucm.es) y se puede entrar directamente en nuestra pag., por ejemplo, desde
Google, tecleando Sociedad Puig Adam, seleccionando Todos los Boletines y
eligiendo Indices de los Boletines de los ultimos cinco aiios, o bien Boletines
completos de mas de cinco arios.

Mantenedoras de la pagina web:

Beatriz Barrero Diaz y Carolina Bravo Sanz, bajo la direccion del Secretario de
nuestra Sociedad.
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Convocatoria de la
Asamblea General Ordinaria de 2018

Se convoca la Asamblea General Ordinaria de la Sociedad “Puig Adam” de
Profesores de Matematicas correspondiente al afo 2018 para el sabado dia 7 de
abril de 2018, en los locales de la Facultad de CC. Matematicas de la Universidad
Complutense de Madrid, Ciudad Universitaria, a las 11:30 en primera convocato-
riay alas 12:00 en segunda, con el siguiente:

ORDEN DEL DIA

1. Lectura y aprobacion, si procede, del acta de la sesion anterior.
2. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad.

3. Informe del Tesorero.
Presentacion y aprobacion, en su caso, de las cuentas de ingresos y gastos.

4. Eleccion de nuevos cargos directivos.
5. Asuntos de tramite.

6. Ruegos y preguntas.

Cuotas del afio 2018 y siguientes

Se recuerda a nuestros socios que en la Asamblea General Ordinaria de 2014
se aprobo que los recibos anuales sean pasados al cobro en el mes de enero de
cada afo (véase Boletin n°® 97), ya que hemos de pagar a primeros de afio la
cuota a la Federacion Espafiola de Sociedades Matemadticas, por la que
recibimos la revista SUMA.



XXXVI Concurso de Resolucion de Problemas

convocado por
la Sociedad "Puig Adam" de Profesores de Matematicas

(con la colaboracion del Colegio de Doctores y
Licenciados en Filosofia y Letras y en Ciencias)

BASES DEL CONCURSO

Primera: Los alumnos podran participar en el Concurso en tres niveles:

a) Primer nivel: alumnos de 3° de E.S.O.
b) Segundo nivel: alumnos de 4° de E.S.O.
c¢) Tercer nivel: alumnos de 1° Bachillerato

Segunda: Las pruebas consistirdn en la resolucion de Problemas de Matematicas
(los mismos para todos los concursantes de un mismo nivel) y se realizaran en la
mafana del sdbado 19 de mayo de 2018 a partir de las 10 horas en la Facultad de
Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid.

Tercera: A los mejores de cada nivel, se concederan diplomas y premios.

Cuarta: Los Centros que deseen presentar alumnos (hasta un maximo de seis)
deberan realizar la preinscripcion preferiblemente antes del dia 11 de mayo, diri-
giéndose por correo electronico, carta o fax al presidente de nuestra Sociedad:

Prof. Javier Etayo Gordejuela

Departamento de Algebra, Geometria y Topologia
Facultad de Ciencias Matematicas

28040-Madrid Fax: 91 394 4662

Correo electronico: jetayo@mat .ucm.es

En la preinscripcion no es preciso hacer constar los nombres de los alumnos se-
leccionados. Si alglin centro desea presentar mas de seis alumnos, debe solicitarlo
antes de la fecha mencionada anteriormente.

Quinta: Los centros entregaran a los alumnos que envien, credenciales individua-
les en las que se haga constar que han sido seleccionados por su excepcional
aprovechamiento en Matematicas, asi como el curso en que estan matriculados en
el curso académico 2017-2018.



XVII Concurso Intercentros de Matematicas
de la Comunidad de Madrid

Una vez mas y ya van diecisiete afios, la Sociedad Puig Adam patrocina y or-
ganiza el Concurso Intercentros de resolucion de problemas por equipos en sus
tres modalidades: relevos, equipos e individuales.

En esta ocasion ha habido 91 equipos correspondientes a 48 centros de ense-
flanza, tanto publicos como privados. En total 546 estudiantes que junto con mu-
chos de sus profesores y algunos padres desarrollaron esta actividad en un
ambiente ladico y cordial en la Facultad de Matematicas de la Universidad Com-
plutense de Madrid durante la maniana del sabado 18 de noviembre.

Muchos de estos estudiantes, asiduos a los concursos, participaron a la semana
siguiente en la LIV Olimpiada Matematica en la fase local de Madrid y esperamos
que también participen durante el mes de junio en el concurso Puig Adam.

Incluimos a continuacidn algunos de los problemas propuestos en esta ocasion
y la relacion de los centros y concursantes ganadores. Las soluciones pueden en-
contrarse buscando en Internet en las paginas correspondientes a los Concursos de
la Sociedad Puig Adam de Profesores de Matematicas.

Prueba por equipos (45 minutos)

1°y 2°de E.S.O.

1. Las edades de Carlos, Hugo y Elvira vienen dadas por nimeros enteros. Hugo
tiene 65 afios y la suma de las edades de Carlos y Elvira es 100 afios. Hace 9 afios
la edad de Elvira era un nimero multiplo de 17 que, ademas, no era primo con el
numero de la edad actual de Hugo. ;Cual es la edad actual de Carlos?

2. Los nimeros A = 878787878787 y B = 787878787878, de 12 cifras cada uno,
estan formados solo por sietes y ochos. ;Cudl es su médximo comun divisor?

3. El perimetro del rectangulo ABCD de la Figura 1 es de 30 cm. Dibujamos otros
tres rectangulos cuyos centros son los vértices A, By Dy sus lados paralelos a los
del rectangulo ABCD, como muestra la figura que no estd hecha a escala. Si la



suma de los perimetros de estos tres rectangulos es 20 cm, ;cual es el perimetro
del poligono cuyos lados estan marcados con linea gruesa?

i |

Figura 1

3°v4°de E.S.O.

1. En la Figura 2 se observan tres circunferencias tangentes entre si y también
tangentes a una recta. Si los radios de las circunferencias mayores miden 36 y 9,
(cuanto mide el radio de la pequefia?

D C

Figura 2 Figura 3

2. En el rectangulo ABCD de la Figura 3, AB =24 y AD = 10. El segmento CE es
perpendicular a la diagonal BD y el punto F' la interseccion de ambos segmentos.
(Cuadl es la longitud del segmento EF?



3. (Cuantos numeros de cinco cifras, que empiecen por 37, verifican que tanto
[37abc], como [37bca] y [37cab] son multiplos de 37? Por ejemplo: 37296, 37962
y 37629 son tres de ellos.

Nota. La expresion [37abc] representa al nimero cuyas cifras son 3, 7, a, b, c.

Bachillerato

1. En la Figura 4 se observan dos semicircunferencias de centros A y By radios 2
y 1 respectivamente. Otra semicircunferencia de diametro CD, tangente exterior a
ambas semicircunferencias y una circunferencia de centro P que es tangente a las
tres semicircunferencias anteriores. ;Cudl es el radio de esta circunferencia de
centro P?

Y

C A B D

Figura 4

2. Sean x e y numeros reales tales que |x| #|y| y que verifican las ecuaciones

x* =13x+3y
y® =3x+13y|

Calcular (x? - y?f .

3. Determinar el valor de x + y sabiendo que:

Ix]+[y]+y = 43,8}

X+y-— [x]:18,4

Nota. |a] es la parte entera de a, es decir, el mayor entero menor o igual que a.
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Prueba individual (90 minutos)

1°y 2° de E.S.O.

1. Enla Figura 5 se observa un cuadrante de circunferencia de centro D y radio r
y un rectangulo ABCD inscrito en el cuadrante. Si el perimetro del rectangulo es
16 y el perimetro de la region sombreada es 10 + 3, ;cudl es el valor del radio » ?

D 17 C

20 | 1
13 14

14

16

A
Figura 5 Figura 6 Figura 7

2. Escribimos en una lista todos los nimeros enteros desde el 1 hasta el 2017. Si
suprimimos todos los cuadrados perfectos y también todos los cubos perfectos,
Jcuantos nameros nos quedaran en esa lista?

3. Se considera el pentagono ABCDE de la Figura 6 en el que se indican las lon-
gitudes de sus lados. Con centro en cada uno de sus vértices, dibujamos cinco
circunferencias de forma que las que tienen por centro dos vértices del mismo
lado son tangentes entre si. ;Cudl es el centro de la mayor que hemos dibujado y
cudl es su radio?

4. Las nueve casillas del “cuadrado magico” de la Figura 7 estan ocupadas por
los nueve divisores de 100. (EI producto de los numeros de cada fila, cada colum-
na y cada diagonal es el mismo). Si el 20 y el 1 ocupan las casillas que muestra la
figura, ;qué numero ocupara la casilla sombreada?

11



3°v4°de E.S.O.

1. ;Hay algan triangulo en el que las medidas de sus angulos, en grados sexage-
simales, vengan dadas por nimeros enteros y que verifiquen que la suma de la
medida de uno de ellos mas el producto de las medidas de los otros dos sea 20177
Indicacion: Te puede ayudar saber que 919 es un nimero primo.

2. En el tridangulo rectangulo ABC, de catetos AC = 3 y AB = 4, inscribimos dos
circunferencias iguales, tangentes entre si y tangentes a los lados del tridngulo
como se muestra en la Figura 8. Calcula el radio de las circunferencias.

N

Figura 8 Figura 9

3. En un trayecto en tren entre dos ciudades, una hora después de la salida, el tren
se detuvo por un pequefio fallo mecanico que se solucion6 en media hora pero que
hizo que el tren continuara su viaje a la mitad de la velocidad normal. Por esta
circunstancia llegé a su destino con dos horas de retraso. Expertos consultados
aseguraron que si la averia se hubiera producido 100 km mas adelante, la demora
habria sido de s6lo una hora. ;Cual es la distancia que separa a estas dos ciudades?
Nota: Suponemos que el tren circula siempre a velocidad constante.

4. Calcula el area del cuadrado de la Figura 9.

12



Bachillerato

1. Los nameros x, y, z, son enteros. ;Cuantas soluciones tiene el siguiente siste-
ma?
x? =3xy +2y? —z* =31
—Xx*+06yz+27° =44
x? +xy +82z* =100

2. Encuentra todas las parejas de enteros positivos (x, y) tales que 4” — 615 = x*.

3. En el triangulo rectangulo ABC, de catetos AC = 3, AC = 4, inscribimos 7 cir-
cunferencias iguales, tangentes entre si y tangentes a los lados del tridngulo como
se muestra en la Figura 10. ;Para qué valor de n se verifica que el radio de cada

una de ellas es ?

Figura 10

4. El ntimero 21! Tiene mas de 60000 divisores (positivos). Si elegimos al azar
uno de ellos, /cudl es la probabilidad de que sea impar?

13



Prueba por relevos (60 minutos)

1°y 2° de ESO

1A. El peso total de un frasco y su contenido, que son 20 pastillas idénticas, es
180 gramos. Cuando el frasco contiene 15 pastillas vemos que el peso total es 165
gramos. /Cudntos gramos pesa el frasco?

(Pasa en la tarjeta la respuesta a tu compariero de Bachillerato)

1B. Sea "T" larespuesta del problema 2B.

Los niumeros m, n, p y g son enteros positivos y diferentes.
Si ademas satisfacen la ecuacion (7—m)7-n)7-p)7-q)=T,
(cudl es el valor de su suma?

(Pasa en la tarjeta la respuesta a tu compariero de Bachillerato)

1C. Sea "T" larespuesta del problema 2C.
En el ultimo examen de Matematicas de mi clase la nota media ha sido 5 +% )

Si la nota media de las chicas fue de 6 y la de los chicos de 5, ;cudntos estudian-
tes hay en mi clase si no puede haber mas de 30?

(Escribe la respuesta final en la tarjeta y entrégala junto con la resolucion de
este problema)

14



3°vy4°de ESO

2A. Sea"T" la respuesta del problema 3A.
En la Figura 11 se observa un semicirculo de radio 7, y tres semicirculos iguales

. T /4 4
de radio —. ;Cudl es el area de la zona sombreada?.

(Escribe la respuesta final en la tarjeta y entrégala junto con la resolucion de
este problema)

!
[}
H

Figura 11

2B. En un cajon hay 3 calcetines blancos, 2 negros y 5 rojos. Sin mirar dentro del
cajon, /cual es el nimero minimo de calcetines que hay que sacar para estar segu-
ros de que sacamos dos del mismo color?

(Pasa en la tarjeta la respuesta a tu comparniero de 1°- 2°de ESO)

2C. Sea "T" larespuesta del problema 3C.
Dos trenes viajan a velocidad constante. EI mas lento recorre en 15 minutos %

km menos que el mas répido y tarda 15 segundos mas que el mas rapido en reco-
rrer 4 km. ;Cudl es, en km/h, la velocidad del tren mas rapido?

(Pasa en la tarjeta la respuesta a tu comparniero de 1°- 2°de ESO)

15



Bachillerato

3A. Sea "T" la respuesta del problema 1A.
En la Figura 12 se observa un tridngulo equilatero y un cuadrado de perimetro T’
que tiene un vértice comun con el tridngulo y otros dos en lados del triangulo. Si

escribimos el perimetro del triangulo como a+b+/3 con a y b enteros positivos,
calcula el naimero a/b.

(Pasa en la tarjeta la respuesta a tu compariero de 3°- 4°de ESO)

Figura 12

3B. Sea "T" la respuesta del problema 1B.
Los puntos A(; 92); B(17,76) y C(19, 84) son los centros de tres circulos de

radio 3. Una recta que pasa por el punto B corta a los tres circulos de forma que
la suma de las areas de los trozos de circulo que deja a cada lado es la misma.
(Cudl es la pendiente de la recta?

(Escribe la respuesta final en la tarjeta y entrégala junto con la resolucion de

este problema)

3C. El producto de las edades de un padre y sus dos hijos es 4018. Si actualmen-
te el padre tiene menos de 45 afios, ;qué edad tenia cuando naci6 el hijo mayor?

(Pasa en la tarjeta la respuesta a tu comparniero de 3°- 4°de ESO)

16



Centros ganadores

1. Colegio Alemadn de Madrid (Equipo A)
2. IES San Juan Bautista (Equipo A)
3. Colegio Aleman de Madrid (Equipo B)

Estudiantes ganadores

NIVEL I (1°, 2° ESO)

1° Alejandro Krimm de Vicente  (Colegio Aleman)
2° Jaime Martino-Soaresu (Colegio Monte Tabor)

NIVEL II (3°, 4° ESO)

1° Felipe Lorenzo Martinez (Colegio Aleman)
1° Jorge Macein (IES San Juan Bautista)
1° Jorge Merino (IES San Juan Bautista)
1° Miguel Valdivieso (Colegio Aleman)

NIVEL III (1°, 2° Bachillerato)

1° Martin Gomez Abejon (IES Ramiro de Maeztu)
2° Zhang, Senghao (IES Ramiro de Maeztu)

Relacion de los 10 centros con mayor puntuacion

1. Colegio Aleman de Madrid A 37,15
2. IES San Juan Bautista A 36,05
3. Colegio Aleman de Madrid B 29,90
4. Colegio San Agustin A 28,10
5. Colegio San José del Parque A 26,95
6. IES Ramiro de Maeztu A 26,20
7. IES Fortuny A 26,05
8. Colegio San Agustin C 24,10

17



9. Colegio San Agustin B 24,05
10. IES José Luis Sampedro B 22,40

Y, como siempre, enhorabuena a todos y un agradecimiento especial a los
profesores que se preocupan de preparar y seleccionar a los alumnos de sus cen-

tros. Con su ayuda hemos llegado hasta aqui y con su ayuda seguiremos muchos
anos.

Joaquin Hernandez Gomez
Juan Jesus Donaire Moreno
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Boletin de la Soc. Puig Adam, num 105 (Abril 2018)

An approach to shape-preserving
transformations in the plane by synthetic
and algebraic methods using (GeoGebra

Un estudio de las transformaciones del
plano que conservan la forma por métodos
sintético y algebraico usando GeoGebra

E. Roanes Macias, E. Roanes Lozano
Depto de Algebra, Geometria y Topologia,
Facultad de Educacion, Univ. Complutense de Madrid
{roanes,eroanes}@mat.ucm.es

Resumen

Shape-preserving transformations in the Fuclidean plane (also de-
noted similarities) are usually studied using either synthetic geometry
techniques or algebraic techniques. As GeoGebra is, at the same time,
a dynamic geometry system and a computer algebra system, both tech-
niques can be applied simultaneously. Both kinds of techniques are used
in this article to study these transformations with the help of GeoGe-
bra. The article is focused on the visualization and exploration of their
properties and, especially, on their composition. This way the study and
the application of these transformations is facilitated.

Consideraciones previas

Las ejecuciones con GeoGebra de todas las transformaciones consideradas
en este estudio van siendo descritas en detalle, a medida que van siendo
introducidas. De este modo, los lectores no usuarios habituales de GeoGebra
puedan ejecutarlas sin dificultad. Las propiedades de las transformaciones
consideradas se pueden ir comprobando experimentalmente con GeoGebra,
al tiempo que se estudian de modo sintético o algebraico.
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1 Isometrias o movimientos de modo sintético

Las isometrias o movimientos del plano euclideo son las transformaciones
geométricas que conservan la distancia. Se trata aqui de aplicar reflexiones,
traslaciones y rotaciones a objetos geométricos (generalmente poligonos), pa-
ra visualizar y explorar propiedades de estas transformaciones y especialmen-
te su composicién o producto.

1.1 Reflexion en una recta o simetria axial

Definicion: La reflexion (o simetria azial) de eje la recta res la transformacién
en que la imagen de cada punto X es el punto X’ tal que r es la mediatriz del
segmento X X’. La Fig. 1 muestra un tridngulo ABC y su imagen, A’B’C’,
en la reflexion de eje la recta DE. (El producto de una reflexién por si misma
es la transformacién identidad, esto es, la reflexion es una transformacion
involutiva).

Fig. 1: Reflexion de eje la recta DE.

Imagen de ABC' en la simetria de eje ED: Tras hacer clic en el icono ~J y
elegir la opcién Simetria Axial, se selecciona con botén derecho de ratéon una
region rectangular que contenga a ABC'y se hace clic sobre el eje DE; aparece
entonces en la VG (Vista Grdfica) la imagen del objeto y en la VA (Vista
Algebraica) sus datos algebraicos (coordenadas o ecuaciones). Al arrastrar
un vértice de ABC, su imagen se reposiciona consecuentemente. Lo mismo
ocurre al arrastrar D o F.
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1.2 Traslacién definida por un vector

—
Definicion: La traslacion de vector DFE es la transformacién en que la imagen

—

de cada punto X es el punto X’ tal que el vector X X’ es equipolente (e.e. de
H
la misma direccién, sentido y médulo) que el vector DE. La Fig. 2 muestra

_)
un triangulo, ABC, y su imagen, A’B’C", en la traslacién de vector DE.
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Fig. 2: Traslacion de vector DE.

Definir vectores con GeoGebra: Hacer clic en el icono Recta, para elegir la
opcién Vector, hacer clic en el punto elegido como origen del vector y luego
en el lugar elegido como extremo del vector; entonces aparece en la VG el

vector con el nombre asignado (en mintusculas) y en la VA las coordenadas
del vector y las de su origen y extremo.

H o
Imagen de ABC en la traslacion de vector DE: Hacer clic en el icono ~J pa-

ra elegir la opcion Traslacion, seleccionar una region rectangular que contenga

H
a ABC'y hacer clic sobre DF; entonces aparece en la VG la imagen, A’B’C",
y en la VA los datos algebraicos del objeto imagen. Al arrastrar un vértice

de ABC, su imagen se reposiciona consecuentemente. Lo mismo ocurre al
arrastrar D o E.

Producto de reflexiones de ejes paralelos: En la Fig. 3 aparecen un cuadrilate-
ro (no convexo) ABCD, una recta FF y su paralela por el punto G. El
cuadrilateroA’B’C’D’ es imagen del ABCD en la reflexion de eje EF y el
cuadrilatero A”B”C”D” es imagen del A’B’C’D’ en la reflexion de eje la pa-
ralela a la EF por G. Ahora bien, al aplicar a ABCD la traslacién de vector
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H
2- EG, se obtiene el mismo poligono que al aplicarle sucesivamente estas dos

reflexiones, en el orden mencionado, ya que
AA” AA’ + A’A” 2 EA’ +2. A'G 2 EG

En conclusion, al componer dos simetrias de ejes paralelos resulta una tras-
lacion de vector perpendicular a los ejes de simetria, sentido del primero al
segundo eje y médulo el doble de la distancia entre los ejes. Reciprocamente,
una traslacion se descompone en producto de dos simetrias de ejes perpen-
diculares al vector traslacion, distancia entre ellos la mitad del mdédulo del
vector traslacién y sentido el del primer eje hacia al segundo.

Al &

T T

5',/ D' \ @B

O / .
A\ 4 \5

[ oc oc

Fig. 3: Dos reflexiones de ejes paralelos y traslacion resultante.

Consecuencias de descomponer una traslacion en producto de reflexiones:

Los siguientes resultados pueden ser comprobados con GeoGebra:

= al componer dos reflexiones de ejes paralelos en orden inverso resulta
la traslacién de vector opuesto (esas dos reflexiones no conmutan);

= al componer la reflexion de eje r con la traslacion de vector v, perpendi-
cular a r, resulta la reflexién de eje 1/, paralelo a r, tal que el producto
de la reflexion de eje r por la de eje v’ sea la traslacién de vector v;

= al componer la traslacion de vector v con la reflexion de eje r, perpendi-
cular a v, resulta la reflexién de eje v/, paralelo a r, tal que el producto
de la reflexién de eje ' por la de eje r sea la traslacién de vector v;
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= al componer un ntmero par de reflexiones de ejes paralelos resulta tras-
lacion de vector perpendicular a los ejes de reflexion;

= al componer nimero impar de reflexiones de ejes paralelos resulta otra
reflexion de eje paralelo a los de aquellas.

1.3 Rotacion o giro alrededor de un punto

Definicion: La rotacion o giro de centro el punto D y amplitud el angulo
orientado dado EFG es la transformacion en que la imagen de cada punto
X es el punto X’ tal que DX’ = DX y XDX' = EFG (4ngulos orientados).
La Fig. 4a muestra un tridngulo ABC'y su imagen A’B’C"” en dicha rotacion.
(La rotacion de 360° es la aplicacion idéntica o identidad).
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/ &F’x' p / . . e
/ " e
14 -
B s A A iy
Ease A - %
o c / i = eC
‘\\. _,fr"'/’ r’f/..- -~ i f/
\\‘. -f____._.-' / . - ‘\‘ rf//
o i e T Y
ne———dt o e
Fig. 4a: Rotacion o giro. Fig. 4b: ;Donde estd el centro?

Imagen de ABC' en una rotacion (Fig. 4a): Hacer clic en el icono AN para
elegir la opcién Rota alrededor de un punto, seleccionar el objeto a rotar, hacer
clic sobre el centro de rotacién (previamente trazado), elegir en la ventana
que aparece la amplitud en grados (siendo sentido positivo el antihorario),
o bien la letra griega con que GeoGebra haya designado el angulo a rotar
previamente dibujado y pulsar OK; entonces aparece en la VG la imagen de
ABC' y en la VA las coordenadas de los vértices del triangulo imagen.
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Determinacidn del centro de giro: Supongamos ahora que el tridngulo A’ B'C’
es la imagen del tridngulo ABC' en una cierta rotaciéon o giro, cuyo centro
se trata de determinar (Fig. 4b). De acuerdo con la definicién de rotacién,
el centro, D, de tal rotacién ha de equidistar de A y A’, luego estard en la
mediatriz de AA’ y, por la misma razén, en las mediatrices de BB’ y CC'.
Por tanto, D serd el punto de interseccién de esas mediatrices (naturalmente

basta con intersecar dos de ellas). Y la amplitud de la rotacién serd ADA.
(De este modo se determina el centro del giro producto de dos giros de centros
distintos, cuya amplitud es, obviamente, la suma de amplitudes).

Fig. 5: Reflexiones de ejes secantes y rotacion resultante.

Producto de reflexiones de ejes que se cortan: En la Fig. 5 aparecen el poli-
gono ABCD y las rectas FF'y EG. Se ha generado la imagen, A’B’C’D’, de
ABCD en la reflexion de eje EF'y luego la imagen de A’B’C"D’ en la reflexion
de eje EG. Al aplicar a ABCD la rotacién de centro E y amplitud 2 - FEG,
se obtiene el mismo poligono que al aplicarle las dos reflexiones consecutivas
anteriores, es decir, el producto de la reflexion de eje E'F' por la de eje EG
es la rotacién de centro E y amplitud 2 - FEG, ya que FA=FA' = FEA" y

AEA" = AEA' + AAEA" =92 . FEA' +2. A'EG = 2- FEG
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Consecuencias de descomponer una rotacion en producto de reflexiones:

Los siguientes resultados pueden ser comprobados con GeoGebra:

= al componer dos reflexiones de ejes secantes en orden inverso resulta la
rotacién del mismo centro y amplitud el dngulo opuesto (no conmutan);

= al componer la reflexion eje r con la rotacién g de centro C' € r, resulta
una reflexién cuyo eje, r’, pasa por C'y tal que el producto de la reflexién

de eje r por la de eje 1’ sea g;

= al componer la rotacién g de centro C' con una reflexién cuyo eje, r,
pasa por C, resulta la reflexién cuyo eje, 7/, pasa por C y tal que el

producto de la reflexién de eje r’ por la de eje r sea g;

= al componer un numero par de reflexiones cuyos ejes pasan por un

mismo punto, C', resulta una rotaciéon de centro C;

= al componer un nimero impar de reflexiones cuyos ejes pasan por un

mismo punto, C, resulta una reflexiéon cuyo eje pasa por C.

1.4 Simetria central

Definicion: La simetria central de centro O es la transformacion en que la
imagen del punto X es el punto X', tal que O sea punto medio del segmento
XX’ (Asi pues, la simetria de centro O es el giro de 180° alrededor de O).

of
C— .-B/\__ C e __———\\\ ll|E"'ll
D"
AI :_ —— CI
‘\\ ;;i

Fig. 6: Producto de simetrias de centros distintos y traslacion resultante.
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Imagen de ABC' en una simetria central: Hacer clic en el icono N_., elegir la
opcion Simetria central, seleccionar el triangulo ABC'y hacer clic sobre el
centro de simetria. (De otro modo: aplicar a ABC una rotacién de 180° alre-
dedor del centro de simetria). Al arrastrar un vértice cualquiera de ABC, su
imagen se reposiciona en consecuencia. Lo mismo ocurre al arrastrar D o E.

Producto de dos simetrias centrales: En la Fig. 6 aparecen un tridngulo ABC,
su imagen en la simetria de centro D y la imagen de esta en la simetria
de centro E. Al ser DE paralela media del tridngulo AA’A”, es claro que

— —
AA"= 2. DE. Por tanto, el producto de las simetrias de centros D y E es la

—>
traslaciéon de vector 2- DE.

Consecuencias de descomponer una traslacion en dos simetrias centrales:

Los siguientes resultados pueden ser comprobados con GeoGebra:

= al cambiar el orden de ambos centros de simetria, resulta la traslacion
de vector opuesto (no conmutan);

= al componer la simetria de centro D con la traslacion de vector v, re-
—

sulta la simetria de centro F, tal que 2- DE= v;

= al componer la traslacion de vector v con la simetria de centro E, re-
—

sulta la simetria de centro D, tal que 2- DE= v;

= siendo DEFG un paralelogramo, el producto de las cuatro simetrias
de centros D, E, F, G, en ese orden, es la transformacion identidad;

» siendo DEFG un paralelogramo, el producto de las tres simetrias de
centros D, E, F, en ese orden, es la simetria de centro G.

1.5 Reflexion con deslizamiento

Definicion: Siendo A y B dos puntos distintos, se considera la transformacion
H
compuesta de la re e i6n de e e la recta AB con la traslaciéon de vector AB.

Dicha trasformacion compuesta se denomina reflexion con deslizamiento (o
también simetria deslizante). ued a determinada por el par de puntos A y
B, por lo que se suele llamar re e i6n con desli amiento AB.

La Fig. muestra un tridngulo MNP, su imagen, M’N’P’, en la re e ion
—>

de e elarecta ABy laimagen de este, M”N”P”, en la traslacion de vector AB.
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De este modo, M”N”P” es imagen de MNP en la reflexién con deslizamiento
AB. (Para mejor visualizacién se ha activado la cuadricula de GeoGebra).

Fig. 7: Imagen de MNP en la reflexion con deslizamiento AB.

Consecuencias directas de la definicion de reflexion con deslizamiento:

Los siguientes resultados pueden ser comprobados con GeoGebra:
= los puntos medios de los segmentos MM"” NN" & PP" (Fig.7) estan
en el eje AB, ya que AB es paralela media de los tridngulos M M'M",
NN'N", PP'P";

= la reflexién y la traslacion de una reflexion con deslizamiento conmutan;

= al componer la reflexién con deslizamiento AB con ella misma, resulta

la traslacion de vector 2- A_é ;

= al componer dos reflexiones de ejes paralelos con otra de eje perpendi-
cular a aquellos, resulta una reflexién con deslizamiento;

= al componer una simetria central con una reflexiéon cuyo eje no pasa
por el centro de la simetria, resulta una reflexiéon con deslizamiento.

Nota: La reflexion con deslizamiento es una isometria que cambia el sentido,
pero no es una reflexion. En efecto: en una reflexién hay puntos dobles (que se
transforman en si mismo), los de su eje, pero en una reflexién con deslizamien-
to no existen puntos dobles. Asi pues, existen cuatro tipos de isometrias en el
plano, dos que conservan el sentido de los dngulos (traslaciones y rotaciones)
y otras dos que lo cambian (reflexiones y reflexiones con deslizamiento). Y
puede probarse que no existen mas (descomponiendo en reflexiones).
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2 Isometrias o movimientos de modo algebraico

2.1 Sentido de los angulos haciendo uso de coordenadas

Un angulo AV B, convexo en sentido antihorario, se conviene en considerarlo
de sentido positivo (GeoGebra mide los dngulos en sentido antihorario).
Si los puntos A, V, B vienen dados por sus coordenadas, (a1, az), (v1,v2),

(b1,b2), para determinar el sentido del dngulo AV B puede considerarse el
— —

producto vectorial VA x V B. Al ser este un vector perpendicular a ambos
y de sentido dado por la regla del tornillo dextrosum), se tiene

1 V1 V2
— — _ —
VA X VB = det <a1 vroaz U2> =det |1 a1 a2 (1)
b1 — U1 b2 — V2 1 bl bg

Para definir en GeoGebra la tultima matriz de (1), denotdndola S, basta
introducirla por la linea de escritorio como lista de listas, es decir, en la
forma

S:={{1,v.1,v2},{1,a1,a2},{1,b1,b 2}}

y ahora, para definir su determinante, denotandolo d, se introduce por linea
de escritorio: d:=Determinante[S]. Entonces, segin que d sea positivo o
negativo, el sentido del angulo AV B sera de sentido antihorario (positivo) u
horario (negativo).

2.2 Ecuacién matricial de una isometria

Siendo las isometrias del plano transformaciones lineales, la isometria en la
que el punto P'(z’,y') es imagen del P(x,y) puede expresarse matricialmente
en la forma

(1,2"y) = (L,2,y) M ()

donde M es una matriz X cuyos elementos son niimeros reales.

omo la posicion en el plano de un ob eto geométrico queda determinada
por tres de sus puntos no alineados, una isometria del plano quedara de
terminada por los vértices de un triangulo no degenerado y sus respectivas
imagenes (conservando las distancias entre vértices). Asi pues, la isometria
que transforma los tres puntos A(aj,az), B(b1,b2), C(c1,c2), no alineados,
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en A'(a},al), B(by,b,),C"(c}, ), ha de verificar las tres condiciones
(1,a7,a) = (1,a1,a2)-M , (1,b1,b5) = (1,b1,b2)-M , (1,c),¢5) = (1,¢c1,c0)-M

expresables conjuntamente (apilandolas) en la forma

1 o) d 1 a1 a9
Loy vhl=1|(1 b b | M
1 o 4 I a e

Multiplicando por la izquierda por la inversa de la matriz de coordenadas de

A, B, C, resulta
~1

1 a1 ag 1 a) d
M=1{1 b b AR (3)
1 ¢ e 1 o 4

Este calculo matricial se realiza comodamente con GeoGebra, introduciéndolo
por linea de escritorio en la forma indicada en la subseccién 2.1, teniendo
en cuenta que la inversa de una matriz, H, se introduce cémo Inversal[H] y
que para multiplicar dos matrices se intercala el asterisco de multiplicar entre
ellas. Se obtiene asi la matriz M, cuya primera columna resulta ser (1,0,0).

2.3 Conservacion o cambio de sentido por una isometria

De (1) se sigue que las dreas (orientadas) de los tridngulos ABC y A’B'C’
son, respectivamente,

] 1 a1 ay 1 1 d} d
area(ABC) = 3 det [1 by by | ; area(A'B'C') = 5 ~det [ 1 0] b
1 a1 e 1 ¢ 4

y, al tratarse de una isometria, ambas areas son iguales en valor absoluto. Por

tanto, ambas areas tendran valores iguales u opuestos, segiin que la isometria

conserve el sentido o lo cambie. En consecuencia, de (3) se deduce que
2-area(A'B'C’)

det(M) = 2 -area(ABC) ==l

resultando +1 6 -1, segin que la isometria conserve el sentido o lo cambie.
Asi pues, sera: det(M) = 1 para las traslaciones y rotaciones, y det(M) = —
para las reflexiones y reflexiones con deslizamiento.
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2.4 Puntos invariantes por una isometria

Finalmente, los puntos invariantes por la isometria (2) seran los que verifi-
quen la ecuaciéon matricial (1,x,y) - M = (1, z,y), es decir, los que verifiquen
(Lz,y) - (M —I) = (0,0,0), siendo I la matriz unidad 3 x 3. Denotando
por m;; a los elementos de la matriz M, esta ecuaciéon matricial da lugar a
tres ecuaciones lineales. La primera de estas ecuaciones es trivial, 0=0, por
ser (1,0,0) la primera columna de M. Las otras dos ecuaciones lineales son,
denotando por m;; a los elementos de la matriz M:

mig+ (mag — 1) -2 +maz-y=0; mig+moz- o+ (mgz3—1)-y=0 (4)
La solucién de este sistema proporciona, por tanto, los puntos invariantes
de la isometria de matriz M. Naturalmente, las traslaciones (distintas de
la transformacion idéntica) y reflexiones con deslizamiento no tienen puntos

invariantes; las rotaciones tienen un tinico punto invariante (el centro de giro);
y las reflexiones tienen una recta de puntos invariantes (el eje de la simetria).

2.5 Ejemplos de isometrias haciendo uso de coordenadas

Los siguientes ejemplos aclaran cémo operar en la practica.

Ejemplo 2.5.A: Para la isometria en que los puntos A(0,0), B(1,0),C(1,2)
se transforman respectivamente en A’(2,2), B'(3,2),C’(3,4), la matriz M,
definida en (3), resulta ser:

—1

1 00 1 2 2 1 1 0 1 2 2 1 2 2
1 10 1 3 2| =1-1 1 0 1 3 2]=1010
11 2 1 3 4 0 -1/2 1/2 1 3 4 0 0 1

Como det(M) = 1 es positivo, se trata de una isometria que conserva el sen-
tido. Las ecuaciones (4) quedan asi: 24+ 0 =0, 2+ 0 = 0, luego no tiene
puntos invariantes. De su ecuacién matricial, (1,2',y") = (1,2/,y’) - M, resul-
tan las ecuaciones paramétricas: ¥’ =2+ x , vy = 2 + vy, luego se trata de la
traslacién de vector (2,2).

Ejemplo 2.5.B: Para la isometria en que los puntos A(3,0), B( ,0),C( ,1) se
transforman en A’(3,3), B'(3, ),C’(2, ), se puede calcular con eo e r a
matriz , su determinante (denotédndolo d), y la imagen del punto (%, %),
introduciendo por linea de escritorio, sucesivamente:
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H:={{1,3,0},{1,5,0},{1,5,1}}
H’:={{1,3,3},{1,3,5},{1,2,5}}
M:=Inversa(H) *H’
d:=Determinante (M)
{1, 3, 3

resultando, respectivamente:

1 3 0
M=o o 1| ; d=1 ; (25,05)
0 -1 0

Como det(M) = 1 > 0, se conserva el sentido. Las ecuaciones (4) quedan
3—zxz—y=0, y—x = 0, cuya solucion z = 1,5 , y = 1,5 es el tnico
punto invariante. Se trata pues de la rotacién de centro D(1,5, 1,5) y am-
plitud ADA’. De su ecuacién matricial, (1,2',y") = (1,z,y) M, resultan las
paramétricas: ' =3 —y , y = x.

Ejemplo 2.5.C: Para la isometria en que los puntos A(3,0), B(5,0),C(5,1) se
transforman en A’(1,2), B'(1,4),C"(2,4), calculando la matri (3), resulta

—1

1 30 11 2 1 1 -1
M=11 50 11 1 4]=(0 0 1
1 51 1 2 4 01 0
Como det(M) = —1 es ne ativo, se trata de una isometria que cam ia el

sentido. Las ecuaciones (4) sereducenal—z y=0, -1 z—y=0,lue o
tiene esta recta de puntos invariantes. Por tanto, se trata de la re e ion de
e eesta recta. De su ecuacién matricial, (1,2',vy") = (1,2,4') - M, resultan
sus ecuaciones paramétricas: ' =1 y, ¢y =—-1 .

3 Semejanzas de modo sintético

Las seme an @& son las transformaciones eométricas del plano euclideo que
conservan los an ulos y, por tanto, la forma de las uras. esultan de la
composicién de una isometria con una omotecia. a mos a estudiarlas, tra-
tando de visuali ar y e plorar sus propiedades, y, muy especialmente, su
composicién o producto.
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3.1 Homotecias

Definicion: La homotecia de centro el punto D y razén el ntiimero real r (r #

0) es la transformacién en que la imagen del punto X es el punto X', tal que
— —

DX'=r- DX. En consecuencia D, X, X’ son colineales. En la Fig. 8 aparecen
el tridangulo ABC' y su imagen de en la homotecia de centro D y razén 2. (En
particular, la homotecia de razon 1 es la transformacién idéntica y la de razén
-1 es la simetria central).

Fig.8: Imagen de ABC en la homotecia de centro D y razon 2.

Imagen del triangulo ABC en una homotecia: Hacer clic en x-_., elegir la op-

cion Homotecia, seleccionar una region rectangular que contenga al triangulo
ABC, hacer clic sobre el centro de homotecia D, escribir en la ventana que
aparece la razén de homotecia y pulsar OK; entonces aparece en la VG su
imagen y en la VA su area y sus vértices. Al arrastrar D, o un vértice de
ABC, la imagen de ABC' se reposiciona consecuentemente.

Comprobacion de propiedades de la homotecia: Las propiedades generales de
la homotecia (consecuencia del teorema de Thales) se comprueban facilmente
con GeoGebra:

= la imagen de una recta es otra recta paralela (distinta, si, y solo si, la
recta original no pasa por el centro de la homotecia y r # 1);

= las imagenes de dos rectas paralelas son también paralelas, e.e., conser-
van el paralelismo (siendo, por tanto, afinidades);
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» siendo A’ y B’ imdgenes de A y B en una homotecia de razén r, se veri-
fica A’B’ = r- AB, e.e., las homotecias conservan la razén de distancias;

= conservan los angulos (con su sentido) y, por tanto, la forma de las
figuras.

Producto de homotecias concéntricas: La composicion o producto de dos ho-
motecias del mismo centro y razones respectivas r y v’ es, obviamente, otra
homotecia del mismo centro y razén rr’. En particular, si r’ = % su producto
es la transformacién idéntica o identidad.

Fig.9: Simetria central y homotecia concéntricas.

Descomposicion de homotecias de razon negativa: En la Fig. 9 aparecen el
tridngulo ABC' y su imagen en la transformacién compuesta de la simetria
central de centro D y la homotecia de centro D y razon 2, cuyo producto es
la homotecia de centro D y razoén -2. En general, una homotecia de centro D
y razon s < 0 se descompone en producto de la simetria central de centro D
y la homotecia de centro D y razén —s.

Conservacion del sentido: Las homotecias de razén positiva obviamente con-
servan el sentido en el plano, pero también lo conservan las de razén negativa,
al ser producto de simetria central y homotecia de razon el valor absoluto del
de aquella. (Curiosamente, las homotecias de razén negativa no conservan
el sentido en el espacio de tres dimensiones, pues no lo hacen las simetrias
centrales, que en el espacio no son un caso particular de rotacién).
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3.2 Producto de homotecias y traslaciones

Traslacion por homotecia: En la Fig. 10 aparece un triangulo, ABC, al cual

se ha aplicado una traslaciéon de vector V. Al imagen obtenida, A’B’C",
se le ha aplicado una homotecia de distinto centro D y razén 2, para obtener

su imagen, A”B”(C”. Se trata de determinar la transformacién en la cual
A”B”C” es la imagen de ABC.

.- ...

Fig. 10: Composicion de traslacion y homotecia.

La traslacion ha transformado cada lado de ABC en un segmento igual
y paralelo a aquel. Y La homotecia ha transformado cada lado de A’B’C’ en
un segmento de doble longitud y paralelo a el. Los lados de A”B”C"” son pues
respectivamente paralelos y de longitud doble que los de ABC. En consecuen-
cia, debe existir una homotecia de razén 2 que transforme directamente ABC
en A”B”C”. Pero jcémo determinar su centro?. Naturalmente debe estar en
la recta AA” y también en la BB”. Luego sera el punto, P, de interseccion
de ambas, como muestra la Fig. 10.

Otros resultados relacionados con el anterior: Se pueden comprobar facilmen-
te con ayuda de GeoGebra los siguientes resultados:

= el producto de una homotecia por una traslacién es otra homotecia de
la misma razon y centro distinto;
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= una homotecia y una traslacién no conmutan, e.e., su centro depende
del orden en que se apliquen;

= el producto de dos homotecias de distintos centros y razones inversas
es una traslacion.

Producto de homotecias de distintos centros: En la Fig. 11 aparece un triangu-
lo, ABC, al cual se ha aplicado una homotecia de centro D y razén 2. A la
imagen obtenida, A’B’C", se le ha aplicado otra homotecia de centro E y
razon %, para obtener su imagen, A”B”(C”. Se trata de determinar la trans-
formacién producto de ambas, en la cual A”B”C” es la imagen de ABC.

/ C' CII

Fig. 11: Composicion de homotecias de distintos centros.

Los lados de A”B”(C” son respectivamente paralelos y de longitud triple
(2- % = 3) que los de ABC. En consecuencia, debe haber una homotecia de
razon 3 que transforme directamente ABC en A”B”C”. Pero ;jcémo deter-
minar su centro?. Naturalmente debe estar en la recta AA” y también en la
CC”. Luego serd el punto F' de interseccién de ambas (Fig. 11).
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Observemos que F' estd en la recta DE ;Serd ello una casualidad o una
propiedad valida en general? Para responder, tengamos en cuenta que las
rectas que pasan por D son dobles (se transforman en si mismas) en la primera
homotecia y las que pasan por F son dobles en la segunda homotecia, luego
la recta DFE es doble en la homotecia producto de ambas y, por tanto, debe
pasar por F, ya que las tnicas rectas dobles son las que pasan por el centro
de homotecia.

En consecuencia, el centro, F', de la homotecia producto es el punto de
interseccién de dos rectas que pasen por puntos homodlogos (como AA” y
BB"), o bien, el punto de interseccién de una de estas con la recta DF,
determinada por los centros de ambas homotecias iniciales.

3.3 Semejanzas directas

Las semejanzas que conservan el sentido de los angulos se llaman semejanzas
directas. Cémo las homotecias conservan el sentido, el producto de una iso-
metria que conserva el sentido por una homotecia sera una semejanza directa.

Puesto que la posiciéon de una figura queda determinada por tres de sus
puntos no alineados, una semejanza queda determinada por un triangulo no
degenerado, ABC', y su imagen, A’B'C’, de lados proporcionales (no parale-
los, en general).

Dada la semejanza directa definida por ABC' y A’B'C’, se trata de en-
contrar isometrias y homotecias que transformen el primer tridngulo en el
segundo del modo mas sencillo posible. Es claro que aplicando a ABC' una
rotacion de amplitud el angulo que forman una recta-lado de ABC' con su
correspondiente homdloga de A’ B'C” el tridngulo asi obtenido, A} B1C1, es de
lados paralelos a los de A’B’C”, bastando ya aplicar a A} B{C] una homotecia
que transforme a éste en A’B'C".

En general, el centro de tal homotecia resulta ser distinto del centro de
la rotacion previamente aplicada. Pero, jseria posible hacer coincidir ambos
centros? La respuesta es afirmativa: existe un uinico punto del plano, que es
centro comun de una rotacion y una homotecia, cuyo producto es la semejanza
directa. Se llama centro de semejanza directa, o, también, centro de rotacion
dilatatoria.

Determinacion del centro de semejanza directa: Vamos a describir la configu-
racion que permite determinarlo, advirtiendo que no se trata de un problema
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lineal (resoluble sélo con la regla), como los anteriores, sino que ahora habre-
mos de hacer uso del compés. GeoGebra nos ayudaré a hacerlo.
Consideremos el caso no trivial en que los dos tridngulos ABC y A’B'C’
no son de lados paralelos. Elijamos dos lados homoélogos de ambos triangulos,
BC y B'C', por ejemplo. Sea P el punto de interseccién de las rectas BC
y B'C" que contienen a dichos lados (Fig. 12). Tracemos las circunferencias
PBB' y PCC'. El otro punto de interseccién de ambas circunferencias, D,
es el centro de semejanza directa buscado, como se muestra en dicha figura.

Fig. 12: Centro de semejanza directa.

Nota: La existencia del centro de semejanza puede ser probada con distintas
técnicas. Via geometria sintética, basandose en la igualdad de ciertos angu-
los inscritos que abarcan arcos iguales en esas circunferencias. Via analitica,
basindose en considerar la aplicacién lineal que transforma ABC en A’B'C’,
la cual posee un tnico punto invariante, el centro de semejanza directa. Via
plano complejo, simplemente operando. Pero, siendo nuestro propésito la
construccion en GeoGebra de la configuracién descrita, no explicitamos tales
demostraciones, que los interesados pueden encontrar en textos geométricos
clésicos: [1], [2], [3]s...
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3.4 Semejanzas inversas

Las semejanzas que cambian el sentido de los angulos se llaman semejanzas
inversas. Como las homotecias conservan el sentido, el producto de una iso-
metria que cambia el sentido por una homotecia serd una semejanza inversa.

Una semejanza inversa queda determinada por un triangulo, ABC|, y su
imagen, A’B’C’, de lados proporcionales y distinto sentido de sus dngulos. Se
puede descomponer en producto de una isometria que cambie el sentido por
una homotecia.

Fig. 13: Centro de reflexion dilatatoria.

Sin entrar en detalle, lo mas sencillo es descomponer en producto de
reflexion por homotecia, tales que el centro de la homotecia esté en el eje de
la reflexion. En la Fig. 13 aparecen el tridngulo ABC, y su imagen, A'B’C’, en
una semejanza inversa (es decir, de lados proporcionales y sentido contrario).
Dicha semejanza es producto de la reflexién de eje la recta en linea continua y
una homotecia de centro D, situado en dicha recta. Tal punto D se denomina
centro de semejanza inversa, o también centro de reflexion dilatatoria.
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4 Semejanzas de modo algebraico

4.1 Ecuacion matricial de una semejanza

Siendo las semejanzas del plano transformaciones lineales, la semejanza en la
que el punto P’(z’,y') es imagen del P(z,y) puede expresarse matricialmente
en la forma

(Lxlayl) - (17$7y) -5 (5)
donde S es una matriz 3 x 3 cuyos elementos son nimeros reales.

Como la posicion en el plano de un objeto geométrico queda determinada
por tres de sus puntos no alineados, una semejanza del plano quedara de-
terminada por los vértices de un tridngulo y sus respectivas imagenes (que
deben conservar la razon de distancias).

Asi pues, la semejanza que transforma tres puntos A(ai,as), B(b1,b2),
C(c1,c2) no alineados, en A’(d}, afy), B'(V),b}),C' (¢}, ), ha de verificar las
tres condiciones

(17a/17a/2) = (1,0,1,0,2)'5 ’ (1ab/17b/2) = (17b17b2)'57 (170/170/2) = (1761762)'5

expresables conjuntamente (apildndolas) en la forma

1 df d 1 a1 ay
1o b =1 b b S
1 ¢ 4 I a c

Multiplicando por la izquierda por la inversa de la matriz de coordenadas de

A, B, C, resulta 1
1 a1 ao 1 o) d
S=[1 b b i (6)
1 ¢ e 1 o 4

Este calculo matricial se realiza comodamente con GeoGebra, en la misma
forma indicada en 2.2 para isometrias.

4.2 Conservacion o cambio de sentido por una semejanza

Razonando como en 2.3, de (6) se deduce que

_ 2-area(A'B'CY)
det(S) = 2-area(ABC)
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Supongamos que la semejanza es producto del movimiento m, en que A} B C]

es imagen de ABC, por la homotecia h, en la que A’B’C’ es imagen de
— — —

A B1C1. Siendo k la razén de homotecia, se tiene A'B'= k- A|B] y A'C'=
H
k- AL C7 luego se tiene la siguiente relacion entre dreas (orientadas) de ambos

tridngulos (haciendo uso de productos vectoriales)
Ao Wall 1 /—>/ /—>/ 1 2 /—>/ /—>/ 2 sl
area(A'B'C") = 5 A'B' x A'C'= 5 k“ A1B; x A1C1= k* - area(A1B;C))

y, de acuerdo con lo indicado en 2.3, area(A]B;C]) = +area(ABC), donde
el signo =+ serd elegido segin que la isometr” aconserve el sentido o lo cambie.
Sustituyendo ambas igualdades en ( ), se tiene pues

det(S) = +k*

donde k es la razén de la semejanza, es decir, la razén de la semejanza pro
ducto de la homotecia por el movimiento. aturalme nte corresponde signo
positivo a las semejanzas directas y negativo a las inversas.

4.3 Puntos invariantes por una semejanza

inalmente, los puntos invariantes por la semejanza () seran los que veri
quen la ecuacién matricial (1,z,y)S = (1,z,y)-, es decir, los que veri quen

(Lzy)-(5 I)=(,,)

siendo [ la matriz unidad 3 X 3. enotando por s;; a los elementos de la ma
triz S, esta ecuacion matricial da lugar a tres ecuaciones lineales. a primera
de estas ecuaciones es trivial, = | por ser (1, , ) la primera columna de S.

as otras dos ecuaciones lineales son (denotando por s;; a los elementos de
la matriz S)

s12 (S22 1)-x s9-y= s1 so -z (s 1)-y= ()

a solucion de este sistema proporciona, por tanto, los puntos invariantes
de la isometr” ade matriz S. aturalme nte, el centro de la semejanza directa
o inversa puede ser obtenido resolviendo el sistema lineal de ecuaciones ( ).
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4.4 Ejemplos de semejanzas haciendo uso de coordenadas
Los siguientes ejemplos aclaran coémo operar en la practica.

Ejemplo 4.4.A: (producto de homotecia por traslacién): Al aplicar al triangu-
lo ABC' de vértices A(2,0), B(3,0),C(3,2) la homotecia de centro D(0,0) y
razén 2 se obtiene como imagen el tridngulo A’B’'C’ (Fig. 14). Y al aplicar a

este la la traslacion de vector u = (—6, 3) se obtiene como imagen el triangulo
A//B//C/l'

Fig. 14: Centro, F', de la homotecia producto.
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Se trata de determinar la transformacién producto de ambas. Siendo
2 = 2x,y = 2y las ecuaciones paramétricas de esa homotecia y siendo
=2 —6,y =y + 3 las de la traslacién, serdn z” = 2x — 6,y" = 2y + 3
las de su transformacién producto. Y los puntos invariantes de esta deberan
verificar las ecuaciones del sistema lineal x = 22— 6,y = 2y + 3, cuya solucién
unica proporciona el tinico punto invariante F'(6, —3), centro de la homotecia
producto, como se visualiza en la Fig. 14.

(Notemos que las coordenadas han sido elegidas de modo que se opere con
valores enteros sencillos, mostrandose la cuadricula para una mas cémoda
localizacién de coordenadas de los puntos considerados).

Ejemplo 4.4.B (centro de semejanza inversa): En la Fig.15 se muestran dos
tridngulos, el ABC' de vértices A(2,1), B(3,3),C(2,3) y el A’B’C’ de vértices
A'(3,-1), B'(7,1),C"(7,—1). Los lados de A’B'C’ son respectivamente de
longitud doble que los del ABC, por lo que ambos tridngulos son semejantes.
Pero son de distinto sentido.

3
o
“,

' |JI//" %l BII B
1 L e e
Nt #.-*"' | ; "
; Aty B>
1 0o 1 2 ?/ 4y 5 B 7
r i : .-.--_._.--""- l
i
1 N ""J .
// "ﬂ"l [:-

Fig. 15: Centro, D, de la semejanza inversa.

Se trata de determinar, del mejor modo posible, la semejanza que trans-
forma ABC en A’B’C’. De acuerdo con lo indicado anteriormente, la matriz
de tal semejanza se puede calcular con GeoGebra (como en el ejemplo 2.5.B),
resultando
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1 2 1 1 3 1 1 =5
S=113 3| -1 7 1 |=1010 2 (9)
1 2 3 17 0 2 0

Para esta matriz S, el sistema de ecuaciones (8) queda asi 1 — z + 2y =
0;—542x—y = 0, cuya solucién tunica x = 3,y = 1, proporciona es el centro
de semejanza inversa (3,1), denotado D en la Fig. 15.

Ahora, la imagen de A’B’C” en la homotecia de centro D y razén % (in-
verso de la razén de semejanza) es el tridngulo A” B”C" de vértices A”(3,0),
B"(5,1), C"(5,0). Puesto que este tridngulo ha de ser imagen del ABC' en
una simetria, su eje ha de pasar por el punto medio, E, de BB/, siendo pues
la recta DFE el eje de dicha simetria.

De este modo, la semejanza en que A’B’C’ es imagen de ABC resulta ser
producto de la simetria de eje DE por la homotecia de centro D y razén 2.
Asi pues, D es su centro de semejanza inversa, como se visualiza en la Fig.
15. (Notemos que las coordenadas también han sido elegidas de modo que se
opere con valores enteros sencillos).

5 Combinacién de ambos métodos, sintético y alge-
braico, usando GeoGebra

GeoGebra es un sistema de geometria dinamica, que incluye un sistema de
computo algebraico, lo que permite combinar ambos métodos al resolver pro-
blemas de trans ormacionesdel grupo equi orme,como vamos a mostrar.

5.1 Semejanza directa combinando ambos métodos

n la eccion 3.3 se determiné el centro de semejanza directa por método
sintético. a mos ahora a describir como determinarlo por método algebraico
y, una vez obtenido, ejecutar por método sintético la rotacion y la homotecia
de cuyo producto resulta la semejanza.

onsideremos dos tridangulos, el ABC' de vértices A( ,1), B( ,3), C(3, )
y el A’B'C" de vértices A'(2,5), B'(—2,5),C’(—2,3). Ambos son semejantes
(de lados proporcionales) y del mismo sentido. on la misma notacién de la
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Seccién 2.5, siendo H y H', respectivamente, las matrices de coordenadas de
ABC y de A’B’C’, la matriz S de la semejanza, se puede calcular asf :

H:={{1,4,1},{1,4,3},{1,3,3}}

».={{1,2,5},{1,-2,5},{1,-2,3}}

S:=Inversa(H)*H’

resultando
1 4 -3
S=10 0 2
0 -2 0

Sustituyendo en (8) elementos de esta matriz S, se obtiene el sistema de

ecuaciones 4 —x —2 =0 ; -3+ 2z —y = 0, cuya solucion unica, xr = 2,y = 1,
proporciona el centro de semejanza directa, (2,1), denotado D en la Fig. 16.

Fig. 16: Centro, D, de la semejanza directa.
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Nota: Si se desea, el sistema lineal anterior puede ser resuelto por GeoGebra
asi: hacer clic en Vista, seleccionar Cdlculo Simbdlico (CAS), introducir el
sistema de ecuaciones en la primera casilla de la ventana CAS en la forma
{4—x—2=0, —3+2x—y = 0} y pulsar el icono x=, obteniéndose entonces
la solucién en la forma {{x=2 , y=1}}.

Una vez determinado D por el método algebraico descrito, podemos con-
tinuar por método sintético, ejecutando los siguientes pasos:

i) determinar el dangulo ADA’ (haciendo clic en el icono de angulo y sucesi-
vamente en A, en D y en A');

ii) aplicar a ABC' la rotacién de centro D y amplitud de ADA , para obtener
el tridngulo A} B C{;

iii) aplicar a A} B{C] la homotecia de centro D y razén 2, para obtener como
imagen A’B'C".

(Notemos que, por simplicidad, las coordenadas de ABC'y A’B’C’ han sido
elegidas de modo que se opere con valores enteros sencillos).

5.2 Visualizando el desplazamiento del centro de semejanza
directa al trasladar la figura imagen

Continuando con el problema considerado en la Secciéon 5.1, se trata ahora
de trasladar la figura imagen, A’B’C’, para observar como esto afecta al
centro de semejanza directa, D. Mas concretamente, manteniendo el mismo
tridngulo original, ABC, se va a sustituir el tridngulo imagen, A’B'C’, de
vértices A’ = (2,5), B’ = (—2,5), C' = (—2,3), por el resultado de aplicarle
la traslacién de vector v, = (—t, —2t), es decir, por el tridngulo de vértices
A'=(2—-t,5-2t), B"=(-2—-t,5—-2t),C" = (-2 —t,3 = 2t).

Asi pues, la matriz de coordenadas H no varia, pero si varian la matriz
de coordenadas H' y la matriz de la semejanza, S, que pasan a ser, respecti-
vamente,

1 2—t 5-—2t
H =1 -2—t 5-2t| , S;=Inversa(H)x* H] (10)

1 —2—-t 3-2t
Sustituyendo en (8) los elementos de S, se obtiene el centro de semejanza
directa, en funcion del parametro t, lo que puede hacerse con ayuda del C'AS,
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como se indica en la Nota de la Seccion 5.1.
Este proceso es comodo de ejecutar en GeoGebra definiendo un deslizador
para el parametro ¢, como se describe a continuacion.

Deslizador de parametro t: Hacer clic en el icono Deslizador; hacer clic en el
lugar de la VG donde se desea ubicar; en la ventana que entonces aparece,
escribir el nombre del pardmetro, ¢ (que, en principio, aparece con valor
inicial 1) y elegir los extremos del intervalo de posibles valores de t; y cerrar
la ventana (quedando asi definido el deslizador). Al desplazar el cursor del
deslizador a derecha e izquierda, el parametro ¢ va tomando valores en el
intervalo elegido.

o 1

Fig. 17: Desplazamiento del centro de semejanza directa.

En la Fig. 17 pueden verse el triangulo inicial ABC, su triangulo imagen
A'B'C" en una semejanza directa y el tridngulo A} B{C, imagen del ABC en
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dicha semejanza directa (los mismos de la Fig. 16). El centro de tal semejanza
se ha denotado ahora Dy, por corresponder al valor ¢ = 0 del parametro.

Al desplazar el cursor del deslizador para dar otro valor al parametro t,
el nuevo valor de t se actualiza en (10). En particular, para t = 2 el vector
traslacién pasa a ser vy = (—2,—4) y el tridngulo A’B’'C’ se transforma en
esa traslacién en el A”B”C”, el nuevo centro de semejanza es el punto Dy y
la imagen de ABC por la rotacion en la nueva semejanza directa es AYB{CY
(Fig 17).

Por otra parte, desplazando de nuevo el cursor del deslizador hasta tomar
valor ¢ = 0, si entonces se pulsa sobre Dy con el botén derecho del ratén y
selecciona Rastro, al ir desplazando el cursor del deslizador hasta t = 2, se
va marcando la linea que recorre el centro de semejanza D (dicho rastro
aparece en linea gruesa en la Fig. 17).

Nota: Al variar t, la amplitud de la rotaciéon y y la razén de homotecia
naturalmente no varian, sélo cambia el centro de semejanza, pero es curioso
observar que el rastro dejado por el centro de rotacién es un trazo recto (el
segmento DyDs), lo que contrasta con el hecho de que la determinacion de
dicho centro no es un problema lineal (interseccién de dos circunferencias,
segun se vio en la Seccién 3.3).

5.3 Visualizando el desplazamiento del centro y eje de seme-
janza inversa al girar la figura imagen

En la Seccién 3.4 se definié el centro de semejanza inversa y en el ejemplo
4.4.B se detall6 como determinarlo de modo algebraico. Se trata ahora de
mostrar como varian el eje y centro de una semejanza inversa al aplicar un
giro a la figura imagen.

En la Fig. 18 pueden verse dos tridngulos semejantes de distinto sentido,
ABC y A’B'C’. El primero se transforma en el segundo mediante la seme-
janza inversa consistente en la reflexién de eje la recta ' y una homotecia de
centro D', incidente con r’. Aplicando al tridngulo A’B’C’ una rotacién de
centro (0,0) y amplitud 90° (en sentido horario), resulta el tridngulo A” B”C”
obviamente semejante al ABC, y de sentido contrario. El tridngulo ABC' se
transforma en el A”B”C"” mediante la semejanza inversa consistente en la
reflexion de eje la recta r” y la homotecia de centro D", incidente con r”.
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Al igual que en la Seccion 5.2, este proceso se puede automatizar creando
un deslizador, t, de modo que al pasar de t = 0 a t = 90 transforme el
triangulo A’B’C’ en su imagen en la rotacién de centro (0,0) y amplitud
90° (en sentido horario), es decir, en A”B”C”. Para ello, se puede elegir
el intervalo de variacién del deslizador (—90,90), de modo que resulte mas
intuitivo el giro de amplitud un angulo recto.

Fig. 18: Desplazamiento del centro y eje de semejanza inversa.

Nota: En caso de que la amplitud de la rotacién antes considerada sea otra,
las coordenadas de los vértices del tridngulo imagen pueden no ser expresa-
bles elementalmente. Lo que GeoGebra proporciona es una expresion decimal
aproximada, cuyo nimero de digitos se puede preestablecer en el deplegable
Opciones, eligiendo Redondeo, que ofrece hasta 15 cifras significativas.
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Conclusion

Este modo de presentar las transformaciones del grupo equiforme, compro-
bando experimentalmente con GeoGebra y simultaneando su estudio por via
sintética y via algebraica, facilita y enriquece su comprension. También ayuda

a elegir la técnica a utilizar en sus numerosas aplicaciones.
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Abstract

This article studies the properties of certain eighth degree alge-
braic curves.

Introduccion

Este articulo contintia otro publicado en el nimero 102 de este boletin. Se trataba
de estudiar el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de distancias a
tres puntos es constante. En aquella ocasion los puntos eran los vértices del tridn-
gulo equilatero concéntrico con los ejes de coordenadas y simétrico respecto del
de las ordenadas. Ahora supondremos los puntos alineados.

1. Generacion de las curvas

Supondremos que los puntos alineados son: 4=(1,0), B=(0,0) y C=(-1,0).
Las letras a, b y c significaran los cuadrados de las distancias del punto (x,y) a
los puntos 4, By C, y, por brevedad, u = x* + y*. De este modo:

a=u—-2x+1 b=u c=u+2x+1
Facilitard los posteriores céalculos dejar las siguientes cuentas hechas:
ac=u’+2u+1-4x’ abc =u’ +2u” +u — 4ux’

Si A es la constante, ha de suceder que Ja ++b ++c = 1. Aislamos /b y ele-
vamos al cuadrado en ambos miembros:
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a+c+2Jae =2 +b-22b

Se pasan las raices al segundo miembro y de nuevo se eleva al cuadrado:

u+2— 2 =2Jb-2Jae
3u +du+6ul’ +42 — A —16x* = —8AJab/c

Introducimos la notacion: P=64"+4 y O =44 - 1*, y por tercera vez se eleva
al cuadrado:

3u’ + Pu+Q—16x> =—8AJab+Jc

9u* + (6P — 642 )u® —96x°u> + (P> + 60 —128 1 )u>
+256x" + (25622 =32 P)ux’ + (2P0 — 6412 )u —320x> + 0> =0

Establecemos ahora las notaciones:
R=6P—641 =24-28%
S=P*+60-1282 =304 =561 +16
T =2561-32P=641" 128 = 64(1 -2)
U=2P0—6427 =—122° + 401" =322 =—4 32 =101 +8)
Con arreglo a ellas, la ecuacion de la curva queda del siguiente modo:
9’ + Ru’ —96x°u’ + Su® +256x" + Tux® +Uu—320x* +O° =0
Ahora bien, las sucesivas elevaciones al cuadrado eliminan los dobles signos

de las raices, de modo que también pertenecen a la curva los puntos cuya suma de
distancias a dos de los vértices menos la distancia al otro es igual a A.

Los coeficientes de la ecuacion para algunos valores de la constante estan en
la tabla que viene a continuacion:
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A P 0 R S T U
/2 | 1y2 L1516 | 17 | 31/8 | -112 | —91/16

1 10 3 4 | -10 | -64 -4
J2 | 16 4 32| 24 0 0
3/2 | 35/2 | 63/16 | -39 | 335/8 | 16 | —99/16
33| 22 3 60 | 118 | 64 -60

2 28 0 88 | 272 | 128 | -256
Js | 34 5 | -116] 486 | 192 | -660

3 58 | -45 |-228| 1942 | 448 | -5796
Jio | 64 | -60 |-256] 2456 | 512 | -8320

Las graficas de las curvas correspondientes son las siguientes:

u’ +17u’ —96x°u” + (31/8)u” +256x*
—112ux? = (91/16)u —30x> +225/256 =0
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O’ —4u® —96x°u” —10u” +256x* — 64ux® —4u—96x> +9=0 (A=1)

9t —32u° —96x*u’ +24u” +256x* —128x> +16=0 (A=+/2)



u* =39’ —96x°u’ +(335/8)u’ +256x"

2 ) (1=3/2)
+16ux” —(99/16)u —126x” +3969/256 = 0

9u* — 60u® —96x%u® +118u> +256x" + 64ux> —60u —96x> +9=0 (1 =+/3)



O’ —88u’ —96x°u” +272u” +256x* +128ux” —256u =0 (A =2)

Out —116u° —96x*u* +486u* +256x* +192ux” —660u +160x> +25=0 (A = \/g)



Ou* — 2284 —96x*u* +1942° +256x4( 1=3)
+ 448 —5796u +1440¢° +2025=0

4 3 2.2 2 4
u™ —256u" —96x°u” +2456u° +256x (12«/%)
+512ux* —8320u +1920x* +3600=0



2. Puntos de corte con los ejes de coordenadas

Si f(x,y)=0 es laecuacion de la curva, hacemos x=0:
FO,9)=9y"+Ry* +Sy" +Uy* + 0
= (P =) 9y +(24-102)y* + A =822 +16)

Entonces, los puntos de encuentro de la curva con el eje de las y-es son:

—A+£2JA%-3 +A1+24J47-3

=] = -
y Y 3 y 3

Esto da lugar a dos puntos reales si A< V3, acuatro si 1=4/3, y aseis si A> NE)
(si A=2 dos de ellos se funden en el origen). Ahora hacemos y =0:

£(x,0)=9x" +(R-96)x° + (S +256 + T)x* + (U —320)x* + O’
Realizadas las cuentas y descomponiendo el polinomio, tenemos que:

0x® — (2827 +72)x" + (304" + 82 +144)x" —(122° =722 +1602)x> + &* —84° +164°
=9(x” = B)(x* = (A/3)°)(x* = (A+2)")(x" = (1-2)")

Lo cual da lugar a los ocho puntos:
x=x4 x=x1/3 x=+(1+2) x=%x(1-2)

Si A =1, los dos primeros puntos coinciden con los dos ultimos, dando lugar a
dos puntos dobles aislados. Si A =2, los tltimos son un solo punto doble. Si
A= 3/ 2 los dos segundos coinciden con los dos Gltimos (intercambiando los sig-

nos) formando dos puntos dobles. Si 4 =3 los dos segundos coinciden con los
dos ultimos, y dan lugar a dos puntos dobles.
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3. Puntos singulares

Para buscar los puntos singulares planteamos el sistema:

f=0 G/ I
ox ay

en el cual:

gl =72xu’ + 6Ru’x —192xu” —384x’u + 4Sxu +1024x° + 2Tux + 2Tx" + 2Ux — 640x
X

gi =72y’ + 6Ru’y —384x" yu + 4Syu + 2Tx*y + 2Uy
v

Supongamos x =0 . El segundo polinomio es nulo. En cuanto al tercero:

af(aO’ Y) _72y7 4 6Ry* + 45y +2Uy =0
Y

Esta ecuacion, liberada de la solucion y =0 y simplificada, resulta ser:
9y° +(18—=214)y" + (154" =284 +8)y* =34 +104" -84 =
9y =)y’ =B -4)/3)(y* - (£ -2)/3)=0
Los puntos correspondientes a y =44 son singulares. Las raices del segundo fac-

tor no corresponden a puntos de la curva salvo que A=+/3, lo cual proporciona
los puntos singulares y = +4/3 / 3.

Supongamos ahora y = 0. El tercer polinomio es nulo y el segundo es:

afgx’o—) =72x" +(6R - 576)x" + (45 +1024 +47)x’ + (2U — 64Q)x =0
X
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Prescindiendo de la solucion x =0 y haciendo cuentas, esta ecuacion se con-
vierte en esta otra:

Ox® — (54 + 218)x* + (154 + 48 +72)x” =3 +184 =404 =0

Usando esta ecuacion se puede comprobar lo siguiente: si A =1 los puntos
(1,0) y (-=1,0) son puntos dobles aislados (cuyas tangentes son xtiy=1y

xxiy=-—1),si A =3/2 los puntos (1/2,0) y (—1/2,0) son cuspides (sus rec-
tas tangentes dobles son x =1/2 x =—1/2 respectivamente), si A =2 el origen
es un punto doble aislado (con rectas tangentes x+iy=0) y si A =3, los puntos
(1,0) y (-1,0)son nodos (y sus tangentes (x—1)vI1114+y4/301=0 vy

(x+DW1114+ y+/301 =0). Para otros valores de A la curva encuentra al eje de

abscisas en ocho puntos distintos y no hay en ¢l puntos singulares.

Fuera de los ejes estan los cuatro puntos dobles ordinarios (1/2,4/4* —9/4),

(1/2,— A =9/4), (=1/2,A/F =9/4) ¥ (=1/2,—\|2*—=9/4), que son reales si
A>3/2, imaginarios si 4<3/2 y confluyen en dos cuspides si 4=3/2.

Para buscar los puntos singulares en el infinito construimos la curva proyecti-
va asociada:

F(x,y,2)=%" + Ru’z> - 96x°u’z* + Su’z"
+256x%z" + Tux’z* + Uuz® =320x°z° + 0*2°
A partir de ella es facil ver lo siguiente:
F(x,y,0)=9%" ; 9F (5,0 _ 2xu’ 9F(x 0,0 _ 2y’ ; 92,0 _ 0
ox dy oz

Hacemos z =0 y llegamos a que u =0, lo que quiere decir que los puntos ciclicos
del plano 7 =(1,i,0) y J =(1,—i,0) son puntos multiples de la curva.

59



Fabricamos ahora la curvaG(y,z)=F(1,y+i,z) (cuya multiplicidad en el origen
es del mismo género que la de F en /). Su sumando de menor grado es
9(2yi)* +256z*, luego G tiene en (0,0) un punto cuadruple cuyas tangentes son
las rectas 4z =++/6 (1£i)y. I es un punto cuaddruple ordinario de F'y sus tangentes
son
Vo= x+6(1+i)y—4z=0 , J6(1+i)x+6(1-i)y—4z=0,
Je(1l—i)x+/6(1+i)y+4z=0 , Jo(l+i)x+6(1—i)y+4z=0.

Las mismas consideraciones pueden hacerse con J.

4. Clase de las curvas

Por ser de grado 8, la clase de la curva no puede superar a 56. Su valor exacto es
dificil de calcular por la gran complicacién de los calculos, pero se intentara dar
una cota superior un poco mas afinada. Para ello vamos a contar el nimero de
rectas tangentes a la curva que se pueden trazar desde el punto del infinito del eje
de ordenadas, rectas cuya ecuacion es de la forma x = . Entonces en la de la
curva ponemos ¢ en lugar de la x y la escribimos como polinomio en y:

9y* +(6a” + R)y°® + (54a”* +3Ra> —Na’ + 85)y*
+(36a° +3Ra* —192a* +28a” + To> +U)y’

+9a° +(R-96)a’ +(S+256 +T)a* + (U =320)a” + O*

Cada valor de o para el cual la ecuacion tenga soluciones dobles da lugar a
una recta de las buscadas. Todos los que anulan el término independiente dan la
solucion doble y =0, y son en general ocho. Para buscar los demas hacemos

t=y*, dividimos todo por 9, y tenemos una ecuacion del tipo
t* +at’ +bt* +ct+d =0, la cual, mediante el cambio ¢ =z—a/4 se transforma en
otra de la forma z* + pz* + gt + r =0, donde:

p=b—§a2 q=1a3—lab+c r=—ia4+Lba2—lac+d
8 8 2 256 16 4
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El discriminante de esta nueva ecuacion es:
A=18pq’ —32qrp® —27q¢* +144 prq® +16rp* =128 p*q*> —4p’q* + 2561°

Es sencillo ver que p es un polinomio en ¢ de grado 4, g lo es de grado 6 y  lo es
de grado 8, de lo que se deduce que el discriminante es un polinomio de grado 24,
que es el nimero maximo de soluciones de la ecuacion A=0. Ahora bien, de esas
24 rectas prescindimos de las ocho ya encontradas. Las demas corresponden a
valores multiples de ¢ distintos de cero, lo que da lugar a dos valores para y, lo
cual significa que son rectas bitangentes, y para lo que ahora non interesa han de
ser contadas dos veces. Entonces 16x2+8 =40, y este es como mucho el valor
que puede alcanzar la clase.

5. Las inflexiones de la curva

Encontrar las inflexiones de la curva es también muy complicado. Pero por lo
menos el numero de sus inflexiones reales se puede limitar con la ayuda de la cota
de la clase. En efecto, si m es la clase de la curva, n el grado, d el de sus puntos
dobles ordinarios reales, 7 el de sus cuspides reales e i el de inflexiones reales, y ¢
el de bitangentes reales, existe una formula debida a Klein que relaciona todos
esos elementos:

n+i+2t=m+r+2d

Pensemos, por ejemplo, en la curva para 4=1/2, que posee 14 bitangentes re-
ales (como se puede ver en la figura que viene a continuacién) y dos puntos do-
bles ordinarios. La relacion de Klein nos lleva a que i =m—32, con lo cual se
puede asegurar que la curva tiene como mucho 8 inflexiones reales. En cambio, la
curva correspondiente a 4 =3 tiene 8 bitangentes reales (ver la segunda de las
figuras de la pagina siguiente) y 8 puntos dobles ordinarios. La formula de Klein
nos da i =m—8, en consecuencia i <32.
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Bitangentes de la curva correspondiente a 4 =1/2

Bitangentes de la curva correspondiente a 4 =3
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6. El género de las curvas

El género de una curva C cuyas singularidades sean todas ordinarias lo proporcio-
na la expresion siguiente (donde m, es la multiplicidad del punto P):

_n(=1)(n-2) N\ "p (mp—1)
g(O)= 5 > 5

PeC

Asi es en nuestro caso (salvo para 4=3/2), de modo que es facil de calcular. Por
ejemplo, para 41 =1/2 es tres, y para 4 =3 es uno.

Una sugerencia para ulteriores reflexiones

Podria ser divertido estudiar la familia de curvas estrafalarias en las que A y dos
puntos estan fijos y al tercero se le mueve segiin una cierta curva. Dejo la suge-
rencia al ocioso y desocupado lector.
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Resumen

This paper shows a nice connection between Differential Equations
and Probability through an illustrative example. We apply a successful
algebraic strategy together with properties of expectation operator to de-
termine the main statistical properties (mean, variance and covariance)
of the solution to a non-autonomous linear differential equation whose
initial condition is a random variable. Theoretical findings are illustra-
ted by means of one example.

Introduccion

Una de las experiencias docentes mas instructivas, desde el punto de vista for-
mativo, es la resolucién de problemas cuya solucién es conocida por métodos
alternativos. La “alternativa”no tiene porqué estar basada, necesariamente,
en un razonamiento ni mas corto ni mas sencillo, porque en ese contexto lo
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realmente importante es la sorpresa de constatar la existencia de la “alterna-
tiva”, y reflexionar a partir de ella acerca de las profundas conexiones entre
las distintas partes de la matematica. La riqueza de la experiencia formativa
se ve incrementada si en la formulacion del problema se consideran dos areas
de la Matematica aparentemente poco relacionadas.

Esta nota muestra un enfoque alternativo para resolver un problema so-
bre ecuaciones diferenciales deterministas, que se formulara en un contexto
aleatorio a partir de una motivaciéon natural. Como veremos, el tratamien-
to del problema requerira, principalmente, de conceptos pertenecientes a las
areas de Ecuaciones Diferenciales y de Probabilidad. Como se mostrara, la
solucién “alternativa”sigue un proceso mas largo que el tradicional, pero a
cambio arroja luz sobre sobre las relaciones existentes entre las dos areas
de conocimiento antes indicadas, proporcionando una formacion matematica
transversal, y por tanto mas rica.

1. FEl problema a tratar y su solucién

En el area de las Ecuaciones Diferenciales deterministas, el modelo no auténo-
mo mads sencillo se formula a partir del siguiente problema de valor inicial
(PVI) basado en una ecuacién diferencial lineal homogénea

z(t) = f(t)x(t), t>tyeR,
B } (1)
ZE’(t()) = Z0-.
Por ejemplo, en el contexto de la Biologia, si f(t) = k, siendo k una constante,
y x(t) denota el tamafio de una poblacién, en el instante t > tg > 0, el PVI
(1) corresponde al denominado Modelo de Malthus para una especie con
tasa de crecimiento instantanea k y una poblacién inicial zg > 0. En la
practica, los datos zg y f(t) no suelen conocerse de forma determinista, por
lo que es més natural tratarlos como una variable aleatoria y un proceso
estocastico, respectivamente. Este enfoque conduce al area de las Ecuaciones
Diferenciales Aleatorias [1]. En este trabajo consideraremos el escenario mas
sencillo en el que la condicién inicial es una variable aleatoria, Xo, y f(t)
es una funcién determinista. En este contexto la solucién del PVI (1) es un
proceso estocastico X (t), y la derivada, X (t) debe interpretarse en algin
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sentido estocastico apropiado. En efecto, como la derivada es un limite y en
el contexto de la Teoria de Probabilidad hay dferentes tipos de convergencia,
se hace necesario seleccionar algin tipo de convergencia para interpretar el
PVI (1) cuando se asume que la condicién inicial Xy es una variable aleatoria.
En este trabajo se considera la convergencia en media cuadratica definida en
el espacio de Banach (L%, (€2), ||-||2,va) de las variables alearorias de segundo
orden a valores reales, definidas sobre un espacio de probabilidad completo
(Q, F,P). Concretamente,

1
L3A(Q) ={X Q> R: EX? <400}, [ X|l2va = (E[X?])? < +o0,

siendo E[-] el operador esperanza. Una sucesion de variables aleatorias de este
espacio, {X,, : n > 0} C L%, (Q), se dice que converge en media cuadratica
a la variable aleatoria X € L%, (Q) si se cumple

N|[—

1%, = Xll2va = (E [(X, - X)?])* =% 0.

. m.c.
En este caso se escribe X,, —— X.
n—oo

Una de las principales ventajas de la convergencia en media cuadrati-
ca es que se trata de una convergencia fuerte, ya que los resultados que se
establecen en este tipo de convergencia son validos en otro tipo de conver-
gencias, que también son muy importantes en la Teoria de la Probabilidad,
como la convergencia en probabilidad y la convergencia en distribucién [2].
Como la solucién del PVI (1) es un proceso estocastico, X( ), a continuacién

introducimos el espacio de Banach (L? (€2),]| - ||z, ) donde estd definida la
solucidn:
L? (Q) = {X : Q—13,(Q): / E[(X(, ))*d <+oo, € Q}
T
siendo =1[o, | R, 0y

Il = ([ BleeC i ;z([rmxu Jawd . e

Es conveniente anadir que en este trabajo, y en la literatura habitual,
se utilizan las siguientes notaciones X = X( ) = X(, )y Xo = Xo( ) de
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forma indistinta para denotar un proceso estocastico y una variable aleato-
ria, respectivamente, porque en general el contexto debe ser suficiente para
eliminar cualquier confusién.

Los elementos de X de este espacio se denominan procesos estocasticos
cuadrado integrables, y en particular cumplen que para cada t € T fijo, la
variable aleatoria resultante, X (t,w), es de segundo orden, X (t,w) € L%, (2),
es decir E [(X (t,w))?] < +o0.

A continuaciéon enunciamos, sin demostracion, varios resultados claves pa-
ra nuestro posterior estudio y que hacen de la convergencia en media cuadrati-
ca particularmente adecuada cuando se estudian ecuaciones diferenciales con
incertidumbre y el préoposito no es solo calcular la solucién, si no también
sus principales funciones estadisticas, tales como la media, la varianza y la
correlacion.

Propiedad 1. (/1, p.88/). Dadas dos sucesiones de variables aleatorias { X, :
n>1} e {Y,: n>1} en L2,(Q) tales que

Xn m.c. X’ Yn m.c. Y,
m—0o0 m—0o0

entonces se cumple que
E[X, =3 E[X], V[V, =3 V[Y], I'(X,,Y,) =3T(X,Y), (2

donde E[-], V[-] y I'[:] denotan los operadores media, varianza y correlacion,
respectivamente.

Recuerdese que por definicion, la correlacion de dos variables aleatorias
X,Y € 1%,(Q) estd dada por I'(X,Y) = E[XY]. Por tanto, la tercera expre-
sién de (2) se puede escribir de la siguiente forma equivalente

X, /=5 X, Y, /=Y =E[X,Y,] =3 E[XY].

m—00 m—00

En el contexto aleatorio, la derivada del proceso estocastico X(t) que
aparece en el PVI (1) se interpreta en el sentido de la norma || - ||2pr de
forma habitual. Asi, dado X € L%E(Q) se dice que el proceso estocastico
X(t) € L3(Q) es derivable en el punto t € T = [to, T] si se cumple

||X(t+h) —X(t)
h

"200, tt+heT =t T].

- X(t)

2,PE
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Una propiedad clave de la convergencia en media cuadratica, la cual se
infiere de la Propiedad 1, que hace que este tipo de convergencia sea par-
ticularmente atractiva para el estudio de ecuaciones diferenciales aleatorias
frente a otros tipos de convergencia estocastica es la siguiente:

Propiedad 2. ([1, p.98]) Sea X (t) € L%5(Q) derivable en media cuadrdtica
y sea Tx(t,s) = E[X ()X (s)], s,t € T = [to, T), la funcion de correlacion del
proceso estocdstico X (t). Entonces se cumple

% (Tx(t, ) = E[X ()X (s)], (3)
% (E[X(1)]) = E[X (1)), (4)

Esta propiedad indica que el operador esperanza conmuta con la derivada
en media cuadratica (denotada con el punto (-)) dando lugar a una expresién
en términos de la derivada determinista (%) de la funcién de correlacién.
Anélogamente para la funicén media.

La Propiedad 2 es importante porque, como veremos posteriormente, en
algunos escenarios puede ser aprovechada para calcular la media, la varianza
y la correlacion del proceso estocastico solucién de una ecuaciéon diferencial
aleatoria, sin necesidad de resolver dicha ecuacién (lo cual en muchos casos
no es posible). Es importante senalar, que a diferencia de lo que sucede en el
caso determinista donde los objetivos principales cuando se resuelve una ecua-
cion diferencial son calcular su solucién, estudiar condiciones de existencia y
unicidad, y estudiar la dependencia de la solucién respecto de los parame-
tros y condiciones iniciales, en el contexto aleatorio ademas de estudiar estos
problemas también son objetivos importantes determinar las principales ca-
racteristicas del proceso estocastico solucion, tales como las funciones media,
varianza y covarianza, ya que a partir de ellas se obtiene una descripcién
de comportamiento estadistico de la solucién. Mas ain, si se conoce que la
solucion sigue algun tipo de distribucion conocida, como por ejemplo la gau-
siana, la obtencion de las funciones estadisticas media y covarianza permite
caracterizar completamente el proceso estocastico solucién.

En el caso de la version aleatoria del P (1) se puede demostrar, me-
diante un procedimiento basado en la extension de resultados deterministas
al contexto aleatorio de la media cuadratica que es bastante técnico, que el
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proceso estocastico solucion es
t
X(t) = Xoelo DI 4> 4, (5)

En este punto es importante senalar que la costosa legitimacion teérica de
esta expresion en el contexto aleatorio ha motivado la bisqueda del enfoque
alternativo que se presenta en la Seccién 2. Admitiendo entonces, la repre-
sentacion formal (5), la obtencién de la media, la varianza y de la correlacién
de X (t) puede realizarse primero tomando los correspondientes operadores
directamente sobre la ecuacién (5) y después aplicando sus propiedades ope-
racionales. De este modo se obtienen la media

E[X (£)] = E[Xpeto /797) = B[XgJefto /97, (6)
y la covarianza

LX) X(s)] = E[(Xoeftto f(T)dT)(XOeftsO f(r)ary 7
— B[(X)2]et TS Far (7)

Tomando s =t en (7), se obtiene

t
E[(X (1))] = E[(X0)?)e* D, (8)
por lo que, teniendo en cuenta (6) y (8), la varianza de la solucién esta dada

por

VIX(1)] = E[(X(1)*] - (BIX(#)])°

— E[(Xo)2]e> o T DI _ (B[(Xo)])2e 0 ST
= (E[(Xo)Q] — (E[(XO)DQ) 62 ftt() f(m)dr
— V[X,]é? Jip T

(9)

2. Una solucién alternativa

En este apartado mostramos céomo obtener las funciones media, varianza
y covarianza del proceso estocéstico solucién mediante un enfoque que no
requiere de la obtencién rigurosa de la solucién y que aprovecha la propiedad
clave de la convergencia en media cuadratica que se ha presentado en el
apartado anterior (Propiedad 2).
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2.1. Calculo de la funcion media

Basta tomar el operador media en la versién aleatoria del PVI (1) y aplicar
la expresién (4) de la Propiedad 2:

CEX @) = FOEX (),

E[X ()] = —

ELf(£)X (2)]
E[Xo(t)] = E[Xo],
de modo que el PVI aleatorio se transforma en el siguiente PVI deterministi-

co, que conserva al linealidad del problema original, y cuya solucién es bien
conocida,

d
3 EX O] = fFOEX (1),

E[Xo(t)] = E[Xo],

= B[X ()] = E[Xo]elio F T,

Obsérvese que la solucién coincide con la obtenida anteriormente en la ex-
presion (6).

2.2. Calculo de la funcion de correlacion

El calculo de la funcién de correlacién del proceso estocastico soluciéon por
el método alternativo es mas intrincado. Partimos de la ecuacion diferencial
aleatoria del PVI (1) y multiplicamos ambos miembros por X (s), s > to,

X(H)X(s) = f(HX ()X (s),

tomamos el operador esperanza en ambos miembros y aplicamos su lineali-
dad, ya que f(t) es una funcién determinista,

E[X(£)X(s)] = f()E[X (£) X (5)]-
Ahora aplicamos la expresion (3) de la Propiedad 2
— Ux(t5)) = fF(O)x (L, 5). (1)
Para la condicién inicial de PVI (1), razonando de forma similar se obtiene

X()=Xo= X()X(s) = XoX(s) = E[X( )X (s)] = E[XoX(s)],
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es decir, utilizando la definicién de funcién de correlacion
I'x(0,s) =E[XoX(s)], s > to. (11)

La solucién del PVI determinista (10)—(11), que es de tipo lineal, es clara-
mente

Tx(t,s) = Tx (0, s)efo (47, (12)

para s > tg fijo.

Ahora determinaremos el valor I'x (0, s), s > to. Para ello partimos de la
ecuacién diferencial dada en (1), escrita en términos de la variable s en lugar
de t

X(s) = f(s)X(s), s> to.

Ahora multiplicamos por X (0) ambos miembros, tomamos el operador espe-
ranza y aplicamos la expresién (3) de la Propiedad 2, con lo cual se obtiene

X(0)X(s) = f(s)X(0)X(s) = E[X(0)X(s)] = f(s)E[X(0)X(s)],
0

52 Tx(0.9)) = f(5)Tx (0, 5). (13)

Para obtener su correspondiente condicién inicial, multiplicamos por X (0) =
Xy, la condicién inicial del PVI (1) aleatorizado y tomamos el operador es-
peranza

X (0)X(0) = XoXo = E[(X(0))?] = E[(X0)],

es decir
'x(0,0) = E[(Xo0)’]. (14)

La solucién del PVI determinista (13)—(14), que es de tipo lineal, es
Tx(0,5) = E[(Xg)?)eo /(747 (15)

Sustituyendo (15) en (12), se deduce que la expresion de la funcién de corre-
lacién buscada es

Tx(t,s) = E[(Xo)%elo F(dr J§ f()dr

la cual coincide con ( ). omando s = t se obtiene como antes la funcién
varianza.
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3. Ejemplo y conclusiones

Concluimos este trabajo ilustrando el desarrollo anterior con un ejemplo.
Consideremos el PVI (1) aleatorizado donde to = 0, f(t) = —H% y la condi-
cién inicial Xg sigue una distribucién beta de parametros (a; 5) = (2;3), i.e.,
Xo ~ Be(2;3), [3]. En este caso, teniendo en cuenta que E[Xo] = 755 = 2y
VIXo] = (a+ﬁ)20(é§+5+1) = 2_15’ por tanto E[(X¢)?] = 2_15+(%)2 = %7 y aplicando
las expresiones obtenidas en (6), (9) y (7), respectivamente, se obtienen las
funciones media, varianza y correlacién de la solucién:

2 1 1 1 1
EX(t)]=———=, VX({)|=——=, Ix(ts) == X .
X0 = 5557 VO = 555572 Tx(69) 5<t—|—1 s+1>
En la Figura 1 se han representado la funcién media (o esperanza) y las
funciones media mas/menos una desviacion tipica del proceso estocéstico
solucion, E[X (t)] £ /V[X(t)].

1.25 1
Media+Desviacion tipica

Media
Media-Desviacion tipica

1.00 1

0.75 1

0.50 1

0.25 1

0.00 1

—0.25 1

—0.50 1

Figura 1: Gréficas de la funcién media y de la media mas/menos una des-
viacién tipica del proceso estocastico solucién en el contexto del ejemplo.
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Y en la Figura 2 la funcion de correlacién en el contexto de este ejemplo.

Figura 2: Grafica de la funcién de correlacién del proceso estocdastico solu-
cion en el contexto del ejemplo.

Para terminar queremos senalar que el trabajo presentado puede servir de
motivacion docente para buscar otros contextos de ensenanza universitaria
donde importantes conceptos deterministas puedan extenderse al escenario
aleatorio, potenciando de esta forma una formaciéon multidisciplinar entre
distintas areas matematicas.
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Resena de libros

Palabras con las cinco vocales (sin repeticion de vocal). Matematicas y jue-
gos. Baldomero Rubio. ISBN: 978-84-9011-873-3. Deposito Legal: M-16914-
2017. Paginas: 142. Ed. Vision Libros. ¢/. San Ildefonso, n° 17 Madrid 28012.
Tel: 913117696. Web: www.visionlibros.com

El autor, conocido y estimado por muchas generaciones de matematicos formados
en la Univ. Complutense de Madrid, fue Decano y posteriormente Catedratico
Emérito de Analisis Matematico en la Facultad de Ciencias Matemadticas de dicha
Universidad.

Este nuevo libro, como otros del autor, es absolutamente original. Inicialmen-
te, el material didactico utilizado son las palabras que contienen las cinco vocales,
sin repeticion de vocal, de modo que cada palabra considerada contiene una sola
vez cada una de las cinco vocales, como, por ejemplo:

conseguiran educacion estudiando concienzuda

La primera labor consistidé en conseguir una buena coleccion de palabras que
verificaran las condiciones antes mencionadas, sin utilizar diccionario.

La coleccion de 590 palabras elegidas se presenta en el capitulo 3. Se comien-
za dividiendo dicha coleccion en cinco framos. En cada tramo estdn las palabras
cuya vocal inicial de su base es la misma.

A su vez, cada tramo se parte en cuatro blogues atendiendo a la tltima vocal
de su base: las palabras de cada uno de los veinte bloques se caracterizan por co-
incidir sus bases en la primera y la quinta posicion. Ejemplo: en el bloque e-o
estan las palabras cuyas bases empiezan por e y terminan con o.

Finalmente, cada bloque admite seis bases distintas, pues al estar fijadas en sus
bases las vocales inicial y final, las tres vocales intermedias se pueden ordenar de
3! maneras distintas.

En cada uno de los subconjuntos considerados de la coleccion total se presen-
tan las correspondientes palabras en el orden lexicografico (como en un dicciona-
110).

Naturalmente aparecen asi bases muy numerosas junto a otras que pueden
quedar vacias, a partir de la coleccion de palabras con las que se estd operando.

A continuacién se introducen los conceptos de relacion de orden y relacion de
equivalencia, subyacentes en todo el proceso anteriormente descrito. A partir de
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las experiencias anteriores, se presentan situaciones conducentes a abstraer ideas
basicas de combinatoria (sin repeticion) y nimeros combinatorios.

Finalmente se proponen varios juegos y pasatiempos relacionados con las ex-
periencias anteriores. En una de las mas curiosas, partiendo de la descomposicion
factorial de un nimero natural, n, se disponen sus divisores en filas y columnas,
de modo que al pasar de una posicion a otra contigua (fila o columna) suponga
multiplicar (o dividir) por solo uno de los divisores primos de n. Al considerar los
posibles caminos que pasan, por ejemplo del nimero 1 al 2016=2°.3%7, se llega a
la conclusién de que el namero de tales caminos resulta ser (5+2+1)! / (5!2!1!),
llegandose a generalizar este resultado.

El libro estd dedicado a dos chicos, Miguel y Lucia, del grupo de personas con
los que experiment6 contenidos del libro y a los cuales ya dedico otro libro rese-
nado en el n° 95 de nuestro Boletin.

Eugenio Roanes Macias

Nicolas de Oresme y la ciencia en el siglo de la peste. Pablo Martin Prieto.
Editorial Nivola. Coleccion: La matematica en sus personajes. 106 paginas
(2016). ISBN: 978-84-15913-25-2.

Sobre la Edad Media existen muchos prejuicios, pero el Renacimiento no
habria tenido lugar sin la labor de muchos estudiosos medievales como Jordano
Nemorario, Campanus de Novara, Tomds Bradwardine y Nicolas de Oresme. Las
contribuciones matematicas y fisicas del ultimo se consideran las mas originales
de su época y le conceden un lugar de honor en la historia de la ciencia.

El libro objeto de esta resefia tiene ocho capitulos. El 1° es una introduccion al
siglo XIV, el 2° una biografia de Oresme y el 3° una valoracion global de su obra.
En el capitulo 4° se estudian sus aportaciones sobre los exponentes y las relacio-
nes entre los que son conmensurables y los que no. El 5° trata sobre la oposicion
de Oresme hacia la astrologia y a la idea aristotélica de ser el centro del universo
el “lugar natural” de la tierra. El capitulo 6° habla de fisica y de la teoria del impe-
tus, tema en su tiempo muy candente. El 7° describe un método creado por Ores-
me para representar magnitudes que prefigura la geometria analitica y de sus
descubrimientos sobre las series infinitas y la serie armoénica. El capitulo 8° trata
sobre las ideas de Oresme acerca de la teoria monetaria.
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El autor de este libro, Pablo Martin Prieto es profesor de Historia Medieval en
la Universidad Complutense, y autor de Las matemdticas en la Edad Media. Una
historia de las matematicas en la Edad Media occidental (editorial La Ergastula),
obra muy recomendable.

Pero sobre todo ello hay que anadir algo fundamental: es un profesor de las
llamadas Humanidades (como si la fisica o las matematicas hubieran sido creadas
por marcianos) que se atreve con temas de ciencias, y lo hace ademas con una
competencia no frecuente entre los hombres de letras.

Estos estudiosos son quienes mantienen el fragil puente que une dos mundos
que, lamentablemente, estan cada vez mas lejos. Y para que la distancia no se
haga infranqueable, ha de cundir el ejemplo de Martin Prieto, y que mas profeso-
res de uno y otro campo se animen a entrar en el campo contrario. Asi se haran
posibles unos encuentros muy fructiferos que a nadie perjudican y benefician a
todos.

Ricardo Moreno Castillo
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Instrucciones para el envio de originales,
para su publicacion en el Boletin

Los originales de articulos, problemas, resefias de libros, congresos, etc., de-
ben enviarse en formato electronico, del modo especificado a continuacion.
Formato: Para facilitar la impresion es preferible usar procesador Word o LaTex.

En caso de usar Word

El formato de texto debe ser 17 cm (alto) x 12.8 cm (ancho). En cuanto al Disefio
de pagina, en Configurar Pagina, elegir estos margenes: superior 3 c¢m; inferior
9,7 cm; izquierdo 4,1 cm; derecho 4,1 cm; encuadernacion 0 cm. Usar estilo de
letra Times New Roman con “Interlineado sencillo” (en vez de multiple).

Los articulos comenzaran con el titulo en minusculas de 16 puntos en el estilo
de letra usual; debajo el nombre de autores en minusculas de 12 puntos en estilo
de letra negrita; debajo la referencia de su departamento o institucion de trabajo
en 11 puntos en el estilo de letra usual; y debajo la direccion de correo electronico
en estilo de letra Courier New en 11 puntos.

A continuacion la palabra Abstract, en minusculas de 12 puntos en estilo de le-
tra negrita y debajo su contenido en inglés el tamafio de letra de texto 11 puntos
en estilo italica o cursiva, estrechado a ambos lados aproximadamente 1 cm.

Los epigrafes de seccion numerados (excepto el de introduccion que ira sin
numerar), en mindsculas negritas en 12 puntos, sin punto final. Las subsecciones
se numeraran con dos digitos separados por un punto. La primera linea posterior
al titulo de seccion o subseccion no se indentard. Después de cada punto y aparte
no se dejard ninguna linea en blanco y la siguiente linea se indentara solo 5 espa-
cios (tal como en estas instrucciones).

La bibliografia al final, sin palabras completas en mayusculas, con los titulos
de libros o articulos en itdlica, no incluyendo nada més después de la bibliografia.

En caso de usar Latex
Usar estilo "article" en 11 puntos, eligiendo: textheight=17cm, textwidth=12.8cm
y hoffset=0.3cm. Por lo demds, tener en cuenta lo indicado para usuarios de
Word. Para la direccion de correo electronico usar el tipo de letra \texttt.

Si se usan paquetes especificos de Latex distintos de los usuales, deberan in-
cluirse los archivos correspondientes a esos paquetes.
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Respecto de las Figuras

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador, debiéndose
evitar los bosquejos a mano alzada). Serdn incluidas en el lugar apropiado del
texto y en el tamafio en que deban ser impresas. Las figuras deben llevar debajo
numeracion (Figura 1, Figura 2, ...), para referirse a ellas en el texto. No debe
escribirse texto a ninguno de los lados de la figura, ni a la izquierda ni a la dere-
cha (es decir, las figuras no deben intercalarse en el texto).

Resernias de libros
Las resefas de libros, se enviardn en el formato en que aparecen en este nimero
del Boletin, terminando con ¢l nombre del autor de la resena.

Envio de originales

Se enviaran en formato electronico, en Word o Latex, a nuestra cuenta de la So-
ciedad: puigadam@mat .ucm.es

Seleccion de originales

Seran evaluados por miembros del Comité Editorial (ver pags 4 de este nimero
del Boletin), que decidiran sobre la originalidad, calidad y ajuste a la linea general
del Boletin (y, en casos especiales, por revisores externos). Si se considera opor-
tuno, se pediré a los autores que hagan modificaciones en su contenido.

Adquisicion de nimeros atrasados de nuestro Boletin

Los numeros atrasados del Boletin, de los cuales existan ejemplares sobrantes,
podran ser adquiridos al precio de coste de diez euros ejemplar. Los nimeros de
los que aun quedan algunos ejemplares sobrantes son del 39 en adelante.

El importe puede ser abonado mediante transferencia a la nueva cuenta de la
Sociedad, ES58 3025 0006 2114 3326 8241, domiciliada en la entidad banca-
ria Caja de Ingenieros, c¢/. Carranza, 5 Madrid-28003 (o bien mediante un che-
que a nombre de la Sociedad).

La carta o mensaje de peticion se enviard a la Sede de nuestra Sociedad, que
figura en la pagina 2 de este nimero del Boletin. En ella se indicara el namero o
numeros a adquirir, incluyendo la direccion a donde se han de enviar y el corres-
pondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.
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