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Convocatoria de la
Asamblea General Ordinaria de 2016

Se convoca la Asamblea General Ordinaria de la Sociedad “Puig Adam”
de Profesores de Matemadticas correspondiente al afio 2016 para el sabado
dia 9 de abril de 2016, en los locales de la Facultad de CC. Matematicas de la
Universidad Complutense de Madrid, Ciudad Universitaria, a las 11:30 en
primera convocatoria y a las 12:00 en segunda, con el siguiente:

ORDEN DEL DIA

. Lectura y aprobacidn, si procede, del acta de la sesidn anterior.

. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad.

3. Informe del Tesorero. Presentacion y aprobacidn, en su caso,
de las cuentas de ingresos y gastos.

4. Elecciéon de nuevos cargos directivos.

. Asuntos de tramite.

6. Ruegos y preguntas.

N —

W

Cuotas del afio 2016 y siguientes

Se recuerda a nuestros socios que en la Asamblea General Ordinaria de 2014
se aprobd que los recibos anuales sean pasados al cobro en el mes de enero de
cada afio (véase Boletin n® 97), ya que hemos de pagar a primeros de afio la
cuota a la Federacién de Sociedades Matematicas, por la que recibimos la
revista SUMA.



XXXIV Concurso de Resolucion de Problemas

convocado por

la Sociedad "Puig Adam" de Profesores de Matematicas

(con la colaboracion del Colegio de Doctores y
Licenciados en Filosofia y Letras y en Ciencias)

BASES DEL CONCURSO

Primera: Los alumnos podran participar en el Concurso en tres niveles:

a) Primer nivel: alumnos de 3° de E.S.O.
b) Segundo nivel: alumnos de 4° de E.S.O.
c) Tercer nivel: alumnos de 1° Bachillerato

Segunda: Las pruebas consistiran en la resolucion de Problemas de Matematicas
(los mismos para todos los concursantes de un mismo nivel) y se realizardn en la
mafiana del sabado 11 de junio del 2016 a partir de las 10 horas en la Facultad de
Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid.

Tercera: A los mejores de cada nivel, se concederan diplomas y premios.

Cuarta: Los Centros que deseen presentar alumnos (hasta un maximo de seis)
deberan realizar la preinscripcion antes del dia 18 de Mayo del 2016, dirigiéndose
por correo electrénico, carta o fax al presidente de nuestra Sociedad:

Prof. Javier Etayo Gordejuela
Departamento de Algebra

Facultad de Ciencias Matematicas
28040-Madrid Fax: 91 394 4662

Correo electronico: jetayo@mat.ucm.es

En la preinscripcion no es preciso hacer constar los nombres de los alumnos se-
leccionados. Si algin centro desea presentar mas de seis alumnos, debe solicitarlo
antes de la fecha mencionada anteriormente.

Quinta: Los centros entregaran a los alumnos que envien, credenciales individua-
les en las que se haga constar que han sido seleccionados por su excepcional
aprovechamiento en Matematicas, asi como el curso en que estan matriculados en
el afio académico 2015-2016.



XV Concurso Intercentros

“Seguimos ilusionando™

A pesar de las dificultades de financiacion para los premios, la Sociedad Puig
Adam, con la colaboracion de unos animosos profesores miembros de la misma,
sigue patrocinando este Concurso Intercentros junto con el tradicional de la So-
ciedad que tiene lugar en el mes de junio.

En esta ocasion se han superado los sesenta y cuatro equipos del afio pasado y
hemos llegado a setenta y seis correspondientes a 51 centros de ensefianza, tanto
publicos como privados.

Como cada equipo consta de seis estudiantes, hubo un total de 456 estudiantes
junto con muchos de sus profesores y algunos padres en la Facultad de Matemati-
cas de la Universidad Complutense en una luminosa mafiana del sdbado 21 de
noviembre.

Muchos de estos estudiantes, asiduos a los concursos, participaron a la semana
siguiente en la LII Olimpiada Matematica en la fase local de Madrid y esperamos
que participen durante el mes de junio en el concurso Puig Adam.

Incluimos a continuacioén la relacion de los centros ganadores y todos los pro-
blemas propuestos en esta ocasidon. Las soluciones pueden encontrarse buscando
en Internet en las paginas correspondientes a los Concursos de la Sociedad Puig
Adam de Profesores de Matematicas.

Prueba por equipos (45 minutos): 1°y 2°de E.S.O.

1. La figura siguiente muestra un pentdgono regular, ABCDE, un cuadrado,
DEFG, y un triangulo equilatero, EFH. ;Cual es la diferencia entre los angulos

DGH=x y HAD=y?




2. En la cuadricula de la figura siguiente se parte del cuadradito A y se llega al B.
En cada movimiento solo se puede avanzar hacia la derecha o hacia abajo. Por
cada cuadradito que se pasa se suma una cantidad, 5 puntos si es negro o el nime-
ro que aparece si es blanco. En el camino del ejemplo se sumaria, 5 + 12 +5 + 10
+ 5+ 15+ 5, en total 57. ;Cuantos caminos hay que sumen 51? Marcalos sobre la
figura.

3. La suma de cuatro nimeros primos diferentes es también un niimero primo. La
suma de alguna pareja de esos cuatro, también es un nimero primo y la suma de
alguna terna de esos nimeros, también es un numero primo. ;Cudles han de ser
€s0s cuatro numeros primos para que cumplan las condiciones anteriores y la su-
ma de los cuatro sea la menor posible?

3°y4°de E.S.O.

1. Marco escribe varios enteros positivos en la pizarra de forma que s6lo dos de
ellos son multiplos de 2. Sin embargo hay exactamente trece que son multiplos de
13. Si M es el mayor de todos, ;cudl es el menor valor posible de M?

.7 m . . .
2. Encuentra una fraccién —, con m # n, tal que puedan simplificarse las seis
n

fracciones siguientes
m m+l m+2 m+3 m+4 m+5
n’ n+l’ n+2’ n+3’ n+4’ n+5

3. Desde un punto, elegido al azar en el interior de un paralelogramo, trazamos
segmentos a cada uno de sus vértices formando los tridngulos a, b, ¢ y d como
muestra la figura. Prueba que Area (a) + Area (c) = Area (b) + Area (d).



Bachillerato

1. Bea y Carlos desarrollan el siguiente juego: Ambos eligen, alternativamente,
un numero de la lista 1, 2, 3, 4,..., 31. Empieza Bea y luego, cada uno elige un
numero que no haya sido elegido con anterioridad. El perdedor es aquel que tiene
que elegir un nimero que no sea primo con alguno de los ya elegidos. Escribe un
numero que pueda elegir Bea con el que siempre va a ganar, independientemente
de cémo se desarrolle el juego y justifica por qué ganaria.

2. En el cuadrado magico de la figura cada fila columna o diagonal suman lo
mismo. Si a, b, ¢, x, ¥, z son numeros positivos, determina el producto x-yz en
términos de a, b y c¢. (Todos los logaritmos que aparecen estan en base 10)

lga|lgd|lgx
p |lgy|lge
lgz| ¢ r

3. En el interior del triangulo isésceles XYZ con XY =XZ=a,YZ=b y b<2a,
dibujamos dos circunferencias, de radios R y r, tangentes entre si y tangentes al

. . : ., R
tridngulo, como muestra la figura siguiente. Escribe una expresion para — en
r

términos de a y b.



Pruebas individuales (90 minutos): 1°y 2° de E.S.O.

1. En el tridangulo ABC el 4ngulo B es el 25 % mayor que el angulo C y el 50 %
mayor que el angulo 4. ;Cuéntos grados mide el 4ngulo B ?

2. Nueve helados cuestan 11 € y a céntimos y 13 helados cuestan 15 € y b cénti-

mos, siendo a y b nimeros enteros positivos menores que 100. ;Cual es el precio
de cada helado?

3. Si los numeros a, by ¢ verifican las ecuaciones: a + b + ¢ =500, 3a+2b+c
= 1000, ;cudl es el valor de 3a + 4b + 5¢?

4. En el triangulo ABC de la figura siguiente, AD es la bisectriz del 4ngulo 4 y

CE es la altura desde C. Si el 4angulo x es el doble del 4ngulo 4, ;cudntos grados
mide el angulo x?




5. Los enteros positivos a, b y ¢ son todos diferentes y ninguno de ellos es un
cuadrado perfecto. Sin embargo a'b, a'c 'y b-c, los tres son cuadrados perfectos.
(Cudl es el menor valor posible de a + b + ¢?

3°y4°de E.S.O.

1. El dibujo siguiente muestra dos semicircunferencias. La cuerda CD, paralela a
AB, es tangente a la semicircunferencia pequefia y tiene una longitud de 32 cm.
Calcula el area de la region rayada.

2. ;Cuantos, de los 2015 primeros numeros triangulares, son multiplos de 5?
(Recuerda. Los nameros triangulares son: 1, 3, 6, 10,...)

U0

® O CXOC]
e ©60 o000 o000
1 3 6 10

3. Isa y Luisa salen a correr a la vez de cada uno de los extremos de una pista
rectilinea. Las dos corren a velocidad constante, pero Isa es mas rapida que Luisa.
Cuando llegan al extremo opuesto de la pista se dan la vuelta y siguen corriendo a
la misma velocidad, cruzandose repetidas veces. La primera vez que se cruzan lo
hacen a 20 m del extremo del que parti6 Luisa y la segunda vez a 10 m del otro
extremo. ;/Qué longitud tiene la pista?

4. Calcula los enteros m y n que verifican la igualdad 2" +2" =3"** —-3".

5. Cortamos un hexagono regular de 2 cm de lado en dos trozos mediante un
segmento paralelo a uno de los lados. Si el cociente entre las areas de estos dos

trozos es é Calcula la longitud del segmento.

10



Bachillerato

1. La longitud de cada uno de los lados de un rombo es igual a la media geomé-
trica de las longitudes de las diagonales. Calcula la medida del angulo mayor del

rombo. (Recuerda. La media geométricade ay b es ya-b)

2. La sucesion creciente {a,} = {1, 3,4, 9, 10, 12, 13,...} estd formada por los
numeros que, o bien son potencia de 3 o bien son suma de dos o mas potencias
distintas de 3. ;Cual es el término a;,?

3. Con los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7 Marta escribe todos los nimeros de siete
digitos que no tienen ningun digito repetido. Los escribe en una larga lista orde-
nandolos de menor a mayor. Si parte la lista por la mitad, ;cudl es el Gltimo niime-
ro de la primera mitad?

4. Encuentra el inico numero real x tal que

47108 +10 —3/4108 =10 =x

5. El dibujo siguiente muestra una sucesion de puntos, P, P,, P,... describiendo
una espiral en torno al punto O. El segmento que une cada punto P, con el si-
guiente, P,+;, es perpendicular a OP, y tiene longitud 3. Si OP; = 29, ;cudl es el
siguiente valor de n para el que OP, es un numero entero?

11



Pruebas por relevos (60 minutos): 1°y 2°de ESO

1A. ;Cuantos kilometros son 25 millones de milimetros? (Pasa en la tarjeta la
respuesta a tu compariero de Bachillerato)

1B. Sea "T" la respuesta del problema 2B. La figura siguiente representa un
octdégono regular de lado 7 dividido en varias zonas por cuatro diagonales. Cinco
de ellas estan sombreadas y cuatro no. ;Cudl es la diferencia entre el area de la
zona en blanco y el area de la zona sombreada en el dibujo siguiente? (Pasa en la
tarjeta la respuesta a tu compaiiero de Bachillerato)

-y

2
<
*
k=
¥
-
#
<
#
#
-

rrryT

1C. Sea "T" la respuesta del problema 2C. En el triangulo isésceles de altura

| oy - ..
%T y base ET inscribimos un cuadrado como se observa en la figura siguiente.

Calcula el 4rea de la zona sombreada. (Escribe la respuesta final en la tarjeta y
entrégala junto con la resolucion de este problema).

i
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#
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3°y4°de E.S.O.

2A. Sea "T" la respuesta del problema 34 y n=¥T . Los enteros positivos by ¢
verifican que las raices del polinomio P(x)=2x’+bx+c difieren en 2n. Encuentra
el menor valor posible para b + c. (Escribe la respuesta final en la tarjeta y en-
trégala junto con la resolucion de este problema)

2B. Sobre cada lado de un triangulo equilatero se construye un cuadrado como
muestra la figura siguiente. ;Cuanto mide el angulo x? (Pasa en la tarjeta la res-
puesta a tu compariiero de 1°-2° de ESO)

2C. Sea "T" la respuesta del problema 3C. Si aumentamos la base de un tridn-

100

gulo un % y disminuimos la altura en un p % el area no varia. ;En qué por-

centaje, p, ha disminuido la altura? (Pasa en la tarjeta la respuesta a tu
compariero de 1°- 2°de ESO)

Bachillerato

3A. Sea "T" la respuesta del problema 1A. En el triangulo isosceles ABC los
lados AB y BC miden 57 cada uno y el lado AC mide 67. Si D es el punto medio
del lado AC y E'y F son los pies de las perpendiculares desde D a BC'y BA, res-
pectivamente. Calcula el area del trioAngulo DEF'. (Pasa en la tarjeta la respuesta
a tu compariero de 3°- 4°de ESO)

13



3B. Se a "T" la respuesta del problema IB y n=\/§ . (Cuéantos subconjuntos

de {1, 2, 3,...., n} tienen exactamente uno o dos numeros primos? (Escribe la
respuesta final en la tarjeta y entrégala junto con la resolucion de este pro- ble-
ma).

3C. ;Cuantas semanas hay en 8! minutos? (Pasa en la tarjeta la respuesta a tu
compariero de 3°- 4°de ESO)

Centros ganadores

1. IES José Luis Sampedro (Equipo B)
2. Colegio Fray Luis de Leon (Equipo C)
3. Colegio Alemdn de Madrid (Equipo A)

Estudiantes ganadores

NIVEL [ (1°, 2° ESO)

1. Herndan Dominguez Monreal (IES La Laguna)
2. Nicolas Rey Rodriguez (Colegio Fray Luis de Leon)

NIVEL II (3°, 4° ESO)

1. Alejandro Epelde Blanco (Colegio Montessoriu)
2. Alberto Almagro Sanchez (IES Ramiro de Maeztu)

NIVEL III (1°, 2° Bachillerato)

1. Berta Garcia Gonzalez (IES San Juan Bautista)
2. Daniel Puignau (IES Alameda de Osuna)

Relacion de los 10 centros con mayor puntuacion

1. IES José Luis Sampedro B 47,6
2. Colegio Fray Luis de Leon C 45,2

14



3. Colegio Aleman de Madrid A 43,5
4. Colegio San Agustin 41,5
5. Colegio San José del Parque A 39,2
6. IES Manuel Fraga 387
7. Colegio Alemdn de Madrid B 34,4
8. Colegio Montessori 33,3
9. IES Ramiro de Maeztu 32,7
10. IES San Juan Bautista 31,2

Y, como siempre, enhorabuena a todos y un agradecimiento especial a los
profesores que se preocupan de preparar y seleccionar a los alumnos de sus cen-
tros. Con su ayuda hemos llegado hasta aqui y con su ayuda seguiremos muchos
anos.

Joaquin Hernandez Gomez y
Juan Jesus Donaire Moreno

15



Boletin de la Soc. Puig Adam, num 101 (4bril 2016)

Puig Adam y su obra didactica en el seno de la
Sociedad Matematica Espafiola’

Javier Peralta
Facultad de Formacion de Profesorado y Educacion
Universidad Autonoma de Madrid
javier.peralta@uam.es

Abstract

In this paper the contributions on mathematical education of Puig
Adam within the frame of the Spanish Mathematical Society are ana-
lyzed. In order to get a better understanding of its significance, we be-
gin by studying how the Society was established, and its historical
precedents.

Introduccion

En diversas publicaciones ha sido estudiada la historia de la creacion de la Socie-
dad Matematica Espafiola, como también, en algunas otras, se ha analizado la figura
de Puig Adam y su obra. El segundo nacié en 1900, mientras que la primera fue
fundada en 1911, y a ella se incorpord Puig Adam, colaborando activamente.
Aunque en distintos trabajos aparecen ocasionalmente varias de sus aportacio-
nes a la vida de la Sociedad, posiblemente no se haya abordado de forma especifi-
ca y de manera global cudles fueron todas sus contribuciones a aquella. El
objetivo de este articulo es, precisamente, estudiar en qué consistieron, aunque
dada la variedad de la produccion cientifica de nuestro protagonista (matematica
pura, didactica de la matematica, matematica aplicada, cibernética, ingenieria...),
nos limitaremos a las pertenecientes al area de didactica de la matematica. Ex-
pondremos, pues, la relacion de sus trabajos en ese campo en el marco de la So-
ciedad Matemadtica Espafiola; ademas, trataremos de hacernos una idea de la
calidad de sus aportaciones analizando el contenido de dos de sus articulos.

Con este articulo concluye el homenaje a D. Pedro Puig Adam, con motivo del n°
100 de nuestro Boletin, en el cual no fue incluido por falta de espacio.

16



Pero para poder contemplar mejor lo que supuso en el desarrollo de nuestra
matematica la creacion de la Sociedad y, por tanto, el papel jugado en ella por
Puig Adam, hemos creido conveniente comenzar explicando, resumidamente,
como evoluciond nuestra matematica y cudles fueron algunos elementos relacio-
nados con su desarrollo (instituciones, revistas cientificas, legislacion...) a lo lar-
go del siglo XIX y principios del XX.

1. Antecedentes historicos

En la segunda mitad del siglo XVIII se tiene constancia de la situacidon de atraso
cientifico existente en Espafia, si bien, en sus ultimas décadas, se produce un im-
portante impulso de renovacion, que sin embargo es parado bruscamente por la
Guerra de la Independencia. Pero a su finalizacidon no se vuelve a retomar el espi-
ritu anterior; de hecho, la etapa que comprende el conflicto armado y el reinado
de Fernando VII (1808-1833) es llamado periodo de catdstrofe.

Con el fallecimiento del monarca se abre un nuevo tiempo para la ciencia (Pe-
ralta, 2009). Regresa la mayor parte de los exiliados y se crean nuevos centros
cientificos y educativos: las Escuelas de Ingenieros (la primera, y principal, la de
Caminos, en 1834); la Real Academia de Medicina y Ciencias Naturales (1834),
predecesora de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales (1847);
la primera Escuela Normal (1839); etc.

También hay interesantes reformas educativas. Algunas de las principales son:
el Plan General de Instruccion Publica del Duque de Rivas (1836) y su Arreglo
Provisional, que estara vigente hasta 1845; el Plan Pidal (1845), con el que se
fundan los Institutos Provinciales de Segunda Ensefianza y se crea la licenciatura
en Ciencias, aunque dentro de la Facultad de Filosofia; la Ley Moyano (1857), y
el nacimiento de las Facultades de Ciencias, con tres secciones: Ciencias Fisico-
Matematicas, Ciencias Quimicas y Ciencias Naturales; etc.

Con todo, a mediados de siglo nuestra matematica esta desfasada con respecto
a Europa y practicamente no hay investigacion original. No obstante, empiezan a
aparecer entonces nuestras primeras revistas cientificas: el Periodico Mensual de
Matematicas y Fisica (1848) y la Revista de los Progresos de las Ciencias Exac-
tas, Fisicas y Naturales (1850).

En 1868 Isabel II es destronada y comienza asi el sexenio democratico, acom-
pafiado de un notable avance de las libertades publicas y un importante impulso
de renovacion cultural. En el ambito educativo y cientifico se nota especialmente
la influencia de la Institucidén Libre de Ensefianza, surgida en 1876. Se producen
reformas en la ensefianza y nacen nuevas revistas cientificas, entre la que se en-

17



cuentra la primera exclusivamente matematica: E/ Progreso Matemdtico (1892).
Nuestra matematica va mejorando y empieza a importarse la matematica europea,
aunque a finales de la centuria nos hallamos como con medio siglo de retraso con
respecto a los paises mas avanzados. Los mejores matematicos de entonces son
los sembradores (Peralta, 1999): José Echegaray e Izaguirre (1832-1916), Zoel
Garcia de Galdeano y Yanguas (1846-1924), Eduardo Torroja y Caballé (1847-
1918) y Ventura Reyes y Prosper (1863-1922).

2. Las primeras décadas del siglo XX

El espiritu de renovacion cobra mas fuerza a raiz del ambiente de regeneracion
nacional desencadenado por la derrota militar y la crisis del 98, con lo que se re-
tomara la vieja polémica sobre la ciencia Espafiola (ibid.). Una de las repercusio-
nes del espiritu regeneracionista es el nacimiento, en 1900, del Ministerio de
Instruccion Publica y Bellas Artes, que supone un notable estimulo para la mejora
de la educacion en todos los niveles.

En particular, en las Facultades de Ciencias se establecen cuatro secciones:
Exactas, Fisicas, Quimicas y Naturales, y con ello se instaura la licenciatura en
Ciencias Exactas. Desde ese momento, pues, sera ya una licenciatura indepen-
diente y se podra cursar en las Universidades de Barcelona, Madrid y Zaragoza.

Hay asimismo otros dos hechos a destacar en nuestro pais en la primera década
de siglo, que iran configurando el caldo de cultivo conveniente para nuestro desa-
rrollo cientifico: la creacion, en 1907, de la Junta para la Ampliacion de Estudios
e Investigaciones Cientificas (JAE) y, en 1908, de la Asociacion Espafiola para el
Progreso de las Ciencias (AEPC). La primera disefiara un plan de modernizacion
de la ciencia Espaifiola, que se concreta fundamentalmente en la concesion de pen-
siones para ampliar estudios en el extranjero y en la fundacién de institutos de
investigacion; mientras que la principal funcion de la segunda serd la difusion de
la ciencia, mediante la organizacion de congresos.

En el I Congreso de la AEPC (1908), precisamente, se propone la creacion de
la Sociedad Matematica Espafiola (SME), lo que es aprobado por unanimidad, y
tras la elaboracion de un proyecto y su posterior aprobacion, tendré lugar, con una
calurosa acogida por nuestra comunidad matematica, el 4 de abril de 1911 (en
1929 se le concedera el titulo de Real, que ha mantenido hasta nuestros dias salvo
en los afios de la Republica, en los que l6gicamente renuncid a él). Con ella nace,
igualmente, la Revista de la Sociedad Matemdtica Espariola, que dura de mayo de
1911 a abril de 1917, y a la que sucedera, a partir de 1919, la Revista Matemadtica
Hispano-Americana (RMHA). Esta ultima tendrd cuatro series: la primera va del
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Tomo I (1919) al Tomo VII (1925); la segunda, del Tomo 1 (1926) al XIII (1938);
la tercera tan solo consta de los Tomos I (1939) y II (1940), muy reducidos; y la
cuarta abarca del Tomo I (1941) al XLIII (1982).

Otro hecho destacado en ese tiempo es la fundacion por la JAE, en 1915, del
Laboratorio y Seminario Matematico (LSM), muy vinculado a la SME y que esta-
ra dirigido por Rey Pastor; sera nuestro principal centro de investigacién matema-
tica, por encima de las universidades. Julio Rey Pastor (1888-1962) liderara la
que puede llamarse segunda generacion de nuestro despertar matematico (Etayo,
2001), que tomara el testigo de la labor de los sembradores. Entre sus principales
integrantes se encuentran Luis Octavio de Toledo y Zulueta (1857-1934), Miguel
Vegas Puebla-Collado (1865-1943), José Gabriel Alvarez Ude (1876-1958), José
Maria Plans y Freyre (1878-1934), Esteban Terradas e Illa (1883-1950)...

En 1939, al finalizar la Guerra Civil, la JAE pasara a ser el Consejo Superior
de Investigaciones Cientificas (CSIC) y el LSM se convertird en el Instituto Jorge

Juan.

3. Puig Adam y la Sociedad Matematica Espafiola

Al comienzo de la época descrita en la seccidon anterior: el 12 de mayo de 1900,
nace Pedro Puig Adam en la ciudad de Barcelona. No nos detendremos en el es-
tudio de su figura, que ya ha sido analizada en varias ocasiones (Alsina, 2001;
Ferndndez Biarge, 2000; Herndndez, 2000; Pascual, 1985; Peralta, 2000; Sales,
2000; Yela, 1985). Diremos tan solo que, ademds de matemaético, fue ingeniero
industrial, y que sus aportaciones cientificas se ubican en el terreno de la matema-
tica pura, la didactica de la matematica, y un campo variado que comprende ma-
tematica aplicada, cibernética, fisica e ingenieria. Aunque, sin duda, donde cobra
mayor realce su obra es en didactica de la matematica, donde acaso haya sido
nuestro personaje mas ilustre a lo largo de la historia.

Como se ha indicado, nos centraremos en sus publicaciones precisamente en
esa area (excluiremos, por tanto, sus aportaciones en otros campos) y, en particu-
lar, en el marco de la SME (serd llevado a cabo en las secciones siguientes), fun-
dada cuando Puig Adam tenia diez afios. Pero, para hacernos una idea de su
estrecha relacién con la Sociedad, veremos en primer lugar algunas otras colabo-
raciones realizadas en su seno, tales como su participacion en sesiones cientificas
o su pertenencia a cargos directivos de la Sociedad, para todo lo cual nos ha sido
muy util el libro de Luis Espaiiol (2011).
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No nos referiremos a diversas conferencias pronunciadas en la SME o el LSM,
de caracter estrictamente matematico, técnico o aplicado, sino a aquellas que tu-
vieron otro enfoque mas genérico. Aunque, excepcionalmente, para advertir
cuando comenzaron sus colaboraciones, incluiremos su primera participacion
(fuera del campo de la didactica) en la vida de la Sociedad.

Tuvo lugar el 31 de enero de 1920 en una de sus sesiones cientificas, y contd
en este caso con la asistencia invitada, nada menos, que de Levi Civita. En ella, el
joven Puig (con diecinueve afios), que se encontraba haciendo la tesis (Resolucion
de algunos problemas elementales de Mecdnica Relativista) bajo la direccidon de
José Maria Plans, tuvo ocasion de exponer un tema sobre Mecénica Celeste, rela-
cionado con aquella.

Otra de sus intervenciones (pero en diferido) tuvo lugar cuando ya era catedra-
tico del Instituto San Isidro de Madrid, en el acto solemne de homenaje a Klein
que organizd la Sociedad el 23 de abril de 1927. Klein habia fallecido en 1925 y
la SME, después de haberse sumado al acto en su memoria que le rindié la comu-
nidad matematica alemana en 1926, decididé organizar otro propio. El acto fue
presidido por Luis Bermejo, rector de la Universidad Central, y por el director del
Instituto Alemén de Madrid y, entre otros participantes, habldo Miguel Aguayo,
catedratico de Matematicas y director del Instituto San Isidro de Madrid, quien
ley6 unas cuartillas de Puig Adam, que no pudo asistir por encontrarse enfermo.
Cerro el acto Luis Octavio de Toledo, presidente entonces de la SME (lo fue de
1924 a 1934).

Puig Adam también intervino en el homenaje ofrecido en el LSM a José Maria
Plans, uno de sus maestros (Peralta, 2000), con motivo de su fallecimiento, en
donde leyd un sentido poema que compuso para esa ocasion. Tomaron la palabra,
ademas, José Barinaga, en nombre de la SME y el LSM, y Blas Cabrera, repre-
sentando a la Academia de Ciencias y a la Sociedad Espafiola de Fisica y Quimi-
ca, mientras que Puig lo hizo en nombre del Colegio de Doctores y Licenciados
de Madrid [en los primeros cincuenta afios de su existencia (1899-1949), la repre-
sentacion matematica en los cargos directivos del Colegio fue muy importante; de
hecho, fueron decanos dos de los citados anteriormente: Aguayo y Octavio de
Toledo (Peralta, 2014a)].

La vinculacidon de Puig con la Sociedad fue atin mas estrecha, pues en 1923
fue nombrado vocal del Comité de Redaccion de la RMHA (el director era Plans,
Barinaga el vicedirector y, los otros vocales, Rios, Rodriguez Bachiller, San Juan
y Santalo, ademas de delegados en varias provincias). Pero atin fue mas importan-
te su eleccion como uno de los vicepresidentes de la SME en 1955, bajo la presi-
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dencia de Rey Pastor. De hecho, cuando Rey Pastor no estaba en Madrid (lo que
ocurria en numerosas ocasiones), presidia casi siempre las sesiones (tan solo al-
guna vez lo hizo Cafiedo-Argiielles, otro de los vicepresidentes); es decir, gene-
ralmente, actué como presidente en funciones en ausencia de Rey.

4. Publicaciones de Puig Adam

En esta seccion clasificaremos los trabajos de Puig Adam en articulos de revistas,
capitulos de libros y libros.

En las siguientes secciones nos ocuparemos tan solo de aquellas contribucio-
nes de tipo pedagdgico y editadas en el marco de la SME. Primero lo haremos
con las publicadas en la RMHA (no hay, evidentemente, en la Revista de la Socie-
dad Matematica Espaiiola, que desaparecid el afio en que Puig Adam cumplia
diecisiete afios). Seguiremos con los articulos escritos en las revistas Matemadtica
Elemental y Gaceta Matemadtica, de las que mas tarde hablaremos, y citaremos
también los libros dedicados a la ensefianza, publicados bajo el patrocinio de la
Sociedad.

Segtin nuestros datos (Alsina, 2001; Dialnet; Puig Adam, 1960; Sales, 2000),
entre las innumerables publicaciones de Puig Adam, podria hacerse la siguiente
clasificacion.

Articulos en las revistas siguientes: Revista Matemadtica Hispano-Americana,
Revista de la Real Academia de Ciencias, Revista de Segunda Ensefianza; El Ins-
tituto, Anales de la Asociacion de Ingenieros del ICAI; Matemdtica Elemental;
Revista de Aeronautica; Revista del Centro de Estudios Cientificos de San Sebas-
tian, Butlleti de ['Institut Escola; Revista de Sicologia General y Aplicada; Ate-
nas. Revista de Informacion y Orientacion Pedagogica; Revista de Ciencia
Aplicada; Acero y Energia; Las Ciencias; Bordon; Gaceta Matematica,; Revista
de Educacion Nacional; Boletin de la Institucion de Formacion del Profesorado
de Ensefianza Laboral; Archimede (Roma); Revue de la Societé Belge de Profes-
seurs de Mathématiques “Mathematica et Paedagogia”; Enseiianza Media; Ar-
quimedes (Madrid); L enseignement des Sciences, Vida Escolar; Zentralblatt fiir
Mathematik (recensiones); Dyna, Origen; Boletin informativo del Instituto de
Ingenieros Civiles de Espaiia.

Capitulos de libros en: Publicaciones del Laboratorio y Seminario Matematico;
Actas del Congreso de la Asociacion Espaiiola para el Progreso de las Ciencias,

1925, 1941, 1953 y 1958, Actas de la Primera Semana de Ensefianza Media Ofi-
cial; Actas del coloquio “Les machines a calculer et la pensée humain’; Actas de
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la 19 Conferencia Internacional de Instruccion Publica sobre “L’ Enseignement
des Mathématiques”; Le Matériel pour L Enseignement des Mathématiques, De-
lachaux-Niestlé, Paris-Neuchatel; Enciclopedia Espasa (diversos articulos cienti-
ficos); Enciclopedia Labor.

Libros en la Coleccion Biblioteca Matematica, varios tomos (la mayoria en cola-
boracidon con Rey Pastor); Metodologia y Didactica de la Matemdtica Elemental
(Imp. A. de Marzo); Discurso de recepcion en la Real Academia de Ciencias; en
Publicaciones de la Escuela Especial de Ingenieros Industriales; en Publicaciones
de la Revista de Ensefianza Media; en Ed. Aguilar.

5. Trabajos en educacion matematica en el marco de la Sociedad Ma-
tematica Espaiiola

De los medios anteriores, los editados bajo el patrocinio de la SME son las tres
revistas ya citadas (RMHA, Matemdtica Elemental y Gaceta Matematica), las
Publicaciones del LSM (estrechamente vinculado a la Sociedad) y la Coleccion
Biblioteca Matematica. Examinaremos entonces cuales fueron sus trabajos de
educacion matematica (o mas propiamente, sobre ensefianza de las matematicas)

5.1 Revista Matematica Hispano-Americana

De los veinte articulos publicados por Puig Adam en la RMHA, hay cinco de edu-
cacion matemadtica: “Series divergentes cuyo término general tiende a cero”
(1924); “Sobre el problema inverso del Célculo aproximado” (1926); “Interpreta-
cion grafica del error en el método del analisis directo” (1928); “Notas sobre Pe-
dagogia Matematica” (1929); “Notas sobre la Pedagogia de la Aritmética
Elemental” (1929).

Como parece deducirse, los tres primeros tratan de contenidos matematicos
particulares, con sus reflexiones didacticas correspondientes; esto es, podriamos
decir mas bien que son trabajos sobre ensefianza de las matematicas aplicados a
temas concretos. Los dos de 1929, en cambio, se ocupan de cuestiones estricta-
mente de didactica de la matemadtica, mas tedricas. Estos ultimos son los que nos
parecen de mayor interés, pues contienen reflexiones mas generales.

5.2 Matematica Elemental y Gaceta Matematica

Préacticamente desde el comienzo de la Revista de la Sociedad Matemadtica Espa-
fiola, y también durante la publicacion de la RMHA, su sucesora, se manifiesta la
opinion de algunos socios de que debe descender el nivel de los articulos, por no
resultar accesibles a su mayoria; frente a la de otros —los menos— que, por distin-
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tos motivos, lo consideran adecuado. El problema continud, con la critica acerba,
especialmente de Rey Pastor, a la falta de articulos de autoria espafiola de sufi-
ciente calidad (Etayo, 1987); si bien, es cierto que la revista iba contando progre-
sivamente con trabajos de un mayor nimero de matematicos extranjeros de
primera talla: Levi-Chivita, Enriques, Schwarz, Klein, Hilbert...

El caso, es que, segun el deseo de buena parte de los socios de poder contar
con un mayor espacio para un tratamiento mas amplio de temas matematicos de
menor altura, asi como de colecciones de problemas para oposiciones, ingresos en
las Escuelas, etc., en 1931 naceria, con esos fines, la revista Matematica Elemen-
tal, que figuraba que iba dirigida fundamentalmente a estudiantes. Su parte prin-
cipal era la Seccion de problemas, si bien, tenia otras secciones dedicadas a
cuestiones tedricas, introductorias de diferentes temas, bibliografia, ensefianza de
las matematicas, etc.

En relacion con Puig Adam, en Matemadtica Elemental aparecen resefiados
diferentes libros suyos escritos en colaboracion con Rey Pastor, ademas de los
siguientes articulos: “Demostracion intuitiva de la regla de la raiz cuadrada”
(1932); “La Matematica en la primera exposicion de trabajos practicos en los Ins-
titutos de Ensefianza Media” (1943).

La revista transcurre sin mayores problemas hasta finales de la década de los
cuarenta, cuando empiezan a presentarse dificultades econdmicas para financiar
todas las publicaciones dependientes del CSIC. En particular, se pone en cuestion
seguir sufragando los gastos ocasionados por Matemcdtica Elemental, ya que no es
propiamente una revista de investigacion. A pesar de ello, finalmente se permitio
su continuidad, aunque presentando algunas variaciones, y cambid su nombre por
el de Gaceta Matemdtica. Comenz6 su andadura en 1949, y ciertamente incluia
algtn articulo de nivel superior, pero mantenia en su mayor parte contenidos ana-
logos a los de su predecesora.

En Gaceta Matematica Puig Adam escribi6 los siguientes trabajos: “Sobre
algunas propiedades de las funciones convexas” (1955); “Decdalogo de la Didacti-
ca Matematica media” (1955); “Un juego de adivinacidon de caracter matematico”
(1957); “Estructuras matematicas en un juego solitario” (1958).

5.3. Libros

En Publicaciones del Laboratorio y Seminario Matematico tan solo escribid, en
1923, “Resolucion de algunos problemas elementales de Mecanica Relativista
restringida”, que obviamente no pertenece al ambito de la didactica de la matema-
tica (como el resto de trabajos que figuraban en tales publicaciones).
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La SME impulsard también dos colecciones de libros, que serdn dirigidos por
Rey Pastor: Biblioteca Matematica y Biblioteca Scientia. Dentro de la primera se
incluyen numerosas obras de Puig Adam, muchas escritas en colaboraciéon con
Rey (luego se indicardn cuales de ellas). Son las siguientes:

Elementos de Aritmética Intuitiva (1927); Elementos de Geometria Intuitiva
(1928); Lecciones complementarias de Aritmética y Geometria (1931); Lecciones
de Algebra y Trigonometria (1931); Complementos de Algebra y Trigonometria
(1932); Obras de texto de Bachillerato (Plan 1934); Obras de texto de Bachillera-
to (Plan 1938); Elementos de Aritmética Racional (1943); Elementos de Geome-
tria Racional, 2 tomos (1944); Algebra y Trigonometria (1944); Curso de
Geometria Métrica. Tomo 1. Fundamentos, Tomo II: Complementos (1947); Cur-
so teodrico-practico de Cdlculo Integral, aplicado a la Fisica y a la Técnica
(1947); Curso teorico-practico de Ecuaciones Diferenciales, aplicado a la Fisica
vy a la Técnica (1950); Obras de texto de Bachillerato (Plan 1954); Obras de texto
de Bachillerato (Plan 1957); Obras de texto de Bachillerato Laboral Elemental
(Plan 1957); Ampliacion de Matematicas. Curso Preuniversitario (1960).

Los libros de contenido especificamente didactico son los dos primeros, aun-
que todos ellos tienen un enfoque educativo. Van dirigidos fundamentalmente a la
ensefianza secundaria, pero algunos son de matemadtica universitaria [los publica-
dos en 1932, 1947 (dos) y 1950]. Los textos de Bachillerato de los distintos pla-
nes constan de seis libros, correspondientes a los seis cursos de Bachillerato,
salvo los de Bachillerato Laboral Elemental que son cinco.

Todos los libros de la relacion estan escritos en colaboracidn con Rey Pastor, a
excepcion de los publicados en 1931 (el segundo), 1947 (los dos), 1950 y 1960,
mas el libro de sexto de Bachillerato de los Planes de 1938, 1954 y 1957, cuyo
autor unico es Puig Adam.

6. Estudio de dos articulos

De todos los trabajos de Puig Adam publicados en RMHA, Matematica Elemental
y Gaceta Matematica, hay tres propiamente de didactica de la matemadtica en abs-
tracto (o sobre cuestiones didacticas muy generales): dos en RMHA y otro apare-
cido en 1955 en Gaceta Matemdtica (“Decalogo de la Didactica Matematica
Media”). Como este ultimo es bastante conocido, nos limitaremos a los dos pri-
meros, que serdn comentados enseguida. Hemos de hacer constar, no obstante,
que una vez resaltadas sus ideas, nuestras explicaciones se reduciran a breves no-
tas o apostillas, pues parece conveniente dar a conocer el pensamiento de Puig
Adam —que hoy dia conserva toda su frescura— en su literalidad.
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Los dos trabajos a los que nos referimos datan de 1929, y estan en la seccién
de la revista denominada Notas Elementales. Son:

“Notas sobre Pedagogia Matemadtica”, Revista Matematica Hispano-
Americana, 2* serie, Tomo IV, 129-131.

“Notas sobre la Pedagogia de la Matematica Elemental”, Revista Matemdtica
Hispano-Americana; 2* serie, Tomo IV, 200-202.

Ambos articulos constituyen, ademds, junto a otro de Garcia de Galdeano
(1919), probablemente los tres mas importantes sobre didactica de la matematica
publicados en la Revista de la Sociedad Matematica Espariola y en la Revista
Matemadtica Hispano-Americana, en sus primeros veinte afios (Peralta, 2014b).

6.1. Notas sobre Pedagogia Matematica

En tres paginas, Puig Adam realiza, unas “Consideraciones generales sobre la
Pedagogia Matemadtica en la Segunda Enseiianza”, como él mismo escribe (Puig
Adam, 1929a, p. 129). A nuestro juicio, se destacan principalmente las cuatro
ideas siguientes (las tres primeras intimamente relacionadas):

a) Debe ejercerse una enseiianza empirica en la Educacion Primaria, intuitiva
en el Bachillerato Elemental de entonces (10-13 aiios) y racional en el Bachille-
rato Superior (13-16 aiios).

Se centra en las dos ultimas, y empieza desechando sus interpretaciones exce-
sivamente simplistas, esto es, el absolutismo con que a veces se aplican. Asi por
ejemplo, postula que la enseflanza en 10-13 afios debe ser preponderantemente
intuitiva, pero sin prescindir del cultivo del raciocinio. Y el paso del razonamiento
intuitivo al racional, segun dice Puig, debe realizarse “en proporcion adecuada al
desarrollo mental del alumno” (ibid.).

Respecto a la dicotomia logica/intuicidn, afirma que “La intuicion es el faro
que nos guia para el descubrimiento de las verdades matemadticas, pero estas
deben cimentarse luego sdlidamente mediante el raciocinio puro” (ibid.). Lo que
esta en perfecta sintonia con el conocido pensamiento de Poincaré: “Es la imagi-
nacidn la que descubre y la ldgica la que demuestra”, resaltando asi el valor de la
intuicion en la creacion matematica [Hadamard (1947) corroboraria este argumen-
to destacando el importante papel de la intuicion en las obras de Fermat, Rie-
mann, Galois o Poincaré, entre otros].

b) El razonamiento debe comenzar por lo concreto e ir pasando gradualmente al
razonamiento abstracto.
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Como se observa, su reflexion esta en total consonancia con la cuarta sugeren-
cia didactica de su famoso Decédlogo de la Didactica Matemdtica Media, pero aqui
se detallarda mas.

Propugna que los razonamientos matematicos, revestidos de un ropaje concre-
to, permitan al alumno deducir casi sin darse cuenta, de modo que, repitiendo el
razonamiento concreto en otros ejemplos, la misma induccién del nifio aplicada al
proceso deductivo le haga concebir la generalidad. Esta es la manera, pues, de
preparar la mente del escolar para “recibir en su dia el razonamiento puro con
toda su abstraccion” (Puig Adam, 1929a, p. 130).

Ese es el tipo de ensefianza que entiende ha de llevarse a cabo en el grado me-
dio elemental; “debe ser ‘'marcadamente’ intuitiva, en el sentido de dar todos los
conceptos mediante el vehiculo de una o varias imdgenes concretas, dejando que
el alumno mismo los forme por abstraccion de lo comun en todas ellas, intuitiva
en el sentido de invitar constantemente a observar y a inducir...” (ibid.).

Ya Puig Adam (1960) afirmaba en otra ocasion que si abstraer es prescindir de
algo para quedarse con lo fundamental, en primer lugar debe existir ese “algo” del
que prescindir (a lo que nosotros afiadiriamos: si el razonamiento parte ya de con-
ceptos abstractos, esto es, se inicia con la abstraccion ya hecha, no se propicia la
capacidad de abstraccion).

También decia entonces que lo concreto comienza siendo lo observable y, lo
abstracto, lo imaginable; y por abstracciones sucesivas se edifican categorias
mentales en las que se estratifican lo concreto y lo abstracto en orden creciente de
abstraccion, de modo que cada estrato es abstracto respecto del anterior y concre-
to respecto del siguiente. Pues bien, esos pasos han de darse en el transito del gra-
do medio elemental al grado medio superior; de forma que en este ultimo el
pensamiento matematico ya sea preponderantemente racional (;sucede asi hoy en
dia?, ;se ha producido un avance en la ensefianza de las matematicas y en la cons-
truccion del pensamiento racional mas de medio siglo después?).

¢) Contenidos adaptados a la mentalidad del alumno.

Su mensaje es muy oportuno, y asi estd recogido en su Diddctica Matemadtica
Euristica (Puig Adam, 1956), en donde sostiene que la didactica es, ante todo,
adaptacidn al alumno. Pero el ejemplo que expone, el de la compatibilidad e inde-
pendencia de axiomas en una teoria matemadtica, seria hoy inimaginable que pu-
diera siquiera suscitarse en alumnos de 16 afios, cuando la enseflanza que
actualmente se lleva a cabo en ese nivel esta practicamente excluida de argumen-
tacion formal.
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Con todo, el supuesto que explica es excelente (ibid.): “No hay muchacho, por
ejemplo, que después de admitir como axiomas que toda recta con dos puntos en
un plano esta por entero en él, que todo plano divide al espacio en dos regiones,
etc. (lo que hace de muy buen grado, por su evidencia), no sienta alguna perple-
jidad al ver a continuacion como el Profesor se esfuerza, en cambio, para demos-
trarle con un largo razonamiento, que dos planos con un punto comun tienen una
recta comun, cosa que suele ver con la misma evidencia que las verdades que
acepto anteriormente” (;nos planteamos hoy el problema de decidir si probar o
no ese tipo de proposiciones?, ;es que acaso seria pensable construir a esa edad la
geometria a partir de un conjunto de axiomas?).

d) Despertar constantemente el interés del alumno.

A ello anade que hay que hacer la enseflanza sugestiva y amena. Resume, pues, la
sexta sugerencia didactica de su Decalogo: estimular la actividad del alumno des-
pertando el interés directo y funcional hacia el objeto del conocimiento. O sea, lo
que hoy comunmente se denomina: motivar, sobre lo que existe ya abundante
literatura.

6.2 Notas sobre la Pedagogia de la Aritmética Elemental

Ocupa también tres paginas escasas. Su diferencia fundamental con las Notas
anteriores es que no expresa principios generales sobre la ensefianza, sino ideas
para el aprendizaje de diferentes cuestiones aritméticas, que, segun indica, ya han
sido expuestas de forma mas metodica en sus libros Elementos de Aritmética In-
tuitiva y Elementos de Geometria Intuitiva, publicados en 1927 y 1928, respecti-
vamente. Se refiere a los conceptos de numeracion decimal y las cuatro reglas
fundamentales, propiedades formales de las operaciones, la introduccion de letras,
la divisibilidad, el calculo con nimeros decimales, el calculo con fracciones con-
tinuas y el concepto de funcion.

Desarrollemos brevemente algunas de sus ideas, condensadas, para varios de
€s0s conceptos.

a) Numeracion decimal y reglas de las cuatro operaciones fundamentales de la
Aritmética.

La numeracidn dice que esta fundada en un principio usual en la vida ordinaria:
el de agrupacion (cartuchos de calderilla, paquetes de libros, etc.). Y la numera-
cidn corriente, afirma, no es mas que el sistema indo-ardabigo, basado en tres
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principios: agrupaciones decimales, valor relativo de las cifras e introduccion
del cero.

Con esas premisas puede explicarse el sistema decimal, por ejemplo, mediante
el modelo de agrupamiento de libros en unidades de diversas 6rdenes: un paquete
de diez libros (decena), una caja de diez paquetes (centena), un cajon con diez
cajas (millar)... Entonces, las operaciones elementales de la aritmética adquieren
el aspecto intuitivo de hacer y deshacer paquetes, embalando y desembalando
cajas, etc.: “La incorporacion de una decena procedente de una suma de unida-
des, equivale a la formacion de un paquete; por el contrario, en la resta y en la
division, precisa deshacer las cajas y los paquetes...” (Puig Adam, 1929b, p.
200).

b) Propiedades formales de las operaciones.

Sugiere que en la ensefianza elemental conviene asociar a cada propiedad una
imagen (hoy diriamos visualizacion), que permita advertir que los dos miembros
de la igualdad proceden, simplemente, de contar de modos diferentes un mismo
conjunto de objetos.

Dando por hecho conocidas las iméagenes inherentes a las propiedades asocia-
tiva y conmutativa, da la siguiente interpretacion de la propiedad distributiva.
Supone que en distintas mesas hay varios platos y, en cada plato, un mismo nu-
mero de naranjas; entonces, para contar el nimero total de naranjas puede proce-
derse de dos maneras: contar primero los platos y multiplicar luego por el nimero
de naranjas de cada uno, o bien, contar las naranjas de cada mesa y sumar des-
pucs.

En relacion con esa propiedad formula, ademads, su desacuerdo acerca de como
suele enunciarse: “Para multiplicar una suma por un numero se multiplica cada
uno de los sumandos...”. Y manifiesta su rechazo por dos motivos: su forma im-
perativa (que puede hacer creer al alumno que no hay mas remedio que proceder
asi), y porque induce a pensar que esa manera de hacerlo es mas breve que la con-
traria (cuando no suele serlo). Le parece mejor expresarlo de este modo: “Para
multiplicar... se puede proceder multiplicando...” (ibid., p. 201), y advirtiendo a
continuacion “que debe siempre elegirse el camino mas breve” (ibid.).

¢) La introduccion de las letras.

Considera que el proceso de introduccién ha de realizarse muy lentamente (en
efecto, el transito de nimeros a letras —de la aritmética al dlgebra— es uno de los
problemas fundamentales en la ensefianza de las matematicas y su implementa-
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cion requiere tiempo y paciencia). Sefiala entonces cual es la dificultad principal:
que el alumno se resiste a designar por una letra un nimero cualquiera.

Para vencer suavemente la brusquedad del proceso de abstraccion, al tratar de
expresar de forma literal, por ejemplo, la propiedad conmutativa de la multiplica-
cioén, anima en primer lugar a que el alumno la compruebe en varios casos parti-
culares; y de ello debe inducir que no se trata de una casualidad propia de los
nimeros elegidos, sino que también la verificaran dos numeros cualesquiera. Asi
llega a la posibilidad de enunciar la propiedad: “Un numero cualquiera multipli-
cando por otro, es igual a este otro multiplicando por el primero” (ibid.). Por ser
largo de escribir seria mas breve poner tan solo: cualquiera - otro = otro - cual-
quiera o, mejor aun, usando solo las iniciales: c- 0 = 0- ¢, que en el caso de un par
de letras cualesquiera, resulta: a- b = b- a (nétese que esta sugerencia didactica se
sustenta en la historia de las matematicas, pues la introduccion del lenguaje alge-
braico paso precisamente por esas tres fases: retorica, sincopada y simbdlica).

d) La divisibilidad.

Presenta un buen niimero de ideas para la ensefianza de la divisibilidad numérica,
que resumimos a continuacion.

Una primera consiste en descubrir las propiedades sobre la adicion y sustrac-
cion de multiplos de un numero, imaginando, por ejemplo, un multiplo de 4, co-
mo un numero justo de filas de a 4 soldados; asi, al agregar (sumar) o disgregar
(restar) dos compafiias formadas de a 4, los resultados quedarian formados tam-
bién del mismo modo. La divisibilidad por 3 y por 9 la visualizaba de nuevo me-
diante libros, paquetes, cajas...; de modo que si de cada paquete (decena), caja
(centena), cajén (millar)... se quita un libro, los que quedan podran repartirse de
manera exacta entre 3 0 9 personas; etc.

Imagina un numero primo como un conjunto de objetos no disponible en for-
ma rectangular (o sea, que no sea producto de dos nimeros). Y la descomposicion
en numeros primos puede visualizarse como la operacién de embalaje de un cierto
nimero de botellas en disposicidon rectangular. Tras intentos de colocacion en
filas de 2, de 3, de 5..., si se llega a una disposicion cuyo numero de filas sea
igual o menor que el de columnas, se concluye que seria intutil seguir con los en-
sayos (es decir, bastaria con llegar a un cociente entero igual o menor que el divi-
SOr).
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7. Epilogo

A lo largo del siglo XIX la matematica espafiola se encontraba en un estado de-
plorable, pero sobre todo en su ultimo tercio y, especialmente, como consecuencia
del ambiente producido por la crisis del 98, se inicia un proceso de renovacion.
Durante la primera década del siglo XX, con la influencia del espiritu regenera-
cionista, se fundan tres instituciones: el Ministerio de Instruccidon Publica y Bellas
Artes, la JAE y la AEPC, que impulsaran nuestra educacidén y nuestra ciencia vy,
en particular, el desarrollo de las matematicas. En 1911 se crea la Sociedad Ma-
tematica Espafiola, y con ella, la Revista de la SME; y en 1915, el LSM, nuestro
centro principal, entonces, de investigacion matematica.

En 1900 nace Pedro Puig Adam, que se incorpora de lleno a la SME y al mo-
vimiento renovador que experimenta la matematica en nuestro pais. Por otro lado,
con la fundacion de la SME y su revista empiezan a aparecer timidas aportaciones
en didactica de la matematica, pero sera Puig Adam, quien de manera decidida
marque definitivamente su camino. Sus contribuciones en este campo tendran eco
en distintos escenarios y en publicaciones nacionales e internacionales, y también
en el seno de la SME. Sus trabajos apareceran en sus revistas: RMHA (sucesora de
la Revista de la SME), Matematica Elemental y Gaceta Matemadtica, y en libros
dirigidos a la ensefianza editados bajo su patrocinio (Coleccion Biblioteca Mate-
matica).

La importancia en su tiempo de Puig Adam en el area de la educacion matema-
tica, y el legado de su obra, en su mayor parte plenamente vigente en la actuali-
dad, significan que nos encontramos con la figura espafiola mas ilustre en este
campo, al menos de los ultimos cien afios.
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Resumen

We use Hilbert’s 90 Theorem to obtain all primitive integral solutions
of the diophantine equations x> + y* — xy = z? and x* + 2y = z°.

1. El Teorema 90 de Hilbert para la extensién de cuerpos Q(w)|Q
(1) Denotamos w := €*™/3 que satisface la igualdad w® = 1. Por tanto
l+w4w?=0,yaquew#1y

I+wt+ww—-1)=w?—-1=0.

Obsérvese que w? es también raiz del polinomio ciclotémico ®(t) := t2+t+1
pues, al ser w3 =1,

P =1+ +w=1+w?+w=2>0w)=0.

En particular esto implica que ® es irreducible en Q[t] pues ninguna de sus
dos raices, w y w?, es racional. En consecuencia ® es el polinomio minimo
de w sobre Q, por lo que el menor cuerpo Q(w) que contiene a Q y w es un
Q-espacio vectorial de dimensién dos, una de cuyas bases es B := {1,w}.
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(2) Lo anterior implica que el cuerpo Q(w) admite, exactamente, dos auto-
morfismos. Uno de ellos es la identidad y el otro, que denotamos 7, cumple

que 7(w) # w y
0=70)=714+w+w?)=71)+7(w) + 7(w)? =1 + 7(w) + 7(w)?,

es decir, 7(w) # w es raiz del polinomio ®. En consecuencia, 7(w) = w?. Por
otro lado todo automorfismo ¢ del cuerpo Q(w) cumple que ¢(q) = ¢ para
cada ¢ € Q porque ¢(1) = 1.

(3) La funcién norma asociada a la extension de cuerpos Q(w)|Q estd definida
como

N:Qw)— Qw), x — H o(x),

donde G es el grupo de automorfismos de Q(w), es decir, G = {id, 7}. Por
ello, para cada elemento ¢ := u + vw € Q(w), donde u,v € Q, su norma vale

N(¢) = ¢ 7(¢) = (utww) - (utvw?) = v +v°w® +uv(w+w?) = v +v° —uv.

Hemos visto que el grupo de automorfismos de Q(w) tiene sélo dos ele-
mentos, y en particular es ciclico, generado por 7. Por ello se puede aplicar al
cuerpo Q(w) el Teorema 90 de Hilbert, cuya prueba puede consultar el lector
si lo desea en [1], que afirma que un elemento 7 € Q(w) cumple que N(y) =1
si y solo si existe a € Q(w) tal que v = a/7(w).

Ahora bien, si escribimos
m n

a:=— -+ —w con m,n,r € 7,
roor

el cociente a/7(«v) vale

o m+ nw (m + nw)? m? + 2mnw + n%w?

7= (@) m+nw?  (m+nw?)(m+nw)  m24+mn(w+w?) +n2wd’

Como w3 =1y 14w+ w? = 0 la expresién anterior se simplifica como sigue:

o' m? 4 2mnw —n?(1+w) (Mm% —n?) +n@2m —n)w

T 7() - m? —mn + n? - m?

—mn +n?
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Sea d := mcd(m,n). Entonces s :=m/d y t:=n/d € Z son coprimos y

a 52 —t? N t(2s —t)
— = w.
7 T(a)  s2—st+t?  s2—st+t?

Lema 1 Sean s,t € Z\ {0} primos entre si. Se cumple una de las dos con-
diciones siguientes:

(i) Bien s+t € 3Z, en cuyo caso
med(s? — 12, 5% — st + %) = med(t(2s — t), s> — st + %) = 3.
(ii) Bien s+t ¢ 3Z, en cuyo caso
med(s? — 12, 5% — st + %) = med(¢(2s — ), s* — st + t2) = 1.
Demostracion. Se deduce de que sy t son coprimos que med(s+t,st) =1y
med(s? — st +1%,5) = med(s? — st +t%,t) = med(s? —st+t%, s —t) = 1. (1)
(i) Si s 4+t € 3Z, tomando clases mod 3 resulta [t|3 = —[s]3, asi que
[°]3 = [°]3,  [s° —st+ %3 =3[s’]3 = [0]z & [25—t]3 = 3[s]3 = [0]5,

por lo que s2 — t2, 52 — st +t2 y t(2s — t) son muiltiplos de 3, y se trata de
comprobar que 3 es el tinico divisor comun de cada par de estos tres ntimeros.
Sea p un entero primo que divide a

s2—t?=(s—t)(s+t) y a s°—st+t

Se deduce de (1) que p|(s +t), luego p|(s +t)? — (s — st +t?) = 3st, y esto
implica que p = 3, pues en caso contrario p|st y p|(s + t), lo que contradice
que mcd(s,t) = 1. Esto demuestra que 3 es el tnico primo que divide si-
multdneamente a s? —t? y a s? — st +t2, y para probar que el maximo comtin
divisor de estos dos ntimeros es 3 basta ver que 9 no divide a ambos. En caso
contrario,

3|(s+1t) & 9|(s* —st+t?) = (s+1t)* - 3st

asi que 3|(s +t) y 3|st, y esto es falso.
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Sea ahora p un entero primo que divide a t(2s —t) y a s? — st + t2.
Entonces p|(2s — t), y tomando clases mod p resulta [t], = [2s],, asi que

0], = [32 — st + t2]p = [52 — 252 + 482]p = 3[82]p,

luego p|s o p = 3. Lo primero no es posible, pues p también divide a 2s —t y
mcd(s,2s — t) = 1. Basta por tanto demostrar que 9 no divide, simultanea-
mente, at(2s—t) y a s?—st+t2. En caso contrario, y puesto que t y s> — st+t>
son coprimos, se deduce que 9 divide a 2s —t y a

4(s — st +t2) = (25 — )% + 32,

asi que 9|3t2, es decir, 3|t. Esto es imposible, pues 3 también divide a 2s — t.
(ii) Supongamos que existe un entero primo p tal que

pl(s? =17 & pl(s* —st+t7),

lo que implica que p|(s +t), luego p # 3 y divide a (s + 1) = s + 2st + t2,
asi que divide a la resta

s+ 2st + 1% — (5% — st + %) = 3st.

Como p # 3 se concluye que p divide a st y a s + t, que es absurdo. Para
terminar, supongamos que existe un entero primo p tal que

plt(2s —t) & pl(s* — st +17).
Entonces p|(2s —t) y p|(s® — st +t?). En consecuencia, p divide a
4(s? — st +t2) — (25 — 1) = 3¢2,
luego p = 3 o p|t. En el primer caso, 3 divide a (2s —t) —3s = —(s+t), que

es falso, y el segundo es imposible pues med(t, s? — st + t2) = 1. ]

2. Las soluciones primitivas de la ecuacién x? + y? — xy = z°

Sea (r,y, z) € Z3 una terna de nimeros enteros tal que x2 + 32 — xy = 22. Si
z = 0 entonces

2 3
(I’—y) +i:x2+y2—xy:z220,
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por lo que x = y = 0, y se obtiene inicamente la soluciéon trivial. Suponemos
en lo sucesivo que z # 0 y consideramos los nimeros racionales u := x/z y
v :=1y/z, que cumplen la igualdad

u2+v2—uv:1.

Segin hemos visto en la seccién 1 esto significa que la norma de v := v + vw
vale 1, lo que por el Teorema 90 de Hilbert equivale a que v = «/7(«) para
cierto elemento a € Q(w). Empleando el célculo de este cociente efectuado
en la seccion 1 deducimos que existen enteros coprimos s y t tales que

a 52 — 2 t(2s —t)

=u+ovw = = W,
7 T(a) s —st+t? 2 —st+t?

y como B = {1,w} son vectores linealmente independientes en el Q-espacio
vectorial Q(w) se deduce que

_ t(2s —t) (2)

= )
§2 — st +t2

2 52 — st +t2

I
&
SIS
I
S

Supongamos que la terna (x,y, z) es primitiva, esto es, que = e y son copri-
mos. En tal caso, med(z, z) = 1 = med(y, z). En efecto, basta comprobar lo
primero y, si no fuera el caso, existiria un nimero primo p que dividiria a x
y a z. Por tanto, p dividirfa a 22 = x(x — y) +y?, y como divide a z también
divide a 2, luego divide a y, que es una contradiccién.

Ahora debemos distinguir dos casos. Si s + ¢ ¢ 37 hemos probado en el
Lema 1 que

med(s? — 12, 8% — st + %) = med(t(2s — t), s> — st + %) =1,
y se deduce de las igualdades (2) que
r=5 12, y=1t2s—t) & z=s>—st+1°.
Por otro lado, hemos visto que si s + t € 3Z entonces
med(s? — t%, 5% — st +t?) = med(t(2s — t), 5% — st + %) = 3,
asi que en este caso se deduce de las igualdades (2) que

2 _ 42 t(2s — t 2 _ st +t2
s - (2s — 1) & s st + '
3 3 3

€r =
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3. El Teorema 90 de Hilbert para la extensién de cuerpos Q(v/—2)|Q

(1) El niimero complejo ¢ := /—2 es raiz del polinomio f(t) = t2 + 2, que
es irreducible en Q[t]| pues sus raices £(¢ no son racionales. Por tanto f es
el polinomio minimo de ¢ sobre Q, luego el menor cuerpo Q(¢) que contiene
a Q y ( es un Q-espacio vectorial de dimension dos, una de cuyas bases es
B:={1,(}.

(2) Asi, el cuerpo Q(¢) admite, exactamente, dos automorfismos. Uno de
ellos es la identidad y el otro, que denotamos 7, cumple que 7(¢) # ( y

0=7(0) = (3 +2) = (0 +7(2) = 7(¢)* + 2,

es decir, 7(¢) # ( es una raiz cuadrada de —2, esto es, 7(¢) = —(.
(3) Sea N : Q(¢) — Q(¢) la norma de la extensién. Para cada elemento
v:=u+v¢ € Q((), donde u,v € Q, su norma vale

N(y) =7 -7(y) = (u+0C) - (u—v¢) = u? = v*¢* = u? + 20°,

Por el Teorema 90 de Hilbert los elementos v € Q(¢) tales que N(v) = 1 son
los de la forma v := a/7(«) para algin elemento a € Q((). Si escribimos

a="2 + EC con m,n,r € 7,
rooor
el cociente a/7(a) vale
_a m+n( (m + n()?
T r@) T m=n¢ m—nQ)(m+nd)
m? +2mnl +n?¢2 m? — 2n? 2mn
- m?2 — n2¢2 T m2 + 2n2 i m2—|—2n2<'

Sea d := mcd(m,n). Entonces s :=m/d y t:=n/d € Z son coprimos y

o 2 — 22 2st

T ) TSy T et

Lema 2 Sean s,t € Z \ {0} primos entre si. Entonces, o bien s> — 2t> y
s2 + 2t son coprimos o bien med(s® — 2t2, 5% + 2t2) = 2.

En el primer caso s es impar y los enteros 2st y s> + 2t% son coprimos
y en el seqgundo s es par y mcd(2st, s2 + 2t2?) = 2.
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Demostracion. Supongamos que s? — 2t? y 52 + 2¢? no son coprimos y sea
p un divisor primo de ambos. Entonces p divide a su suma y a su resta, es
decir, p|2s? y p|4t2, luego p|2s y p|2t, por lo que

p| med(2s,2t) = 2med(s, t) = 2,

asi que p = 2. Para demostrar que med(s? — 2t2, 52 + 2t?) = 2 basta probar
que 4 no es un divisor comtin de ambos nimeros. En caso contrario 4|2s2,
luego s es par, asi que 4 divide a s? y a s? — 2t2, por lo que divide a su resta,
o sea, 4]2t2, por lo que también ¢ seria par, y esto es falso pues med(s,t) = 1.

De lo anterior se deduce que med(s? — 2t2, 52 4 2t?) = 1 si y sélo si s es
impar, y que si s es par entonces med(s? — 2t2, 52 + 2t%) = 2.

Para la segunda parte, supongamos que med(s? — 2t2,s% 4+ 2t?) = 1, lo
que implica que s es impar, y sea p un divisor primo comin de 2st y s + 2t2.
Este ultimo entero es impar, luego p # 2, asi que p|st, por lo que p|s o plt,
pero no a ambos, y esto implica que p f(s% + 2t?).

Por tltimo, si med(s? —2t2, 52 +2t?) = 2, entonces s es par y t es impar.
Sea r :=s/2 € Z y se tiene

med(2st, 5% 4+ 2t%) = med(4rt, 472 + 2t%) = 2med(2rt, 12 + 2r?),

luego basta probar que 2rt y t2 4+ 2r? son primos entre si. En caso contrario
existirfa un primo ¢ que dividirfa a ambos y, como t2 + 272 es impar ha de ser
q # 2, lo que implica que g|rt. Pero med(r,t) = 1 ya que s y t son coprimos,
por lo que ¢ divide a r o a t pero no a los dos, y por tanto ¢ no divide a
t2 4+ 2r2, que es una contradiccién. L]

4. Las soluciones primitivas de la ecuacién x? + 2y? = z2

Sea (z,y, z) € Z3 una terna de niimeros enteros tal que 22 +2y% = 22. Siz =0
entonces x = y = 0 y se obtiene la solucion trivial. Suponemos en lo sucesivo
que z # 0 y consideramos los nimeros racionales u := x/z y v := y/z, que
cumplen la igualdad u?+2v? = 1. Como en la seccién 3 denotamos ¢ := /=2,
y seguin hemos visto alli esto significa que la norma de v := u+v( vale 1. Por

el Teorema 90 de Hilbert existe a € Q(¢) tal que v = a/7(a). Empleando
el calculo de este cociente efectuado en la secciéon 3 deducimos que existen
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enteros coprimos s y t tales que

o s2 — 22 2st

7:u—|—v§:7_(a) :s2+2t2+s2—|—2tzc’

y como B = {1,(} son vectores linealmente independientes en el Q-espacio
vectorial Q(() se deduce que
52 — 2t? Y 2st

x
YT 2 o & PR YO @)
Supongamos que la terna (x, y, z) es primitiva, esto es, que x e y son coprimos.
En tal caso, med(y,z) = 1 = med(z, z). En efecto, si un primo p divide a
y v z también divide a 2% — 2y? = 22, luego divide a z e y, lo que es falso.
Por otro lado, si existe un primo ¢ que divide a = y a z también dividiria a
22 — 2% = 2y? y como ¢ fy se deduce que ¢ = 2. Entonces 2y? = 22 — 22 es
multiplo de 4, luego y es par, y esto es falso.

A la vista del Lema 2 distinguimos dos casos.

Caso 1. Si s es impar, entonces
med(s? — 2t2, 5% + 2t%) = med(2st, s* 4 2t%) = 1,
y se deduce de las igualdades (3) que
r=s—2% y=2t & z=s°+2t.

Caso 2. Si s es par, entonces med(s? — 2t2, 5% +2t?) = med(2st, s2 +2t%) = 2,
y se deduce del Lema 2 y las igualdades (3) que
s2 — 2t? s2 4 2t2

T=—" y=2st & z= 5

Observacion 3 Un argumento similar al empleado en las paginas anteriores,
aplicado a la extensién de cuerpos Q(4)|Q, donde i := /—1, y cuyos tinicos
automorfismos son la identidad y la restriccién de la conjugacién compleja,
permite deducir que una terna (z,y, z) de niimeros enteros no nulos coprimos
dos a dos es pitagdrica, esto es, cumple la igualdad z? + y? = 22 si y sélo si,
tras permutar x e y si es preciso, existen s,t € Z \ {0} primos entre si, no
ambos impares, tales que

r=3s>—t3, y=2st & z=s>+1t>
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Resumen

This paper proposes a simple methodology to introduce some proba-
bility distribution functions associated to standard continuous random
variables as the solution of ordinary differential equations. Both statis-
tics and calculus teaching can be benefit from the proposed approach.

En este trabajo se presenta una sencilla metodologia para introducir
algunas funciones de distribucion de probabilidad de variables aleatorias
continuas estandar como soluciones de ecuaciones diferenciales ordina-
rias. FEste enfoque permite conectar a nivel docente la ensenanza de
areas como el Cdlculo y la Estadistica.

Introduccion

El objetivo general de este trabajo es contribuir a construir puentes de unién
entre diferentes areas tematicas de las Matematicas que usualmente se pre-
sentan en la tarea docente de forma estanca. Este objetivo se concretara a
través de una propuesta de introduccién - en la correspondiente asignatura de
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Estadistica - de las distribuciones de probabilidad de variables aleatorias con-
tinuas via Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (e.d.o.’s), o alternativamente,
para mostrar - en un curso de Calculo - el rol de las e.d.o.’s en la Estadistica.
Es por ello que lo que sigue, es susceptible de ser aprovechado en la tarea
docente que se desarrolle en estudios de Ingenieria, Fisica, Matematicas, Eco-
nomia, etc., donde es habitual que confluyan ambas tematicas, Estadistica y
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Si asi se hace, creemos que ello redun-
dara en una visiéon menos estanca, y por tanto mas rica, del conocimiento y
la formacién que los alumnos reciben en diferentes asignaturas.

El enfoque que se propone es sencillo y premeditadamente se expondra de
forma muy sistematica, lo que hace que, desde el punto de vista docente
sea atractiva porque ello facilita su implementacién en el aula. En efecto,
en todos los casos que aqui se presentaran -los cuales, no pretenden agotar
las diferentes familias de variables aleatorias continuas susceptibles de ser
presentadas por este enfoque,- se basan en la determinacion de la funcion de
distribucién (f.d.) de variables aleatorias (v.a.’s) continuas bien conocidas.
Recuérdese que la f.d. de una v.a. siempre existe. La determinacién de la f.d.
se realizara a partir de las siguientes propiedades -que caracterizan a cada
v.a. X objeto de estudio en este trabajo,- relativas a probabilidad total de X
(P1), y a la probabilidad condicional de X sobre un intervalo (P2):

« P1: P[X > z] = 1,
» P2: Pz < X <zx+4dz|X > z| = g(x,dx).

El valor de zg que aparece en P1 y el tipo de funcion g que define el miembro
derecho de P2, determinara cada v.a. que se presentara.
Obsérvese que si F'(x) = P[X < x| denota la f.d. de la v.a. continua X,
entonces por definicién de probabilidad condicional se tiene
Pz <X <z+dz] Plr<X<zx+dx]

Plr <X < dz| X > = =
s X sztdelX 2q] P[X > 1] 1-P[X<a]

y, por las propiedades basicas de la f.d. y la propiedad P2, la expresion
anterior puede escribirse como
F(x +dx) — F(x)
1— F(x)

:g(ac,dx). (1)
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Dependiendo de la forma algebraica que tenga la funcién g, en casos notables
es posible, tomando en la ltima expresién limites cuando dx — 0, plantear
una e.d.o. cuya funcién incégnita es precisamente la f.d. F'. Obsérvese que la
funcién de densidad de probabilidad (f.d.p.), f(z), se determina a partir de
la f.d. por la relacién f(z) = F'(x), en los puntos de derivabilidad de la f.d.
Veamos algunas situaciones de especial interés para la introduccién didéactica
de familias de v.a.’s continuas.

1. Distribucién Uniforme

Si tomamos en P1, o = a y en P2, g(x,y) = 2, esto es:
Pl — o = a
’ a<z<b), 2
P2=g(l’,y)=ﬁ,}(——) 2)

siendo a, b constantes, obtendremos la distribucién uniforme en el intervalo
la,b],i.e., X ~ U ([a,b]), la cual es empleada profusamente para la generacién
de nimeros aleatorios que siguen cualquier tipo de distribucién (véase, [3]).
En efecto, con esta eleccién, si x € Ja, b[ entonces (1) se escribe como sigue:

F(r+dr) - F(z) dz F(x+dr) - F(z) 11— F(x)
1— F(x) Thz dx  b—ax

y tomando limites cuando dx — 0, se obtiene por definicién de derivada, la

e.d.o.
1 F(x)

b—=x

Resolvemos esta e.d.o. mediante el método de separacion de variables. Para
ello escribimos F = F(x) y F'(z) = Ccli—i en la e.d.o. anterior, separamos

variables e integramos:

dF'  1—F r#1 dF dx dF / dx

F'(x)

%_b—ac:>1—F:b—x:> 1—F:

b—=z
— —In(1—-F)=—In(b—2x)+c,

por tanto,
1—F=cy(b—1x), co=-exp(—c1),
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F(x)=1+c3(b—2x), c3=—ca.
La constante c3 se calcula utilizando la condicién inicial (c.i.): F'(a) = P [X < a] =

0 deducida de la propiedad P1,

1

O:F(a):1—}—03(b—a):>03:—b_a.

Sustituyendo esta expresién de c3 en la ultima expresion de F'(x) se tiene

b—x x—a
F(m)—l—b_a— p T, S a<z<b.

Obsérvese que, tal y como se ha necesitado suponer en los calculos interme-
dios, se cumple que F(x) # 1 para todo = : a < x < b. Por otra parte,
claramente F(x) =0siz <ay F(z)=1si x > b. En resumen, se tiene

0 si r<a
F(x) = i~ st a<w<b
1 si z>b

que como es bien conocido es la f.d. de una v.a. X ~ U ([a, b]).

2. Distribucién Exponencial

Tomemos ahora

Pl = X0 = 0,
P2 = g(z,y) = Ay,} (3 >0), (3)

obsérvese que al no depender la funciéon g de la variable x, se dice que esta
distribucién no tiene memoria. Con la eleccién de (3), la expresién (1) toma

la forma:
F(x 4+ dx) — F(x)

1— F(x)
y razonando como antes, obtenemos otra e.d.o. de variables separables:

Filz) = A(1-F()),
FO) = O } @)

= A\dx,
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cuya condicidn inicial se ha establecido considerando que F'(0) = P [X < 0] =
0, puesto que la v.a. exponencial solo toma valores positivos. Ahora, resolve-
remos el problema de valor inicial (4) directamente sin arrastrar la constante
libre de integracién (aunque obviamente podriamos proceder con el caso de
la distribucién uniforme):

dF Foq e
F’(x):A(1—F(x))F:>7“—:Adx:>/ : :/ Adz
1 F 0 ]_—Z 0

= —In(1-F)=Xxt = F=1-exp(—A\x).

Por tanto, como F' = F'(z) se tiene

[ 1—exp(—=Az) si x>0,
F(z) = { 0 si <0,

que es la f.d. de una v.a. exponencial de pardmetro A > 0, i.e., X ~ Exp(}\),
la cual ha sido utilizada para modelizar, por ejemplo, los tiempos de espera
entre clientes consecutivos que acuden a un determinado servicio (mostrador
de un aeropuerto, clientes de una gasolinera, etc.), (véase, [1]).

3. Distribucién Weibull

Para generar la f.d. de una v.a. Weibull de parametros A > 0y a > 1, i.e.,
X ~ We(A;a), la cual generaliza la distribucién exponencial, ya que ésta se
obtiene tomando A > 0 y a = 1, tomemos

Pl = X0 = 0,

>1).
P2 = g(r,y) = /\x“‘ly,} (>0, e 21) ®)

Esta distribucién se ha utilizado para modelizar aspectos tan diversos como
el tiempo entre fallos consecutivos de equipos industriales e informaticos o la
velocidad del viento en una zona del globo terrestre ([4]).

Por un razonamiento analogo al presentado en los casos anteriores se
obtiene la e.d.o. de variables separables

F'(z) = (1= F(x)) Az*"1,
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cuya solucién, suponiendo que F' # 1, es

dF 1 dF 1 A
_— = o —_— = o —1 1—F = — @
T F Az d:z::>/1_F )\/:L’ dr = —1In( ) e +cq,
>\ «
1—F =coexp <——33 ), co = exp (—c1),
o
luego

A
F(z)=1—coexp (——xo‘).
a
Como F(0) = 0, se tiene
OZF(O):1—02:>62:1,
por tanto la f.d. de X ~ We(\; ) es

- 1—exp(—ﬁazo‘) si x>0,
F(‘/E)_{ 0o six <0,

o equivalentemente la f.d.p. es

fz) = { Az® Lexp (—%:1:04) si x>0,

0 si x<0.

4. Distribucién de Pareto

A finales del XIX se iniciaron una serie de trabajos econométricos cuyo obje-
tivo era la descripcion de la distribucién de la renta de las personas fisicas. Es
en 1897 cuando Pareto, sucesor de Walras en la catedra de Economia Politi-
ca de la Universidad de Lausana, publica su trabajo que dard nombre a esta
importante distribucién estadistica que pretende describir la desigualdad de
la renta de los individuos, véase ([2]).

Tomando

Pl — > 0
" Lve b (a0, (6)
P2 = g(ﬂi’,y) = 1- <x+y> )
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la expresion (1) queda como sigue

He ff?(;)ﬂx) =1 <x fdx)a'

Dividiendo esta expresién por dx se obtiene

F(a:+dca;;—F(33) _ 1—;;’(93) (1_( T >a>

Tomando limites cuando dz — 0 se llega a
, o
F(z)=(1-F(z) —, (7)

donde se ha utilizado que, por la regla de L’Hopital, el limite que aparece en
el miembro derecho vale

1 — <L>a a—1
PR U 5 (U PR (SN z I
dz—0 dx 0 dz—0 T+ dx (x + dz)?

oy 1 1 Q
=oaz® lim ———— = azr*—— = —.
de—0 (z + dx)ot! zotl g

La solucién de la e.d.o. (7) se obtiene por separacién de variables

dF__ da [ dF _ [dz
1—F Y% 1—r Yz

= —In(1-F)=aln(x) + ¢,
l1—F=cua ® co=exp(—c1)= F(x)=1—cox™

pero como F'(zg) = P[X < z¢] =0, el valor de la constante ¢y se determina
como sigue:
0= F(x()) =1- Cg(xo)_a = Cy = (CCQ)a,

y por tanto la f.d. de una v.a. Pareto de parametros zog > 0y a > 0, i.e.,
X ~ Pa(xg; ) es

Pz) = 1_(%0)04 si x> xo,
a 0 si x < xp.
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5. Conclusiones

En este articulo se ha proporcionado un enfoque alternativo al tradicional
para introducir en el aula algunas distribuciones de probabilidad de variables
aleatorias continua,s haciendo para ello uso de elementos de Calculo y de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Las ideas expuestas pretenden facilitar
la conexion de contenidos que habitualmente se presentan de forma disjunta
en las asignaturas de Estadistica y Calculo. Seria interesante extender el
estudio aqui presentado a otras distribuciones de probabilidad de variables
continuas.
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Resumen

It is known that an algebraic equation with n variables has real or
complex solutions, which will depend on n — 1 parameters. Assuming
explicit solutions exist, non-linear two-or-three-variable algebraic equa-
tions are solved in this work. In order to do so, certain algebraic con-
ditions are imposed on the initial parametric equations so as to find all
the rational solutions. Thus, an already studied Diophantine problem is
completely solved. Finally, an attempt to justify the fact of other non-
linear equations lacking rational solutions is carried out.

Introduccion

Si tenemos una ecuacién algebraica del tipo P(z,vy,z,...,t,u) = 0, siendo
P(x,y,z,...,t,u) un polinomio en las variables x,y, z, ..., t, u, las soluciones
de dicha ecuacion, suponiendo que la incognita es u, se obtendran a partir
de una funcién de la forma u = u(x,y, z, ..., t) [4]. Es decir, las soluciones de
una ecuacion algebraica de n variables dependera de n — 1 parametros. Si los
parametros son reales obtendremos soluciones reales y si elegimos adecuada-
mente los parametros de los que dependeran las soluciones podemos llegar a
obtener, si es posible, las soluciones en forma explicita. Si esto es asi, parece
natural pensar que si los parametros son racionales obtendremos solucio-
nes racionales, pero para conseguir estas soluciones racionales que buscamos
habra que imponer ciertas condiciones algebraicas adicionales a las ecuaciones
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paramétricas, de forma similar a [1]. La pretension de este trabajo es, par-
tiendo de la base expuesta, resolver dos ecuaciones no lineales con dos y tres
incégnitas, obteniendo todas las soluciones racionales dependientes de uno
y dos parametros racionales, respectivamente. También se analizaran, con el
mismo enfoque, los motivos por los que otras dos ecuaciones, muy conocidas
y relacionadas entre si, no tienen soluciones racionales, aunque si reales.

1. Descomposicién del 2 como suma de dos cua-
drados

Supongamos dos niimeros racionales positivos z, y, tales que y < x. Queremos
resolver la ecuacion
2 2
xf+yt =2 (1)

y que sus soluciones dependan de un sélo parametro. Como busco soluciones
racionales, el cociente y/x serd racional. Si llamo m a dicho cociente, tengo
que resolver el sistema

2 2
=2
{:1: +y meQ, 0<m<l1
Yy = mx

Para ello utilizo el método de sustitucién:

{x2+y2—2 {x2~|—(mx)2 =2 {x2+m2x2 =2

Yy =mx Yy =mzx Yy =mx

{w2(1+m2>—2 {1+m2—% {1—|—m2—2q2

donde g = 1/x. Para resolver en niimeros racionales positivos la ecuacién
1 + m? = 2¢? supondremos que ¢ = m + a, con a € Q. Por tanto:
1+m?=2(m+a)* = 1+m?=2d*+4dam +2m* —

— m?+dam+2a*—-1=0 —
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—4a+/(4a)2 —4-1-(2a%2 - 1) V2a?+1—2a
:> m = —
2.1 —2a —/2a% — 1

Como m es positivo, ha de ser m = v/2a? + 1 — 2a. Si quiero buscar so-
luciones racionales m y a deben ser racionales, con lo que el cociente m/a
también lo sera. Llamo f a dicho cociente, por lo que m = fa. En consecuen-
cia:

202 +1-2a=fa = V22 +1=a(f+2) = 2a>+1=a?(f +2)?

Es decir: [(f +2)? — 2] a® = 1. Para que la ecuacién 2a* + 1 = a?(f + 2)?
tenga soluciones racionales positivas ha de ser (f +2)? — 2 igual al cuadrado
de una expresion racional. Llamo ¢ a dicha expresion racional, que considero
positiva.

(f+2?-2=¢ = f=V2+2-2

A su vez, para que c¢? + 2 sea el cuadrado de una expresién racional, hago
2 +2 = (c+ h)? con h € Q. Desarrollando el cuadrado de la suma y
despejando ¢ se obtiene:
2 — h?
T Ton
Como ¢ > 0, ha de ser 0 < h < /2. Si expreso f en funcién de h:

2 — h2\?2 1 /1
f= c2+2—2\/( h) +2—2:5 —(h?+2)? -2 =

2h h
_R+2 R —dh+2
~ 2h B 2h
Ahora expresamos a en funcién de h. Sabemos que
~ o h? — 4h + 2
m= fa= 57 a

Por tanto:

h? — 4h + 2
202 +1—2a = fa — \/2a2+1—2a:<T+>a
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h? —4h +2 h?+2
— 2a2—|—1:(—+—{—2>a:> 2a2—{—1:( + )a:>

2h 2h
2 2 2 2
:>2a2—|—1:<h2_}|;2) 2 = <h2_}|;2) a?—2®=1 =

. P2\, oy (MrAR? 4 8RN 5
2h “ - 4h? )"~

Rt — 4h2 4+ 4 K2 —2\?
:><—+)a2:1:>( )a2:1:>

4h? 2h
2h \” 2h
2 _ _
Si quiero que a sea positivo ha de ser:

2h

“ToTh

Ahora expreso m en funcién de h:

(h2—4h+2> (h2—4h+2) 2h
m:fa: _— a:

2h 2h 2 p2

Es decir
h? —4h + 2
m= )
2—h
Esta expresion nos indica que m depende racionalmente de h y si h puede
tomar infinitos valores racionales dentro de un intervalo, m también es ra-
cional. En consecuencia, existen infinitas formas de descomponer el 2 como

suma de dos cuadrados. La grafica de (2) es:
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Figura 1: Gréfica de m(h) con valores acotados.

Ahora bien, a partir de (2) y recordando que 0 < m < 1, no es dificil
deducir, sin perder de vista la gréafica de m = m(h), que 0 < h < 2 —+/2, con
h € Q. Dada la dependencia de m respecto de h, m no puede tomar cualquier
valor racional entre 0 y 1. Aunque dando valores racionales a h, comprendidos
entre 0 y 2 — v/2, puedo conseguir obtener valores de m suficientemente
préximos a ciertos valores fijados previamente, de forma similar a [1].

Obtengamos el valor simplificado de 1+ m?, que usaremos més adelante:

fﬂ-4h+2¥{_@—h%2 (h? —4h+2)2

2 _
1+m’_1+( 22 PEEEACE e

2(h% —2h +2)%  _ (h®—2h+2\°
(2—h%)2 2 — h?

Ya se pueden obtener los valores de x e y:

2 2 22
2 _ 2 = ——= 2 _ __(2-h%)
I~ = h2—2h+2 xr~ = —

Yy =mzx y=mx

oo (28

= hZ_2h+12)

_ h2—d4h+2  2-h2
Y= "9z 2nt2

54



Simplificando, se tiene:

K2
{x(h) =Tt (3)
y(h) = fr=gnts

Se puede comprobar que z? + y?> = 2 de forma sencilla. Una tabla de
valores de = e y para h = 1/10,1/5,2/5, ... es:

Tabla 1: Soluciones de (1), segin (3)
h x Y
1/10 | 199/181 | 161/181
1/5 | 49/41 | 31/41
°/5 | 23/17 | /17
1/2 | 7/5 1/5
3/7 | 89/65 23/65
4/9 | 73/53 17/53
5/9 | 137/97 | 7/97

2. Descomposicién del 2 como suma de tres cua-
drados
Supongamos tres nimeros racionales no nulos z,y, z. Queremos resolver la

ecuacion
2+ y? 427 =2 (4)

y que sus soluciones dependan de dos parametros racionales. Dividiendo por
z2 obtengo

2 2
z 2 2 A 2
1+L 445 =5 =1+ () +(3) =5
T T T T T T
Sim=vy/x, m+b=z/x, tengo que
2 2 2
1+ m*+ (m+b) =3

55



Donde m y b son dos niimeros racionales. Si llamo ¢ a 1/z tengo la ecuacion:
1L+m?+ (m+b)? =24

En otras palabras, el miembro de la izquierda ha de ser el doble del cuadrado
de un nuimero racional, que hemos llamado ¢. Ahora descompongo g en dos
sumandos, m y a, siendo a € Q: ¢ = m + a. Por tanto:

L+m? 4+ (m+b)? =2(m+a)*> = 1+m*+ (m+0b)? =2(a®+ 2am + m?)
Despejando m en funcién de a y b obtenemos una dependencia racional:

—2a% +b>+1
5)
4a — 2b (5)

m(a,b) =

Si a y b pueden tomar infinitos valores racionales, m también es racional.
Asi pues, existen infinitas formas de descomponer el 2 como suma de tres
cuadrados.

—2a2 + b2 +1\° —92a2 + b2 +1 2
1 2 2-1 b| =
+m” + (m +b) —I—( P ) —I—(( P )+>

~ (2a* —2ab+b* 4 1)?
2(b — 2a)?

Como 1+ m? + (m +b)? = 2/22, entonces:

2 2 - 2 B 4(b — 2a)?
S (m+b)2  (2a2=2ab+02+1)2 — (202 — 2ab + b2 + 1)2
2(b—2a)?

Si extraemos la raiz cuadrada, hallamos z:

2(b — 2a)
(242 — 2ab + b2 + 1)

€Tr =

Ahora encontramos el valor de y, sabiendo que y = mua:

—2a% + b2+ 1 2(b — 2a) 2P -1 -1
4a — 2b (242 —2ab+ b2+ 1)  2a2 —2ab+b% +1

y:mx:
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Como m + b = z/x, hallo el valor de z:

([ 2+ +1 ) 2(b — 2a) _ 2a* —4ab+b? -1
= da — 2b 202 —2ab+ b2 +1 202 —2ab+ 02+ 1

Las ecuaciones paramétricas buscadas son:

o 2(b—2a)
z(a,b) = 207=2ab+b7+1
_p2—
y(a,b) = zagizab+b2l+1 (6)

_ 2a%2—4ab+b%—1
z(a,b) = 2aZ—2ab+b2+1

Se observa que dependen de dos parametros racionales, a y b. También se
puede comprobar que z2 + y? + 22 = 2. Una tabla de valores de z, y, 2, para
algunos valores de a y b es:

Tabla 2: Soluciones de (4), segtin (6)

a b x Y z
-32/19 9/19 19/21 11/21 20/21
-5/2 -2/3 | 156/191 | 199/191 95/191
-249/85 | -31/85 | 17/25 124/125 93/125
-77/29 -1/29 29/41 36/41 35/41
-5597/565 | 49/565 1/5 2772/2825 | 2821/2825
-1678/169 | 7/169 1/5 833/845 168/169

Algunos de los valores de z, y, z de la tabla anterior que forman parte de
Ternas Pitagéricas ya fueron encontrados por otro método, como se puede
ver en [3]. Sin embargo, como en la resolucién de (4) no hemos puesto condi-
ciones referentes a que las soluciones formen o no parte de Ternas Pitagoricas,
existen infinidad de soluciones como = = 19/21, y = 11/21, z = 20/21 que
no son parte de ninguna Terna Pitagoérica, tal como puede apreciarse en la
tabla siguiente.
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Tabla 3: Soluciones no pitagéricas de (4), segin (6)

a b x Y z
-32/19 | 9/19 19/21 11/21 20/21
-5/2 -2/3 156/191 199/191 95/191
-77/29 | -1/29 29/41 36/41 35/41
-7/3 -3/4 | 1128/1289 | 1343/1289 | 497/1289

3. Ecuaciones sin soluciones racionales

Proposicién

Supongamos que x e y representan dos niimeros reales positivos compren-
didos entre 0 y 1 y p, un nimero natural mayor que 2. Definimos el pardmetro
m € R como m = y/x. Las soluciones reales de la ecuacién

Wy =1 @

con y < z corresponden a las ecuaciones paramétricas siguientes:

1
xr =
{ Vitm? meR, 0<m<1 (8)
Y= Tatmr

Demostracién: Como quiero que y sea menor que x, ha de ser m € (0, 1). Hay
que resolver, por tanto, el sistema

Yy = mx
Utilizando el método de sustitucion:

{.’L'p + (mx)p =1 — {xp(]. +mp) =1 . {a:p = m —

Y =mx Y = mz Y = mx
Xr = 1 ;13:1\'717
T+mp I+mpP

B m - o [ |
y=mx Y= virme
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Como consecuencia directa del Ultimo Teorema de Fermat (UTF), las ecua-
ciones paramétricas obtenidas para p > 2 nunca ofrecen soluciones raciona-
les. Es decir, cada par (z,y) obtenido de (8) o tiene las dos componentes
irracionales o tiene una componente racional pero la otra componente es ne-
cesariamente irracional [5]. Si quisiese encontrar soluciones racionales de (7)
deberian cumplirse las siguientes dos condiciones:

i) m debe ser racional, m € Q.
ii) /14 mP debe ser, también, racional.

Se puede conseguir la primera condicion para cualquier valor de p natural,
pero no se puede conseguir la segunda condicién para p > 2. A continuacion
veremos los motivos por lo que no se cumple la segunda condicién en los casos

p=3yp=>.

a) Casop=3

Supongamos m € Q, 0 < m < 1. Para que v/1 + m3 sea racional, 1 + m?
ha de ser el cubo de un nimero racional positivo, que podemos llamar g. Esto
es: 1 +m3 = ¢3. Pero al ser 0 < m < 1, necesariamente ¢ > m. Asi pues,
descompongo q en dos sumandos, m y a, siendoa € Q y a > 0: ¢ = m + a.
Tenemos, por tanto:

1+m?=(m+a)® = 1+m®=d®+3a*m + 3am? + m?

— 3am2+3a2m+a3—1:()

Se obtiene una ecuacion de segundo grado en la incégnita m, cuya solucion
dependera de a. Se resuelve con la conocida férmula que se estudia en Secun-
daria Obligatoria:

_ =3a?+£4/(3a?)? —4-3a- (a® — 1) @, V—3a* +12a

m = = ——

2-3a 2 6a

Veamos el motivo por el que la solucién positiva, que es la que nos interesa,
al ser 0 < m < 1, no es racional. Razonemos por reducciéon al absurdo.
Supongamos que m es racional. Entonces, si a € Q la expresiéon v —3a* + 12a

59



es racional. Descompongo —3a*+12a en factores reales, sacando factor comin
y utilizando la regla de Ruffini, sabiendo que una raiz de —3a* + 12a es v/4:

—3a* + 12a = 3a(V4 — a)(a® + Va4 V42)

Dicha factorizacién en R|a] es tinica, salvo el orden de los factores [2]. Para que
el producto de varios factores distintos sea un cuadrado perfecto, admitiendo
la unicidad en la descomposicién, han de ser cada uno de ellos un cuadrado
perfecto. Si a toma determinado valor racional puedo conseguir que 3a sea
un cuadrado perfecto. Pero no puedo hacer lo mismo con los otros factores,
que son claramente irracionales, pues a € Q y v/4 ¢ Q. En otras palabras,
como para cualquier valor de a € Q se cumple que ({9’/4_1 — a) es irracional,
entonces (v/4 — a) no puede ser un cuadrado perfecto. Lo mismo se puede
decir del factor (a? + V/4a + \S/P) En consecuencia, no existe ningin valor
de a € Q que permita que —3a* 4+ 12a sea un cuadrado perfecto, por lo que
VvV —=3a* + 12a sera irracional y m también, obteniéndose una contradiccion.
Asi pues, la hipétesis inicial, m es racional, es falsa. De esta forma se concluye
que no existe m € Q, 0 < m < 1 que cumpla que v/1 + m3 sea racional, con
lo que podriamos dar por justificado el caso p = 3 del UTF.

b) Caso p=5

Supongamos m € Q, 0 < m < 1. Para que v/1 + m® sea racional, 1+m° ha
de ser una potencia de exponente 5 de un niimero racional. Descompongamos
el polinomio 1 + m?®. Para ello, hallemos en primer lugar las raices de indice
p = 5 del nimero -1. Si escribimos —1 como un nimero complejo en forma
polar, tenemos que —1 = (1,180°). Las raices de indice p =5 de —1 son:

;

(1,36°)
(1,108°)
V1= {/(1,180°) = { (1,180°)
(1,252°)
(1,324°)

La representacion de dichas raices en el plano complejo es:
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22

21

23:—1

25

24

Figura 2: Raices complejas de —1.

Usando la relaciéon de Euler, las cinco raices las puedo expresar de la
siguiente forma:

i i3 7T 97

z71=€e5,2:9=€e5 ,23=¢€",2z4=€5 ,25=¢€5

Recordemos el Teorema Fundamental del Algebra [2]: Un polinomio de
grado p con coeficientes reales, tendrd p raices que pueden ser reales y/o
complejas y las complejas aparecen siempre como pares conjugados. Teniendo
en cuenta las raices de m® + 1 obtenemos la siguiente descomposicién en
polinomios o factores irreducibles:

5 s 37 i ks 97
m +1:<m—e5)(m—65>(m—e )(m—e5)(m—65)

Si multiplicamos los factores primero y quinto, por un lado, y segundo y
cuarto por otro, los productos no tienen parte imaginaria, ya que son reales:

-5) (%) - amee (5] )
(m—e%) (m—e¥) = <m2 — 2m cos (‘%) + 1>
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Resultado 1égico, pues s y 3" son complejos conjugados, al igual que
137 a7

e 5 yes . Asi pues:

m®+ 1= (m? — 2mcos (g) +1) (m2 — 9mcos (%) + 1) (m+1) (9)

Dicha descomposicién en R[m] es tnica, salvo el orden de los factores [2].
Para que el producto de tres factores distintos sea una potencia de grado cin-
co, admitiendo la unicidad en la descomposicion, cada factor ha de ser, por
sf mismo, una potencia de grado cinco. Pero el factor (m? — 2m cos(w/5) + 1)
nunca podra ser una potencia quinta de un nimero racional, pues la quin-
ta potencia de un numero racional ha de ser racional, y si m es racional,
(m? — 2mcos(m/5) + 1) es irracional, por el término cos(r/5). Lo mismo
ocurre con (m? — 2mcos(3w/5) + 1) debido al término cos(3m/5), también
irracional. En consecuencia, de acuerdo con (9), no existe ningun valor de
m € Q,0 < m < 1, que haga que (m® + 1) sea la quinta potencia de un
nimero racional o, de forma equivalente, que v/m?® + 1 sea racional. De esta
forma quedaria justificado el caso p = 5 del UTF.

4. Conclusiones

En las descomposiciones del ntimero 2 como suma de dos y tres cuadrados no
hemos resuelto un problema completamente nuevo, pues éste ya fue estudiado
en [3]. De hecho, ésta ha sido la primera fuente de motivacién para el presente
trabajo. Las principales novedades aportadas respecto a [3] han sido:

a) Obtener las soluciones con menor nimero de pardmetros y que éstos
sean todos racionales, no enteros y racionales.

b) En el caso de la descomposicién del 2 como suma de tres cuadrados,
obtener soluciones mas completas, pues se han conseguido hallar solu-
ciones que no forman parte de Ternas Pitagoricas.

c¢) Resolver, pues, completamente el problema propuesto por Diofanto de
Alejandria consistente en encontrar tres niimeros racionales tales que
sumados den un cuadrado, y que sumados dos a dos también den cua-
drados. En efecto, hemos obtenido, a partir de (6), entre otras, una
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solucion como:
29 36 35
aj = — = — Z = —
1Y T T

como se puede ver en la tabla 3. Tres niimeros que cumplen la condicion
diofantica que se acaba de exponer y ademas suman la unidad son:

840
— 1 g2 ="
@ T T 1681
385
— 1 — 2= ==
b Y = 1681
456
—1— ="
" “ T 1681

De acuerdo con [3] ha de ocurrir que x, y, z sean menores que la unidad.
Si quiero que v+ 3+ # 1 pero cumplan las condiciones del problema
diofantico debo tener presente que si multiplico cada uno de los niimeros
por el cuadrado de una fraccion distinta de la unidad hallo, en general,
los niimeros racionales que verifican nuestro problema. Por ejemplo, si
multiplico por (41/6)? obtengo:

41\ 840
al —| =—
6 36
(A 385
6 /) 36
41\* 456
"\6 ) T 36

que es una de las dos soluciones proporcionadas por Diofanto, aunque,
segun Paul Ver Eecke, es debida a un comentarista posterior [3].

Por otro lado, a la hora de analizar los motivos por los que dos ecuaciones

con dos incégnitas no tienen soluciones racionales ha sido de gran importancia
encontrar las soluciones reales explicitas, dependientes de un sélo parametro
real y, a partir de ahi, se ha intentado ver si se podrian poner condiciones
algebraicas adicionales para que las soluciones fuesen racionales, cosa que ha
sido imposible, como ya se sabe [5].
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Abstract

Simple algebraic systems, consisting of the equations of two sur-
faces, a quadric and a plane (the latter belonging to a sheaf of parallel
planes) are considered. They are solved using GeoGebra implementa-
tion of Groebner Bases and are visualized, using the 2D and 3D views
of this computer system.

Introduccion

A lo largo del articulo se muestra un posible método para resolver y visualizar
sencillos sistemas de ecuaciones algebraicas, consistentes en dos ecuaciones, la de
una cuadrica y la de un plano de un haz de planos paralelos. Para ello se hace uso
del célculo de Bases de Groebner sobre el sistema computacional GeoGebra y se
visualizan las ecuaciones del sistema en sus ventanas graficas 2D y 3D. Ello pue-
de ser util a nivel de un primer curso universitario e incluso en Bachillerato. Enla-
zandolo con la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales mediante
triangulacion y describiéndolo como un método mas potente de resolucion de
sistemas polinomiales, podriamos justificarlo y llegar a suscitar interés.

1. Breve descripcion de Bases de Groebner (transcrito de [4] con per-
miso de sus autores)

El matematico Wolfgang Groebner inicié en los afios 30 del siglo pasado la idea
de la determinacion de una base canonica de los ideales de los anillos de polino-
mios, lo que permitiria comprobar si dos ideales de un anillo de polinomios son
iguales. En los afios 60 del pasado siglo, el matematico Bruno Buchberger, alum-
no de Groebner, disefid un algoritmo para determinar tales bases, en lo que fue su
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tesis doctoral. En honor a su maestro, dicha base canonica de un ideal se denomi-
na Base de Groebner.

Una vez elegido un orden para los monomios y las variables (orden lexicogra-
fico y orden dado por la sucesion var), la base de Groebner es Unica para ese
ideal, independientemente de los generadores utilizados para definirlo. No trans-
cribimos el algoritmo que puede encontrarse en [1, 3], que estd implementado en
sistemas de computo algebraico (SCA) como: Maple, Matematica, Derive, Co-
CoA, GeoGebra,... En la practica las bases de Groebner se calculan automatica-
mente con cualquiera de estos SCA.

Lo que si haremos es mostrar un ejemplo sencillo de base de Groebner con su
correspondiente interpretacion geométrica, para tratar de dar una idea intuitiva de
este concepto.

En el anillo de polinomios R[x,y], consideremos los dos ideales siguientes:

H=<x2+y2—2,x—y>;J=<x2+y2—2,y3—x,y2—1>

Respecto del orden lexicografico (x,y), es decir, x anterior a y, ambos ideales re-
sultan tener la misma base de Groebner, <1 —p’,x— y> , lo que indica que ambos

ideales son iguales (el mismo), Y, en efecto, el elemento x — y del ideal H, resul-

ta pertenecer a J, ya que puede expresarse como combinacion lineal algebraica de
elementos de J:

x=y=0-(x>+»>=2)-10-(3* —=x)+y-(»* =1)

y los elementos y3 —X € y2 —1 de J, resultan pertenecer a H, ya que pueden
expresarse como combinacion lineal algebraica de elementos de H:

y3—x:%wxz+y2—2)—%-<y-<x+y>+2>-<x—y>

| 1
Yiol=— (Y =2) =~ (x4 ) (x— )
2 2
Hagamos una rapida interpretacion geométrica del ejemplo anterior (Figura 1).

Los dos polinomios considerados para generar H corresponden respectivamente a
una circunferencia de radio 2 y una recta, cuyos puntos comunes son (1,1) y

(—1,—1). Los tres considerados para generar J corresponden a la misma circunfe-

rencia, la cubica y3 —x =0 y el par de rectas y = =1, cuyos puntos comunes
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vuelven a ser (1,1) y (—1,—1). Por ultimo, los dos considerados para generar la
base de Groebner comin a ambos corresponden a la recta y —x =0y al par de
rectas y = *1, cuyos puntos comunes vuelven a ser (1,1) y (—1,—1). Pero esta

ultima es la forma mas simple de describir algebraicamente el subconjunto del
plano consistente en esos dos puntos.

— "~

-z 4

Figura 1

2. Descripcion del proceso sobre un sencillo ejemplo ilustrador

En el espacio euclideo real de tres dimensiones, se considera la superficie esférica
de centro 0(0,0,0) y radio 2, de ecuacién x*> +y*> +z> —4 =0, y el haz de pla-

nos paralelos a los ejes x ¢ y, de ecuacion z—a =0, donde a es un pardmetro. Se
trata de calcular y visualizar las secciones producidas sobre la superficie esférica
por los planos de dicho haz, en funcién del parametro a.

Es términos algebraicos, la interseccion del plano y esfera mencionados viene
dado por el ideal <x”>+y°+2z>—4, z—a> del anillo de polinomios R[x,y,z].
Pues bien, la base de Groebner de dicho ideal nos va a proporcionar unas ecua-
ciones mas simples para la variedad algebraica interseccion de plano considerado
del haz con la superficie esférica, consistente en sustituir esta por la superficie
cilindrica de generatrices paralelas al eje z.

Por otra parte, GeoGebra es un Sistema de Geometria Dindmica y, al mismo
tiempo, un Sistema de Cémputo Algebraico, que nos va a permitir determinar
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dicha base de Groebner (en orden lexicografico), al mismo tiempo que visualizar
la interseccion del plano con la superficie esférica, en funcion del parametro a.

Para ello, se van a activar simultineamente cuatro ventanas de GeoGebra: la
Vista Algebraica, donde se introducen los polinomios que definen la superficie
esférica y el plano del haz; la Vista Grdfica 3D, donde van a aparecer visualizadas
la superficie esférica y el plano; la Vista Grafica 2D, donde se va a visualizar la
circunferencia interseccion de superficie esférica y el plano; y la vista de Calculo
simbolico CAS (en adelante, abreviadamente, Vista CAS, siglas de Computer Al-
gebra System), donde se calcula la base de Groebner.

Por ultimo, para alterar comodamente el valor del pardmetro a, se puede defi-
nir lo que en GeoGebra se denomina un deslizador, que se visualiza mediante un
segmento en medio del cual aparece un botdn-punto, que puede deslizarse sobre
dicho segmento con el raton, para variar el valor del pardmetro a. Al cambiar de
este modo el valor de a, el sistema altera automadtica y consecuentemente los poli-
nomios en la Vista Algebraica y la Vista CAS y, asimismo, altera lo visualizado
en las ventanas Vista 3D 'y Vista 2D.

Pasos para su ejecucion sobre GeoGebra

Paso 1: sobre la linea de escritorio situada en la parte inferior, al teclear a y pulsar
Intro, aparece una ventana que ofrece Crear Deslizadores y al hacer clic ahi, se
visualiza en la ventana Vista 2D el deslizador anteriormente indicado.

Paso 2: supuesto activada la Vista 3D (para lo cual basta hacer clic arriba en el
botén Vista y luego en Vista Grafica 3D), sobre la linea de escritorio introducir la
ecuacién implicita de la superficie esférica, tecleando x"2+y"2+z"2-4=0,
apareciendo entonces en la Vista Algebraica esa ecuacion que el sistema denota
como objeto b, y en la Vista 3D representada dicha superficie esférica.

Paso 3: sobre la misma linea de escritorio introducir los tres puntos, 4, B 'y C
(que van a determinan el plano del haz), tecleando sucesivamente A= (0,0, a),
B=(1,0,a) yC=(0,1, a), pulsando Intro tras cada uno de ellos, apareciendo
entonces dichos puntos definidos en la Vista Algebraica y en la Vista 3D.

Paso 4: sobre la misma linea de escritorio teclear P1ano[A, B, C] y pulsar /n-
tro, apareciendo entonces en la Vista Algebraica la ecuacion del plano, z=1 (para
valor inicial, 1, del parametro a), denotandolo el sistema como objeto ¢ (ver Figu-
ra 2, en que aparece la Vista 3D, para valor a=1 del parametro).
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn. .

R % /v__ ﬂ_ ‘I’.} D8 ! '@" ®? é"“ : .T ol :QDT e

= Vista Algebraica [/ [ » vista Grafica 3D ) XI|

- Esfera

) ey =4
~ Mimero

.. a=1

- PFlano

Entrada: =

Figura 2

Paso 5: supuesta activada la Vista CAS (para lo cual basta hacer clic sobre el bo-
ton Vista y luego en Calculo Simbodlico CAS), entonces, sobre la ventana 1 de
dicha Vista CAS teclear GroebnerLex [{x"2+y*2+z"2-4,z—a}] y pul-
sar Intro, apareciendo entonces debajo y en la misma ventana 1, calculada su base
de Groebner (en orden lexicografico) como /ista (entre corchetes) de dos polino-
mios que determinan de modo mas simple la variedad interseccion de la superficie
esférica con el plano, esto es, como interseccion del plano con una superficie ci-
lindrica de generatrices paralelas al eje z.

Paso 6: 1a lista obtenida en la anterior ventana 1 es guardada por el sistema como
$1 y el elemento n-ésimo de dicha lista es guardado como $1(n), por lo que el
elemento primero de la lista resultante en el paso 5 estd alojado en el sistema co-
mo $1(1); por tanto, tecleando en la ventana 2 de la Vista CAS la expresion
d:=$1(1) =0 y pulsando Intro se consigue que el sistema designe por d a la
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ecuacion $1(1)=0, es decir, que d sea x’+)*-3=0 ; de este modo se consigue que
aparezca en la Vista Algebraica la circunferencia d de ecuacién x’+y°-3=0, al
mismo tiempo que d es representada en la Vista 2D, como muestra la Figura 3).

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

R—a .A7 / "’i-f— I:_:-_{ IG}? ®7 ég‘? X— ABC? if_z? ‘%b

v 7

F Calculo Simbdlico (CAS) #/ | » Vista Algebraica |~ | # Vista Grafica

Cdnica
GroebnerLex[{b,z-a ; 3 A
1 [ il e ) d:xE+yi=3 g

2 2 Esfera
Eg {x +Y 3.z 1} i ] b +y+15=4 6
- Nimero
5 d: §1(1)=0 4 a=1
Plano
® | . d:24y'-3=0 | @
Punto

Figura 3

Paso 7: desplazando el deslizador del parametro a puede observarse como se van
actualizando consecuentemente todos los valores: las coordenadas de los puntos
A, B, C vy las ecuaciones de los objetos b, ¢ y d de la Vista Algebraica; los poli-
nomios de la Vista CAS'y las Vistas Graficas 2Dy 3D.

3. Secciones para un paraboloide hiperbdlico (silla de montar)

Se trata de ejecutar el proceso descrito en la anterior seccidn 2, pero sustituyendo
la superficie esférica alli considerada por el paraboloide hiperbolico (silla de mon-
tar) de ecuacion x° — 4y’ — 4z = 0, el cual admite la siguiente parametrizacion
(expresién en coordenadas paramétricas): x =2u , y=v , z=u" —V".
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Los pasos para su ejecucion sobre GeoGebra son los mismos indicados en la
seccidn 2, excepto los pasos 2° y 5°, que han de ser modificados, sustituyéndolos
por los dos pasos indicados a continuacion:

Paso 2: teclear en la linea de escritorio x*2-4y”*2-4z=0; pero si se trata de
alguna de las primeras versiones de GeoGebra 5, entonces, para visualizar la cua-
drica, debe ser introducida por sus ecuaciones paramétricas, es decir, en la forma
b(u,v)=(2u,v,u”2-v"2) de modo que sea designada por el sistema como
objeto b:

Una vez completado el Paso 4, aparece lo indicado en la siguiente Figura 4.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn...

2|~ AN b olelelaloldN-F -

} Vista Algebraica A | ¥ Vista Grafica 3D #

-~ Nimero
- a=1
- Paraboloide hiperbdlico
) b -dyr 02 -42=0
- Plano
Punta
A=1{0,0,1)
: B=(1,0,1)
- C={0,1,1)

@

Entrada;|

Figura 4

Paso 5. En la Vista CAS, teclear GroebnerLex[{x"2-4y"2-4z, z-a}]
la ventana 1, y pulsar Intro.

71



Una vez completado el Paso 6, en la Vista Algebraica aparece definida d, clasifi-
cada como cOnica, y en la Vista 2D aparece la grafica de esta hipérbola (para va-

lor 1 del parametro a), como se muestra en la siguiente Figura 5.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

|

.A7 /7 _ ;F N

b Calculo Simbdlico (CAS) X

1

GroebnerLexfix"2-4y*2-4z z-a}]

- {2-ayl—4,2-1}

d:$101)=0

~odrt—ayl—a=0

* Vista Algebraica

-

Cdnica

L die-dy=4

Mimera

g |4

Paraboloide hiperbolico
L) DAy + 0 -41=0
Plano

Figura 5

ol IO (4 A\ABC 220 <

b Vista Grafica 2

Abrir sesidn. .

Ahora, al desplazar el deslizador, como se indica en el paso 7 de la seccion 2, de
modo que el parametro tome el valor a=0, la hipérbola de la Figura 5 degenera en
un par de rectas secantes.

Nota: Girando el paraboloide 90° alrededor del eje x, es decir, para el paraboloide
4y’ - 4z = 0 al intersecar con los planos del haz se ob-

de ecuacién implicita x” -
tienen parabolas, en vez de hipérbolas.

4. Secciones para el cono de Apolonio

Se trata de ejecutar el mismo proceso, de seccionar una cuadrica por un plano del
haz de planos paralelos al plano xy, ahora para el caso de una superficie conica
circular, llamada habitualmente cono de Apolonio.
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Para el cono de eje y, de ecuacién implicita x” - ° + z° = 0, o ecuaciones pa-
ramétricas x=v cos u, y=v, z=v sen u, al variar el pardmetro a, se obtienen hipér-
bolas, excepto para valor a=0, que resulta un par de rectas reales secantes.

Para el cono de eje z, de ecuacion implicita x° + 1 - z° = 0, al variar el parame-
tro a, se obtienen circunferencias, excepto para valor a=0, que resulta un punto
real (interseccion de dos rectas imaginarias conjugadas).

Finalmente, para el cono de eje la recta de ecuaciones x=z, y=0, de ecuacion
implicita xz - y* = 0, o ecuaciones paramétricas x=u’, y=uv, z=V", al variar el
parametro a, se obtienen parabolas (ya que los planos del haz son paralelos a la
generatriz x=0=z del cono), excepto para valor a=0, que resulta un par de rectas
reales coincidentes.

Conclusiones

El uso de las bases de Groebner posibilita (para la propuesta descrita) obtener
analiticamente todo aquello que Geogebra puede mostrar de manera grafica.
Creemos que la posibilidad de ir alternando distintos tipos de aproximacion al
problema (algebraica — grafica — simbolica) permite profundizar de una forma
mucho mas enriquecedora en la propuesta didactica desarrollada, asi como dotar a
nuestros alumnos cada vez de mayor autonomia.

Es posible que el uso de las bases de Groebner en etapas tan tempranas no esté
exento de polémica, incluso puede que sea considerado como absolutamente in-
apropiado, pero es tan clarificador en la aplicacion descrita, que consideramos
merece la pena.

Bibliografia
[1]  S-C Chou (1988), Mechanical Geometry Theorem Proving. Reidel.

[2] E. Roanes Lozano, E. Roanes Macias, L.M. Laita (2004), The Geometry of
Algebraic Systems and Their Exact Solution Using Groebner Bases. Com-
puting in Science and Engineering, 6/2, pags. 76-79.

[3] D. Cox, J. Little, D. O’Shea (2007), Ideals, Varieties and Algorithms (Sec-
ond Edition). Springer, pags. 286-310.

[4] E. Roanes Macias, E. Roanes Lozano (2011), Un método algebraico-
computacional para demostracién automadtica en geometria euclidea. Bole-
tin de la Sociedad “Puig Adam”, n° 88, pags. 31-63.

73



Boletin de la Soc. Puig Adam, num 101 (4bril 2016)

Sucesiones generadas a partir de la
potencia de una expresion lineal

Sergio Falcon Santana
Dpto. Matematicas
Universidad de Las Palmas de Gran Canaria
sergio.falcon@ulpgc.es

Abstract

The aim of the present paper is the study of the number of terms
in the expansion of the power of a linear combination of numbers in
order to form different numerical sequences. Some of these se-
quences are known and are indexed in “The On-Line Encyclopedia
of Integer Sequences” and others are not, as we will show. Finally,
we will use the concept of convolution of numerical sequences to re-
late some of these sequences to each other.

Introduccion

En la primera seccion se pretende hallar el nimero total de términos en el desarro-
llo de la expresion

n
,
[Zai] =(a,+a,+..+a.)"
i=1

para distintos valores naturales de » y n. Veremos a continuacion que algunas de
las sucesiones obtenidas se encuentran referenciadas en [4] y que de estas suce-
siones se deduce el conocido Tridngulo de Pascal.

En la segunda seccidn se relacionan estas sucesiones entre si por medio de la
convolucidn de sucesiones numéricas.

o7 o 7 e o n
1. Generacion de sucesiones numéricas a partir de (¢ +a, +...+a.)

En esta seccion empezaremos demostrando dos teoremas que seran muy utiles
para la generacion de las distintas sucesiones numéricas objeto de nuestro estudio.
A continuacion generaremos un cuadro con las sucesiones numéricas obtenidas en
nuestro desarrollo y las relacionaremos con las sucesiones de [4].
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1.1 Teorema 1

El niimero de términos del desarrollo de (@& +a,+...4a.)" para valores enteros

n+r—1
de VZl,nZOeS( )
n

Demostracion. Efectuaremos la demostracion por induccion sobre ». Supongamos

que 7 es fijo. Para » = [ el nimero de sumandos de (Cll) es 1 que coincide con

) _ (1+n-1
el nimero combinatorio i
n

Supongamos entonces que la formula es cierta hasta » sumandos. En tal caso,

el nimero de términos del desarrollo de (@ +a, +...+a.+a.,,)" es el nimero
de sumandos de

n n
(a,+a,+..+a)" +[J(a1 ta,+..+a) 'a_, +[2J(a1 ta,+..+a) la, +..

que, segun lo anterior, es
r+n-—1 r+n—2 r+n-3 r r—1 r+n
+ + o+ |+ =
n n—1 n—2 1 0 n+1
1.2 Teorema 2: Propiedad de simetria

El numero de términos del desarrollo de (Cll +a, +-.-+Clr)n coincide con el nu-

mero de sumandos del desarrollo de (Cll +a,+..+a,+ta_, )r_l .

La demostracion es simple puesto que en el primer caso el nimero de sumandos

r+n—1 n+l+r—-1-1 n+r—1 n+r—1
es y en el segundo = -
n r—1 r—1 n

Como consecuencia de estos dos teoremas resulta que el nimero de términos

. . n ..
en el desarrollo de las sucesivas potencias (Cl| +a, +-..+Clr) para los distintos
valores de r y n, puede indicarse mediante un cuadro simétrico de la forma si-

guiente, siendo la diagonal de simetria la sucesion {1, 2,6,20, 70,...} .
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rm|0[1]2 |3 4 5 6 7 8

1 111 |1 1 1 1 1 1

2 1123 |4 5 6 7 8 9

3 1136 |10 |15 |21 |28 36 45

4 11411020 |35 |56 | &4 120 | 165

5 15115135 |70 | 126|210 |330 |495

6 1162156 | 126252462 | 792 | 1287

7 1|7(28|84 |210|462|924 | 1716 | 3003

8 18|36 120|330 | 792 | 1716 | 3432 | 6435
Cuadro 1

Colocadas diagonalmente las filas de este cuadro nos encontramos con el
Triangulo doble de Pascal descrito en [2] y que esta relacionado con las sucesio-

nes k-Fibonacci [2, 3].

Las sucesiones por lineas del Cuadro 1 son de la forma {1, V,...} y las represen-

taremos en la forma [I’, ] Los elementos de estas sucesiones indican el nimero

de términos del desarrollo de (& +@ +...4+a.)" cuando r es constante y estan

referenciadas en [4] de la forma que se indica a continuacidn:

[1,]={L111,1,..]
[2,]=1{12.3,4.,5,..]}
[3,]={1.3,6,10,15,..}
[4,]=1{1,4,10,20,35,...)
[5,]=11,5,15,35,70,..}
[6,]=11,6,21,56,126,...}

A000012
A001477
4000217
A000292
A000332
A000389

Y asi continta la relacion de estas sucesiones, siendo la ultima de ellas la su-

cesion [1001] ={1,100, 4950,161700,...} referenciada como 4017186 .
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También se encuentran referenciadas algunas sucesiones obtenidas mediante
la suma de algunas sucesiones lineas del Cuadro 1 con las referencias indicadas
en el siguiente cuadro no constando ninguna otra sucesion obtenida de esta forma:

c (BB B s

12,] | A005846 | A000096 | A003600 | A051743 | A051745
[3,] A002378 | A005581 | A051744 | A051746
[4,] A007290 | A005582 | A051747
[5,] A034827 | A005583

También estan referenciadas en OEIS algunas sucesiones obtenidas mediante
la suma de tres de estas sucesiones lineas.

Si los elementos de la sucesion linea {1, I’,...} del Cuadro 1 corresponden al
nimero de términos en el desarrollo de (a, +a, ++a, )”, los elementos de la
sucesion diagonal {1, I”,...} corresponden al nimero de términos en el desarrollo
de (a,+a,++a, +n_1)n , n=0,1,2,.... Si representamos la sucesion diagonal

{1,1’,...} como [r4], algunas de estas sucesiones estan referenciadas en [4] de la

siguiente forma:

[2,]={1.2,6,20,70,..] 4000984
3,]={1,3,10,30,35,126,..} 4001700
[4,]={1,4,15,56,210,..} 4001791
[5,]={1,5,21,84,330,...} 4002054
[6,]={1,6,28,120,495,..} 4002684

Y continda la relacion de estas sucesiones hasta llegar a la Gltima de ellas re-

ferenciada en [4] que es la [16 d] ={l,16,153,1 140,7135,...} referenciada como
A004313.
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La sucesién diagonal [rd] es de la forma [’”d] _ {an’r} _ {[21@ +7r— 2}}

r—2
En cuanto a la suma de dos de estas sucesiones, sdlo constan las siguientes:
[24] + [24] A028329 [34] + [24] A051960
[34] + [34] A000984 [44] + [34] A097613
[54] + [44] A007946 [S4] + [54] A024483

1.3 Estudio del Cuadro 1

a) La propiedad de adicion de los numeros combinatorios indicada en [1, p. 174]
establece que para todo par de enteros i, j > 1 se verifica que

1 1 :
i—1 i i
En nuestro caso particular, sustituyendo i por n 'y j por n+r—1, es
n+r—2 n+r—2 n+r—1 o .
i + = lo que indica que todo término del Cuadro
n— n n

1 es la suma de sus respectivos términos anteriores en la fila y en la columna:

4 ;=0 Ta,;.
b) Por otra parte, tanto para #=1 y cualquier valor de » como para n =0y cual-
quier valor de 7, el nimero de términos de (& +a, +...+a.)" es 1.

Como consecuencia de estas dos propiedades, el Cuadro 1 se puede generar
de la forma siguiente:
1. Todo elemento de la primera fila y de la primera columna es la unidad:

a,;=a,=1
2. Sumando un término de una fila con el siguiente de la fila anterior, se ob-
tiene el término siguiente al primero: &, ;, + 4, ; =4, ;

c) Como consecuencia de la férmula (1.1), al sumar los primeros » términos de
h

una misma fila se obtiene el elemento de orden » de la siguiente: @, , = Zal’,n :
—

Por ejemplo: si en la fila 4 sumamos los 7 primeros elementos, 1 +4 + 10 + 20 +
35+ 56 + 84, se obtiene el séptimo elemento de la fila 5 que es el 210.
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d) Es facil comprobar que las antidiagonales de este cuadro conforman el triangu-

n .
lo de Pascal y sus elementos son, por tanto, ( j para n21:
I

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Triangulo de Pascal

e) Otra propiedad interesante de esta tabla es que si se colocan sus términos for-
mando matrices cuadradas a partir del a;o (submatrices principales), son matrices
simétricas cuyo determinante es siempre 1:

R (R I R
:le = ’A :1 2 3 ,A = 9
14'11 () 22 (1 2j 33 44 1 3 6 10
1 3 6
I 4 10 20

Dado que también son matrices definidas positivas, estas matrices admiten
., T . .
una descomposicion de Cholesky de la forma 4, =L L siendo L una matriz

triangular inferior. La resolucidon de un sencillo problema algebraico nos lleva a
encontrar que la matriz L es el tridngulo de Pascal, pues

1

I 1

1 2 1
L=|1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
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Como vemos, la columna de orden r es la sucesion lineal [Vz ] indicada ante-

riormente, salvo por los r—/ elementos iniciales que son nulos.

2. Convolucion de sucesiones

En esta seccion recordaremos el concepto de convolucidon de sucesiones numéri-
cas asi como algunas de sus propiedades y las aplicaremos al caso de las sucesio-
nes del Cuadro 1. Esto nos permitird encontrar que toda sucesion fila de orden r
de este cuadro se puede obtener como convolucion de sucesiones filas de orden
inferior a r.

2.1 Convolucion de sucesiones numéricas

Se define la convolucion de las sucesiones numéricas A={an}n€N ¥

n
B :{bn} a la sucesion numérica AQ B = Za.b .
neN 1 n—i
i=1 neN
Encontraremos un ejemplo de convolucién de sucesiones en la siguiente sub-
seccion.
Evidentemente, la convolucion de sucesiones verifica las propiedades asocia-
tiva, conmutativa y distributiva con respecto a la suma. El elemento neutro es la

sucesion unidad / ={l, 0,0,0, O,...} y toda sucesion cuyo primer elemento no sea

nulo admite sucesion inversa para la convolucion. Por tanto, el conjunto de suce-
siones numéricas S cuyo primer elemento no es nulo, dado que es grupo aditivo
abeliano, es un cuerpo abeliano con respecto a la suma y la convolucion de suce-
siones.

Por ejemplo, la sucesién inversa de la {1,3,0,2,4,...} es la

{1,—3,9,—29, 89,...}: la sucesion inversa de una sucesion entera cuyo primer

término es 1, es otra sucesion entera.

2.2 Convolucion de las sucesiones filas del Cuadro 1

Sean las sucesiones filas del Cuadro 1,

3,]={1,3,6,10,15,..} y [5,] ={1,5,15,35,70,...} .
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Los primeros elementos de la sucesion obtenida mediante la convolucion de am-
bas serian los siguientes:

I'1=1, I'5+31=8, I'15+35+61=36, 135+315+65+101=120

por lo que la convolucidn de estas sucesiones es la sucesion {1, 8, 36,120,330,...}

que coincide con la sucesion [8 ]] del mismo cuadro. De hecho, dado que el ente-
ro 8 se puede descomponer como suma de enteros positivos en alguna de las for-
mas 1 + 7,2 + 6,3 + 5,4 + 4, la sucesion [8,] puede obtenerse mediante

convolucidn de alguna de las cuatro formas siguientes:
[L]®[7,]. [2]®l6]. [3,]®][5] y [4]@[4].

Pero la convolucion también puede aplicarse a mas de dos sucesiones de for-
ma que

[4]®[b, |®..0[L]=2 > ab, 1,

i] +12 +'+lh =n eN

Si representamos por &f {az} la convolucion de la sucesion {a,.} consigo misma

k veces, entonces la sucesion [8,] también puede expresarse de otras formas,

como por ejemplo,
[81] =" [11] =®" [21] = ([21]®[31]> ®’ [11] = .-

Es interesante hacer notar que el numero exacto de convoluciones mediante
las que se puede crear la sucesion [I”,] coincide con el numero de formas en que

se puede descomponer en sumandos positivos no nulos el entero » y que viene
dado en la sucesién A000065 de [4]. Por ejemplo, el nimero 8 puede descompo-

nerse de 21 formas diferentes por lo que la sucesion [8,] puede generarse me-

diante 21 convoluciones diferentes de sucesiones lineas del Cuadro 1.

Finalmente, si hallamos el cuadro formado por las sucesiones inversas de las
sefialadas en las filas del Cuadro 1 con respecto a la convolucion de sucesiones
numeéricas, nos encontrariamos con el siguiente cuadro 2.
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rm(0|1 |2 |3 4 |5 6 |7 |8
1 I1{-1{0 |0 0 [0 0 [0 1O
2 1{-2(1 |0 0 [0 0 |0 |0
3 1{-3(3 (-1 |0 |O 0 |0 |0
4 11416 |4 |1 |0 0 [0 ]O
5 1(-5(10}-105 |-1 |0 |0 |O
6 1{-6(15]-20(15|-5 (1 |0 |O
7 1-71211-35|35|-21(7 |-1]|0
8 1]-8(128(-56|70|-56|28|-8]1

Cuadro 2

Con esto volvemos a encontrarnos con el triangulo de Pascal, aunque con los
signos alternados. En este Cuadro 2, y sin tener en cuenta el signo, nos encontra-
mos con que:

a) Sus sucesiones columnas son las columnas de las matrices triangulares in-
feriores L, indicadas anteriormente.

b) Sus sucesiones filas son las sucesiones inversas respecto a la convolucion
de las indicadas en el Cuadro 1, pero no lo son las sucesiones verticales ni
las diagonales.

2.3 Convolucion de las sucesiones diagonales del Cuadro 1

Si bien es cierto como se indico en el parrafo anterior, que las sucesiones filas del
Cuadro 1 se pueden obtener mediante convoluciones de las filas anteriores en la
forma indicada, no sucede asi con las sucesiones diagonales ya que la convolu-
cion de dos de estas sucesiones no es otra sucesion diagonal.

No obstante, a continuacidn presentamos la convolucion de las primeras de
estas sucesiones diagonales y el resultado obtenido:
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[2,]®[2,]=1{1,4,16,64,256,...} A000302
3,]®[2,]=11,5,22,93,386,...} A000346
3,]®[3,]1=11,6,29,130,562,..} =[4,]®[2,] 4008549
[4,]®[3,]=1{1,7,37,176,794,..} =[5,]®[2,] 4006419
[4,]®[4,]={1.8,46,232,1093,..} =[5,] ®[3,] =[6, | ®[2,]
[5,]®[4,]={1,9,56,299,1471,..} =[6,]®[3,] =[7.,]®[2,]
[5,1®[5,]={1,10,52,378,1941,..} =[6, | ®[4,] = [7,]®[3,] =[3,]®[2,]

Como vemos, sélo las cuatro primeras de estas sucesiones se encuentran refe-
renciadas en [4] no constando el resto.

No consta ninguna sucesion obtenida a partir de la suma de 3 de estas suce-
siones diagonales.

3. Conclusiones

Hemos visto una forma de generar sucesiones numéricas enteras como resultado
directo del desarrollo de la potencia de una expresidon lineal y otras sucesiones
generadas a partir de la convolucion de las anteriores. Varias de estas sucesiones
se encuentran referenciadas en la mayor enciclopedia de sucesiones enteras exis-
tentes [4], mientras que otras muchas generadas en este articulo no lo estan y de
estas ultimas reclamamos la paternidad.
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Abstract

The circumstances where engineering processes induce further de-
velopments of the underlying mathematics theory are studied in this pa-

per.

Tuve la satisfaccion como invitado, de asistir al nombramiento de Académico
de Numero de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, del
profesor y compaiiero de la Universidad Politécnica de Valencia D. Manuel Lo-
pez Pellicer. En el discurso correspondiente a la lectura académica de toma de
posesidn, se hizo alusion al sillon vacante, que iba a ser ocupado. Correspondia
dicho sillon vacante al anterior académico, que habia dejado de serlo por falleci-
miento. Hasta aqui el proceso era logico y natural, pero llamd mi atencidén que
dicho académico era un militar.

La aportacidon y sabiduria militar al proceso historico de las Matematicas en
Espafia tiene una gran importancia a través de los centros de ensefianza militares,
sobre todo modernamente por las academias de Artilleria e Ingenieros, que lleva-
ron a la creacion de la actual Academia de Ciencias Exactas.

El desarrollo de las teorias militares de defensa va creando un lenguaje de co-
municacion cada vez mas especifico; constituyendo, al intentar concretar, nuevas
propiedades matematicas al profundizar en los temas tratados. Basadas inicial-
mente en el conocimiento geométrico forman un tema de estudio en si mismas. La
logica del pensamiento muestra su apoyo a las nuevas teorias. Se van encuadran-
do en una ciencia nueva que tiende a llamarse Ciencias Exactas, al incluir Mate-
maticas y sus grandes aplicaciones al desarrollo de la Fisica y Naturaleza como
contacto de la imaginacion pensante con la realidad de la vida.
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En 1802 se da oficialmente como terminada la actividad de la Real Academia
de Matematicas de Barcelona, pasando su reconocimiento como Real Academia a
Madrid. La actividad y el desarrollo de las materias tratadas van muy ligadas a lo
que llamamos ingenieria. Interpretamos que ingenieria viene de la palabra inge-
nio, asi lo he considerado en el desarrollo de mi vida profesional. La lengua caste-
llana lo define como “facultad en el hombre para discurrir o inventar con
prontitud y facilidad”. Como consecuencia entiendo que la ingenieria se convierte
en un arte. En el siglo XIX, se solia decir “Los Ingenieros del Rey” o “Cuerpo de
Ingenieros”. Antonio Vallecillo, escritor militar de esa época, comentaba que ese
nombre ya habia arraigado, extendiendo la denominacion a Francia e Inglaterra,
con “La Genie” y “Royal Engineers”.

El que las guerras siempre estén presentes en la historia de las relaciones entre
los hombres, hay quien lo considera como un tema de caracter axiomatico. Se
establece en el proceso histdrico una actuacion entre los ingenieros militares y
civiles, pues van apareciendo ingenieros que actian como tales, pero no tienen
cargo en la milicia. Los Reyes Catolicos dispusieron del mas famoso ingeniero de
su época: D. Pedro Navarro (1460-1528), que impuso con el uso de la polvora en
las minas, el que ninguna fortaleza se pudiera considerar a salvo de los ataques de
las tropas espafiolas. Se citan como espectaculares las conquistas en Napoles. Es
importante sefialar el proceso que comienza con Carlos I (1516-1556), hasta la
organizacion del Cuerpo de Ingenieros en 1711.

En la época del Renacimiento, la fortificacion adquiere un gran desarrollo en
Italia, apareciendo “ingenieros” como los hermanos San Gallo, Giorgio, S. Miche-
lle y el gran Leonardo da Vinci. Algunos de estos ingenieros italianos vinieron a
Espafia al servicio de los Monarcas y al amparo de ellos, se formaron muchos
Ingenieros y Artilleros espafioles. Citamos a titulo de ejemplos a:

-El tratadista militar del siglo XVI Pedro Luis Scriva, que escribio sobre Forti-
ficacidn e Ingenieria Militar en 1538. Fue constructor del castillo de San Telmo
de Napoles y de L"Aquila.

-Juan Bautista Antonelli (1561-1583). Dirigi6é y construyd muchas fortifica-
ciones en nuestras costas, entre las que vamos a destacar: Las murallas del castillo
de Pefiiscola y el castillo de Santa Barbara de Alicante.

-Batista (o Bautista), hermano de Antonelli, redacta bajo las 6érdenes de Felipe
IT el “Plan General de Fortificacion del Caribe”. La mayor parte de las fortifica-
ciones de Centroamérica se debe a €l. Citamos: fortaleza del morro de la Habana,
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San Juan de Puerto Rico, las de Cartagena de Indias, San Juan de Ulua en Méjico.
Citamos también a Cristobal de Rojas (1555-1614), capitan espaiiol, y al que po-
nemos como el mas importante ingeniero militar de la segunda mitad del siglo
XVI, escribio la “Teoria y practica de fortificacion” en 1598, se le atribuyen las
construcciones de la mayor parte de las fortificaciones de Cadiz. Se tiene constan-
cia de que en las obras del Escorial, actué como ayudante de Juan de Herrera.

En 1582 a instancias del arquitecto Juan de Herrera y del ingeniero Tiburcio
Spanochi se creo la “Academia de Matematicas de Madrid”, aunque desaparecid
en 1625. Otras academias de Matematicas, existian fuera de la peninsula, siendo
la més importante la creada en los Paises Bajos, concretamente en Bruselas en
1675, siendo su director el Ingeniero Militar Sebastidn Fernandez de Medrano
(1646-1705), siendo la mas importante de Europa. A causa de la Guerra de Suce-
sion se da por desaparecida en 1706.

El Marqués de Verboom nombrado Ingeniero General, ingeniero flamenco al
servicio de Espafia origind segun el decreto de 17 de abril de 1711, firmado por el
Rey en Zaragoza, la creacion del Real Cuerpo de Ingenieros. En 1718 se publico
la Ordenanza del Cuerpo. Ya hemos citado en otro trabajo anterior que creo la
Academia de Matematicas y Fortificacion de Barcelona, que funcion6 hasta 1802,
en que lo hizo la de Alcal4d de Henares. Hacemos resaltar que el Marqués de Ver-
boom ( 4-julio-1710) afirma: “los oficiales de Ingenieros estdn mas expuestos a
los peligros de la guerra que cualquiera otros”. En la Guerra de la Independencia,
las fuerzas del Arma llegan a un total de 1054 hombres. Hay que hacer constar
que los zapadores de Alcaléd fueron la primera tropa organizada, y con su bandera
se proclamo la independencia del suelo patrio contra Napoledn y contra sus repre-
sentantes en Espafia, Murat y la Junta de Gobierno.

La actuacidn de los Ingenieros en la Batalla de Bailén, puente de Alcolea, bata-
llas de Rioseco, Espinosa de los Monteros, Uclés, voladura del puente de Alma-
raz, Almonacid, San Marcial y Tolosa es muy notable. Se interviene en el
segundo sitio de Zaragoza (20-12-1808 al 20-2-1809) y en el tercer sitio de Gero-
na (16-5-1809 al 11-12-1809). De la muerte de Fernando VII a la caida de Isabel
IT (1833-1868), podemos afirmar que el 13-9-1833 se instald la Academia de In-
genieros en Guadalajara, en el edificio que habia sido Real Academia de Pafios.
En el nuevo Reglamento de 1839, se exigia un examen de ingreso muy riguroso y
cuatro afios de estudio. Se consiguio que el nivel profesional de los oficiales de
Ingenieros fuese muy alto. Tanto que parte de sus componentes fundaron el Cuer-
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po de Ingenieros de Armamento y Construccidn. La participacion en la 1* Guerra
Carlista tiene lugar entre 1833 y 1840.

El General Antonio Remén Zarco del Valle, fue Ingeniero General durante
unos 15 afios, a partir de 1843, realizando en la Academia de Ingenieros impor-
tantes mejoras desde el punto de vista académico:

a) se redactan libros de texto, fomentando esta actividad entre el profesorado y
parte del alumnado.

b) se obligd a que varios profesores fuesen al extranjero, para complementar los
conocimientos y concretar nuevos puntos de investigacion.

c) se establecio un sorteo de mapas, instrumentos y libros entre todos los oficiales
del Cuerpo de Ingenieros.

d) se crea un concurso anual de premios para las Memorias, que escritas por ofi-
ciales de Ingenieros, mereciesen tal honor.

e) fue muy importante un negociado de correspondencia con el extranjero, cuya
finalidad era el intercambio de opiniones con otros técnicos afines a los temas
tratados.

f) una consecuencia del punto anterior era el fomentar el intercambio de visitas,
con los paises tratados.

El Memorial de Ingenieros fue un érgano de difusidon de técnicas y conoci-
mientos teoricos, siendo su primer encargado, el que llegaria a General de Divi-
sion José Almirante y Torroella, considerado como el primer escritor militar del
siglo XIX. Sali6 de teniente del Cuerpo en 1842, investigador notable. Creador de
la “Guia del Oficial de Campafia” como libro de texto, también del Diccionario
Militar e Historia Militar de Espaifia, entre otros.

Los temas de construccion van desarrollando principios matematicos, que se
independizan del trabajo original a realizar. Destacamos:

a) Trazado de caminos

El levantamiento del terreno, para el trazado, supone el corte horizontal del terre-
no por planos paralelos. La pendiente del camino marca la construccion tedrica de
triangulos, cuyo estudio en si provoca una concentracion geométrica de propieda-
des, cuya tendencia es la mejora del trazado. Constituyendo en si, un conjunto de
figuras formadas por triangulos y cuyas propiedades se estudian dentro del mas
puro estilo matematico.
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b) Edificaciones

La naturaleza de la edificacion para la defensa supone un conocimiento profundo
de los materiales tratados, y su composicién para mejorar su comportamiento,
tanto para su resistencia como su destruccion. Las leyes fisicas que aparecen en su
desarrollo comportan unas relaciones matematicas, que exigen una atencion muy
grande. De la mecanica del suelo, se desarrolla su comportamiento, constituyendo
actualmente una gran problematica en el seguimiento de las normativas que se
van aprobando. La matematica aparece como un lenguaje que busca en si misma
su propio desarrollo.

c) Embalses y conducciones de agua

Suponen el estudio de trazados, cuya rentabilidad seglin el fin que se proponen,
camina hacia el estudio de propiedades matematicas que hay que aplicar. Pode-
mos afirmar que el acercamiento a las Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, tiene
su nacimiento en el desarrollo de la Ingenieria Militar.

Hasta la fundacion de la Real Academia, la ensefianza de la ingenieria princi-
palmente se debe a los Ingenieros Militares y a los Ingenieros de origen civil, pero
formados en las Academias de Ingenieros Militares.

Llegamos, como consecuencia a 1847 y en el decreto (25-2-1847) se crea la
Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales. Es Ministro de Fomento,
Instruccién y Obras Publicas D. Mariano Roca de Togores, Marqués de Molins.
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Resena de libros

Ecuaciones Algebraicas: Extensiones de cuerpos y Teoria de Galois. José
F. Fernando, Jos¢ Manuel Gamboa. Ed. Sanz y Torres. Madrid, 2015, 348
pags. ISBN: 978-84-15550-98-3.

En muchas universidades la asignatura Ecuaciones Algebraicas forma parte de
los planes de estudio; por ejemplo, en la Complutense, en los Grados en Matema-
ticas y los dobles grados en Matematicas y Fisica, y Matemadticas e Informatica; y
se imparte a los estudiantes después de que estos hayan cursado la asignatura Es-
tructuras Algebraicas. En ésta se abordan una introduccion a la Teoria de Grupos
y el estudio de la divisibilidad y factorizacion en anillos conmutativos. La conti-
nuacion natural de este curso es por lo tanto una introduccion a las extensiones de
cuerpos y por ende a la Teoria de Galois.

El libro que resefiamos contiene mas informacidn que la que se puede explicar
en un curso ordinario, que frecuentemente se imparte en un cuatrimestre a razon
de cuatro lecciones semanales, una de las cuales se dedica a la resolucion de ejer-
cicios. Por ello los autores separan cuidadosamente los conocimientos que juzgan
esenciales, de aquellos cuya imparticion puede variar de un afio a otro y que pue-
de depender de la madurez matematica del alumnado y del gusto del profesor que
ensefie la materia.

Resumimos el contenido del curso siguiendo su hilo argumental. Su parte ini-
cial esta constituida por un primer capitulo acerca de los rudimentos sobre exten-
siones de cuerpos, en el que se pone énfasis en la transitividad del grado y de la
algebricidad, y un segundo en el que se introducen las nociones de cuerpo de des-
composicion y cierre algebraico y se demuestra el Teorema del elemento primiti-
vo. En los Capitulos cuarto y sexto, que constituyen el nucleo del curso, se
estudian las extensiones de Galois finitas de cuerpos de caracteristica cero. Ade-
mas del Teorema fundamental se calculan los grupos de Galois de algunos poli-
nomios distinguidos; por ejemplo los ciclotomicos y aquellos cuyo grado es
menor o igual que 5.

En el Capitulo 7 se recogen algunas aplicaciones; entre ellas la resolubilidad
por radicales y las construcciones con regla y compas. El Capitulo tercero se de-
dica a las extensiones transcendentes; se demuestra el Teorema de Steinitz y la
transcendencia de 1 y e. Por ultimo, en el Capitulo 5 se estudian los cuerpos fini-
tos, lo que en particular incluye una prueba de la Ley de Reciprocidad cuadratica.
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Una parte esencial del libro es la seleccidon de 137 ejercicios, todos ellos re-
sueltos. Buena parte de ellos esta elegida para certificar que quien estudia el texto
ha adquirido los conceptos y las técnicas que en €l se presentan, pero la resolucion
de otros constituye un reto para alumnos y profesores.

José Javier Etayo Gordejuela

Problemas de Oposiciones. Matematicas. Tomo 7. Francisco Baena, José
M. Gamboa, Braulio de Diego, Agustin Llerena, M* Belén Rodriguez, José
M Lorenzo y Bruno Salgueiro. Editorial Deimos. Madrid, 218 pags, 2015,
ISBN: 978-84-86379-91-9.

Fiel a su cita con los lectores, la Editorial Deimos ha publicado, con el titulo
de “Problemas de Oposiciones. Matematicas. Tomo 7”, un volumen que recoge
las soluciones presentadas por los siete autores a los problemas propuestos en las
oposiciones al Cuerpo de Profesores de Ensefianza Secundaria celebradas en el
afio 2015. Completan asi el camino iniciado por los profesores Braulio de Diego y
Elias Gordillo en el afio 1969. El libro va dirigido a todos aquellos que disfrutan
resolviendo problemas de matematicas y, muy especialmente, a quienes pretenden
superar con €xito las oposiciones a las que acabamos de hacer referencia.

Al 1gual que en el tomo anterior en €ste se presentan, Unicamente, las solucio-
nes a los ejercicios propuestos en la ultima convocatoria. Asi el libro no es volu-
minoso y su precio es muy asequible. Ambos aspectos animan al lector a
consultar las soluciones después de intentar obtenerlas por si mismo. El porcenta-
je de problemas propuestos en esta convocatoria que ya lo habian sido en alguna
convocatoria anterior ha sido mas elevado que nunca. Eso ha obligado a los auto-
res a buscar, y encontrar, nuevas soluciones. Como es ya usual en los libros de
esta coleccion se exponen varias soluciones sustancialmente distintas de un mis-
mo problema, y la exposicidon suele venir acompaiada, si el problema asi lo re-
quiere, de la fundamentacion tedrica en la que se apoya.

Como todos los libros que configuran esta coleccion, éste ha sido escrito con la
intencion de ayudar al que se presenta a las oposiciones a encontrar las “lineas
maestras” en la resolucioén de problemas de esta naturaleza.

La exposicion es clara, y en la misma se emplean numerosas y muy cuidadas
figuras que resultan ttiles para una mejor comprension.

José Javier Etayo Gordejuela
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Divulgacion. Innovacion en la enseiianza de las ciencias. Varios autores.
Editorial Q. La Coruiia, 2015, 208 pags. ISBN Edicion digital: 978-84-
15575-05-4.

“Divulgacion. Innovacion en la ensefianza de las ciencias”, es el titulo del libro
que recoge experiencias innovadoras, reflexiones, actividades y metodologias
relacionadas con “otras formas de ensefiar la ciencia”. En esta publicacion quere-
mos establecer el nexo ensefar-aprender, a través de la divulgacion, transformén-
donos los profesores en divulgadores llevando la ciencia al aula y sacando el aula
a la ciencia, haciendo de nuestros alumnos divulgadores y aprovechando los re-
cursos que nos ofrecen instituciones cientificas, universidades, centros de investi-
gacién, museos, asociaciones culturales, empresas, etc. Para conseguir estos
objetivos, debemos ampliar la nocion de aula mas alla del espacio fisico conteni-
do entre las paredes de un recinto académico, de forma que toda la sociedad se
convierta en agente educativo que prepare a nuestros alumnos para el mundo la-
boral y social actual, con los conocimientos cientificos, técnicos y €ticos necesa-
110s.

Para alcanzar los objetivos propuestos, la estructura para desarrollar el proyec-
to se ha agrupado en varios bloques:

Bloque de Articulos: En los primeros capitulos del libro se habla de Scientix, un
proyecto de European Schoolnet cuyo objetivo principal es dar cobertura a las
buenas practicas en la ensefianza-aprendizaje de las ciencias. Aunque sélo lo di-
cho es suficiente para justificar su introduccion en este libro, ademads, algunos de
los autores estamos vinculados a este proyecto como Embajadores, lo que nos ha
permitido estar en contacto con las lineas y tendencias de investigacion e innova-
cion en la ensefianza-aprendizaje de la ciencia en Europa. Asi que, como no, os
invitamos a visitar el portal, utilizar los recursos y conocer los proyectos que estan
a disposicién de todos, ademas de invitaros a formar parte de la Comunidad
Scientix: http://www.scientix.eu

Otro apartado de este bloque lo componen los capitulos de autores, docentes e
investigadores, que nos relatan sus impresiones desde distintos dmbitos educati-
vos y sociales. Como es ldgico, encontraremos puntos de concordancia y similitu-
des en sus reflexiones, pero cada uno de ellos ha aportado su matiz personal y
punto de vista desde su contexto. Se trata de compartir una reflexion, una activi-
dad, un proyecto o una forma de hacer. Un capitulo que no podia faltar es el dedi-
cado a las mujeres investigadoras y divulgadoras. Sirva como homenaje al papel
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tan importante de la mujer en el mundo de la ciencia, la divulgacion y la ensefian-
za (entre muchos otros). De la mano de su autora, profesora y artista muy impli-
cada en el proyecto, se puede disfrutar también de la belleza de las ilustraciones y
disefio.

Blogque de Jovenes investigadores: Hemos querido recoger en el proyecto las opi-
niones de aquellos estudiantes, que en su dia emprendieron proyectos colaborati-
vos innovadores guiados por algin profesor y que ahora pueden hacer una
reflexidn retrospectiva y compartirla con los lectores. Los profesores hemos dedi-
cado tiempo y esfuerzo coordinando proyectos con alumnos, muchas veces fuera
de nuestro horario lectivo. Ademas de la satisfaccion personal, ;jha influido en el
desarrollo de nuestros alumnos y alumnas? Leeremos la reflexion de algunos an-
tiguos alumnos a ver si nos resuelven esa duda. Es interesante para todos los que
nos dedicamos o estamos relacionados con la enseflanza de la ciencia, conocer de
primera mano el impacto que puede tener en los jovenes las nuevas metodologias
como el trabajo colaborativo y el trabajo en proyectos. Al mismo tiempo, espera-
mos que esta reflexidon pueda servirnos como sugerencia en el emprendimiento de
nuevos proyectos.

Bloque de Entrevistas: Cerramos los contenidos de este libro con un bloque de
entrevistas a personas vinculadas con el mundo de la investigacion y la divulga-
cion que nos aportan su vision de la importancia de la integracion de la divulga-
cion y en general de nuevas metodologias de ensefianza de la ciencia.

Descarga del libro: http://scientix.fecyt.es

Miguel Angel Queiruga Dios
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Instrucciones para el envio de originales
para su publicacion en el Boletin

Los originales de articulos, problemas, resefias de libros, congresos, etc., deben
enviarse en formato electronico, del modo especificado a continuacion.

Formato: Para facilitar la impresion es preferible usar procesador Word o LaTex.

En caso de usar Word

El formato de texto debe ser 17cm(alto) x 12.8cm(ancho), exactamente como este
archivo. Configuracion de pagina con madargenes: superior 3cm; inferior 9,7cm;
izquierdo 4,1cm; derecho 4,1cm; encuadernacion Ocm. Todo en el estilo de letra
Times New Roman con “Interlineado sencillo” (en vez de multiple).

Los articulos comenzaran con el titulo en minasculas de 16 puntos en el estilo
de letra usual; debajo el nombre de autores en mintsculas de 12 puntos en estilo
de letra negrita; debajo la referencia de su departamento o institucion de trabajo
en 11 puntos en el estilo de letra usual; y debajo la direccion de correo electronico
en estilo de letra Courier New en 11 puntos.

A continuacién la palabra Abstract, en minusculas de 12 puntos en estilo de
letra negrita y debajo su contenido en inglés el tamafio de letra de texto 11 puntos
en estilo italica o cursiva, estrechado a ambos lados aproximadamente 1 cm.

Los epigrafes de seccion numerados (excepto el de introduccién que ird sin
numerar), en mindsculas negritas en 12 puntos, sin punto final. Las subsecciones
se numeraran con dos digitos separados por un punto. La primera linea posterior
al titulo de seccidn o subseccion no se indentara. Después de cada punto y aparte
no se dejard ninguna linea en blanco y la siguiente linea se indentaré s6lo 5 espa-
cios (tal como en estas instrucciones).

La bibliografia al final, sin palabras completas en mayusculas, con los titulos
de libros o articulos en italica, no incluyendo nada mas después de la bibliografia.

En caso de usar Latex

Usar estilo "article" en 11 puntos y, por lo demas, tener en cuenta lo indicado para
usuarios de Word. Para la direccidon de correo electronico usar el tipo de letra \tt.

Si se usan paquetes especificos de Latex distintos de los usuales, deberan in-
cluirse los archivos correspondientes a esos paquetes.
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Respecto de las Figuras

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador, debiéndose
evitar los bosquejos a mano alzada). Seran incluidas en el lugar apropiado del
texto y en el tamafio en que deban ser impresas. Las figuras deben llevar debajo
numeracion (Figura 1, Figura 2, ...), para referirse a ellas en el texto. No debe
escribirse texto a ninguno de los lados de la figura, ni a la izquierda ni a la dere-
cha (es decir, las figuras no deben intercalarse en el texto)

Reseiias de libros

Las resefias de libros, se enviaran como suelen aparecer en el Boletin, terminando
con el nombre del autor de la resefia.

Envio de originales

Se enviara en formato electronico a nuestra cuenta puigadam@mat.ucm.es
o bien en un CD o disquete formateado para PC compatible.

De otro modo, también puede enviarse impreso en papel por via postal a la
sede de nuestra Sociedad, cuya direccion que figura en la pagina 2 del Boletin.
Pero, una vez aceptado para su publicacion, se ha de enviar el correspondiente
archivo en formato electrénico en la forma anteriormente indicada.

Seleccion de originales

Seran evaluados por revisores, expertos del mundo académico sobre el tema, que
decidiran sobre la originalidad, calidad y ajuste a la linea general del Boletin. Si
se considera oportuno, se pedird a los autores que reduzcan su extension o hagan
algunas modificaciones en su contenido.

Adquisicion de numeros atrasados de nuestro Boletin

Los numeros atrasados del Boletin, de los cuales existan ejemplares sobrantes,
podran ser adquiridos al precio de coste de diez euros ejemplar. Los numeros de
los que atn quedan algunos ejemplares sobrantes son del 39 en adelante.

El importe puede ser abonado mediante transferencia a la cuenta de la Socie-
dad, ES58 3025 0006 2114 3326 8241, domiciliada en la entidad bancaria Caja
de Ingenieros, c¢/. Carranza, 5 Madrid-28003 (o bien mediante un cheque a nom-
bre de la Sociedad).

La carta de peticion se enviara a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la
pagina 2 de este numero del Boletin. En la carta se indicara el nimero o numeros
a adquirir, incluyendo en ella la direccion a donde se han de enviar y el corres-
pondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.

95



BOLETIN DE INSCRIPCION EN LA SOCIEDAD
«PUIG ADAM» DE PROFESORES DE MATEMATICAS

DD e Teléf.: o,
DIIECCION. ..ot e e s e e s et s e e e e s ee s eesaeee s reese
Ciudad: ..o, Cod. Postal: ..., E-mail: oo
CONIO A€ tTADAJO: ....oooooeeee st

SOLICITA EL INGRESO COMO SOCIO DE NUMERO DE LA SOCIEDAD.

Con esta fecha autorizo al BANCO: ..o
Direccion de 12 SUCUISAL: ..ottt ettt
para que cargue en mi cuenta: ............... [ e [ e [ e /.
los recibos de las cuotas correspondientes al afio 2016 y siguientes.

Fecha: ... A€ e de 2016

La cuota anual fue establecida en la Asamblea 2012 (como ya se anuncio en el Boletin n° 91) en
51 euros para socios individuales y 62 para institucionales (que incluyen la cuota de la Federacién
de Sociedades, que envia a nuestros socios la revista SUMA).

Quienes prefieran abonar la cuota mediante transferencia pueden hacerlo a la c.c. de nuestra Socie-
dad, domiciliada en la entidad bancaria:

CAJA DE INGENIEROS
¢/. Carranza, 5 - 28004 Madrid
cc. ES58 3025 0006 2114 3326 8241

ORDEN DE DOMICILIACION EN LA ENTIDAD BANCARIA

Fecha: .o BANCO: .ot
Sucursal 0 AENCIA: .....cooovvoiriereee s I oo
DIFECCION A@ ©SLAL ..ottt sttt
RUEGO ABONEN con cargo a mi cuenta: ................ [ e [ . [ e /.

los recibos de mi cuota anual de la Sociedad “Puig Adam”, de profesores de Matematicas hasta
nueva orden. Les saluda atentamente:
Firma:

NOMDBIE ¥ APCIIIAOS: ...oooooooo sttt

DITCCCION: ....ooooee e
Remitanse ambas partes (toda esta pagina) a nuestra sede:

Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Matematicas

Facultad de Educacion (Dpto. de Algebra)

C/ Rector Royo Villanova, s/n. Ciudad Universitaria. 28040 Madrid.

96



