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Acta de la Asamblea General Ordinaria
de 2015 de la Sociedad Puig Adam
de Profesores de Matematicas

En la Facultad de Matematicas de la UCM, sita en la Ciudad Universitaria, a las
doce horas del dia 11 de abril de 2015, en segunda convocatoria, reunidos los
miembros de la Sociedad, bajo la presidencia de D. José Javier Etayo Gordejuela,
dio comienzo la Asamblea General Ordinaria del afio dos mil quince.

Se desarrolld con arreglo al siguiente
ORDEN DEL DiA
1. Lecturay aprobacion, si procede, del acta de la sesion anterior.

Se procede a la lectura del acta de la Asamblea de 26 de abril de 2014, que queda
aprobada por unanimidad.

2. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad.

El Presidente informa que desde la Asamblea anterior se han publicado los
numeros 97, 98 y 99 del boletin. Los numeros 97 y 98 se han dedicado de forma
especial a la memoria de los profesores Julio Fernandez Biarge y Alberto Aizptn
Lopez.

También informa de los concursos Puig Adam, Intercentros y de la participacion
de la Sociedad en la fase regional de la LI Olimpiada Matemadtica Espaiiola.

Puig Adam. El XXXIII Concurso de Resolucién de Problemas Puig Adam se
celebrara el 13 de junio de 2015, se espera una buena participacién como otros
afos. En el Boletin nimero 98 se da cuenta del desarrollo del XXXII Concurso.

Intercentros: Al igual que otros afios se celebro el XIV Concurso en el penultimo
sabado de noviembre en la Facultad de Matematicas de la UCM. Con una buena
participacion de centros y estudiantes de nuestra Comunidad. En el Boletin n® 99
aparece una resefia de los resultados del X1V Concurso Intercentros.

Concurso de Primavera: También se informa que el sdbado 18 de abril se celebra-
ra el XIX Concurso de Primavera de Matematicas de la Comunidad de Madrid.




Este afio participaron 43.248 alumnos en la primera fase del Concurso, que se
realiza en los 527 Centros Escolares inscritos, y el dia 18 de abril estan invitados a
participar 3.469 alumnos en la 2* fase del Concurso en la Facultad de Matematicas
de la UCM. Hay que destacar que algunos miembros del equipo organizador del
Concurso son miembros de la Sociedad.

3. Informe del Tesorero. Presentacion y aprobacion, en su caso, de las cuentas
de ingresos y gastos.

El Tesorero, D. Fernando Lison Martin, reparte entre los asistentes la documentacion
relativa a los movimientos de tesoreria, explicando detalladamente los ingresos apun-
tados y los gastos efectuados. Se someten a aprobacion las cuentas desde el 5 de abril
de 2014 al 10 de abril de 2015. Pasando a la votacidn quedan aprobadas por unanimi-
dad.

Se propone la eliminacién de un Boletin al afio, dejando la publicacion en dos boleti-
nes, el de abril y el de octubre, por problemas de financiacion. Con este cambio se
evita el que un socio se dé de baja y reciba el boletin de febrero. Se somete a votacion
y se aprueba por unanimidad.

4. Eleccion de nuevos cargos directivos.

El Presidente manifiesta que procede el cese de un miembro de la Junta Directiva de
la Sociedad, el Vocal D. Eugenio Roanes Lozano. Se pasa a la nueva eleccion, que-
dando reelegido D. Eugenio Roanes Lozano.

5. Asuntos de tramite:

Se recuerda que el 13 de junio se celebrard el XXXIII Concurso de Resolucion de
Problemas Puig Adam y se agradece la colaboracion de todos los patrocinadores del
Concurso.

6. Ruegos y preguntas:
No hay.

Sin mas asuntos que tratar, el Presidente levanta la sesion a las doce y treinta y nueve
minutos del dia de la fecha arriba indicada.

V° B° El Presidente El Secretario



Aviso muy importante

Como se recoge en la correspondiente acta, la Asamblea General de Socios
aprobd que a partir del presente afio 2015 se publicaran dos niimeros anuales de
nuestro Boletin. Para adoptar dicha decision, la Asamblea considerd dos razones
fundamentales. La primera es la disponibilidad de originales de la suficiente cali-
dad, que aconseja moderar el ritmo de aceptacion, como ya ha ocurrido en otras
publicaciones similares. Por otra parte, razones econdmicas han aconsejado tam-
bién tomar esta decision. La edicion del Boletin constituye el gasto fundamental
de nuestra Sociedad, cuyos ingresos se reducen, légicamente, a las cuotas de los
propios socios. El andlisis de las cuentas de los ultimos afios ha dejado claro que
¢sta era, en las circunstancias actuales, una decisidn necesaria para equilibrar las
cuentas.

En consecuencia, el presente numero sera el ultimo que aparecerd en el afio
2015. A partir del proximo afio 2016, los dos nimeros se publicaran en los meses
de abril y de octubre. Con esta cadencia se consigue que para la edicidon del pri-
mer nimero del afio se haya cobrado ya el recibo correspondiente, con lo que se
habra depurado la lista de socios, y ademds se tendran los ingresos necesarios
para afrontar los gastos de la Sociedad, en especial la propia publicacion. De este
modo, recordamos, el proximo Boletin aparecera en abril de 2016.

XIX Concurso de Primavera de Matematicas

Manthano: yo aprendo  Mathema: conocimiento  Mathematikos: estudioso

jHemos cumplido diecinueve ediciones! El concurso de Primavera es, sin duda,
la gran fiesta de las matematicas de la Comunidad de Madrid. Y todos los que de
alguna manera participamos en ella, nos sentimos orgullosos: jbuen trabajo!

En la primera fase de esta edicion participaron 43250 estudiantes de 527 cen-
tros educativos de la Comunidad de Madrid. La segunda fase, celebrada en la Fa-
cultad de Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid el sabado 18 de
Abril, congreg6 a 3704 alumnos.



La etimologia de las palabras esconde algunas sorpresas bastante curiosas. Si
alguna vez estais aburridos os recomiendo que echéis una ojeada al Breve Diccio-
nario Etimologico de la Lengua Castellana de Joan Corominas. Podéis jugar a
abrirlo al azar y leer las etimologias de las paginas afortunadas. Hay una probabi-
lidad de 1/313 de que os topéis con el término matemadtico y ahi se explica que
proviene del griego manthano (yo aprendo). Aqui me paro.

Nosotros, los organizadores de este concurso, tenemos una idea clarisima: la
resolucion de problemas es el alma de las matemadticas. Yo aprendo enfrentan-
dome a los problemas. Tu aprendes...

Problema 1. Una machacona cancion dice: Un pasito pa’lante Maria, un pasito
pa’tras. Un pasito pa’lante Maria, dos pasitos pa’trdas. Un pasito pa’lante Maria,
tres pasitos pa’tras... Si Maria cayd exhausta al terminar la estrofa: Un pasito
pa’lante Maria, veinte pasitos pa’trds, ;cuantos pasos le separaban del punto en
el que comenzo a bailar?

A)0; B)l: (O)19; D)20; E)190

Problema 2. Por alld viene Don Retorcido hablando solo y parece emocionado,
shhh, a ver si podemos escucharle: "jbiennn!, acabo de inventarme otro problema
para el Concurso de Primavera, je je, creo que van a picar como sardinillas...: su-
mando uno y después dos, voy formando esta serie: 3 4 6 7 9 10 12..., ;cual
de los siguientes nimeros no aparecera en ella? Je je je."

A) 2013 ; B) 2014 ; C) 2015 ; D) 2016 ; E) 2017

Problema 3. Cada uno de los siete dias de la semana, Isa hace exactamente un
deporte. Corre tres dias, pero nunca dos dias consecutivos. Los lunes juega a
baloncesto y los miércoles a voley. También hace natacién y juega al tenis pero
nunca juega al tenis el dia siguiente de correr o nadar. ;Qué dia de la semana hace
natacion?

A) DOMINGO ;

Problema 4. Dividimos un rectdngulo en seis cuadrados como se muestra en la
figura siguiente. En ella se muestran las areas de dos de ellos. ;Cudl es, en cm, el
perimetro de dicho rectangulo?

A) 50 B) 44 C) 46 D) 52 E) 48

P



36 cm?

25 cm?®

En sefial de agradecimiento a todos los estudiantes, profesores y familiares, he
aqui el cuadro de honor de esta edicion:

PRIMER NIVEL (5°y 6° de Primaria)

1%, Jimena Lozano Simoén. 6° Primaria, Colegio Alemdn, Madrid

2°, Sergio Pérez Plaza. 5° Primaria, Colegio Agustiniano, Madrid

3% Miguel Soto Martin. 6° Primaria, Colegio Miguel de Cervantes, Tres Cantos
3°. Raul Sanz Belmar. 6° Primaria, Colegio Pedro Bazdn, Leganés

SEGUNDO NIVEL (1°y 2° ESO)

1°. Pablo Soto Martin. 2° ESO, IES José Luis Sampedro, Tres Cantos
2°. David Sanchez Gonzélez. 1° ESO, IES Francisco Umbral, Ciempozuelos
3°. Lucas Cuesta Araujo. 2° ESO, /ES Blas de Otero, Madrid

TERCER NIVEL (3°y 4° ESO)

1°. Alejandro Epelde Blanco. 3° ESO, Montessori School, Los Fresnos
2°, Saul Rodriguez Martin. 4° ESO, Colegio Villa de Grinon, Griiidbn
2°. Pablo del Olmo de Casas. 4° ESO, IES Las Canteras, Collado Villalba

CUARTO NIVEL (1° y 2° Bachillerato)

1°. Ismael Sierra del Rio. 2° Bach, /IES San Mateo, Madrid

1°. Daniel Puignau Chacén. 1° Bach, IES Alameda de Osuna, Madrid
3°. Marc Isern Hacker. 2° Bach, Colegio Alemdn, Madrid

3° Gonzalo Gomez Abejon. 2° Bach, IES Ramiro de Maeztu, Madrid

Esteban Serrano Marugan
Miembro del Comité Organizador del
Concurso de Primavera de Matematicas



XXXIII Concurso “Puig Adam” de

Resolucion de Problemas de Matematicas

Una vez mas, afio tras afio desde 1983, en los primeros dias de junio tuvo lugar
el Concurso de Resolucion de Problemas de Matematicas patrocinado y organiza-
do por esta Sociedad.

Como viene siendo habitual, las pruebas se desarrollaron, durante la mafiana
del sabado 13, en los locales de la Facultad de Ciencias Matematicas de la Uni-
versidad Complutense de Madrid siguiendo las bases del concurso convocado en
nuestro Boletin n°® 99.

En esta ocasion y a pesar de que tuvimos una espléndida mafiana de primavera,
el nimero de participantes fue algo menor que en afios anteriores, apenas llegaron
a 60. No obstante, nuestros asiduos participantes de la Comunidad Valenciana,
acompafiados por el profesor Antonio Ledesma, no faltaron a la cita.

Nos preguntamos: ;/Es buena esta fecha para la celebracion del concurso?

Por una parte parece adecuada porque los participantes ya han finalizado los
programas de las materias propias de los niveles del concurso, pero por otra, en
estos dias de junio se encuentran inmersos en exdmenes finales.

iDificil disyuntiva para resolver!

En cuanto a la dificultad de la prueba solamente decir que el 2° nivel (4° de
E.S.O.) resulto ser mas dificil de lo habitual con puntuaciones mas bajas, debido
principalmente al problema n° 1. Sin embargo en el tercer nivel (1° Bach.) dos de
los concursantes alcanzaron la puntuacion méxima.

La entrega de premios y diplomas tuvo lugar el mismo dia del concurso a las
19 horas. En ese acto, nuestro Presidente dirigi6 unas palabras de felicitacion a los
participantes, especialmente a los premiados, y agradeci6 su labor a todos los que
han contribuido al éxito del Concurso. Les dio d&nimos para seguir participando y
se despidid hasta el afio préximo.

La foto a continuacion fue tomada durante la entrega de Premios a los ganado-
res del Concurso.



La relacidon de ganadores de esta edicion del XXXIII Concurso de Resolucion
de Problemas de Matematicas es la siguiente.

Primer nivel (3° de E.S.O.)

1. Andrés Gutiérrez Jaime (Colegio Aleman de Valencia)
2. Noryne Ridouane (IES Manuel Fraga)
3. Diego Sierra Corredera (Colegio San José del Parque)

Segundo nivel (4° de E.S.O.)

1. Sail Rodriguez Martin (Colegio Villa de Grifion)
2. Francisco Tomas-Valiente Jorda (IES Ramiro de Maeztu)
3. Diego Carbonié del Burgo (Colegio Villa de Grifién)
3. Junyu Zhou (IES Narcis Monturiol)

10



Tercer nivel (1° de Bachillerato)

1. Javier Gonzalez Dominguez (IES San Juan Bautista)
1. Daniel Puignau Chacén (IES Alameda de Osuna)
3. Berta Garcia Gonzalez (IES San Juan Bautista)
3. Ismael Morales Lopez (IES Al-Satt)

En la foto a continuacion aparecen los ganadores mostrando sus diplomas,
junto a los profesores, miembros del equipo directivo de la Sociedad “Puig
Adam”, que calificaron los ejercicios resueltos por los participantes.

Nuestro agradecimiento también a Almudena, la Sra. de nuestro Presidente,
que como en afios anteriores, tomo las fotos aparecidas anteriormente.

Joaquin Hernandez Gomez
y Juan Jesus Donaire Moreno



Problemas propuestos en el XXXIII Concurso

NIVEL1 (3° de E.S.O.)

Primera parte (/ hora 30 minutos)

Problema 1 (7 puntos)

En la siguiente posible suma cada letra representa un digito (0, 1, 2,..., 9), letras
diferentes representan digitos diferentes y ninguno de las tres nimeros empiezan
por cero. Encuéntrala o demuestra que no existe tal suma.

SEVEN
+ ONE

EITGHT

Problema 2 (7 puntos)

En la figura siguiente puedes observar:
e Dos semicircunferencias iguales de diametros AC = CB = 10 cm.
e Una circunferencia de centro O tangente a las dos semicircunferencias ante-
riores y también tangente a los arcos de centros A y By radio 4B.
Calcula el radio de esta circunferencia de centro O.

AN

12



Segunda parte: problema encadenado (1 hora 30 minutos)

Problema 1A (7 punto)

Si P, U, I, G son enteros positivos tales que P>+ U*=20 y I*+ G*=10,
obtén el producto P-U-I-G.

Problema 2A (1,5 puntos)

Sea T la respuesta del problema anterior. Inscribimos en una circunferencia un
poligono regular de » lados. En la figura siguiente observamos que Py Q son
vértices consecutivos del poligono y 4 es otro vértice de dicho poligono tal que

APQ = AQP = T-PAQ. Calcula el valor de n.
A

Problema 3A (2 puntos)

Sea T la respuesta del problema anterior.

Para sumar fracciones no siempre es la mejor forma escribirlos con el mismo de-
nominador. Si descompones habilmente cada una de las fracciones podras obtener
de una manera fécil la suma siguiente.

1 1 1 1
—t—t—t.
26 12 T(T +1)

13



Problema 1B (! punto)
Calcula el mayor divisor primo de 15! — 13! (Nota. 6! es el producto 6-5-4-3-2-1)

Problema 2B (1,5 puntos)
Sea T la respuesta del problema anterior. Si el lado del octogono regular ABC-

DEFGH es % , obtén el valor de AC* — AD.

Problema 3B (2 puntos)

Sea T la respuesta del problema anterior y m = 300-7. Calcula el nimero de dos
cifras (4B) tal que 3-(BA) + (4B) = m.

Problema 4 (5 puntos)

Sea %, irreducible, la respuesta del problema 3A, b la respuesta del problema 3B

y m la media aritmética de los enteros positivos a, b y c.

Sea § wuna lista de enteros positivos, no necesariamente distintos, entre los que
esta el nimero m. La media aritmética de los nimeros de S es 39. Sin embargo, si
quitamos de la lista el nimero m, la media aritmética de los restantes nimeros de
la lista es 37. ;Cudl es el mayor nimero que puede aparecer en S?

NIVEL II (4° de E.S.O.)

Primera parte (/ hora 30 minutos)

Problema 1 (7 puntos)

En la figura siguiente se observa un segmento circular en el que M es el punto
medio de la cuerda AB. Los segmentos MN y PQ son perpendiculares a la cuerda.
Sit MN =10, PO =9y PB =27 determina la longitud de la cuerda 4B.

N _Q

-

A M P B

14



Problema 2 (7 puntos)

En cierta competicidn matematica por equipos, de tres componentes cada equipo,
se exige que los equipos sean mixtos. Con los alumnos de 4° de ESO del “Club de
Matematicas” de mi instituto se pueden formar 25 equipos diferentes con esas
caracteristicas. ;Cuantos estudiantes de 4° de ESO hay en el “Club de Matemati-
cas”?

Segunda parte: problema encadenado (/ hora 30 minutos)

Problema 1A (7 punto)

Lanzamos al aire una moneda equilibrada » veces. Calcula el menor valor de »
para el que la probabilidad de que la moneda muestre todas las veces lo mismo, es
decir, siempre cara o siempre cruz, sea menor del 10 %.

Problema 2A (1,5 puntos)

Sea T la respuesta del problema anterior. Calcula el menor entero positivo » para

que en el dominio de la funcién f(x)=+—-x%—-2x+n haya al menos T enteros
positivos.

Problema 3A (2 puntos)

Sea T la respuesta del problema anterior. Calcula el menor nimero real positivo x

[x]

tal que

=T . (Recuerda: [x] representa la parte entera de x)

Problema 1B (I punto)

Los vértices del pentagono ABCDE son los puntos A(0, 0), B(2, 0), C(6, 6), D(2,
6)y E(0, 2). Calcula su area.

Problema 2B (1,5 puntos)

Sea T la respuesta del problema anterior. La longitud de la diagonal de un rectan-
gulo cuyas dimensiones son las soluciones de la ecuacién x?>-3Tx+T2 =0 se

15



puede expresar como avb en donde a y b son enteros positivos. Calcula el mayor
valor posible de a.

Problema 3B (2 puntos)

Sea T la respuesta del problema anterior. En el trapecio rectdngulo ABCD de la
figura siguiente, el lado DC mide 7 cm y las bases AD =3 cmy BC =15 cm. Si
DK = CK, ;cudl es la longitud, en cm, del segmento AK?

A D

W X

Problema 4 (5 puntos)

a b . . . .
Sean = y b—1 (fracciones irreducibles) las respuestas correspondientes a los

a 2
problemas 3A y 3B, respectivamente. En una fiesta todos se saludan entre si una
vez, excepto Pedro que se tuvo que ir antes de que llegaran algunos y no pudo
saludar a todos. Si hubo en total (a; + a, + b, + b,) saludos, calcula el nimero de
personas que saludaron a Pedro.

NIVEL III (1° de Bachillerato)

Primera parte (1 hora 30 minutos)

Problema 1
Se consideran los vectores U = [TB], V= [ﬁi] y w= [E] determinados por cua-

tro de los vértices del octogono regular ABCDEFGH. Si escribimos el vector w
como W =au+bv para un unico par (a, b) de niumeros reales, ;cual es ese par?

16



Problema 2

Para cada entero positivo k se considera la progresion aritmética infinita S; cuyo
primer término es & y su diferencia k. Por ejemplo S; = {3, 12, 21, 30,...}. Calcu-
la la suma de todos los & tales que 306 es un elemento de S;.

Segunda parte: problema encadenado (! hora 30 minutos)

Problema 1A (] punto)

Si ¢ es un angulo tal que 0° < ¢ < 180° y sen16°-cos286° — cos16°-sen(—106°) =
sen @, ;cual es el médulo del nimero complejo cos ¢ + isen ¢?

Problema 2A (1,5 puntos)

Sea T la respuesta del problema anterior. Sean x e y numeros reales tales que
[x+y —T|+|x—y+11=0. Calcula el valor de y.

Problema 3A (2 puntos)

Sea T la respuesta del problema anterior. La grafica de la funcidén y = f{x) es simé-
trica tanto respecto de la recta x = 4 como respecto del punto (8, 7). S1 3, 7) y
(11, k) son puntos de la grafica, calcula el valor de k.

Problema 1B (! punto)

Dos circulos concéntricos verifican que el area del pequefio es igual al area de la
corona circular que determinan. Si el radio del circulo pequefio es 1 cm, calcula la
longitud de un segmento tangente al circulo pequefio cuyos extremos son puntos
de la circunferencia que delimita al circulo mayor.

Problema 2B (1,5 puntos)

Sea T la respuesta del problema anterior. En el rectangulo ABCD de la figura si-
guiente, AD = T, E'y F son los puntos medios de los lados AB y DC respectiva-

mente, los arcos DGE y CHE tienen por centro los vértices 4 y B
respectivamente y G y H son puntos de la mediatriz del segmento EF. Si la longi-

tud del segmento GH la escribimos como p — g3, calcula el par de enteros posi-
tivos (p, q).

17



Problema 3B (2 puntos)

Sea 7= (p, q) la respuesta del problema anteriory r = 2£ . Calcula la distancia

mas corta entre un punto de la circunferencia x? + y? = r? y un punto de la recta
3x+4y=12.

Problema 4 (5 puntos)

Sea a la respuesta del problema 3A y b la respuesta del problema 3By 7'= a-b.
Sea ay, a,, as,... una progresion aritmética y by, by, bs,... una progresion geomé-
trica. Consideramos la sucesion ¢, ¢, ¢3, ¢4, ¢s... donde cada ¢, = a, + b,. Si ¢
:T—6,C2:T—3,C3:2T+ 1 YC4:T—5. Calculac5.
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La 51 Olimpiada Matematica Espafiola

Fase Local en la Comunidad de Madrid

En el curso 2014-2015, pasado ya el cincuentenario, se ha desarrollado la edi-
cion numero 51 de la Olimpiada Matematica Espafiola. En la Comunidad de Ma-
drid el proceso de seleccion de los nueve estudiantes que viajarian a Badajoz para
participar en el Concurso Final comenzo, como es habitual desde hace ya una
década, con una Fase Cero, en la que participaron casi cuatrocientos estudiantes.
Entre ellos son siempre mayoria los alumnos de 2° de Bachillerato, pero son tam-
bién muchos los participantes de 1°, que junto con alumnos de 4° y 3° de ESO se
enfrentaron, durante tres horas y con gran entusiasmo, en la tarde del jueves 20 de
noviembre de 2014, a treinta cuestiones de opcidn multiple. Los chicos aseguran
que esta fase cero les resulta mas asequible que el Concurso de Primavera, ya que
disponen del doble de tiempo con Ginicamente cinco cuestiones adicionales.

En esta ocasidn han sido los 77 estudiantes con mejor puntuacion los que pasa-
ron a la siguiente fase, que ellos, los alumnos, ya denominan fase intermedia. En
esta segunda prueba, celebrada el dia 18 de diciembre repitid el formato con el
que se desarroll por primera vez el afio pasado: diez problema de respuesta corta,
a resolver en tres horas y media. Y no solamente el tiempo esta limitado, sino que
también lo esta el papel. Cada estudiante recibe un pequefio cuadernillo con los
enunciados en el que deben recogerse forzosamente todas las soluciones.

Al final de esta pequefia crdonica se recogen los enunciados de los diez proble-
mas propuestos en esta ocasion.

Con el inicio de las vacaciones de Navidad, se publico en la web de la Sociedad
la relacion de los dieciocho “supervivientes”, que pasaban a la siguiente fase. Esta
coincidiria ya con la Fase Local que se celebro en cada capital de provincia espa-
fiola el fin de semana del viernes 16 — sabado 17 de enero de 2015, con seis pro-
blemas propuestos como de costumbre por la Comisién de Olimpiadas de la
RSME, a resolver en dos sesiones de tres horas y media cada una. Entre las tres
opciones posibles — viernes mafana y tarde; viernes tarde y sdbado mafiana o sa-
bado mafiana y tarde — en Madrid se eligio la segunda.
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Los enunciados y soluciones de las diversas opciones pueden encontrarse en la
pagina web de la Olimpiada Matemadtica Espafiola. En este Boletin se recogen no
obstante los que correspondieron a los estudiantes madrilefios.

Concluida la fase local de la Olimpiada en la Comunidad de Madrid, resultaron
premiados los dieciocho estudiantes que se relacionan a continuacion.

Relacion de los 18 Ganadores de la Fase Local

en la Comunidad de Madrid

Primer Premio

1.- Ismael SIERRA DEL RiO (2° de Bto., IES San Mateo )

2.- Mark ISERN HACKER (2° Bto., Colegio Aleman de Madrid)

3.- Daniel PUIGNAU CHACON (4° de ESO, IES Alameda de Osuna)
4.- Berta GARCIA GONZALEZ (2° de Bto., IES San Juan Bautista)
5.- Joaquin DOMINGUEZ DE TENA (2° de Bto., IES Gran Capitan)
6.- Ismaecl MORALES LOPEZ (1° Bto., IES Al-Satt, Algete)

Segundo Premio

7.- Ruizhe YU XIA (2° Bto., IES Don Pelayo, Villalbilla)

8- Javier RAMOS GUTIERREZ (2° Bto., IES San Juan Bautista)

9.- Pablo HIDALGO PALENCIA (2° Bto., IES Ramiro de Maeztu)

10.- Alvaro ARENAS GONZALEZ (1° Bto., Liceo Francés de Madrid)
11.- Gonzalo GOMEZ ABEJON (2° Bto., IES Ramiro de Maeztu)

12.- Elba ALONSO MONSALVE (2° Bto., IES Prado de Sto. Domingo)
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Tercer Premio

13.- Alvaro ROBLEDO VEGA (2° Bto., Colegio Peiialar)

14.- Victor OLMOS PRIETO (2° de Bto., IES La Estrella)

15.- José CESPEDES MARTINEZ (1° Bto., Colegio Villa de Grifion)

16.- Javier GONZALEZ DOMINGUEZ (1° Bto. , IES San Juan Bautista)

17.- Alejandro APARICIO RODRIGUEZ (2° Bto., King’s College, Tres Cantos)
18.- Luis BERGUA (2° Bto., IES La Estrella)

Concurso Final - Badajoz

La sede del Concurso Final de esta edicidon de la Olimpiada ha sido Badajoz. El
equipo del Departamento de Matematicas de la UEX encargado de su organiza-
cion, capitaneado por Maribel Parra Arévalo, Delegada de la OME en Extremadu-
ra, hizo una excelente labor, consiguiendo el soporte no solo de la Universidad
sino también de la Consejeria de Educacion del Gobierno de Extremadura y del
Ayuntamiento de Badajoz.

Afio tras afio, toca en la entrega de premios de la OME, que habitualmente es el
ultimo sdbado de marzo, recordar a todos los participantes el inminente cambio
horario. Este afio no han sido necesarios estos anuncios, ya que las fechas se han
adelantado una semana. Pero a cambio, las pruebas del primer dia, viernes 20 de
marzo, comenzaron al mismo tiempo que el eclipse, que los estudiantes no pudie-
ron observar, pero que los profesores acompafantes pudieron disfrutar desde el
patio del edificio en el que se llevaron a cabo los exdmenes. Sin duda, un buen
augurio para esta segunda mitad del primer siglo de la Olimpiada....

De los dieciocho estudiantes premiados en Madrid, unicamente los nueve pri-
meros podian participar en el Concurso Final. Iban tutelados por Jaime Mendiza-
bal, antiguo olimpico madrilefio, por dos veces miembro del equipo espaiiol en la
Internacional y que estudia en la actualidad en la UCM tercero del doble grado de
Matematicas e Informatica. A lo largo de todo el curso, Jaime se ha ocupado de
trabajar con los chicos y chicas interesados en la Olimpiada. Lo hecho con enor-
me generosidad y entrega, y desde luego también con inteligencia y acierto; como
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se vera los resultados de los estudiantes madrilefios han sido realmente impresio-
nantes.

Estos resultados se hicieron publicos al final de la tarde del sdbado 21 de marzo,
en el acto de entrega de premios que tuvo lugar en el Salon de Actos de la Resi-
dencia Universitaria que sirvié de alojamiento a los participantes durante su es-
tancia en Badajoz. Durante el mismo, la Olimpiada quiso rendir un pequefio
homenaje al Profesor Carlos Benitez, impulsor durante muchos afios de la Olim-
piada en Extremadura. La Insignia de Plata, que la Comision de Olimpiadas de la
RSME le habia concedido cuando atn vivia fue recogida por su hijo.

Como es habitual, los premiados fueron treinta y seis: seis medallas de oro,
doce medallas de plata y dieciocho medallas de bronce. Los ganadores de meda-
lla de oro han sido en esta ocasion los siguientes:

Medallas de Oro en el Concurso Final

1.- Luis CRESPO RUIZ (2° de Bto, de Cantabria)

2.- Gonzalo CAO LABORA (2°de Bto, de Galicia)

3.- Ismael SIERRA DEL RIO (2° de Bto, de Madrid)

4.- Jesus DUENAS PAMPLONA (2° de Bto, de Castilla y Ledn)
5.- Cesc FOLCH ALDEHUELO (2° de Bto, de Cataluiia)

6.- Berta GARCIA GONZALEZ (1° de Bto, de Madrid)

Los seis constituyen el equipo espafiol que participara en la proxima Olimpia-
da Internacional de Matematicas, que se celebrard en Chiang Mai, Tailandia, el
préximo mes de julio.

En los primeros cincuenta afios de la OME, solamente en una ocasién un estu-
diante obtuvo medalla de oro tres afios consecutivos: ese fue el caso del madrilefio
Luis Hernandez Corbato, cuya primera participacion fue en el curso 2001-2002.
Pues bien, ese pequefio milagro ha vuelto a repetirse este afio. Ismael Sierra obtu-
vo su primer oro hace dos afios, cuando cursaba 4° de ESO, en Bilbao; repitio el
afio pasado en Requena, y ahora en Badajoz. Por ello, recibio la insignia de Plata
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de la Olimpiada. Ismael es el cuarto estudiante en recibir esta distincidén: ademads
de Luis Herndndez la tienen también el también madrilefio Moisés Herradon y el
gallego Oscar Rivero, estos dos ultimos por haber sido en tres ocasiones miem-
bros del equipo espafiol en la Olimpiada Internacional, en el que se integraron, al
estar clasificados en séptimo lugar, para cubrir la baja de alguno de los medallis-
tas de oro.

Como se indicaba anteriormente, los resultados de los estudiantes de Madrid
han sido excelentes. Ademas de los dos oros, (Ismael y Berta, jhacia tiempo que
no teniamos una mujer en el equipo!), Joaquin Dominguez, Ismael Morales y
Marc Isern ocuparon los lugares 7, 8 y 9: las tres primeras medallas de plata. Por
ultimo, tuvieron medalla de bronce, clasificandose en los lugares 19, 20 y 24, Pa-
blo Hidalgo, Daniel Puignau y Javier Ramos respectivamente. Vaya para estos
estudiantes, no solamente para los dieciocho premiados, sino todos aquellos que
trabajan con ilusion preparandose para participar en olimpiadas y concursos, y
también para sus profesores, nuestra felicitacion y agradecimiento.

La préxima edicidon del Concurso Final de la Olimpiada Matemadtica Espafiola
se celebrard en Barcelona, organizada por la delegacion de la RSME y la SCM.
Esta sera la tercera vez en que la fase final es en Catalufia. Y es que desde que la
Olimpiada se hizo itinerante, ha viajado ya por casi todo el territorio nacional,
islas incluidas. jSolamente falta Asturias!

Maria Gaspar Alonso-Vega
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Problemas propuestos en la
51 Olimpiada Matematica Espafiola

Enunciados de los 10 problemas propuestos en la segunda prueba
de la Fase Local de Madrid

Problema 1

Al quitar un nimero de una lista de diez enteros consecutivos resulta que la suma
de los nueve restantes es 2014. ;Qué numero hemos quitado?

Problema 2

En una reunién hay varias personas. Se incorpora Alicia y la media de la edad
aumenta en 4 afios. Posteriormente se incorpora Beatriz, que es gemela de Alicia,
y la media de edad vuelve a aumentar, pero en este caso solo en 3 afios. ;Cuantas
personas habia en la reunidn antes de entrar Alicia?

Problema 3

Sobre los lados de un tridngulo rectangulo, de catetos uno doble que el otro, dibu-
jamos cuadrados hacia fuera, como se muestra en la figura siguiente. El poligono
obtenido lo inscribimos en un rectingulo como puede observarse en la citada figu-
ra. ;Cual es el cociente entre el area del poligono rayado y el area del rectdngulo
en el que esta inscrito?

Problema 4

La gréafica de y? +2xy + 40‘x‘ =400 divide al plano en varias regiones una de las

cuales estd acotada. Calcula el area de esa regiéon
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Problema 5

En la figura siguiente, el tridAngulo ABC, de area 48, P es el punto medio de la
mediana AM'y N el punto medio del lado 4B. ;Cuadl es el area del trisngulo MDP?

Problema 6

Una caja contiene varias bolas, todas iguales. El cociente entre el volumen ocupa-
do por las bolas y el volumen de la caja no ocupado por las bolas es 1/ k, con k
entero mayor que 1. Sacamos de la caja un nimero primo de bolas y ahora el co-
ciente entre el volumen ocupado por las restantes y el volumen de la caja no ocu-
pado por las bolas es 1/ k* ;Cuantas bolas habia en la caja al principio?

Problema 7

En el interior del cuadrado ABCD (figura siguiente), de lado 1, dibujamos dos
rectangulos iguales, AEFD y GHIJ. ;Cuanto mide el segmento AE?

D F J C
/

G
A E H B

Problema 8

Uno de los lados de un tridngulo mide 10 cm y la mediana que llega a ese lado,
que mide 9 cm, es perpendicular a una segunda mediana del tridngulo. Calcula la
longitud de la tercera mediana del tridngulo.
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Problema 9

En el cuadrado ABCD de lado 1 se inscribe un cuadrado de lado PQ = y, como
muestra la figura siguiente, y en uno de los tridngulos rectangulos determinado
por los dos cuadrados se inscribe otro cuadrado de lado x. Al moverse el punto P
sobre el lado 4B cambian los valores de x e y. Determina x e y para que x> + y >
sea minimo. ;/Cudanto vale ese minimo?

D C
v Q

X
A [=) B

Problema 10
En el triangulo ABC cuyos angulos verifican A<C<90°<B se trazan las bisec-

trices exteriores de los angulos A y B. Los segmentos de estas bisectrices, cada
uno hasta la prolongacién del lado opuesto, miden lo mismo que el lado AB. Cal-

cula la medida del angulo A.

Enunciados de los 6 problemas propuestos en la ultima prueba
de la Fase Local de Madrid

Problema 1

Los enteros positivos X, Y, Z cumplen X+2y=Z X — 4y2 +Z =310. Halla
todos los posibles valores del producto XyZ.

Problema 2

En una recta tenemos cuatro puntos 4, B, C y D, en ese orden, de forma que
AB=CD. El punto E es un punto fuera de la recta tal que CE = DE. Demues-
tra que

CED =2AEB
siy solosi AC= EC.
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Problema 3

Halla todas las ternas de reales positivos (X, Y, Z) que cumplan el sistema

2XNX+1=-yy+1)=1
2yy+1—z2z+1)=1
2zJz+1 - x(x+1)=1

Problema 4

Alrededor de una mesa circular estdn sentadas seis personas. Cada una lleva un
sombrero. Entre cada dos personas hay una mampara de modo que cada una pue-
de ver los sombreros de los tres que estan enfrente, pero no puede ver el de la
persona de su izquierda, ni el de su derecha ni el suyo propio. Todas saben que
tres de los sombreros son blancos y tres son negros. También saben que cada una
de ellas es capaz de obtener cualquier deduccidn logica que sea factible. Empe-
zamos por una de las seis personas y le preguntamos: “;puedes deducir el color de
algiin sombrero de los que no ves?”. Una vez que ha respondido (todas oyen la
respuesta), pasamos a la persona de su izquierda y le hacemos la misma pregunta,

[IP42)

y asi sucesivamente. Demuestra que una de las tres primeras respondera “si”.
Problema §

El triangulo AABC es isosceles en C, y sea I su circunferencia circuns-crita. Sea
M el punto medio del arco BC de I" que no contiene a 4, y sea N el punto donde la
paralela a AB por M vuelve a cortar a I'. Se sabe que AN es paralela a BC. ;Cua-
les son las medidas de los angulos de AABC?

Problema 6

Sean X, ), Z reales positivos tales que X+ Y+ Z= 3. Hallar el valor maximo al-

canzado por Jx +\/ 2y+2 ++/3Z+6. (Para qué valores de X, Y, Z se alcanza

dicho maximo?
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Enunciados de los 6 problemas propuestos en el Concurso Final

Problema 1

Sobre la grafica de una funcion polindomica con coeficientes enteros, se eligen dos
puntos con coordenadas enteras. Probar que si la distancia entre ellos es un nume-
ro entero, entonces el segmento que los une es paralelo al eje de abscisas.

Problema 2

En el triangulo ABC, sea A’ el simétrico de A respecto del circuncentro O de ABC.
a) Probar que la suma de los cuadrados de los segmentos de tangentes traza-
das desde 4 y 4’ a la circunferencia inscrita en ABC es igual a
AR —4Rr-2r*, siendo Ry r los radios de las circunferencias circuns-
crita e inscrita de ABC, respectivamente.

b) Sea /el incentro del triangulo ABC. Probar que la circunferencia de centro
A’ y radio A’ corta a la circunferencia circunscrita de ABC en el punto L

tal que AL =+ AB-AC.

Problema 3

En la pizarra esté escrito un entero N > 2. Dos jugadores A y B juegan alterna-
damente, empezando por A. Cada jugador, en su turno, reemplaza el nimero exis-
tente por el que resulte de realizar una de estas dos operaciones: restar 1 o dividir
entre 2, siempre que se obtenga un entero positivo. El jugador que llegue al nume-
ro 1 gana. Determinar razonadamente el menor nimero par N que le exige a A
jugar al menos 2015 veces para ganar (No se contabilizan los turnos de B)

Problema 4

Todas las caras de un poliedro son tridngulos. A cada uno de los vértices de este
poliedro se le asigna de forma independiente uno de entre tres colores: verde,
blanco o negro. Decimos que un cara es extremeria si sus tres vértices son de dis-
tintos colores, uno verde, uno blanco y uno negro. ;Es cierto que, independiente-
mente de codmo coloreemos los vértices, el nimero de caras extremefas de este
poliedro es siempre par?
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Problema 5

Sean p y g enteros positivos, tales que p es primo, 1= Py 1+ NP es un cuadrado
perfecto. Probar que » +1 es suma de p cuadrados perfectos no nulos.

Problema 6

Sean My N puntos del lado BC del tridngulo ABC tales que BM = CN, estando M
en el interior del segmento BN. Sean P, Q puntos que estan respectivamente en los

segmentos AN, AM, tales que PMC = MAB y QNB= NAC. ¢Es cierto que
QBC=PCB?
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Homenaje a Puig Adam
en el Centenario de su nacimiento

El 7 de junio del afio 2000, afio mundial de las Matematicas, con motivo del
centenario del nacimiento de D. Pedro Puig Adam, tuvo lugar en la Real Acade-
mia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales una Sesion conmemorativa del
hecho, como homenaje a la figura de Don Pedro.

La Sesién fue organizada conjuntamente por dicha Real Academia de Cien-
cias, de la que fue miembro, por la Sociedad Puig Adam de Profesores de Mate-
maticas y por la E.T.S. de Ingenieros Industriales de la Universidad Politécnica de
Madrid, de la que fue Profesor.

En la Sesion intervinieron por orden de actuacion:

El Excmo. Sr. D. Angel Martin-Municio, Presidente de la Academia, que inicid la
Sesion con el discurso titulado Pedro Puig Adam;

El Profesor D. Sixto Rios Garcia, Académico y antiguo alumno de D. Pedro en
el Instituto San Isidro, que disertd Sobre la obra matematica de D. Pedro Puig
Adam;

El Profesor D. Julio Ferndndez Biarge, catedratico de la E.T.S. de Ingenieros
Navales de Madrid y cofundador de nuestra Sociedad y Presidente de la misma en
sus primeros afios, que disertd sobre Don Pedro Puig Adam en el Instituto San
Isidro;

El Profesor D. Joaquin Hernandez Gomez, miembro de la Junta Directiva de
nuestra Sociedad y nieto politico de D. Pedro, pronunciando un discurso en el que
intentaba glosar algunos aspectos menos conocidos de la personalidad de Puig
Adam, titulado La labor pedagdgica de Puig Adam;

El Profesor D. Miguel Jerez Juan, catedratico de la E.T.S. de Ingenieros Indus-
triales de Madrid, que disertd sobre El Paso de Don Pedro Puig Adam por la Es-
cuela de Ingenieros Industriales de Madrid; y

D. Gregorio Millan Barbany, Presidente de la Seccién de Ciencias Exactas de
la Real Academia de Ciencias de Madrid, que disertd sobre Pedro Puig Adam y la
Real Academia de Ciencias.

Toda la Sesion con sus seis discursos y un Apéndice con una Relacion de Pu-
blicaciones de D. Pedro Puig Adam fue publicada en un librito por la Academia
de Ciencias en el afio 2000.
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Entendemos que en este nimero 100 de nuestro Boletin, dedicado a Puig
Adam por acuerdo tomado en la ultima Asamblea de nuestra Sociedad, tienen
cabida dos de estos discursos, por la relacidon de sus autores con nuestra Sociedad,
los de los Profesores Joaquin Hernandez Gomez y Julio Fernandez Biarge.

Agradecemos muy sinceramente a la Real Academia de Ciencias el permiso
que nos ha concedido para reproducir ambos discursos en este nimero especial.

Los reproducimos a continuacion, precedidos de una autocaricatura de Puig
Adam de 1930, cuando D. Sixto Rios Garcia era uno de sus alumnos.
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La Labor Pedagogica de Puig Adam

por Joaquin Hernandez Gomez
Catedratico del IES San Juan Bautista de Madrid
jhernan@mat .ucm.es

Sefiores Académicos, sefioras y sefiores:

Aunque el sentimiento que predomina en mi en estos momentos es el de cierto
aturdimiento, el qué pinta un profesor de Instituto hablandole desde una tribuna a
renombrados cientificos, no debo dejar de mostrar mi agradecimiento, en primer
lugar a la Academia de Ciencias que presta este marco incomparable para este
acto y, en segundo lugar a los conferenciantes que esta tarde han pasado y van a
pasar por esta tribuna que han permitido dejarme a mi el punto de la labor peda-
gbgica de Puig Adam, conscientes todos, ellos y yo, que cualquiera de ellos iba a
aportar mas, y sobre todo mucho mejor que yo en este aspecto. Sea como fuere,
en cualquier caso, intentaré que la figura de mi abuelo politico sea mejor conocida
a partir de este afio 2000, centenario de su nacimiento.

Hace poco mas de quince afios, en esta casa y posiblemente en este mismo
lugar, un eminente cientifico, hoy desgraciadamente desaparecido, el profesor
Mariano Yela, catedratico de Psicologia y miembro de la Academia de Ciencias
Morales y Politicas pronunciaba un discurso del que, por su belleza y emocidn,
me gustaria extraer el siguiente parrafo:

“Estamos en 1940. En un aula fria y destartalada del Instituto San Isidro,
unos cien muchachos de sexto curso esperamos nuestra primera clase de Mate-
maticas. Entra Don Pedro [...] y se ve, tras sus gafas, la mirada chispeante, inge-
niosa, acogedora, ingenua, casi infantil.

Se inicia la clase. Primera sorpresa: Don Pedro no explica, no escribe ningu-
na formula en la pizarra. Habla con nosotros como un amigo mayor. Pregunta a
varios qué es la Matemdtica. Pide a algunos que recojan y resuman las contesta-
ciones. Los demas las revisan y discuten. Poco a poco, la clase se anima, todos
intervenimos. Nos olvidamos de que estamos en clase, nos ponemos gozosamente
a pensar. De pronto, Don Pedro lanza una pregunta sorprendente: ;Creéis que
hay dos espaiioles con el mismo numero de pelos en la cabeza? Todos queremos
hablar. Nos parece que no, algunos creen que podria darse el caso, pero que
seria mucha casualidad. Entonces, Don Pedro nos va ayudando a reinventar la
matemdtica, a percatarnos de lo que es y para qué sirve. Despacio al principio,
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vertiginosamente después, se van proponiendo ideas... Se acaba la clase. ;jSeran
todas asi? Con mil variantes, si lo fueron”.

La mirada chispeante, ingeniosa... Con toda probabilidad, esa mirada ingeniosa
tenia que, de vez en cuando, quedar reflejada muy directamente: un dia, en clase
en el San Isidro, contaba hace poco Joaquin Crespo, ingeniero industrial ya jubi-
lado y alumno de Don Pedro desde el San Isidro a la Escuela de Ingenieros Indus-
triales, va Don Pedro y dibuja, en la pizarra, una circunferencia perfecta. El “oh”
de admiracion que se le escapa a alglin estudiante asi lo refleja.

- ;Como se llama este hueso?, le pregunta Don Pedro sefialandose el antebrazo.

- Radio, contesta un tanto aturdido el chico.

- Bueno, hombre, pues no te deberia extraiiar que con una herramienta como esa,
salga una circunferencia como ésta.

El ingenio del que hablaba el profesor Yela, se reflejaba, a veces, de otra ma-
nera: en una conferencia a profesores se entusiasmaria con su método heuristico,
y uno de los asistentes, en el turno de preguntas, probablemente poco amigo de
dicho método, comentaba Santiago Gutiérrez antiguo alumno suyo, le espeta:

- O sea, que sus estudiantes, en clase, hacen lo que quieren, a 1o que Don Pe-
dro le responde:
- No, quieren lo que hacen.

Pero Puig Adam, ademas del ingenio, debid haber tenido un caracter tremen-
damente jovial -mirada casi infantil, decia el profesor Yela- lo que ayudaba, sin
duda, a que sus estudiantes, en clase, “quisieran lo que hacian”.

Escuchemos una de sus clases, a nifios de 10 a 11 afios. Esta hablando de la
descomposicidn en factores primos, m.c.d y m.c.m. Después de proponer diversos
ejercicios de descomposicion les dice:

“Disponemos, como veis, de una clave nueva para describir de otro modo los

numeros. Esta clave la ignora el enemigo. Desde mi puesto de mando, el en-

cerado, yo os transmitiré ordenes y datos numericos en la nueva clave y voso-
tros, desde vuestros aviones, las mesas, me contestareis asimismo en clave.

Tripulantes A: Multiplicad todos 2° - 3° - 5 - 7 por 2° - 3 y dad el resultado en

clave al tripulante B de vuestro avion.

Tripulantes B: Transmitid en clave el resultado obtenido.

Uno de ellos quiso darme el resultado numérico del producto pero le inte-

rrumpi, siguiendo el juego, advirtiéndole: “En clave, en clave, que se entera

el enemigo”.

Pero todo este ingenio, todo este caracter jovial, se quedarian en simple anéc-
dota si no fueran unidos a una impresionante capacidad de transmitir ideas; y esa
capacidad la desarrolla utilizando estrategias de lo mas diversas: “Deseaba con-
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servar intacta esta operacion en la pizarra -les dice un dia a sus estudiantes, mos-
trandoles los restos de una operacion de multiplicacion de polinomios- pero ha
venido el bedel y la ha borrado casi toda; solo he llegado a tiempo de que no
borre el multiplicando y el producto. A ver, si entre todos, reconstruimos esta
operacion”. Los chicos, casi sin darse cuenta, estan aprendiendo, por si solos, el
algoritmo de la division de polinomios.

Otra vez inventa un puzzle para hablar de la irracionalidad de V2.

Pero no solo tenia extraordinaria capacidad para transmitir ideas matematicas:
Un dia, cuenta Fernando Arce, antiguo alumno suyo, en su clase del San Isidro, se
retraso algo en la entrada a clase, con lo que los chicos de quince-dieciséis afios
estaban campando a sus anchas sin profesor -hoy, a veces, campan a sus anchas
con profesor pero bueno, eso no viene a cuento- con la mala suerte, o buena, co-
mo veremos luego, que coincidio la entrada de Don Pedro con alguna palabrota,
ya claramente fuera de tono, que habria pronunciado alguno. Apareciéo Don Pedro
y la clase quedd, como era de esperar, en el mas absoluto de los silencios. Don
Pedro no hizo ninguna alusion a lo que acababa de oir y, unos minutos antes de
acabar la clase, les dice:
- Esperad un momento que vuelvo en seguida.
Sale del aula, hace una rapida gestion por teléfono, vuelve al instante y les dice:
- Manana, a la hora de clase, en lugar de esperarme aqui, nos vemos en la boca
de Metro de Alonso Martinez.

Los chicos quedan perplejos, llegd el dia siguiente, fueron a la boca de

Metro y Don Pedro, sin decirles adonde les llevaba, se dirigi6 con ellos al Colegio
de Sordomudos, calle San Mateo. Una vez en el Colegio les lleva por las diversas
dependencias, reinando en todas ellas el mas escalofriante de los silencios. Al
final, en el hall, les comenta:

Espero que haydis entendido el verdadero valor del lenguaje y, de aqui en
adelante, sepdis utilizarlo cuando sea conveniente.

El ya citado Fernando Arce recuerda esta leccion sesenta afios mas tarde.

Pero toda esta capacidad para ensefiar va unida a una percepcion muy clara de
la dificultad del aprendizaje. En lugar de pensar como tantos profesores pensamos
a veces: Pero, ;como no pueden entender los chicos esto con lo facil que es?,
cuenta el ya citado Santiago Gutiérrez, que cuando €l ya era profesor, le pregunta
un dia:

- Yusted, ademadas de dar clase ;qué hace?
- Pues preparo mis clases, salgo con mis amigos, voy al cine de vez en cuando...
- No, si me refiero a ;jqué estudia?, ;jqué esta aprendiendo ahora?
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- Pues...

- Un profesor tiene que estar siempre aprendiendo, le dice, y no tanto por no
quedarse atras en conocimientos como porque sienta, dia a dia, lo dificil que es
esto de aprender, y asi valorara mas su trabajo pero, sobre todo, comprenderd
mucho mejor las dificultades de sus alumnos.

Don Pedro no era un sabio distraido. Y eso, aunque, a veces, cuenta su hija
Emilia, estuviera en casa comiendo y, observando su familia que estaba con la
cabeza en otro sitio, le preguntan al final: a ver, papa, ;qué has comido de primer
plato? Y €l no sabia responder.

Pero en su clase, cuenta Consuelo de Costa, antigua alumna suya, con 100
alumnos! tenia la clase dibujada en un cuadrante, con la posicion y el nombre de
cada uno, y controlaba absolutamente el trabajo de cada uno de sus estudiantes.

Puig Adam fue un adelantado de su época. Una persona que, en 1921, en su
tesis doctoral, trata problemas de Mecanica Relativa Restringida, cuando las teo-
rias de Einstein, aun no bien comprendidas en muchos medios cientificos, eran
conocidas por muy pocos en Espafia. Una persona que en su discurso de ingreso
en la Real Academia de Ciencias, en 1952, cita a Norbert Wiener y da las prime-
ras aplicaciones de las maquinas que después llamaremos ordenadores.

Pero donde de verdad se ve que era un hombre de otra época es en su concep-
cion de la ensefianza. Toda su teoria didactica chocaba con la pomposidad y el
conservadurismo de la practica docente de sus compaifieros.

En 1951, en un articulo en “Atenas. Revista de informacion y orientacion
pedagdgica” decia:
- “Tengamos también siempre presente que el niiio no es un saco vacio
que hay que llenar de ciencia, sino un potencial deseoso de convertirse en
accion. Hagamos que sienta la alegria de descubrir, de crear, de inven-
tar; que una verdad hallada por su propio esfuerzo, tendra mds valor pa-
ra su cultura y para su moral que cien verdades recopiladas”.
Esta falta de sincronia y alguna otra razén, como veremos, le hacia no sentirse
muy feliz entre algunos compafieros. Escuchémosle en 1953, en la Conferencia
Inaugural de la seccidon de Matematicas del Congreso luso-espaifiol para el progre-
so de las Ciencias, celebrado en Oviedo.
Tras la lectura de las recomendaciones que la UNESCO acordo llevar a
los Ministerios de Instruccion Publica en julio de 1950, lectura que hace
en dicha conferencia, comprobé -dice- con alegria, que la ensefianza ofi-
cial espaiiola no estad atrasada en lo que a diddctica matemdtica se refie-
re. El espiritu que las informa es el mismo que nos guio hace mas de 25
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aios al escribir en colaboracion con mi querido maestro Don Julio Rey
Pastor los libritos destinados a tal didactica, de cuya posterior influencia
en cuestionarios y textos de aqui y de Hispano América no he de ser yo el
fiel contraste, ni mucho menos el pregonero. Pero si quisiera decir que a
la hora de rendir cuentas del empleo de mi vida, estimaré como el mas
sefialado servicio que haya podido rendir a mi Patria, el haber colabora-
do en aquella tarea de renovacion que, acogida en un principio con indi-
ferencia y escepticismo por la rutina ofendida, después... después ha sido
envuelta en silencios mucho mas elocuentes todavia. En rvéplica a ellos
digo lo que digo, cometiendo grave pecado de inmodestia. Pero no me re-
fiero tanto al silencio despectivo como al silencio delictivo, al que acen-
tia un desprecio como al que disimula un plagio, que si el primero duele,
el segundo irrita, que es peor.

Dejemos estos momentos de enfado y escuchémosle, en 1957, lo que parece que

son palabras de los pedagogos mas avanzados del siglo XXI. Y eran pronunciadas

hace mas de 40 afios.
“Se ha tardado no poco en tener conciencia clara de que el acto de
aprender es mucho mas complicado de lo que supone la recepcion pasiva
de conocimientos transmitidos, que no hay aprendizaje donde no hay ac-
cion, y, que, en definitiva, ensefiar bien ya no es transmitir bien, sino sa-
ber guiar al alumno en su accion de aprendizaje. Esta accion del alumno
ha terminado asi primando sobre la accion del maestro, condiciondndolo
totalmente y subvirtiendo asi la primacia inicial de su papel. El centro de
la ensefianza ya no es el maestro, sino el alumno. Rotunda verdad que, de
puro sencilla, muchos maestros no han asimilado todavia”.

No quiero extenderme mas, tanto por consideracion a ustedes, que ya me han
oido demasiado como por deferencia a mis compafieros que ya les he arrebatado
tiempo suficiente y por eso, aunque ni voy a citar casi su Decalogo de la Didactica
Matematica Media, publicado en 1955 por ser ya muy conocido, si me gustaria
terminar diciendo que todo el polifacetismo de Puig Adam -componia musica,
pintaba, escribia versos- obedecia, segun su hija Emilia, a una forma de encarar
la vida. En una charla a sus alumnos de 7° curso del Instituto San Isidro, cuando
ya abandonaban la ensefianza media, les decia:

“Tended a ser un poco aprendices de todo, para vuestro bien, y maestros en
algo, para bien de los demds”.

Muchas gracias, nuevamente, por haberme dado la oportunidad de cola-
borar en un mejor conocimiento de la figura de Puig Adam en nuestro pais. Mu-
chas gracias.
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Don Pedro Puig Adam en el Instituto San Isidro

por Julio Fernandez Biarge
Catedratico de la E.T.S. de Ingenieros Navales de Madrid

Cuando, siendo un joven inexperto, entré¢ de catedratico en el Instituto San
Isidro de Madrid, tuve la inmensa suerte de encontrar alli, junto a otros compafie-
ros que me acogieron cordialmente, al insigne maestro Puig Adam. El me trato
siempre como compafiero y amigo, pero en realidad fui su discipulo durante los
nueve afios en los que compartimos la ensefianza de las Matemadticas en el Insti-
tuto.

El me descubrié el apasionante panorama de la Didactica Matematica, contri-
buyé a darme una vision mas profunda y mas bella de las Matematicas y sobre
todo, fue para mi un ejemplo de sensibilidad, de honestidad profesional, de vida
entregada al servicio de los demds y de entusiasmo en la labor cotidiana que he
procurado seguir desde entonces. De él aprendi que: «Cuando se concibe la vida
como servicio, el tiempo ya no es caudal propio sino ajeno». No sblo escribia
frases tan hermosas como esa, sino que, desconociendo la hipocresia, hacia de su
vida el ejercicio de lo que decia.

Don Pedro entré en el Instituto San Isidro, como catedratico por oposicion,
en 1926. Era joven, de 26 afios, aunque antes ya habia tenido experiencia docen-
te en la Universidad y en el 1. C. A. 1., pero muy pronto contribuyé a crear el
solido prestigio de que gozd durante largo tiempo ese Instituto. Tuvo entre sus
alumnos del Instituto al Infante don Juan de Borbdn, a nuestro actual Rey, en-
tonces principe don Juan Carlos, y a su hermano el Infante don Alfonso, que
falleci6 en Estoril.

No obstante, el ambito del Instituto queddé muy pronto estrecho para su inicia-
tiva. Rey Pastor, preocupado por la deplorable calidad de los libros de matemati-
cas que se utilizaban en el bachillerato y con una gran fe en la capacidad de Puig
Adam para hacer una obra renovadora, le invit6 a emprender la enorme labor de
preparar una coleccion completa de nuevos textos, desarrollando las brillantes
ideas que tenia sobre la ensefianza de las matematicas. Le costo trabajo vencer la
timidez de don Pedro, pero insistid, ofreciéndole colaborar y firmar la obra con-
juntamente, asi como resolverle los problemas de edicion y distribucion.
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Puig Adam se puso a la labor y el resultado fue una coleccion de textos que
supusieron una verdadera revolucion en la didéctica de las matemadticas. Eran algo
totalmente distinto de lo que se habia utilizado en los afios anteriores y produjeron
un saludable efecto en la ensefianza, no solo directamente, sino a través de las
innumerables copias que surgieron inmediatamente. Estos efectos alcanzaron a
toda la poblacidn de habla espaifiola.

Un par de generaciones debemos gran parte de nuestra formacion matematica a
las ideas de don Pedro, plasmadas en los textos mencionados y muchisimos profe-
sores han visto aliviada su labor docente con la ayuda de sus hallazgos didacticos.
Esos textos fueron adaptados mas tarde a los distintos planes de estudios que se
sucedieron en la Enseflanza Media.

Afos después, el Instituto San Isidro, a pesar de su reconocido prestigio, paso
por tiempos dificiles, con el declive de la ensefianza oficial, lo que ocasion6 gran-
des amarguras a don Pedro. Las condiciones en que se desarrollaba la ensefianza
llegaron a ser muy poco favorables para poner en practica sus brillantes ideas in-
novadoras en la did4ctica de las matematicas.

Recuerdo que yo mismo tuve alli clases del curso preuniversitario con 110
alumnos en el aula. La falta de medios, la excesiva reglamentacion de las ense-
flanzas y la necesidad de «preparar» a los alumnos para las sucesivas «revalidasy,
hacian muy dificil una labor docente que quisiera ser innovadora y ejemplar.

La labor de don Pedro tampoco fue reconocida como merecia, ni por la Admi-
nistracion ni por el profesorado espafiol de matematicas en general, con algunas
excepciones. Llegaron, no obstante noticias de sus hallazgos a las grandes figuras
de la Didactica Matematica en el mundo y pronto comenzo a intercambiar sus
experiencias con el profesor belga W. Servais, con la italiana Emma Castelnuovo,
con la francesa Lucienne Félix, el aleman F. Drenkhan y con tantos otros.

Especialmente surgid una gran amistad entre don Pedro y el profesor Caleb
Gateflo, que visitd Espafia en 1955 para dar a conocer sus famosas «regletas de
color. (o material de Cuisenaire). Venia de la Universidad de Londres, pero
hablaba un perfecto espafiol, aprendido en su infancia, como judio sefardita, con
lejanos antepasados procedentes de Zaragoza. Era entonces secretario de la «Co-
mision Internacional para el Estudio y la Mejora de la Enseniaza Matemadticay ,
creada cinco afios antes por iniciativa suya, y pronto reconocid el gran valor de
los trabajos de Puig Adam, por lo que apoyd calurosamente su propuesta de que la
11° Reunion de esa Comision se celebrase en Madrid.
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En 1957 tuvo lugar efectivamente esa Reunion bajo el titulo de «El Material
de la Enseitanza Matemadticay, coincidiendo con una brillante «exposicion de mo-
delos y material didactico matemdtico». Ambos acontecimientos, de gran reper-
cusion internacional, tuvieron su sede en el Instituto San Isidro, que confirmé asi
el prestigio que mantuvo en el pasado y que comenzaba a ser olvidado. A ellos
asistieron, no sélo las grandes figuras citadas antes, sino otros muchos investiga-
dores de gran renombre.

A falta de otros que lo hicieran, tuvo don Pedro que redactar ¢l mismo las cro-
nicas de la Reunion, con gran temor de aparecer como inmodesto, cuando objeti-
vamente habia que reconocer su casi exclusivo mérito tanto en la organizacidon
como en muchas de las aportaciones a la Reunion.

La descripcion del originalisimo material expuesto en San Isidro, en gran parte
creado por €l, la recogid don Pedro en un libro que, con el titulo de "El Material
Didactico Matemadtico Actualy, fue publicado, con algun retraso, por la Revista
«Ensefianza Media» del Ministerio de Educacion Nacional.

En Espafia, los dos acontecimientos de rango internacional que tuvieron lugar
en San Isidro fueron acogidos, salvo escasas pero valiosas excepciones, con la-
mentable indiferencia, de la que don Pedro se quejaba amargamente. No por pro-
tagonismo, que siempre rehuyd, sino por lo que suponia de menosprecio para la
Didactica Matematica, para su Instituto y para la Ensefianza Media en general.

En contraste con esa situacion, a partir de lo que se hizo en San Isidro, Puig
Adam fue considerado en toda Europa como una de las principales figuras mun-
diales de la Didactica Matematica,

Poco después don Pedro reunid sus principales aportaciones a la citada Reu-
nion y Exposicion aneja, con algunas de sus conferencias y trabajos anteriores,
dando lugar a un maravilloso libro que con el titulo de «La Matemdtica y su En-
seitanza Actual» se publicod en 1960, es decir, en el afio de su fallecimiento, por lo
que tan solo llegd a ver sus pruebas de imprenta. Tampoco pudo ver publicado su
innovador libro de «Matemadticas para el Curso Preuniversitario» que aparecio
ese aflo.

En «La Matemadtica y su Enseiianza Actual» podemos encontrar piezas tan
valiosas como su conferencia sobre «Lo Matematico y lo Bellezay, la titulada
«Sobre la ensefianza euristica de la Matematica» o la genial «Lo concreto en la
Enseiianza Matemdticay y también, sirviendo casi de testamento, su «Decdlogo
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de la Didactica Matemdtica Media» , que deberiamos tener presente siempre en
nuestras clases,

La labor docente e innovadora de don Pedro se extendid a otros ambitos, muy
especialmente a la Escuela de Ingenieros Industriales, pero aqui he querido recor-
dar sobre todo la desarrollada en el Instituto San Isidro, a la que se consagrd con
especial carifio, En toda la historia de este Instituto, Puig Adam constituye proba-
blemente su capitulo més brillante.
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Abstract

The reports sent by Puig Adam to the teachers while he acted as a
mathematics advisor in Community Colleges, from 1956 until his death
in 1960, are a teaching treasure that comes to light thanks to the lega-
cy of teacher Asuncion Rodriguez-Moldes.

Resumen

Las circulares enviadas por Puig Adam a los profesores durante la
época en que fue asesor de Matemdticas en los Institutos Laborales,
desde 1956 hasta su muerte en 1960, constituyen un tesoro didactico
que sale a la luz gracias al legado de la profesora Asuncion Rodri-
guez-Moldes.

A la memoria de Asuncidon Rodriguez-Moldes,
que supo aplicar en su tarea docente

las ensefianzas de Puig Adam y

conservar y transmitir su legado.

Introduccion

A finales del afio 1955, Pedro Puig Adam es nombrado Asesor de Matematicas
para los Institutos Laborales. Y aunque dicho cargo no parezca estar a su nivel -no
olvidemos que Puig Adam (Figura 1) era catedratico en el Instituto San Isidro de
Madrid, catedratico de Calculo en la Escuela de Ingenieros de Madrid, académico
de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales.

Ademas gozaba de un enorme prestigio como matematico, cientifico y docen-
te- su compromiso con la mejora de la ensefianza de las matemadticas a todos los
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niveles y sus ideas sobre la formacion del profesorado lo llevan a aceptar con ilu-
sion el encargo del Director General de Ensefianza Laboral y a vivir los cuatro
aflos mas apasionantes de su vida, desde enero de 1956 hasta su repentino e ines-
perado fallecimiento en enero de 1960.

Figura 1

También en el afio 1955, Asuncidén Rodriguez-Moldes (Figura 2), farmacéuti-
ca, quimica y maestra, ve cumplida la ilusién de su vida: ser profesora de Mate-
maticas. Tenia alrededor de cuarenta afios y un prometedor futuro laboral como
responsable de una farmacia, sin embargo, la posibilidad de ser profesora titular
de Matematicas en el Instituto Laboral de Ribadeo -villa costera situada en el nor-
te de la provincia de Lugo, muy préxima a su asturiano pueblo natal, Castropol-
era la ilusion de su vida y le llevaria a dejar el mundo de la farmacia y a aceptar
con enorme ilusion el puesto que se le ofrece.

Aunque deberd prepararse intensamente pues no posee licenciatura en Mate-
maticas, antes llamada Ciencias Exactas, debido a que estos estudios no estaban
implantados en la Universidad de Santiago de Compostela, lugar en el que vivia
Asuncion en su €poca de estudiante universitaria.
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Figura 2

Y asi sucede que Asuncidn se convierte en profesora de Matematicas en Riba-
deo, en donde a comienzos del afio 1956 es feliz con sus clases, mientras Pedro
Puig Adam disefia entusiasmado su plan para la mejora de la ensefianza de las
Matematicas a través de la formacidn del profesorado.

Para esta mision, Puig Adam decide ponerse en contacto con el profesorado de
todos los Institutos Laborales y establecer una via de comunicacion directa con
ellos. Esa via no podia ser otra, en la época a la que nos estamos refiriendo, que
el correo postal, en forma de circulares y cartas personales al profesorado.

Asuncion serd una de las destinatarias de esas circulares y las guardaria, junto
con las cartas y otros documentos de esa época, con enorme carifio toda su larga
vida como un valioso tesoro.

Se tratard en este articulo de mostrar lo que tan celosamente conservo Asun-
cion, para compartir algunos de los tesoros didacticos que contiene este legado,
limitandonos Unicamente a las circulares y cartas correspondientes al curso 1955-
1956 por no hacerlo demasiado extenso.

1. La primera circular

En enero de 1956 llega al Instituto Laboral de Ribadeo una carta dirigida a Asun-
cion fechada el dia 19 de ese mismo mes. Dentro, una circular de dos paginas
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escrita a maquina, reproducida con multicopista en color azul oscuro y repasada a
mano con boligrafo de color negro para corregir errores y hacer alguna anotacion.
La circular viene firmada por P Puig Adam y comienza asi:

“Estimado compariero:

Encargado por el Director General de Ensenianza Laboral de una labor de
Asesoramiento en lo que a ensefianza de las Matematicas se refiere, mi primera
providencia es la de tomar contacto con el profesorado todo de esta disciplina en
los Institutos Laborales, a cuya disposicion me pongo para las consultas que ten-
gan a bien dirigirme en todo lo relativo a la mayor eficacia de su ensefianza”

A continuacién ofrece la publicacion en el Boletin Pedagdgico de trabajos o
ideas que “tiendan a mejorar nuestra didactica matematica y a hacer mas agra-
dable y comprensible nuestra disciplina a los alumnos que concurran a nuestros
centros”.

No oculta que todos sus esfuerzos iran encaminados a que la ensefianza ad-
quiera caracter “‘eminentemente activo y euristico”. Ademads, pide que se lea y
critique el Decdlogo de la diddctica matemdtica media que aparecera en el nume-
ro 3 del Boletin Pedagogico y que se oigan las conferencias que emitird Radio
Nacional de Espafia, 3° programa (onda 292,5m. 1025 kilociclos), sobre Tenden-
cias actuales de la Ensefianza de las Matematicas, a saber:

1¢ conferencia: La evolucion de las Matematicas (Dia 25, a las 22.30h)

2% conferencia: La evolucidn de la didactica (Dia 26, a las 22.30h)

3“ conferencia: El momento didactico matematico actual (Dia 27, a las 22.30h)
4“ conferencia: La tarea espafiola (Dia 28, a las 22.30h).

De cada una de estas conferencias ofrece un pequefio resumen para que se co-
nozca el contenido—ver en la imagen (Figura 3) el resumen de la cuarta-. En una
nota afiadida a mano en la circular indica que las conferencias son “breves”.'

A esta circular responde Asuncion con fecha 2 de febrero agradeciendo a Pe-
dro Puig Adam su disponibilidad y lamentando no poder hacer critica del Decalo-
go ni de los programas de radio porque el Boletin no le llegd y “no se oye
absolutamente nada Radio Nacional por esa onda”, al mismo tiempo que se man-

tiene a la espera de recibir el Boletin y advierte a Puig Adam que es licenciada en

1 s .y . . . , .

Cuando analicé esta documentacion por primera vez, investigué en el archivo sonoro de
RNE y comprobé que alli disponian de alguna grabacion de Puig Adam. Seria interesante
intentar recuperarla y poder escuchar su voz hablando de matematicas.

44



Ciencias Quimicas y Farmacia por lo cual no posee la “rigurosa especializacion
de los licenciados en Ciencias Exactas”.
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2. La segunda circular

No aparece la fecha en la misma, aunque debe corresponder al mes de febrero de
1956. Comienza la misiva agradeciendo la acogida a los profesores que contesta-
ron a la circular n° 1 y diciendo que las conferencias se publicardn en forma de
articulos en la Revista de Educacion Nacional pues parece que la mayoria del
profesorado no pudo oirlas.

Dice que entrega, para que sean publicadas en el Boletin n° 5, unas clases ex-
perimentales realizadas en el Instituto San Isidro con los dos primeros cursos del
bachillerato ensayando los métodos euristicos con solo 12 alumnos pero cree que
pueden extenderse a 25 o 30 “adaptando convenientemente las modalidades indi-
vidual, grupo pequeiio y didalogo general, modalidades que conviene alternar
para dar amenidad y variedad a las clases”; y continia “A tales descripciones
seguiran otras, si merecen la atencion de Vds.”

Para animar a que le envien experiencias similares dice que estin escritas de
forma sencilla “respetando la redaccion tal como resulto a vuela pluma al con-
signar las experiencias en mi diario de clase. De este modo no les resto esponta-
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neidad y acaso se animen Vds. a enviarnos resumenes de experiencias andalogas
extraidas de sus respectivos diarios”

Y termina esta segunda circular con un extrafio parrafo que creo tiene como
objetivo animar al profesorado a experimentar y a contar lo experimentado sin
temor a hacer el ridiculo en lo que constituye uno de los tesoros que encierran las
circulares : “En la prdctica efectiva de la ensefianza los pequeiios detalles sue-
len tener a veces tanto interés como puedan poseerlo las ideas diddcticas gene-
rales. No les cohiba pues una preocupacion de insignificancia.”
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Figura 4

Esta circular muestra el enorme interés de Puig Adam por acercarse al profeso-
rado desde la sencillez y la humildad. Un esfuerzo que recibiria pronto recompen-
sa pues Asuncion, entre otros muchos, contesta a la circular (Figura 4) con una
larga carta en la que le expone sus reflexiones después de haber leido en el Bole-
tin el Decdlogo: “He leido su Decalogo con verdadero detenimiento e interés asi
como meditado acerca de mi actuacion como profesora en esta disciplina, con el
fin de examinar si coincido con sus criterios y de tomar lecciones que han de
traer como consecuencia un perfeccionamiento de mi labor docente”
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y continua: “....tales normas no deben permanecer en el olvido de ningun profesor
de Matematicas, que ha de saber graduarlas y aplicarlas parcial y completamen-
te segun las circunstancias lo requieran”.

En uno de los comentario sobre las normas del Decalogo, Asuncion escribe:
“.. suele despertar gran interés entre estudiantes el enfrentar a unos con otros,
pidiéndoles la opinion acerca de lo escrito o expuesto por el compariero.....

Quedémonos con este fragmento.

Después de comentar el Decalogo, lo resume de la forma siguiente: “Se me
ocurre que el Decdlogo puede encerrarse en dos normas generales que deben ser
siempre el ideal de todo profesor:

Enfocar las clases de tal modo que el niiio vaya a ellas y estudie por placer y
que en sus actividades supere en gran parte a la memoria, el raciocinio y sus
aplicaciones a los problemas de la vida real”.

En este punto quiero destacar la valentia de Asuncion asumiendo retos compli-
cados —dar clase de Matematicas sin poseer la licenciatura— en una época y en una
actividad en la que predominaba el sexo masculino (Figura 5) y el rol habitual de
la mujer no era el que ella habia elegido ella.

Figura 5
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Asuncion termina la carta pidiendo consejo a Puig Adam: “Dudo si abuso de
su amabilidad consultandole acerca de las conferencias que como profesora de
Laborales debemos dar. Me veo en la necesidad de hacerlo asi ya que como se
trata de un Instituto que comienza a funcionar, carecemos de libros de consulta.
Encontraba interesante el tema relacionado con la aplicacion de las maquinas
electronicas al calculo matematico siempre que pudiese ponerme al alcance del
nivel cultural medio de un pueblo, de igual modo acerca de Einstein y su teoria;
dudo también si resultaria pesada la que tratase de los distintos tipos de medidas
y fenomenos, la cual podria titular EI hombre mide el Universo como la exposi-
cion organizada con este objeto por la UNESCO en Madrid y que comenta el
Boletin Pedagogico n®2”

La carta recibe la contestacion de Puig Adam en otra fechada el 26 de marzo
que comienza asi: “Muy agradecido a su atenta carta y comentario recojo los
puntos: me parece muy bien que enfrente Vd. en forma de didlogo a unos alumnos
con otros. Esta norma le dara aun mejores resultados en los cursos superiores en
los que empiezan a desarrollarse las facultades logicas” y a continuacidn, Puig
Adam nos regala otro tesoro didéctico:

“La via natural para la consecucion del rigor en la expresion es, precisamente
el didlogo y la comunicacion. Nos esforzamos por ser precisos cuando notamos
que la inexactitud de nuestro leguaje provoca interpretaciones ambiguas y en
este sentido el reflejo de estas interpretaciones entre los alumnos es el mejor ali-
ciente para su auto correccion.”

Continua: “En conexion con lo anterior, me parece muy bien que aproveche
toda oportunidad para enlazar la matemdtica con el idioma. Ninguna disciplina
exige del lenguaje como la nuestra la concision y exactitud”.

Y remata su escrito con el consejo pedido: “Me parece bien el tema El hom-
bre mide el Universo que habia Vd. pensado como motivo de conferencia. La
UNESCO publico un librito simultaneo a la exposicion con datos suficientes para
revestirlo en forma de agradable conferencia. También hallara Vd. numerosos
temas de conferencias amenas en el libro de Lancelot Hogben La matemdtica en
la vida del hombre de la editorial Iberia- Joaquin Gil — Barcelona”.

En este epigrafe podemos comprobar que la relacion profesor-alumna ya estéa
establecida y esto permitird a Asuncion mejorar su técnica docente y adquirir la
seguridad necesaria apoyada en los sabios consejos de Puig Adam.
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3. El Decalogo de la Didactica Matematica Media

Se distribuye entre el profesorado el mes de febrero de 1956, en el numero 3 del

afio 1 del Boletin Pedagogico de la Institucion de Formacion del Profesorado
Laboral (Figura 6).

DECALOGO DE LA DIDACTICA

BOLET]N L MATEM.&TICAP MED| A
PEDAGOGICO e e

L il b we i |
e T i — | e i rigeda, v
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Figura 6

En la pagina 17 aparece un articulo titulado “Decéalogo de la Didactica Mate-
matica Media” escrito por P. Puig Adam que comienza :“Se me piden normas
didacticas. Preferiria despertar una conciencia didactica: sugerir formas de sen-
tir, antes que modos de hacer. Sin embargo, por si valieran, ahi van las sugeren-
cias que estimo mas fundamentales:

1.- No adoptar una didactica rigida, sino amoldarla en cada caso al alumno.
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11.- No olvidar el origen concreto de la Matemdtica ni los procesos historicos de
su evolucion.

I11.- Presentar la Matemdtica como una unidad en relacion con la vida natural y
social.

1V.- Guardar cuidadosamente los planos de abstraccion.
V.- Ensefiar guiando la actividad creadora y descubridora del alumno.

VI.- Estimular dicha actividad despertando interés directo y funcional hacia el
objeto del conocimiento.

VIL.- Promover en todo lo posible la autocorreccion.

VIII.- Conseguir cierta maestria en las soluciones antes de automatizarlas.
IX.- Cuidar que la expresion del alumno sea traduccion fiel de su pensamiento.
X.- Procurar a todo alumno éxitos que eviten su desaliento.

A pesar de que cada norma mereceria un estudio detallado y que el propio Puig
Adam le afiade un comentario a cada una, no nos detendremos en ellos pues no es
el objeto de este articulo.

Unicamente destacaremos la siguiente precision que escribe Puig Adam “Ex-
ceptuando el primer consejo de no rigidez o adaptacion que es el mds general, los
demdas podrian agruparse o categorizarse del siguiente modo:

e  Preceptos relativos a cualidades del método de ensenianza:
11: Genetismo, IlI: Vitalismo, 1V: Gradacion
e Preceptos relativos al modo:
V: Eurismo, VI: Interés, VII: Autocritica
e  Preceptos que podriamos llamar de plenitud:

VIII: Maestria, IX: Expresion, X: Exito”
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Es posible que quienes conozcan el Decdlogo se hayan dado cuenta de que el
que aqui se cita no es exactamente el mismo que circula en libros y articulos sobre
el tema. Hay una diferencia que descubriremos pronto, pero este es el primer De-
calogo publicaria Puig Adam y que marcaria la senda a seguir a todos aquellos
profesores y profesoras de Matematicas preocupados por su mejora como docen-
tes.

4. La tercera circular

De nuevo llega una circular al Instituto laboral de Ribadeo dirigida a Asuncion
Rodriguez-Moldes. No se aprecia en ella la fecha de envio pero corresponde al
tercer trimestre del curso, es decir, los meses de abril, mayo o junio de 1956 y es
por tanto la altima del curso.

Comienza Puig Adam diciendo que la circular tiene por objeto agradecer la
atencion prestada al Decédlogo y escribe: “Los comentarios recibidos, algunos de
gran calidad, denotan una preocupacion latente en todos por el problema diddc-
tico y el deseo vehemente de mejora, prometedor de una gran labor de conjunto”

A continuacion, en cinco apartados, transcribe parrafos de respuestas a pregun-
tas que le han realizado para que las conozcan otros compaiieros que “no se hayan
atrevido a realizarlas”™

El primer parrafo se refiere al tiempo que se tarda en aplicar los métodos euris-
ticos, una preocupacion muy comun cuando se presenta algun cambio de metodo-
logia. Puig Adam contesta: “. ..Los métodos euristicos requieren algo mds de
tiempo que los métodos explicativos tradicionales, pero no en la proporcion que
en un principio pueda parecer. Aunque sean lentos en las iniciaciones, el tiempo
que al principio parece perdido, es recuperado luego por la seguridad que el
alumno adquiere en lo que ha asimilado mds solidamente. De nada sirve acelerar
los procesos si luego resulta nula o casi nula la cosecha’. Sabio consejo.

El segundo apartado contiene otro pequefio tesoro: “..Cuando los nifios no
nos escuchan es porque no hemos tenido la habilidad de interesarles. La mo-
derna ensefnianza activa se propone ante todo conquistar el interés y la afectivi-
dad del nifio ™.

El tercer apartado reproduce la respuesta a la pregunta de Asuncion sobre la
utilizacion del didlogo entre los alumnos que ya hemos reproducido.

En el cuarto apartado escribe: “Algun compaiiero propone cada mes un tema
de clase experimental. Me parece excelente idea” y propone para lo que queda
de curso el siguiente: ;Como iniciar en forma atractiva y a ser posible euristica
el concepto de proporcionalidad en los alumnos de 2° curso?.
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Y para terminar esta circular, el 5° apartado que reproducimos en su totalidad
respetando las mayusculas que aparecen en el texto: “Finalmente voy a criticarme
yo mismo el Decalogo: creo que olvidé en él un cardcter fundamental que ha de
marcar la postura del profesor moderno, la observacion constante de sus alum-
nos. Aunque tal observacion va implicitamente contenida en varios puntos, espe-
cialmente el primero; habria sido mejor enunciarla explicitamente completando
asi el primer punto: no adoptar una diddctica rigida sino amoldarla en cada
caso al alumno observdandole constantemente.

En relacion con esto aconsejaba a uno de nuestros comparieros y aconsejo
también a los demas estampar en la portada del diario de clase este aforismo de
compromiso. este no es solo mi diario de clase sino también mi diario de expe-
riencias. No he de olvidarme de observar constantemente a mis alumnos para
penetrar en sus pensamientos y en sus consecuencias”’

Abhora si, el decalogo estd completo y tal como luego aparece en otros escritos
de Puig Adam, con las dos palabras que afiade a la primera norma: observdndole
constantemente. Por lo que esta primera regla pasa a ser:

L- No adoptar una didactica rigida, sino amoldarla en cada caso al alumno
observandole constantemente.

5. Para terminar

Hemos repasado las circulares que Puig Adam dirigi6 al profesorado de matema-
ticas en los institutos laborales durante el curso 1955-56, en las que se ve a un
maestro de maestros en plena accidn, entregado a la tarea de formar desde el con-
vencimiento con humildad y sencillez.

También hemos podido percibir la ilusion con la que Asuncion recibia las en-
seflanzas y trataba de ponerlas en practica consultando sus dudas didacticas y re-
cibiendo las respuestas del profesor.

Pero aqui no acaba esta historia sino que la relacion Pedro Puig Adam-
Asuncion Rodriguez-Moldes se mantendrd hasta el fallecimiento de este. Habra,
entre otras, mas circulares conteniendo frases y enseflanzas magistrales de Puig
Adam y aportaciones muy interesantes de Asuncidn, habrd nuevas experiencias
conjuntas (como los cursillos en Madrid descritos con detalle por Asuncion),
exposiciones de material, etc. Hasta ese funesto mes de enero de 1960 en el que el
maestro nos dejo, pero, como se habia indicado con anterioridad, en este articulo
nos limitamos tnicamente a lo acontecido en curso 1955-56.
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Resumen

We have considered appropriate to include in this issue number 100
devoted to Prof. Puig Adam one of the most representative lessons of
the heuristic method that he advocated. The chosen lesson treats the
manipulations leading to the discovery of the operative structure of the
square root, with the help of some appropriate didactic material. For
the sake of brevity, we have described it in an algorithmic way. In this
article we pay special attention to comment the didactical materials used
i the successive courses where we have taught this lesson, including a
computer simulation that we developed ad hoc.

Introducciéon

En este niimero 100 de nuestro Boletin dedicado a D. Pedro Puig Adam, nos
ha parecido oportuno incluir alguna de las lecciones sobre método heuristico
y material diddctico contenidas en sus célebres libros [3] y [5].

Entre ellas, hemos elegido la relativa a la estructura operatoria de la raiz
cuadrada entera, publicada inicialmente en 1932, en la Revista de Matemati-
ca Elemental de la Junta de Ampliacién de Estudios, y reproducida en [5],
paginas 322-327.

Suponemos que él debia estar especialmente satisfecho de esta leccion, ya
que la eligié para su célebre ponencia en la reunién para el mejoramiento de
la ensenanza de la matematica, promovida por la UNESCO y celebrada en
Ginebra en julio de 1956. A nosotros nos cautivé esta lecciéon de Puig Adam,
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como una de las mas representativas del método heuristico propugnado por
Puig Adam.

En este articulo recordamos el método heuristico utilizado por Puig Adam
sobre manipulaciones conducentes al descubrimiento de la estructura ope-
ratoria de la raiz cuadrada entera, describiéndolo brevemente en términos
algoritmicos. Hemos prestado especial atencion a comentar los materiales
didacticos que hemos utilizado en sucesivos cursos para experimentar aque-
llas manipulaciones con nuestros alumnos, incluida una simulacién informati-
ca que desarrollamos al efecto. Finalmente, terminamos recordando algunas
actividades menos conocidas, de entre las muchas desarrolladas por el genial
Puig Adam.

1. Algoritmo manipulativo para la raiz cuadrada

El fundamento de la estructura operatoria de la raiz cuadrada entera era
ya conocido en las culturas clasicas griega y china. El algoritmo es facil de
aplicar, pero la demostracién de su validez es laboriosa y tediosa de exponer,
lo que posiblemente motivé a Puig Adam a idear un algoritmo manipulativo
que, utilizando un sencillo material didactico, conduce a los jovenes alumnos
a descubrir jugando un algoritmo de célculo de la raiz.

Se dispone para ello de un material didactico consistente en una caja
que contiene tres tipos de piezas: 1) cuadraditos, representando unidades; 2)
tiras de diez de estos cuadraditos, representando decenas; 3) placas cuadradas
consistentes en diez de esas tiras, representando centenas.

Por brevedad, lo desarrollaremos sobre un ejemplo concreto, el mismo
descrito en [5], la raiz cuadrada entera de 674. Por tanto, inicialmente se
han de sacar de la caja: 6 placas-centenas, 7 tiras-decenas y 4 cuadraditos-
unidades. Nuestro objetivo es construir con esas piezas un cuadrado de lado
lo mayor posible, estando permitido realizar dos tipos de cambios con la caja:
una placa-centena por 10 tiras-decenas; una tira-decena por 10 cuadraditos-
unidades.

Protocolo de manipulaciones conducentes a calcular la raiz del n° 674

1. Sacar de la caja 6 placas-centenas, 7 tiras-decenas y 4 cuadraditos-unidades,
representando el nimero 674.
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2. Utilizando sélo esas placas-centenas, formar un cuadrado de lado lo ma-
yor posible; se forma asi un cuadrado inicial de lado 2 decenas, denotado C,
sobrando: 2 centenas, 7 decenas y 4 unidades (Figura 1).

Figura 1: Cuadrado mayor posible formado con placas-centenas.

3. Cambiar en la caja las 2 placas-centenas sobrantes por tiras-decenas; de
ese modo, se conserva C y sobran 27 tiras-decenas y 4 cuadraditos-unidades.

4. Elegir dos lados consecutivos del cuadrado C (el derecho y el superior, por
ejemplo), para realizar sobre ambos lados la accién de orlar esos dos lados,
consistente en colocar a su lado una linea de tiras-decenas; esa accién de
orlar dichos lados se ha de repetir, mientras haya suficientes tiras-decenas; se
llega asi a formar un casi-cuadrado de lado 26 (Figura 2), que hemos llamado
asi por tener un hueco cuadrado, H, de lado 6 en su vértice superior derecho,
sobrando 3 tiras-decenas y cuatro unidades.

5. Como las 3 decenas y 4 unidades sobrantes no son suficientes para tapar
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el hueco H, deshacemos la tltima acciéon de orlar ejecutada; se llega asi a
tener un casi-cuadrado de lado 25, con un hueco cuadrado, H’, de lado 5 en
su vértice superior derecho, sobrando 344 tiras-decenas y 4 unidades.

Figura 2: Casi-cuadrado formado con placas-centenas y tiras-decenas.

6. Cambiar en la caja 3 de las tiras-decenas sobrantes por 30 unidades; se
conserva asi el casi-cuadrado de lado 25, sobrando 4 tiras-decenas y 30+4
unidades.

7. Tapar el hueco H’ con 25 de las unidades sobrantes, para llegar asi a
completar el cuadrado de lado 25 (Figura 3), sobrando 4 tiras-decenas y 34-
25=9 unidades.

8. Se llega de este modo a concluir, de modo empirico, que la raiz cuadrada
entera de 674 es 25 y su resto 49.
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Unos cuantos de ejercicios similares por este método empirico de comple-
tacion de cuadrado hacen pronto llegar a los alumnos a poder prescindir del
material manipulable y descubrir por si mismos la regla operatoria de la raiz
cuadrada entera.

Figura 3: Cuadrado de lado mdximo formado a partir de 67/.

En nuestro tiempo, en que disponemos de calculadoras y computadoras,
tiene muy poco interés utilitario llegar a calcular con rapidez raices cuadradas
laboriosas, pero si tiene interés formativo llegar a descubrir por si mismo su
regla operatoria.

Como repetidamente decia Puig Adam, una vez mas adelantdndose a su
tiempo, es mucho mas interesante motivar a los alumnos induciéndoles a
conseguir que redescubran por si mismos un pequeno paso adelante, antes
que conseguir hacerles memorizar muchos métodos mateméticos (véase su
famoso “Decdlogo”, contenido en [5]).
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2. Sobre el material didactico utilizado

Este tipo de manipulaciones lo mostraba Puig Adam con placas-centenas
y tiras-decenas de broches automaticos (adquiribles antiguamente en mer-
cerias).

Nuestros alumnos comenzaron realizando estas experiencias con un ma-
terial similar al de los broches, que elaboraban con cartulinas cortadas en
placas cuadradas y tiras sobre las que se grababan las unidades con un se-
llo de caucho conteniendo una pelotita de tenis, como aparece en las figuras
de la Seccion anterior. Por ser aburrida su preparacion, esta se abreviaba
elaborando una unica coleccién, para después fotocopiarla.

Figura 4: Generacion del cuadrado de lado mdzimo, para la raiz de 1924.

Mucho mas cémodo es realizar estas experiencias aprovechando los blo-
ques multibase de Dienes, que ademas incluyen cubos de arista 10 unidades
para representar unidades de millar, que se han de descomponer en 10 placas-
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centenas, antes de comenzar el proceso de completacion de cuadrado, como
aparece en la Figura 4, para el caso de la raiz del n° 1924. Notemos que este
material se popularizé con posterioridad al fallecimiento de Puig Adam.
Los bloques multibase de Dienes permiten ademés calcular raices cua-
dradas en sistemas de numeracién en otras bases distintas de la decimal y
pueden ser ademas utilizados para descubrir la regla operatoria de la raiz
ctbica, via completacién de cubo (en vez de completacion de cuadrado).
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Figura 5: Piezas centenas, decenas y unidades con LEGO Digital Designer.

Para alumnos que usen ordenador, otro posible material apropiado para
ejecutar estas experiencias es el que ofrecen algunas de entre las multiples
piezas que ofrece el LEGO Digital Designer, v 4.3 (Figura 5).

Pero, aun disponiendo de cualquiera de los materiales didacticos mencio-
nados, el proceso manipulativo de completacion de cuadrado para descubrir
la raiz cuadrada entera, descrito en la secién anterior, es bastante lento de
ejecutar, por lo que en su dia optamos finalmente por elaborar un programa
informético que permitiera visualizar y manipular coémodamente el proceso
descrito de completacién de cuadrado conducente a descubrir la regla opera-
toria de la raiz.
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3. Simulacion informatica de la raiz cuadrada

La dificultad de disponer de un material didactico apropiado para que todos
los alumnos de la clase pudieran realizar simultaneamente las manipulaciones
conducentes al descubrimiento de la regla operatoria de la raiz cuadrada
entera nos indujeron a desarrollar una simulaciéon informatica de este proceso.

La simulacién inicial que elaboramos en Turbo-Pascal ya fue dada a co-
nocer en el n° 30 de nuestro Boletin en 1992 [8] (agotado) y posteriormente
(1995) incluida en el soporte magnético adjunto a nuestro libro [9]. Nos limi-
taremos aqui a hacer una breve descripcion de su funcionamiento.

Figura 6: Simulacion de la raiz entera del nimero 5869.

El programa comienza a ejecutarse invitando al ususario a escribir un
numero natural de menos de cinco cifras, por ejemplo 5869. El ususario decide
si desea, o no, simulacién grafica del proceso paso a paso, o sélo obtener la
raiz entera y el resto. En caso afirmativo representa (Figura 6) las 9 unidades
del nimero elegido mediante puntos, las 6 decenas mediante tiras delgadas,
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las 8 centenas mediante mediante cuadrados y los 5 millares mediante tiras
gruesas (descomponibles en diez cuadrados).

El programa permite elegir el tiempo de Retardo en sequndos que debe
emplear en realizar cada paso de la ejecucion.

Todas los objetos representativos del nimero elegido, 5859, esto es, los
puntos-unidades, tiras-decenas, cuadrados-centenas y tiras gruesas-centenas
aparecen en color azul en la parte superior de la pantalla gréfica.

El proceso de simulacién comienza descomponiendo cada unidad de millar
en sus diez centenas, como muestra la Figura 7.

entera
umero: 386D
Simulacian

etardo seg. @
Descomposicion
illar—centenas
=pulsa Enter
onstruiyr el
nadrado mayor
rosikble (E>

Figura 7: Descomposicion de cada millar en diez centenas.

Se trata a continuacion de formar un cuadrado lo mayor posible utilizando
todas las placas-centenas existentes (las 5 x 10 procedentes de descomponer
las tiras gruesas-centenas, junto con las 8 existentes inicialmente).

Este proceso se realiza instantaneamente, en caso de haber elegido tiempo
de Retardo nulo, pero si dicho tiempo se elige positivo, entonces el proceso se
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realiza paso a paso, desapareciendo cada cuadrado-centena azul de la parte
superior de la pantalla grafica a la vez que aparece en color rosa en el cuadrado
que se va generando en parte inferior izquierda de la pantalla grafica.

Al concluir este proceso (Figura 8) se ha conseguido llegar a generar
un cuadrado rosa de lado 7 decenas y han sobrado 9 placas-centenas azules
(insuficientes para continuar el proceso de orlar el cuadrado rosa).

Hetardo se
Descomposi
illar—cent

sobran 9cen{E>

Figura 8: Mayor cuadrado mayor que puede ser generado con cuadrados-centenas.

A continuacién se trata de aumentar el lado del cuadrado rosa, utilizando
tiras-decenas azules. Para ello, se han de descomponer las placas-centenas
azules sobrantes en tiras-decenas, en numero suficiente para poder orlar el
cuadrado rosa, de modo que este llegue a ser lo mayor posible. Entonces las
tiras-decenas azules se van colocan orlando los lados derecho y superior del
cuadrado rosa, en un proceso ya descrito en la seccién anterior.

Este proceso se realiza instantaneamente, en caso de haber elegido tiempo
de Retardo nulo, pero si dicho tiempo se elige positivo, entonces el proceso se
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realiza paso a paso, desapareciendo cada tira-decena azul de la parte superior
de la pantalla grafica a la vez que aparece en color rosa orlando el cuadrado
que se va generando en parte inferior izquierda de la pantalla grafica.

Al concluir este proceso (Figura 9) se ha conseguido llegar a generar un
cuadrado rosa de lado 76 y han sobrado 9 tiras-decenas y 3 unidades azules.

=pulsa Enter
onstruir el
nadirado E?Hur

sobran 9cent{E)
Descomposician
en—decenas{E)
Descomposicion
ec—unlidades(E)
Esta completado
in cuadrado
e lado
sobran 93C(E)
aiz entera
resto 93 (E)»

Figura 9: La raiz entera ha resultado ser 76 y el resto 93.

4. Consideraciones finales

Pensando en los lectores mas jovenes, no queremos concluir este articulo
sin recordar que D. Pedro Puig Adam no sélo destacé en Didéctica de la
Matematica, entendida como una parte de la matematica, esto es, en lo que
durante bastante tiempo se denomindé Metodologia de la Matemadtica, de la
que era Profesor en la Seccién de Matematica de la Facultad de Ciencias de
la Universidad Central de Madrid. Desarrollé otras multiples actividades.
Ante todo, recordemos que era Ingeniero Superior y Matematico, por lo
que muchos de sus numerosos articulos oscilaron entre la Matematica Pura
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y la Aplicada. Su tesis doctoral versé sobre ciertos problemas de Relatividad
Restringida, algo completamente novedoso en los anos 20.

Citemos algunas de las publicaciones mas conocidas. En colaboracién con
Julio Rey Pastor escribié las colecciones completas de los textos de Bachi-
llerato de los Planes de Estudios de los anos 1934, 1938, 1954 y 1957. Sus
textos de Geometria Métrica incluian una axiomatica original, basada en la
de Hilbert, pero incorporando unos axiomas de movimientos que la hacian
mucho mas practica. Sus textos de Célculo Integral y Ecuaciones Diferencia-
les fueron utilizados por muchas generaciones de estudiantes de Facultades
de Ciencias y de Ingenierias.

Y sobre todo, entre los docentes, es famoso su “Decdlogo” publicado en
2], reproducido en [5] y comentado ampliamente en [7].

Se interesé por muchos problemas matematicos aparecidos en la técnica,
siendo célebre al titulado Sobre la estabilidad del movimiento de las palas del
autogiro, en que resolvio este problema matematico que se present6 a D. Juan
de la Cierva, el inventor del autogiro. (Aparece resumido en la pagina 120
del texto de Ecuaciones Direnciales de Puig Adam, en la edicién de 1955).

Fue miembro de nimero de la Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y
Naturales desde el afio 1950 hasta su prematuro fallecimiento en 1960 y en su
corta vida tuvo tiempo de componer muisica, existiendo un LP publicado en
Espana por Fidias en 1966, conteniendo un Recital de piano de Pedro de Ler-
ma con cuatro partituras, cuyos autores son Schumann, Debussy, Beigbeder y
Puig Adam (Los que eran estudiantes en los anos 50 en la Escuela de Ingenie-
ros Industriales de Madrid recuerdan los acordes de piano que se escuchaban
en los pasillos de la Escuela cuando D. Pedro terminaba sus clases).

Cuando fallecié en enero de 1960 una colecciéon de eminentes profesores
de matematica (interesados en su ensenanza) le dedicaron una coleccién de
articulos recogidos en el libro [6] publicado por el Ministerio de Educacién.

En el ano 2000, con motivo del centenario del nacimiento de Puig Adam,
se celebré en la Real Academia de Ciencias un acto conmemorativo organiza-
do por la Academia, por nuestra Soc. Puig Adam y por la ETSI Industriales
de la UPM y publicado por la Academia [10], donde puede encontrarse una
detallada relacion de su produccion cientifica.

En nuestra opinién, si Puig Adam hubiera nacido en un pais como Francia,
més orgulloso de sus grandes hombres, habria sido mas recordado.
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. Es posible una ensenanza “inocente”
de las Matematicas?

José M. Pacheco !
Departamento de Matematicas
Universidad de Las Palmas de Gran Canaria
josemiguel.pacheco@ulpgc.es

Resumen

This little contribution to the 100" number of our Boletin is an at-
tempt to draw some attention towards reflecting on how some usual
practices in Mathematics teaching, too close to everyday experience,
might lead to potential misconceptions. The author proposes a unified
teaching of Physics and Mathematics at the elementary level.

Esta pequena contribucion para el niimero 100 del Boletin intenta
ser una llamada a reflexionar sobre algunas practicas que pueden ser
potencialmente erréneas en la ensenanza de las Matematicas, en espe-
cial el abuso de motivaciones en exceso coyunturales. El autor propone
unificar las ensenanzas de la Fisica y las Matematicas elementales.

1. Motivacion

Es motivo de satisfaccion ver que nuestro Boletin alcanza su centésimo nime-
ro con excelente salud. Quien esto firma tuvo el honor y también el placer
—hace ya tantos anos— de colaborar en la confeccién de los dos primeros nime-
ros en una curiosa mezcla de trabajo artesanal e ilusion. Tengo atin en mente
las primeras reuniones, donde D. José Ramén Pascual Ibarra (1911-1996) pro-
puso de inmediato la necesidad de disponer de un vinculo de comunicacién

'Miembro casi fundador de la Sociedad.
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entre los colegas, también con el propdsito de representar a nuestra Socie-
dad ante una audiencia mas numerosa por la via de intercambios, y recuerdo
haber visitado a Ibarra, como era generalmente conocido, en su casa cerca
de Argiielles para recoger los primeros originales junto con el encargo de dar
vida al primer niimero. Aquella encomienda acabd bien y en ella participa-
mos Javier Lopez de Elorriaga, Fernando Palancar, Enrique Veldazquez y yo
mismo. El primer niimero aparecié en Mayo de 1983 y fue el tinico impreso en
formato A5, pues desde el niimero 2 el Boletin se publica con las dimensiones
23,7 x 16,4 cm; también se disend la presentacion de la pagina de indices
con un recuadro a dos columnas, conservado hasta el niimero 38 de la pu-
blicacion. Para la seccion de anécdotas, Ibarra siempre vestia como un lord
inglés, y sus clases de iniciacién a la didactica de la ensefianza Secundaria
solian comenzar diciendo que para los ingleses, la educacion Secundaria es...
la que sigue a la Primaria.

;._:.g,_.:._. i

.'j, L8 H‘fa-“"-'f.'.l,'l:ﬁ"l

ai_i

[n muaa '«_

Figura 1: Numeros 1 y 2 del Boletin de nuestra Sociedad

Aunque poco después dejé Madrid, nunca he abandonado la Sociedad, leo
cada nuevo nuimero del Boletin siempre con atencién y agrado, y bien que
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siento lo escaso de mis contribuciones. He asistido a su consolidacion, a sus
cambios tipograficos, y a su apertura a nuevas lineas mostrando a sus lectores
una particular evoluciéon de cémo entender las Matemaéticas y su ensenanza.

Hablando de Matematicas, con toda seguridad D. Pedro Puig Adam
(1900-1960) hubiera dicho més bien “la Matematica”, siguiendo la tradicién
krausista impuesta por D. Julio Rey Pastor (1888-1962), pero me resulta mu-
cho mas sugerente ese plural tan popular, que los alumnos suelen abreviar en
“Mates” o —los mas aviesos— en “Tracas”, asi, sin mas.

Si nos vamos a la ensenanza, soy de la opinién de que “ensenanza de
las Matematicas” es poco menos que un pleonasmo: Encontramos la raiz
griega “mathe” también en la palabra “mathetes”, que viene a significar
discipulo o alumno, asi que no es posible separar con nitidez las Matematicas
de la forma de transmitirlas, pero si que es razonable pensar sobre hasta
qué punto dependemos para ello de las modas y las condiciones ambientales.
He aqui la razén de esta reflexion o apunte histérico-educativo que ofrezco a
mis estimados colegas.

2. Es posible una ensenanza inocente de las Ma-
tematicas?

Durante los anos que se han dado en denominar “edad de plata” de la ciencia
espanola (por cierto, cudl fue la de oro, o es que esta ain por llegar?), mas o
menos entre 1918 y 1935, hubo un buen ntimero de profesores de diversas ma-
terias que viajaron al extranjero para ver, investigar, y en su caso introducir
en nuestro pais las novedades o adelantos didacticos que habian observado o
experimentado (ver p.ej. Pacheco 2014). El resultado fue desigual, sobre todo
por el impacto de la guerra civil y de su larguisima posguerra, que desbara-
taron en tantos sentidos muchos proyectos educativos y culturales forjados a
lo largo de bastantes anos y cortados de raiz en 1936. La recuperacién fue
complicada, cuando no imposible en muchos casos, tardia, y con frecuencia
en la direccién equivocada.

Insistiré, pues, en la pregunta acerca de la posibilidad de una ensenanza
inocente de nuestra ciencia. Aqui, por “inocente” entenderé estar en pose-
sién de la capacidad de mantener la independencia de los entornos sociales,
economicos, culturales y politicos, al menos hasta un cierto punto.
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No es facil discutir sobre ello, y menos en tiempos cuando la curiosidad
cientifica se halla arrinconada en ambitos muy alejados de las Matemati-
cas —tal como comprobamos a diario en la gran difusién de documentales
sobre animales exdticos o la exploracién del océano (como si no hubiera Ma-
tematicas en ello)— y con demasiada frecuencia también a mucha distancia de
motivaciones proximas a la vida cotidiana. Solemos ver anunciados cursos,
simposios, conferencias, charlas donde se pretende estudiar la relacién entre
Matematicas y vida diaria, pero si no se preparan con esmero y acompanadas
de ejemplos razonables, los resultados no iran maéas alla de un conjunto de
anécdotas mas o menos afortunadas. En mi opinion, vivimos tiempos de du-
da, llenos de bifurcaciones conducentes a caminos insospechados en las apli-
caciones —que suelen ser la parte menos inocente de las Matematicas— y que
promueven a su vez cambios en el énfasis dedicado a las diferentes disciplinas
matematicas clasicas cuando se llega a la cuestion de como transmitirlas a
las generaciones jévenes sin perder los hilos conductores fundamentales.

2.1. Breve digresion sobre “lo cotidiano”

Hace algin tiempo, los libros de texto y de problemas ofrecian una variedad de
ejemplos donde aparecian ovejas, barricas de vino, plantios de coles, aldeanos
en las ferias de ganado, lecheros que aguaban su producto, e incluso... letras
de cambio descontadas. Un ejemplo casi enternecedor es (Onieva 1951), véase
la Figura 2. Todo ello queda hoy muy lejos de lo cotidiano y a mas de uno le
resulta dificil reconocer que las Matematicas de esos asuntos fueran relevantes
y se explicasen en los primeros cursos del Bachillerato cuando éste comenzaba
a los 10 anos de edad, en una fase que denominariamos de adquisicion de
cultura general. En otras palabras, las Matematicas de esa cotidianeidad
eran accesibles con poco mas de las cuatro reglas, mientras que las relativas a
adelantos técnicos quedaban relegadas a cursos universitarios especializados o
a las ingenierias. Eso si, habia una consciencia de que tras todos esos avances
habia Matematicas, aunque no fuesen comprensibles para el comun de las
personas.

Sin embargo, hoy nadie piensa que los jovenes adictos a los teléfonos
moviles y a sus casi infinitas capacidades tengan la menor idea de que existan
Matematicas tras algo tan corriente, y si por un extrano azar les sobreviniese
la curiosidad, se encontrarian con frases, casi exabruptos, como “... es que las
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conexiones via satélite llevan implicita una correccién relativista...

ANTONIO J. ONIEVA

Ll [HIFECTGR DT EMSCRANZA FRIMARIA

1.400
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ARITMETICA - GEOMETRLA - FISICA - GEGGRAFIA - AGRIMENEURA
CALCULG BOMERCIAL - GEOMETRIA ¥ FISICA SUFERIORES

Scluciones de todes los problemas de los grades 17, 27 v 3.° da ln
NUEVA ENCICLOPEDIA ESCOLAR H. 5. R

HIJOS DE SANTIAGO EODRIGUEZ - EDITORES
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Figura 2: Pdgina inicial del libro de problemas de Antonio Onieva de 1951.

Las transacciones comerciales de un ciudadano comin ya no necesitan
conocer bien las medidas, pues todo viene empaquetado y etiquetado porque
es mas importante la distribucion que los productos en si, y asi sucesivamente
— jpor qué no se explican las Matematicas subyacentes a la distribucion de
bienes y servicios?— No parece facil explicar las Matematicas de la cotidianei-
dad del primer cuarto del sigo XXI a gente de 12 6 13 anos, si ademas las de
épocas pasadas se nos antojan obsoletas y carentes de sentido en la practica.
El resultado se constata con la casi total desaparicion de las Matematicas en
el panorama educativo preuniversitario.

No sé si habrd alguna forma de remediar lo anterior, pero los intentos
de absoluta abstraccion que plagaron las aulas en mis anos de estudiante no
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parecen haber tenido gran éxito. Ademas, quienes pensamos que una sesién
de Matematicas ha de comenzar con un ejemplo motivador, seguir con un
desarrollo tedrico, y terminar con otro ejemplo corroborativo de abstraccién
superior a la del inicial, nos encontramos ante graves dificultades derivadas
de la diferente concepcién del papel del sistema educativo en la formacion de
los futuros pobladores del planeta.

2.2. El ingrato destino de Don José M? Eyaralar

El protagonista de esta historia con final poco feliz es el profesor de Ma-
teméaticas D. José Marfa Eyaralar Almazan (1890-1944), primer becado por
la Junta de Ampliacién de Estudios para cuestiones de ensenanza de las Ma-

tematicas en 1922.
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Figura 3: Portadas exterior e interior de “Metodologia de la Matemdtica”, 1933.

Pas6 algo més de medio ano en Francia dedicado a observar y compa-
rar diferentes métodos de aprendizaje, sus conclusiones fueron presentadas
en 1923 con la preceptiva memoria justificativa presentada a la Junta tras
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su regreso a Espana (Archivo 1999), y posteriormente utilizé su experiencia
para la confeccion de textos de muy buena calidad. En 1933 dio a la impren-
ta una “Metodologia de la Matematica” (Figura 3) jnétese el singular! muy
conocida y celebrada en su momento, donde encontramos lo cotidiano como
fundamento de la experiencia didactica y también como base programatica,
incluyendo algunos apuntes sobre opiniones y creencias entonces considera-
das cotidianas, ingenuamente incluidos por el autor para acomodarse a su
tiempo, pero en nuestros dias inaceptables en cualquier texto. Un estudio
bien documentado sobre Eyaralar es (Comas 2005).
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I estancia én los Palses Bajos (1)
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Figura 4: Pdgina 25 de “Metodologia de la Matemdtica”, del aiio 1933.2

2Nétese el comentario —completamente al dia en su momento— sobre la posible influencia
de las razas en la produccién matemadtica. El texto correspondiente dice (sic): “También es
notable si consideramos las razas, que los arios, objetivos cultivadores de las Ciencias, hayan
desenvuelto primeramente las Geometrias (griegos), mientras los semitas, subjetivistas,

inventasen el Algebra”.
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Mas de un catedratico habra utilizado este libro como inspiracién en la
confeccién de la memoria sobre objetivos, fuentes, métodos, etc. necesaria
para las oposiciones, pasando por encima de los parrafos mas controvertidos.
Les ruego ahora que observen la Figura 4, fijdindose en el parrafo que comien-
za con “También...”, para mayor claridad reproducido debajo. Asistimos a
un intento de actualizar al maximo, y acomodarse a lo cotidiano por parte
de nuestro autor. También, en las paginas 173-174 del mismo texto, extracta
unas observaciones sobre las capacidades matematicas de la raza negra, to-
madas de la revista francesa L’Education Enfantine, fundada en 1903, y que
no pasarian ahora filtro cultural y/o politico alguno. Es cierto que la opi-
nion mayoritaria desde hace muchos anos es que el inicio de las Mateméaticas
se puede rastrear en las transacciones comerciales a pequena escala y en
la agrimensura, actividades bastante independientes de cualquier ubicacién
geografica, y por tanto racial. Por eso, la vision de las Matematicas conocida
como Ethnomathematics, propuesta en los 1980 por el conocido matematico,
didacta e historiador brasileno Ubiratan D’Ambrosio (ver, p. ej. D’Ambrosio
1999) hubiera eximido directamente a nuestro autor de cualquier veleidad
de racismo —nétese la sutil distincion politica entre étnico y racial-... pero
desgraciadamente D. José M? fue depurado y apartado de su catedra por los
inminentes ganadores de la guerra civil incluso antes de acabar ésta, ya en
1938, y retirado a un amargo exilio interior, compartido por bastantes mas
profesionales de nuestra disciplina (Pacheco 2015), hasta su fallecimiento en
1944.

Y no fue apartado de su puesto por racista —algo que en la Europa y los
Estados Unidos de aquellos afios no estaba demasiado mal visto (Siegmund-
Schultze 2009), y ademés con seguridad él no lo era—, sino entre otras cosas
por creer que lo cotidiano esta en el origen no sélo de las Matemaéticas y de
cualquier otra ciencia. Lo que no debia de saber D. José M? es que tales opi-
niones, en principio inocuas, traducidas en una minima y bien intencionada
adscripcion politica, pudieran llevar a tan amargas consecuencias personales.

3. A modo de final

Una observacién —que no conclusiéon— es si no deberiamos aceptar lo que
muchas veces dicen los filésofos: la Filosofia no se ensena, se hace, se practica.
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Preguntémonos ahora, pues, qué serd “hacer”, matematicamente hablando.

Si partimos del mercado en la plaza del pueblo y consideramos las acti-
vidades que confluyen en él, las Matematicas surgen como un destilado de
practicas habituales como contar, medir, pesar, pagar, cobrar, prestar, gene-
rando, tras mucho esfuerzo mental y siglos de trabajo de gran cantidad de
individuos, reglas y métodos abstractos desconectados de aquellas activida-
des cotidianas: algo tan ordinario como la suma de niimeros enteros positivos
lleva una enorme carga de abstraccién tras de si. La limpidez de los resul-
tados condujo a célculos cada vez mas refinados, y mentes tan licidas como
Leibniz (1646-1716) se sintieron tentadas a extenderlos a las actividades in-
terpersonales y sociales: calculemus!

La concepcién a la Leibniz lleva de nuevo, esta vez desde arriba, a con-
siderar mateméaticamente lo cotidiano. De ahi derivan la Logica Formal y la
Informatica, queramos o no. De camino encontraremos la Estadistica en sus
diferentes versiones y finalmente, la sinergia entre Informética y Estadistica,
hoy dia paradigma de cotidianeidad: si algo nos invade a diario son torrentes
de datos que nos abruman y aburren en los telediarios, en las retransmisio-
nes deportivas, en la publicidad de cualquier cosa... pero jse justifica una
ensenanza matematica sobre tal base? Quiero creer que no, pues es muy
posible pensar, y seguramente con razon, que la interpretacion de series fi-
nancieras se considere dentro de unos anos tan perniciosa para la sociedad
como el racismo, o tan obsoleta como las tablas de logaritmos impresas en
papel, relegando el fundamentar la ensenanza sobre tales cosas al rango de
curiosidad histérica o tal vez, directamente al olvido.

Para terminar con una propuesta personal: si la ensenanza de las Ma-
tematicas se ha de basar en lo cotidiano para preservar una cierta “inocen-
cia”, que sea sobre algo mas duradero, menos mutable que las costumbres
y usos de la Humanidad, al menos a ciertas escalas. Me atrevo a proponer
una mayor cercania entre la ensenanza de la Fisica y la de las Matemati-
cas, incluso sugiriendo su unificacién hasta un cierto nivel. Ahora mismo,
la comprension de la Fisica escolar se oscurece tras un aparato matematico
desmedido, necesitado de una poda urgente, y las aplicaciones de las Ma-
tematicas se justificarian con ejemplos menos variables que los mercados, ya
sean antiguos y rurales o contemporaneos y electrénicos. En pocas palabras,
una vision ligeramente mas unida de dos ciencias clasicas deberia conducirnos
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a una ensenanza “mas inocente”. Apuntemos alto: hay un libro cuyo titulo
basta para el optimismo, jnada menos que “Encuentros celestiales”! (Diacu
y Holmes 1996).
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Abstract

This article studies certain fourth degree curves associated with a triangle.

Dedicado a D. Pedro Puig Adam

1. Generacion de la familia

Sea un triangulo ABC. Se va a estudiar el lugar geométrico de los puntos cuya
distancia a 4 es igual a la suma de las distancias a B y C. Nada impide suponer
(mediante un movimiento y el correspondiente cambio de escala) que B =(-1,0)

y C=(1,0). Sobre el punto 4 =(a, b) yano cabe hacer consideracion alguna. Sea
P =(x, y) un punto cualquiera de la curva. Entonces PB+ PC = PA:

JE+D + 7 +J(x =D +y* = (x—a)* +(y—b)’
La eliminacién de las raices cuadradas nos lleva a lo siguiente:

3(x* + %) —dax(x’ + y*) = 4by(x* + y*) +2(b* —a’ = 6)x* +2(a’ = b’ +2)y°
+8abxy —4a(2—a* —b)x—4b2-a* - b))y +4—(2—a* -b*)* =0

Es pues una familia biparamétrica de curvas de cuarto orden. El estudio global no
es en absoluto facil, de manera que nos limitaremos a la subfamilia correspon-
diente a tridngulos isosceles (esto es, hacemos a =0 y queda libre la b):

3(x° + 7)Y —4by(x* + y*) +2(b° —6)x> +2(2—b*)y* —4b(2—b*)y+4b> —=b* =0

A continuacion, algunos ejemplos de la curva para ciertos valores de b:
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3(x*+ 7)Y —4y(x* +y*)—10x" +2y* =4y +3=0 (b=1)

3(x*+ 7)Y =8y(x* +y*)—4x" —4y* +16y=0(b=2)

— |

3(x* + 7)Y —12y(x* +y*)+6x* —14y° +84y—45=0 (b=3)

Hay que hacer notar que para ciertos puntos de la curva (por ejemplo 4 para
b=1) no se cumple que PB+ PC=PA, sino PB—PC=PA. Esto se debe al
doble signo de la raiz cuadradas en las formulas de las distancias.
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2. Corte con los ejes

Si en la ecuacién de la curva hacemos y =0 resulta la ecuacion bicuadrada
3x* +2(b* — 6)x* +4b> —b* =0, cuyo discriminante es 16(h* — 3)*. Entonces:

. 2(b> —6)+4(b* —3)
6

En consecuencia x* =5°/3 (y x=+b/+3) 0 x> =4—b* (y x=%/4—b"). Enton-
ces, si b< 2, la curva corta al eje de abscisas en cuatro puntos reales, si b=2, en
tres puntos reales, en uno de ellos con tangencia, y si b> 2, en dos puntos reales

y dos imaginarios. Hacemos a continuacion x =0
3yt —4by’ +2(2-0%)y* —4b(2-Db*)y +4b* —b* =0
Ahora bien, el primer miembro de esta ecuacidn es facilmente descomponible:
(y=b)’By* +2by+4-5")=0

Entonces la curva corta al eje de ordenadas dos veces en el punto (0,b). De

3y* +2by +4—b* =0 se deduce lo siguiente:

—b+24b* -3

3

y:

En consecuencia, si b >+/3, la curva corta al eje de las ordenadas en dos puntos
reales, y si b<+/3 en dos puntos imaginarios conjugados. Si b =/3, resulta que

la ecuacion de la curva se convierte en 3(x>+y* —(44/3/3)y—1)>=0. Es una
circunferencia doble y su estudio carece de interés.

3. Puntos singulares

Para buscar los puntos singulares, escribimos la ecuacion de la curva en coorde-
nadas homogéneas:
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F(x,y,z)= 3()(2 + )/2)2 - 4by(x2 + yz)z + 2(1)2 — 6))(222
+2(2-b%)y’z> —4b(2-b*)yz’ +(4b* —b*)z*

A continuacion, planteamos el siguiente sistema de ecuaciones:

F=0 ; aa—F=12x(x2+y2)—8bxyz+4(b2—6)xzz=O
x

?9_F:12y(x2 +y?)—4b(x* + y*)z—8by°z +4(2—b*)yz* —4b(2—-b*)z’ =0
Y

%—F =—4by(x* + y*)+4(b° —6)x’z +4(2-b*)y’z—12b(2 - b*)yz* +4(4b> —b*)z’ =0
y4

Empezamos haciendo z =0. Entonces, o x=y =0 (y esto no significa nada), o
x> +y* =0, y tenemos los puntos ciclicos 7=(1,i,0) y J=(,—i,0). Para ver
qué clase de puntos dobles son, fabricamos la curva F*(y,z)=F(,y+i,z), que
tiene en el origen una singularidad de la misma naturaleza que F en I

F'(y,2)=3(y* +2yi)* —4b(y +i)(y* + 2yi)z + 2(b* - 6)2°
$2(2-67)(y +2yi=1)2" —4b(2—b*)(y+i)z’ + (46> = b*)z*

El monomio de menor grado es (b* —4)z> +2byz—3y”, cuyo discriminante (co-

mo ecuacion en z) es 16y>(b*> —3), que solo se anula si b =+/3 (cuando la curva

degenera). Luego los puntos ciclicos son nodos.

En el plano afin hay, como mucho, un punto doble (dos puntos dobles mas o
uno triple superaria lo que puede soportar una cuartica sin degenerar). Y por la
simetria de la curva tal punto solo puede estar sobre el eje de ordenadas. Para dar
con €él, hacemos z=1y x=0en el anterior sistema de ecuaciones anteriores y
prescindimos de la ultima:

F(0,y,1)=3y" —4by’ +2(2-b*)y* —4b(2—-b*)y+4b> —b* =0

M:O : M=3y3—3by2+(2—bz)y—b(2_b2)=0
ox dy
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Una solucion es y = b, entonces el punto (0,b) es doble. Para discernir si es no-
do o cuspide, trasladamos la curva de modo que el punto esté en el origen:

F(x,y+b,1)=3(x>+ %) +8by(x” + y°) +(4b> —12)x* + (4b*> +4)y* =0
Las ecuaciones de las rectas tangentes en el origen de esta nueva curva son
V3= + pV1+5> =0 y xv3—b> — py1+b> =0. Como la posibilidad b =+/3

estd excluida, el punto es un nodo. Si »<+/3, las tangentes son reales, y si

b>+/3 son imaginarias, y el punto aparece aislado en el plano real.

4. El género de la curva

El género de la curva es cero, por tener todas las singularidades que permite su
grado. Esto significa que posee parametrizaciones racionales, una de las cuales se

va a fabricar a continuacion (suponiendo b <3). Usaremos la notacién

a=~3-b>y B=+1+b* y supondremos el punto singular en el origen:
3(x%+ ) +8by(x* + ) -4’ x* +457°y* =0
Cortaremos la curva con las circunferencias que pasan por el punto (0,0)y son

alli tangentes a la recta ax+ fy =0. Cada una de ellas corta a la cuartica tres ve-

ces en dicho punto y dos en cada uno de los puntos ciclicos (siete en total). El
punto de corte que queda libre proporciona las ecuaciones paramétricas. Esto se
puede ver en la Figura 1 (la curva es la que corresponde a b=1).

La ecuacion de la familia de circunferencias esx” + y*> —2amtx — 2ty =0. En-
tonces, sustituyendo en la ecuacién de la cuartica:

32atx +28ty)’ +8by(2ant +2ty) -4’ x* +44°y* =0

1217 (ox + By)* +16byt(cox + By) + d(ax + By)( By —ax) =0

3t (ax + By) +4byt + fy —ox =0

a(1-3t%)
Y38 vabi+ B xe/ (1)
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Figura 1

La funcion fes racional en ¢. Volviendo a la ecuacion de la circunferencia:
x> +x2a’ [ f(O) = 20mx = 2aftxf (1) =0
De aqui despejamos x, y ya tenemos las ecuaciones paramétricas:

1+ B/ SIEY. 1)

x=201 ———— y=2otf()—F"——
1+ o[ f(1)] I+’ [f(1)]

5. Clase, inflexiones y bitangentes

Sea n el grado de una curva, m su clase, i el nuimero de inflexiones, ¢ el de bitan-
gentes, r el de ctspides y d el de nodos. Si no hay més singularidades, estos nti-
meros estan relacionados mediante las formulas de Pliicker:

m+2d+3r=n(n-1)
i+6d+8r=3n(n-2)
n+2t+3i=m(m-1)
r+6t+8i=3m(m—2)
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Seglin la primera, la clase es 6, segin la segunda hay 6 inflexiones, y segun la
tercera, hay 4 bitangentes. La ultima ya no dice nada nuevo. Existe otra férmula,
debida a Klein, en la cual solo se tienen en cuenta los elementos reales:

n+i+2t=m+r+2d

Por ella sabemos que el numero de inflexiones reales mas el doble de bitangen-
tes reales suman cuatro. Entonces el numero de inflexiones reales (que ha de ser
par, por la simetria de la curva) puede ser 0, 2 0 4. En cada uno de estos casos, el
de bitangentes reales es 2, 1 0 0.

6. Algunas propuestas

Planteo los siguientes problemas:
1. Fabricar las ecuaciones paramétricas suponiendo b >+/3, cosa nada trivial. El
trabajo de Recio-Sendra citado en la bibliografia da el camino para dar con ellas.

2. Se podrian estudiar otras subfamilias de la familia de cuarticas. Por ejemplo la
que resulta de hacer a=1:

3(x% +1°) —4x(x* + y?) = dby(x> + y*)+2(b> = T)x> +2(3 - b))’
+8bxy —4(1-b*)x—4b(1-b*)y+4—(1-0%)> =0
O la que resulta de hacer a=5:
3(x* + 7)) —dax(x* + y*)(x + y)—12x* +4y°
+8a’xy—8a(l—a’)(x+y)+4—-4(1-a’)* =0
3. Retomamos la familia biparamétrica y el triangulo ABC. Su ortocentro es el

punto H =(a,(1—a*)/b, su circuncentro O = (0,(a’* +b* —1)/2b) y su baricentro
G =(a/3,b/3). (Bajo qué condiciones de a y b pasan por ellos las curvas?

La ecuacién de la circunferencia circunscrita y la de la recta de Euler son
x>+’ —y(a@ +b° —1)/b—1=0 y (3-3a*-b*)x—2aby=a—a’ —ab’. ;En qué
puntos se encuentran circunferencia y recta con las cuarticas? ;Qué curvas gene-
ran estos puntos cuando damos ciertas libertades al vértice 4?

4. El vértice 4 juega un papel singular. ;Como seria la familia de curvas si ese
papel lo desempeiia el vértice B?
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Son casi todos problemas elementales, pero su resolucién puede ser un in-
ofensivo pasatiempo para el lector, a la par que una honesta diversion.
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Abstract

Making use of symbolic and algebraic views of GeoGebra, we proceed
to find a locus.

Dedicado a D. Pedro Puig Adam

Introduccion

Utilizando cuatro aproximaciones diferentes, y haciendo uso de las posibilidades
de GeoGebra, se procede a buscar cierto lugar geométrico [1], caso particular del
genérico en que 4 y E pueden ser puntos cualesquiera (con ordenada no nula).

1. Descripcion

fugart g 3_‘

Figura 1
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Sean una circunferencia de centro O(0,0) y radio R(r,0) y dos puntos A(a,0) y
E(e,0). Si U es un punto variable sobre la circunferencia, la perpendicular por U a
AE y la paralela d por 4 a EU se cortan en X. Hallar la ecuacion del lugar geomé-
trico de X al variar U sobre la circunferencia (Figura 1). Para evitar que los puntos
Ay E puedan tener ordenada distinta de cero se definen sobre la recta a que pasa
por Oy R.

2. Obtencion del lugar geométrico de forma algebraica

Con GeoGebra se pueden definir los puntos y las condiciones que se desea cum-
plan entre ellos. Acto seguido se procede a solicitar de manera grafica el lugar
geométrico que genera X al desplazarse U. La obtencion de la expresion algebrai-
ca del lugar geométrico puede realizarse mediante la instruccion EcuacionLugar,
(https://wiki.geogebra.org/es/Comando_EcuacidonLugar), creada por los profeso-
res Botana (fbotana@uvigo.es) y Recio. Dicha expresidn aparece en la parte supe-
rior izquierda de la Figura 2, como curva implicita /.

b “ista Algebraica ] | # \ista Grafica

- Curra implicita fugari e 3;

ol fRA- 2R WY - 3N -BRY + BR+ Oy =4
Canica

- Lugar geometrico d

“ @8 lugar1 = LugarGeométrico[X, U]
Punto

----- ® A=(1,0)

----- ® E=(3,0)

----- & 0=(0,0)

----- & R=(2,0) T

----- ® U=(-09,1.78)

----- # X=(-09,087)
Recta

Figura 2

Pasos de la construccion.

1. Se definen los puntos Oy R. (se han de cambiar su nombre una vez definidos).
2. Se traza la recta a que pasa por esos dos puntos.

3. Sobre a, se definen los puntos 4 y £ (cambiando sus nombres).
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4. Se traza la circunferencia ¢ de centro O y radio R.

5. Se define el punto U (renombrado) sobre dicha circunferencia.

6. Se traza el segmento b de extremos E'y U.

7. Se traza la recta d, paralela al segmento b por el punto 4.

8. Se traza la recta e, perpendicular a la recta a por U.

9. Se halla el punto de interseccion de las rectas ¢ y d, y se le nombra X.

10. Se pide el lugar geométrico que traza X al moverse U sobre la circunferencia.

3. Obtencion del lugar geométrico de forma simbolica

Esta seria un tipo de aproximacion usual con sistemas de computo algebraico co-
mo Derive, Mathematica, Maple, etc.

Comenzamos definiendo los procedimientos auxiliares que utilizamos para la
obtencidn de lugares geométricos. En la Vista CAS hay que tomar la precaucion
de emplear literales que no estén definidos como nombres de variables. Una idea
practica que ahorra contratiempos en este sentido es emplear en la Vista CAS lite-
rales que GeoGebra nunca asigna espontaneamente a los objetos que se generan
al trabajar en la Vista Grafica o Algebraica. Por ejemplo: &, &, 4, €...

Asimismo, y para evitar confusiones con las ordenes ya predefinidas en Geo-
Gebra, llamamos a todas nuestras instrucciones con terminacion 2D, Distan-
cia2D, Circunferencia2D, etc.

Las configuraciones geométricas se traducen algebraicamente en la anulacion
de las expresiones polinomicas que las definen.

Puntos A= (4,3)

Distancia entre los puntos Ay E  Distancia2D(d, d,é,&) = (d—é)* +(d—¢é)°

(es la distancia al cuadrado, pues s6lo pueden usarse expresiones polindémicas)
Circunferencia que pasa por A, con centro en E y radio i

. . ’ . 7 ee 1 . . 4 .o 7 e 12
Circunferencia2D(d, d, é,é,i) = Distancia2D(d, d, é,é) — i

Ortogonalidad entre las rectas AE e 10

Perpendiculares2D(a, d,é,é,i,i,0,6) = (a—¢é)(i —0)+ (d—&)(i — 0)
Colineacion de los puntos A, E e 1

Colineales2D(d, d,é,é,i,i) =(a—é)é—T)—(é —i)(d—é€)

Paralelismo de las rectas AE e 10

Paralelas2D(q, d, é,¢é,1,i,0,0) =(d—¢é)(i—06)—({ —0)(d—¢€)

Simetria: I simétrico de A respecto de E (E punto medio de A): A+ 1 —-2F
(Se definen para las componentes x e y de manera separada).
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Pasos de la construccion

0. Suponemos que el lector ya ha obtenido el lugar geométrico de forma algebrai-
ca tal y como se describe en el apartado anterior.

1. Se introducen en la Vista CAS las expresiones antes descritas (Figura 3).

b Calculo Simbalico (CAS)

Distancia2Dia & 8 8 =(3-e"2+(5-8"2

! =0 = 2 =2 2 D e
- Distancia2D(4,4.6,6) :(= 4" +a +é°+é°—23é—2358
Circunferencia2bfg, a e & hi=Distancia2D{a 5 & E)-i"2

2 - N N N B - -
— Circunferencia2D(4,4.6,6,i) 1= 8"+ 3" 4+ é + 6 — " —24é— 236
Perpendiculares2Did a8, 8,0 1,0,00=(5-a) (-0 + (3-8 {-0)

3
~ Perpendiculares2D(4.4.6,6,0.1,6,0) :=di—dod4+adi—d0—€éi+éd—&iféd
ColinealeszD(a,5,8 6,1 =(3-E"(E-0-(&-0(5-&)

4
—~ Colineales2D(3,4.6.€,i,7) :=dé —di—dé4ar+éi—&ri
Paralelag2Dia, a,8,8,i10,00=(3-a) (-&)- (- 0" (4-8)

4
—~ Paralelas2D(4.4.6,6,i,1,0,0) = ai—addo—adi+dd—éit+éd+éi—&Ed
Simeétricox2Dis &, 8,8,i =4+-27&

]
~ Simétricox2D(4, 3.6, 8,i,i) 1= d— 26 +1i
Simetricoy20ia 3 8,8, N=a+-2%é

7
~ Simetricoy2D(4, 3.6, 8,i,7) 1= d— 26 417

Figura 3

Particularizamos para la configuracion grafica inicialmente trazada en la Vista
Algebraica, operando como se indica en la Figura 4:
2. Circunferencia2D(u,i,0,0,2) (circunferencia de centro origen y radio 2).

3. Paralelas2D(é,0,u,ii,a,0, x, y) (las rectas UE y AX son paralelas).
4. Perpendiculares2D(0,0,2,0,,, x, y) (UX'y OR son perpendiculares).
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5. Se eliminan las variables ligadas (#,i7) de los polinomios que acaban de ser in-
troducidos.

6. Sustituimos las variables (Figura 5), comprobando que la expresion obtenida
simbolicamente es idéntica a la que obtuvo la instruccion EcuacionLugar.

Circunferencia2Din,0,0,0,2
2
= w+iat—a
Paralelas2Dé,0,0,0,5,0 %
g
- au—ey+uy—ux
Perpendiculares2Di0,0,2,0,0,0,5%)
10
- =2u42x
11 Eliminacidnf{$3, §9, $10340, 0}
ot —2xdar a4y —2xeyt ety — 4?48 xa 43
Figura 4
13 Sustituve[F11553=1,&=3)
-+ {1::4—|—1|:z]|r2—21|:3 — b xyz —3x2 49 ]rz—l—ﬂ x—il}
i Rt W -3y B+ Dy =4
R Y -3 -y B+ =4
'3[] Curva implicita f: EcuacionLugar, LJ]|
Figura 5
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4. Obtencion del lugar geométrico de forma simbdlico-manipulativa

Una segunda aproximacion simbolica podria ser usar 4 y E ya definidas en la
Vista Algebraica desde el inicio de la construccion, lo que va a permitir que las
entradas de la Vista CAS (Figuras 6 y 7) se vayan actualizando conforme se modi-
fique la construccion en la Vista Grdfica.

Pasos de la construccion

Sé6lo cambia el paso 3, Paralelas2D(é,0,u,1i,4,0,x, y) , de la construccion ante-

rior, que pasa a ser Paralelas2D(x(E), y(E),u,ii,x(A4),y(A),x,y) de manera

que desplazando el punto 4 o el punto £ en la Vista Grdfica toda la Vista CAS se
actualiza (Figuras 6 y 7).

< | b wista Grafica
.

Va
N

WAV

[

f

b Vista Grafica 2

P Calculo Simbolico (CAS)
4
—~ Colineales2D(4,4,€,&,i,1) ;= d6 —di—adé4ai+¢
Paralelas2Dia,a g & ii,0,0)=(4-e)"]-0)-(-0)"(3-8)
]
- Paralelas2D(a.4,€.6.i,i,6,0) := ai—adé—ait+ad
Simeétricox?0(&,5,8,8,i=a+-2%&
53
-~ Simétricox2D(4.4,é,8,i,7) == a—2&é 417
Sirmetricoy2D(a,5,8,8,i=a+-2%&
7
-+ Simetricoy2D(4.a.é.&,i.1) == a—2& 417
Circunferencia2Din,i,0,0,2)
2
- il +il—a
Paralelas2D03CE)w(ED 1,0 30A) WA )
£}
- Uy—ux4+u—3y
Perpendiculares20i0,0,2,0,0,0,x5
10
s =210 42x
11 Eliminacion[{$s, $9, $10340, 0}
- {x“+xzyz—2x3 —6 xyz —3x2—|—9 )rz—i—ﬁ 1—4}

Figura 6
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b Calculo Simbalico (CAS)

4
—~ Colineales2D(4,4.€,€,i,i) ;= dé—adi—adé4ai+te«
Paralelas2Dia,a g &, 0,80 =(3 &) {-0)-(i-0)"(53-&)

i}
~ Paralelas2D(4,4,6,6,i,i,6,0) := ai—ad—&ai4+4ad
Simetricox20(a,8,8,8,iN=a+-2%¢

5}
—+ Simétricox2D(d,38, 8,8, i,1) (= a—2&é 41
Sirmetricoy20(a,3,8,8,i0=a+-2"¢

T
—+ Simetricoy2D(4,a,é,&,i,1) ;== a—2&é+1i
Circunferencia20il,i,0,0,2)

2
- W 4it-a
Paralelas 2D(E) w(ED, 1, 000y x v

gq
- uny—ux4+2u—3y
Perpendiculares20(0,0,2,0,0,0,%y)

10
- —2u4+2x

11 Eliminacion{$s, $9, 10340, 0}
- {x“—i—xzyz—dxg —6 xyz—i—gyz—i—lﬁ x—lﬁ}

Figura 7

]
-

b \ista Grafica 4
E
d }<
i}
a 0 B
A 1
14
™z
b vista Grafica 2 4

f

5. Obtencion del lugar geométrico genérico de forma simbolica

Obtengamos ahora la ecuacidn del lugar geométrico, cuya expresion es [2]:

y:i(a—x)\/Rz —x’

(e~x)

Realizamos una ultima aproximacion puramente simbolica. Tras definir en la Vis-
ta CAS las condiciones que se desea se cumplan, se procede a eliminar las varia-
bles ligadas, manipulando por ultimo la expresion hallada a fin de obtener la

factorizacion de ésta, si es posible.
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Pasos de la construccion

2. Circunferencia2D(u,i,0,0, R) (circunferencia de centro origen y radio 2).
3. Paralelas2D(é,0,u,ii,a,0, x, y) (las rectas UE y AX son paralelas).
4. Perpendiculares2D(0,0, a,0,u,ii,x, y) (UXy OR son perpendiculares).

5. Se procede a eliminar las variables ligadas (u,i) del conjunto de polinomios
que acabamos de introducir.

6. Se resuelve la expresion obtenida en y.
7. Se factorizan las soluciones obtenidas.

Circunferencia2Di, 0, 0,0, B

~ R4 +ii?

Paralelas2Dia, 0,% v, &, 0,0, )

+~ —au4eéey—dy+ix

Ferpendiculares2Di(0, 0, 4, 0, %, v, 1, 1)
10
+ aAau—ax

1 Eliminacianf{$8, $9, $103{0, G}

~ RE&—aely 2R & x4+ 2aéy’x+R¥ax? —at X —ay? P 424t —axt)

Resuehe[f11 4]

12

|de —ax—ex+x!
el —2xé+ o2

R
¥ = \“;.Rz_xz'

- 5 2
—_—— aée—ax—eax+4x
- {]’=—U’R2—}l{2- |}

6 _2xéa4x?

Factorizal-sgrtiR=- ¥@ (A &- Ax- e+ ¥ [ (E%- 2% & + 30 4]

13 —— —d4x
- VRT=x2.

é —x

Factorizalsgr(R=-»= (A &- Ax- Bx + ¥ (E%- 2% & + 304

14 _ a—x
- \IRZ—XE-,
e —x

Figura 8
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Conclusiones

El uso del programa GeoGebra posibilita que los procedimientos que permiten
trazar determinados lugares geométricos puedan desentrafiarse con mayor facili-
dad al identificarse lo que sucede en la Vista Algebraica 'y en la Vista CAS. El reto
ulterior consistente en encontrar la formulacién simbolica que dé lugar a la repre-
sentacion grafica coincidente con un lugar geométrico resulta mas atractivo cuan-
do se le suma la posibilidad de GeoGebra que permite corroborarlo no solo por
superposicion de trazados sino también empleando el comando EcuacionLugar.
Este tipo de actuaciones no solo permitiria a los estudiantes verificar sin necesi-
dad de ayuda por parte del docente, sino que los dota de una autonomia creciente
en el quehacer matematico.

Bibliografia
[1] http://www.mathcurve.com/courbes2d/rosillo/rosillo.shtml

[2] N. Rosillo F., (2010), La curva de... ;jRosillo? Boletin Sociedad “Puig
Adam”, n°® 85, pags. 40-44.
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Resena de libros

JAVIER PERALTA CORONADO: Las mates en verso. Editorial Nivola
(191 paginas). ISBN: 978-84-15913-13-9. Madrid, 2015.

Es bien conocida la actividad de Javier Peralta en los dos ambitos en los que ha
concentrado su actividad matematica: el de la educacidn, y el de la historia. En las
cuestiones de ensefianza de la matematica se distingue rapidamente su condicion de
Doctor en Matemadticas —en un campo tan abstracto como la Geometria Diferencial-
y de Catedratico de Instituto desde muy joven, nada mas licenciarse. Por ello es de
los que ensefian, y piensan en como debe ensefiarse, sabiendo muy bien lo que en-
sefia, qué se debe ensefiar, y cdmo son aquellos a los que se ensefia. Y es que nunca
ha sido un desertor de la tiza, de esos que tanto abundan, y tanto predican.

En cuanto a la historia de la matematica, siempre le ha atraido, y su mayor
atencion se ha centrado en la matematica espafiola de los siglos XIX y XX.
Abundantes son sus publicaciones sobre estos temas, algunas en este Boletin. Sus
trabajos son fuente de documentacidn indispensable para reconstruir muchos as-
pectos olvidados de la actividad de aquellos que nos precedieron, y que tanto ex-
plican la nuestra.

Ahora nos sorprende con la aparicion de este libro publicado por la acreditada
editorial Nivola. En €l hace un recorrido por cincuenta puntos sefieros de la histo-
ria de las matematicas, desde la Prehistoria hasta la Matematica contemporanea.
Pero lo hace jen verso!, dedicando a cada uno de ellos esa pieza mayor del arte de
la versificacion que es el soneto.

Logicamente, con solo un soneto quedaria coja la explicacion matematica de
cada tema, de tal suerte que la parte poética se ve complementada con lo que el
autor llama modestamente ‘comentarios’, que son auténticas lecciones breves
sobre cada uno de los puntos tratados.

No es la primera vez que se escribe de poesia matematica, recientemente en este
mismo Boletin se recensionaba el libro de J. Malia titulado [Toetas, una antologia de
poesia matematica. Pero sin duda la vocacion didactica de este texto, en el mejor
estilo de ensefiar deleitando y de combinar dos artes tan aparentemente lejanos co-
mo son la poesia y la matematica, lo hace muy singular y de gran interés.

Javier Etayo Gordejuela
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Instrucciones para el envio de originales
para su publicacion en el Boletin

Los originales de articulos, problemas, resefias de libros, congresos, etc., deben
enviarse en formato electronico, del modo especificado a continuacion.

Formato: Para facilitar la impresion es preferible usar procesador Word o LaTex.

En caso de usar Word

El formato de texto debe ser 17cm(alto) x 12.8cm(ancho), exactamente como este
archivo. Configuracion de pagina con madargenes: superior 3cm; inferior 9,7cm;
izquierdo 4,1cm; derecho 4,1cm; encuadernacion Ocm. Todo en el estilo de letra
Times New Roman con “Interlineado sencillo” (en vez de multiple).

Los articulos comenzaran con el titulo en mintisculas de 16 puntos en el estilo
de letra usual; debajo el nombre de autores en mintsculas de 12 puntos en estilo
de letra negrita; debajo la referencia de su departamento o institucion de trabajo
en 11 puntos en el estilo de letra usual; y debajo la direccidén de correo electronico
en estilo de letra Courier New en 11 puntos.

A continuacién la palabra Abstract, en minusculas de 12 puntos en estilo de
letra negrita y debajo su contenido en inglés el tamafio de letra de texto 11 puntos
en estilo italica o cursiva, estrechado a ambos lados aproximadamente 1 cm.

Los epigrafes de seccion numerados (excepto el de introduccién que ird sin
numerar), en mindsculas negritas en 12 puntos, sin punto final. Las subsecciones
se numeraran con dos digitos separados por un punto. La primera linea posterior
al titulo de seccion o subseccion no se indentard. Después de cada punto y aparte
no se dejard ninguna linea en blanco y la siguiente linea se indentaré s6lo 5 espa-
cios (tal como en estas instrucciones).

La bibliografia al final, sin palabras completas en mayusculas, con los titulos
de libros o articulos en italica, no incluyendo nada mas después de la bibliografia.

En caso de usar Latex

Usar estilo "article" en 11 puntos y, por lo demas, tener en cuenta lo indicado para
usuarios de Word. Para la direccion de correo electrdnico usar el tipo de letra \tt.

Si se usan paquetes especificos de Latex distintos de los usuales, deberan in-
cluirse los archivos correspondientes a esos paquetes.
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Respecto de las Figuras

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador, debiéndose
evitar los bosquejos a mano alzada). Seran incluidas en el lugar apropiado del
texto y en el tamafio en que deban ser impresas. Las figuras deben llevar debajo
numeracion (Figura 1, Figura 2, ...), para referirse a ellas en el texto. No debe
escribirse texto a ninguno de los lados de la figura, ni a la izquierda ni a la dere-
cha (es decir, las figuras no deben intercalarse en el texto)

Reseiias de libros

Las resefias de libros, se enviardn como suelen aparecer en el Boletin, terminando
con el nombre del autor de la resefa.

Envio de originales

Se enviara en formato electronico a nuestra cuenta puigadam@mat.ucm.es
o bien en un CD o disquete formateado para PC compatible.

De otro modo, también puede enviarse impreso en papel por via postal a la
sede de nuestra Sociedad, cuya direccion que figura en la pagina 2 del Boletin.
Pero, una vez aceptado para su publicacion, se ha de enviar el correspondiente
archivo en formato electrénico en la forma anteriormente indicada.

Seleccion de originales

Seran revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se ajustan
a la linea general del Boletin. Si se considera oportuno, se pedira a los autores que
reduzcan su extension o hagan algunas modificaciones en su contenido.

Adquisicion de numeros atrasados de nuestro Boletin

Los numeros atrasados del Boletin, de los cuales existan ejemplares sobrantes,
podran ser adquiridos al precio de coste de diez euros ejemplar. Los niimeros de
los que aun quedan algunos ejemplares sobrantes son del 39 en adelante.

El importe puede ser abonado mediante transferencia a la cuenta de la Socie-
dad, ES13-3025-0006-2414-0000-2948, domiciliada en la entidad banca-
ria Caja de Ingenieros, c/. Carranza, 5 Madrid-28003.(o bien mediante un
cheque a nombre de /a Sociedad).

La carta de peticion se enviara a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la
pagina 2 de este nimero del Boletin. En la carta se indicara el nimero o nimeros
a adquirir, incluyendo en ella la direccion a donde se han de enviar y el corres-
pondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.
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BOLETIN DE INSCRIPCION EN LA SOCIEDAD
«PUIG ADAM» DE PROFESORES DE MATEMATICAS

DD e Teléf.: o
DITECCION ...t sa s e ee s e s se e s es s eeees e seeeees
Ciudad: ...oooooe Cod. Postal: ..o, E-mail: .o,
CONLIO A€ tTADAJO: .....vooooeeeee st

SOLICITA EL INGRESO COMO SOCIO DE NUMERO DE LA SOCIEDAD.

Con esta fecha autorizo al BANCO: ..o
Direccion de 12 SUCUISAL: ...ttt
para que cargue en mi cuenta: .............. [ e A [ s /.
los recibos de las cuotas correspondientes al afio 2015 y siguientes.

Fecha: ... A€ oo de 2015

La cuota anual fue establecida en la Asamblea 2012 (como ya se anuncié en el Boletin n° 91) en
51 euros para socios individuales y 62 para institucionales (que incluyen la cuota de la Federacion
de Sociedades, que envia a nuestros socios la revista SUMA).

Quienes prefieran abonar la cuota mediante transferencia pueden hacerlo a la c.c. de nuestra Socie-
dad, domiciliada en la entidad bancaria:

CAJA DE INGENIEROS
¢/. Carranza, 5 - 28004 Madrid
cc. ES13 3025-0006-24-1400002948

ORDEN DE DOMICILIACION EN LA ENTIDAD BANCARIA

Fecha: .o BANCO: .o
Sucursal 0 AENCIA: .....ccooovvcoireeeee s I oo
DIFECCION A@ ©SLAL ..ottt sttt
RUEGO ABONEN con cargo a mi cuenta: ............... [ e, [ e [ e /.

los recibos de mi cuota anual de la Sociedad “Puig Adam”, de profesores de Matematicas hasta
nueva orden. Les saluda atentamente:
Firma:

NOMDIE ¥ APCILIAOS: ...oooooooo st

DIATE@CCION. ....oooooeee oot
Remitanse ambas partes (toda esta pagina) a nuestra sede:

Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Matematicas

Facultad de Educacion (Dpto. de Algebra)

C/ Rector Royo Villanova, s/n. Ciudad Universitaria. 28040 Madrid.
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