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RESUMEN. Este trabajo aborda, desde el punto de vista del Anélisis Funcional, la Teoria de Funcio-
nes Generalizadas, mas conocida como Teoria de Distribuciones. Esta se desarrolla principalmente
en el contexto de espacios localmente convexos, por lo que el texto comienza con una introduccién a
los espacios vectoriales topolégicos abstractos, cubriendo aquellos aspectos més bésicos y los nece-
sarios para el desarrollo de las secciones restantes. A raiz de esto, se presenta la teoria general de las
distribuciones como el dual del espacio de funciones test, y se intentan trasladar a ellas las operacio-
nes mas relevantes del Calculo comprobando ademads que en el caso funcional, es decir en aquellas
distribuciones asociadas a funciones, todo permanece igual. Una de ellas, la transformada de Fou-
rier, ocupard un capitulo propio por las dificultades que presenta su adaptacién a esta nueva clase
de objetos, y por las propiedades y aplicaciones tan variadas que presenta, tanto en funciones de va-
rias variables complejas como en EDPs. Finalmente, como ejemplo de aplicacién habra un capitulo
dedicado exclusivamente a las EDPs y coémo las distribuciones nos pueden ayudar a resolverlas o a
obtener propiedades de regularidad de las soluciones, comentando en particular un par de proble-
mas que involucran a la ecuacién de Poisson.

ABSTRACT. From the Functional Analysis point of view, this work focuses on the Generalized Fun-
ctions Theory, better known as Distributions Theory. This is mainly developed in the context of locally
convex spaces, so the text begins with an introduction to abstract topological vector spaces, covering
the most basic and necessary aspects for the development of the remaining sections. After this, the
general theory of distributions is introduced as the dual of the test functions space, and an attempt is
made to transfer the most relevant operations of Calculus to them, also verifying that in the functio-
nal case, that is, in those distributions associated to functions, everything remains the same. One of
them, the Fourier transform, will take up its own chapter due to the difficulties of its translation to this
new type of objects, and to the varied properties and applications it presents, both in functions of se-
veral complex variables and in PDEs. Finally, as an example of application a chapter will be dedicated
exclusively to the PDEs and how distributions can help us solve them or obtain regularity properties
of the solutions, commenting in particular on a couple of problems involving the Poisson equation.
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Capitulo 1

Introduccion

La Teoria de Funciones Generalizadas comenzé a desarrollarse ya en el siglo XVIII por multi-
ples matemadticos y fisicos, quienes a pesar del escaso rigor con el que contaban, se encontraron con
la controvertida situacién de hallar funciones no diferenciables que debian ser solucién de ciertas
ecuaciones en derivadas parciales. Quizéd uno de los ejemplos m4s claros es el del movimiento de la
cuerda de un violin pulsada en su punto medio, la cual vibra segtin la ley

la

glx,t)=a—-— (—) (lx—ct|+|x+ct])

2\t
para ciertas constantes positivas ay c intrinsecas a la cuerda. Claramente, dicha funcién no es deriva-
ble enlos puntos x = ¢ty x = —ct, mientras que la ecuacién de ondas, que es la que rige el movimiento
de una cuerda vibrante, es una ecuacién en derivadas parciales de orden 2. Esta misma situacién se
fue observando también en muchos otros fenémenos dindmicos de la Fisica, fenémenos que habi-
tualmente vienen descritos por ecuaciones hiperbdlicas como la de ondas. Todo ello llevé a redefinir
en varias ocasiones el concepto de solucién de una ecuaciéon en derivadas parciales, dando lugar asi a
“soluciones generalizadas” que pasaban por ampliar el espacio de soluciones a objetos mds generales
donde se pudiese extender la nocién de derivada.

Por otro lado, el segundo gran actor en el desarrollo de dicha teoria vino de la mano de los fi-
sicos, especialmente de aquellos relacionados con los campos de la Ingenieria Eléctrica, a finales
del siglo XIX, y la Mecdnica Cudntica, en 1930. Estos comenzaron a usar un célculo formal de di-
ficil justificacién matemaética basado en lo que hoy conocemos como delta de Dirac, en el primer
caso influenciados por el ingeniero Oliver Heaviside con el objetivo de entender matematicamente
la contribucién de las cargas eléctricas puntuales en las ecuaciones del Electromagnetismo, y en el
segundo por el fisico P. A. M. Dirac, pues en sus tratados sobre Mecénica Cuéntica esta se desarrolla
en espacios vectoriales de dimensién infinita, y los operadores fisicamente mds relevantes suelen ser
los no acotados, por lo que el tratamiento habitual con bases y representaciones matriciales finitas o
numerables debia ser sustituido por algiin andlogo no numerable.

Las soluciones que se dieron a esta clase de problemas fueron durante mucho tiempo particu-
lares de cada trabajo o problema de estudio, y en numerosas ocasiones carentes del rigor matema-
tico necesario como para ser consideradas por validas, aunque fisicamente condujesen a resultados
coherentes. No obstante cabe mencionar que en 1913, con la demostracién de los teoremas de repre-
sentacion de Riesz [1] ya se empez6 a vislumbrar cudl seria el camino a seguir a partir de entonces,
pues este prob6 que cierta clase de funcionales lineales podia ser representada mediante funciones
ordinarias. La primera teoria mateméticamente exitosa de funciones generalizadas, y la mds emplea-
da hasta la fecha, es la Teoria de Distribuciones, que comenzé su desarrollo en 1936 por parte del
matemadtico Sergéi Sébolev, quien las introdujo (atin sin este nombre) como herramienta para un
método de resolucion del problema de Cauchy en ecuaciones lineales hiperboélicas normales. La cla-
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ve de su definicién estaba en sustituir las funciones por funcionales lineales sobre un determinado
espacio funcional, y las operaciones como la derivacién por su transpuesta, de modo que ahora toda
funcion localmente integrable podia verse como una distribucién y por tanto derivarse. Sin embargo,
Sébolev no continué con su estudio més alld de lo necesario para resolver el problema de Cauchy
antes mencionado, por lo que atin quedaron varios asuntos pendientes como el de la delta de Di-
rac o la aplicacion de las transformadas de Fourier y Laplace a las distribuciones. El primero en dar
una teoria realmente completa, versatil, y aplicable a gran variedad de problemas fue el matemético
Laurent Schwartz, quien entre 1950-1951 present6 sus monografias sobre la Teoria de Distribucio-
nes, haciendo de este campo de estudio un nuevo paradigma en Matematicas, y que rdpidamente se
convirtieron en las obras de referencia sobre el tema. La clave de su éxito fue la aplicacién del andlisis
funcional abstracto que él mismo habia estudiado y desarrollado en detalle afios atrds, y que supo
dar respuesta a todos aquellos asuntos que Sébolev no traté.

Con respecto al presente trabajo, lo hemos dividido en cuatro capitulos mds un breve apéndi-
ce al final. En el primer capitulo abarcamos el andlisis funcional abstracto que antes mencionamos,
principalmente la teoria de espacios vectoriales topoldgicos, que tratan de generalizar el concepto de
espacio de Banach relajando el requisito de una norma por el de una topologia que preserve ciertas
propiedades. Esto aunque parezca una gran diferencia vamos a ver que en realidad no lo es, pues con
algunas hipdtesis extras podemos recuperar varios de los grandes resultados de los espacios de Ba-
nach. No obstante, es importante mencionar que por cuestiones de espacio, se han omitido algunos
asuntos tipicos en dicha teoria como los teoremas de Banach-Steinhaus, el de la Grafica Cerrada, o el
de la Aplicacién Abierta, ademads de las habituales referencias a redes, filtros, o limites inductivos.

En el segundo capitulo nos adentramos en el espacio de funciones test, dotdndolo de una to-
pologia que nos va a permitir verlo como espacio vectorial topolégico, y asi definir el concepto de
distribucién como un funcional lineal y continuo sobre este. Ademads, si recordamos, esta definicién
pretendia entre otras cosas extender el concepto de derivada a objetos mds generales que las fun-
ciones, es por ello que dedicaremos las siguientes secciones a ver los ejemplos mds tipicos de distri-
buciones como la delta de Dirac, o las definidas por funciones, y a extender las operaciones tipicas
de derivacion, producto, convolucidn... confirmando asi las distribuciones como estos objetos que
anddbamos buscando.

En el tercer capitulo repasamos brevemente la teoria de la transformada de Fourier e intentamos
trasladarla al mundo de las distribuciones. Como las funciones test no son invariantes por este tipo
de transformaciones, cambiamos dicho espacio por el de funciones de rapido decrecimiento, y en
él definimos un nuevo tipo de distribuciones llamadas “temperadas”, que seran sobre las que poda-
mos aplicar la transformada de Fourier. Tras esto vemos también algunas aplicaciones a la teoria de
funciones de variable compleja (Teoremas de Paley-Wiener) y a las ecuaciones en derivadas parciales
(Lema de Sobolev).

Finalmente, en el Gltimo capitulo nos centramos en algunas aplicaciones a las ecuaciones en de-
rivadas parciales. Comenzamos con el concepto de solucién fundamental, de ahi pasamos a algunos
resultados de regularidad en ecuaciones elipticas, y terminamos tratando el ejemplo de la ecuacién
de Poisson.

Con respecto al apéndice, este contiene un par de resultados de compacidad en espacios topo-
légicos (Teorema de Alexander y Tychonoff, y Teorema de Ascoli) que serdn de utilidad para probar
ciertas propiedades sobre todo en los dos primeros capitulos.

Lareferencia principal en este trabajo ha sido [11], pues ha guiado tanto la estructura constructiva
del mismo como los resultados presentes en €él, aunque la ausencia de algunos detalles relevantes han
llevado a la necesidad de buscar otra bibliografia o desarrollarlos por mi cuenta.



Capitulo 2

Espacios vectoriales topologicos

En muchos problemas de Anélisis los objetos de estudio son espacios vectoriales de funciones,
medidas, u operadores, y por la gran importancia del paso al limite en estos problemas, surge la ne-
cesidad de dotarlos de una norma o topologia que permita llevar esto a cabo. En espacios habituales
como los de funciones continuas sobre un compacto o los espacios de funciones L” con p = 1, las
normas los dotan de estructura de espacio de Banach, con buenas propiedades de convergencia. Sin
embargo en la teoria que estamos desarrollando, las normas jugardn un papel muy relevante pero no
como un fin en si mismo, sino como medio para definir topologias con propiedades més adecuadas.
Es por ello que este capitulo lo vamos a centrar en el estudio de dichos espacios, llamados espacios
vectoriales topolégicos, y en entender su relacién con las (semi)normas. También analizaremos c6mo
extender el concepto de dualidad y algunos resultados de gran relevancia como los de Hahn-Banach,
tan habituales en Andlisis Funcional. Finalmente introduciremos los conceptos de topologia débil y
débil*, y la integracién de funciones con valores vectoriales. Como ejemplo de aplicacién comenta-
remos los espacios L para todos los valores de p > 0.

2.1. DEFINICIONES Y CARACTERISTICAS BASICAS

Comenzamos definiendo el concepto sobre el que se asentard este trabajo, los espacios vectoria-
les dotados de una topologia que no necesariamente procede de una norma, pero que respeta las
estructuras bésicas de este.

DEFINICION 2.1. Un espacio vectorial topolégico es un espacio topolégico (X, 1), donde X tiene es-
tructura de espacio vectorial sobre el cuerpo K =R o C, que satisface las siguientes dos propiedades:

= Los puntos de X son cerrados.
= Las operaciones de suma y producto por escalares son continuas.

NOTACION 2.2. Con frecuencia, nos referiremos a un espacio vectorial topolégico (X, T) simplemente
por X, especificando la topologia 7 solo en aquellos casos donde sea conveniente.

NOTACION 2.3. Si A,B< Xy tek, entonces

A+B={a+b:acA beB} y tA={ta:acA}.

Un resultado inmediato pero fundamental a partir de esta segunda propiedad es:

TEOREMA 2.4. Las traslaciones y homotecias de X en X son homeomorfismos.
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DEMOSTRACION. La clave de la prueba reside en que si consideramos una traslaciéon T'(x) =x+ay
una homotecia M (x) = Ax para ciertos a € X y A € K\ {0}, resulta que sus inversos vienen dados por
T Y x)=x—a yM “1(x) = 171 x, es decir, siguen siendo una traslacién y una homotecia. La continui-
dad de dichas aplicaciones se debe a que la suma y el producto por escalares lo son. O

OBSERVACION 2.5. Una consecuencia de este resultado es que todo abierto de X se puede escribir
como el trasladado de un entorno abierto del origen, y por tanto la topologia T queda completamente
determinada por una base local de este.

En términos de sucesiones, conviene aclarar los conceptos basicos de convergencia.

DEFINICION 2.6. Dado un espacio vectorial topolégico X con base local 98, una sucesion (x,) yen S€
dice de Cauchy si para cada V € 98 existe N € N tal que x,, — x;, € V paratodo n,m= N.

Del mismo modo, una sucesion se dice convergente si existe x € X tal que, para cada V € 2, hay
un valor N € N cumpliendo x, — x € V para todo n = N. Un espacio vectorial topolégico donde toda
sucesion de Cauchy es convergente se denomina completo.

Algunas clases de conjuntos de gran relevancia en este tipo de espacios son las siguientes.

DEFINICION 2.7. Sea X un espacio vectorial topolégico.
1. Un subconjunto C c X se dice convexo si

tC+(1-1CcC Vte[0,1]. 2.1)
2. Dado un subconjunto D < X, se denomina envoltura convexa de D al conjunto co(D) dado por
la interseccién de todos los convexos conteniendo a D.
3. Un subconjunto B c X se dice balanceado si a B < B paratodo a €K con |a| < 1.

4. Un subconjunto E < X se dice acotado si para cada entorno V del origen existe un valor s > 0
tal que E c tV paratodo ¢ > s.

5. Un subconjunto T < X se dice totalmente acotado si para cada entorno V del origen existe un
conjunto finito Fc X talque Tc F+ V.

6. Un subconjunto A c X se dice absorbente si cada x € X se encuentra en tA para algin ¢ > 0.

Pasemos a ver algunas propiedades topoldgicas basicas, comenzando con un resultado técnico.

TEOREMA 2.8. Supongamos que K y C son subconjuntos de un espacio vectorial topolégico X con K
compacto y C cerrado tales que K N C = ¢. Entonces el origen tiene un entorno V tal que

(K+V)N(C+V)=¢.

DEMOSTRACION. Comenzamos probando la siguiente afirmacion: Si W es un entorno del origen, en-
tonces existe un entorno U de este que es simétrico (U = —U) y satisface el contenido U+ U c W. La
forma de probarlo consiste en emplear que la suma es una funcién continua, que 0 +0 = 0, y que
por las propiedades de la topologia producto existen entonces entornos V; y V» del origen tales que
V1 + V5, € W. Considerando

U=VinVun(-V)n (W)

logramos un abierto en las condiciones deseadas.
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Aplicando lo que acabamos de ver al abierto U en vez de W, resulta un nuevo entorno simétrico
U’ cumpliendo
U+U+U+U cw.

Si K = ¢ entonces K+ V = @ para cualquier V y el teorema es trivial. Asumamos por tanto K # @ y
consideremos x € K. Como C es cerrado y no corta a K, entonces x € X \ C, y obtenemos un entorno
del origen en la forma Wy = —x+ X\ C. Aplicando la afirmacién anterior a Wy, obtenemos un entorno
simétrico V, tal que x + Vy + Vi + V, € X\ C, luego no corta a C. Empleando la simetria de V, esto
implica

x+Vi+ V)N (C+Vy) =¢. 2.2)

Como K es compacto, hay una cantidad finita de puntos xi,..., x, € K tales que
Kc(xi+Vy)u---U(xy+ Vy).

Elijjamos V =V, n---n V4, . Entonces

n n
K+VelJwi+ Vg +V) e+ Vi, + Vy),
i=1 i=1

y ninguno de estos términos corta a C + V por (2.2), justo como queriamos. O

OBSERVACION 2.9. Como K + V es unién de abiertos x + V con x € K, resulta que es un abierto con-
teniendo a K, y lo mismo con C + V. Por tanto, el teorema lo que implica es la existencia de abiertos
disjuntos conteniendo un cerrado y un compacto disjuntos. De hecho, como C+ V es abierto, se pue-
de afirmar que este tampoco corta la adherencia de K + V.

COROLARIO 2.10. Dada una base local del origen en un espacio vectorial topologico, cada elemento de
dicha base contiene la adherencia de otro elemento de esta.

DEMOSTRACION. Basta aplicar el Teorema 2.8 con K = {0} y C = X \ B, siendo B un elemento de la
base local. O

COROLARIO 2.11. Los espacios vectoriales topolégicos son Hausdorff.

DEMOSTRACION. De nuevo aplicar el Teorema 2.8 con K = {a} y C = {b} para a # by tener en cuenta
que los puntos son cerrados en estas topologias. O

Otras propiedades relacionadas con la adherencia y el interior de un conjunto, que denotaremos
por E 'y E° respectivamente en un subconjunto E c X, son las siguientes.

TEOREMA 2.12. Sea X un espacio vectorial topolégico.
1. Si Ac X entonces A=ny(A+ V), donde V se mueve en todos los entornos del origen.
2. SiA,Bc X, entonces A+ Bc A+ B.
3. SiY es un subespacio vectorial de X, entonces Y también.
4. SiC es un subconjunto convexo, entonces C y C° también.
5. Si B es un subconjunto balanceado, B también, y si ademds 0 € B° entonces este también.

6. Si E es acotado, entonces E también.

DEMOSTRACION. Analicemos cada apartado:
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1. Sabemos que x € A siy solo si (x+ V)N A # @ para todo entorno V del origen, y esto ocurre
siysolosi x € A—V para cada V. Como ademds —V es entorno del origen si y solo lo es V, se
concluye el resultado.

2. Tomemos a€ A, be By W un entorno de a + b. Por continuidad de la suma hay entornos W, y
Wy de ay b talesque W, + W, c W.

Considerando ahora x € AnW, e y € Bn Wy, es claro que x+ y € (A+ B)n W, por lo que la
interseccién es no vacia. En consecuencia, a+ b€ A+ B.

3. Sean a, B € K. Por el Teorema 2.4 se da la igualdad aY = aY para cualquier valor de a, luego
empleando esto y el apartado anterior deducimos que

aY+BYcaY+BYcaY+BYCY,
donde empleamos que Y es un subespacio para justificar el Giltimo contenido.

4. Laprueba de que la adherencia de un conjunto convexo es convexa es andloga a la del apartado
anterior, luego basta probar que el interior lo es. Como C° esta contenido en C'y este es convexo,
entonces

tC°+(1-nC°cC Vtel0,1].

Sin embargo los dos conjuntos en la izquierda son abiertos, por tanto su suma también lo es,
de donde deducimos que de hecho estd contenida en C°. Esto concluye la convexidad de C°.

5. De nuevo la prueba de la adherencia es andloga a la de 3, luego nos limitamos a estudiar el
interior. Si 0 < |a| < 1 entonces aB° = (¢B)° por ser homeomorfismos las homotecias. De ello
se siguen las inclusiones

aB° caBcB,

donde el dltimo contenido es por ser B balanceado. Pero aB° es abierto, luego esta contenido
en B°. Si ademds B° contiene el origen, entonces el contenido aB° < B° se da incluso para
a=0.

6. Sea V un entorno del origen. Por el Corolario 2.10 existe otro entorno del origen W tal que
W < V. Como E estd acotado, E c tW para valores de t suficientemente grandes. Entonces
para dicho rango se dan los contenidos E c tW c tV.

O

Mostremos una sencilla estrategia para generar bases locales y todo el espacio a partir, simple-
mente, de un entorno del origen.

TEOREMA 2.13. Supongamos que V es un entorno del origen en un espacio vectorial topolégico.

1. Si(rp)nen es una sucesion de ntimeros reales creciente, positiva y tendiendo a infinito, entonces
[e,°]
X=mV
n=1

2. Si(0n)nen es una sucesion de niimeros reales decreciente, positiva y tendiendo a0, y si V es aco-
tado, entonces el conjunto
{6,V :neN}

es una base local del origen.
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DEMOSTRACION. Veamos cada afirmacién:
1. Fijemos x € X. Como la aplicacién
K— X, a— ax,

es continua, entonces la preimagen de V es un abierto conteniendo al 0, por lo que de hecho
contiene la sucesion (1/7,),en para valores de n suficientemente grandes. Esto significa que
(1/ry)x € V para algtin valor de n, o lo que es lo mismo, x € r,V, y como x es arbitrario, se da la
igualdad del enunciado.

2. Sea U un entorno del origen. Como V es acotado, existe s > 0 tal que V < tU para cada t > s.
Si n es suficientemente grande se satisfara la desigualdad s6, < 1, luego V < (1/6,)V en dicho
rango. Por tanto U contiene todos, salvo una cantidad finita, los 6 , V.

O

OBSERVACION 2.14. El primer apartado de este teorema nos dice, en particular, que todo entorno del
origen es absorbente.

Finalmente, introducimos los distintos tipos de espacio vectorial topolégico y algunas caracteris-
ticas bdsicas.

DEFINICION 2.15. Decimos que un espacio vectorial topolégico es:

= Localmente convexo si existe una base local de la topologia cuyos miembros son convexos.
= Localmente acotado si el origen tiene un entorno acotado.

» Localmente compacto si el origen tiene un entorno de adherencia compacta.

= Metrizable sila topologia es compatible con alguna métrica.

= Un F-espacio si la topologia es compatible con una métrica d completa e invariante, en el sen-
tido de que

dix+z,y+2) =d(x,y) Vx,y,z€ X.
= Un espacio Fréchet si es localmente convexo y un F-espacio.
= Normable sila topologia es compatible con la métrica inducida por alguna norma.

Ademds, decimos que un espacio tiene la propiedad de Heine-Borel si los subconjuntos cerrados y
acotados son compactos.

COROLARIO 2.16. Los subespacios cerrados de alguno de los tipos de espacio vectorial topoldgico ex-
puestos en la Definicién 2.15 pertenecen al mismo tipo.

DEMOSTRACION. La comprobacién es sencilla con propiedades basicas de Topologia general. O

TEOREMA 2.17. Supongamos que Y es un subespacio de un espacio vectorial topoldégico X, que ademds
es un F-espacio con la topologia inducida por este. Entonces Y es un subespacio cerrado de X.



10 2.1. DEFINICIONES Y CARACTERISTICAS BASICAS

DEMOSTRACION. Elijamos una métrica d invariante en Y compatible con su topologia. Sea

1
Bl/n={y€Y:d(0,y)<;},

y U,, € X un entorno del origen tal que By, = Y NnU,. Por continuidad de la suma escogemos también
un entorno simétrico V;,, c X del origen talque V,, + V,, c U, y Vj41 < V.

Para ver que Y es cerrado, consideremos x € Y y definamos para cada ne N
E,=Yn(x+Vy,).

Si y1,¥2 € Ep, entonces y; — y» € Y y también en V,, + V,, € Uy, luego en B;,,. En consecuencia, los
didmetros de los conjuntos E, tienden a 0, y como cada E,, es no vacio e Y es completo, se sigue que
las Y -adherencias de los conjuntos Ej, tienen exactamente un punto y, en comun.

Sea ahora un entorno W del origen, y definamos
F,=Ynx+V,nW).

Por el mismo argumento de antes, las Y-adherencias de los conjuntos F;, tienen un tinico punto en
comun yy . Como F, c E,, resulta que yo = yw, y por el contenido F,, < x + W se sigue finalmente
que yp se encuentra en la X-adherencia de x + W para cada entorno W. Esto implicaque x = yp € Y,
y por tanto que Y =Y, es decir, que Y es cerrado. O

Algunas caracteristicas especiales en relacién a los entornos y bases locales del origen se mues-
tran a continuacion.

TEOREMA 2.18. En un espacio vectorial topoldgico,

1. Cada entorno del origen contiene un entorno balanceado de este. En particular, siempre existe
una base local balanceada del espacio.

2. Cada entorno convexo del origen contiene un entorno convexo y balanceado de este. En particu-
lar, todo espacio localmente convexo tiene siempre una base local convexa y balanceada.

DEMOSTRACION. Probemos cada apartado:

1. Supongamos que U es un entorno del origen. Como el producto por escalares es continuo, hay
un 6 > 0y un entorno V del origen tal que aV < U cuando |a| < §. Sea ahora W = g5 aV.
Este constituye claramente un entorno del origen balanceado y cumpliendo W < U, por lo que
satisface lo que queremos.

2. Supongamos que U es un entorno convexo del origen y sea A = (jq=1 U, conjunto conve-
X0 por ser intersecciéon de convexos. Elijamos ahora W como en el apartado anterior. Por ser
balanceado, a”'W = W cuando |a| = 1, y entonces W c aU y W < A, lo que implica que el
interior A° de A es un entorno del origen. Claramente A° c U y es convexo por ser el interior
de un conjunto convexo (Teorema 2.12), por tanto solo falta ver que es balanceado. Sean r y
talesque 0 <r <1y|fB| =1, entonces

rBA= () rfaU= () raU.

lal=1 lal=1

Como aU es convexo y contiene el origen, entonces raU < aU. Por tanto r A c A, justo como
queriamos.
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TEOREMA 2.19. Los subconjuntos compactos de un espacio vectorial topolégico con acotados.

DEMOSTRACION. Sea V un entorno arbitrario del origen y W un entorno balanceado contenido en
V, el cual existe por el primer apartado del Teorema 2.18. Ahora, por el primer apartado del Teorema

2.13 se verifica que
o0

Kc | nw,

n=1

y como K es compacto, resulta que de hecho K esta contenido en una cantidad finita de ellos
N
Kc U niW.
i=1

Sin embargo, como W es balanceado, entonces (n;/ns)W < W, por lo que

S N
U niWw =ns|Jmi/lngw = n,w.
i=1 i=1

Esto implica que, para ¢ > n; se da el contenido K < tW c tV, lo que concluye la acotaciéon de K. O

Estas nos permiten decir algunas propiedades en relacién a las envolturas convexas y los conjun-
tos totalmente acotados.

TEOREMA 2.20. En espacios vectoriales topologicos se cumple lo siguiente.

1. Si Ay,..., A, son conjuntos compactos y convexos en un espacio vectorial topolégico X, entonces
co(AyU---U Ayp) también lo es.

2. Si X es un espacio localmente convexo y E c X estd totalmente acotado, entonces co(E) también
lo es.

3. Si X es un espacio Fréchet y K < X es compacto, entonces co(K) también.

4. Si K es un compacto de R", entonces co(K) también.
DEMOSTRACION. Analicemos cada uno.

1. Sea S el conjunto de puntos (sy,...,s,) de R” con s; = 0 para cada i tales que sy +---+ s, = L.
Pongamos A = A; x --- x A, y definamos

f:SxA—X, f(s,a)=s1a1+---+span,

donde llamamos K = f(S x A).

Es claro que K es compacto y que K < co(A; U---U Ay), veamos que de hecho se trata de una
igualdad. En efecto, si (s, a), (t,b) € Sx Aysia, 5= 0son tales que a + f = 1, entonces

af(s,a)+Bf(,b)=f(uc)
conu=as+pfteSyce Aenlaforma

_as;a; + Bt b;

ci = € A; i=1,...,n
as,-+,6t,- T

lo que muestra que K es convexo. Como A; € K para cada i, la convexidad de K nos otorga el
contenido co(A; U---U Ap), lo que prueba la igualdad deseada.
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2. Sea U un entorno del origen de X, y elijamos un entorno convexo V del origen tal que V+V c U.
Por hipétesis, E c F + V para algin conjunto F c X finito, lo que implica E c co(F) + V, y como
V es convexo, se sigue también que

co(E)cco(F)+ V.

Por el apartado anterior, co(F) es compacto, y por tanto co(E) c F; + V para algtn conjunto
F) c X finito. Esto implica
CO(E)cFi+V+VcF+U,

y como U es arbitrario, co(E) estd totalmente acotado.

3. La adherencia de los conjuntos totalmente acotados se encuentra totalmente acotada, y por
tanto son compactos en cada espacio métrico completo (Teorema A.6). Ahora, K es un com-
pacto en un espacio Fréchet, por lo que esta totalmente acotado, y por el apartado anterior
co(K) también, luego es compacto.

4. Sea S el conjunto de puntos (f1,...,f+1) € R"*! en la forma ¢; = 0 yYiti=1ysea KcR"
compacto, probemos para empezar que x € co(K) siy solo si

X=hX1+ + pt1Xn+1

para algin t € Sy (x1,...,Xp+1) € K™, Es claro que todo vector x en la forma anterior se en-
cuentra en co(K), por lo que basta probar la implicacién restante.

El conjunto
xeR":x=tx1+--+t,x,cont; =0, tj+--+ 1t =1y x1,..., %, € K para algin r € N}

es convexo y contiene a K, por lo que la definiciéon de co(K) implica que este pertenece a dicho
conjunto. Con esto en mente, para concluir la implicacién basta probar que si un punto x €
co(K) se puede escribir como x = f1x; +--- + f,+1Xr41 para algun valor r > n, entonces x es
también combinacién convexa de r vectores de los anteriores. La clave de esto reside en que la
aplicacion

r+1 r+1
(@1,...,ar01) — | ) aixi, ) i
i=1 i=1

de R"*! en R x R, tiene niicleo no nulo por ser r > n, lo que implica que existe (ay, ..., a,+1) €
R"*! no nulo tal que er:ll aixi=0y Z;jl a; = 0. Suponiendo sin pérdida de generalidad que
t; > 0 para cada i, encontramos A € R tal que |Aa;| < t; para cada i, y Aa; = t; para algin
subindice j. Eligiendo finalmente c; = t; — Aa;, concluimos que x = ¢; X1 + -+ + ¢r+1Xr4+1, que al
menos cj = 0,y que

i+t =t1+-+t1=1
con cada ¢; = 0, justo como queriamos.

Con la proposicién que hemos probado, resulta que co(K) es la imagen de S x K"**! por la apli-
cacién continua
(t, X1, Xp41) — L X1+ + Ips1Xn+1,

lo que nos da la compacidad buscada.
O

Por dltimo, concluimos la seccién con una lista de caracterizaciones de los distintos tipos de es-
pacio.
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TEOREMA 2.21. Sea X un espacio vectorial topolégico.

1. Si X es localmente acotado, entonces X tiene una base local numerable.

2. X es metrizable si y solo si X tiene una base local numerable. De hecho, en este tiltimo caso es
metrizable con métrica invariante.

3. Xesnormable siy solo si X es localmente convexo y localmente acotado.
4. Xes localmente compacto siy solo si X tiene dimension finita.

5. Si un espacio localmente acotado X tiene la propiedad de Heine-Borel, entonces X tiene dimen-
sion finita.

DEMOSTRACION. Consultar [11]. O

2.2. SEMINORMAS Y CONVEXIDAD LOCAL

Hay una clase de espacio vectorial topolégico que cobra gran relevancia tanto por las propie-
dades que posee como por el papel fundamental que juega en la teoria que estamos desarrollando.
Estos son los espacios localmente convexos, y aunque conocemos ya su definicién y alguna propie-
dad bdsica, no contamos con ninglin método eficaz para construirlos. En esta seccién mostramos
c6mo, relajando el concepto de norma, podemos no sélo construir espacios localmente convexos, si
no ademads caracterizarlos.

DEFINICION 2.22. Una seminorma en un espacio vectorial X es una aplicacion p : X — R tal que para
todox,ye Xyaek:

m px+y) = px)+py).
s plax) =lalp(x).

Ademads, una familia &2 de seminormas se dice separante si para cada x € X existe p € & tal que
p(x) #0.

OBSERVACION 2.23. Notemos que, a diferencia de las normas, ahora no exigimos no negatividad ni la
condicién p(x) =0 = x=0.

DEFINICION 2.24. Sea A c X un subconjunto absorbente. Se define el funcional de Minkowski aso-
ciado 4 : X — R como la aplicacién

palx)=inf{r>0:x€ tA}.

Notemos que el funcional de Minkowski estd bien definido por la condicion de absorbente. Algu-
nas propiedades inmediatas de las seminormas son las siguientes.

TEOREMA 2.25. Sea p una seminorma en un espacio vectorial X.
1. p(0)=0.

2. lp)—pW|=plx-y.

3. p(x)=0.
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4. p~1(0) es un subespacio de X.

5. Elconjunto B ={x € X : p(x) < 1} es convexo, balanceado, absorbentey p = ug.

DEMOSTRACION. Laprimera propiedad es consecuencia inmediata de que p(ax) = |a|p(x) con @ = 0.
La segunda surge de

pxX)=px-y+y)=pk-y+ply) = px)-p=plx-yy.

Como dicha desigualdad se cumple igual permutando x con y y teniendo en cuenta que p(x —y) =
p(y —x), se deduce |p(x) — p(y)| < p(x — y). La tercera propiedad se obtiene de la segunda tomando
y = 0. Para la cuarta notamos que si x, y € p~1(0) y a, € K, entonces

Osplax+By) <lalpx)+1Blp(») =0 = ax+pPye p_l(O),

justo como queriamos. Por tltimo, es claro que B es convexo y balanceado, veamos que también es
absorbente. En efecto, sea x € X y s > p(x), entonces x € sB y por tanto B es balanceado. Ademas
queda claro que pug(x) < p(x). Si ahora 0 < ¢ < p(x) entonces x ¢ tB y por tanto la arbitrariedad de ¢
implica pup(x) = p(x). De ambas desigualdades obtenemos que pp(x) = p(x). O

En cuanto alos funcionales de Minkowski contamos con la siguiente proposicién, que ahonda en
la conexién entre las seminormas y dichos funcionales.

TEOREMA 2.26. Sea A c X un subconjunto absorbente y convexo.

L pax+y) < palx)+pa(y).
2. ua(tx) = tua(x) paratodo t = 0.
3. ua es seminormasi A es balanceado.

4. SiB={pua(x) <1} yC={pa(x) <1}, entonces Bc AcCyup=pa=lc.

DEMOSTRACION. Sit=pa(x)+eys=pua(y) +eparaalgine >0, entonces x/ty y/sestdn en Ay por

combinacién convexa
X+y r x sy
= +

= — —€A.
S+t S+ttt S+ts

Esto muestra que pa(x+y) < s+t = pa(x)+pa(y) +2¢,y por tanto concluimos la primera propiedad.
La segunda es inmediata por definicion, y la tercera es consecuencia de las dos anteriores y de que A
es balanceado.

En cuanto a la tltima, es claro que se cumple la cadena de contenidos B ¢ A < C, y por tanto
las desigualdades uc < pa < pp. Para conseguir igualdades, fijamos x € X y elegimos s, t tales que
tc(x) < s < t.Entonces x/s € C, luego pa(x/s) <1y ua(x/t)<s/t<1,esdecir, x/t € By ug(x) < t.
Como esto sucede para todo ¢ > pc(x) concluimos g < ¢, justo como queriamos. O

Nos encontramos ya en condiciones de entender la relacién existente entre las familias separantes
de seminormas y la convexidad local. Comencemos probando que un espacio localmente convexo
admite una familia de este tipo.

TEOREMA 2.27. Sea 9 una base local, convexa y balanceada del origen en un espacio vectorial topolo-
gico X. Entonces:

1. V={xeX:puy(x) <1}, paratodoV € 2.
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2. {uy : V € 9B} constituye una familia separante de seminormas continuas en X.

DEMOSTRACION. El primer apartado resulta sencillo pues, si x € V, entonces x € tV para algiin r < 1
por la condicién de abierto, y por tanto py(x) < 1. Ahora, si x ¢ V entonces por ser balanceado esto
implica que si x € tV debe ser t = 1, lo que nos dice que uy(x) = 1.

En cuanto al segundo apartado, sabemos que py es seminorma por la tercera propiedad del Teo-
rema 2.26. Ademads, por las propiedades vistas en el Teorema 2.25y el apartado anterior, sabemos que
dado r > 0 se cumple

v —pvNIspvx-y)<r  Vx-yerV,

y por tanto py es continua. Finalmente, si x # 0, entonces x ¢ V para algiin V € 48, luego py(x) =1y
{uy : V € 9B} es separante. O

Ahora, dicho resultado es reciproco, tal como se muestra a continuacién.

TEOREMA 2.28. Sea & una familia separante de seminormas en un espacio vectorial X. Asociemos a
cadape P ycadaneN el conjunto

V(p,n)={x€X:p(x)<%}.

Sea 98 el conjunto de intersecciones finitas de conjuntos V(p, n). Entonces existe una topologia T en
X tal que 9B es una base local convexa y balanceada de dicha topologia y (X, 1) constituye un espacio
localmente convexo cumpliendo:

1. Cada p € & es continuo.

2. Un conjunto E c X estd acotado si y solo si cada p € & estd acotado en E.

DEMOSTRACION. Comenzamos definiendo la topologia 7 como la familia formada por uniones de
trasladados de elementos de 8. Esto claramente constituye una topologia invariante por traslaciones
tal que cada miembro de 28 es convexo y balanceado, y 8 constituye una base local del origen.

Para ver que los puntos son cerrados en esta topologia, consideramos x # 0y p € £ tal que p(x) >
0. Como x ¢ V(p,n) si np(x) > 1 entonces el origen no se encuentra en el entorno x — V(p,n) de x, y
por tanto x no estd en la adherencia del origen. Esto nos dice que el origen es un conjunto cerrado, y
por la invariancia bajo traslaciones, también lo es cada punto de X.

Queremos asegurarnos ademds de que las operaciones de suma y producto por escalares son
continuas. Para este fin, consideramos un entorno U del origen y un elemento de la base

Vipr,m)n---nV(pm,nm) cU (2.3)
para ciertos p1,...,pm € 2y ny,..., iy €N, Llamemos
V=V(p2n)n---0nV(pm, 2npm).

Como cada p € &2 es subaditivo, V + V < U, lo que prueba la continuidad de la suma. En cuanto al
producto, consideramos x € X y a € K. Sabemos que se cumple x € sV para algtin s > 0, y definimos
t=s/(1+l|als).Siyex+tVyl|B—al<1/s, entonces

By—ax=py—-x)+(B-a)x,

lo que cae en
BItV+|B—alsVcV+VcU
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por ser |B|t <1y V balanceado. Esto prueba la continuidad del producto por escalares.

Claramente (X, 1) es localmente convexo, y por definicién de V(p, n) es claro que cada p € & es
continuo en el origen. Ademads, por la segunda propiedad del Teorema 2.25 se tiene la continuidad en
todo X.

Finalmente, sea E < X acotado. Fijo p € 22, como V(p, 1) es un entorno del origen se cumple que
E c kV(p,1) para cierto k < oco. Esto implica p(x) < k para cada x € E, y por tanto que estd acotado
en E. Por el otro lado, supongamos que cada seminorma de &2 estd acotada en E, y sea U un entorno
del origen donde se cumple (2.3). Elijamos constantes M; < oo tales que p;(x) < M; en E. Entonces si
n> M;n; parai=1,2,...,mse sigue que E c nU, y por tanto estd acotado. O

OBSERVACION 2.29. Tras estos dos ultimos resultados surge de forma natural la siguiente pregunta. Si
28 es una base local, convexa y balanceada de un espacio localmente convexo (X, 1), esta genera una
familia separante de seminormas continuas, lo que a su vez genera otra topologia 7’ en X, ;se dard la
igualdad 7 = 1'?

La respuesta es afirmativa, y para verlo notamos que cada p € & es T-continuo, de forma que los
conjuntos V(p, n) se encuentran en 7, lo que implica el contenido 7’ c 7. Para el otro contenido, sea
W e By p=uw. Entonces

W={xeX:uw@<1l}=V(p,)ert,

y como W es arbitrario resulta que 7 < 7/, justo como queriamos.

OBSERVACION 2.30. En el caso en que &2 sea numerable, los Teoremas 2.28 y 2.21 implican que el
espacio vectorial topolégico resultante es localmente convexo y metrizable con métrica invariante.

2.3. DUALIDAD Y TEOREMAS DE HAHN-BANACH

Asociado a todo espacio vectorial X contamos con el espacio de los funcionales A : X — K li-
neales, que de hecho en dimensién finita es isomorfo al espacio original. El hecho de introducir una
topologia en X dalugar a un tipo especial de funcionales, los continuos, que seran el objeto de estudio
de esta seccion junto con los teoremas de Hahn-Banach, que nos van a permitir obtener funcionales
de este tipo a partir de su definicién en un subespacio cualquiera.

DEFINICION 2.31. Dado un espacio vectorial topoldgico X, el espacio dual X* correspondiente se
define como el espacio vectorial formado por los funcionales lineales A : X — K continuos con las
operaciones de suma y producto por escalares:

A +A)x=MANx+Aorx, (aN)x =a(Ax) YA, A, Ae X", xeX, aekK.

Comencemos viendo algunas propiedades de gran utilidad de dichos funcionales.

TEOREMA 2.32. Sean X e Y espacios vectoriales topoldgicos. Si A : X — Y es lineal y continuo en el
origen, entonces A es continuo. De hecho, A es uniformemente continuo en el siguiente sentido: para
cada entorno W del origen de Y existe un entornoV del origen de X tal que

x—yeV = Ax-AyeW.

DEMOSTRACION. Dado W, la continuidad de A en el origen muestra que existe un entorno V del
origende X talque AV < W. Siahora y—x € V, lalinealidad de A muestraque Ay—Ax = A(y—x) e W,
y por tanto A lleva el entorno x+V de x en el entorno Ax+ W de Ax, lo que nos dice que A es continua
en x. O
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TEOREMA 2.33. Sea A un funcional lineal no nulo en un espacio vectorial topolégico X. Entonces las
siguientes cuatro propiedades son equivalentes:

1. A escontinuo.
2. Elntcleo de A\, Ker(A) = {xe€ X : Ax =0}, es cerrado.
3. Ker(A) noesdensoen X.

4. A estd acotado en algitin entorno del origen.

DEMOSTRACION. Procedemos con una demostraciéon en cadena:

1 = 2| Por las caracteristicas de los espacios vectoriales topolégicos, los puntos de X son cerra-
dos, y en particular el origen, de donde deducimos que por continuidad de A, Ker(A) = A~'({0}) es
cerrado.

Por hipétesis A es no nulo, luego Ker(A) # X. Ademas, Ker(A) es cerrado, por lo que no
puede ser denso.

Si suponemos cierta la tercera propiedad, entonces X \ Ker(A) tiene interior no vacio. Por
estoy el Teorema 2.18, existe un entorno balanceado V del origen tal que

(x+V)nKer(A) =@. (2.4)

El subconjunto AV c K es balanceado, y si suponemos que es no acotado, se tiene de hecho la igual-
dad AV = K. En este caso existe y € V tal que Ay = —Ax, y por tanto x + y € Ker(A), entrando en
contradiccién con la igualdad (2.4).

Por ultimo, si se cumple |[Ax| < M para todo x € V y algiin M < oo, entonces dado r >0y
W = (r/M)V se cumple |Ax| < r para todo x € W. Esto implica que A es continua en el origen, y por
el Teorema 2.32 que es continua. O

Pasando a los teoremas de extension, comenzamos con dos resultados que no involucran topo-
logia, pero que serdn la base del resto de la seccidn, a parte de tener gran relevancia en si mismos.

TEOREMA 2.34. Supongamos que X es un espacio vectorial real, M c X un subespacio vectorial, y con-
sideremos dos funciones, p: X — R tal que

px+y)<px)+p(), p(tx) =tp(x) Vx,yeX, t=0,

¥ f: M — R lineal cumpliendo f(x) < p(x) para cada x € M. Entonces existe un funcional lineal A :
X—RtalqueAlp=fy
-p(=x)=Ax < px) VxeX.

DEMOSTRACION. Sea & la coleccion de pares ordenados (M, f') donde M’ < X es un subespacio
conteniendo a M y f' un funcional lineal en M’ extendiendo a f y cumpliendo f' < p en M'. En &
definimos la relacién de orden parcial (M, f') < (M", f") si M' <« M" y f" |y = f'. Por el Teorema de
Maximalidad de Hausdorff [10] existe una subcoleccién 2 ¢ X maximal totalmente ordenada.

Sea ahora @ la coleccion de subespacios M’ para los que existe un funcional f’ cumpliendo
(M, f') € Q. ® es una familia totalmente ordenada por la relaciéon de orden que otorga la inclusion
conjuntista, y por tanto la unién M de todos los elementos de ® es un subespacio vectorial de X.
Consideremos el funcional A : M — X tal que Ax = f’(x) si xe My (M’, f') € Q. Es trivial comprobar
que A estd bien definido, es lineal y que A < p. Ademés, esta tiltima desigualdad implica que

-p(=x)=-A(-x)=Ax=px) Vxe M,
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y también por definicién se cumple trivialmente Aly; = f, por lo que basta probar que M = X para
concluir la demostracion.

Si suponemos que M es un subespacio propio de X, entonces existe x; € X \ M y podemos definir
el subespacio
]\7[1 ={x+1tx; :x€1\71, teR}.

Como
Ax+Ay=Ax+y)=px+y)=plx-x1)+px1+y),

tenemos que
Ax—px-x)<py+x)-Ay Vx,yeM.

Tomando el supremo en x en el término de la izquierda de la desigualdad anterior, que denotaremos
por a, resulta que

Ax—a=px—-x) y Ay+a=ply+x) Vx,yEM. (2.5)
Definamos ahora la siguiente aplicacion lineal
A M — R, A (x+tx)) = Ax+ ta.

Claramente, A;|;; = A. Si ademds consideramos ¢ > 0, sustituimos x — " 'xy y — ¢!y en las des-
igualdades (2.5) y multiplicamos las desigualdades resultantes por £, entonces se deduce que A < p.
Esto nos dice que (M;,A;) € & y que (M, f') < (My, A;) para todo (M, f') € Q con (M;, A1) ¢ Q, lo
que nos lleva a contradiccién con la maximalidad de Q. O

A partir de este resultado técnico obtenemos lo siguiente.

TEOREMA 2.35. Sea X un espacio vectorial, M c X un subespacio vectorial, p una seminorma en X y
f: M — K un funcional lineal cumpliendo

If(x)] < plx) VxeM.
Entonces [ se extiende a un funcional A : X — K satisfaciendo
[Ax| < p(x) VxeX.

DEMOSTRACION. El caso K = R es inmediato por el Teorema 2.34, pues la igualdad de seminormas
p(x) = p(—x) se traduce en la desigualdad |Ax| = p(x) de la extensién de f, lo que concluye el resul-
tado.

Supongamos entonces K = C y llamemos u = Re(f). De nuevo por el Teorema 2.34 existe un fun-
cional lineal real U en X, es decir lineal viendo X como espacio vectorial sobre R, tal que Uly; = u 'y
U < p en X. Consideremos ahora el funcional

A:X—C, Ax=Ux-iU(ix),

el cual se inspira en la igualdad z = Re(z) — iRe(iz) para todo z € C. Claramente, por esta tltima igual-
dad se satisface Ay = f, y es sencillo comprobar que A es lineal complejo. Por dltimo, sabemos que
para cada x € X existe « € C con |a| =1 tal que aAx = |Ax]|, por lo que podemos concluir

|[Ax|=A(ax)=Ul(ax) < plax) = p(x),

justo como queriamos. O
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OBSERVACION 2.36. Una consecuencia inmediata de este teorema en el caso de un espacio normado
X es que, para cada xg € X, existe un funcional A € X* tal que

Axo=|lxo]l y IAx|<|x|] VxeX.

Elsiguiente teorema de Hahn-Banach da una interpretaciéon geométrica de lo visto anteriormente
en el caso de funcionales continuos, segtin la cual estos “separan” conjuntos convexos disjuntos.

TEOREMA 2.37. Supongamos que A y B son conjuntos no vacios, disjuntos y convexos en un espacio
vectorial topologico X.

1. Si A es abierto, existen A € X* yy € R tales que

Re(Ax) <y =Re(Ay) Vxe A, yeB.

2. Si A escompacto, B es cerrado y X es localmente convexo, entonces existe A€ X* yy1,y2 €R tales
que
Re(Ax) <y1<7y2<Re(Ay) VxeA, yeB.

DEMOSTRACION. Al igual que ocurria en el Teorema 2.35, si suponemos probado el resultado para
K =R entonces el caso complejo es inmediato definiendo

Ax = A1x - iA1 (ix)

con A; el funcional real y continuo que tenemos por hipétesis. Supongamos por tanto que nos en-
contramos en el caso real:

1. Fijamos ag € A, by € Bydefinimos xy = by—ayy C = A—B+xy. Es claro que C es entorno convexo
del origen en X, y llamamos p al funcional de Minkowski . Por el Teorema 2.26 sabemos que
p satisface las hipotesis del Teorema 2.34, y ademds como ANB = @y xg ¢ C entonces p(xp) = 1.

Definamos f(tx) = t en el subespacio M generado por xp. Si ¢ = 0 entonces
fxp) =t = tp(xo) = p(txo),

y si t < 0 entonces f(txg) < 0 < p(txp). En conclusién f < p en M. Por el Teorema 2.34 f se
extiende a un funcional lineal A en X satisfaciendo A < p. En particular, A<lenCyA=-1len
—C, porlo que |A] =1 en el entorno C N (—C) del origen. El Teorema 2.33 implica entonces que
ANe X*,

Siae Ay b e B tenemos que
Aa—-Ab+1=Ala-b+xy) <pla-b+xy) <1,

donde hemos empleado que Axg =1, a— b+ xo € Cy que C es abierto. Por tanto Aa < Ab.

Se sigue entonces que A(A) y A(B) son subconjuntos convexos y disjuntos de R, con A(A) ala
izquierda de A(B). Ademéds, A(A) es abierto por ser A abierto y cada funcional lineal no cons-
tante en X una aplicacidn abierta. Si consideramos por ultimo y como el supremo de A(A)
concluimos la prueba.

2. Por el Teorema 2.8 hay un entorno convexo V del origen tal que (A+ V)N B = ¢. Si ahora em-
pleamos el apartado anterior con A+ V en vez de A, encontramos A € X* tal que A(A+ V) y
A(B) son convexos disjuntos de R, con A(A+ V) abierto y a laizquierda de A(B). Como A(A) es
un subespacio compacto de A(A+ V), concluimos el resultado.
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O

OBSERVACION 2.38. De aqui concluimos que, en espacios localmente convexos, el dual X* separa
puntos en el sentido de la Definicién 2.22.

COROLARIO 2.39. Dado un espacio vectorial topolégico X, el dual X* es no nulo siy solo si X posee un
abierto convexo propio.

DEMOSTRACION. Si X* es no nulo existe A € X* no nulo, luego A~1{|z| < €} es no vacio para algtin
valor de € > 0, y dicho conjunto es precisamente el abierto convexo propio en cuestion. Ahora, si X
posee un abierto convexo A, entonces basta aplicar el primer apartado del Teorema 2.37 con B = {p}
y p ¢ A para obtener un funcional continuo no nulo. O

COROLARIO 2.40. Supongamos que M es un subespacio vectorial de un espacio localmente convexo X
y sea xg € X. Si xo no se encuentra en la adherencia de M, entonces existe A € X* tal que Axo =1y
A(x) =0 para todo x € M.

DEMOSTRACION. Aplicando el Teorema 2.37 con A= {xp} y B = ‘M, obtenemos A € X* tal que Axpy
A(M) son disjuntos. Esto implica que A(M) es un subespacio propio del cuerpo K y que Axy # 0, lo
que fuerza a que A(M) = {0}. El funcional deseado se obtiene entonces dividiendo A entre Axy. O

Concluimos la seccién con un par de resultados que se obtienen de manera sencilla con las pro-
piedades de separacion vistas en los dos Gltimos teoremas.

TEOREMA 2.41. Si f es un funcional lineal continuo en un subespacio M de un espacio localmente
convexo X, entonces existe A€ X* tal que Al = f.

DEMOSTRACION. Asumamos sin pérdida de generalidad que f no se anula en todo M, y definamos
My={xeM: f(x)=0}.

Sea xp € M tal que f(xp) =1, como f es continua es claro que xy no se encuentra en la M-adherencia
de My, y como M hereda la topologia de X, tampoco se encuentra en su X-adherencia.

El Teorema 2.40 nos otorga A € X* tal que Axg =1y A(My) =0.
Si x € M, entonces x — f(x)xo € My por ser f(xy) =1. En conclusioén,

Ax—f(x)=Ax— f(x)Axp = Alx— f(x)x0) =0 VxeM,
de donde deducimos que Aly; = f. O

TEOREMA 2.42. Supongamos que B es un subconjunto cerrado, convexo y balanceado de un espacio
localmente convexo X y que xo € X \ B. Entonces existe A € X* tal que |Ax| < 1 para todo x € B, pero
Axy>1.

DEMOSTRACION. Como B es cerrado y convexo, podemos aplicar el segundo apartado del Teorema
2.37 con A = {xp} para obtener A; € X* tal que Axy = rel? cae fuera de la adherencia K de A(B). Como
B es balanceado, también lo es K, y por tanto existe 0 < s < r de forma que |z| < s para todo z € K. El
funcional A = s 'e~"% A, tiene las propiedades deseadas. O
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2.4. ESPACIOS DE FUNCIONES LP(X) Y SUCESIONES ¢P

Antes de continuar con el estudio de los espacios vectoriales topolégicos, nos detenemos a ana-
lizar dos casos de gran relevancia. Dado un espacio de medida (X, </, i), con X un conjunto, </ una
o-algebra sobre X y y una medida no negativa en (X, «/), se define el espacio de funciones L” (X) con
0 < p < oo como el conjunto cociente:

LP(X)=£LP(X)/ ~ con Sp(X):{f:X—»IK:fmedibleyf|f|pdp<oo}
X

y ~ larelacién de equivalencia f ~ g si f = g en casi todo punto. En el caso p = co también se puede
definir el espacio correspondiente modificando el conjunto £7(X) como sigue:

£2°(X) ={f: X — K: f medible y acotada en casi todo punto}.

En el caso particular en que X = N, &/ son las partes de Ny u es la medida de contar, se obtiene el
espacio de sucesiones £P.

Dichos espacios, para 1 < p < oo, tienen estructura de espacio de Banach [1], es decir de espacio
normado y completo con la métrica inducida, junto con la norma

1/p
||f||p=(fX|f|”du) VfeLP(X). (2.6)
De hecho, se pueden probar las siguientes identificaciones [1]:
. , 1 1 .
[LPXO]"=LP(X) con l<p<oco y —+—=1, y [L®X0]" 2L'X). 2.7)
P p

El caso 0 < p <1 cuenta con varias peculiaridades que hacen que tenga peores propiedades, vea-
mos un ejemplo. Si consideramos X = {1,2}, of las partes de X y p la medida de contar, podemos
identificar el espacio de funciones reales-medibles y LP(X) como R?, con la “norma” (2.6) asociada
en la forma

lwlp =P +1v2”)VP YveLP(X).

Sin embargo, dicha aplicacién no satisface la desigualdad triangular si p < 1, como se puede compro-
bar considerando los vectores v = (1/2,0) y w = (0,1/2) y p = 1/2, de donde se obtiene

lo+wl,=2>1=vl,+lwlp.

Por tanto, no es una auténtica norma.

Queremos ver entonces qué tipo de estructura poseen dichos espacios, para lo cual contamos con
el siguiente teorema.

TEOREMA 2.43. Dado un espacio de medida (X, <, ) no negativo y0 < p < 1, el espacio LP (X) tiene
estructura de F-espacio, donde la métrica completa e invariante viene dada por

dif,g)=If-gl, Vf,gelP(X).

DEMOSTRACION. Lo primero que necesitamos es ver que, si 0 < p < 1, para cualquier par de niimeros
a,b € R* se cumple la desigualdad
(a+b)P <aP +b". (2.8)

En efecto, si fijamos b € R* y consideramos la funciéon

f:R"—R,  f(a)=(a+bP-aP-b",
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es trivial comprobar que f’ <0 en el dominio de definicion, por lo que se trata de una funcién decre-
ciente. En consecuencia, f(a) < f(0) = 0 para todo a € R*, lo que nos otorga (2.8).

Con esta desigualdad en mente resultan claras dos cosas: la primera es que L” (X) sigue teniendo
estructura de espacio vectorial; y la segunda es que

IIf—gII,’Z=fXIf—gI”du5fXIfl”du+fX|g|’”du=||f||,’§+||g||’”,

por lo que la aplicacién
dif,.9) =If-gl, Vf.geLl(X)

constituye una métrica invariante. La completitud se muestra con un argumento andlogo al del caso
p=1[1]. O

Una vez conocida la estructura de F-espacio, podemos preguntarnos en qué casos se tiene tam-
bién convexidad local, y por tanto estructura de espacio Fréchet.

DEFINICION 2.44. Dado un espacio de medida (X, «/, 1), un subconjunto A c X se denomina un
dtomo si tiene medida positiva y cualquier conjunto B < A con

p(B) < p(A),

tiene medida nula. Un espacio de medida o-finito (X, </, u) se dice atémico si cada conjunto medible
con medida positiva contiene un d&tomo.

TEOREMA 2.45. Dado un espacio de medida (X, </, 1), si L toma una cantidad finita de valores entonces
X es unién de una cantidad finita de dtomos disjuntos.

DEMOSTRACION. Notemos para empezar que (X, </, i) es atémico. En efecto, en caso contrario exis-
te un subconjunto A ¢ X con medida positiva y sin &tomos, por lo que encontramos A; < A con
0 < u(Ay) < u(A). Asuvez, como Aj no es un dtomo, debe existir A, < A; con 0 < (Az) < 1(A;). Repi-
tiendo el proceso por induccién, obtenemos una sucesién de subconjuntos (A,) zen cumpliendo

0< < plAy) < < (A1) < p(A),

lo que nos lleva a contradiccién con que p tome una cantidad finita de valores.

Ahora, sea B; un dtomo con la méxima medida posible. Si ¢(X \ By) = 0 hemos terminado. En
caso contrario, consideramos un dtomo B, con la maxima medida posible en X \ B;. De nuevo, si
©(X\(B1UBy)) = 0 terminamos, y en caso contrario repetimos el proceso. Este proceso debe terminar
en una cantidad finita de pasos, pues en caso contrario obtenemos una sucesion (By) zen tal que

WX\ (B1U---UBp)) = X\ (ByU---UBp11)) + u(X\ (ByU---UBy) N Bpy1)
=pu(X\(BiU---UBpi1)) + p(Bpy1) > p(X\ (ByU---U Bpy1)),

lo cual entra en contradiccién con que p tome una cantidad finita de valores.

El resultado es que existe m € N de forma que el espacio total se puede descomponer como
X=BiU---UB,,UZ,
con los conjuntos By, dtomos disjuntos para n=1,...,my Z también disjunto de medida nula. O

TEOREMA 2.46. Dado un espacio de medida no negativo, una funcion real o compleja-medible es cons-
tante en casi todo punto de cada dtomo.
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DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad podemos reducirnos al caso en que la funcién, f, es
real-medible. Supongamos entonces que A es un 4tomo y definamos

1
k=—— du.
u(A)fAf H

Probemos que f toma el valor k salvo en un conjunto de medida nula de A. En efecto, sea
By =An{f>k}

y supongamos que ((B;) > 0. Por la condicién de 4tomo p(B;) = (A) y por tanto

k,u(A)Zf fdp:f fdp>f kdp:f kdu=ku(A),
A B B A

lo que nos lleva a contradiccion.

Repitiendo ahora un argumento andlogo con
By =An{f <k}
sellega a u(B,) = u(By) =0, y por tanto f es contante en casi todo punto de A. O

TEOREMA 2.47. Dado un espacio de medida (X, </, ) no negativo y 0 < p < 1, el espacio LP(X) es
localmente convexo si y solo si 1 toma una cantidad finita de valores.

DEMOSTRACION. Si p toma una cantidad finita de valores, entonces por el Teorema 2.45 existe una
cantidad finita de dtomos disjuntos {B,}" , tal que X = By U--- U B;;. Ademds, una funcién real
o compleja-medible es constante (en casi todo punto) en cada dtomo por el Teorema 2.46, luego
(LP(X),d), con la distancia d del Teorema 2.43, es topolégicamente equivalente a K" con la potencia
p-ésima de la p-distancia usual, que es localmente convexo.

Para la implicacién restante procedemos por reduccioén al absurdo, suponiendo que p toma infi-
nitos valores. Por esto tltimo, existe una sucesién de conjuntos Y, c X tal que

0<u(Yy) < () <---,

y a partir de ella obtenemos otra sucesiéon A, < X de conjuntos disjuntos tales que y(A,) > 0 para
todo n e N.

Dado ¢ > 0, definimos para cada n € N la funcién

fu=EluANPya,,

siendo y 4, la funcion caracteristica en A,, de modo que se cumple la igualdad
fX |fulPdu=e.
Si (L”(X),d) fuese localmente convexo, entonces dentro de la bola de radio unidad
B(0,1) ={feLP(X):d(, /) <1}
encontrariamos un abierto convexo por el Teorema 2.18, el cual contendria a su vez una bola

B(0,¢) ={f € LP(X) :d(0, f) < €}.
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En dicha bola se encuentra la sucesion (f3) nen. Sin embargo, si consideramos la combinacién conve-
xa
1 n
8n=— Z Jre
n =1
como los f tienen soporte disjunto, se cumple

1 n
Pdu=— Y e=en'?,
fxlgnl H nP =

yalser p <1, esclaro que d(0, g,) diverge cuando n tiende a infinito. Esto nos dice que dicha sucesién
estaria en el abierto convexo, pero fuera de la bola de radio unidad a partir de cierto valor de 7, lo que
nos llevaria a contradiccion. O

Una pregunta que surge de manera natural en este punto es, ;cudndo podemos afirmar que el
dual de un espacio L (X) es no nulo?. Sabemos por el Teorema 2.39 que esto sucede si y solo si hay
un abierto convexo, y que esto es trivial en el caso localmente convexo, es decir, cuando la medida
toma una cantidad finita de valores por lo que acabamos de probar. No obstante, la clase de espacios
en los que esto sucede es mas amplia, como mostramos a continuacion.

TEOREMA 2.48. En un espacio de medida (X, </, 1) no negativo, si la medida y contiene un dtomo con
medida finita entonces [LP (X)]* # {0}.

DEMOSTRACION. Sea B un atomo con medida finita. Por el Teorema 2.46 sabemos que cada funcién
medible es constante en casi todo punto de B, y que dicho valor, ¢(f), viene determinado por

1
=—— | fadu.
o(f) u(B)fo 7

Definiendo ahora la aplicacién ¢ : L”(X) — K que asigna a cada funcién f el valor ¢(f), es claro
que se trata de un funcional lineal, luego en caso de que sea también continuo habremos terminado.
Sin embargo, esto es sencillo de comprobar, pues por el Teorema 2.33 todo se reduce a encontrar un
entorno del origen donde ¢ esté acotado, lo cual es trivial considerando cualquier bola

B(0,&) ={f € LP(X) :d(0, f) < ¢},

pues en dicha regién se cumple que

fBlprdpSfXIfI”du<€ = |p(NIPu(B) <e,

de donde se deduce la acotaciéon buscada. O

OBSERVACION 2.49. Aplicando lo visto al espacio de sucesiones ¢” con 0 < p < 1, como la medida
correspondiente (la de contar sobre N) toma una cantidad infinita de valores, el Teorema 2.47 afirma
que no se trata de un espacio localmente convexo. Por otro lado, la medida de contar siempre pre-
senta 4tomos con medida finita, los conjuntos unipuntuales, por lo que el Teorema 2.48 nos dice que
[¢P]* #{0}. De hecho, es posible demostrar [4] que [¢/P]* = £*°,

Finalmente, presentamos una condicion suficiente para que el espacio L? (X) tenga dual nulo, o
lo que es lo mismo, no posea ningtin abierto convexo.

TEOREMA 2.50. Si (X, <, ) es un espacio de medida no negativo y no atémico, entonces [LP (X)]* = {0}
para0 < p <1.

DEMOSTRACION. Consultar [3]. O
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2.5. TOPOLOGIAS DEBILES

Alo largo de esta seccién nos centraremos en introducir y estudiar algunas de las principales pro-
piedades de las llamadas “topologia débil” y “débil*” de un espacio vectorial topolégico. La topologia
débil surge en el contexto de la topologia general como la topologia més débil que hace continuas to-
das las aplicaciones de una cierta familia de funciones, en el sentido de que cualquier otra topologia
que haga continuas dichas aplicaciones estd contenida en esta tltima.

DEFINICION 2.51. Sea X un conjunto y & una familia de aplicaciones f: X — Yy, con Yy un espacio
topoldégico. Llamamos la topologia débil de X inducida por & o, de forma mds simple, la & -topologia
de X, alatopologia mds débil en X que hace cada f € & continua.

DEFINICION 2.52. Una familia & de aplicaciones f : X — Y entre dos conjuntos X e Yy se dice que
separa puntos en X o separante si para cada par de puntos x, y € X existe f € & tal que f(x) # f(y).

OBSERVACION 2.53. Si X e Y son espacios vectoriales y las aplicaciones de & lineales, entonces se
recupera la Definicién 2.22, y que serd la que usemos siempre en el caso de seminormas.

TEOREMA 2.54. Si la familia & separa puntos en X y los espacios Yy son Hausdorff para todo f € &,
entonces la & -topologia de X también lo es.

DEMOSTRACION. Sean x,y € X dos puntos distintos y sea f € & tal que f(x) # f(y). Como Y es
Hausdorff existen entornos disjuntos Vy de f(x) y V, de f(y). Por continuidad de f, los conjuntos
vy ft (V) constituyen entornos disjuntos de x e y respectivamente en la & -topologia, y como
los puntos son arbitrarios esto concluye la prueba. O

TEOREMA 2.55. Si X es un espacio topolégico compacto y si contamos con una sucesion de aplicaciones
reales y continuas que separa puntos en X, entonces X es metrizable

DEMOSTRACION. Denotemos por 7 la topologia de X y {f;} nen 1a sucesion en cuestion. Supongamos
también sin pérdida de generalidad que | f,,(x)| < 1 paratodo n e Ny x € X y que 74 es la topologia
inducida por la aplicacién

dx,y) =) 27" fu(x) - fn()1,
n=1

que constituye una métrica gracias a la condicion de separante. Como cada f;, es T-continua y la serie
converge uniformemente en X x X, entonces d es T-continua en X x X, lo que significa que las bolas

B(y,r)={xeX:d(x,y)<r}

son abiertos en 7, y por tanto 174 < 1. Sin embargo, al venir 7; de una métrica, el espacio (X,74) es
Hausdorff, mientras que (X, 1) es compacto, veamos que esto implica la igualdad. En efecto, si F es
un cerrado en T entonces es T-compacto, de donde se sigue que también es 7 ;-compacto al ser cada
recubrimiento por abiertos de 75 un recubrimiento en t (recordar 74 < 7). Esto se traduce, por ser
(X, 14) Hausdorff, en que F es también 7 ;-cerrado, luego 7 c 74. O

Veamos qué podemos decir de estas topologias en el caso de espacios vectoriales.

TEOREMA 2.56. Supongamos que Ay,..., A, y A son funcionales lineales en un espacio vectorial X, y
sea
N={x:ANx=---=A,x=0}.

Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:
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1. Hayescalaresay,...,a, €K tales que

A=ai1 A1+ +a, Ay,

2. Existey < oo tal que
|Ax]| Sylméx{IAixI} Vxe X.
<I<n

3. Ax=0 paratodoxe N.

DEMOSTRACION. Procediendo con una demostracién en cadena, es claro que se dan las implicacio-
nes 1 = 2y 2 = 3, luego solo falta probar 3 = 1. Supongamos que se cumple la Gltima propiedad y
definamos la aplicacién

m: X — K" w(x) = (A1%,..., Ay x).

Si mx = nx’, entonces por hipétesis se da la igualdad Ax = Ax’. A partir de esto podemos definir un
funcional lineal f en 7(X) como f(r(x)) = Ax. Extendiendo f a un funcional lineal F en todo K",
encontramos escalares ay,...a, € K tales que

F(z1,...,z2p) =a1z1 +- -+ a,z,.
Por tanto
Ax=fm(x)) =FA1x,...,ApX) =1 Ay x+ -+ apApx,
justo como queriamos. O
TEOREMA 2.57. Supongamos que X es un espacio vectorial y X' un subespacio vectorial separante de

funcionales lineales en X. Entonces la X'-topologia de X, 1', lo convierte en un espacio localmente
convexo con espacio dual X'.

DEMOSTRACION. El cuerpo K =R, C con la topologia usual es siempre Hausdorff, luego por la Obser-
vacion 2.54 sabemos que 7’ también lo es. Ademads, la linealidad de los elementos de X’ muestra que
7’ es invariante por traslaciones. Si ahora consideramos Ay,...,A, € X', r1,...,r, >0,y si

V={x:|Ajx|<r; i=1,...,n} (2.9

resulta que V es convexo, balanceado y V € 7’. De hecho, la coleccion de abiertos V como en (2.9) es
una base local de 7. De aqui concluimos que 7’ es una topologia localmente convexa.

Para abiertos V como en (2.9) se cumple %V + %V =V, lo que prueba que la suma es funcién
continua. Si ahora x € Xy a € K, entonces x € sV paraalgin s >0.Si |f—a| <ryy—xerV entonces

By—ax=P-a)y+aly—x)

cae en V supuesto que r satisfaga
r(s+r)+|ajr <1.

En conclusién, la multiplicacién escalar también es continua y, por tanto, el par (X,7’) es un espacio
vectorial topolégico localmente convexo.

En cuanto al espacio dual, es claro que cada A € X’ es 7’-continuo. Por el otro lado, supongamos
que A es un funcional lineal 7’-continuo en X. Entonces |Ax| < 1 para todo x en algtn abierto V de la
forma (2.9), y por la segunda condicién del Teorema 2.56 cumple

A:a1A1+---+anAn€X’,

lo que concluye la demostracién. O
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Pasemos a ver como incorporar estos conceptos en el contexto de espacios vectoriales topolégi-
Cos.

DEFINICION 2.58. Supongamos que (X, T) es un espacio vectorial topolégico y que su dual X* separa
puntos en X. Entonces la X*-topologia de X se llama la fopologia débil de X, y la denotaremos por
T,.Ademads, al espacio vectorial topolégico (X, 1,,) nos referiremos por simplicidad como X,,.

NOTACION 2.59. En este contexto, llamaremos a 7 la topologia original de X para distinguirla de la
débil, y nos referiremos a cualquier propiedad relativa a dicha topologia con el apellido original, por
ejemplo, hablaremos de la “adherencia original” de un subconjunto de X para referirnos a la adhe-
rencia respecto de 7. Del mismo modo, en la topologia débil adoptaremos el apellido débil.

Comencemos viendo algunas propiedades sencillas de las topologias débiles.

TEOREMA 2.60. Sea X un espacio vectorial topolégico.

1. Xy es localmente convexo y su dual coincide con X*.

2. Una sucesion (x) nen de X converge débilmente a x € X siy solo si la sucesion (Ax,) nen COnvErge
a Ax para cada A € X*.

3. Un subconjunto E c X estd débilmente acotado si y solo si cada A € X* es una funcion acotada
enE.

4. SiX esinfinito-dimensional entonces cada entorno débil del origen contiene un subespacio infinito-
dimensional. En particular, X, no es localmente acotado.

5. (Xuw)w=Xuw.
DEMOSTRACION. Analicemos brevemente cada una:

1. Es consecuencia del Teorema 2.57.

2. Sin pérdida de generalidad podemos reducirnos al caso en que x es el origen. Recordemos que
una sucesion (x,) ,en €n un espacio vectorial topolégico converge al origen si cada entorno de
este contiene todos los elementos de la sucesion a partir de un cierto valor de n. Teniendo esto
en cuenta y que cada entorno débil del origen contiene otro de la forma

V={x:|ANixl<r; i=1,...,n} (2.10)
con A; € X* yr; >0, es sencillo ver que se da la equivalencia del enunciado.

3. De manera similar, un subconjunto E c X estd débilmente acotado si y solo si cada entorno V
como en (2.10) contiene tE para algtin valor de ¢ > 0. Esto a su vez ocurre si y solo si para cada
A € X* existe un valor y < oo tal que |Ax| <y para cada x € E, o lo que es lo mismo, si cada
A € X* estd acotado.

4. Seadenuevo V como en (2.10) y definamos
N={x:Ax=---=A,x=0}.

La aplicaciéon x — (A1 x,...,Apx) lleva X en C” con nticleo N. De aqui concluimos que dim(X) <
n+dim(N), lo que nos dice que si X tiene dimensién infinita entonces N < X también.

5. Es consecuencia inmediata del Teorema 2.57.
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O

Pasando a resultados de mayor complejidad presentamos un par de teoremas.

TEOREMA 2.61. Supongamos que E es un subconjunto convexo de un espacio localmente convexo X.
Entonces la adherencia débil de E, E,,, coincide con la adherencia original E. En particular, los sub-
conjuntos convexos originalmente cerrados o densos también lo son débilmente.

DEMOSTRACION. E,, es cerrado débil, luego cerrado original y por tanto E c E,,. Para obtener la
inclusién restante, consideramos x, € X \ E. Por la segunda parte del Teorema 2.37 existen A € X* y
vy € R tales que para cada x € E,

Re(Axp) <y <Re(Ax).

El conjunto {x : Ax <y} es por tanto un entorno débil de xy que no interseca a E, de donde deducimos
que xp ¢ E, luego E,, C E. O

TEOREMA 2.62. Supongamos que X es un espacio metrizable y localmente convexo. Si (xp)nen €S una
sucesion convergiendo débilmente a algtin x € X, entonces existe otra sucesion (¥m) men tal que:

1. Cada yy, es combinacién convexa de una cantidad finita de x;;

2. ¥m — X originalmente.

DEMOSTRACION. Sea H la envoltura convexa del conjunto {x,},en y K suadherencia débil, que por lo
visto en el teorema anterior coincide con la adherencia original. Claramente x € K, y como la topolo-
gia original de X es metrizable (luego x tiene una base local numerable) entonces existe una sucesién
(¥m)men €n H convergiendo originalmente a x, lo que prueba ambas condiciones. O

Veamos ahora como podemos trasladar la definicién de topologia débil de un espacio vectorial
topolégico X a su dual X*. Es claro que el espacio dual sigue siendo un espacio vectorial, aunque
en este caso no tenemos por qué esperar una estructura de espacio vectorial topolégico, por lo que
en principio no tiene sentido hablar de bidualidad (es decir, de (X*)*). Sin embargo, sabemos que la
familia {a,} e x de funcionales lineales

ay: X" —K, axA=Ax,

es separante, pues en caso contrario existirian A, A’ € X* con A # A’ tales que ayA = a;A’ para todo
x € X, lo que implica precisamente la igualdad A = A’. Llamando por abuso de notacién X a dicha
familia de funcionales lineales, es claro que nos encontramos en las hipé6tesis del Teorema 2.57, y por
tanto tiene sentido la siguiente definicidn.

DEFINICION 2.63. Dado un espacio vectorial topolégico X, llamamos topologia débil* de X* ala X-
topologia de X*.

Sabemos que la topologia débil* dota a X* de estructura de espacio localmente convexo y que su
dual es precisamente la familia {a}, sin embargo dichas topologias presentan ademds una propiedad
de compacidad de gran relevancia.

TEOREMA 2.64 (TEOREMA DE BANACH-ALAOGLU). SiV es un entorno del origen en un espacio vectorial
topolaégico X y si
K={AeX":|Ax|<s1 VxeV} (2.11)

entonces K es débil*-compacto.
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DEMOSTRACION. Como los entornos del origen son absorbentes, para cada x € X hay un y(x) € R*
tal que x € y(x)V, y por tanto
[Ax] = 7y(x) Vxe X, AeK.

Teniendo esto en mente, para cada x € X consideramos el disco
Dy={peK:|fl=y(x)}

y llamamos P = [[,cx Dy, al cual dotamos de la topologia producto 7. Como cada D, es compacto,
también lo es P por el Teorema de Tychonoff A.3. Los elementos de P son las sucesiones § = (Bx) xex
con By € D, para cada x € X, lo que podemos ver alternativamente como las aplicaciones:

B: X—K; B(x) = By,

satisfaciendo |B«| < y(x).

De lo mencionado hasta ahora deducimos el contenido K < X* n P, y por tanto que podemos
dotar a K de dos topologias, la inducida por la topologia débil* y por 7. Probemos las siguientes afir-
maciones: ambas topologias coinciden en K; y K es cerrado en P. De esta forma, por la segunda
afirmaciéon concluiremos que K es T-compacto, y por la primera que K es débil*-compacto.

Fijemos Ag € K, y elijamos § >0y x; € X con i = 1,..., n para algtin valor n € N. Definamos ahora

Wi={Ae X" :|Ax;—Aox;1<6 i=1,...,n}

Wo ={BeP:|B(x;)—Noxil<d i=1,...,n}.

Si permitimos a 7, x; y 6 tomar todos los valores permitidos obtenemos, de la familia generada por
W) una base local de la topologia débil* de X* en Ag, y de la familia generada por W, una base local
de la topologia producto 7 de P en Ay. Sin embargo como K < X* n P tenemos la igualdad

WinK=W,nKk,

lo que concluye la primera afirmacién.

Por tultimo, consideremos By en la 7-adherencia de K y elijamos x,y € X, y,A e K y € > 0. El
conjunto
{BeP:|P(2)—Po(2)l <&, z=x,y,ux+Ay}

es un 7-entorno de fy en P, y por tanto corta a K en algiun §'. Como g’ es lineal, resulta

Bo(ux +Ay) — uBo(x) — ABo(y) = [Bo — B'1(ux + Ay) + ulB — Bol(x) + ALB" - Bol (),

luego
[Bo(ux+Ay) — uPo(x) —ABo(M)| < (1 +|ul+[A)e.

Como ¢ es arbitrario concluimos que By es lineal. Finalmente, si x € V y € > 0, el mismo argumento
muestra que hay un ' € K tal que |’ (x) — Bo(x)| < €, y como | ' (x)| < 1 por definicion de K, se sigue
que | Bo(x)| < 1. De aqui concluimos que Sy € K y la segunda afirmacién. O

DEFINICION 2.65. Dado un entorno V del origen en un espacio vectorial topolégico, el conjunto de-
finido en (2.11) recibe el nombre de polar de V.

En el caso de que X sea separable (tenga un subconjunto numerable denso), la conclusién del
Teorema de Banach-Alaoglu puede hacerse mas fuerte.
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TEOREMA 2.66. Si X es un espacio vectorial topoldgico separable, y si K < X* es débil*-compacto, en-
tonces K es metrizable en la topologia débil*.

DEMOSTRACION. Sea {x,},en un conjunto numerable denso en X y sea a,(A) = Ax;, paracada A €
X*. Por la definicién de topologia débil* dichas aplicaciones son débil*-continuas, y ademas la igual-
dad a,,(A) = @, (A') para todo n € Nimplica A = A’ por continuidad de A y A’ y la densidad de los x,,
lo que nos dice que {a;},en €s una familia numerable de aplicaciones continuas que separa puntos
en X*. Con esto en mente, el Teorema 2.55 concluye la demostracion. O

COROLARIO 2.67. SiV esun entorno del origen en un espacio vectorial topolégico separable y si (A ) nen
es una sucesion en X* tal que
Apx| <1 VxeV, neN,

entonces hay una subsucesion (Ap,)ien y un A € X* tal que

Ax=lim Ap,x  VxeX.

1—00

DEMOSTRACION. Basta combinar los Teoremas 2.64 y 2.66 y tener en cuenta que las sucesiones en
espacios métricos compactos tienen subsucesiones convergentes. O

Una formulacién alternativa del Teorema de Banach-Alaoglu comtn en la bibliografia al hablar
de espacios normados es la siguiente.

COROLARIO 2.68. Si X es un espacio normado, entonces la bola unidad cerrada de X* es compacta en
la topologia débil*.

DEMOSTRACION. Basta aplicar el Teorema 2.64 con V la bola unidad cerrada de X y a continuacion
usar la caracterizacion de la norma de un operador dada por:

IAll = sup{|Ax|: ||x|l = 1}.

Presentamos a continuacién algunas aplicaciones del Teorema de Banach-Alaoglu.

TEOREMA 2.69. En un espacio localmente convexo X, un conjunto es acotado débil siy solo si es acotado
original.

DEMOSTRACION. Comenzamos con la implicacién sencilla.

<) Como cada entorno débil del origen es entorno original de este, es trivial deducir de la defini-
cién de acotacion que todo conjunto originalmente acotado se encuentra débilmente acotado.

=) Supongamos que E c X estd débilmente acotado y sea U un entorno original del origen en
X. Como X eslocalmente convexo, posee un entorno convexo, balanceado y original del origen V tal
que V c U. Sea K el polar de V, veamos que se da la siguiente igualdad

V={xeX:|Ax|<1paratodo A € K}. (2.12)

Es claro que V es un subconjunto del lado derecho, y como K es cerrado por ser intersecciéon de
conjuntos cerrados, entonces V también es un subconjunto. Supongamos ahora que xy € X \ V, en-
tonces por el Teorema 2.42 (particularizando B = V) existe A € K para el cual Axy > 1, lo que prueba
laigualdad (2.12).

Como E estéd débilmente acotado, el Teorema 2.60 nos dice que cada A € X* estd acotado supe-
riormente en médulo en E por una constante y(A) € R*. Como K es convexo y débil*-compacto por
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el Teorema 2.64, y como las aplicaciones A — Ax son débil*-continuas, podemos aplicar la siguiente
proposicion (con X* en lugar de X y K en lugar de Y), cuya demostraciéon se puede consultar en [11]:

Supongamos que X e Y son espacios vectoriales topoldgicos, K es un compacto convexo en X, I es
una coleccion de aplicaciones lineales continuasT': X — Y, y las orbitas

I'x) ={Ax:Ael}

son conjuntos acotados en 'Y para cada x € K. Entonces hay un conjunto acotado B C Y tal que A(K)
B paracada AeT.

El resultado es la acotacién de cada A € K en E por una misma constante:
|[IAx|<sy Vxe€eE, AeK. (2.13)

Ahora, las ecuaciones (2.12) y (2.13) nos dicen que y~'x € V c U para todo x € E. Como ademds V es
balanceado, entonces
EctVctU VYt>y,

lo que concluye la acotacion original de E. O
COROLARIO 2.70. Si X es un espacio normado, si E < X y si
sup{Ax:x€ E} <oo VA€ X¥, (2.14)

entonces existey € R™ tal que
lxll <y Vx€eE. (2.15)

DEMOSTRACION. Los espacios normados son localmente convexos, y la ecuacién (2.14) nos dice
(Teorema 2.60) que E esta débilmente acotado, luego por el resultado anterior E estd originalmen-
te acotado, lo que se traduce en (2.15). O

2.6. INTEGRACION DE FUNCIONES VECTORIALES

En un espacio de medida real o complejo sabemos cémo integrar funciones reales o complejas
bajo ciertas condiciones de regularidad. Sin embargo, en ocasiones nos encontraremos con funcio-
nes sobre un espacio de medida tomando valores en un espacio vectorial topolégico, y nos gustaria
ver si, en ese caso, podriamos extender el concepto de integral ya conocido, y bajo qué condicio-
nes una funcidn asi es integrable. Parece razonable exigir ademds, a una extension de este tipo, que
el resultado de la integracion sea un vector en el espacio en cuestion, y que se cumpla la siguiente

igualdad
A(fod,u) =fQAfdu

para cada A € X*, siendo (Q, Z, u) el espacio de medida y X el espacio vectorial topolégico en cues-
tion, puesto que dicha igualdad se cumple para sumas y A es continua (interpretando la integral
como un paso al limite de ciertas sumas).

DEFINICION 2.71. Sea (Q,Z, 1) un espacio de medida con p una medida real o compleja sobre Q y
¥ la o-algebra correspondiente, X un espacio vectorial topolégico donde X* separa puntos, y f una
funcién de Q en X tal que las funciones escalares A f dadas por

Af(@)=A(f(@) VqeQ,
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son integrables en (Q, Z, u) para cada A € X*. Si hay un vector y € X tal que
Ay=fAfdu VA€ X",
Q

entonces definimos

j;)fdp:: .

OBSERVACION 2.72. Gracias a que X* separa puntos, en caso de existir un vector en las condiciones
anteriores, este serd tinico, por lo que la integral est4 bien definida.

Veamos bajo qué condiciones podemos garantizar la existencia de dicha integral.

TEOREMA 2.73. Supongamos que X es un espacio vectorial topolégico, que X* separa puntos, y que
(Q, %, 1) es un espacio de medida con Q un espacio topolégico Hausdorffy compacto, 98 la o -dlgebra
de Borel correspondiente, y i una medida de probabilidad, es decir, no negativay con 11(Q) = 1. Si ahora
f:Q — X es una aplicacion continua tal que co(f(Q)) es compacto en X, entonces la integral

fQ fdu

existe y se encuentra en co(f(Q)).

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un espacio vectorial real por simplicidad. Llamando H =
co(f(Q)) tenemos que probar que existe y € H tal que

AyzfAfdu VAe X" (2.16)
Q

SeaL={Aj,...,A,} unsubconjunto finito de X* y E; el conjunto de los vectores y € H satisfacien-
do (2.16) para todo A € L. Cada E|, es cerrado por la continuidad de A, y compacto por compacidad
de H. Si ningtin E; fuese vacio, entonces su interseccién tampoco lo seria y habriamos resuelto el
problema, vedmoslo.

En efecto, comencemos viendo L en vez de como un conjunto, como la aplicacién de X en R” de
componentes los funcionales A;, y llamemos K = L(f(Q)). Definamos también

mi:fQAifdu i=1,...,n,

probemos que m = (m,, ..., my) se encuentra en la envoltura convexa de K.

Sit=(t,..., ;) € R" no se encuentra en la envoltura convexa de K, aplicando el dltimo apartado
del Teorema 2.20 (teniendo en cuenta que K es compacto por serlo Q y tanto f como L continuas),
que nos da la compacidad de co(K), y el Teorema 2.37 (con A = co(K) y B = t) junto con la estructura
de los funcionales lineales de R”, obtenemos constantes c, ..., ¢y, Y1,72 € R de forma que

n n
Y ciui<yi<ya<) cit;  Yui,..,un€Kk,
i=1 i=1

o dicho de otra forma , "
CiAif(q)<}/1<Yz<ZCiti VqeQ.
=1 i=1

1

Como p es una medida de probabilidad, integrando en la cadena de desigualdades anterior obtene-
mos en particular }_; c;m; < )_; c;t;, y por tanto que ¢ # m. Esto muestra que m € co(K).
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Como K = L(f(Q)) y L es lineal, entonces m = Ly para algtin y € H, lo que implica
Aiy:mi:fAifd/J Vi=1,...,n,
Q

es decir, y € Ef. O

OBSERVACION 2.74. Toda medida boreliana no negativa y finita sobre Q es, salvo producto por un
escalar, una medida de probabilidad, luego este teorema se extiende con facilidad a medidas reales o
complejas finitas sobre Q gracias al Teorema de Descomposicion de Jordan [12].

TEOREMA 2.75 (DESIGUALDAD INTEGRAL DE MINKOWSKI). Supongamos Q un espacio topolégico Haus-
dorffy compacto, X un espacio de Banach, f: Q — X una funcién continua, y u una medida boreliana

no negativa y finita sobre Q. Entonces
Hf fdu| = f I/ ldp.
Q Q

DEMOSTRACION. Llamemos y = fQ fdu. Por la Observacién 2.36 existe A € X* tal que Ay = |lyll'y
|Ax| < ||x|l para cada x € X, lo que nos dice en particular

IAf@I=If@l  qeQ.

Por el Teorema 2.73, obtenemos
Iyl = Ay=[ Afd,usf I flldy,
Q Q

lo que concluye el resultado. O






Capitulo 3

Teoria de Distribuciones

Las distribuciones surgen en el contexto de los espacio vectoriales topolégicos como el dual de
un espacio localmente convexo, por lo que el primer paso serd introducir dicho espacio y ver que
efectivamente se le puede dotar de una estructura localmente convexa. Esto nos servird a continua-
cién para presentar la definicién de distribucién, sus propiedades mas relevantes, y algunos de los
ejemplos habituales, mostrando a su vez como estas extienden el concepto de funcién a través de las
operaciones basicas del célculo. Finalmente, aprovecharemos todo ello para entender las propieda-
des locales de estas (toda distribuciéon es, localmente, combinacién de “funciones” y sus derivadas)
y cémo se puede definir la convolucidén en el caso de una distribucién y una funcién, y en el de dos
distribuciones.

3.1. ESPACIO DE FUNCIONES TEST Y DISTRIBUCIONES

Como las distribuciones buscan extender el concepto de derivada a una clase mayor de objetos, y
nosotros s6lo sabemos derivar funciones, parece razonable que el espacio vectorial del que proceden
tenga que ver con alguna familia de funciones diferenciables. Comencemos analizando dos espacios
funcionales que van a jugar un papel fundamental.

DEFINICION 3.1. Dado un abierto Q < R”, un multiindice es una n-upla a € (NU {0})", y su orden es
el valor
lal=aj+---+ay.

A partir de un multiindice @, definimos su operador diferencial asociado como:

0 \% o \%n
DY: C®(Q) — CP(Q); D“f:(a) (E) f

siendo C*(Q) el espacio de funciones complejas de clase infinito sobre Q.

DEFINICION 3.2. El soporte de una funcién f : X — C sobre un espacio topolégico X es el conjunto

supp(f) ={xe X: f(x) #0}.
Ademas, dado un abierto Q < R" y un compacto K < Q, se define el espacio
Dk =1{f € C(Q) :supp(f) € K}.

TEOREMA 3.3. Dado un abierto Q < R", existe una topologia en C*(Q) que lo dota de estructura de
espacio Fréchet con la propiedad de Heine-Borel. Ademds, en dicha topologia, Pk es un subespacio
cerrado suyo para cada compacto K c Q.

35
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DEMOSTRACION. Consideremos una sucesion (Kj),en de compactos K, < Q tal que K, < (K;41)°
paratodo neNy
(00}
Q = U Kn.
n=1

Definamos ahora la familia separante de seminormas {p,},en €en C*°(Q2) dada por
pn(f) =max{|D* f(x)|: x € Ky, |a| < n}. (3.1

Por el Teorema 2.28 y la Observacién 2.30 obtenemos una topologia T que hace de (C*(Q),7) un
espacio localmente convexo y metrizable con métrica invariante.

Recordemos que una base local de 7 consiste en

Vnz{fecm(ﬂ):pn(f)<%} VneN. (3.2)

La estructura de espacio Fréchet surgird entonces si probamos la completitud. Sea (f};) nen una su-
cesiéon de Cauchy en (C*°(Q), 7). Si fijamos N € N, entonces por la condicién de Cauchy resulta que
fi — fj € Vv para valores de i, j suficientemente grandes, lo que implica, por como se definieron las
seminormas, que

1
|D® f;(x) = D f; ()] < N VxeKy lal=N.

De aqui se sigue que cada sucesion (D f;;) ,en converge uniformemente en compactos de Q a una
funcién gg. En particular, f;(x) — go(x) con D*gy = g4, de donde afirmamos que go € C*°(Q) y que la
sucesion () nen €s convergente en (C*°(Q), 7). Por tanto el espacio es completo.

Supongamos ahora que E c C*°(Q) es cerrado y acotado. Por el Teorema 2.28 la acotacién de E
equivale ala acotacién de cada p, en E, lo que nos otorga la acotacion de D® f en K, paracada |a| < n
y f € E. En consecuencia, tenemos la acotacién puntual y la equicontinuidad de

d>n={DﬁfKn_l:f€E, |ﬁ|5n—1}

en Kj,_1, es decir, se dan las siguientes dos condiciones:
» sup{|{DPf(x)|: f€E, |Bl<n—-1} <ooparacada x € K,_;

» dado € > 0, cada x € K,,_; tiene un entorno V tal que |DP f(x) — DP f(y)| < € para cada y € V,
cada feEyl|fl=n-1.

Empleando el Teorema de Ascoli A.7 y el Teorema A.6 deducimos que ®,, esté totalmente acotado, y
de hecho, que es compacto.

Con esto en mente, consideramos una sucesion (f,;) ,en de elementos de E, y vamos a emplear un
argumento similar al proceso diagonal de Cantor para hallar una subsucesién convergente de esta.
En efecto, empezando con la compacidad de ®;, encontramos una subsucesién (f}) ,en convergente
en @,. Para esta tltima sucesion, la compacidad de ®, nos otorga una subsucesion ( f,%) neN conver-
gente, ahora tanto en el nuevo espacio como en el anterior. Repitiendo el argumento recursivamente,
obtenemos una sucesién de subsucesiones (f,*),eny con m € N, tal que cada (f;]") ,en converge en
@ para k =1,...,m, y que es, a su vez, subsucesion de (f,i”’l)neN. Llamando (gn)nen a la subsuce-
sién con g, = f,)', queremos probar que converge en E, y la forma de hacerlo es probando que es de
Cauchy, pues en ese caso la completitud de (C*(Q), 1) y la condicién de ser E cerrado nos llevarian
a la convergencia en cuestion. Sin embargo esto es sencillo, consideremos un elemento V; de la ba-
se local (3.2). Como dicha sucesién converge en ®,, para cualquier n € N, en particular lo hace para
®;,1, y por tanto es de Cauchy ahi. Esto implica que existe N € N tal que

gk|Kj_gk’|Kj€ VJ’|K]~ Vk,k'= N,
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siendo V; | K el abierto de @, dado por

. 1
Vilg, = {Dﬁf|Kj S € B, 1Pl = jymax(IDP (o)) < }}.

Teniendo en cuenta la definicién de V;|, , es trivial que

.
1 /
Pj(gk—gk’)<; — g—8weVj Vkk=N,

lo que nos dice que (g5) nen €s de Cauchy en E.

Hemos visto entonces que toda sucesiéon en E contiene una subsucesion (g,)en convergente,
para la cual ademads (Dfg,) ,cn converge uniformemente en compactos de Q para cada multiindice
B. Esto se traduce en que E es compacto, y que (C*°(Q), 7) posee la propiedad de Heine-Borel.

Por ultimo, observamos que en la topologia 7, los funcionales
ay:C®(Q) —C, ax(f)=f(x),

son continuos, y por tanto sus nucleos cerrados. Teniendo en cuenta que Yk es la interseccion de los
nucleos de los funcionales a, con x € Q\ K, es claro que también es cerrado. O

COROLARIO 3.4. SiQ cR" es un subconjunto abierto y K < Q es compacto, entonces P con la topolo-
gia inducida de C*°(Q)), que denotaremos por Tk, es espacio Fréchet con la propiedad de Heine-Borel.

DEMOSTRACION. Basta aplicar los Teoremas 3.3 y 2.16. O

OBSERVACION 3.5. Debido al Teorema 2.21, alo que acabamos de probar, y a que los espacios C*(Q) y
9 tienen dimensién infinita (consultar [11] para Pk), es claro que estos no son localmente acotados,
y por tanto tampoco normables.

Nos encontramos ya en disposicién de introducir el espacio funcional sobre el que van a actuar
las distribuciones.

DEFINICION 3.6. Dado un abierto Q c R", se define el espacio de funciones test 2(Q) como la unién
de todos los espacios Pk con K c Q2 compacto, o lo que es lo mismo, el espacio de funciones de clase
infinito en Q con soporte compacto.

Dicho conjunto tiene estructura de espacio vectorial, veamos qué mas podemos decir.

DEFINICION 3.7. Sobre el espacio 2(Q2) definimos la sucesién de normas (|| - || ;) nen COMoO
ol =max{|IDYP(x)|: x€Q, |al < n} Vpe2(Q).

OBSERVACION 3.8. Dicha familia de normas induce, por el Teorema 2.28, una estructura localmente
convexa y metrizable en 2(Q). Sin embargo, la topologia en cuestién cuenta con la desventaja de no
ser completa. Por ejemplo, si consideramos una funcién ¢ € 2(R) con soporte en [0, 1] y positiva en
(0,1), entonces la sucesion (¥ ;) neny dada por

1 1
Yn() =P =D+ Jpx=2+ 4 —px—n)

es de Cauchy en esta topologia pero no convergente, pues su limite debe ser también el limite puntual
de la sucesion, y este no tiene soporte compacto.
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TEOREMA 3.9. Si K c Q es compacto, la restriccion de dicha familia de normas a Pk induce, precisa-
mente, la topologiatg.

DEMOSTRACION. Recordemos que 7 venia dada por las seminormas p;, de (3.1). Para probar el re-
sultado, notamos que en cada compacto K existe N € N tal que K c K, para cada n = N, siendo
(Kn)nen la sucesion de compactos asociada a las seminormas p,. En este rango de valores de n,
ol = prn(p) para todo ¢ € Dg. Ademds, como [P, < |Plln+1 ¥ Prld) < pr+1(), las topologias in-
ducidas por ambas seminormas permanecen invariantes si permitimos que las sucesiones de semi-
normas empiecen por el término N-ésimo. En consecuencia, ambas coinciden. O

El concepto de completitud es, sin embargo, de gran importancia en la teoria que estamos de-
sarrollando, por lo que debemos explorar otras alternativas a la hora de definir una topologia en el
espacio de funciones test.

DEFINICION 3.10. Si denotamos por § la coleccién de todos los conjuntos convexos balanceados
W c2(Q) tales que Dx N W € T para todo compacto K <, definimos la topologia T en 2(Q2) como
la coleccion de todas las uniones de conjuntos en la forma ¢+ W con pe 2(Q) y W € B.

Veamos que, en efecto, dicha coleccién 7 es una topologia y algunas de sus principales propieda-
des.

TEOREMA 3.11. Sea Q < R"™ un abierto.

~

. T es una topologia en 2(Q) y B una base local de .

2. (2(Q), 1) es un espacio vectorial topoldgico localmente convexo.

3. Un subconjunto convexo y balanceado V de 2(Q)) es abierto siy solosiV € B.

4. Latopologiat g de cualquier Zx c 2(Q) coincide con la que hereda como subespacio de (2(Q), ).

5. Si E es un subconjunto acotado de 2(X2), entonces E c Dk para algtin compacto K < Q, y hay
nuimeros My, < oo tales que
loll, <= My VpeE, neN.

6. (2(Q),7) tiene la propiedad de Heine-Borel.

7. Si (pn)nen es una sucesion de Cauchy en 2 (<)), entonces {¢pplnen © P para algtin compacto
KcQy
lim lp;—¢jl,=0 VneN.
i,j—o00

8. Si (¢pn)nen es una sucesion en 2(Q) convergiendo al origen, entonces hay un compacto K < Q
que contiene el soporte de cada ¢, y (D%P,) nen converge al origen uniformemente para cada
multiindice a.

9. (9(Q),1) es completo.
DEMOSTRACION. Probemos cada apartado.

1. Para ver que 7 es una topologia, por definicion solo falta probar que es cerrado bajo la intersec-
cion de dos abiertos cualesquiera. Sean Vi, V; € 1, veamos que V] N V5 es entorno de todos sus
puntos. En efecto, si consideramos ¢ € V; N V,, debemos encontrar W € § tal que

d+WcVin Vs (3.3)
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Como ¢ se encuentra tanto en V; como en V,, por definicion de 7 existen ¢1,¢p2 € 2(Q) y
Wi, W; € B de forma que
bed;+W;cV;, i=1,2.

Elijamos K tal que 2 contenga a ¢, ¢, y ¢. Como ¢p—p; € DxNW; y este conjunto es abierto en
Tk, por continuidad del producto por escalares en (P, 7 ) resulta que existe §; > 0 cumpliendo

P—pie(1-6)xk NW;ic(1-6)W;.
La convexidad de W; implica por tanto
G-pi+6;Wic(1-6)W;+6;W; =W;,
de modo que
p+o;Wichi+W;cV;,  i=1,2.
En conclusién, W = (6, W1) n (62, Wa) satisface (3.3) y T es topologia.
Comprobar que g es base local del origen en 7 es trivial, pues al ser cada elemento de 8 balan-

ceado, contiene el origen, y la condicion de abierto y de base es inmediata.

2. Ver que ademds 7 otorga la condicién de espacio vectorial topoldgico a 2(Q2) requiere compro-
bar las dos condiciones adicionales habituales, comencemos viendo que los puntos son cerra-
dos. En efecto, sean ¢, ¢, € 2(Q) dos puntos distintos, queremos ver que X \ {¢1} es abierto
probando que es entorno de ¢,, por ser este arbitrario. Para este fin definimos

W={pe2Q):ldlo<lp1—¢2llo},

con lanorma || - [|o de la Definicién 3.7. Por el Teorema 3.9 tenemos W € 3, y es claro que ¢; no
se encuentra en ¢, + W. De aqui se sigue justo lo que queriamos, y por tanto que {¢;} es cerrado
enrt.

En cuanto a la continuidad de la suma, notamos que la convexidad de cada W € § implica

1
+=-W|+
pr+37 )

1
<P2+§W)=(¢>1 tP)+ W Vi, € D),

de donde se sigue la continuidad.

Para la multiplicacién, consideramos ag € K y ¢pg € 2(Q) y tenemos en cuenta la igualdad
ap —appo = alp—do) + (@ — ao)po.
Si W e B, existe 0 > 0 tal que 6¢pg € (1/2)W, y por ser W balanceado es claro que
(@—ap)po € %W
cuando |a@ — agl| < 6. Elijamos ahora ¢ > 0 tal que
2c(lagl+06) =1,

y notemos que en el rango ¢ — ¢y € cW, teniendo en cuenta que W es balanceado de nuevo, se
da el contenido

alp—o) € % w.

Por todo lo anterior, empleando la convexidad de W, se sigue finalmente que
ap—aogpoe W

cuando |@ — ag| <6y ¢ — g € cW. De aqui concluimos lo que queriamos.

Por tltimo, notamos cémo la condicién de que (3 sea base local y sus elementos convexos otorga
de manera trivial la convexidad local.
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3. Claramente, si V € 8 es abierto por lo visto anteriormente, luego solo nos queda la implica-

ci6én restante. Supongamos V € 7y consideremos ¢ € Pk N V. Por ser B base local del origen,
sabemos que existe W €  tal que ¢ + W c V, y entonces

G+ (DrNW)cDgnV.

Como Yk N W es abierto en 7g, hemos probado que Zx NV etx si V € Ty K < Q es compacto.
De aqui concluimos que si V es convexo y balanceado, entonces V € .

. Laprueba anterior muestra que la topologia inducida por T en P estd contenida en 7 g, veamos

el otro contenido. Supongamos que E € Tk, queremos llegar a que E = Zx NV paraalgin V e 1.
Dado ¢ € E, por definicién de 7k existe N e Ny 6 > 0 tal que

ek ly—ln<bicE.
Sea
Wy ={weD(Q):llyly<5}ep,

el cual cumple
@Kﬂ(d)+W¢) =¢+(@KOW¢,)CE,

Definiendo entonces V como la union de los conjuntos en la forma ¢ + W, para cada ¢ € E, se
obtiene la igualdad deseada.

. Consideremos un subconjunto E c 2(Q) que no cae en ninglin Y. Entonces existe una suce-

sién de funciones (¢ ) nen €n E 'y de puntos (x5) zen €n Q sin punto de acumulacion en Q y tal
que ¢, (x,) # 0 para cada valor de n. Si

1
w= {¢€ 2(Q) :|p(xn)l < z|¢)n(xn)| Vne N},

entonces al contener cada compacto K solo una cantidad finita de términos x,, es facil verifi-
car que Yx N W € 1k, y por tanto que W € f. Como ademés ¢, ¢ nW por definicion, ningtin
multiplo de W contiene a E, lo que nos dice que E no esta acotado. De aqui se sigue que cada
subconjunto acotado de 2(Q) estd contenido en algin .

Por el apartado anterior, un subconjunto E acotado en 2(Q2) también lo es en el Dk que lo
contiene. En consecuencia, los Teoremas 3.9 y 2.28 implican

sup{llpll,:pe E}<oco  VneN,

lo que completa la demostracion.

. Si E c9(Q) es cerrado y acotado, entonces estd contenido en algiin P, donde seguird siendo

cerrado y acotado. Como (Y, Tk) tiene la propiedad de Heine-Borel por el Teorema 3.4, y es
un subespacio cerrado de 2(Q) por el Teorema 2.17, entonces E es un compacto dentro de un
cerrado, luego es compacto.

. Las sucesiones de Cauchy estdn acotadas, luego su contenido en algtin Yk es trivial con lo

probado anteriormente. Ademds, como la topologia relativa coincide con 7, el Teorema 3.9
nos da el limite que buscamos.

. Este apartado es una reformulacién del anterior.

. Es consecuencia de que las sucesiones de Cauchy estdn contenidas en algiin Y, como vimos

antes, y de que dichos espacios son completos por tener estructura de espacio Fréchet con la
topologia 7 (Teorema 3.4), que coincide con la heredada por 2(Q).
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O

NOTACION 3.12. En adelante, nos referiremos a (2(Q), 1) y (Yk, Tx) simplemente por 2(Q) y Dk res-
pectivamente, salvo en aquellas ocasiones en que convenga explicitarlo.

Por lo que acabamos de comprobar, 2(Q) tiene estructura localmente convexa con esta nueva
topologia ademads de ser un espacio completo, lo que indica que vamos por buen camino.

Veamos también algunas caracterizaciones de las aplicaciones lineas continuas sobre este nuevo
espacio vectorial topoldgico.

TEOREMA 3.13. Supongamos que A : 2(Q) — Y es una aplicacion lineal con valores en un espacio
localmente convexo Y. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

1. A es continuo.
2. A es acotado, es decir, lleva conjuntos acotados de 2 (Q)) en conjuntos acotados de Y .
3. Siuna sucesion converge al origen en 2(Q)), entonces su imagen por A converge al origende Y .

4. La restriccion de A a cada Pk con K < Q es continua.

DEMOSTRACION. Procedamos con una demostracion en cadena.

Supongamos que A es continuo y consideremos un subconjunto acotado E < 2(Q) y un
entorno W del origen en Y. Como A es continuo, existe un entorno V del origen de 2(Q) tal que
A(V) c W. Ademds, al estar E acotado, E c tV para todo ¢ suficientemente grande. Sin embargo, esto
implica que A(E) c tW para dicho rango de ¢, lo que nos da la acotacién de A.

Supongamos ahora que A es acotado y que (¢b,;) ey €5 Una sucesiéon en 2(Q) convergiendo
al origen. Por esto ultimo y el Teorema 3.11, la sucesion esta contenida en algin Yy, y la restriccion
de A a Dk sigue siendo acotada. Como P es metrizable, es sencillo ver que existe una sucesién de
escalares (y,)nen convergiendo a infinito, tal que (y,¢,) nen sigue convergiendo al origen. Esto nos
dice, en particular, que constituye un conjunto acotado en Yk, por lo que su imagen {A(y,$,)} nen S€
encuentra también acotada. Veamos c6mo esto implica que la sucesién A¢,, = y,' A(ynpn) converge
a 0. Llamando E = {A(y,¢n)}nen ¥ considerando un entorno balanceado V del origen, por estar E
acotado sabemos que E < ¢V para ¢ > 0 suficientemente grande. Al cumplirse que y,! — 0, existe
N e N tal que Iyzllt < 1 para todo n = N. En consecuencia, como V es balanceado y t1EcV, se
cumple que A¢,, € V para cada n = N, con lo que obtenemos la convergencia deseada.

Comencemos notando que para tener la continuidad de A en Yk basta probar que la
imagen por A de cualquier sucesién convergente al origen converge al origen de Y, gracias a que se
trata de un espacio metrizable (recordar que los espacios metrizables tienen base local numerable
segin el Teorema 2.21, luego por reduccién al absurdo es inmediato). Consideramos entonces una
sucesion (¢,) nen convergente al origen en %Py, la cual converge también al origen en 2(Q) por el
Teorema 3.11. Por hipétesis, resulta entonces que (A¢;) ,en converge al origen de Y, lo que concluye
el resultado.

Consideremos un entorno convexo y balanceado U del origen de Y y V = A"}(U), que
resulta ser convexo y balanceado también. Por el Teorema 3.11, V es abierto si y solo si V € §, lo que
equivale a que Y NV sea abierto para cada Zx < 2(Q). Esto prueba la implicacién en cuestion, y de
hecho la equivalencia. O

COROLARIO 3.14. Cada operador diferencial D% es una aplicacion lineal continua de 2(Q) en si mis-
mo.
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DEMOSTRACION. Como [|D%pll;, < ¢l n+)a) para cada n € N, D% es continua en cada Yk, luego en
2(Q). O

Con todo esto, nos encontramos ya en condicién de definir las distribuciones.

DEFINICION 3.15. Dado un abierto Q < R", una distribucion en Q) es un funcional lineal continuo en
2(Q), es decir, un elemento de [2(Q)]*.

NOTACION 3.16. Por simplicidad, denotaremos al espacio de distribuciones en Q como 2’ (Q) en lugar
de [2(Q)]".

Una definicién alternativa de distribucién, habitual cuando se quiere evitar todo el desarrollo
topolégico previo, es la siguiente caracterizacion.

TEOREMA 3.17. Un funcional lineal A : 2(Q) — K es una distribucién en Q si y solo si para cada com-
pacto K c Q hay un entero N € N y una constante C < oo tal que

AP =Cloplly  VpeDk.

DEMOSTRACION. Esta equivalencia es precisamente la equivalencia 1 <= 4 del Teorema 3.13 junto
con la descripcién por seminormas de 7 g del Teorema 3.9. O

NOTACION 3.18. Si existe algiin entero N comtn para cada compacto K c Q) segtin la caracterizacion
anterior, al menor de dichos enteros se le denomina el orden de la distribucién. Si no existe tal entero,
se dice que la distribucién tiene orden infinito.

3.2. CALCULO CON DISTRIBUCIONES

Aunque puede parecer complicado encontrar ejemplos de distribuciones, como da a entender la
caracterizacion del Teorema 3.17 con sus estrictas condiciones, la realidad es que estdn “escondidas”
en muchos de los objetos matemaéticos mds habituales en el Anélisis Matematico.

NOTACION 3.19. Dado un abierto Q c R"” y dos multiindices a = (ay,...,a,) y B = (B1,--.., Brn), deno-
tamos:

= f<asiysolosif;<a;parai=1,...,n;

axf=(ar+p,....,anxBn);

D; =0/0x; parai=1,...,n, luego podemos descomponer D% = Di’l DY

. . a a
= Six=(xp,...,%X,) € R", el monomio x* =x; Xy

Six=(X1,....,%n), Y= (J1,..., yn) ER™, entonces x- y = X1 y1 + -+ + Xn Yn y 1| = (x- x) /2.

El primer caso que vamos a introducir consiste en ver los puntos del abierto Q como distribucio-
nes.

DEFINICION 3.20. Para cada punto x € Q, definimos su distribucién asociada como

5::2(Q) —C,  bep=(x).

La comprobacién de que dicho funcional es, en efecto, una distribucién, es trivial por ser la eva-
luacién siempre un funcional continuo en esta topologia.
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NOTACION 3.21. La distribucién 6y habitualmente recibe el nombre de delta de Dirac, y de aqui en
adelante nos referiremos a ella simplemente como ¢ salvo cuando convenga explicitarlo.

A continuacién analizamos cémo podemos entender las funciones y las medidas borelianas en
sentido de distribuciones.

DEFINICION 3.22. Supongamos que f : Q2 — C es una funcién localmente integrable, es decir, medible
Lebesgue y tal que [i |f(x)|dx < co para cada compacto K < Q. Definimos entonces su distribucién
asociada como

Arp= fQ(p(x)f(x)dx.

DEFINICION 3.23. Supongamos que u es una medida boreliana compleja o real no negativa sobre Q
tal que p(K) < oo para cada compacto K < Q. Definimos entonces su distribucién asociada como

A#q):fg(pd,u.

OBSERVACION 3.24. Las desigualdades

IAfgbIS(lef(X)ldX)Ilqbllo y Apdl=1p@lldllo  VPeDk

y la caracterizacion del Teorema 3.17, nos otorgan la continuidad de Ay Ay.

Uno de los principales objetivos con las distribuciones era extender el cédlculo usual a una clase
mayor de objetos, veamos como hacer esto.

DEFINICION 3.25. Si a es un multiindice y A € 2'(Q), definimos su derivada de orden @ como la
distribucién
(DN = (D' AD¢p).

OBSERVACION 3.26. La continuidad de dicho funcional se debe a que, por el Teorema 3.17, para cada
compacto K c Q existen Ny C < oo tales que |A(¢)| < Cll¢pll vy en Dk, y entonces la desigualdad

I(D*N)pl = IA(D¢P)| < CIID“PlIn < CllpliN+]al
en Yk, muestra por la misma caracterizacion la continuidad buscada.

A parte de derivar funciones reales/complejas, estas se pueden sumar y multiplicar. Ya sabemos
que la suma de distribuciones sigue siéndolo por su estructura vectorial, y acabamos de entender
cémo se derivan, veamos qué sucede al multiplicarlas por funciones diferenciables.

DEFINICION 3.27. Supongamos que A € 2'(Q) y f € C*°(Q), definimos su producto en la forma

(fAP=AfP)

OBSERVACION 3.28. Comprobar su continuidad requiere recordar la férmula de Leibniz

D(fg) =Y. capD* P fDPg,
B=a

con f,g € C®(Q) y cqp €N para todo multiindice a. Sabemos que para cada compacto K < Q existen
Cy N tales que [A¢| < Cllolln si ¢ € Dx. Empleando entonces la férmula de Leibniz encontramos
una constante C’ tal que || f¢lly < C'l|¢ll v para ¢ € Dk, lo que nos otorga

I(fM¢l < C'Cliplin,

de donde deducimos la continuidad.
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Pasamos a mencionar un par de propiedades clave en el desarrollo de las distribuciones, pues
a pesar de su sencillez, son precisamente la justificacién de que estas constituyan la mencionada
extension del concepto de funcién y derivada en su sentido usual.

TEOREMA 3.29. En el espacio de distribuciones se cumple:

1. SifeC N(Q), es decir, si f es derivable con derivadas continuas de todos los érdenes hasta orden
N, entonces
DaAf:ADaf V]a| < N.

2. Férmula de Leibniz: si f € C*°(Q) y A € 2'(Q) entonces

DU(fAN) =Y. cop(D* P (DPA).

B=a

DEMOSTRACION. La primera parte se reduce a probar la igualdad

(-nlal fQ f(x)D%p(x)dx = fQ D® f(x)p(x)dx,

que es consecuencia inmediata de la férmula de integracién por partes cuando |a| < N. La segunda
parte consiste en una sucesion de calculos mecanicos que pueden ser consultados en [11]. O

Por tltimo vamos a analizar la situacién de las sucesiones de distribuciones. Por ser 2(Q2) un es-
pacio vectorial topolégico, contamos en su dual 2'(Q) con una topologia natural, la topologia débil*,
que serd la que consideremos por defecto en dicho espacio. En términos de sucesiones, esto se tra-
duce en que si (Ay) en converge a A, lo que denotaremos como

Ap— A en 92'(Q),

resulta que
lirlznAn(,b:A(p Vo eD(Q),

y de hecho son condiciones equivalentes. Veamos un par de teoremas en relacion a esto ultimo.

TEOREMA 3.30. Sea (Ap)nen una sucesion en 2'(Q) tal quelim,, A, existe para cada ¢ € 2(Q), enton-
ces la aplicacion
AN:920Q) —C, A¢:li£nAn¢,

cumple que A€ 2'(Q) y
DA, — DA en 92'(Q)

para cada multiindice «.

DEMOSTRACION. Comencemos recordando el Teorema de Banach-Steinhaus, cuya demostracion se
puede consultar en [11]: Si (Aj) nen €S una sucesion de aplicaciones lineales continuas de un F-espacio
X en otro espacio vectorial topolégico Y, y si Ax =lim, A, x para cada x € X, entonces A es continuo.

Supongamos que K es un subconjunto compacto de Q. Por definicién de A, teniendo en cuenta
que Pk es un F-espacio y el Teorema de Banach-Steinhaus, resulta que su restriccion a Yk es con-
tinua. El Teorema 3.13 implica entonces que A es continua en todo 2(Q), o lo que es lo mismo, que
A €9'(Q), justo como queriamos.

Para la segunda parte, simplemente notamos que

(DN ¢ = (-1)YADY) = (-1)@ lim An(D%¢) = im(D“ A ).
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TEOREMA 3.31. SiA, — A enP'(Q) ygn — g en C®(Q), entonces g,\,, — g\ en 2’ (Q).

DEMOSTRACION. Comencemos enunciando el siguiente teorema, consecuencia del Teorema de Banach-
Steinhaus y cuya demostracién se puede encontrar en [11]: Supongamos que B: X x Y — Z es una
aplicacion bilineal entre espacios vectoriales topologicos, con X también un F-espacio, y tal que cada
restriccion By (y) = B(x,y) y BY (x) = B(x, y) es continua. Entonces

B(xn, yn) — B(x0, o)

en Z para cada par de sucesiones (X,) nen, (Vn) neN cOnvergentes a xy e yp respectivamente. Si ademds
Y es metrizable, entonces B es continua.

Fijemos ¢ € 2(Q2) y definamos el funcional bilineal
B:C*(Q)x2(Q) —C,  B(g,A) =(gN¢p=AgP).

Como las restricciones Bg(A) = B(g,A)y B™(g) = B(g, A) son continuas, entonces el Teorema anterior
nos da
(8nAn)p = B(gn, An) — B(g, A) = (gN)¢.

Al ser ¢ una funcioén test arbitraria, lo anterior se traduce en la convergencia g,A, — gA en la topo-
logia débil* de 2'(Q). O

3.3. LOCALIZACION Y SOPORTE DE UNA DISTRIBUCION

A partir de esta seccién, Q2 denotard siempre un abierto de R".
NOTACION 3.32. Supongamos que Ay, Az € 2(Q) y que w es un subconjunto abierto de Q. La afirma-
cién
A=Ay en w
significa que A ¢ = Ax¢ para cada ¢ € D (w).
OBSERVACION 3.33. Si f eslocalmente integrable y u es una medida boreliana, entonces A =0 en @

siysolosi f =0 en casi todo punto de w, y A, =0 en w siy solo si u(E) = 0 para cada boreliano E c w.

El concepto de localizaciéon nos va a permitir caracterizar las distribuciones globalmente a partir
de su comportamiento local. Sin embargo, para ello es necesario introducir previamente el concepto
de particién de la unidad.

TEOREMA 3.34 (PARTICION NUMERABLE DE LA UNIDAD). Sea ' una coleccion de abiertos de R" cuya
union es Q. Entonces existe una sucesion (Y ;) jen de funciones no negativas en 2(Q) tal que:

1. Elsoporte de caday; estd contenido en algtin elemento deT .
2. Y22, vi(x) =1 para cada x € Q.
3. Para cada compacto K < Q hay un entero m e N y un abierto W o K tal que
Yi1(X) 4+ px) =1
paracadaxeW.

DEMOSTRACION. La prueba se basa en una construcciéon recursiva de las funciones y; que puede
consultarse en [11]. O
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TEOREMA 3.35. Supongamos que T es un recubrimiento abierto del abierto Q, y que a cada w € T le
asignamos una distribucion A, € 2'(w) tal que

Ap=Ay, en ono'
siempre que w Nw' # @. Entonces hay un tinico A € 2'(Q) cumpliendo
A=A, en w

paracadaw €.

DEMOSTRACION. Sea (1/;);en Una particion de la unidad asociada a I" segtin el Teorema 3.34, y elija-
mos para cada i un abierto w; € I' conteniendo el soporte de v;. Definamos ahora el funcional lineal

A¢ = Z A(l),‘ (1//1(/));
i=1

1

inspirado en la igualdad ¢ = 392, v;¢ y la linealidad de las distribuciones.

1=
Para mostrar la continuidad de A consideremos una sucesion (¢;) jen convergente al origen, de
modo que hay un compacto K < Q conteniendo el soporte de todos los elementos de la sucesion. Si
elegimos un entero m € N como en la tltima condicién del Teorema 3.34, entonces

Apj =) Mo, (Wich))
i=1

para cada valor de j. Como v ;¢; converge al origen en 9 (w;) cuando j — oo, se sigue que A¢; tam-
bién lo hace en 2(Q), lo que nos da por el Teorema 3.13 que A € 2'(Q).

Para probar que la restriccién a 2 (w) coincide con A,,, consideramos ¢ € Z(w) y notamos que ¥ ;¢
se encuentra en 2 (w; Nw) para cada valor de i. Por hip6tesis, esto implica que Ay, (W;$) = Ay (Pi¢),
y por tanto

o0 o0
Ap=) ApWi) = Ay (Z Vip|=Au.
i=1 i=1
Finalmente, la unicidad de A se deduce de la igualdad anterior. O

El siguiente concepto que vamos a definir es el de soporte de una distribucién.

DEFINICION 3.36. Dada una distribucién A € 2'(Q), decimos que esta se anula en un abierto w < Q
si A =0 en w, siendo 0 la distribucién nula. Si ahora denotamos por W la unién de todos los abiertos
w c Q enlos que se anula A, definimos el soporte de A, Sy, como el complementario de W.

TEOREMA 3.37. Supongamos A € 2'(Q).
1. Aseanulaen W, con W =Q\ S,.
2. Sielsoporte de ¢ € 2(Q) no cortaa Sy, entonces A¢p = 0.
3. Si Sy esvacio, entonces A = 0.
4. Siy € C*(Q) yw =1 en algtin abierto conteniendo a Sy, entonces WA = A.

5. Si S) es un subconjunto compacto dentro de (), entonces A tiene orden uno. De hecho, hay una
constante C < oo y un entero N € N tal que

APl =Cllpln  VPpeD(Q).

Ademds, A se extiende de forma tinica a un funcional lineal continuo en C*(Q).
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DEMOSTRACION. Veamos cada apartado.

1. Por como definimos Sy, W es la unién de los abiertos w en los que se anula A. Sillamamos T a
la coleccién de dichos abiertos, podemos considerar la particién de la unidad (v;) ;e asociada.
Sip € 2(W), es claro que ¢ = 3}-22, w;¢h, y en consecuencia

Ap= i Ayig) =0.

i=1
2. Se deduce trivialmente del punto anterior.
3. Esinmediato.
4. Si¢ e 2(Q), entonces el soporte de ¢ — ¢ no interseca a Sy, luego A¢p = A(wd) = (WA)p.

5. Si S es compacto, se sigue del Teorema 3.34 que existe ¥ € 2(Q) en las condiciones del apar-
tado anterior. Fijemos dicha funcién y llamemos K a su soporte. Por el Teorema 3.17 encontra-
mos c¢; y N tal que |[A¢| < 1 l|¢lly para cada ¢ € Dk, y a partir de esto y la férmula de Leibniz
otra constante ¢, tal que |yl < c2ll¢lly para ¢ € 2(Q). En consecuencia, como 1y = 1 en un
abierto conteniendo a Sy,

APl = APl = crllydpln = crezllPpllv Y eD(Q).

Por la igualdad A¢ = A(y¢), parece razonable definir la extensiéon de A como
Af=Apf) VYfeC®Q.

La continuidad de dicha extension se debe a que si f; — 0 en C*°(Q2) entonces cada derivada de
fi tiende a la funcién nula uniformemente en compactos de Q. La férmula de Leibniz muestra
por tanto que ¥ f; — 0 en 2(Q), y al estar A € 2'(Q), concluimos que A f; — 0.

Si f e C*(Q) ysi Ky es un compacto en €, entonces existe ¢ € Z(Q) tal que ¢ = f en Kp. Esto

implica la densidad de 2(Q) en C*®((), y que por tanto cada A € 2'(Q) puede tener, como
méaximo, una extension a todo C*°(Q).

O

Si nos centramos en el caso mas simple de soporte, un punto, podemos clasificar todas las distri-
buciones existentes como sigue.

TEOREMA 3.38. Supongamos A € 2'(Q), p € Q, Sy = {p}, y A de orden N. Entonces hay constantes cq
tales que
A=) cuD%,.
la|<=N
Por otro lado, cada distribucion en la forma anterior con al menos un coeficiente no nulo tiene por
soporte {p}.

DEMOSTRACION. Es trivial comprobar que el soporte de D%§, es {p} para todo multiindice «, por lo
que la implicacién inversa es inmediata.

En cuanto a la implicacién principal, asumamos sin pérdida de generalidad que p es el origen de
R, y consideremos una funcién test ¢p cumpliendo

(D%p)(0) =0 Vl|a| < N. (3.4)
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Nuestro objetivo es probar que A¢ = 0.

Sin >0, hay una bola compacta K c Q centrada en el origen, tal que
IDYp(x)| <n VxeK, |a| = N.
Probemos la desigualdad
ID*p(x)| < g1 xNTlel yxeK, |al < N. (3.5)

En efecto, el caso |a| = N es precisamente la desigualdad que tenemos por hipétesis, asi que supon-
gamos 1 < i < N, asumamos que la desigualdad se cumple para |@| = i y supongamos |B| =i —1. El
gradiente de la funcién D¢ es

grad D¢ = (D1 DP¢,...,D,DP ).

Por hipétesis de induccién ‘ ‘
lgrad Dﬁ(,b(x)l < nnpn™N x|V

y como DP¢(0) = 0, el Teorema del Valor Medio muestra que la ecuacién (3.5) también se cumple
cambiando @ por f. Por induccién queda claro que dicha ecuacién es cierta en el rango deseado
|| < N.

Elijamos ahora una funcién meseta ¢ € 2(R") que valga 1 en algtin entorno del origen, y cuyo
soporte esté contenido en la bola unidad B de R”. Definamos para r >0

'(,’/r(JC) = '(,U(g);

de forma que si r es suficientemente pequefio el soporte de v, caeen rB c K.
Por la férmula de Leibniz

X

D W $)0) = X capD* Py (Z) (0P gy P 1l

B=a

de donde concluimos que para valores de r suficientemente pequefios
lyréll =nCllyln. (3.6)

Como A tiene orden N, existe una constante C; tal que |Ay| < Cilly|y para todo ¢ € Dk. Al
ser ¥, = 1 en un entorno del soporte de A, se sigue de la desigualdad (3.6) y el cuarto apartado del
Teorema 3.37 que

APl = Ay P)| < Cillyrdlin <nCCrllPl N

Como 7 es arbitrario, probamos finalmente que A¢ = 0 siempre que se dé (3.4). En otras palabras, A se
anula en la interseccion de los nticleos de los funcionales D*§ para todo |a| < N. La representaciéon
del enunciado se sigue entonces del Teorema 2.56. O

En cuanto a funciones, podemos decir lo siguiente.

TEOREMA 3.39. Si f es localmente integrable, entonces el soporte de A ¢ estd contenido en supp(f). Si
ademds f es continua, entonces se tiene también la igualdad.

DEMOSTRACION. Probar el contenido resulta sencillo, pues si ¢p € 2(Q) y tiene soporte en X \supp(f),
es claro que

A= fo(x)(p(x)dx =0.
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Por tanto, Ay =0 en el abierto X \ supp(f), lo que nos dice que el soporte de A debe estar contenido
enelde f.

En cuanto al otro contenido cuando f es continua, procedemos como sigue. Consideremos xj €
R” tal que f(xo) # 0, de modo que la parte real o imaginaria debe ser no nula (supongamos sin pérdida
de generalidad que lo es la parte real, y que esta es positiva Re(f) (xp) > 0). Por continuidad existe una
bola de radio 17 > 0, B;;(xo), tal que Re(f)(x) > Re(f)(xo)/2 para todo x € By(xp). Si suponemos que Xy
no se encuentra también en el soporte de A ¢, encontramos 0 < § < 7 tal que Bs(xp) no corta dicho
soporte, y podemos elegir una funcién no negativa ¢ € 2(Bs(xp)) talque ¢ =1 en Bg/2(xp) y0<p <1
en el complementario. En esta situacién resulta que
Re(f)(x0)6"

on+l >0,

Re(Ay) =fRn Re(f)(x)(p(x)dxzf Re(f)(x)p(x)dx =

Bjj2(x0)
lo que nos lleva a contradiccion pues por hipdtesis A ¢¢p = 0.

Todo esto implica el contenido del conjunto {f # 0} en el soporte de A £-Sin embargo, por ser este
ultimo cerrado, también se da el contenido de todo supp(f). O

3.4. COMPORTAMIENTO LOCAL

Esta seccion se centra en un resultado de gran importancia, que viene a decirnos en esencia, que
toda distribucién es, localmente, de la forma D*A f para cierta funcién f. Esto se puede entender,
olviddndonos de la regularidad, como que toda distribucién es localmente la derivada de alguna fun-
cion.

TEOREMA 3.40. Supongamos A € 2'(Q) y K un subconjunto compacto de Q. Hay una funcién continua
f:Q — C yun multiindice a tal que

Ap= (-1 f fx)DYp(x)dx
Q
para toda ¢ € Dx.

DEMOSTRACION. Por compacidad de K sabemos que este se encuentra contenido en algtn cubo, y
sin pérdida de generalidad podemos asumir que dicho cubo es el cubo unidad Q de R”, es decir, el
conjunto de puntos (xy,...,x;) con —1 < x; < 1 para cada i. El Teorema del Valor Medio afirma que

ly(x)] < gleéQX“Dﬂl/(Z” i=1,...,n} VxeQ. 3.7)

Si definimos T = D; --- D, y para cada y € Q llamamos Q(y) al subconjunto de Q tal que x; < y; para
cada i, entonces

v(y) :f Tw(x)dx Yy € 9. (3.8)
QW)

Si N € Ny si aplicamos la desigualdad (3.7) a las sucesivas derivadas de v, por la igualdad anterior
concluimos

||W||NSI?E%C{|TN1,U(Z)I}SfQITN“l//(x)Idx Yy € Dg.

Como A € 2'(Q), existen Ny C tal que
APl <Clpn Ve Dk,

y por tanto lo visto anteriormente implica

|A<p|st|TN+1<p(x)|dx V€ D
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Debido a la igualdad (3.8), el operador T es inyectivo en 9, y en particular, en k. En consecuencia,
TN*1 es también inyectivo, y podemos definir un funcional A; sobre la imagen Y de TV*! como

MTN 'y =A¢p  VpePy,

lo que unido a la dltima desigualdad probada muestran
Ayl < Clew(x)|dx Yyey.

El Teorema de Hahn-Banach extiende entonces A; a un funcional lineal acotado en L'(K). En
otras palabras, por la identificacién (2.7) hay una funcién boreliana acotada g en K tal que

Ap= A, TN“(p:f g TV pdx Ve k. (3.9)
K
Definamos g = 0 fuera de K (lo que no altera la igualdad anterior), y pongamos

N Yn
f(y)=f f g(x)dxy,---dx; VyeR"

Esta funcién es continua, y tras n integraciones por partes, la igualdad (3.9) otorga

Aqbz(—l)"f FOTN2p(x)dx Ve Dk,
Q

que es precisamente la igualdad del enunciado con @ = (N +2,..., N + 2) salvo posible cambio de
signo. O

Cuando A tiene ademads soporte compacto, este resultado adquiere un carécter global.

TEOREMA 3.41. Supongamos que K es compacto, V' y Q abiertos de R" tales que K ¢V < Q, y que
A € 2(Q) es una distribucién de orden N con soporte en K. Entonces existe una cantidad finita de
funciones fg en Q, una por cada multiindice § con ; < N + 2, con soporte en V' y tal que

A:%DﬁAfﬁ.

DEMOSTRACION. Elijamos un abierto W con adherencia compacta W tal que Kc Wy W c V. A
continuacién, aplicamos el Teorema 3.40 con W en lugarde Ky a = (N +2,..., N +2). La prueba de
dicho teorema muestra la existencia de una funcién continua f en QO cumpliendo

Agbz[f(x)D“cp(x)dx Ve D(W).
Q

Dicha igualdad permanece idéntica si modificamos f por un producto de ella con otra funcién que
valga 1 en W y cuyo soporte se encuentre en V.

Fijemos ¥ € (L), con soporte en W, tal que ¥ = 1 en algin abierto conteniendo a K. Entonces
la igualdad anterior implica, para cada ¢ € 2(Q), que

Ap=A@yp) = (DY fQ f@)D* () (x)dx = (-1 LS Y capD* Py (x) DP p(x)dx,
B=<a

luego las funciones
fﬁ — (_1)|C¥—ﬁ| C(xﬁfDa_ﬁw

con B < a cumplen la igualdad del enunciado. O
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Veamos también qué podemos decir de la estructura global de las distribuciones.

TEOREMA 3.42. Supongamos A € 2'(Q). Existen funciones continuas g, en Q, una por cada multiin-
dice a, tal que cada compacto K interseca solo los soportes de una cantidad finita de ellas, y

A:;D“Aga.

Ademds, si A\ tiene orden finito, entonces las funciones g, pueden elegirse de forma que solo una canti-
dad finita sean no nulas.

DEMOSTRACION. Elegimos una cantidad numerable de cubos Q; y abiertos V; tales que Q; c V; c Q,
que Q coincida con la unién de dichos cubos, y de forma que ningiin compacto corte una cantidad
infinita de V;. Ahora, para cada V; hay una funcién ¢; € 2(V;) tal que ¢; = 1 en Q;, y a partir de dicha
sucesion de funciones, construimos una particiéon de la unidad (v;) jen como en el Teorema 3.34, con
el soporte de cada v; contenido en V;.

Si aplicamos el Teorema 3.41 a cada y; A, resulta que hay una cantidad finita de funciones f; 4
con soporte en V; tales que

wih=) DYy, .
a

Definamos
oo

8a = Z fia-

i=1
Estas sumas estdn bien definidas por tratarse de una familia de funciones localmente finita, en el
sentido de que cada compacto interseca los soportes de solo una cantidad finita de funciones f; 4. De
esto ultimo se sigue precisamente que las funciones g, son continuas en Q. Como ademéas ¢ =3 ; ¢;¢
para cada ¢ € 2(Q), resulta que A =Y ; y; A, y de las igualdades vistas anteriormente junto con la
continuidad de las funciones g, concluimos la primera parte del resultado.

La segunda es una sencilla consecuencia del Teorema 3.41. O

3.5. CONVOLUCIONES

Por el papel que van a jugar mds adelante, sobre todo en las aplicaciones a las ecuaciones en
derivadas parciales, el tltimo punto que vamos a tratar en este capitulo es el de las convoluciones.
Estas surgen en el contexto de las funciones integrables como la aplicacién

u*xv(x) = fw u(y)v(x—ydy,

con uy v cualquier par de funciones para las que esté bien definida la igualdad anterior. Su expresion
integral parece indicar que hay una estrecha relacion de estas con las distribuciones, y es que precisa-
mente, en esta secciéon vamos a entender dicha relacién y a ver cémo podemos definir la convolucién
de una distribucién con una funcién test y la convolucién de dos distribuciones.

NOTACION 3.43. Enlo que sigue vamos a adoptar la siguiente notacioén. Para empezar, vamos a escri-
bir 2 y 2’ en lugar de 2(R") y 2'(R") respectivamente. También, si u es una funcién en R”, denota-
remos

T =uly-x),  uly)=ul=y.
OBSERVACION 3.44. Notemos que ahora
ulx—y) =txu(y),
y por tanto

uxv(x) = /W u(y)txu(y)dy.
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Esta nueva terminologia induce de manera natural las siguientes definiciones.

DEFINICION 3.45. Dada una distribucion u € 2’ y una funcién test ¢ € 9, definimos su convoluciéon
como la funcién
ux@:R"—C, U P(x) = u(T ).

Ademas, dado x € R", definimos el trasladado de © como la distribucién
(Txt)p = u(r—_xP).

OBSERVACION 3.46. La definicién del trasladado de una distribucién viene inspirada por la férmula
de cambio de variables

frxu(x)v(x)dx:f u(x)T_,v(x)dx.
R" R”

La comprobacién de que el trasladado sigue siendo una distribucién es trivial con la caracteriza-
ci6én del Teorema 3.17.

Antes de entrar a ver sus principales propiedades, introduzcamos el concepto de aproximacién
de la identidad.

DEFINICION 3.47. Una sucesion de funciones (h;) jen en la forma hj(x) = j"h(jx)conhe2,h=0y
Jgn hdx =1, recibe el nombre de aproximacion de la identidad en R".

TEOREMA 3.48. Supongamos que u€ %', ¢, € 2 y (h;) jen una aproximacion de la identidad en R".
Entonces

L Ty(u* ) = (Txu) * P = ux* (1,¢) para todo x € R",

2. uxpeC®R" y
D¥ux*¢)=(D%u) xp=ux (D)

para cada multiindice a,
3 ux(pxy)=(u*xd) xy,
4. limj_p*xhj=¢pen,
5 limj_uxhj=uen?,
6. Sidefinimos la aplicacién lineal
L:2—C®Q), Lp=uxo, (3.10)

entonces L es continuay txL = Lt para cada x € R". Por otro lado, si L es una aplicacion lineal
continua de 2 en C*°(R") satisfaciendo la relacién de conmutacién txL = LT, para cada x € R",
entonces hay un tinico u € 9’ satisfaciendo la igualdad (3.10).

DEMOSTRACION. Analicemos cada apartado:
1. Es consecuencia de las siguientes igualdades para cada y € R"
T P)(Y) = u* Py —x) = u(ry—xP),
(Txu) * P(y) = Txu(Typ) = u(Ty—xP),
UxTp(y) = u (Ty (r\xfp)) = u(Ty-x),

donde hemos tenido en cuenta las igualdades 7,7_x = Ty-x y T\XT/) = 7_,¢ de facil comproba-
cion.
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2. Sihacemos convolucién con u a ambos lados de la igualdad
7o (D) = (-1 D% 7. ),

obtenemos una de las igualdades del enunciado.

Para la desigualdad restante fijamos un vector unitario e € R"” y definimos para cada r >0
ny = r T —Tre).
El apartado anterior implica que
Nr(ux*@)=ux*mP). (3.11)

Cuando r — 0 resulta que 17,¢p — D.¢p en 9, siendo D, la derivada direccional segin e, y por
tanto

Tx (M) —Tx (D\e/(p) eny
para cada x € R”, luego
lfi% u* (nr@)(x) = u* (D) (x).

Laigualdad (3.11) junto con la anterior nos otorgan finalmente
De(u* @) =ux (Dedp),
justo como queriamos.

3. Comencemos recordando la igualdad

B

Gry(t) = fRn1/7(s)Ts(Z)(t)ds. (3.12)

Si K, y K> son los soportes de ¢ y i respectivamente, definimos K = K + K, de forma que la
funcion s — /(s)7s¢p de R" en D resulta que es continua y se anula fuera de K». Esto nos dice
que (3.12) puede escribirse como una integral en P en la forma

M = sz Y (s)Tsdds,
y con esto y el Teorema 2.73 obtenemos
wx (¢ * p)(0) = u(M)
= sz Y () u(rsP)ds

=f W(—s)u*p(s)ds
K,
= (u =) *y(0).

Para que la igualdad anterior se de en cualquier x # 0 basta cambiar ¥ por 7_,y y emplear el
primer apartado.

4. Es trivial comprobar que f * hj — f uniformemente en conjuntos compactos, para cualquier
funcién continua f en R”. Aplicando esto a f = D%¢® obtenemos la convergencia uniforme
D%+ h = D%¢ sobre compactos. Ademas, el soporte de las funciones ¢ * h j se encuentra
en algin conjunto compacto, pues los soportes de las funciones h; tienden al origen. En con-
clusion, la convergencia se da en 9.
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5. Es consecuencia de lo que acabamos de probar y del segundo apartado, pues

() = u* $(0)
=limu * (hj * ¢)(0)
J
=lim(u * hj) * $(0)
J
=limu * h;j ().
J
6. Laigualdad 7, (u * ¢p) = u * (7,¢) muestra que 7L = LTy, veamos la continuidad de L a partir
de su restriccién a cada Pk. En efecto, como estos espacios son Fréchet, podemos aplicar el
Teorema de la Gréfica Cerrada [11], reduciendo el problema de la continuidad a probar que su
grafica es cerrada. Para esto tltimo, consideremos una sucesién convergente ¢; — ¢ en D y u*
¢; — f, veamos que f = u * ¢. Fijemos x € R" y observemos que T y(; — T ¢ por continuidad,

luego
F0) =limu* ¢p;(x) = imu(r ;) = u(TxP) = u* P(x).

Probemos por ultimo que toda aplicacion lineal en las condiciones del enunciado es la convolu-
cién por una distribucién adecuada. Definamos u¢ = L$(0) y observemos que por continuidad
de la aplicacién ¢ — ¢, de L, y de la evaluacién en el origen, u es continua en 2 y por tanto se
trata de una distribucién. Ahora,

Lop(x) = T Lp(x) = LT_xp(x) = u (T\_x/(/)) = u(T_xP) = u* Ppx).

La unicidad de u es consecuencia de que u * ¢ = 0 para todo ¢ € @ implica u ((Z)) =uxp0)=0
para todo ¢ € 9, o lo que es lo mismo, u = 0.

O

Como vimos en el dltimo apartado del Teorema 3.37, toda distribucién con soporte compacto se
extiende de forma tnica a un funcional lineal continuo en C*°(Q2). Aprovechemos esto para definir
convoluciones con funciones C*®(R").

DEFINICION 3.49. Sea u € 2’ con soporte compactoy ¢ € C*°(R"), definimos su convolucién como
w* P(x) = u(tc),
donde u denota indistintamente la distribucién en 2’ y su extension.
TEOREMA 3.50. Supongamos u € 2' con soporte compacto, ¢ € C°(R") yw € @. Entonces
L Ty(u*x¢) = (Txu) * P = ux* (14¢) para todo x € R",

2. uxpeC®R" y
D%u ) = (D%u) * ¢ = ux (D)

para cada multiindice a,
3. uxyeg,
4oux (@)= (urd) sy =(Uxy)* .

DEMOSTRACION. Veamos cada punto.
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1. Anéloga ala vista en el Teorema 3.48.
2. Andloga ala vista en el Teorema 3.48.

3. Sean K y H los soportes de u y ¥ respectivamente, de modo que el soporte de 7,1 es x — H.
Observamos entonces que
uxy(x)=uTyy) =0

salvo que K interseque a x — H, es decir, salvo que x € K + H. Debido a esto, el soporte de u * ¢
cae en el compacto K + H, por lo que tiene soporte compacto y se encuentra en 9.

4. Sea W un abierto conteniendo a K, y elijamos ¢ € 2 tal que ¢y = ¢ en W + H. Entonces,

—_—

(p*wz(MenW,demodoque
u* () (0) = u* (¢o * ) (0).

Si —s € H, entonces s = Tspp en W y por tanto u * ¢ = u * ¢po en —H. Esto nos da
(u* @) *w(0) = (u* o) *w(0),

y como el soporte de u * 1 cae en K + H entonces
(U ) *p(0) = (u* ) * Po(0).

Empleando ahora el Teorema 3.48, el lado derecho de las tres igualdades anteriores coincide,
lo que prueba la igualdad del enunciado en el origen. El caso general se cumple también por
traslacion.

Finalmente, analizamos el caso de dos distribuciones.

DEFINICION 3.51. Si u,v € 2’y al menos una de dichas distribuciones tiene soporte compacto, defi-
nimos su convolucién u * v o L como

Lo=ux*(v*d) VpeD.

OBSERVACION 3.52. Comencemos notando que estd bien definido, pues si v tiene soporte compacto,
entonces v * ¢ € Dy L¢p € C*°(R"), mientras que si u es quien tiene soporte compacto, entonces
v* ¢ e C°(R") y Lo también. Ademads, los Teoremas 3.48 y 3.50 nos otorgan la igualdad 7L = Lt
para cada x € R".

OBSERVACION 3.53. El funcional ¢p — L¢(0) es una distribucion. En efecto, si ¢p; — 0 en & entonces el
tiltimo apartado del Teorema 3.48 nos dice que v * ¢; — 0 en 2 (suponemos sin pérdida de generali-
dad que v tiene soporte compacto), y por tanto L(/Bi (0) — 0.

TEOREMA 3.54. Supongamos u, v, w € P'.
1. Siu o v tienen soporte compacto, entonces U * V=0 * U.

2. Si S, ¥y Sy son los soportes de u y v respectivamente, y si al menos uno de ellos es compacto,
entonces
Suxv € Su+Sy.

3. Sial menos dos de los soportes Sy, Sy y Sw son compactos, entonces

(uxv)*w=ux*x(v=*w).
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4. Sia es un multiindice, entonces
D%u=D%5 * u.

En particular u =90 * u.
5. Sial menos uno de los soportes S, 0 S, es compacto y a es un multiindice, entonces
D¥u+v)=D%u+v=ux*D%.
DEMOSTRACION. Vayamos por apartados.

1. Consideremos ¢, ¥ € & y recordemos que como la convolucién de funciones es conmutativa,
entonces empleando el tercer apartado del Teorema 3.48 obtenemos

(uxv)*x(p*xyY)=ux(V*(Pp*xy))
=ux((vx¢)*xy)
=ux (Y * (v=*g)).

Ahora, si S, es compacto, aplicamos de nuevo el tercer apartado del Teorema 3.48, y en caso de
que lo sea S, el Gltimo apartado del Teorema 3.50. En ambos casos

(uv)* (p*y) = (uxy)*(v*P).
Si ademas hacemos uso de ¢ * ¢ = ¥ * ¢, resulta también la igualdad
(W u)* (p*y) =*P)* (u*y).

Teniendo en cuenta que los términos de la derecha de las dos ecuaciones anteriores son con-
voluciones de funciones, una en 2 y otra en C*°(R"), vemos que iguales, por lo que

(uxv)*xP)xy=((v*u)*P) *y.

Finalmente, los argumentos de unicidad empleados al final de la demostracién del Teorema
3.48 nos otorgan la igualdad buscada.

2. Si¢pe 9, es facil comprobar que
u*y(¢)=u(u*(/3). (3.13)

Por el apartado anterior, podemos asumir sin pérdida de generalidad que S, es compacto, y por
la prueba del tercer apartado del Teorema 3.50 tenemos que el soporte de v * ¢ cae en S, — Sop-
Por la ecuacion (3.13), u* v(¢p) = 0 salvo que S, interseque a Sy — Sy, 0 lo que es lo mismo, salvo
que Sy interseque a S, + Sy.

3. Del apartado anterior sabemos que
(uxv)xw y ux@=*w)

estan bien definidos si dos de los conjuntos Sy, S, y S,y son compactos. Ahora, si ¢ € & se sigue
directamente de la definicién que

(ux (W= w))*p=us*x((v*w)=*d)=us*xv=*(ws:*d).
Si S, es compacto, entonces

(uxv)*w)*xPp=(u*xv)* (W=*d)=ux*x=*(w=*qe))
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porque w * ¢ € Y segun el Teorema 3.50. Igualando los términos de la derecha en las dos cade-
nas anteriores, obtenemos el resultado cuando S,, es compacto.

Si S, no es compacto, Sy lo es, luego el caso anterior junto con la regla de conmutacién del
primer apartado nos otorga

ux(V*w)=ux*(w*v)
=(w*xv)*u
=wx*(v*u
=w=*(Uu*v)

=(Uu*v)*w.

4. Si¢ € 9, entonces d * ¢p = ¢p porque
S xPp(x) =8(TxP) =T,P(0) =P(—x) =p(x)  VxeR".
Empleando ahora el segundo y tercer apartado del Teorema 3.48 logramos
D*ux¢=u*D%p=uxD6*P)=u* D .
5. Es consecuencia de los tres primeros apartados, pues

D% uxv)=D% «(uxv)=D**uw)xv=D%uxv

D xuw)sv=(u*xD*)*v=ux(D* *v)=ux* D%






Capitulo 4

Transformada de Fourier y distribuciones
temperadas

La Transformada de Fourier surgié como generalizacidon de la serie de Fourier compleja, y no
tard6 en popularizarse por su gran cantidad de aplicaciones tanto en areas de la ciencia e ingenieria
como la Actstica o el Tratamiento de Senales, como en la resolucién de ecuaciones en derivadas
parciales. Debido a esto, Schwartz acabé incorpordndola en su teoria de Distribuciones, teniendo
que realizar varias modificaciones por el mal comportamiento de las funciones test ante este tipo de
transformaciones. A lo largo de este capitulo vamos a cubrir todos estos cambios, empezando con un
breve repaso a la Teoria de la Transformada de Fourier, y pasdndola al mundo de las distribuciones
introduciendo el espacio de funciones de rapido decrecimiento y las distribuciones temperadas. Tras
analizar las propiedades mads relevantes de estos, terminamos con algunas aplicaciones en el mundo
de las funciones complejas y las ecuaciones en derivadas parciales.

4.1. TRANSFORMADA DE FOURIER

Comencemos aclarando la notacion bésica y la definicién que da nombre a la seccién.

NOTACION 4.1. Llamamos medida de Lebesgue normalizada en R" ala medida
dm, = @n)""?dx,

siendo dx la medida de Lebesgue n-dimensional. En este capitulo emplearemos dicha normalizacién
de la medida de Lebesgue por simplicidad en algunos resultados, es por ello que conviene también
redefinir las normas y convoluciones como

1/p
I fllp = (fw If(x)lpdmx) y f*gx =fRnf(x—y)g(y)dmy,

conl < p<oo.

Otras consideraciones de relevancia son, dado un multiindice a, el operador diferencial

1 0 \™ 1 9 \%
D :-—IaIDa:(__) (_ ) _
a=1 i 0x; i 0xy,

Y dado un polinomio de n-variables y grado m

P@O= Y cptP= Y cpel et

|Bl=m |Bl<m

59
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los operadores diferenciales

P(D)= ). ¢sDp y P(-D)= Y (-1'PlegDP.

|Bl=m |Bl=m

DEFINICION 4.2. La transformada de Fourier de una funcién f € L' (R") es la funcién
f:R"—¢C,  f =f foe " *dmy,
Rn

donde ¢ - x representa el producto escalar de ambos vectores (Notacion 3.19).

it-x

NOTACION 4.3. Por simplicidad, denotaremos la funcién (en la variable x) e¢'** como e;(x), de forma

que la transformada de Fourier se escribird como

f :.[[R" f(x)e—(x)dmy.

OBSERVACION 4.4. Laigualdad |e_;| = 1 nos dice que la integrabilidad de una funcién f es equivalente
alade fe_;, y por tanto que la transformada de Fourier est4 bien definida para todo f € L' (R").

OBSERVACION 4.5. Notemos que los operadores antes definidos acttian sobre la funcién exponencial
en la forma
Dae[= t“et, P(D)et=P(t)et.

Algunas primeras propiedades, inmediatas pero de gran utilidad al respecto, son las siguientes.

TEOREMA 4.6. Supongamos f,g € L'(R"), x € R" y 1, su operador de traslacién asociado (Notacién
3.43). Entonces

1 7o/ = eex(NF W),
2. exf) =1f (),

3. frgw) =Ffmaw,
4. sid>0yh(x) = f(x/A), entonces h(t) = A" f (A1).

DEMOSTRACION. Lademostracién de los primeros dos apartados es directa de la definicién. En efec-
to, para empezar

T f (D) =fw Txf(y)e_t(y)dmy=fwf(y)r_xe-z(y)dmy= e_;(x)fwf(y)e_t(y)dmy= e_x(Df(1).

Por otro lado,
exf(t) =fw ex(y)f(y)e_r(y)dmy=fwf(y)e_(z—x)(y)dmy=Txf(t).

El tercer apartado es consecuencia del Teorema de Fubini [1], y por Gltimo, el cuarto se obtiene
por cambio de variables en la definicién de f. O

Introduzcamos ahora una nueva clase de funciones que serd fundamental en este capitulo, pues
a diferencia de las funciones test, veremos que presenta muy buenas propiedades frente a la trans-
formada de Fourier.
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DEFINICION 4.7. Llamamos funcién de rdpido decrecimiento a una funcién f € C*°(R") cumpliendo

sup {sup 1+ |x|2)N|Daf(x)|} <oo (4.1)

la|<N \xeR”"

para todo N € N, segtin la Notacion 3.19. El conjunto de funciones de rdpido decrecimiento en R” lo
denotaremos por .%.

OBSERVACION 4.8. Las funciones test son funciones de rapido decrecimiento, y a su vez, las de rapido
decrecimiento son integrables. Comprobar la primera afirmacién es evidente, y para la segunda basta
notar que si f € .%}, entonces

_ 2\2n 1 f 1
_[Rnlf(x)ldx—fw(l-klxl ) |f(x)|—(1+|x|2)2ndx5cte - —(1+|x|2)2ndx<oo.

Esto nos dice, en particular, que se da la siguiente cadena de inclusiones
DSy 'R,

y que por tanto .%,, es denso en L' (R") [12].

Otro contenido de interés y sencilla comprobacion es ., < Cy(R"™), siendo (Cy(R"), || - lleo) €l es-
pacio de Banach de las funciones complejas continuas en R” que se anulan en el infinito junto con la
norma del supremo

OBSERVACION 4.9. Las funciones que determina la ecuacién (4.1) para cada valor de N, cumplen
trivialmente las condiciones de seminorma. Y de hecho, la implicacién

sup(1+|x|2)N|f(x)| =0 = f=0

xeR"

nos dice que se trata de una familia de normas.

Analicemos a continuacion algunas de las principales propiedades de dichas funciones y su rela-
ci6én con la transformada de Fourier.

TEOREMA 4.10. Las funciones de rdpido decrecimiento satisfacen:

1. %, con la topologia inducida por las normas (4.1) es un espacio Fréchet.

2. Si P es un polinomio, g € %y y a es un multiindice, entonces las aplicaciones

f—Pf, f—gf [f—Daf
son aplicaciones lineales continuas de ., en si mismo.

3. Sife.”,yP esun polinomio, entonces
P(D)f=Pf y Pf=P(-D)f.
4. La transformada de Fourier es una aplicacion continua de ., en si mismo.

DEMOSTRACION. Analicemos cada apartado.
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1. Es sencillo comprobar que el conjunto .}, tiene estructura de espacio vectorial, y con la fami-
lia de normas (4.1) también estructura localmente convexa y metrizable con métrica invariante
(Observacion 2.30). Falta comprobar entonces solo la completitud de la topologia en cuestion.
En efecto, sea (f;);en una sucesion de Cauchy en ., de modo que para cada par de multiin-
dices a y B, las funciones xP D? f; convergen uniformemente a funciones acotadas 8ap €n la
forma

— P
8ap(x) = x"D" goo

cuando i — oo, y por tanto f; — goo en .5, con lo que concluimos la completitud.

2. Si fe.%,, esclaro que Dy f € ., y por la férmula de Leibniz P f y g f también. La continuidad
de dichas aplicaciones es una sencilla consecuencia del Teorema de la Grafica Cerrada [11].

3. Si f €. .7, entonces P(D) f también por lo comentado en el apartado anterior, y
PD)fxe;=f*P(D)e;=f*P(t)e; = P()[f * ef].

Evaluando dicha igualdad en el origen de R” llegamos entonces a la primera igualdad del enun-
ciado

PD)f(t) =P f(1).

Por otro lado, si consideramos € >0, t = (f1,...,t,) y ' = (f1 + &, by, ..., t,;), entonces
y

ry - s ¢ e"ime_1 .
[0-70 f X1 f ) e ¢ dms.

ie

Como x; f € L} (R™), podemos aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada [1] para calcu-
lar el limite € — 0, resultando

———f x1 f(x)e " dmy.
o ~f=[ s .
Esto muestra la segunda igualdad del enunciado para P = x,, el caso general se deduce de este
por iteracion.

4. Supongamos f € Yn y g(x) = (- 1)|“|x“f(x) de modo que g € .%;. El apartado anterior im-
plica que g = Dof y PDof = Pg = P(D)g, que se trata de una funcién acotada puesto que
P(D)g € L'(R™). Esto prueba que f € .%),. Ahora, si f; — f en .#,, entonces f; — f en L' ([R"),
lo que implica f;(£) — f(t) para todo t € R”. Que f — f sea una aplicacién continua se sigue
finalmente del Teorema de la Gréfica Cerrada [11].

O

OBSERVACION 4.11. El altimo apartado de este resultado ilustra el principal motivo que nos lleva a
abandonar el espacio de funciones test por el de funciones de rdpido decrecimiento cuando trabaja-
mos con transformadas de Fourier, y es que las primeras no son invariantes por dicha transformada.
Para ver esto tltimo vamos a trabajar en el caso unidimensional y a considerar una funcién ¢ € 2 no
nula, de forma que

(—i tx)k dx

2 _ —itx
(/)(t)—f (!)(X)\/_ szo i \/ﬁ'

Como la integral se extiende solo al soporte compacto de ¢, la serie puede intercambiarse con la

integral resultando
N o (—ix)k dx | &
r) = .
=5 ([ ]
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Esto muestra que ¢ es analitica, y de hecho conocemos su desarrollo en serie. Si consideramos la fun-
cién compleja holomorfa con el mismo desarrollo en serie, sabemos que los ceros de dicha funcién
estan aislados salvo que se trate de la funcién nula. En particular, esto implica que ¢ no puede tener
soporte compacto salvo que sea la funcién nula, lo que no puede suceder por ser ¢ # 0.

COROLARIO 4.12. Si f € L'(R™), entonces f € Co@®™) y | flloo < I 11
DEMOSTRACION. Para empezar es claro que
Ifol=<Iflh  VeeR", (4.2)

pues |e;| = 1. Ademads, por densidad de .7, en LYR™), para la funcién f existe una sucesion (f;);en
en ./, tal que || f — fill1 — 0. Como f; € %, < Cyo(R") por lo probado en el Teorema 4.10, y como la
desigualdad (4.2) implica la convergencia f; — f uniforme en R”, la prueba queda concluida. O

Nuestra intencién en este punto es demostrar que la aplicaciéon f — f en .}, no solo es conti-
nua, sino que de hecho es biyectiva y con inversa continua. Sin embargo, la forma de probarlo no es
inmediata, sino que requiere de algtin resultado previo como el que exponemos a continuacion.

TEOREMA 4.13. Si ¢, es la funcion de R" definida como
Pnlx) =72,
entonces ¢, € S, = bn, y
#u0 = [ ducodm,.

DEMOSTRACION. Para empezar, la afirmacién ¢, € ., es inmediata, analicemos el resto. Como ¢,
satisface la ecuacion diferencial
Y +xy=0, (4.3)

un calculo sencillo o el tercer apartado del Teorema 4.10 muestran que ¢, también satisface (4.3). En
consecuencia, al ser ¢ (0) =1y

12
X dx =1,

o 1
0) = d :—f
$1(0) fuqa(pl(X) my Nor Re

resulta por unicidad de soluciones que ¢, = ¢1. Ahora,
On(x) = p1(x1) -+ Pp1(xp) VxeR",
por lo que el Teorema de Fubini [1] nos lleva a
Gn(t)=1(t)-1(ta)  VEeR"

De aqui se sigue que ¢,, = ¢,,. Ademds, como ¢,,(0) = [ ¢, (x)dxy ¢, = ¢y, laigualdad del enunciado
es inmediata. O

Pasemos a analizar la inversiéon antes mencionada.

TEOREMA 4.14 (TEOREMA DE INVERSION). Se dan las siguientes afirmaciones:

1. Sige.”,, entonces
g(x)=f g(tey(t)dm;  VxeR™ (4.4)
[RV!
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2. Latransformada de Fourier constituye una aplicacion lineal, biyectiva, de periodo 4 (es decir, que
al componerla consigo misma 4 veces se obtiene la identidad), y continua con inversa continua
de ., en si mismo.

3. Sifel'!®™), fe L'®R™,y
fo(x) =f f(t)ex(t)dmt VxeR",
Rn
entonces fy = [ en casi todo punto.

DEMOSTRACION. Si f, g € L'(R"), el Teorema de Fubini [1] puede aplicarse a la integral doble

f f fx)gw) e_ix'ydmxdmy,
Rn R”

logrando la identidad
fR fgdm, = fR f0ge0dmy. (4.5)

Analicemos ahora cada apartado:

1. Tomemos g,¢ € ., v f(x) = ¢p(x/A) para algin A > 0. Por el tltimo apartado del Teorema 4.6,
la identidad (4.5) se convierte en

ni _ N5
fwg(tm ([)()Lt)dmt—‘[w¢(}t)g(y)dmy,

o mediante un cambio de variable

ap _ AW
fmzng(z)(,b(t)dmx—fw(l)(z)g(y)dmy.

Si hacemos tender A — oo, entonces g(t/1) — g(0) y ¢(t/A) — ¢(0), permaneciendo acotadas
para todo A, lo que nos permite aplicar el Teorema de Convergencia Dominada [1] a ambos
lados de la igualdad resultando

g(O)fW(/A)(t)dmt=(/)(0)erlg(t)dmt Vg peSn.

Si particularizamos ¢ ala aplicacion ¢, del Teorema 4.13, la igualdad anterior nos dala férmula
de inversion (4.4) para x = 0. El caso general se deduce a partir de este empleando el primer
apartado del Teorema 4.6:

g(x) =T—xg(0)=[Rnf/—Zg(I)dmt=[Rn§(t)€x(t)dmt-

2. Introduzcamos temporalmente la aplicacion ®g = g. La férmula de inversién (4.4) muestra que
® es una aplicacion inyectiva en .%}, pues g = 0 implica claramente g = 0, y de hecho biyectiva
pues la misma férmula nos dice que

(ng =8
y por tanto que ®* es la identidad. La continuidad de ® la probamos ya en el Teorema 4.10, y la
de ®~! es sencilla pues ®~! = @2 por lo dicho previamente.
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3. Para probar este apartado recuperamos la identidad (4.5) con g € .}, y a continuacién inser-
tamos la férmula (4.4) en el lugar de g y empleamos el Teorema de Fubini [1] para obtener

[ pwguodm.= [ roogeodm,.

Por el apartado anterior y la arbitrariedad de g, las funciones g abarcan todo .%;, y en particular
todo 9, por lo que

fu@n [fo(x) = f()]p(x)dmy =0 VpeD.

Esto implica que fy = f en casi todo punto [1], justo como queriamos.

Como primera aplicacion del Teorema de Inversién contamos con el siguiente resultado.

TEOREMA 4.15. Si f, g € %, entonces:
1. fxge Sy,
2. f§ = f* g.

DEMOSTRACION. En la notacién de la demostracién anterior (es decir, @ f = f) y el Teorema 4.6, te-
nemos O(f * g) = @ f - dg. A partir de esto y recordando que @ f = f deducimos

O(f ) =0 f-DPg=fg=fg=D%(fg).

Teniendo en cuenta que fg € .7, y aplicando ahora ®~! a ambos lados de esta cadena de igualdades,
obtenemos el segundo apartado. En particular, este nos dice que f * § € .7, y como ® es biyectiva
por lo visto en el Teorema 4.14, el primer apartado es inmediato. O

Lo dltimo que vamos a hacer en esta secciéon es explorar la posibilidad de extender el concepto de
transformada de Fourier a las funciones de cuadrado integrable, y ver cémo hacerlo en caso afirma-
tivo. La respuesta a estas preguntas se encuentra en el siguiente resultado, que constituye uno de los
mads relevantes que se han obtenido en la teoria de Fourier junto con el Teorema de Inversion.

TEOREMA 4.16 (TEOREMA DE PLANCHEREL). Existe una tinica isometria¥ en L*(R™), es decir, un tinico
isomorfismo lineal cumpliendo ||V f |2 = || f |2 para cada f € L*[R"), tal que:

Yf=f VfeS.

DEMOSTRACION. Si f, g € ., entonces el Teorema de Inversién 4.14 nos lleva a que
lef(X)g(X)dmx =fR §(x) (fR f(t)e“"”dmt) dmy

= f f(t)(f g(X)eix'tdmx)dmt,
R R~

siendo g la funcién compleja conjugada de g. La integral anterior entre paréntesis es precisamente
la compleja conjugada de g(¢), por lo que de aqui concluimos la igualdad

fwf(x)g'(x)dmx = fwf(t)é(t)dmt, (4.6)
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conocida como identidad de Parseval. En particular, si consideramos g = f, la identidad anterior se
convierte en

Ifl=1fll2  VfeFn.

Notemos que .¥, es denso en L?(R") por el mismo motivo que lo es en L (R"). Teniendo en cuenta
esto y el Teorema de Inversion, la transformada de Fourier en el subespacio denso .#, de L2(R")
resulta ser una isometria con la norma de L% (R™). Por el Teorema de la Transformacién Lineal Acotada
(Teorema 1.9.1 de [9]), la existencia y unicidad de ¥ es entonces inmediata. O

OBSERVACION 4.17. Notemos que la identidad de Parseval (4.6) sigue siendo cierta para cualquier par
de funciones f, g € L2(R").

Como no podia ser de otra forma, esta nica isometria define la extension de la transformada
de Fourier al espacio de funciones de cuadrado integrable, manteniendo ademds la condicion de
isomorfismo que teniamos en el caso original.

4.2. DISTRIBUCIONES TEMPERADAS

En la secci6n anterior estudiamos un nuevo espacio vectorial topolégico de funciones diferen-
ciables que ademas es invariante por transformaciones de Fourier, las funciones de rdpido decre-
cimiento. Veamos qué podemos decir de su dual [.%,]*, espacio que denotaremos por simplicidad
como .%,.

TEOREMA 4.18. EnR" se cumple lo siguiente:

1. @ esdensoen.?;.

2. Lainclusion 9 — ., es continua.
DEMOSTRACION. Analicemos cada apartado.

1. Elijamos una funcién f € ., y otra y € & tal que ¥ = 1 en la bola unidad de R”, y definamos
paracadar >0

fr(x) = fy(rx),

de modo que f; € Z. Si P es un polinomio y @ un multiindice, entonces

Px)D(f - f)(x) = P(x) Y capD* P f(0)rP DP 11—y (rx).

B=<a

Por la eleccion realizada de v, DP[1 -] = 0 en todo punto de la bola unidad para cualquier
valor de B, y por ser f de rapido decrecimiento, PD* A f € Cy(R") para cada f < a. De aqui
se sigue que cuando r — 0, la suma anterior converge uniformemente a la funcién nula, y por
tanto f, — f en.%}, justo como queriamos.

2. Si K < R" es un subconjunto compacto, la topologia inducida en Pk por .%, es la misma que
su topologia usual pues cada (1 + |x|*)V estd acotado en K. La inclusién @g — .%), es por tanto
continua, y por el Teorema 3.13 la inclusion del enunciado también.

Introduzcamos sin mas dilacién el concepto que da nombre a la seccién.
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DEFINICION 4.19. Las distribuciones temperadas son aquellas distribuciones u € 2’ con extension
continua a .%,.

OBSERVACION 4.20. Una caracterizacion sencilla de las distribuciones temperadas es que se pueden
escribir en la forma
up = Lo,

con Le .7} yi:9 — %, lainclusion candnica. Su comprobacion es inmediata pues, al ser tanto L
como ¢ aplicaciones continuas (Teorema 4.18), uy € 2’ y su extension es L. Del mismo modo, dada
una distribucién temperada, la aplicacién L seria su extensién continua a .%,.

Ademas, dos aplicaciones L distintas no pueden dar lugar a una misma distribucién, por lo que
la relacion entre .}, y el espacio de distribuciones temperadas es biyectiva, lo que nos lleva a asociar
indistintamente L con uy.

Para entender mejor el significado del apellido “temperadas” vamos a analizar algunos ejemplos
sencillos. Comencemos viendo que las distribuciones con soporte compacto son temperadas.

En efecto, sea u € 2’ con soporte compacto K, y fijemos una funcién v € 2 tal que v = 1 en un
abierto conteniendo a K. Definamos entonces el siguiente funcional

i: S —C, u(f)=uyf),

de modo que i = u en 2. Para concluir que u es temperada basta probar que i es continua, vedmoslo
considerando una sucesion (f;);en €n .5, convergente al origen. Por converger al origen en la topo-
logia de .%;, es claro que todas las sucesiones (D? f;);en convergen uniformemente a la funcién nula
en R", y lo mismo con D*(y f;), lo que nos dice en particular que (v f;);en converge al origen de 2.
De esto concluimos la continuidad de #, justo como queriamos.

Algunos de los ejemplos més relevantes de distribuciones son los dados por funciones y medidas,
estudiemos algtin caso donde también sean temperadas. Para empezar, afirmamos que si p es una
medida satisfaciendo

f A +1x1?) *Fdp < oo
Rn

para algun valor de k € N, entonces A, es temperada. De hecho, la extension a Y, es el funcional
Af = . fdu.

La forma de verlo consiste en notar que si (f;) ;jen converge al origen, entonces

€; =sup{(l+ lez)klfi(x)|} — 0.

xeRn

Como

IAfil =

f(1+|x|2)kﬁ(x)(1+|x|2)‘kdu
Rﬂ

<eg f A+ 1x*) *dpy,
Rn

es claro que converge a 0 también, lo que prueba la continuidad de A.
En el caso funcional, la condicién anédloga es que la funcién medible g satisfaga

f |1+ 1x) "N g0 Pdmy = C <00
RVZ
paraalgin N >0y 1 < p <oo. Aligual que en el caso anterior, la extensién que proponemos es

Af=fRnf(x)g(x)dmx,
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y vamos a empezar suponiendo p > 1 (llamamos g a su conjugado). Observemos lo siguiente,

1/q
IAfl<ClP ( f 1L+ 1x)N f(x0)17dmy
Rn

< CYPBY 9 qup (1 +|xHMF O,

x€eR”
donde hemos tenido en cuenta la desigualdad de Holder y M > 0 es una constante auxiliar lo sufi-

cientemente grande como para que

1+ ]xHN-"Maqm,. = B < oo.
IRVI

La desigualdad anterior prueba que A es continua para .#,. El caso con p = 1 es mucho m4s sencillo.

De esto ultimo deducimos que Ag es una distribucion temperada para todo g € LP(R") con 1 <
p < oo, y més generalmente, cualquier funcién medible que se pueda acotar en valor absoluto por un
polinomio.

TEOREMA 4.21. Si a es un multiindice, P un polinomio, g € .%;, y u una distribucion temperada,
entonces las distribuciones D%u, Pu y gu también son temperadas.

DEMOSTRACION. Se sigue del segundo apartado del Teorema 4.10, de que u es temperada, y de la
propia definicién de dichas distribuciones. O

DEFINICION 4.22. Dado un funcional u € Y,’l, definimos su transformada de Fourier i como el fun-
cional de .#,, dado por

i) =ulp) Ve

OBSERVACION 4.23. La afirmacion # € ., se debe al tiltimo apartado del Teorema 4.10.

Pasemos a ver algunas propiedades relevantes.

TEOREMA 4.24. La transformada de Fourier de una distribucién cumple:

1. Sife LY(R™ o fe L2(R™), entonces//\} = Af“’ donde Ag yAf en este caso representan su extension
a S, como distribuciones temperadas.

2. La transformada de Fourier es una aplicacién lineal, continua, biyectiva, de periodo 4, y con
inversa también continua en ., (con la topologia débil*).

3. Siue€.”) yP esun polinomio, entonces

PD)u=Pit y Pu=P(-D)u.
DEMOSTRACION. Analicemos cada apartado.

1. En L} (R™) es consecuencia del Teorema de Fubini [1] y las igualdades
A =Ap@@) = | fOPdx=| fxpxdx=A:¢) VYpeFp
Rﬂ Rﬂ f

En L2(R") es inmediato por la densidad de .#), en L' (R") y L2(R™) y las igualdades anteriores.
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2. Sea W un entorno del origen en .}, y escojamos funciones ¢y, ..., Py € .7, tales que
ue S lulp)l<1 i=1,2,....k}cW.

Definamos entonces
V={ueZ,luldnl<1l i=1,2,...,k},

lo que constituye otro entorno del origen. Como 7i(¢p) = u(¢), vemos que &t € W cuando u € V,
lo que prueba la continuidad de @, siendo esta la aplicacién ®u = #i. Como ® tiene periodo
4 en .¥,, es inmediato que en .¥,, también por definicién. Ademads, esto tltimo nos dice que
®3 = ®~!, porlo que la aplicacion es invertible y con inversa continua.

3. Este apartado se concluye del Teorema 4.10 y el Teorema 4.21 a partir de los siguientes cédlculos

P(D)u(¢p) = P(D)u(p) = u(P(—D))
= u(PP) = (PP) = PU(p) Vope.7,

P(=D)a(¢p) = i(P(D)¢$) = u(P(D))
= u(PP) = Pu(d) = Pu(¢p)  Vpe.7,.

O

OBSERVACION 4.25. Es importante notar que para valores de p > 2, la transformada de Fourier no
estd bien definida en LP(R") pues siempre podemos encontrar una funcién f € LP(R") tal que la
transformada de Fourier de Ay es una distribucion temperada que no procede de ninguna funcion
propia. La forma de probarlo consiste en suponer que la afirmacién anterior es falsa, luego por el
Teorema de la Gréafica Cerrada [11] se verifica

f{l ‘ 1}If(x)|dst|IfIIp VfeLPR™ 4.7)

para cierta constante A > 0. Sin embargo, yéndonos al caso n = 1 por simplicidad, la funcién

e—an/(1+i5)

V1+id

fo= e THIOXE flx) =

verifica que
1
f If(0ldx = A
-1
ysid>1

00 o= prx*/(146%) lp 1+82 1/2p)
— dx — 1+52 -1/4 <A 51/1)—1/2
£l (f_oo—umz)m ( : ) (1+6974 < a,

para ciertas constantes Aj, A2 > 0 que dependen, como mucho, de p. No obstante, si p > 2y § sufi-
cientemente grande, entramos claramente en contradiccioén con (4.7).

Volviendo a los ejemplos vistos de distribuciones temperadas, vamos a analizar c6mo se compor-
ta la transformada de Fourier ante distribuciones dadas por polinomios, intentando caracterizarlas.
Comenzando con el polinomio constante 1 tenemos

AL(P) = A1 (P) = fR ) P(x)dmy = ¢p(0) = 5(¢),
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y por otro lado

5(¢) = 8() = P(0) = fR pdmy = A1 ().

En conclusién, //\\1 =0y 6= A1. Pasando ahora a un polinomio P arbitrario, empleamos el tercer
apartado del Teorema 4.24 con u =6 y u = A;, de modo que obtenemos

PD)6=Ap y Ap=P(-D)s. (4.8)

Finalmente, si combinamos las férmulas (4.8) con el Teorema 3.38 deducimos que una distribucién
estd dada por un polinomio siy solo si su soporte es el origen.

Cabe resaltar que los pares de férmulas (4.8) y su caso particular P = 1, se podrian obtener a partir
de un solo elemento de cada par, pues al igual que sucedia en .7},

i=i,
siendo
) =uld) Ve

Pasemos a probar un lema auxiliar del siguiente teorema, que recuerda a un viejo conocido del
célculo.

LEMA 4.26. Siw =(1,0,...,0)€R", pe .7, y

be(x) = ¢(x+£L;))—¢(x) VxeR" e>0,

entonces ¢, converge a 0¢/0x) cuando € — 0 en la topologia de .7},.

DEMOSTRACION. Esta conclusién se puede obtener mostrando que la transformada de Fourier de
¢ —0¢p/0x; tiende a la funcion nula en ., es decir, mostrando que

Yep— 0 en.%y,
donde )
elgyl _1
ve(y)=——iy;  VyeR"e>0.
€

Si P es un polinomio y @ un multiindice, entonces

PD*(yed) = Y. capPD* PHDPyp,. 4.9)
B=a

Un célculo sencillo muestra que
€ yf si|Bl=0,

IDPwe(y)<{ eyl silfl=1,
g1 si|Bl>1,

y por tanto que (4.9) tiende a 0 uniformemente en R” cuando € — 0. La definicién de la topologia en
%, nos da finalmente el resultado. O

DEFINICION 4.27. Siu €.}y ¢ € .7y, entonces definimos su convolucién como

uxp(x)=up)  VxeR™
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OBSERVACION 4.28. Notemos que la convolucién anterior estd bien definida pues 7, € .7,.

Presentemos por ultimo algunas propiedades de la convolucién.

TEOREMA 4.29. Supongamos ¢ € .y, y u una distribucion temperada. Entonces

1. uxpeC®R" y
D¥ux*¢)=(D%u) xp=ux (D)

para cada multiindice a,
2. u=* ¢ tiene crecimiento polinomial, por lo que su distribucién asociada es temperada,
3. uxp=adu,
4. (uxp) *w=ux(p=*yw) paracaday € Sy,
5 ixdp= @
DEMOSTRACION. Vayamos apartado por apartado.

1. La segunda igualdad se muestra igual que en el Teorema 3.48, pues la convolucién conmuta
con la traslacion. De hecho, esto tltimo nos muestra que

()b;

(T—sw —To

(T—ew _TO)
€

)u*¢>:u*

y ahora el Lema 4.26 nos da que D%u * ¢p = u * D%¢ cuando a = (1,0,...,0). Por iteracién obte-
nemos finalmente la diferenciabilidad deseada y la igualdad para cualquier a.

2. Denotemos por py lanorma N-ésima de la Definicién 4.7 y tengamos presente la desigualdad
L+lx+yP <2+ [x)) A+ 1y Vx,yeR"™
A partir de ella deducimos que
pna ) <2VA+1xPVpn(f)  VxeR", fe.Z.

Como u es un funcional lineal continuo en .#, y como las normas px determinan la topologia,
hay un valor de Ny C < oo tales que

lu(HI=Cpn(f) VY eFn
Por las desigualdades anteriores resulta que
|ux 0] = lu(r:P) <2V Cpn @)1 + 12T,
lo que nos da la acotacion polinomial buscada.

3. Por ser Ay.¢ distribucién temperada, su extensién a .7, que por simplicidad denotaremos
u * ¢, tiene transformada de Fourier en .7, Si ¢ € 2 tiene soporte compacto K, entonces

u* @) = u* ) = fR ux )y (-x)dmy

:f u[w(—x)rx(ﬁ]dmx:uf W(=X)Typdmy
-K -K

—u(§79) = 4 @) = )
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donde hemos tenido en cuenta el Teorema 2.73 para sacar u de la integral. Debido a esto,
u* p@y) = Gi). (4.10)

Esto ha sido probado para ¢ con ¥ € 2. Sin embargo, por el Teorema 4.14, la densidad de 2
en .7, implica que la transformada de los elementos de 2 también es denso en .7}, por lo que
la igualdad (4.10) se sigue cumpliendo si cambiamos v por un elemento cualquiera de .%;,. En
conclusion, las distribuciones u * ¢ y ¢ son iguales.

4. Los célculos que preceden a (4.10) hemos visto que se cumplen para todo y € .%,, por lo que
wx W) =u(¢xv),

o lo que es lo mismo,

(u*x)*yw0) =u=*(P*y)0).

Si ahora reemplazamos 1 por 7, logramos lo que queriamos.

5. En cuanto al tiltimo apartado, el tercero de este teorema muestra

~

i{*(Ap:(/V)lZ:(/)u,

y como ¢u = ¢u concluimos el resultado.

4.3. TEOREMAS DE PALEY-WIENER

Uno de los teoremas clasicos de Paley y Wiener caracteriza las funciones enteras en una variable
con acotacion exponencial, las cuales se pueden escribir como la transformada de Fourier de funcio-
nes en L2 con soporte compacto (ver [12]). En esta seccién vamos a presentar dos anédlogos en varias
variables, uno sustituyendo las funciones en L? por funciones C* con soporte compacto, y el otro
por distribuciones con soporte compacto.

NOTACION 4.30. Los elementos de C" los denotaremos como z = (zj,...,2y), donde cada z; € C. Si
Zk =Xk + 1Yk, x=(X1,...,Xp) € y=(¥1,..., Yn), entonces z = x + iy y llamaremos x = Re(z) e y = Im(z),
es decir, la parte real e imaginaria de z respectivamente. R” serd considerado como el subconjunto
de puntos z € C" con Im(z) = 0. También adoptaremos las notaciones

2 241/2
|z] = (lz1]" + -+ |zul7)

2 2y1/2
ITm(2)| = (yy +---+yy)
a_ a
z _le...zn”
z-t=z1h+--+ 2ty

e, (1) =e'*!,

con a un multiindice y £ € R™.

DEFINICION 4.31. Si Q es un subconjunto abierto de C" y si f : Q — C es una funcién continua,
decimos que f es holomorfa en Q si lo es en cada una de sus variables por separado. En el caso de
que ademds sea holomorfa en todo C”, decimos que es entera.
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TEOREMA 4.32. Si f es una funcion entera en C" que se anula en R", entonces f = 0.

DEMOSTRACION. Consideramos conocido el caso n = 1, analicemos el resto. llamemos Pj a la si-
guiente propiedad sobre f: si z € C" tiene al menos k coordenadas reales, entonces f(z) = 0. Por hi-
pétesis P, se cumple, y nuestro objetivo es probar Py. Asumamos que P; se cumple parai=1,2,...,n,
lo cual es sencillo de ver por induccién y haciendo uso del caso unidimensional. Consideremos aho-
ra z = (ay,...,ap) € C" arbitrario y mostremos que f(z) = 0, para lo cual consideramos la funcién
compleja holomorfa auxiliar

g =W, ay,...,an).

Basta probar que esta funcién es nula, pues en ese caso f(z) = g(a;) = 0. En efecto, como se cumple
P, dicha funcién se anula en R, y por ser holomorfa unidimensional, el resultado correspondiente
nos dice que g =0. O

Denotemos de aqui en adelante rB = {x € R" : | x| < r} para cualquier r > 0.

TEOREMA 4.33. Si¢ € D tiene soporteenrB, y si
f(2) :f pne #tdm, VzeC”, (4.11)
[Rn

entonces | es entera y existen constantesy y < oo tales que
If (@) <yn@+]z)) Nem@  yzeC”, NeN. 4.12)

Por el otro lado, si f es una funcién entera satisfaciendo (4.12), entonces existe una funcion ¢ € 2 con
soporte en r B cumpliendo (4.11).

DEMOSTRACION. En cuanto ala primera implicacion, si ¢ € r B entonces

—lZ~l'| — elm(z)-t < eltl\Im(z)l < erlIm(z)l,

le

lo que nos dice que el integrando de (4.11) se encuentra en L' (R") para cualquier z € C", y por tanto
que f esta bien definida. La continuidad de f es trivial, y la holomorfia es consecuencia del Teore-
ma de Morera [12] aplicado a cada variable por separado, luego f es entera. Integrando por partes
obtenemos que

2 f(2) = fR Dap)(D dm,

y por tanto
1211 f (2)] < I Dgpll "™,

Si juntamos estas desigualdades con

A+1zDV = AQ +12HN2 < A+ 12HNVE T < Y ¢12%)
laj|=N+2

para constantes A, ¢; > 0, llegamos finalmente a la ecuacion (4.12).

Pasando a la segunda implicacién, partimos de una funciéon f entera y definimos
$(1) :f fx)e ™ dmy. (4.13)
Rﬂ

Notando que (1 +|x])"V f(x) se encuentra en L' (R") para cada N por (4.12), entonces un argumento
similar al empleado en el tercer apartado del Teorema 4.10 muestra que ¢ € C*°(R").



74 4.3. TEOREMAS DE PALEY-WIENER

A continuacién queremos probar que la integral
f f@&+in, z,..., zp)e!EH L2t il g (4.14)
R

no depende de 7, para cualesquiera t1,...,t;, € Ry zy,...,z, € C. En efecto, consideremos un camino
rectangular I" en el plano complejo con lados horizontales de altura 7 = 0 y n = 11, para un valor 1,
cualquiera, y lados verticales en la posicién que queramos. Por tratarse de un camino cerrado y el
integrando de (4.14) una funcién entera, el Teorema de Cauchy [12] nos dice que la integral de dicha
funcion a lo largo de I" con respecto a la primera variable (es decir, ¢ + in), es nula. Si hacemos tender
los lados verticales de I" a { = oo, —o0, la desigualdad (4.12) implica que la integral en dichos lados
también se anula, y por tanto que la integral en el lado horizontal n = 1, que es precisamente (4.14),
coincide con la de 7 = 0, lo que nos confirma su independencia del valor de 7.

Haciendo lo mismo con el resto de coordenadas, concluimos que
o= [ rrine = Mam vyew”

Dado ¢t € R” con t # 0, elegimos y = At/|t| con A >0, de modo que -y = Al¢], |yl = A,

it-(x+iy) —Ne(r—ltl)/l
)

If(x+iye [<yn(1+|x])

y por tanto

p(r)] < yne I fR A+l Mdmy

cuando N es elegido lo suficientemente grande como para que la dltima integral sea finita. Haciendo
ahora tender A — oo, si |£| > r, resulta por la desigualdad anterior que ¢(¢) = 0, lo que nos confirma
que su soporte se encuentra en rB.

Finalmente, la igualdad (4.11) para z € R" se sigue de (4.13) y el Teorema de Inversién 4.14, mien-
tras que la igualdad para z € C” se sigue de que se cumple en los reales y el Teorema 4.32, pues las
funciones a ambos lados de (4.11) son enteras. O

El segundo teorema de Paley-Wiener que viene motivado por la siguiente cuestién. Por definicién

fo= fwf(t)e_x(t)dmt =Ar(e—y),

lo que sugiere que la transformada de Fourier de una distribucién con soporte compacto u podria
definirse alternativamente a la Definicién 4.22 como la funcién

a(x) = ule-x),
la cual tiene sentido por ser e_, € C*°(R") y el quinto apartado del Teorema 3.37.
TEOREMA 4.34. Siu € 9’ tiene soporte en rB, tiene orden N, y si
f(2)=ule-z) VzeC", (4.15)

entonces [ es entera, la restriccion aR" (vista como la distribucién que define) coincide con la transfor-
mada de Fourier de u, y hay una constantey < oo tal que

1f(2) <y +|z)hNe Mm@, (4.16)

Por otro lado, si f es una funcion entera en C" satisfaciendo (4.16) para algtin N y algiin vy, entonces
existe u € 2' con soporte en r B cumpliendo la igualdad (4.15).
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DEMOSTRACION. Supongamos que u € 2’ tiene soporte en rB, y escojamos ¥ € 2 tal que ¥ = 1 en
(r +1)B. En ese caso u = wu, y por el quinto apartado del Teorema 4.29

n=yu=ax*y,

lo que muestra que @ € C*°(R"). Entendemos que al hablar de @ * 9 nos referimos a la distribucién
que define, pero al omitirlo se ve mds clara la identificacién de &1 como funcién. Consideremos ahora
¢ € .7, tal que ¢ = 1, de modo que

A (x) = 0% Px) = AT 1) = u(7p)
ue_xP) = ulye_,) = ule_y),

o lo que es lo mismo segtin lo visto al principio,
0(x) = ule—y) VxeR"

justo como queriamos.

Mostremos ahora que f es entera, para lo cual elegimos a, b € C" y definimos
gA)=f(a+Ab) = u(e_4-p) vAleC.

La continuidad de f es sencilla pues si w — z en C" entonces e_, — e_,, en C*°(R"), y u es continua
en dicho espacio. Para ver que f es entera basta comprobar que las funciones g son enteras en C
para cualesquiera a y b, vedmoslo. Sea I un camino rectangular en C y observemos que la funcién
A — e_gz-_yp de C en C®(R") es continua. Debido a esto, la integral en C*(R")

sze_a_,’wdﬂ
r

estd bien definida, y de hecho si tenemos en cuenta que la evaluacién en ¢ es un funcional lineal
continuo en C*°(R"), deducimos que conmuta con la integral resultando

F(1) :fe_a_lb(t)d/l:e—iwt\[e—il(b-t)d/lzo’
r T

donde hemos tenido en cuenta el Teorema de Cauchy [12]. Esto nos dice que F es la funcién nula, y
por tanto

0= u(F) :f u(e_a-xb)d7t=fg(/1)d/1,
r T

luego el Teorema de Morera [12] afirma que g es entera.

Para terminar la primera implicacién solo falta probar la desigualdad (4.16). Con este fin elegimos
una funcién auxiliar real i € C*°(R) tal que h(s) =1sis <1y h(s) =0cuando s > 2, yasociamos a cada
z € C" no nulo la funcién

p() =€ h(tllzl-rlzl)  VieR",

que claramente verifica ¢, € 2. Como el soporte de u se encuentra en rBy h(|t||z| —r|z]) =1 si
|t| <|z|~! + r, entonces se cumple

f(2) = ulpy).

Por tener u orden N, hay una constante yg < oo tal que |u($)| < yollpll ;y para todo ¢ € 9, lo que nos
da

lf (@ =yolldp:ln.
En el soporte de ¢, que estd contenido en la regién || < r +2/|z|, se verifica ademds

Ie—lz~t| — ey-t < eZ+r|Im(z)|.
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Aplicando ahora la férmula de Leibniz al producto que define ¢, para desarrollar [|¢, ||y y juntdndolo
con las dos desigualdades anteriores, resulta (4.16).

Pasemos a la implicacién inversa. Como f satisface (4.16), es trivial que
If@I=yQ+IxhY  YxeR”,

por lo que la restriccion de f a R” define una distribucién temperada, y su extension a ., serd la
transformada de Fourier de una distribucién temperada que llamamos u.

Consideremos de nuevo una funcién auxiliar / € &, en esta ocasién con soporte en B y tal que
fRn h(x)dm, = 1. Definiendo entonces h.(t) =€ "h(t/e) parae >0y

fo(2) = f(2)he(z)  VzeC",

donde flg denota la funcién entera cuya restriccion a R” es la transformada de Fourier de h. (esto
puede hacerse siempre que la funcién original tenga soporte compacto como, por ejemplo en este
caso, h(z) = Jgn he (D) e~ #!dmy, que por el Teorema 4.33 es entera), resulta que la primera parte del
Teorema 4.33 aplicado a h, nos dice que f; satisface (4.12) con r + ¢ en lugar de r. La segunda parte
del Teorema 4.33 implica ademds que f; = ¢, para algiin ¢, € 2 con soporte en (7 + £)B.

Consideremos v € .¥, tal que el soporte de { no corte a rB, por lo que ¢, = 0 para valores
de ¢ suficientemente pequefios. Como fy € L'(R") y h.(x) = h(ex) — 1 de manera acotada en R”,
concluimos que

u(y) = i(y) =fwf(x)w(x)dmx =£§%Ln fey(x)dmy

:limf e () (x)dm,, = limf T (x)pe (x)dmy, = 0,
e—0 Jpn e—0Jpn

por lo que el soporte de u se encuentra en rB.

De todo esto deducimos que la funcién z — u(e_;) es entera, y como la igualdad (4.15) se da para
todo z € R", entonces el Teorema 4.32 nos da la igualdad en C". O

4.4. LEMA DE SOBOLEV

Si Q es un subconjunto abierto propio de R” no tenemos definido ningtn tipo de transformada
de Fourier para funciones o distribuciones en ese dominio. Sin embargo, si podemos usar técnicas de
transformada de Fourier para resolver problemas de caricter local, como veremos en el lema que da
nombre a la seccién. En lo que sigue denotaremos D:.C =0/ ax,-)k .

DEFINICION 4.35. Una funcién compleja medible f en un abierto Q = R” se denomina localmente L?
enQsi [, |f (x)|>dm,, < oo para cada compacto K < Q. Por otro lado, diremos que una distribucién
ue 2'(Q) es localmente L? si hay una funcién g localmente L% en Q tal que u(Pp) = fQ g(x)p(x)dmy
para cada ¢ € 2(Q).

DEFINICION 4.36. Dada una funcién f localmente L? en Q y un multiindice @, diremos que esta es
a-derivable en sentido débil sila distribuciéon D* Ay es localmente L2,y alafuncién g localmente L?
de la Definicién 4.35 la denominaremos su a-derivada débil D® f .

TEOREMA 4.37. Supongamos quen,p yr sonenterosconn>0,p=0y

n
r>p+§. (4.17)

Supongamos también que [ es una funcion en un abierto Q c R" con derivadas débiles Df.“ f para
i=1,...,nyk=1,...,r. Entonces hay una funcion fy € CP)(Q) tal que fy = f en casi todo punto de ).
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DEMOSTRACION. Por hipétesis hay funciones g;; localmente L? en Q tales que
f gir()Px)dmy, = (—1)’“/ fODrp0dm,  VpeD(Q),i=1,...,nk=1,..,r. (4.18)
Q Q
Sea w un abierto con adherencia K compacta en Q, elijamos ¢ € 2(Q) talque w =1l en K, y
definamos F en R” como

Fl) = {g/(x)f(x) sixeqQ,

six¢g (2,
de modo que F € L2(R™) N L} (R™). En Q la férmula de Leibniz (Teorema 3.29) nos da

r
DiF=Y
s=0

mientras que en el complementario del soporte de ¥, Qg, D} F = 0. Ambas distribuciones coinciden
en QN Q, y por tanto D} F visto como distribucién en R" es una “distribucion en L?”, pues las fun-
ciones D; ~Swgis se encuentran en L2(Q).

r _ " r _
S)D: wnif=y (S)D? Vg
s=

El Teorema de Plancherel 4.16 aplicado a F y sus derivadas D F,..., D} F nos otorga

f |E(y)*dmy < co
Rn

f VIE@Pdmy<oo  i=1,..,n.
[Rn
Ademads como

A+1yD? < @n+2)" A+ y? +---+y2"),

entonces por las acotaciones anteriores

fR A +1yD* 1E(y) 2 dm,, < co.

Si J denota la integral anterior, y si o, representa el volumen de la esfera unidad (n — 1)-dimensional
en R", la desigualdad de Schwarz [1] nos dice que

2
(fR 1+ |y|)”|ﬁ(y)|dmy) <) [ a+lyy-ram,
[e.0]
:]anf 1+ 02" dt < oo,
0
pues2p —2r+n—-1< -1, conlo que queda probado que
fRnu +|yDPIE()Idm,y < oo. (4.19)

Definamos ahora
Fo (%) =f E(y)e'™Ydm, VxeR",
RH

funcién que por el tercer apartado del Teorema de Inversién 4.14 coincide con F en casi todo punto.
Ademis, (4.19) implica que y*E(y) pertenece a L'(R") cuando |a| < p, por lo que un argumento
similar al empleado en la demostracion del tercer apartado del Teorema 4.10 muestra entonces que
F, € CP)(R™). Tengamos en cuenta también que como f coincide con F en w, coincide con F,, en casi
todo punto de w.

Finalmente, si w’ es otro conjunto en las condiciones de w, la demostracién anterior nos otorga
F, € CP)(R™) tal que F,y = f en casi todo punto de ', y por tanto F, = F,y en v Nw'. La deseada
funcién fy puede obtenerse entonces definiéndola en Q como fy(x) = F,,(x) si x € w. O






Capitulo 5

Aplicaciones a las Ecuaciones en Derivadas
Parciales

El dltimo capitulo lo vamos a destinar a ver algunas de las aplicaciones mads relevantes de la Teoria
de Distribuciones a la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales. En este respecto, lo primero
que trataremos serd el concepto de solucién fundamental, clave para encontrar soluciones globales
de ecuaciones lineales con coeficientes constantes. De ahi pasaremos a introducir las ecuaciones de
tipo eliptico y a mostrar un teorema de regularidad con importantes consecuencias. Y finalmente,
como ejemplo de aplicacién, haremos un breve repaso a la ecuacién de Poisson, encontrando su so-
lucién fundamental y su funcién de Green, que serd de gran utilidad para resolver ciertos problemas
locales con condiciones de contorno homogéneas, como veremos en el caso de la bola unidad.

5.1. SOLUCIONES FUNDAMENTALES

En esta seccion vamos a estudiar un tipo particular de solucién de las ecuaciones en derivadas
parciales con coeficientes constantes, es decir, de ecuaciones de la forma

PD)u=v, (5.1)

para un polinomio P no constante en n variables y coeficientes complejos, que nos otorga el opera-
dor diferencial P(D) correspondiente (Notacién 4.1), v representa normalmente una funcién dada,
pero en esta ocasion permitiremos mds generalmente que sea una distribucién, y u es la distribucién
incégnita o solucion.

DEFINICION 5.1. Una distribucién E € 2’ se denomina una solucién fundamental del operador P(D)
si es solucion de la ecuacion
P(D)E =4. (5.2)

La clave de esta seccién va a ser probar que una solucién de este tipo siempre existe, resultado
debido a Malgrange [7] y Ehrenpreis [5], quienes lo desarrollaron a la vez y de manera independiente.

En caso de existir una solucién E al problema (5.2) y en caso de que v sea una distribucién de
soporte compacto, encontrar una solucién al problema (5.1) es inmediato definiendo u = E * v, pues

PD)u=(P(D)E)xv=06*v=u,

como afirma el Teorema 3.54. De hecho, todas las soluciones del problema (5.1) se pueden obtener
anadiendo a la que hemos obtenido las soluciones del problema homogéneo P(D)u = 0. Mencionar
también que esta forma de las soluciones nos da u € C*°(R") siempre que v € 2 (Teorema 3.50).

79
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Si v no tuviese soporte compacto, podriamos preguntarnos por la existencia de alguna condicién
sobre E que permitiese la correcta definicién de E * v, como que este tenga soporte compacto. Sin
embargo si esto fuese posible, la extensién canénica de E a C" seria una funcién entera, y tomando
la transformada de Fourier de (5.1) y empleando el Teorema 4.32 llegariamos a que se cumple la
igualdad P(z)E(z) =1enC", lo que solo puede suceder si ambas funciones son constantes.

NOTACION 5.2. El toro n-dimensional T" va a representar el conjunto
—I]—n=§1 X"'Xgl,

con S! la circunferencia unidad del plano, que puede verse alternativamente como el subconjunto
de puntos de C" en la forma

T”:{weC": w= (eiel,...,eie"), 91,...,9n€R}.

Como o, vamos a representar la medida de Haar (ver Teorema 5.14 de [11]) canénica de T".

Comencemos viendo un lema previo a los teoremas de existencia.

LEMA 5.3. Si P es un polinomio de grado N en C", existe una constante A < oo que solo depende de P,
tal que

If(z)lsAr_Nf [(fP)(z+rw)ldoy VzeC", r>0 (5.3)
Tn
para cada funcion entera f.

DEMOSTRACION. Asumamos para empezar que F es una funcién entera en Cy que
N
QW =c|[[A+a) VAeC
i=1

para ciertas constantes a,...,ay € C. Definiendo también Qy(A) = cl'[ﬁ\i 1(1+a;A), resulta cF(0) =
(FQp)(0), y como |Q| =|Qpl en el circulo unidad se sigue que

1 [ ;
lcF(0)| = ﬂf I(FQ)(e™)1do. (5.4)

El polinomio P se puede describir como suma P = Py + P; + -+ + Py de polinomios homogéneos
Pj de grado j. Definamos entonces

1
5= fv IPx(w)ldoy,
integral positiva por tener P grado N, ysi ze C" y w € T", definimos también
FA)=flz+rAdw) y Q) =P(z+riw) vleC.

El coeficiente principal de Q es rV Py(w), por lo que (5.4) nos da

T

I(fP)(z+ re'® w)|de.

1
rNIPy ()l f(2)] < —f
21
Si integramos dicha desigualdad con respecto a o, obtenemos
1 b/

If(z)lsAr_NE (f I(fP)(z+re"w)do, |de,
—7T T]'n

y como la medida o, es invariante bajo el cambio de variables w — e w, la integral anterior es
independiente de 8, lo que nos da (5.3). O
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TEOREMA 5.4. Supongamos que P es un polinomio en n variables, que v € 9', y que v tiene soporte
compacto. Entonces la ecuacion
PD)u=v (5.5)

tiene una solucion con soporte compacto si y solo si hay una funcién entera g en C" tal que
Pg=1, (5.6)

entendiendo en dicha ecuacién que g hace referencia a la distribucion que define su restriccion a R".
De hecho, cuando se satisface esta condicion, la solucion con soporte compacto es tinica y su soporte
cae en la envoltura convexa del soporte de v.

DEMOSTRACION. Si partimos de una solucién u con soporte compacto de (5.5), entonces la primera
implicacion del Teorema 4.34 nos dice que g(z) = u(e_;) satisface (5.6).

Por otro lado, supongamos que existe una funcién entera g cumpliendo (5.6) y elijamos r > 0 tal
que el soporte de v esté contenido en rB. Por el Lema 5.3, la ecuacién (5.6) implica

Ig(z)lsAf |D(z + w)|do, VzeC".
‘U’n

Por la primera implicacién del Teorema 4.34 existen N y y tales que

10(z+ w)| <y +|z+ w))Ne MmETWI

Ademads, hay constantes c; y ¢, que satisfacen

l+lz+w|<c1(1+]z])

Im(z+ w)| < ¢ + |Im(2)|

paratodo ze C"y w e T", de donde se sigue
Ig(@) < B +]zhNe™P1 vzec”

para cierta constante B. Por la desigualdad anterior y la segunda implicacién del Teorema 4.34, g(z) =
u(e_;) para cierta distribucién u con soporte en rB.

La unicidad de solucién cuando se satisface (5.6) es sencilla, pues si hubiese otra solucién con
soporte compacto, encontrariamos otra funciéon entera g’ distinta satisfaciendo (5.6), lo cual es im-
posible.

En cuando a los soportes, el argumento anterior muestra que el soporte S,, cae en cada bola cen-
trada en el origen conteniendo a S,. Como (5.5) implica

P(D)(Txu) =TV VxeR",

la misma conclusion es cierta en el caso de x+ S, y x+ S,. En conclusién, S, se encuentra en la
interseccion de todas las bolas cerradas centradas en cualquier punto de R” que contienen a S,, y
como esta interseccion es precisamente la envoltura convexa de S,, tenemos lo que queriamos. [

TEOREMA 5.5. Si P es un polinomio en C de grado N y si r > 0, entonces el operador diferencial P(D)
tiene una solucion fundamental E que satisface

IE(w)ISAr_NfW UWW(H rw)ldm;|do, Vyed, (5.7)

con A la constante del Lema 5.3.
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DEMOSTRACION. Fijemos r > 0 y definamos

Iyl =fw (fR (e + rw)ldm; | do . (5.8)

Antes de pasar al resultado principal estudiemos la siguiente afirmacién:

lim [ly;[=0 siyj—0en2. (5.9)
J—00

Comenzamos notando que ¥/ (f + w) = e_, (1), por lo que podemos reescribir

||1//||=f U Ie/—w\v/(t)ldmt)d(fw-
T e

Siy; — 0 en 2, entonces todas las funciones v ; tienen su soporte contenido en algin compacto K.
Como las funciones e, con w € T" estdn uniformemente acotadas en K, se sigue de la férmula de
Leibniz que

ID%(erwt oo < C(K, @) rﬁngic{nDﬁw jlloo}-

Ellado derecho de la desigualdad anterior tiende a 0 para cualquier valor de «, y por tanto dado € > 0
existe jp tal que para cada j > jo

=" (erwyplz<e  VYweT",

con A = D% +ee Dfl el Laplaciano. Por el Teorema de Plancherel 4.16, la desigualdad anterior es
equivalente a

f |1+ 122" (¢ + rw)*dm, < €2,

Rn

y teniendo ahora en cuenta la desigualdad de Cauchy-Schwarz [1] y la definicién (5.8), resulta que
lyll < Ce para cada j > jo, con

c? :f 1+t 72"dm; < oco.
Rn

Por tanto la afirmacién es cierta.

Yendo al resultado central de teorema, escojamos ¢ € 2 y definamos
vy =PD)¢, (5.10)

de modo que 7 = P¢ y como 1/ y ¢ tienen extensién entera deducimos que 1 determina ¢. Esto tlti-
mo se debe a que, en caso de haber dos funciones ¢, y ¢, cumpliendo (5.10), entonces P¢; = Py, 0
lo que es lo mismo, 0 = P(¢; — ¢»), y esto tiltimo implica la igualdad ¢, = ¢, por tratarse de funciones
enteras que se anulan en algiin conjunto abierto acotado de C”, ya que P es un polinomio y su con-
junto de ceros no es denso (Teorema de la Funcién Implicita [8] aplicado a R?"). En particular, por
la linealidad de (5.10), ¢»(0) resulta ser un funcional lineal de . Veamos que de hecho este funcional
lineal puede ser continuo, o sea que podemos encontrar una distribucion u € 2’ satisfaciendo

u(P(D)p) =p0) Vpe. (5.11)
En ese caso, la distribucion E = i verificara

PD)E($) = E(P(-D)¢) = u(P(=D)¢p)
= u(P(D)$) = $(0) = $(0) = 5(¢),
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y por tanto P(D)E = §, por lo que habremos terminado.
En efecto, el Lema 5.3 aplicado a P¢) = i nos da

I(Zv(t)lsAr_N[ lp(t+rw)do,  VieR™
‘[[n

Por el Teorema de Inversion 4.14 tenemos ¢(0) = fRn (Z)(t)dmt, y por tanto la desigualdad anterior
junto con (5.8) y (5.10) nos llevan a

@< ArNIP(D)YIl Ve
Sea Y c 9 el subespacio
Y={yeP:y=PD)p, peD}

Por la dltima desigualdad que hemos obtenido y el Teorema de Hahn-Banach 2.35, el funcional lineal
definido en Y por P(D)¢ — ¢(0) se extiende a un funcional lineal u en & satisfaciendo (5.11) y

luw) < ArVyl  vYye9,

lo que junto a la afirmacién (5.9) nos permite concluir que u € 2. O

5.2. ECUACIONES ELIPTICAS

Si partimos de una funcién real u € C®?(Q), es decir definida en un abierto Q c R”, dos veces
diferenciable y con derivadas continuas, y dicha funcién satisface la ecuacién

u o%u B
32 + W =0,

entonces es bien conocido que u es de hecho C*°(Q). Esta clase de teoremas, que afirman que las so-
luciones de una determinada clase de ecuaciones diferenciales o en derivadas parciales tienen mas
regularidad de la que podriamos suponer de partida, reciben el nombre de teoremas de regularidad.
Nuestro objetivo en esta seccidn va a ser probar un teorema de este tipo para las ecuaciones en deri-
vadas parciales de tipo eliptico, que definimos a continuacién.

DEFINICION 5.6. Dado un abierto Q < R”, un entero N € N, funciones f, € C*°(Q) para cada multiin-
dice a con || < N, y con al menos una funcién f, con || = N no nula. Definimos el operador lineal
diferencial asociado como

L:2'(Q—2'(Q), Lu= ) faDau,
la|lsN

que por simplicidad denotaremos como

L= )Y faDa.

la|l=sN

Elvalor N va a ser el orden de L, y el operador

Z faDa

la|=N

la parte principal de L. Ademas, el polinomio

px,y)= Y fax)y* VxeQ, yeR"
la|l=N

recibe el nombre de polinomio caracteristico de L, y es un polinomio homogéneo de grado N en las
variables y = (y1,..., ¥n) con coeficientes en C*°(Q).



84 5.2. ECUACIONES ELIPTICAS

DEFINICION 5.7. Un operador diferencial L en las condiciones anteriores se denomina eliptico si
p(x,y) #0paratodo xe Qe y e R"\ {0}.

OBSERVACION 5.8. Notemos que la elipticidad se define en términos de la parte principal de L, los
términos de menor orden no juegan ningtn papel.

Un ejemplo sencillo de operador eliptico es el Laplaciano

0° 0°

A=—+-+—
2 2’
0xy 0x;,

(5.12)

pues su polinomio caracteristico es p(x, y) = —(y5 +--- + y2).

El resultado principal de esta seccién involucra un tipo especial de distribuciones temperadas,
introduzcamoslo.

DEFINICION 5.9. Asociemos a cada s € R la siguiente medida positiva u;, en R™:
duy = (L+1y*)*dm,,.

OBSERVACION 5.10. Notemos que si f € L? (,uj,) entonces [ determina una distribucion temperada
(ver ejemplos de la Seccién 4.2), y por tanto existe una distribucién temperada u cuya transformada
de Fourier es A ¢.

DEFINICION 5.11. Llamamos espacio de Sobolev de orden s al espacio vectorial
H’={ue 2 temperada: a=Ay, f€ LZ(,ui,)}

junto con la norma
1

lulls= (fwmynzdu;)z.

OBSERVACION 5.12. H? es claramente isométricamente isomorfo a L2 (uj,). De hecho, por el Teorema
de Plancherel 4.16 y el primer apartado del Teorema 4.24, podemos identificar H® = L?(R").

OBSERVACION 5.13. Es interesante recordar la definicién que se suele presentar de los espacios de
Sobolev en otros libros como [1], donde vienen definidos para cada m € N como

H ={f € L*(R"): D*Af = Ag, con gq € L*(R") para todo |a| < m}.

Para ver que la definicién que hemos presentado nosotros no es mas que una generalizacién de esta,
: m m : n 20,8
debemos mostrar quessi f € H ; entonces Ay € H™, 0lo que eslo mismo, ver que f € L*(uy) mostran-

do que Pf € L?(R") para cada polinomio P de grado menor o igual a m. Sin embargo esto es sencillo,
pues tomando transformadas de Fourier

DaAf=Aga — yaAf=Aga — PAJ;=Ag

con g € L?(R") y P un polinomio cualquiera de grado menor o igual a m al ser @ un multiindice
cualquiera con |a| < m. Teniendo en cuenta ahora que PA 7= Ap 7yque laigualdad A, I Ag implica

Pf = g en casi todo punto (ver Corolario 4.24 [1]), resulta P f € L?(R") como buscdbamos.

También es importante mencionar que se verifican las inclusiones H® ¢ H para cada ¢ < s, por
lo que la unién X de todos los espacios de Sobolev constituye un espacio vectorial.
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DEFINICION 5.14. Un operador lineal A : X — X se dice que tiene orden t con ¢ € R sila restriccién de
A acada H° es una aplicacién continua de H® en HS 7,

OBSERVACION 5.15. Notemos que en caso de tener A orden f, también tiene orden t' para cada t’ > t.

Veamos algunas propiedades de los espacios de Sobolev que nos harén falta en esta seccién.

TEOREMA 5.16. Los espacios de Sobolev cumplen:

1. Cada distribucién con soporte compacto pertenece a algtin H®.
2. Paracadat € R la aplicacion u — v dada por
p(y)=A+1yH"?ay)  VyeR”,

donde identificamos 1 y U con sus correspondientes funciones asociadas, es un isometria lineal
de H® en H*"! y se trata por tanto de un operador de orden t con inversa de orden —t.

3. Sibe L*®(R"), la aplicacién u — v con 0 = bii es un operador de orden 0.
4. Para cada multiindice a, el operador Dy, es de orden |al.

5. Si f €.y, entonces u— fu es un operador de orden 0.

DEMOSTRACION. En cuanto al primer apartado, si u € 2’ tiene soporte compacto entonces la primera
implicacién del Teorema 4.34 muestra que

iyl <ca+yhN  VyeR"

para ciertas constantes C y N. De aqui deducimos que u € H® si s < —N —n/2.

El segundo y tercer apartado son obvios, y el cuarto se resume en que la relacion
|Dau(y)| = ly*llam)] = (1 +1y1>)' " ?|a)]

implica

a(y)|* dus,

| 1Paun w7 < [
Rn R"

luego Dyu e HS19,

Centrémonos finalmente en el tiltimo apartado. La desigualdad central de la prueba es
A+lx+yD<28a+1xHa+1yP" Vi, yeR”, seR, (5.13)

vedmosla. El caso s = 1 es obvio y el caso s = —2 también remplazando x — x—y e y — —y. El caso
general se obtiene de estos dos elevandolo todo a la potencia |s|. Una vez probada, deducimos que

f |h(x - PPdus <2851+ y3) f |h(x)2dus
R” R~

para toda funcion medible & en R”.
Supongamos ahora u € H, f € ., y t > |s| + n/2. Como f € .#,, entonces f € L? (uf,). Definamos
Y= ,ulJfl_t([R”) y F = 4| | f], de modo que por el Teorema 4.29

‘ﬁt‘:|a*f|sm|*|f|=ﬂ (5.14)
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Por la desigualdad de Schwarz

|F(x)]? S[wIf(y)lzd,u)t,fwIﬁ(x—y)lzd,u;t VxeR",

e integrando esta desigualdad en R” con respecto a p;, y empleando (5.13) llegamos a

fR Fe0Pduy <28y fR AfiFdu fR lay)Pdps.

Finalmente, la desigualdad (5.14) aplicada a la desigualdad anterior nos da

2 .
fR |Fun| du <2ty fR (fwrdg) fR Ja)Pdu <oo,
y por tanto fu e H®. O

DEFINICION 5.17. Sea Q < R” un subconjunto abierto. Una distribucién u € 2'(Q) se dice localmente
H? si a cada punto x € Q le podemos asignar una distribucién v € H* tal que u = v en un entorno w
de x.

TEOREMA 5.18. Siu€ 2'(Q) ys € R, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. ueslocalmente H".
2. wu e H* para caday € 2(Q), entendiendo wu como su extensiéon canonica aR".

Si ademds s € N, las afirmaciones anteriores también son equivalentes a
3. Dqu es localmente L? para cada |a| < s.

DEMOSTRACION. Analicemos cada equivalencia.

Supongamos que u es localmente H®, y llamemos K al soporte de algtin 3 € 2(Q) dado.
Como K es compacto, hay una cantidad finita de abiertos w; c Q cuya unién cubre K, y en los cuales
u coincide con alguna distribucién v; € H®. Por el Teorema 3.34 hay funciones v; € 2(w;) tales que
> v¥;=1en K. Si ahora ¢; € 2 entonces

ulyd) =Y ulyye) =

i=1 i

vityiyd),

k k

=1
donde hemos tenido en cuenta que ¥;yw¢ € 2 (w;). En conclusion wu =} ; ¥;yv;, y por el quinto
apartado del Teorema 5.16 deducimos ;¥ v; € H®, y por tanto que uy € H°.

Siahora partimos del segundo apartado, si x € Q, y siy € 2(Q) vale 1 en un entorno w de x,
entonces u = ¥ u en w. Como ademads yu € H’ por hip6tesis, podemos concluir que u es localmente
HS.

Supongamos ¥ € 2(Q), de modo que wu € H* y Dy (wu) € H~* por el cuarto apartado
del Teorema 5.16. Si |a| < s entonces HS~ 1%l « HY = [2(R"), es decir Dy(yu) e L2(R™). Eligiendo ahora
para cada x € Q una funcién ¥ que valga 1 en un entorno de dicho punto, deducimos que Dy u es
localmente L? en Q.

m Finalmente, asumamos que D, u es localmente I? para |a| < sy fijemos ¥ € 2(Q). La

férmula de Leibniz para distribuciones (Teorema 3.29) muestra que Dg (wu) € L2(R") si || < s, y por
tanto

fw Y pu)l*dmy < co.
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Si s € N la acotacion anterior la podemos particularizar con los monomios yy, ..., y; en el lugar de y,
y por tanto con un razonamiento similar al del Teorema 4.37 logramos

fR A+ yPY Ry Pdmy < oo,

lo que nos dice que wu € H. O

Aplicando esto a las ecuaciones de tipo eliptico tenemos el siguiente resultado de regularidad.

TEOREMA 5.19. Sea Q ¢ R" un subconjunto abierto, L un operador diferencial eliptico de orden N con
coeficientes asociados fo € C*°(Q) para cada |a| < N de forma que f, es constante si |a| = N, y sean
u, v € 2'(Q) con v localmente H* tales que

Lu=v.

Entonces u es localmente HSY.

DEMOSTRACION. Fijemos un punto x € Q, sea By < Q una bola cerrada centrada en x, y sea ¢y € 2(Q)
valiendo 1 en algin abierto conteniendo a By. Por el primer apartado del Teorema 5.16, ¢pou € H'
para algun valor de ¢, y teniendo en cuenta que H' se vuelve més grande segtn decrece ¢ vamos a
suponer que t = s+ N —k con k€ Ny s € R. Elijamos ahora k bolas cerradas By, ..., By centradas en x
y conteniendo cada una la anterior, es decir

BkC--~CBch().

Elijamos también funciones ¢y, ..., ¢ € 2(Q) cumpliendo que ¢; = 1 en algin abierto conteniendo a
B;y ¢; =0 fuerade B;_1. Como ¢ou € H', el Lema 5.20 implica

Grue H . prue HF
lo que conduce a la conclusién de que u es localmente HS™N pues t+ k= s+ Ny ¢ = 1 en By. O

Probemos el lema auxiliar antes mencionado, que es donde realmente vamos a hacer uso de toda
la artilleria que nos otorga las hip6tesis del Teorema 5.19.

LEMA 5.20. Si a las hipdtesis del Teorema 5.19 le afiadimos wu € H' para algin t < s+ N —1 y algin
v € 2(Q) valiendo 1 en un abierto conteniendo el soporte de cierta funcion ¢ € 2(Q), entonces Ppu €
Ht+1.

DEMOSTRACION. Comencemos mostrando que L(¢pu) € H 1=N+1 Ep efecto, consideremos la distri-
bucién
A=L(¢pu)—¢Lu= L(pu) - dv.

Al caer su soporte en el de ¢, podemos sustituir u por wu sin cambiar A, y desarrollando explicita-
mente el operador L podemos escribir

A=Lpyu) —pLyu) = Y. fulDa(Ppyu) —pDa(ypu)l.

la|l<=N

Si aplicamos la férmula de Leibniz a D (¢-y u) vemos que las derivadas de orden N de ¥ u se cancelan
en la igualdad anterior. Como consecuencia, A resulta una combinacién lineal (con coeficientes en
92) de derivadas de yu hasta orden N — 1. Ademads por ser yu € H’, el cuarto y quinto apartado del
Teorema 5.16 implican A € H~N*!, El Teorema 5.18 también nos da ¢v € H%, y como t— N+1 <,
resultapre H =N+l 1g que nos permite concluir precisamente L(¢pu) € H [-N+1
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Visto esto, recordamos que L es un operador eliptico, por lo que su polinomio caracteristico
P =Y fay® Vyew”
lal=N

no se anula en ningtn punto salvo en y = 0. Definamos las funciones

qy) = IyI‘NP(y), r(p)=Q10Q+ IyI)Nq(y) VyeR"\ {0},

y los operadores
6L\U=qLD, EL\u:rLD, Sw= Z Y faDqw YweX,
la|<N
siendo X la unién de todos los espacios de Sobolev.

Al ser p un polinomio homogéneo de grado N, q(1y) = q(y) si 1 > 0, y juntando esto con que p
solo se anula en el origen, deducimos que g nunca se anula y que solo depende de sus valores en la
esfera unidad, lo que por compacidad implica la acotacién de q y 1/q. En cuanto a sus operadores
correspondientes, el tercer apartado del Teorema 5.16 afirma que Q y Q! son de orden 0.

Gracias a que (1+]y>)V2(1+|y|V) y su inverso son funciones acotadas en R”, se sigue del parrafo
anterior junto con el segundo y tercer apartado del Teorema 5.16 que R es un operador de orden N
con inversa de orden —N.

Por ultimo, en cuanto al operador S basta observar que v f,; € & y los apartados cuarto y quinto
del Teorema 5.16 para concluir que tiene orden N —1.

Ahora p =r — g, y como p tiene coeficientes constantes fy, entonces

Y faDqw=pio=(r-q@w=Rw-Qw VYweX.
lal=N
De aqui se sigue la igualdad
(R—=Q+ S)(¢pu) = L(du). (5.15)

Como ywu € H'y ¢y = ¢, el quinto apartado del Teorema 5.16 implica ¢pu = pwu € H', luego

gracias a que Q tiene orden 0y S orden N -1 = 0. Finalmente, del contenido anterior, de la afirmacién
L(¢pu) € HN*! que probamos al comienzo, y de la igualdad 5.15 llegamos a

R((Pu) € Ht*NﬁL].,
lo que teniendo en cuenta que R~! tiene orden — N, nos otorga ¢pu € H'*!, O

COROLARIO 5.21. Si L es un operador diferencial eliptico de orden N en un abierto Q c R" y para cada
multiindice |a| = N fy es constante, entonces toda solucion u del problema Lu = v pertenece a C*(Q2)
sive C*®(Q). En particular, cada solucion del problema homogéneo Lu = 0 pertenece a C*(Q).

DEMOSTRACION. Si v € C*°(Q) entonces yv € @ para cada ¥ € 2(Q2). En consecuencia, v es local-
mente H® para cada valor de s, lo que implica por el Teorema de regularidad 5.19 que u también es
localmente H* para cada s. Se sigue entonces del tercer apartado del Teorema 5.18 y del Teorema 4.37
lo que queremos. O

OBSERVACION 5.22. Merece la pena comentar que, en el caso de operadores diferenciales elipticos en
R” con coeficientes constantes, las soluciones fundamentales E satisfacen la igualdad LE = §, que en
R\ {0} se reduce a LE = 0 (recordemos que § p coincide con la distribucién nula en R”™\{p}). Por tanto,
el corolario anterior nos dice que E se puede describir como una funcién infinitamente diferenciable
en todo punto salvo en el origen, donde aparece una singularidad.
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5.3. ECUACION DE POISSON Y FUNCIONES DE GREEN

La ecuacion de Poisson es una ecuacion en derivadas parciales de tipo eliptico ampliamente cono-
cidayempleada en 4reas de la Fisica como el Electromagnetismo o la Mecédnica Clésica, pues describe
adecuadamente el comportamiento de potenciales estaticos como el electrostético o el gravitatorio.
Dicha ecuacioén es

Au=v, (5.16)

con A el Laplaciano (5.12). Habitualmente, v representa la densidad de carga o de masa que genera
el campo. En el caso particular de ausencia de generadores, v = 0, se denomina ecuacion de Laplace.

Las soluciones clésicas de la ecuacién de Laplace, las funciones arménicas, son conocidas y sa-
bemos que presentan buenas propiedades como que son funciones de clase infinito [6]. De hecho,
algunas de ellas como las funciones afines, son bastante ficiles de deducir. Sin embargo encontrar
una solucién en el caso no homogéneo no parece tan evidente, es por ello que vamos a dedicar esta
seccién a encontrar una solucién particular de este empleando para ello la herramienta que vimos
en la primera seccion, la solucién fundamental, e introduciendo una nueva para problemas de natu-
raleza local, las funciones de Green.

Como dijimos en la Observacion 5.22, la solucién fundamental es de clase infinito y satisface la
ecuacion de Laplace en R"\ {0}, por lo que vamos a empezar obteniendo alguna de sus soluciones. Al
haber quitado el origen y teniendo en cuenta la simetria esférica del Laplaciano A, parece razonable
probar con soluciones radiales en la forma

En(x) =y(r), r=lx|
En este caso, la ecuacién de Laplace resulta
" n—1 I _
yi(r)+ Tw (r)=0,

de donde obtenemos las funciones

- Clnr sin=2, et 5.17)
r)= cte. .
¥ %rz_” sin>2
TEOREMA 5.23. La funcién
n Lin|x| sin=2,
E,: R"\ {0} — R, E,(x)=< % ) on . (5.18)
~ e | x| sin#2,

con wy,_1 el drea de la esfera unidad S"~' c R", es localmente integrable, de clase infinito, y es la solu-
cion fundamental del Laplaciano.

DEMOSTRACION. Comencemos recordando un par de identidades de Green [2] que nos seran de uti-
lidad:

fv(x)Au(x)dx+f Vl/(x)-Vu(x)dx:fvavuda; (5.19)
Q Q S

f v(x)Au(x)dx—f Vu(x)-Vv(x)dx=f(v6vu—udvv)da, (5.20)
Q Q S

siendo Q un abierto con superficie frontera S, d,¢ la derivada normal de ¢ con respecto a S, y la
integral de la derecha la integral de superficie con respecto a S.
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Pasando a la demostracién del teorema, integrando en coordenadas esféricas es sencillo ver que
E, es integrable en la bola unidad de R" \ {0} (y por tanto localmente integrable), y por otro lado su
diferenciabilidad es trivial.

Ahora, para cada ¢ € 2 queremos probar que
fm E,(x)A@(x)dx = ¢(0).

La forma de hacerlo va a consistir en suprimir de R” la bola cerrada rB de radio r > 0, pues E,, es
singular en x = 0, en denotar Q, = {x e R" : r < |x| < R} para algtn valor de R tal que ¢ tenga soporte
en {|x| < R}, y en mostrar que

limf E,(x)Ap(x)dx = ¢(0).
r—0Jq,

En efecto, para empezar aplicamos la identidad de Green (5.20) con v(x) = E,(x) = yw(r) para la
funcién (5.17) y u = ¢. Como Av =0 en Q, y ¢ se anula en un entorno del exterior de la frontera de
Q,, tenemos

f En(x)A(p(x)dx=f (En0y@ — @0y E,)do.
Q, {lx|=R}

En la superficie {|x| = R} el vector normal es radial y E(x) = w(r). En consecuencia, usando de nuevo
las identidades de Green con v =1y u = ¢,

f E,(x)Ap(x)dx = w(r)f dvepdo +v'(r) pdo
Q, {lx|=R} {lx|=R}

= —w(r)f Apdx + Crl_”/ pdo.
rB {lx|=R}

El volumen de la bola de radio r, rB, es Ar" para cierta constante A > 0, y ademas lim,_.o 7" (r) =0,
por lo que gracias a la continuidad de ¢

limf Ep(x)A@(x)dx = Cw,-19(0),
r—0 Q,

ytomando C = 1/w;_; obtenemos la igualdad deseada. O

A partir de lo que acabamos de mostrar, una posible solucién del problema (5.16) en R” vendria
dada por u = Ag, * v, tal como explicamos al comienzo del capitulo.

La siguiente pregunta que nos planteamos ahora es cémo encontrar una solucién local de (5.16),
entendiendo por local una solucién definida en un dominio abierto Q c R” y satisfaciendo ciertas
condiciones de contorno homogéneas sobre el borde topolégico 6Q2. Esto requiere en particular que
la solucién u € 2'(Q) sea de tipo funcional, es decir u = Ay con f anuldndose en 6Q). Una posible
forma de resolver esto es introduciendo una nueva herramienta.

DEFINICION 5.24. Dado un abierto Q < R” y un operador diferencial L en Q, llamamos funcién de
Green del operador L a una funcién G cumpliendo
G:QxQ—C, Agn€eP'(Q) y LAg.y=06: VYieQ.
OBSERVACION 5.25. Notemos que si E es la soluciéon fundamental de un operador diferencial con
coeficientes constantes Ly E € C®(R" \ {0}), entonces la aplicacion G(x,¢) = E(x —¢) es funcién de
Green de L en Q = R” pues
LG(-,f) = LT{E = T,fLE = 1,56 = 55.
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Como ejemplo de aplicacién de esta nueva herramienta a nuestra ecuacién, vamos a resolver el
siguiente problema, llamado problema de Dirichlet en el abierto Q c R” con condiciones de contorno
homogéneas:

AAy,=A, enq,
ulpa =0,

aunque nosotros nos vamos a centrar solo en el caso de la bola unidad Q = B. Los requisitos para la
funcioén de Green, G, van a ser en general:

AAG{ = 5,5 en Q,
Gs‘|aa :_0
G € C(Q)

para cada ¢ € Q, donde G¢(x) = G(x,¢). Notemos que a la condicion de definicién le hemos afiadido
la continuidad y la condicién de contorno G¢ = 0 en la frontera. La idea al hacer esto es definir la
solucién como

u(x) zfQG(x,E)V(E)dE, (5.21)

de modo que satisfaga trivialmente u(y) = 0 para cada y € 6Q.

Una estrategia que puede resultar de utilidad para encontrar dicha funcién de Green (y que sera
la que empleemos aqui), consiste en resolver el problema de Dirichlet auxiliar:

Age=0 en (),
g =Enly-¢)  yeoQ,
g€ CQ)

para cada ¢ € Q, y con E,, segin (5.18), pues entonces definiendo
G(x,8) =Ep(x—&) —ge(x)

obtenemos lo que queremos.

Pasando a resolver el problema, vamos a llamar E(x, y) = E(y, x) = E,(x— y) yanotar que si x # 0,
la funcién

2-n X
=|x E _
8=l (lez )

es armonica en R\ {O, x/ |x|2}. En el borde 0B afirmamos que g«(y) = E(x, y), vedmoslo.

En efecto, si n>2y|y| =1 entonces

1 _
e Caad G R SIE T R

E(x,y)—8x(y) =~
lx—yI*=x*-2x-y+1
- 1.2
= |Ixly|? = 221%™ x- (xly) + |11 x|
1.2
= [lxly —1x17 x|,
luego nuestra afirmacién es correcta.

Enelcason=2 )
E(x,))-gx(y) = 5~ (In|x—yl-In|lxI" x—1xly|),
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por lo que también se cumple.
Definiendo entonces G(x, y) = E(x, y) — gx(y) obtenemos la funcién de Green deseada.

Concluyamos la seccién probando que la funcién (5.21) define, efectivamente, una solucién del
problema de Dirichlet original. Para empezar es importante notar que

AN, (P) = f u(x)Ap(x)dx
Q

“J.

_ fg [ fQ Glx, O)Ap(x)dx

I

fQ G, 6)v(€)d€] Ap(x)dx

v(§)ds  Vpe(Q),

/

donde hemos tenido en cuenta el Teorema de Fubini [1] para la tltima igualdad. Como nuestro ob-
jetivo es mostrar la igualdad AA, = A, en Q, el problema quedaria resuelto si I = ¢(¢), veamoslo.
Separamos

I=fQEn(x—f)A(/)(x)dx—fQgg(x)A(,b(x)dx,

v~ g

L L

y empleando (5.20) llegamos a

Ing (p(x)Agg(x)dx—f (8e0vp— 0y ge)do =0,
Q 0Q

donde hemos tenido en cuenta que la primera integral se anula por ser Ags = 0 en , y la segunda
porque ¢ tiene soporte compacto. En cuanto a la integral restante, el andlisis es un poco més com-
plejo:

L =f En(x—rf)Aqb(x)derf E,(x—¢)Ad(x)dx,
Q\Bs(&) Bs(£)

~ S\ /
v~

Ill 112

siendo Bgs(¢) la bola de radio § centrada en ¢, analicemos cada sumando en el limite 6 — 0 a ver si
obtenemos ¢(¢). Si suponemos n = 3, entonces

|I12| s[ En(x—8)|Ad(0)|dx < cte- 6% 2=% 0.
Bs (&)

En cuanto al otro sumando, conviene recordar primero que en la superficie de una bola centrada en
el origen y radio 6

OvEn () = VEy (1) v = —— X X b e ]
e S X7 Xl wne - 4rea(0B;(0))

Analizando ahora I;;, empleamos (5.20) de nuevo para obtener

e

Bs (S

I = f P(X)AE, (x—&)dx + f (p0yEy,, — En0yp)do = f (p0vEn — Endve)do,
Q\B5() A(O\B5(8) 0B5(©)

donde hemos hecho uso de que AE,, = 0 fuera del origen, por lo que la primera integral se anula, y de
que ¢ tiene soporte compacto. En cuanto a la segunda debemos detenernos un segundo y observar

que
f E,0,¢do| <cte-8 =0,
0Bs (<)

y que
1

0yEp,dog = ————
-/035(5) POvEndo = ea@Bs ) 9B5(®)
lo que nos otorga justo lo que queriamos. El caso 7 = 2 es completamente anélogo.

¢do =2 (),



Apéndice A

Resultados de compacidad

A.1. TEOREMA DE ALEXANDER Y TYCHONOFF

Comenzamos con un resultado de compacidad en la topologia producto.

DEFINICION A.1. Una coleccién de abiertos . de un espacio topolégico X tal que la coleccién de to-
das las intersecciones finitas de elementos de . constituye una base de X, se denomina una subbase
de X. Ademas, cualquier subcoleccién de . cuya unién sea X se denomina un .’-recubrimiento.

TEOREMA A.2 (SUBBASE DE ALEXANDER). Sea.” una subbase de un espacio topologico X. Si cada .7 -
recubrimiento de X tiene un subrecubrimiento finito, entonces X es compacto.

DEMOSTRACION. Consultar [11]. O

TEOREMA A.3 (TYCHONOFF). Si X es el producto cartesiano de una coleccion de espacios topologicos
compactos (Xy) qe A, €ntonces X es compacto.

DEMOSTRACION. Sin, denotala proyeccién canénica de X en Xy, sabemos que la topologia produc-
to es la més débil que hace cada una de estas proyecciones continuas. Sea .#, la coleccién de abiertos
ngl (V) con V,, abierto en Xy, y % la unién de todos los .%,;, de modo que constituye una subbase
de X.

Consideramos un .¥’-recubrimiento I de X y definimos I'y = I' n.%,. Si suponemos que ningin
I'y recubre X, entonces hay una correspondencia que asigna a cada & un punto x, € X, tal que I'y
no cubre ningtn punto de 7! (x). Si consideramos entonces el vector x € X tal que 74(x) = x, para
todo a € A, es claro que x no estd cubierto por I', lo que nos lleva a contradiccién con la condicién de
recubrimiento.

Esto nos permite afirmar que existe al menos un I', recubriendo X, y como X, es compacto,
alguna subcoleccion finita de I', también. Por tltimo, I', < T, por lo que I tiene un subrecubrimiento
finito, y el Teorema A.2 implica entonces la compacidad de X. O

A.2. TEOREMA DE ASCOLI

Lo siguiente que queremos ver es c6mo se relacionan la compacidad con la acotacién total, y una
condicién suficiente para probar esta tltima.

DEFINICION A.4. Dado un subconjunto E de un espacio métrico X, decimos que E esta totalmente
acotado si se encuentra recubierto por una cantidad finita de bolas de radio € para cada € > 0.

93
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OBSERVACION A.5. En el caso en que X sea un espacio vectorial topolégico metrizable, la Definicién
2.7y esta coinciden.

TEOREMA A.6. SiK es un subconjunto cerrado de un espacio métrico completo X, entonces las siguien-
tes tres propiedades son equivalentes:

1. Kes compacto.
2. Cada subconjunto infinito de K tiene un punto de acumulacién en K.

3. K estd totalmente acotado.

DEMOSTRACION. Procedamos con una demostraciéon en cadena:

Si E c K es infinito y no tiene ningtin punto de acumulacién en K, hay un recubrimiento
abierto {V,}q4ec 4 de K tal que cada V,, contiene, como mucho, un punto de E. Sin embargo esto implica
que {Vg}qea no tiene ninglin subrecubrimiento finito de K, contradiccién.

B Denotemos por d la métrica de X y fijemos € > 0. Consideramos x; € K y, a continua-
cién, buscamos x; € K tal que d(x1, x») = €. Si no existe dicho x, entonces hemos terminado, en caso
contrario repetimos el proceso exigiendo que d(x;, x;) = € para i, j = 1,2y 3. Dicho proceso debe ter-
minar en una cantidad finita de pasos, pues en caso contrario nos encontrariamos en las hipétesis de
2, que nos lleva a contradiccidon. En consecuencia, logramos una cantidad finita de puntos tales que
las bolas de radio € en torno a ellas recubren K, lo que implica la acotacién total.

Supongamos que K no es compacto, de modo que existe un recubrimiento abierto I' que
no admite un subrecubrimiento finito. Por acotacién total, K se puede escribir como unién de una
cantidad finita de cerrados de didmetro < 1, y por lo que acabamos de suponer, uno de estos cerrados,
que denotaremos por K1, no puede recubrirse con una cantidad finita de elementos de I'. Repitiendo
el proceso con K;j pero con cerrados de didmetro 1/2 y procediendo por induccién, obtenemos una
sucesion de cerrados (K,) ;en cumpliendo:

u KDKIDKgD---;
= el didmetro de K, es menor o igual que 1/n;

= yningln K, se puede recubrir por una cantidad finita de elementos de I'.

Eligiendo ahora x; € K;;, obtenemos una sucesién (x),en de Cauchy, que por completitud converge
aun punto x € (1 K,. Como x pertenece a algiin elemento de I y K}, estd contenido en dicho elemento
para algiin valor de 7 por la condicién sobre el didmetro, esto nos lleva a contradiccién con que no se
pueda recubrir por una cantidad finita de elementos de I'. En consecuencia K es compacto. O

TEOREMA A.7 (AscoLI). Supongamos que X es un espacio topolégico compacto, C(X) el espacio de Ba-
nach de las funciones complejas continuas sobre X con la norma del supremo, y ® c C(X) cumpliendo

las siguientes dos condiciones:

1. Acotacion puntual: sup{|f(x)|: f € ®} < co para cada x € X;

2. Equicontinuidad: dado € > 0, todo x € X tiene un entorno V tal que | f(x) — f(y)| < € para cada
yeVyfed.

Entonces ® estd totalmente acotado.
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DEMOSTRACION. Dado € > 0, la equicontinuidad junto con la compacidad de X muestran que existen
puntos xi,..., X, € X con entornos V,...,V, talesque X =JV; y

[f(x)-f(x)l<e Vfed, xeV;,i=12,...,n.

Si aplicamos ahora la condicién de acotacién puntual en los puntos x; y tenemos en cuenta la des-
igualdad anterior, se obtiene la acotacién uniforme de ® por cierta constante M > 0:

sup{|f(x)|: xe X, fe ®} =M <oo.
Definimos el disco complejo de radio M como
Dy ={leC:|Al =M}
y asociamos a cada f € ® el punto
p(f) = (f(x1),..., f(xn)) € D}, cC".

Por ser D}, una uni6n finita de conjuntos de didmetro menor que ¢, existen funciones fi,..., fi € ®
tales que p(f) dista de algin p(f;) menos de €. Esto significa que

If(x) - fr(x))l<e  Vi=1,...,n.
Cada x € X cae en algtin V;, y para este valor de i

If) - fdl<e v 1fi(x) = filx)l <e.

Por tanto, | f(x) — fr(x)| < 3¢ para cada x € X.

Las bolas de radio 3¢ centradas en fi,..., f;; cubren entonces todo @, y por la arbitrariedad de ¢
logramos la acotacion total buscada. O
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