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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es estudiar la interrelacion entre las des-
igualdades clasicas de Hardy en el cono de funciones positivas y decrecientes (que
son equivalentes a las acotaciones del operador maximal de Hardy-Littlewood en
los espacios de Lorentz), las propiedades funcionales de estos espacios y la carac-
terizacion de los pesos que permiten estas acotaciones. Asimismo, se consideran
propiedades estructurales que satisfacen estas clases, como la automejora o la mo-
notonia entre otras. Ademas, aplicando técnicas similares, se aborda el problema
de existencia y acotacion de la transformada de Hilbert en los espacios de Lorentz,
lo que conduce a unas clases de pesos estrechamente relacionadas con el operador

de Calderén.
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decreciente, Operador Maximal de Hardy-Littlewood, Operador de Hardy, Trans-
formada de Hilbert.
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Abstract

The main goal of this work is to study the interplay between the classical Hardy
inequalities in the cone of positive and decreasing functions (which are equivalent
to the boundedness of the Hardy-Littlewood maximal operator on Lorentz spaces),
the functional properties of these spaces, and the characterization of the weights
that allow such boundedness. Additionally, structural properties satisfied by these
classes, such as self-improvement and monotonicity, among others, are considered.
Moreover, applying similar techniques, the problem of existence and boundedness
of the Hilbert transform in Lorentz spaces is tackled, leading to classes of weights
closely related to the Calderon operator.
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Capitulo 1

Introduccion

En la década de los anios 1950, G. G. Lorentz public6 una serie de articulos en los que
estudiaba algunas propiedades de una nueva clase de espacios de funciones [22|, que mas
adelante se conocerian como los espacios de Lorentz cldsicos o espacios de Lorentz con pe-
so AP(w). La teoria sobre estos espacios continué desarrollandose de la mano de M. A. Arino,
B. Muckenhoupt y E. Sawyer, entre otros, aunque el problema de encontrar una caracteriza-
cion manejable de la acotacion de los operadores clasicos sobre estos espacios resulto ser una
ardua tarea.

En esta linea, el desarrollo de la teoria sobre los espacios invariantes por reordenamientos
(r.i.) durante los afios posteriores fue fundamental. En 1955, G. G. Lorentz [24] ya aport6 una
caracterizacion de la acotacion del operador maximal de Hardy-Littlewood sobre dichos espa-
cios, la cual fue refinada en 1965 por T. Shimogaki [33]. Mas adelante, en 1967, W. D. Boyd
[5] extendio este resultado a una amplia gama de operadores, entre los cuales también se
encontraba la transformada de Hilbert. Sin embargo, estas caracterizaciones involucran unos
indices asociados a los espacios, que aunque efectivamente permiten determinar la acotacion
de los operadores mas relevantes, no son faciles de determinar en la mayoria de los casos, y
por tanto carecen de sentido préctico.

De esta manera, aunque ya existia una caracterizacion de la acotaciéon del operador ma-
ximal para algunos espacios de Lorentz AP(w) (aquellos invariantes por reordenamientos),
se buscé durante anos una condiciéon mas sencilla y manejable, hecha a medida para dichos
espacios. No fue hasta 1991 que M. A. Arino y B. Muckenhoupt [2| caracterizaron comple-
tamente la acotacion del operador maximal sobre AP(w), dando lugar a la clase B,. Para
ello, partieron de que la reordenada decreciente del operador maximal de Hardy-Littlewood
es puntualmente equivalente al operador de Hardy sobre la reordenada decreciente de la
funcién. De este modo, el problema de acotacién del operador maximal se reduce a probar
una desigualdad de Hardy con un peso sobre el cono de funciones positivas y decrecientes.
Estas ideas se generalizaron facilmente para aquellos operadores cuya reordenada puede ser
dominada por un operador més sencillo de estudiar, como es el caso de la transformada de
Hilbert.

Paralelamente, la comunidad matematica de la época también trabajaba en la caracteriza-
cion de la acotacion del operador maximal de Hardy-Littlewood sobre los espacios de Lebesgue



INTRODUCCION

con pesos LP(w). Esta cuestion permanecioé abierta hasta 1970, cuando B. Muckenhoupt [27],
utilizando técnicas propias de la teoria de Calderéon-Zygmund, llegd a la solucién que actual-
mente es conocida como la clase A,. Ademés, aunque la naturaleza de esta clase de pesos
es completamente distinta a la de B, (ya sea por las teorias de las que provienen o por las
técnicas utilizadas), en la década de los 2000 se consiguieron unificar bajo un mismo marco
comun |[8], dado por el estudio de los espacios de Lorentz AP (w).

A la luz de los resultados mencionados, el presente trabajo tiene como objetivo principal
desarrollar (de la forma mas autocontenida posible) la teorfa de pesos B,, y estudiar su
relacion con la acotacion del operador maximal y la normabilidad de los espacios de Lorentz
AP(w). Ademads, como consecuencia de aplicar las mismas técnicas a la transformada de
Hilbert, analizaremos también la clase B y su relaciéon con B,. En cuanto a su organizacion,
el TFM consiste en 4 capitulos que resumiremos a continuacion:

El primer capitulo es una introducciéon a los espacios de Banach de funciones y a los
espacios invariantes por reordenamientos. Definimos el espacio asociado de un espacio de
Banach de funciones, la reordenada decreciente, la funcién fundamental, y presentamos la
desigualdad de Hardy-Littlewood (Teorema 2.33). Ademas, estudiamos los indices de Boyd,
que nos permiten caracterizar la acotacion del operador maximal y la transformada de Hilbert
(Teoremas 2.71 y 2.72).

El segundo capitulo se centra en el operador maximal de Hardy-Littlewood y los espacios
de Lorentz mas elementales. Examinaremos su acotacion débil (1,1) y fuerte en LP, p > 1
(Teoremas 3.9 y 3.19), para lo cual debemos probar su equivalencia puntual con el operador
de Hardy (Teorema 2.33).

En el tercer capitulo definimos los espacios de Lorentz AP(w) y AP*°(w) y las clases de pe-
sos B, ¥ B, «. Estudiamos algunas de sus propiedades (Proposicién 4.25) y su relaciéon con la
acotacion del operador maximal y la normabilidad de los espacios de Lorentz (Teoremas 4.23,
4.31,4.39 y 4.52).

En el dltimo capitulo estudiamos la existencia y acotacion de la transformada de Hilbert
sobre L? (Teoremas 5.13 y 5.12), y la equivalencia puntual de su reordenada con el operador de
Calderén (Teorema 5.12). Ademas, con el fin de caracterizar la acotacion de la transformada
de Hilbert sobre los espacios de Lorentz AP(w) y AP*°(w) (Teorema 5.28) estudiamos la

acotacion del adjunto del operador de Hardy en el cono de funciones positivas y decrecientes
(Teoremas 5.20 y 5.23)



Capitulo 2

Resultados clasicos de espacios de
Banach de funciones

Los espacios de Lebesgue LP, con 1 < p < 0o, juegan un rol fundamental en varias areas
del anéalisis matematico. Sin embargo, existen otros espacios de Banach de funciones medibles
de gran interés, como pueden ser aquellos de Orlicz, o los de Lorentz clasicos. Si bien estos
pueden llegar a poseer propiedades radicalmente distintas, entre 1930 y 1950, matemaéaticos
de la talla de Orlicz, Lorentz y Luxemburg buscaron y desarrollaron un marco comun con el
que describir todas estas clases de funciones, lo que supuso el inicio de la teoria de espacios
de Banach de funciones.

En este capitulo desarrollaremos brevemente algunos aspectos basicos de los espacios de
Banach de funciones. En las secciones 2.1 y 2.2 estableceremos el concepto de funciéon norma
y discutiremos algunas aspectos elementales de los espacios de Banach de funciones, como
la completitud, las inclusiones entre los mismos, y el concepto del espacio asociado. En la
seccion 2.3 hablaremos de la funcion de distribuciéon y la reordenada decreciente, lo que
nos permitiré introducir la desigualdad de Hardy-Littlewood, funciones maximales, espacios
invariantes por reordenamientos y la funcién fundamental, en las secciones 2.4, 2.5, 2.6 y 2.7
respectivamente. Finalmente, en la seccién 2.8 definiremos los conocidos indices de Boyd, y
discutiremos su relacion con la acotacion de ciertos operadores clésicos.

El libro de referencia para este capitulo es [3], aunque también puede consultarse [30] de
forma complementaria.

2.1. Espacios de Banach de funciones

La idea central de los espacios de Banach de funciones es considerar normas sobre espacios
de funciones que preserven su estructura natural de reticulo dada por el orden puntual, y
que ademés, tengan un buen comportamiento con el espacio de medida subyacente. Estas
normas se conocen como funciones norma, y para definirlas debemos recordar antes algunas
nociones basicas de teoria de la medida.



2.1. ESPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES

Definiciéon 2.1. Un espacio de medida (R, X, ) es o-finito si existe una sucesion { R, }nen C
¥ de manera que u(R,) < oo paracadan € Ny | J 2, R, = R.

Notacion 2.2. Sea M(R, i) la clase de todas las funciones p-medibles sobre R tomando
valores en R o C, M (R, 11) la clase de funciones en M(R, ) que son finitas p-a.e. y M*(R, 11)
el cono de las funciones no negativas en M(R, pt). Ademés, como es habitual, identificaremos
funciones iguales en casi todo punto.

Observacion 2.3. M (R, ) es un espacio vectorial con las operaciones naturales de suma de
funciones y multiplicacion por un escalar (no asi M(R, 11)). De hecho, podemos ver Mg (R, 1)
como un espacio vectorial topologico metrizable si consideramos la topologia asociada a la
convergencia en medida en conjuntos de medida finita.

Definicién 2.4. Decimos que una funcién f : R — R (o C) es una funcion simple si es
p-medible, toma un ntmero finito de valores y u(sop(f)) < oco. Ademaés, a la clase de las
funciones simples definidas en R la denotamos por S(R,

).
Definicion 2.5. Decimos que una aplicacion p : M (R, u) — [0, 00] es una funcion norma
si para cada f,g v {fn}nen en MT(R, ), cada A > 0 y cada conjunto pu-medible E, se
satisfacen las siguientes propiedades:
(P1) p(f) =0<= f =0 p-ae.
p(Af) = Ap(f)
p(f +9) < p(f) + p(9),

P2) 0 <g < f pae = p(g) < p(f) (Propiedad de reticulo),

(P2)
(P3) 0< fu 1 f prae. = p(fn) T p(f) (Propiedad de Fatou),
(P4) u(E) < o0 = p(xr) < oo,

(P5) u(E) < oo = [, fdu < Crp(f),

para alguna constante Cg € (0,00) independiente de f.

Ejemplo 2.6. Uno de los ejemplos mas sencillos de funciones norma son las normas de los
espacios LP = LP(R,%, 1), donde 1 < p < oo, definidas para cada f € M(R, u) como

- </|f!”du) S 1<pesc

supess|f(z)], p=oc.
z€ER

Como consecuencia de la desigualdad de Minkowski las aplicaciones p, satisfacen (P1), mien-
tras que (P2) y (P3) se siguen de la monotonia de la integral de Lebesgue y el Teorema de
la Convergencia Monotona respectivamente. Por otro lado, (P4) es obvio, mientras que (P5)

4



CAPITULO 2. RESULTADOS CLASICOS DE ESPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES

se concluye por la desigualdad de Holder, pues si p € (1, 00),
f e M(R,u) y E medible con u(E) < oo,

[ V1= [ 1o dn < ( / If!”du);( / x%/duy:CEp(!fD,

donde Cg = ,u(E)ﬁ Los casos p =1 y p = 0o se deducen analogamente.

+ 1% = 1 entonces para cada

D=

Definicién 2.7. Sea p una funciéon norma. La clase X = X(p) de todas las funciones f en
M(R, i) con p(|f]) < oo se denomina espacio de Banach de funciones. Ademés, para cada
f € X se define

1f[lx = p(Lf]). (1)
Teorema 2.8. Sea p una funcion norma, X = X(p) y || - ||x como en la Definicion 2.7.
Entonces bajo las operaciones naturales, (X, || - ||x) es un espacio normado para el cual se

cumplen las siguientes inclusiones

En particular si f,, — f en X, entonces f, — f en medida en conjuntos de medida finita, y
por tanto existe una subsucesion de {f,}nen que converge a f ji-a.e.

Demostracion. Se sigue de la Definicion 2.7 y la propiedad (P5) de la Definicion 2.5 que
cualquier funcién en X es localmente integrable y por tanto es finita en casi todo punto, pues
X es o-finito. El conjunto X hereda las operaciones de espacio vectorial de My, y de (P1) y
(2.7) se deduce que (X, || - ||x) es un espacio vectorial normado. La propiedad (P4) muestra
que X contiene a las funciones caracteristicas de cualquier conjunto medible de medida finita,
y por linealidad, X contiene cualquier funcion simple. Esto establece las inclusiones

S(R,pu) C X C My(R, ).

Finalmente, basta probar que la inclusion de X en My(R, i) es continua. Dado que ambos
espacios son metrizables, serd suficiente mostrar que cualquier sucesiéon convergente en X
también converge en My(R, ;1) al mismo limite. En efecto, si f,, — f en X entonces por la
Definicion 2.7 se tiene que p(|f — fn|) — 0 cuando n — oo. Entonces, dado ¢ > 0 y E un
subconjunto medible de X de medida finita, se sigue de (P5) que,

o € B+ 1) = S| > D < [ 217 = fldi < 2Cooll] - £,

que converge a 0 cuando n — oo. Por tanto, f,, — f en medida en cualquier conjunto de
medida finita, o equivalentemente, f,, — f en My(R, ). Un resultado conocido de la teoria
de la medida nos asegura la existencia de una subsucesion que converge en casi todo punto

a f. n

El lema de Fatou es uno de los pilares de la teoria de los espacios L”, del cual se pueden
deducir tanto el teorema de la convergencia monétona como el de la convergencia dominada.
El siguiente resultado muestra que, gracias en gran medida a la propiedad (P3), existe un
homoénimo para los espacios de Banach de funciones.



2.1. ESPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES

Lema 2.9 (Lema de Fatou para espacios de Banach de funciones). Sea X = X(p) un espacio
de Banach de funciones y { futnen una sucesion en X. Si f,, = f p-a.e. yliminf, . || fullx <
00, entonces f € X y

[f1lx < Hminf {| fr[|x
n—00

Demostracion. Sea h,(x) = inf,,>, | fm(x)]. Entonces 0 < h,, 1 |f| p-a.e., de modo que por
(P2) y (P3),

(11D = fim pit) < tim ( fuf p(1f) ) =timint £ < .
n—o00 n—oo \ m>n n—00
Dado que f es medible por ser limite de funciones medibles, concluimos que f € X y
[fllx < lminf || £ ]|
n—oo

]

Con el objetivo de estudiar la completitud de los espacios de Banach de funciones, es
interesante introducir la siguiente propiedad.

Definicién 2.10. Decimos que un espacio normado (X, ||-||) tiene la propiedad de Riesz-
Fischer si para cada sucesion { f,, }nen en X satisfaciendo

o0
D fallx < oo,
n=1
existe f € X tal que > | f, = f, esto es,
n
S - f
k=1

Observacion 2.11. Es facil comprobar que un espacio normado es completo si y solo si tiene
la propiedad de Riesz-Fischer (|30, Theorem 1.9.5]).

=0.

lim
n—oo

X

Teorema 2.12. Todo espacio de Banach de funciones es completo.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach de funciones y {f,},en una sucesion en X tal
que

D M fallx < oo (2)
n=1
Definamos g, = Yy _, | fx| para cadan € Ny g => 7" |f.|, de modo que 0 < g,, T g. Como

N o0
lgallx <D Mfullx <3 llfallx <00 VneN,
n=1 n=1
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CAPITULO 2. RESULTADOS CLASICOS DE ESPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES

se sigue de (2.1) y del Lema 2.9 que g € X. Por el Teorema 2.8 sabemos que Y .-, | f| converge
puntualmente pi-a.e., y en consecuencia y ., f, también lo hace. Esto es, si definimos

F=Y fo sn=Y_fr VneN,
n=1 k=1

entonces s, — [ p-a.e. Por tanto, para cada m € N, tenemos que s,, — s, = f — s, p-a.e.
cuando n — oo. Ademés,

n o0
lminf [|s, — spllx <lminf Y | fillx = D [ fellx
n—oo n—oo
k=m+1 k=m+1

Por el Lema de Fatou 2.9 se sigue que f — sy € X y [|[f — smllx < D001 [[frllx. Por
tanto, f € X, y como > 7 || fullx < oo, concluimos que lim, o ||f — Sullx =0y s, — f
en X. De esta manera X tiene la propiedad de Riesz-Fischer, que por la Observacion 2.11 es
equivalente a que (X, ||-||) sea completo. O

En general, la inclusién entre dos espacios normados no tiene por qué ser continua, para
lo cual basta considerar (L N LY, ||+ ||z=) y (L',]| - ||z1). Sin embargo, el siguiente resultado
muestra que las topologias de los espacios de Banach de funciones no son tan “diferentes”
entre si, lo que permite asegurar que las inclusiones entre ellos siempre son continuas.

Teorema 2.13. Sean X eY dos espacios de Banach de funciones sobre el mismo espacio
de medida. Si X C Y, entonces X — Y, esto es, existe C' > 0 tal que

11y < Cllfllx,
para cada f € X.

Demostracion. Supongamos por reducciéon absurdo que la inclusion X — Y no es continua.
Entonces para cada n € N existe f,, € X tal que

fallx =1, llfully > n°.

Ademas, f, # 0 para cada n € N, por lo que

=1 =1
; ﬁ|f’n| X:;E<O@

Como X tiene la propiedad de Riesz-Fischer por el Teorema 2.12, tenemos que Y o n= 2| f,]|
converge en X a alguna funcion f € X C Y. Sin embargo, 0 < n~2|f,| < f para cada n € N,
de modo que
1
=" < ol < Iflly < oo VaEN,

lo que nos lleva a contradiccion. Por tanto, la inclusion X — Y es un aplicaciéon continua. [

7



2.2. EL ESPACIO ASOCIADO

2.2. El espacio asociado

La desigualdad de Holder cléasica sostiene que, si 1 < p, p’ < oo son exponentes conjugados,
entonces se cumple que

/R ol die < 1f1ollgll oo

para cada f € L? y g € L. A partir de ella, no es dificil comprobar que se puede reescribir
la norma del espacio L*" en funciéon de la norma de LP como

19l :sup{ [usldn: fem ifls <1 } Vgelr. 3)
R

Esta definicion alternativa sera la base de la construccion del espacio asociado a un espacio
de Banach de funciones.

Definicion 2.14. Sea p : MT(R,u) — [0,00] una funciéon norma, se define la norma
asociada a p, que denotamos por p’, sobre Mt (R, 1) como

dg) = Sup{/ngdu f e MR ), plf) < 1},

para cada g € M (R, ).

Teorema 2.15. Sea p una funcion norma. Entonces su norma asociada p' es también una
funcion norma.

Demostracion. Sea f € M (R, ) con p(f) <1, de modo que f es finita u-a.e. Entonces si
g =0 p-a.e., tenemos que fg = 0 p-a.e., y por tanto [, fgdu = 0y p'(g) = 0. Reciprocamente,
supongamos que p'(g) = 0 y definamos F = {z € R : g(z) # 0}. Como (R, 3, u) es o-finito
podemos asumir s.p.g que p(E) < co. Si pu(F) > 0, entonces por las propiedades (P1) y (P4)

se tiene que 0 < p(xg) < oco. Tomando f = p(’;EE), entonces p(f) = 1, y obtenemos que

O—Afgdu—p(xE)‘l/Egdm

lo que es una contradiccion. Por tanto u(E) =0y g = 0 p-a.e. Las propiedades (P1) y (P2)
se siguen de la linealidad y monotonia de la integral de Lebesgue respectivamente.

Para la propiedad de Fatou (P3), tomamos {g,}nen € MT(R, 1), g € MT(R, 1), con
0 < g, T g p-a.e. Por la monotonia de p/, tenemos que p'(g,) < p'(gni1) para cada n € N
y 0 (g9,) < p'(g) para cada n € N. Por tanto, si p'(g,) = oo para algin n € N el resultado
es trivial, por lo que supongamos entonces que p'(g,) < oo para cada n € N. Sea A € R
tal que A < p/(g). Entonces existe f € M™ (R, uu) con p(f) < 1 tal que A < [, fgdu. Dado
que 0 < fg, T fg p-a.e., aplicando el Teorema de Convergencia Mondtona se deduce que
Jr fondpt [ fgdu. De esta manera existe N € N tal que A < [,, fgn dpn < p'(gn) para cada

n > N, por lo que p'(g,) 1 ¢'(9)-




CAPITULO 2. RESULTADOS CLASICOS DE ESPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES

Sea ahora F un conjunto medible con u(E) < co. Como p es una funciéon norma, por la
propiedad (P5) existe Cp < oo tal que

/RXEf dp < CEP(f);

para cada f € MT (R, u). Por tanto, p'(xg) < Cp < 0.

Veamos por ultimo que p’ verifica (P5). Para ello consideramos un conjunto medible E con
u(E) < 0o. Si u(E) = 0 el resultado es trivial, por lo que supongamos que 0 < pu(E) < oo,
Entonces, por (P1) y (P4) para p sabemos que 0 < p(xg) < oo. Por tanto, para cualquier
g € M*(R, ) se tiene que

[Egdu = /Rng dy = p(m)/}f{%g dp < p(xe)p'(9),

lo que implica (P5) con constante C = p(xg). O

Definicion 2.16. Sea p una funcion normay sea X = X (p) el espacio de Banach de funciones
como en la Definiciéon 2.7. Sea p’ la norma asociada a p. El espacio de Banach de funciones
X(p') determinado por p’ se denomina espacio asociado de X y se denota por X'.

Observacion 2.17. Si 1 < p,p’ < oo son exponentes conjugados, entonces por (2.2) se tiene
que (LP) = L¥'.

Teorema 2.18 (Desigualdad de Holder). Sea X un espacio de Banach de funciones con
espacio asociado X'. Si f € X y g € X', entonces fg es integrable y

/R Faldi < 1111 gl

Demostracion. En el caso en que || f||x = 0, entonces f = 0 u-a.e., por lo que el resultado es
trivial. Por otro lado, si || ||y > 0, entonces

B f
/R Faldu=|fll /R radu < £l loll

2.3. Funcién de distribucion y reordenada decreciente

Si bien los espacios (7, ]-||,) son espacios de Banach de funciones, si consideramos un
elemento u = (u,)n>1 € £, cualquiera, entonces para cualquier permutacion o : N — N se
tiene que

(o) =1 € Lo, [|(tn)n1ll = [[(to(m) Jnz1l

Este concepto de invariancia bajo reordenamientos de elementos puede ser extendido a los
espacios de Banach de funciones, para lo cual haremos uso de la funciéon de distribucion y la
reordenada decreciente.



2.3. FUNCION DE DISTRIBUCION Y REORDENADA DECRECIENTE

Definicion 2.19. Dada f € My(R, i), se define su funcion de distribucion py como

pe(t) = p({z € R:[f(x)| > t}), t>0.

Definicion 2.20. Decimos que dos funciones f € My(R, p) y g € Mo(S,v) son equimedibles
si tiene la misma funciéon de distribucion, esto es, si

pr(t) =vy(t), Vt>0.

Ejemplo 2.21. Dado que las funciones simples cobrarédn cierta relevancia en resultados
posteriores, obtengamos una expresion explicita de la funcién de distribucion py de una
funcion simple no negativa de la forma

f = Z ;X E;» (4)
=1

donde {E;}, son conjuntos medibles disjuntos dos a dos y a3 > as > ... > a, > ayy1 = 0.
Si A > ay, entonces y17(A) = 0. Por otro lado, si aj41 < A < a; entonces

J J
{zeR:|f@)|> N =JE v )= ulE)
i=1 i=1
Por tanto, si definimos m; = S"7_, ju(E;), concluimos que
Hf = ijx[awrhaj)' (5)

Jj=1

Proposicion 2.22. Sea f € Mo(R, ). Entonces la funcion de distribucion puy de f es no
negativa, decreciente, y continua por la derecha en [0,00).

Demostracion. Definamos los conjuntos
E, ={x e R:|f(x)] >t}, t>0,

de modo que ps(t) = p(E;) para cada t > 0. Claramente jy es una funcién no negativa, por
ser p una medida positiva. Ademaés, si t; < t5 entonces E;, C Ey,, por lo que ps(ta) < ps(t1)
por la monotonia de p. Veamos por ultimo que fif es continua por la derecha. Dado ¢y > 0
cualquiera y una sucesion {t,},>1 C [0,00) tal que ¢, | o,

o
Ey, =] E.,.
n=1
y {E4, }n>1 €s una sucesion creciente de conjuntos p-medibles. Por tanto,

pr(t) = p(Ey) = M p(Ey,) = Hm pg(tn).

10



CAPITULO 2. RESULTADOS CLASICOS DE ESPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES

Proposicion 2.23. Sean f, g y {fn}nen una sucesion de funciones de Mo(R, ). Sea a € R
no nulo.

(i) S lg) < |f] peac., entonces py < py.

(i) Hap(N) = pig(2), YA 0.

(1i0) firrg(A1+ A2) < pp(Aa) + pg(A2), VAL A2 2> 0.

(w) Si|f| <liminf, . |fn] en p-a.e. entonces pp < liminf, o iy, .

(v) i |ful 1 1f], entonces iy, T py.

Demostracion. Las propiedades (i) y (ii) son triviales a partir de la Definicion 2.19. Veamos
ahora (iii). Dados A;, Ay > 0, entonces,

{reR:|f(z)+g(@)] =M+ A} C{ze R:[f(2)[+[g(x)] = A + Ao}
Cl{reR:[f(z)] =M} Ufz e R:[gx)] = Ao},

de donde se deduce que pirig(A1 + X2) < pp(A1) + pg(A2).
Claramente (v) es consecuencia inmediata de (iv), por lo que basta probar este ultimo
para concluir el resultado. Fijemos A > 0 y definamos

E,={zeR:|fu(z)| >} v E={zeR:|f(z)| > A}

Veamos que E C \J,-_; N,z En- Dadoz € Rcon | f(z)| > A, como | f(z)| < lminf, .| fu(2)],
existe m € N tal que para cada n > m se verifica que |f(x)| < inf | f,,(x)|. Es decir,

A<[f@)] <[fulx)], Vn=m,

por lo que z € (,5,, En € U1 My En- Como {5, En}oe—; €s una sucesion creciente
de conjuntos medibles, por el Teorema de la Convergencia Mono6tona se tiene que

uE)<p(U () B = Jim () B) < fim (fnf n(B0) =bimink n(E)
m=1n=m n=m -

y en consecuencia iy < liminf, . jty,. O

Definicion 2.24. Dada f € M(R, i), se define la reordenada decreciente de f como la
funcion f*: [0,00) — [0, 00) dada por

F1(8) = mE{A s (V) < 1)

De ahora en adelante adoptaremos la notacion inf(()) = co. Por tanto, si existe t > 0 de
modo que jf(A\) > ¢ para cada A > 0, entonces f*(t) = co. Ademas, si (R, ;1) es un espacio
de medida finita, entonces pug(A) < p(R) para cada A > 0, de manera que f*(t) = 0 para
todo ¢ > u(R). Por tanto, en esta caso podemos asumir que f* esta definida en [0, u(R)].

11



2.3. FUNCION DE DISTRIBUCION Y REORDENADA DECRECIENTE

Observacion 2.25. Dada f € M(R, i), como por la Proposicion 2.28, pf es decreciente,
se puede comprobar que

Jr(#) = sup{A : pp(A) >t} = my,, (t), (6)
donde m es la medida de Lebesgue en R.

Ejemplo 2.26. Hallemos la reordenada decreciente para una funciéon simple de la forma
(2.21). Tomando my = 0, esta claro por (2.21) que f*(t) = 0 si t > m,, mientras que
f*(t) = aj si mj_; <t < m; para algin j € {1,...,n}. Por tanto, concluimos que

f* = Z A5 X[mj_1,m;)- (7)
j=1

En algunos célculos posteriores sera conveniente utilizar una expresion alternativa de la reor-
denada decreciente de una funcién simple. Para ello, definamos

i
bi = a; — Qjy1, -Fz: UEj’ 7Vi:1,...7n,
J=1

de modo que podemos reescribir la reordenada decreciente f* como

Fo= " biXioutm)- (8)
i=1

Proposicion 2.27. Sean f € Mo(R, p). Entonces la funcion reordenada decreciente f* es
no negativa, decreciente y continua por la derecha en [0, 00).
Demostracion. Esto es consecuencia de la Proposicion 2.22 y la Observacion 2.25. O]
Proposicion 2.28. Sean f, g, {fn}nen funciones de Moy(R, 1) y sea a € R.

(1) Silgl < |f| p-a.e., entonces g* < f*.

(ir) (af)" = lalf*.

(iii) (f +9)"(t1+t2) < f*(t) + g°(t2), 1,12 = 0.

() Si|f| <liminf, o |fn] p-a.e., entonces f* < liminf, o f.

(v) Si|fu| 1 1f| p-a.e., entonces fr1 f*.

(vi) Si pp(N) < oo entonces f*(pr(N) < A, y si f*(t) < oo entonces ps(f*(t)) <t.
(vii) f y f* son equimedibles.

(viii) Si0 < p < oo, entonces (|f|P)* = (f*)P.

12



CAPITULO 2. RESULTADOS CLASICOS DE ESPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES

(ix) Sit,s >0, entonces f*(t) < s siy solo si pis(s) <t.

Demostracion. (i), (ii), (iv), (v) Estos son consecuencia inmediata de los respectivos (i), (ii),
(iv) y (v) de la Proposicion 2.28 y la Observacion 2.25.
(vi) Fijemos A > 0 y supongamos que ¢t = pr(\) < co. Entonces como ps es decreciente,

Frlis (V) = mE{N 2 (N) < (N} < A

Por otro lado, fijemos ¢t > 0 y supongamos que A = f*(¢) < co. Entonces por definicion existe
una sucesion A, L A con pf(A,) <,y como p es continua por la derecha,

up(F(0) = pp(N) = M pp(A) <.

(iii) Supongamos que A = f*(t1) + g*(t2) < 00, ya que en otro caso el resultado es trivial.
Entonces por la desigualdad triangular y (v), obtenemos que

pprg(A) = p{z = [f(2) + g(x)] > () + 97 (t2)})
< p{z | f (@) > 1)} + plfe - lg(@)] > g7 (t2)})
= pup(f(0)) + g (9" (£2))
<ty + to.

Por tanto, como (f + g)* es decreciente,

(f+9)"(t +t2) < (f+9) (r4g(N) S A= f7(t1) + g7 (L2).

(vii) Dada f € M cualquiera, podemos encontrar una sucesion no negativa de funciones
simples { f,, }nen tal que f, T |f]. A partir de la expresion (2.25), es facil comprobar que f, y
fr son equimedibles para cada n € N, i.e.

., (A) =myp(A), A=>0.

Ademas, como f,, T |f|, se tiene por (v) que f* 1 f*. Por tanto, por la propiedad (v) de la
Proposicion 2.23 se tiene que

= 1/ — 1, * = *
pp= lm pp, = lm mg = my-, (9)

de donde concluimos que f y f* son equimedibles.
(viii) Dado 0 < p < oo cualquiera, de (2.3) se deduce que

1 1
pipp(A) = pp(AP) = myp(Ar) = mepp(A), VA > 0.
Por tanto, teniendo en cuenta la Observacion 2.25 obtenemos que

(1fP) () = M pp (t) = Mm, peyp (t) = (f")P(t), Vt>0.

(ix) Sean t,s > 0 cualesquiera. Supongamos que f*(t) < s. Entonces f*(t) < oo, por
lo que aplicando la propiedad (vi) tenemos que pf(f*(t)) < t. Ademaés, py una funcion
decreciente, de modo que pi(s) < pr(f*(t)) < t. Reciprocamente, supongamos que ps(s) < t.
Entonces por la propiedad (vi) y por el hecho de que f* es decreciente, concluimos que

fr(t) < f(pyp(s)) <'s. O

13



2.3. FUNCION DE DISTRIBUCION Y REORDENADA DECRECIENTE

Observacion 2.29. Aunque f y f* sean equimedibles, al pasar a la reordenada decreciente
se pierde una cantidad considerable de informacién. Consideremos por ejemplo la funcion

f:(0,00) >R, f(x)=1—€" Vaz>0.

La funcion de distribucion my es infinita si 0 < A < 1, y se anula para cada A > 1. Por tanto,
f*(t) =1 para todo t > 0.

El siguiente resultado nos asegura que al pasar a la reordenada decreciente no se pierde
informacion relativa a las normas L, (que al fin y al cabo es lo que nos interesa en este
contexto).

Proposicion 2.30. Sea f € My(R, ) y 0 < p < oo. Entonces,

/R|f|pdl/u=p/ooo>\p_1uf()\)d)\:/Ooof*(t)pdt.

Ademds, para el caso p = oo,

supess | f(x)| = if{A: pp(A) = 0} = f*(0).

TER

Demostracion. Sean f € Mo(R,u) y 0 < p < oo cualesquiera. Definamos los conjuntos
medibles
Eyx={zeR:|f(x)]> A}, VA>0.

Entonces, por el Teorema de Fubini-Tonelli se tiene que

p [ = [ vy = [ [ i, @) duteyan

// PN x g, () d\ dp(x //lf PN dN dpu(x)
= [ 1@ auta)

Ademas, f y f* son equimedibles, de modo que pf(A) = my+(A) para cada A > 0. Entonces,
repitiendo el argumento anterior se llega a que

= -1 _ = *
p/o AP uf(/\)dA_/O fX(t)P dt.

En el caso p = oo, para cada A > || f||L=(r) se tiene que u(Ey) = 0. Por tanto,

[ f [l ry = mf{A = pp(A) = 0} = £7(0).

14



CAPITULO 2. RESULTADOS CLASICOS DE ESPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES

2.4. La desigualdad clasica de Hardy-Littlewood

Aunque la reordenada decreciente no conserva el producto ni la suma de funciones, si que
existen desigualdades que gobiernan estas dos operaciones. Los resultados asociados a estas
operaciones se desarrollaran en esta seccién (para productos a través de la desigualdad de
Hardy-Littlewood) y en la siguiente seccién (para sumas mediante la funcion maximal).

Con el objetivo de motivar el resultado central de esta seccion, es interesante discutir una
version discreta (elemental) de la desigualdad de Hardy-Littlewood. Esta expone que, dadas
dos sucesiones finitas (a;)!, (b;)?; C RT, entonces

=1 i=1

donde (a})?_, ((bf)r_,) son las sucesiones de elementos de (a;)"_; ((b;)_,) ordenados de forma
decreciente. En cierto modo, lo que nos dice es que la suma alcanza su maximo cuando los
términos en cada sucesion estédn ordenados de forma decreciente. El Teorema 2.33 nos permite
trasladar de forma satisfactoria esta desigualdad del contexto de las sumas discretas al de la
integral de Lebesgue, para lo cual es fundamental el concepto de reordenada decreciente.

Lema 2.31. Sean g una funcion simple no negativa en (R,p) y E un subconjunto medible

de R. Entonces
u(E)
/ gdu < / g (s)ds.
E 0

Demostracion. Como g es simple no negativa, por (2.26) podemos expresar g y ¢g* como

9= bixr, 9 =Y biXor)
=1 =1

donde Fy C --- C F,, y b; > 0 para cada ¢ = 1, ..., n. Entonces,

[ adn=3"bn(E 0 F) < Y bimin{u(E).u(F)

=1

n wE) w(E)
= ob [ @ = [ ) ds
=1 0 0

]

Lema 2.32 (G. H. Hardy [15]). Sean & y & dos funciones medibles no negativas en (0, 00)
Y supongamos que

[awas< | (s ds, (1)

para cada t > 0. Sea n una funcion decreciente no negativa en (0,00). Entonces,

[ s as < [~ et
15



2.4. LA DESIGUALDAD CLASICA DE HARDY-LITTLEWOOD

Demostracion. En virtud del teorema de la convergencia monotona, basta probar el resultado
cuando 7 es una funcién simple no negativa y decreciente. En este caso, podemos expresar 7
como

n(s) =Y a;x.)(s),
j=1

donde a; > 0 paracada j =1,...,ny 0 <t; < .. <t,. Entonces, aplicando (2.32),

o0 n t; n j o0
| ands=Y "0, [Tads<> 0 [Tads— [ enas
0 j=1 70 j=1
lo que concluye la demostracion. O

Teorema 2.33 (G. H. Hardy, J. E. Littlewood [15]). Si f,g € Mo(R, i), entonces

/R foldu < / " ()9 (s) ds. (12)

Demostracion. Como f*y ¢g* solo dependen de |f| y |g| respectivamente, es suficiente probar
(2.33) para funciones medibles no negativas. Ademas, dado que toda funcion medible no
negativa es el limite de una sucesion creciente de funciones simples no negativas, por el
teorema de la convergencia monotona y la propiedad (v) de la Proposicion 2.28 basta probar
el resultado cuando f es una funcién simple no negativa. En tal caso, por (2.26) podemos

escribir
n n
f= Z aixe, [°= Z @i X[0,E;)>
i=1 i=1

donde £y C --- C E,, y a; > 0 para cada ¢ = 1,...,m. Por tanto, aplicando el Lema 2.31
concluimos que

m m w(Es)
/Ifgldﬂzzai/ gdﬂézai/ g (s)ds
R =1 B i=1 /0

:/o Z“"X[OW(EZ-»(S)Q*(S) ds = /0 f(s)g"(s) ds.

A partir de la desigualdad de Hardy-Littlewood (2.33) esta claro que

[ \ratau < [ " F)g(s)ds,

para cualquier funcién medible g definida sobre R equimedible con g. En el caso en que
podemos interpretar f y g como sucesiones finitas, como en (2.4), es inmediato que la igualdad
se alcanza para una funcion g equimedible con g adecuada. Sin embargo, esto no suele ocurrir
en espacios de medida més generales y se hace necesario aislar aquellas clases de espacios de
medida que verifican propiedades semejantes.
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CAPITULO 2. RESULTADOS CLASICOS DE ESPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES

Definiciéon 2.34. Un espacio de medida o-finito (R, ) se dice que es resonante si para cada
f,9 € Mo(R, i) se cumple que

/ £ (£)g" (t)dt = sup / \Faldp,
0 R

donde el supremo se toma sobre todas las funciones g definidas sobre R equimedibles con g.
Anélogamente, se dice que (R, i) es fuertemente resonante si para cada par de funciones
f v gen My(R, ), existe una funcion g definida sobre R y equimedible con g tal que

/ " g @ = | gl

Naturalmente, necesitamos conocer qué espacios de medida tienen estas propiedades de
resonancia. Para ello, necesitamos introducir el concepto de &tomo en un espacio de medida
general.

Definicién 2.35. Sea (R, i) un espacio de medida o-finito. Decimos que un conjunto medible
E C R es un dtomo si u(E) > 0 y para cada F' C R medible se tiene que pu(E(F) =0
6 w(E\ F) = 0. Ademas, diremos que (R, i) es completamente atomico si existe E C R de
modo que pu(R\ E) =0y pu({x}) > 0 para cada x € M. De forma similar, diremos que (R, y)
es no atomico si R no contiene ningin atomo.

Observacion 2.36. Las medidas no atémicas también se conocen como medidas continuas,
dado que su rango es de la forma [0, u(R)]. Esto es, si el espacio es no atomico se puede
probar (|3, Lemma 2.5]) que, dado 0 < ¢ < u(R) cualquiera, existe un conjunto medible E;
de manera que

p(Ey) =t.

Ahora ya estamos en condiciones de caracterizar los espacios de medida resonantes y
fuertemente resonantes. Sin embargo, como las pruebas son extensas y estos resultados no
son centrales en este trabajo, los enunciaremos sin sus demostraciones, mencionando una
referencia en la que puedan encontrarse las mismas.

Teorema 2.37. Un espacio de medida o-finito (R, 1) es resonante si y solo si se cumple
alguna de las siguientes condiciones:

(i) (R, i) es no atdmico;
(i1) (R, ) es completamente atémico y todos los dtomos tienen la misma medida.
Demostracion. Véase |3, Theorem 2.7]. O

Teorema 2.38. Un espacio de medida o-finito (R, 1) es resonante si y solo si es un espacio
de medida finita y se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(i) (R, ) es no atémico;
(ii) (R, ) es completamente atomico y todos los dtomos tienen la misma medida.
Demostracion. Véase |3, Theorem 2.6]. O

Observacion 2.39. Una consecuencia inmediata de este tltimo resultado es que un espacio
de medida es fuertemente resonante si y solo si es finito y resonante.
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2.5. UNA FUNCION MAXIMAL ELEMENTAL

2.5. Una funcion maximal elemental

En el caso de considerar la funcion caracteristica de un conjunto medible E, y denotando
t = u(E), por la desigualdad de Hardy Littlewood (2.33) se tiene que

o [na< [ s (13)

Definicion 2.40. Dada una funcién f : Rt — R* localmente integrable, se define el operador

de Hardy sobre f como
1 t
= —/ f(s)ds, t>0.
t Jo

A partir de (2.5), esta claro que el promedio de f sobre cualquier conjunto medible de
medida ¢ estd dominado por el promedio de f* en el intervalo (0,¢). Tal y como veremos
més adelante, resulta que el problema de acotaciéon del operador de Hardy-Littlewood es
equivalente a la acotacion del operador de Hardy en el cono de funciones decrecientes. Por
tanto, entenderemos este promedio de f* como una funcién maximal asociada a f, lo que
induce la siguiente definicion.

Definicion 2.41. Sea f € My(R, ). Se define la funcion maximal de f, y se denota f**
como

t):%/of*(s)ds:Af*(t), £ 0.

Proposicion 2.42. Sean f, g, {fn}nen C Mo(R, 1), ya € R. Entonces f** es una funcion no
negativa, decreciente y continua en (0,00). Ademds, se verifican las siguientes propiedades:

(1) =0 siysolosif=0 u-ae.

(ii) f* < f*.
(iii) Silgl < |f| p-a.c., entonces g < f**.
(iv) (af)™ = lalf*.

(v) Si|fal 1 1] p-a.c., entonces 3 1

Demostracion. Notemos que como f* es decreciente, se tiene que f** es finita para algin
to > 0 si y solo si es finita para cada t > 0. En efecto, supongamos que existe ¢y > 0 tal que
f**(to) < oo. Entonces, para cada t < t, se tiene que

1 t 1 to
1 [reasst [Trea =20 [ e = L) <o

mientras que si t > ty se cumple que

1 t 1 to 1 t
rw=g [ rea=1 [T reaes [ e

1 fo % 1 ! * L — b *
%/0 ¥ (u)du+¥/tof (to) ds = f*(to) + f*(to)-

18
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CAPITULO 2. RESULTADOS CLASICOS DE ESPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES

Por tanto, f** sera finita para cada ¢t > 0, o infinita para cada ¢t > 0. En cualquier caso, f**
serd no negativa y continua por el Teorema de la Convergencia Dominada. Ademas, como
f* es decreciente, dados 0 < t; <ty se tiene que f*(s) < f*(s) para cada s > 0. De esta

manera,
tQ/ Fleds < ff*( )ds——/ F(u) du = F (k).

por lo que f** es decreciente.
Finalmente, las propiedades (i), (iii), (iv) y (v) son inmediatas a partir de la Proposi-
cion 2.28, mientras que para probar (ii) basta notar que, como f* es decreciente, se tiene

para cada t > 0 que
1 [t 1/t
i [ redszg [ rod=ro
0 0

Proposicion 2.43. Sea (R, i) un espacio de medida resonante. Si f € Mo(R, ) yt estd en
el rango de i, entonces

]

ro0 = s [ 11dns ) =1}, (14)

Demostracion. Como t se encuentra en el rango de p, existe un conjunto medible £ de modo
que p(E) =t. Sea g = xg, de modo que g* = xjo,4) por la Observacion 2.26.

Notemos que una funcién g serd equimedible con g si y solo si |g| es igual p-a.e. a la
funcion caracteristica de un medible F' tal que pu(F') = t. En efecto, si existe un medible F
tal que u(F) =ty |g| = xr, entonces g y g seran equimedibles en virtud de la Observacion
2.21. Supongamos ahora que g y g son equimedibles, de modo que

g (A) = pg(A) = txp1)(A).

Por tanto, se tiene que pz(\) = pu{r € R : |g(z)| > A} = 0 para cada A > 1, por lo que
|g| <1 p-a.e. Analogamente se prueba que |g| > 1 p-a.e., luego |g| es la funcion caracteristica
del conjunto F' = {zx € R: |g(x)| = 1}, que verifica

uti)=n( ({rer:lgor=1- 1) = m s (1- ) =t

n=1

Como (R, i) es resonante, concluimos que

Fro = [F0as=1 [ renands=1 [ re0es
= s [ 1ol g =n = g { [ Ifldu: um) =1},
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2.6. ESPACIOS INVARIANTES POR REORDENAMIENTOS

Una de las diferencias fundamentales entre f* y su funciéon maximal f** es que la igualdad
(2.43) nos permite deducir que la funcién maximal f** es subaditiva. Esto es,

(f+9) @) < f*@t)+ g™ (), VE>0.

Ademas, aunque esto sélo se cumple a priori para espacios resonantes, podemos conseguir
generalizar este resultado a espacios de medida o-finitos arbitrarios. La idea es utilizar el
método de los retractos |3, Theorem 3.4], que nos permite introducir un espacio de medida
o-finito dentro de un espacio de medida no atémico (y por tanto, resonante por la Proposi-
cion 2.37). La inclusion en este nuevo espacio resulta preservar la reordenada decreciente y
su funciéon maximal asociada, de modo que la subaditividad se sigue del caso resonante.

Teorema 2.44. Sea (R, i) un espacio de medida o-finito y f,g € Mo(R, ). Entonces,
(f +9)™ ) < f*(t) +g™(t), Vt>O0.

2.6. Espacios invariantes por reordenamientos

En los conocidos espacios £, la norma de un vector de componentes positivas (a1, ..., an)
depende obviamente de los valores a4, ..., a,, pero no del orden en el que estos elementos estan
dispuestos. Esta propiedad puede generalizarse a ciertos espacios de Banach de funciones,
conocidos como espacios invariantes por reordenamientos, en los cuales se puede desarrollar
una teoria considerablemente mas rica que la de los espacios de Banach de funciones més
generales.

Definicién 2.45. Sea p una funcién norma definida sobre un espacio de medida o-finito
(R, ). Decimos que p es invariante por reordenamientos si

p(f) =plg), Vf g€ MoR,p).

Ademas, en tal caso el espacio de Banach de funciones X = X (p) se dice que es un espacio
invariante por reordenamientos (r.i.) .

Observacion 2.46. Por la Proposicion 2.30, los espacios LP(R, p) son invariantes por reor-
denamientos.

Una de las virtudes de los espacios invariantes por reordenamientos (sobre espacios de
medida resonantes), es que muchas de las propiedades que hemos descrito tienen una inter-
pretacion en términos de f* en lugar de f.

Proposicién 2.47. Sea p una funcion norma invariante por reordenamiento definida sobre
un espacio de medida resonante (R, ). Entonces la norma asociada p' es también una funcion
norma invariante por reordenamiento. Ademds, las normas p y p' vienen dadas por

#(g) = sup { | s tsrds o) < 1}, Vo € Mo(R.p),

p(f) = sup { / T P (s)g(s)ds  (g) < 1}, Ve My(Rp). (15)
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CAPITULO 2. RESULTADOS CLASICOS DE ESPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES

Demostracion. Dada g € Mo(R, p), como (R, 1) es resonante y p es invariante por reorde-
namientos se tiene que

r'(g) = Sup {/fgdu} = sup {/fgdu} = Sup b sup {/fgdu}
zf:z% <=ty
o [P

Razonando de forma anéloga se demuestra (2.47). O

Corolario 2.48. Sea X un espacio de Banach de funciones sobre un espacio de medida
resonante (R, ). Entonces X es invariante por reordenamientos si y solo si X' es invariante
por reordenamientos, en cuyo caso se tiene que

||g||X/—sup{ / (s ||f||x<1} vge X,

||f||X=sup{ / f*(s)g*(s)ds:||g||><f§1}, Vfex.

Corolario 2.49 (Desigualdad de Holder). Sea X un espacio invariante por reordenamientos
sobre un espacio de medida resonante (R, ). Si f € X y g € X', entonces

[sslan< [7 157 ds < [ lcloly

Demostracion. Trivial por el Teorema 2.33 y el Corolario 2.48. O]

El siguiente resultado nos dice que, en cierto modo, los espacios invariantes por reorde-
namientos (sobre espacios de medida resonantes) estan caracterizados por las reordenadas
decrecientes de sus funciones. Mas atun, estos espacios pueden interpretarse como espacios
invariantes por reordenamientos sobre (R, m).

Teorema 2.50 (Teorema de representacion de Luxemburg [25]). Sea X = X (p) un espacio
invariante por reordenamientos definido sobre un espacio de medida resonante (R, u). En-
tonces, existe un espacio invariante por reordenamientos X = X (p), definido sobre (R*,m),
de modo que

pf)=p(f"), VfeMg(R p).

Ademds, si o es una funcion norma sobre (RT,m) invariante por reordenamientos que re-
presenta a p, en el sentido de que

p(f)=0o(f*), YfeMJ(R, p),

entonces la funcion norma asociada p' de p es representada de la misma manera por la norma
asociada o' de o, esto es,

p'(g)=0'(g"), V[feM{(R, p.
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Demostracion. Véase |3, Theorem 4.10]. O

Ejemplo 2.51. Sea (R, i) un espacio de medida resonante y 1 < p < co. Entonces, por la
Proposicion 2.28 se tiene que

[ flleerpy = | f et m)y, YV f € LP(R, ).

Por tanto, el espacio invariante por reordenamientos definido sobre (R*,m) asociado a
LP(R, i), cuya existencia esta asegurada por el teorema de representacion de Luxemburg
(Teorema 2.50), es justamente LP(RT m).

2.7. La funcion fundamental

Algunas de las propiedades de los espacios invariantes por reordenamientos pueden refor-
mularse a través de una funcién asociada a cada uno de estos espacios , la funcion funda-
mental. A través de esta herramienta, es posible clasificar estos espacios, y preguntarse cuales
son los espacios més “grandes” y “pequenos” que comparten la misma funciéon fundamental,
lo que nos lleva a los conocidos espacios de Lorentz A(X) y M(X).

Definicion 2.52. Sea X un espacio invariante por reordenamientos sobre un espacio de
medida resonante (R, ). Para cada t > 0 en el rango de pu, sea un conjunto medible E de
modo que p(E) =t, y definamos

ox(t) = |Ixellx-

La funcién ¢y se conoce como la funcion fundamental de X.

Como el espacio X es invariante por reordenamientos, la funciéon fundamental px esta
bien definida. En efecto, si tomamos ¢ > 0 en el rango de u, y dos conjuntos medibles E, F'
de modo que u(E) = u(F) = t, entonces

Ixellx = lxellx-

Ejemplo 2.53. Sea (R, ) un espacio de medida no atémico. Por la Observacion 2.36, el
rango de u es el intervalo [0, u(R)], y se puede comprobar que la funcion fundamental de
LP(R, ) es,

e, 1<p<oo

, 0<t<pu(R).
X(0,u(R)) (t)v p =00

pre(t) = {

Ejemplo 2.54. Por el Teorema 2.37, sabemos que los tnicos espacios de medida resonantes
y atomicos son aquellos completamente atémicos, y cuyos atomos tienen todos la misma
medida. Consideremos Z con la medida de contar u, cuyo rango es N U {0}. Entonces, la
funcion fundamental de £, = LP(Z, j1) es,

nl/p, 1<p<oo
0, (t) = B
X (0,00) (n>’ b =00
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CAPITULO 2. RESULTADOS CLASICOS DE ESPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES

Veamos a continuaciéon algunas propiedades de la funcion fundamental.

Teorema 2.55. Sea X un espacio invariante por reordenamientos sobre un espacio de medida
resonante (R, 1), y X' su espacio asociado. Entonces,

ex(t)ex(t) =1,
para cada t > 0 en el rango de p.

Demostracion. Sit = 0 el resultado es trivial, dado que toda funciéon fundamental se anula
en el origen. Por tanto, supongamos que 0 < ¢t < oo. Como ¢ esta en el rango de p, existe un
conjunto medible E con pu(E) = t, de modo que por la desigualdad de Hélder (Corolario 2.49),
se tiene que

t=p(E) = / xe dp < |[xellxlxellx = ¢x()ex(b).
R

La desigualdad opuesta se prueba utilizando la relaciéon de Hardy-Littlewood-Pdlya y el Lema
de Hardy (Lema 2.31) (véase |3, Theorem 5.2 | para una demostracion més detallada.). O

Definicién 2.56. Sea ¢ una funciéon no negativa definida en [0, 00). Decimos que ¢ es cua-
siconcava si

(i) o(t) es creciente en (0, 00),
(i) ¢(t)/t es decreciente en (0, 00),
(iii) ¢(t) =0 siy solosit=0.

Corolario 2.57. Sea X un espacio invariante por reordenamientos sobre un espacio reso-
nante (R, ). Entonces la funcion fundamental de X, px, es cuasiconcava y continua excepto
quizds en el origen.

Demostracion. Veamos que @x es cuasiconcava. Como X es un espacio de Banach de fun-
ciones, dados dos conjuntos medibles E, F' con £ C F, se tiene que ||xg|x < |[xrlx, y en
consecuencia @y es creciente. Ademas, por la Proposicion 2.48, X’ es invariante por reorde-
namientos, de modo que aplicando el Teorema 2.55 deducimos que px(t)/t = 1/px(t) es
decreciente, y trivialmente ¢ x(t) = 0 si y solo si t = 0.

Consideremos 0 < ty < oo en el rango de . Si (R, ) es completamente atémico, entonces
@x esta definida sobre un conjunto discreto de [0, 00), y por tanto es continua. Supongamos
que (R, u) es no atomico. Como ¢x es creciente, si no es continua en t, tendré, en el peor
de los casos, un salto de discontinuidad en ;. Sin embargo, en ese caso ¢x(t)/t no sera
decreciente a la derecha de %, lo que supone una contradiccion. O

Observacion 2.58. Se puede probar |3, Proposition 5.8] que toda funciéon cuasiconcava es la
funciéon fundamental de cierto espacio de Banach de funciones invariante por reordenamientos.
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2.7. LA FUNCION FUNDAMENTAL

Claramente, no toda funciéon cuasiconcava es concava, para lo cual basta considerar la
funcion ¢(t) = méx{1,t} sit > 0y ¢(0) = 0. Sin embargo, todo espacio invariante por
reordenamiento sobre un espacio resonante se puede dotar de una norma equivalente a la
inicial [3, Proposition 5.11|, de forma que su funcién fundamental sea concava. Esto da pie a
la siguiente definicion.

Definicion 2.59. Sea X un espacio invariante por reordenamientos sobre un espacio re-
sonante (R, u), y asumamos sin pérdida de generalidad que su funcién fundamental px es
concava. El espacio de Lorentz A(X) consiste en aquellas funciones de My(R, i) para las
cuales

1 Fllace) = / £(s) diox (s) < oo

De forma similar, se define el espacio de Marcinkiewicz M(X) como aquellas funciones de
Mo(R, i) para las cuales

7o = sup {7 (Bex(t)} < oo

Ejemplo 2.60. Sabemos por el Ejemplo 2.53 que ¢:1(t) = ¢ para todo t > 0, de modo que
aplicando la Proposicién 2.30 para cada f € L',

1 llaen = /f ) dipp (s /f ) ds = / fld.

Il = s {7 e} = s {50} = s { [ 505}

0<t<oo 0<t<oo

/f as = [ Ifldn

Por tanto, A(L') = L' = M(L'). De forma similar, ¢z (t) = X(0u(r)) (t) para todo t > 0, de
manera que dado f € L°°,

1 Fllawey = / £(s) dippe(s) = £°(0) = supess | f(z)].

Tz€ER
7=y = sup {7 Wesm)} = s {70}
=tim {£°(1)} = £°(0) = supess| («)]

En conclusion, A(L>) = L = M(L>).

El siguiente resultado expone la relevancia de estas clases de funciones en el contexto
de los espacios invariantes por reordenamientos. La idea es que, dado un espacio invariante
por reordenamientos X, los espacios A(X) y M (X) se corresponden, respectivamente, con el
espacio invariante por reordenamientos mas “pequeno” y con el mas “grande”, que comparte
la funcién fundamental px del espacio original X.
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CAPITULO 2. RESULTADOS CLASICOS DE ESPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES

Teorema 2.61. Sea X un espacio invariante por reordenamientos sobre un espacio resonante
(R, ). Entonces, los espacios A(X) y M(X) son espacios de Banach de funciones invariantes
por reordenamientos, y sus funciones fundamentales son px. Ademds,

AX) = X = M(X),
y las inclusiones son de norma 1.

Demostracion. Véase |3, Theorem 4.47]. O

2.8. Los indices de Boyd

En esta ultima seccion, estudiaremos los conocidos indices de Boyd ay,@x de un espacio
invariante por reordenamientos, introducidos en 1969 por W. D. Boyd [5]. Analizando las
propiedades de los operadores de dilatacién somos capaces de definir estos parametros, que
en cierto sentido nos dicen dénde se sitiia nuestro espacio en la escala entre L' y L™ (véase
[3, Theorem 6.6]). Sin embargo, antes debemos recoger algunos resultados elementales sobre
la teoria de funciones subaditivas.

Definicion 2.62. Decimos que una funciéon w : R — R es subaditiva si
w(s+t) <w(s)+w(t), t,sekR.
Lema 2.63. Sea w una funcion creciente y subaditiva en R tal que w(0) = 0. Entonces,
—w(—s) <w(s), seR.
Ademds, los limites lim,_, o, w(s)(s) y lims_, o w(s)(s) existen, y se cumple que

a:h’m@:infw wzsupw.

, a= lim
s—oo 8§ s>0 8§ $——oo S s<0 S

Demostracion. Dado s € R, por la subaditividad de w sabemos que
0=w(0) =w(s+ (—s)) <w(s)+w(—s).

Por otro lado, sea @ = inf,~ow(s)/s. Esta claro que 0 < @ < w(1), por lo que en particular
@ es finito. Ademas, dado € > 0, sabemos que existe ¢y > 0 tal que @ < w(t)/t <a+e€,y
por tanto podemos escoger N € N tal que (1+1/N)w(t)/t < @+ e. De este modo, para cada
s > Nt existe n > N tal que nt < s < (n + 1)t, por lo que como w es creciente y subaditiva

w(s) o wlln+ D) _ <1+l>@§ <1+l>@<a+e,

a <
- s nt n t N

IN

Q. O]

luego limg_, o w(s)(s)
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Definiciéon 2.64. Decimos que una funcion ¢ : Rt — R* es submultiplicativa si

U(st) <P(s)v(t), ts>0.

Observacion 2.65. Dada una funcién 1 : Rt — R* submultiplicativa, le podemos asociar
la funciéon

w(s) =logw(e®), seR.

Claramente w es una funcion subaditiva. Ademaés, si ¥ es creciente y cumple que (1) = 1,
entonces w satisface las hipotesis del Lema 2.63. Por tanto, existen los limites

_ ,logy(t) . logy(t) . logu(t) log ¥ (t)
a(y) P log ¢ ] logt ’ a(v) t_1>r(1)[1+ logt OS<1§I<)1 log ¢

En lo que queda de seccion, denotaremos por X = X(p) a un espacio de Banach de
funciones invariante por reordenamientos sobre un espacio de medida (R, pt) o-finito, infinito
y no atéomico (la teoria se puede desarrollar también si el espacio de medida es resonante
[3]). En ese caso, sabemos que el Teorema de representacion de Luxemburg (Teorema 2.50)
proporciona un espacio invariante por reordenamientos X = X(p) sobre (R*,m), de modo
que

p(f)=p(f), VfeMg(R p.
Definicion 2.66. Dado ¢t > 0, se define el operador de dilatacion como
Eif(s) = f(st), s>0, fe&MyR" m).
Ademas, si X es un espacio invariante por reordenamientos, v X es el espacio de represen-

tacion dado por el Teorema de representacion de Luxemburg (Teorema 2.50), se define la
funcion

hx(t) = Byl xsx, t>0.
A priori, no sabemos si los operadores de dilatacion estan acotados en todo espacio inva-
riante por reordenamientos. El siguiente resultado confirma su acotaciéon y ademaéas propor-

ciona una estimacién de su norma como operadores.

Proposicion 2.67. La funcion hx es una funcion creciente y submultiplicativa sobre Rt tal
que hx(1) =1 y satisface la estimacion

hx(t) <max{1,t}, ¢>0. (16)
Ademds, si X' es el espacio asociado de X, entonces
1
hX<t) = thx (;), t > 0.
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Demostracion. Para probar la desigualdad (2.67) son necesarios resultados de interpolacion
sobre espacios invariantes por reordenamientos (véase |3, Proposition 5.11| para una demos-
tracion en detalle de este hecho). Por otro lado, observemos que E; es la identidad, luego
hx(1) =1 trivialmente. Ademas, dado s > 0y f € X, se tiene que

mpf(s) ={x eR: Ef(x) > s} = |{z e R: f(tx) > s}

=|{z/teR: f(z) > s} = H{x eR: f(x) > s}

— R fa) > 5} = "0,

de donde se sigue facilmente que (E,f)* = E,f*. Por tanto, por el Corolario 2.48, se cumple
que

1By fllx = sup { / Eypf*(s)g™(s) ds - lgllx < 1}

= sup { /OOO [ (s/t)g™(s)ds - |lgllxr < 1}. Y

De esta manera, esté claro que hx es una funcién creciente. Por otro lado, como E,FE; = Ey
para cada s,t > 0, sabemos que hx es ademés submultiplicativa. Finalmente, realizando el
cambio de variables u = s/t en (2.8), deducimos que

1
12 fllx < Ul f <l Bl zy =t fllz [ Eegller < tllfllghx <;>

donde hemos utilizado que (X)' = X', consecuencia del Teorema de representacién de Lu-
xemburg (Teorema 2.50). Por tanto, hx(t) < thx:(1/t) para cada t > 0. La desigualdad
opuesta se deduce del teorema de Lorentz-Luxemburg (véase |3, Teorema 2.7]). O

Definicién 2.68. Se definen los indices de Boyd ay y ax como

. loghx(t)
ay = sup ———, ax = inf ————=.
o<t<1 logt I<t<oo  logt

Proposicion 2.69. Los indices de Boyd vienen dados por los limites

log hx (t log hx(t
ay = lim Og—X(), ax = lim Og—X()7 (18)
t—0t  logt t—oo  logt
y satisfacen
0<ay<ay<l
Ademads,
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Demostracion. Por la Proposicion 2.67 sabemos que hx es creciente, submultiplicativa y
verifica que hx (1) = 1. Entonces, por el Lema 2.63 y la Observacion 2.65, concluimos (2.69).
Por la Proposicion 2.67 sabemos que

log hx (t) 1 log hx(1/t)
log ¢ log(1/t)

de donde se se sigue (2.69). Ademaés, el mismo resultado garantiza que hx(t) < t para todo
t > 0. De esta manera, sabemos que ax < 1, y como 1 — ay = ays < 1, deducimos también
que ay > 0. Por dltimo, como h es submultiplicativa sabemos que 1 = hx (1) < hx(t)hx(1/t)
para cada t > 0. Por tanto,

t >0,

1
loghx(1/1) 8 (W)) _ loghx (!
log(1/t) log ¢ — logt ’

para cada t > 1, luego tomando ¢ — oo concluimos que ay < @x. O

Ejemplo 2.70. Sea (R, 1) un espacio de medida resonante. Sabemos por la Proposicion 2.30
que

I erwy = 11/ Neo@tmy, 1< p < o0,
para cada f € LP(R, ). Por tanto, el espacio de representacion de LP(R, i), 1 < p < oo, que

nos proporciona el teorema de representacion de Luxemburg (Teorema 2.50) es justamente
LP(R*,m), 1 < p < oo. De este modo, sit>0,1 <p<ooy fe€LP(RT, m),

1By f e e :/0 |f(8/75)|”d=9=75/0 [f(P)Pdr =t f oy

luego Ejj; estd acotado en LP(R*,m), y su norma es ||E1,|| = t'/7. Por otro lado, si f €
L*>®(R*,m) se tiene que

1B fllzo s my = sup ess [ £(s/t)| = supess | ()] = [l @rm)-

0<s<oco

luego E4; esta acotado en L®(R*,m), y su norma es ||E; .|| = 1. En conclusion,
P s 1< p < oo,
hir(rp(t) =

1 st p=0Q.

Por tanto, si 1 < p < oo, los indices de Boyd de LP(R, u) seran

log hrw(r ) (t) . logtt/? 1
Qrp(gyy = M —————— = lim = -,
ot log t t—»0+ logt D
_ log hrp(ry(t) .. logt'/? 1
Qrp(Ry) = lim —————— = lim = —.
& t—00 logt t—oo logt P
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mientras que si p = 00,

IOghLoo(R”u)(t) — Y 10g1 o

s — I _ o
B0 T 50T gt o+ log
log h e ¢ lo 1

Qroo(ry) = lim log M (t) _ i o8l _

= lim =
t—o0 log t t—o0 log t

Aunque los indices de Boyd tienen interés en si mismos, uno de sus aspectos més fun-
damentales es su relaciéon con la acotacion de ciertos operadores clasicos sobre espacios
invariantes por reordenamientos. Si bien atin no hemos definido el operador maximal de
Hardy-Littlewood (Capitulo 3) y la transformada de Hilbert (Capitulo 5), es interesante
tener siempre en mente los siguientes resultados clasicos.

Teorema 2.71 (G. G. Lorentz [24], T. Shimogaki [33]). Sea X un espacio invariante por
reordenamientos sobre R"™. Entonces el operador maximal de Hardy-Littlewood M estd acotado
en X siy solo siay < 1.

Demostracion. Véase |3, Theorem 5.17]. O

Teorema 2.72 (D. W. Boyd [4]). Sea X un espacio invariante por reordenamientos sobre
R™. Entonces la transformada de Hilbert H estd acotada en X si y solo si se cumple que

Demostracion. Véase |3, Theorem 5.18]. O
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Capitulo 3

Espacios de Lorentz y el operador
maximal de Hardy-Littlewood

El operador mazimal de Hardy-Littlewood es una de las piedras angulares del anélisis mo-
derno, estableciendo vinculos entre al anélisis armonico, el analisis funcional y las ecuaciones
en derivadas parciales. Su importancia no solo recae en las propiedades intrinsecas que exhibe,
sino en sus profundas implicaciones en el estudio de ciertas funciones y sus promedios.

En este capitulo desarrollaremos algunas propiedades del operador maximal de Hardy-
Littlewood, asi como su relacién con los espacios de Lorentz. En la secciéon 3.1 discutiremos
la acotacion fuerte en los espacios LP y el teorema de diferenciacion de Lebesgue, para lo
cual estudiaremos la relacion entre el operador maximal y el operador de Hardy actuando
sobre el cono de funciones decrecientes (Teorema 3.17), asi como las desigualdades clasicas
de Hardy (Lema 3.18). En la seccion 3.2 veremos cémo surgen de forma natural los espacios
de Lorentz al interpolar entre L' y L>, y su conexién con la acotacion débil del operador
maximal de Hardy-Littlewood. Ademaés, discutiremos algunas de sus propiedades funcionales,
y las inclusiones (continuas) clésicas entre los mismos.

El libro de referencia en este capitulo sera [3].

3.1. El operador maximal de Hardy-Littlewood

En general, el operador maximal de Hardy-Littlewood puede definirse sobre espacios mé-
tricos de medida con buenas propiedades, como puede ser que la medida sea doblante. Sin
embargo, en esta seccién nos centraremos en su version clasica sobre R", definida para fun-
ciones localmente integrables.

Definicion 3.1. Se define el operador maximal de Hardy-Littlewood como la aplicaciéon que,
a cada f € Li (R"™), le asocia su funcién maximal M f : R — RT dada por

loc

1 n
(Mf)(x) = sup o0 /Q FW)ldy, VzeR", (20)
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donde el supremo se extiende sobre todos los cubos (con lados paralelos a los ejes) que
contienen a x en su interior.

Observacion 3.2. Existen otras versiones de este operador, como puede ser el operador
maximal de Hardy-Littlewood centrado,

1 n
(Mef)(x) ‘Z%E@/Q‘f(y)'dy’ Ve e R,

donde el supremo se extiende sobre todos los cubos (con lados paralelos a los ejes) centrados
en x, o el operador maximal de Hardy-Littlewood sobre bolas,

1 n
(Mpf)(x) = sup W /B(M) |lf(y)|dy, VaxeR"

r>0

En cualquier caso, no es dificil comprobar que estas definiciones son equivalentes, en el sentido
de que existen constantes ¢, ¢, > 0, que no dependen de f, de manera que

cnMpf(z) < Mf(x) < ,Mpf(x), caMcf(r) < Mf(x) < c,Mcf(z),

para cada x € R". Por tanto, las acotaciones que veremos a continuacion son las mismas para
todos estos operadores maximales. De esta manera, por comodidad, sera suficiente trabajar
con el operador dado por (3.1).

Antes de estudiar las diversas propiedades del operador maximal, veamos que aplicado
sobre una funcion localmente integrable este es, al menos, una funciéon medible.

Proposicion 3.3. Si f € L. (R"), entonces M f es una funcion medible. Mds aiin, el con-
jJunto

Ex={x€R": Mf(x)> A},
es abierto para cada A > 0.

Demostracion. Sea A > 0 cualquiera, veamos que FE)\ es abierto, y por tanto medible. Sea
x € F) arbitrario. Como

1
M) = sup /Q F@)]dy > A

existe un cubo @, y r > 0 de manera que B(z,7) C @), y ademas,

1
Q:| Jo,

Veamos que B(x,r) C E\. Dado z € B(z,r) C @, se tiene que

[f(y)ldy > X

1 1
Mie) =sw i [ 150z g [ >

por lo que z € F),. O
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Observacion 3.4. Es facil comprobar que el operador maximal es sublineal, es decir,
M(f+g) < Mf+ Mg, MAS)=|[AMF,

para cada f,g € LL (R") y A € R.

loc

Uno de las primeras cuestiones que surgen al tratar con el operador maximal de Hardy-
Littlewood es su acotacion entre espacios LP(R™) para todo p € [1, 0], esto es, si

M : LP(R") — LP(R™).
El caso p = oo es trivial, dado que
1M flloo < [ fllocs V¥ f € LZ(R™). (21)

Por tanto, si M estuviera acotado en L'(R"), podrfamos aplicar el Teorema de Interpolacion
de Riesz-Thorin (véase |3, Theorem 2.2|) para concluir su acotaciéon para todo p € [1,00].
Sin embargo, no s6lo M no esta acotado en L'(R™), sino que no est4 ni siquiera bien definido
(Proposicion 3.5).

Una solucién a este problema pasa por buscar un espacio en el que el operador maximal
esté acotado de forma natural. La idea clave estd en la desigualdad de Chebyshev, que nos
dice que para cada funcién f medible se tiene que

eeR i@l z <7 [ 1wl

n

En el caso de que f € L'(R"), esta desigualdad nos da una cota sobre la medida de los
conjuntos de nivel de nuestra funciéon. Sin embargo, es posible tener cotas similares aunque
la funcién no sea integrable, lo que nos da la pista de como podriamos debilitar los espacios
L? clasicos. Esta idea da lugar a los espacios de Lorentz, aunque antes de introducirlos,
estudiaremos el estrecho vinculo entre la reordenada decreciente de la funcién maximal de
Hardy-Littlewood (M f)*, y la funcién maximal f** que se introdujo en el capitulo anterior,
lo que nos permitira establecer la acotacion fuerte del operador maximal M.

Proposicion 3.5. Si f € L'(R") es no nula, entonces Mf ¢ L'(R™). Mds ain, existen

constantes R, C > 0 tal que
C

MA@ 2 e

para cada x € R™ con ||z|js > R.

Demostracion. Sea f € L'(R™) no nula. Consideremos el conjunto £ = {z € R" : f(z) # 0},
que es medible y de medida estrictamente positiva. Como R™ = | J, .y B(0, k), existe R € N
tal que

m(B(0,R) N E) > 0.
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Sea x € R" con ||z||2 > R. Si consideramos @, = [—||z||2, ||z]|2]", se tiene que B(0, R) C Q.,
y por tanto,
1 1
Mf(x) =sup — [ [f(y)ldy > [F(y)l dy
@z |Q| Jg Qx| Ja,

1 / 1
> L |f(y)|dy=—/ F)ldy =S
Q2| JB0,R)E 2llzll2)™ Jeo,r)nE (B4l

donde C' = 5 Js0.mne W)l dy > 0.
Finalmente, el hecho de que M f ¢ L'(R") se sigue de que

Mf(a:)de/ de:oo.

llzll2>R ]2

Mf(x)dacz/

R® l[z[l2>R

]

Para alcanzar nuestro objetivo principal en esta seccién, una estimacion del “tamano” de
M f para una funciéon f € LP con p > 1, necesitaremos una serie de lemas de recubrimientos
(entre los cuales se encuentra una version elemental del Lema del recubrimiento de Vitali), y
otros resultados relacionados con la reordenada decreciente.

Lema 3.6. Sean Q1, Q2 dos cubos en R™ tal que Q1 N Qs # 0. Si m(Q1) < m(Qs), entonces

Ql C QQ?
donde Qs es el cubo concéntrico con Qs y de lado 3 veces el de Q.

Demostracion. Sean ¢y € R", [; > 0y ¢ € R™, I3 > 0 los centros y longitudes de los lados
de Q)1 vy Q)2 respectivamente, de forma que

Q1 = Bxo(c1,11/2), Q2= Bw(c1,12/2), Q2= Buo(c1,3l2/2).

Sea 79 € Q1 N Q, y observemos que I; = m(Q1)Y™ < m(Q2)"/" = l,. Entonces, para cada
x € Q1 se tiene que

R SR ) 3
o o0 < - oo - 00 - 0o S ~ - - S =1 s
|z = calloo < ||z — c1lloe + lle1 — @ol|oo + [|20 — 2] 5 + 5 + 5 52

y por tanto Q1 C Q. n

Lema 3.7. Sea €2 un subconjunto medible de R" de medida finita y F una coleccion de
cubos Q) que recubren a 2. Entonces existe una subfamilia finita Q1,--- ,Qk de F, con cubos
disjuntos dos a dos, tal que

K
2 <4 |Qxl- (22)

k=1
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Demostracion. Por la regularidad interior de la medida de Lebesgue de R", el conjunto 2
lo podemos aproximar desde dentro tanto como se quiera mediante conjuntos compactos.
Ademas, cada cubo @) de la familia F se puede remplazar por un cubo abierto més grande
con medida tan préxima como se quiera a la medida del cubo original ). Por tanto, basta
probar el lema suponiendo que €2 es compacto y los cubos @) de la familia F son abiertos,
siempre y cuando se demuestre (3.7) para una constante menor que 4" (en nuestro caso sera
3").

Por tanto, en estas condiciones F es un recubrimiento abierto del conjunto {2 compacto,
con lo que existe una cantidad finita de cubos de la familia F que cubren a 2. Por tanto,
podemos suponer también que la familia F es finita. Sea )1 el cubo méas grande en F, sea
(22 el cubo mas grande de los restantes de F que sea disjunto con ()1, sea Q3 el cubo mas
grande de los restantes de F que sea disjunto con (), y asi recursivamente. Como F es finita,
el proceso anterior termina después de un cierto niimero finito de pasos, resultando asi un
namero finito de cubos Qy,--- ,Qk. Para cada k € {1,---, K}, sea @} el cubo concéntrico
con Qi pero que tiene sus lados tres veces mas largos que los lados de (). Entonces la familia
{Q:}E | recubre a Q. En efecto, por reduccién al absurdo, supongamos que no es asi, luego
existe v € O\ UK, Q;, y dado que F recubre a 2, tenemos que x pertenece, al menos, a
uno cubo @ de la familia F. Tenemos que @ no pertenece a la familia {Q;}5 | ya que si
Q) = @} para algun k € {1,--- ,k}, tendriamos que = pertenece a )}, y llegariamos a una
contradiccion, porque hemos supuesto que x € Q \ UK Qz. Por construccion sabemos que
existe k € {1,--- , K} de manera que Q, N Q # 0 y |Q| < |Qk|, porque si Q, N Q = () para
cada k =1, ---, K. Aplicando el Lema 3.6, tenemos que ) C @}, con lo que = pertenece a
Q;, v llegamos a una contradiccion, dado que habiamos supuesto que z € Q\ UX_, Q5. Luego
la familia {Q;}5_, recubre a 2, de modo que

K K
Q] <> 1@k =3"D>|Qxl.
k=1 k=1

Lema 3.8. Sea (R, ) un espacio de medida y f € Mo(R, ). Entonces,

suptus(t) = Stuloa tf*(t).
>

t>0

Demostracion. Veamos en primer lugar que sup,.tus(t) < sup,otf*(t). En el caso de que
sup,.otf*(t) = oo el resultado es trivial, por lo que asumamos que sup,.,tf*(t) < co. Sea
t > 0 arbitrario. Supongamos que f*(t) > 0, pues en caso contrario no hay nada que probar.
Consideremos € > 0 tal que 0 < € < f*(t), y definamos t. = f*(t) — e < f*(¢). Entonces, por
la Proposicion 2.28 tenemos que ¢t < ug(t.), y por tanto,

) = ) < tepup(te) < suptpuy(s).
s>
Tomando el limite ¢ — 0, concluimos que

tfr(t) < Sup tpg(t).
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Para la desigualdad contraria, supongamos sin pérdida de generalidad que sup,. tuf(t) < oo
y tomemos € > 0 arbitrario. Al igual que antes basta suponer que js(t) > 0. Sea € > 0 tal
que 0 < € < ps(s), y definamos t. = ps(t) — e < py(t). Entonces, por la Proposicion 2.28
tenemos que t < f*(t.), y por tanto

tpg(t) —€) < tef(te) < iggtuf(t)

Tomando limite € — 0, concluimos que

spyp(s) < Sup tf*(t).

Teorema 3.9. Si f pertenece a L'(R"), entonces
ML () < 2l >0, (23)

Demostracion. Supongamos en primer lugar que f tiene soporte compacto, en cuyo caso,
aplicando la Proposicion 3.5, tenemos que existen R,c > 0 tales que (M f)(x) > cllz|™
para cada x € R" con ||z|| > R. En particular, para cada A\ > 0, el conjunto definido como
Ey={x € R": (Mf)(x) > A} tiene medida finita, dado que

B\ C {xeR": £> qu} :B(O, ; ;)

Ademés, para cada x € F, existe un cubo ), que contiene a x tal que

QI < [ \rwldy (21)
Qo
La coleccion de todos esos cubos (), cubren a E), de modo que aplicando el Lema 3.7 existe
un numero finito de cubos, @1, -- , Q, de esa coleccion tales que
K
| B §4"Z|Qk:|- (25)
k=1

Por tanto, combinando (3.1) con (3.1), obtenemos

= 1 4"
moy ) =1 <4310l < T2 [ 17y < Tl
k=1 k=1

De esta manera, por el Lema 3.8 se tiene que

t(M[f)"(t) < supt(M[)*(t) = Sup Amap(A) < 47| fllz,

t>0

para cada t > 0.
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En el caso general de una funcién integrable f, podemos tomar una sucesion de funciones
simples {fx}ren tal que |fi| T |f| m-a.e. Claramente {M fy}ren s una sucesion creciente.
Veamos ademés que M fi, T M f, o equivalentemente, que para cada x € R™ se cumple

1 ) 1
Zgg@/Q!f(y)\dy,}ggo{zgg ] /Q!fk(y)!dy}.

Sea x € R™ arbitrario. Dado un cubo () que contenga a z, se tiene que

1 1
@/nyk(y)ydySigg@/cg\fk(y)!dy,

para cada k > 1. Por tanto, por el Teorema de la Convergencia Monotona,

1 1 1

— dy = Ui — d i — d

|Q|/Q|f(y)| y kggo{|Q|/Q|fk(y)l y}ékggo{zgg|cg|/cg|fk(y)l y}
de modo que,

1 ) 1
Zgr;@é\f(yﬂdyg}ggo{zg |Q|/Q\fk(y)\dy}-

Por otro lado, dado un cubo ) que contenga a x, se tiene que

1 ) i _L
@A’fk(y)|dy§z}3§o |Q1/Q|fk(y)‘d?/— |Q‘/Q\f(y)|dy,

para cada k > 1. Por tanto,

Zgg{ﬁ/é)!fk(y)\dy} Szgg{%’/cglf(y)\dy},

y en consecuencia,

, 1 1
i {Z‘é‘i@ /Q ifk<y>|dy} szgg{@ /Q !f(y)ldy}-

Finalmente, como M f, T M f, por la Proposicion 2.28 se tiene que (M fp)* 1 (M f)*, y dado
que fr T f, por el Teorema de la Convergencia Mono6tona sabemos que || f||z: 1 || f]|z:- De
esta manera, como (3.9) se cumple para cada fy, entonces también sera cierto para f. ]

En esencia, el resultado anterior implica que, dada f € L'(R™), el operador maximal
aplicado a f, M f, satisface la desigualdad

n

o e R M@ >t < T [ 1fw)ldy

Este tipo de acotaciones, que se conoceran méas adelante como acotaciones débiles, resultan
tener una importante aplicaciéon en la diferenciacion de integrales.
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3.1. EL OPERADOR MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD

Teorema 3.10 (Teorema de diferenciacion de Lebesgue). Sea f € L (R"), entonces

loc

en cast todo punto x € R".

Demostracién. Supongamos en primer lugar que f € L'(R"™). Definamos para cada r € R",
@) = timswse | 170) - @y
|Q|—0 |Q|
TEQ

Veamos que €2f = 0 m-a.e. Por un lado, esta claro que

Q) () < (M [f)(x) + [f ()],

para todo x € R"™. Por tanto, aplicando la Proposiciéon 2.28 para cada t > 0,

@ <o (5)+r(3):
r(5) = (5) < Ao,

concluimos por el Teorema 3.9 que

@0 < L2l + 2 < 2D

y la Proposiciéon 2.42,

[fllzr = —||f||L1 (27)

Ademas, dada h € C.(R™), por el Teorema Fundamental del Célculo es facil comprobar que
Qf =Q(f — h), de manera que aplicando (3.1) a f — h, obtenemos que

Q1)) < <If = bl

Ademés, es bien sabido que C.(R") es denso en L'(R™), por lo que existe una sucesién
{h}n>1 C C.(R™) tal que lim,, o || f — hnllzr = 0. Por tanto, (2f)*(t) = 0 para cada ¢t > 0,
de donde concluimos por la Proposicion 2.28 que Qf(z) = 0 m-a.e.

En el caso general de que f € L{_(R™), tomemos N € N cualquiera. Sabemos que f es
integrable en B(0, N), de modo que si consideramos la extension de fpn) por 0 fuera de

Sl e

B(0,N), f, se tiene que f € L*(R™). Entonces, por el caso anterior, se cumple (3.10) en casi
todo punto de B(0, N), y el resultado se sigue de que R" = [J%_, B(0, N). O

Corolario 3.11. Sea f € L} (R™), entonces

1 _
tim oy [ 10y = i),

zEQ

en casi todo punto x € R™.
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Corolario 3.12. Sea f € L] _(R™), entonces
[f(@)] < (M [f)(2),

en cast todo punto x € R™.

Observacion 3.13. En realidad, este tipo de resultados se pueden estudiar también si re-
emplazamos los cubos por otras familias de conjuntos B (bolas, intervalos, dilataciones de
conjuntos convexos, ...) y definimos su correspondiente operador maximal como

1

Maf(e) = swp o [ 17l

vepes | Bl Jp

En ese caso, se demuestra [14, Chapters 6-7| que las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Acotacion (en ciertos espacios) de Mpg.

(ii) Propiedades geométricas de la clase B.

(iii) Diferenciacion de integrales, en el sentido de que

B>B—zx

lim |%|/Bf(y) dy = f(x), aexeR"™

Antes de continuar con el andlisis del operador maximal de Hardy-Littlewood, veamos un
iltimo lema de recubrimiento en el que haremos uso de la coleccion de cubos diddicos.

Lema 3.14. Sea 2 un subconjunto abierto de R™ de medida finita. Entonces existe una
sucesion de cubos diddicos {Qy }ken, con interiores disjuntos, que recubre a ) y satisface

(i) QpNQ#0, keN.

(ii) Q] < 3521 |Qel < 27|
Demostracion. Como {2 es abierto, para cada x de € existe un cubo diadico, que denotaremos
por Q(x), de didmetro méas pequeno, de manera que x € Q(z) y Q°NQ(z) # 0. Subdividimos
Q(x) en 2" subcubos diddicos, y seleccionamos uno (cualquiera) de ellos que contiene a z, y
lo denotamos por Q(z). Por construccion de Q(x), sabemos que @ C €2 y ademas,

27"Q(x)| = |Q(2)| = |Q(z) N Q| < [Q(x) N Q.
En estas condiciones, si los interiores de dos cubos diadicos se cortan, entonces un cubo
esta contenido en otro. Por tanto, como (2 tiene medida finita, todo x € () se encuentra
en un cubo maximal de la coleccion {Q(y) : y € Q}. Ademés, hay un namero a lo sumo
numerable de esos cubos maximales (ya que hay un ntimero numerable de cubos diddicos),
que denotaremos {Qy }ren. Evidentemente los interiores de estos cubos no se cortan, cubren
a ), no estan enteramente contenidos en () y cumplen que

gres
k=1

0] <

<D l@ <27 ) QN Q=279
k=1 k=1
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Lema 3.15. Sea (R, ) un espacio de medida o-finito y f € Mo(R, ). Entonces

t
it (gl + ellx} = [ 1) ds = 10,
f=g+h 0

para cada t > 0.

Demostracion. Sea f € Mgy(R, i), t > 0y definamos

- { f t h o (.
o=l (gl + e}

Veamos que tf**(t) < ¢;. Si f ¢ L' + L™ entonces ¢; = oo y el resultado es trivial, de
modo que podemos suponer que f € L'+ L. En ese caso, tomemos g € L' y h € L™ tal
que f = g+ h cualesquiera, de manera que por la subaditividad de f**,

t t
wwmwwwwww:/f@@+/M@@swm+wmm
0 0

Tomando infimos en ambos lados llegamos a la desigualdad buscada.

Por otra parte, veamos que ¢; < tf**(t). Al igual que antes, podemos suponer sin pér-
dida de generalidad que tf*(t) < oo. Gracias al Teorema 2.33 ( Desigualdad de Hardy-
Littlewood), sabemos que f es integrable sobre cualquier conjunto medible de R de medida
a lo sumo igual a t. Por tanto, si tomamos E = {z : |f(z)| > f*(¢t)} v to = pu(E), enton-
ces por la Proposicion 2.28 se tiene que ¢y < ¢, y en consecuencia f es integrable sobre F.
Consideremos las funciones

g(x) = max{|f(x)| — f*(¢),0} - sgnf(z), x>0,
h(z) = min{|f(2)[, *(¢)} - sgnf(z), x> 0.

Por lo anterior, esté claro que g € L'(R, i) y h € L* con ||h||p (g < f*(t). Por tanto, por
el Teorema 2.33,

nmyaémw—mmﬂﬂsAU%Mwmﬁw

entonces .
0

gl + [ Al L S/ fr(s)ds + (t —to) (1)
0

Como f =g+ hy f* es constante cuando ¢ty < s < t, llegamos a que ¢; < tf**(t), lo que
concluye el resultado. O

Observacion 3.16. El resultado anterior tiene una interpretacion elegante desde el punto
de vista de la teoria de interpolacion de espacios de Banach. En general, la idea es que dados
dos espacios de Banach Xy, X; (que deben estar inmersos en un espacio vectorial topolégico
Hausdorff) podemos dotar a X, + X; con una estructura de espacio de Banach como

[fllxo+x = If {l[follxy + [ fillx,}, [ € Xo+ Xi.
f=fot+fi
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Entonces, dado ¢t > 0, surge de forma natural el K-funcional o funcional de Peetre, definido
como

K(f.6: X0 X0) = inf {lfollso + il ), f € Xo+ X,
=Jo 1

Este objeto nos permite definir espacios de interpolacion entre Xy y X (véase [3, Chapter 5]).
En nuestro caso particular Xy = L', X; = L, y el resultado anterior se traduce en una
expresion explicita del funcional de Peetre,

t
K(f,t;L17L°°):/ f*(s)ds, t>0,feL'+L>.
0

Mas adelante discutiremos en profundidad cuéles son los espacios de interpolacion que surgen
de este funcional de Peetre.

Ahora si, estamos en condiciones de probar el resultado central de esta seccién, que
establece la equivalencia entre la funcion maximal de la reordenada decreciente, f**, y la
reordenada decreciente de la funcién maximal, (M f)*.

Teorema 3.17. Sea f € L (R"). Entonces

loc
(M) () < f7() < Cu(M[)*(t), Vi>0, (28)
donde ¢, C,, > 0 son constantes que dependen unicamente de n.

Demostracion. Fijemos t > 0. Para la desigualdad de la izquierda, podemos suponer que
f*(t) < oo, dado que el resultado es inmediato en caso contrario. De esta manera, dado
€ > 0, por el Lema 3.15 existen g, € L', h; € L™ tales que f = g, + hy y

lgellzr + Ul < () + €

Entonces, tomando ¢,, = 47"/2, por la Proposicion 2.28, el Teorema 3.9 y (3.1), se tiene que

01y 0) < ()" (5 )+ 1) (5 ) < 25 ol + Dl

1 1 s 1 ... €
< gl + Hlhllie) € (50 + ) = () + -

n n Cn cnl

Como € > 0 es arbitrario, haciendo € — 0 obtenemos la primera desigualdad de (3.17).
Para la otra desigualdad, de forma similar a la primera, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que (M f)*(t) < co. Por el Lema 3.3, sabemos que el conjunto

Q={zeR": (Mf)(z) > (Mf) )},

es abierto, y ademas || < t, dado que M f y (M f)* son equimedibles. Aplicando el Lema 3.14,
llegamos una sucesion de cubos diddicos {Qg }ren, con interiores disjuntos, que recubre a €2
y satisface

DI <29 <27, QN #£D VEEN. (29)

k=1
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Definamos

F = (Up2,Qk)", Q—ZfXQM h = fxr.

Por (3.1), para cada k € N existe gx € Qr NQ°, esto es, qx € Qr y M f(qr) < (M f)*(t). Por
tanto,
1

0 Jo. |f(y)ldy < (M f)*(2),

luego
loflzs = Z / )ldy < Z Qul(MF)*() < 2°4(MF)* (1)
Por otro lado, F' C ¢, de modo que por el Corolario 3.12 se tiene que

1Pl = [[fxpllee < NMF)xrplle < (MF) ().

De esta manera, g € L', h € L>® y ademéas f = ¢g + h. Por tanto, tomando C,, = 2" + 1, y
aplicando el Lema 3.15, concluimos que

£o2(0) < 7 (gl + i) < 1 (247 (1) + 1) (1)) = CulM P (1),
O

Este resultado simplifica en gran medida la acotacion del operador maximal, no solo
sobre los espacios LP, sino sobre espacios invariantes por reordenamientos més generales. El
problema de acotacion del operador maximal pasa a ser el problema de acotar la funcion
maximal f**, esto es, acotar el operador de Hardy sobre el cono de funciones decrecientes. De
esta manera, como primera aplicacién de este resultado, podemos probar la acotaciéon fuerte
en LP (p > 1) del operador maximal de Hardy-Littlewood, para lo cual necesitaremos las
desigualdades clasicas de Hardy.

Lema 3.18 (Desigualdades de Hardy). Sea 1) una funcion medible no negativa en el intervalo
(0,00) y supongamos que —o0o < A <1y 1 <p < oco. Entonces

(L @[ oon) ) < [[emort)’
([ [ ooty ®) < oty

(con los cambios adecuados en el caso p = o0).

3=
3=

]
[
VR
C\
3
~—~
H;
s
<
=
=
~
~
S
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Demostracion. Supongamos que p < oo (el caso p = oo es andlogo). Para la primera des-
igualdad, descomponiendo v (s) = s™/P's*?'4)(s) y aplicando la desigualdad de Holder, se

tiene que
1 [ 1 [ et Hr
—/ W(s)ds < (—/ S_Ads) (—/ sAp/pgb(s)pds)
t Jo t Jo t Jo
t 1/
=(1— /\)—l/p’t—k/p/—l/p</ SPDy(s)P ds) p_
0
Por tanto, aplicando el Teorema de Fubini concluimos que
00 1 t pd
/ (t*;/ ¢(s)ds) 7§ / A 2/ AP=D)(s)P ds dt
0 0
= (1=X\)'? / PNy (s)P / 2 dtds
0 s
=(1- )\)p/ SPD ALy (5)P ds
0
Y ds
— -7 [T ruers
0

Tomando raices p-ésimas concluimos el resultado.
De forma similar, aplicando la desigualdad de Hélder, se tiene que

o d o0 / /
/ ws)f: / SO=28 2N/ 1y 6) s
t t
0o 1/p 0o 1/p
< </ §*2 ds) </ sZ=NE=D=py(5)P ds)
t t

oo 1/p
=(1- A)*l/p’t()\*l)/p’ </ S(Q*A)(pfl)*pw(s)p ds)l/p> )
t

Por tanto, aplicando el Teorema de Fubini concluimos que

[T [T o) F o [T [Ty
=(1-N" /0 s@Y p?/)()/gt”dtds
—1-N7 [T

de donde se sigue el resultado tomando raices p-ésimas. O]

Teorema 3.19 (Teorema maximal de Hardy-Littlewood). Sea 1 < p < oo y f € LP(R™).
Entonces M f € LP(R™) y existe una constante Cy,, > 0, que solo depende de n y p, tal que

M fllze < Crpllfllze-
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3.2. ESPACIOS DE LORENTZ

Demostracion. Por un lado, como p > 1, podemos aplicar el Lema 3.18 para A = 1/p.
Entonces, por la Proposicién 2.30 y el Teorema 3.17 concluimos que

00 1/p © /1 [t P 1/p
HMfHLp(Rn):( / (Mf)*(t)pdt) son( / (g / f*(s)ds> dt)
o0 1/p
On/ “(1)Pd = Cp,p bR
< p(/ 20 t) T -

donde C,,, = Cyp', vy C, > 0 es la constante dada por el Teorema 3.17. n

En realidad, este teorema puede verse como un teorema de interpolacién alternativo para
el operador maximal. Sin embargo, para entrar en detalle sobre este hecho debemos introducir
los conocidos espacios de Lorentz.

3.2. Espacios de Lorentz

Los espacios de Lorentz LP? surgen como una generalizacién natural de los espacios LP.
Ademés de poseer buenas propiedades funcionales, resultan ser cruciales en el entendimiento
de diversos operadores cléasicos, como puede ser el operador maximal de Hardy-Littlewood.

Definicion 3.20. Sea (R, i) un espacio de medida o-finito y 0 < p,q < oo. El espacio de
Lorentz LP? = LP9(R, ;1) estéa formado por aquellas funciones f € My(R, ) verificando que

© 1/q
1l = (/ “”f*“”q%)  B<g<oo

Supt%f*(t), q = o0,

t>0

es finito.

Observacion 3.21. Por la Proposicion 2.30 esta claro que LPP = [Py

If pp = ||f||pa VfelPl.

Ademas, L°>? = {0} para cada 0 < ¢ < 0o. En efecto, dado 0 < ¢ < ooy 0 # f € My(R, p),
consideremos s > 0 tal que f*(s) > 0. Entonces, como f* es decreciente,

T &t PR *qsﬂ_
| rerds [ rerSerer [ Foc

Por tanto, f ¢ L>? y dado que 0 € L> trivialmente, concluimos que L9 = {0} .

Veamos a continuacion que la familia de los espacios de Lorentz es “creciente” en el segundo
exponente.

44



CAPITULO 3. ESPACIOS DE LORENTZ Y EL OPERADOR MAXIMAL

Proposicion 3.22. Sea 0 <p< oo y 0 < q <r < oo. Entonces

1 fllpr < cpgrll fllpas

para cada f € LP. Por tanto, se tiene la inclusion,

[P < 5 P

Demostracion. Por la Observacion 3.21 podemos asumir que p < oo y ¢ < r. Supongamos
que r = oco. Entonces dada f € LP4 como f* es decreciente,

ONOE (% /O t[s%f*@)]%)l/q < (% /0 t[sif*<s>]q%)l/q < (%)Uqlifllm»

para cada t > 0. Por tanto,
q 1/q
e < () 1l

Por otro lado, supongamos que r < oo. Entonces, dada f € LP9,

© 4 dt\T AN IR A
e = ([T <umi( [ e rord)
0 0
1_4 q q %(1_%) 1_4 q q %_%
AR I, < (];) A I, = (5) 1l

O

Teorema 3.23. Sea 1 < ¢ <p < oo dp=q=o0. Entonces (LP,|| - |,,) es un espacio de
Banach de funciones invariante por reordenamientos.

Demostracion. Elcasop =q =1y p = q = oo es trivial, dado que L”? se reduce a los espacios
L' y L respectivamente, que por la Proposicién 2.30 son espacios de Banach de funciones
invariantes por reordenamientos. Por tanto, supongamos que 1 <p < ooy 1 < ¢q < p. Por la
Proposicion 2.42, basta comprobar la desigualdad triangular para probar que || - ||,, es una
norma sobre LP4. Sean f, g € LP cualesquiera. Como ¢ < p, esta claro que la funcién t*/P~1/4
es decreciente, de modo que, como L7(0, 00) es un espacio invariante por rerdenamientos, se
tiene por 2.48 que

o0 1 1 l/q 1 1
I+ alla = ([ 57507+ 00 @) = 16575 + 0 Ol
' @)
:sup{/o tr o (f + g) (DR (1) dt = 1Bl o 0o g1}.

Sea h € L7(0,00) tal que 1Al 000y < 1. Entonces, t1/P=1/ap*(t) es decreciente, y por la
subaditividad de la segunda reordenada decreciente (Teorema 2.44),

[urareass [ rossoan
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3.2. ESPACIOS DE LORENTZ

para cada t > 0. Por tanto, por el Lema 2.32 y la desigualdad de Holder llegamos a que

/oo 75 (f + g)* (DR (1) dt < /OO to o fA () (1) dt + /OO 0 g (k" (1) dt

0 0 0

o, 1/q
g[/o tr f*(t)th} ||h||Lq’(o,oo)

) a4 1/‘1
; [ [ g*<t>th] 1ll 0
< Hf”nq + Hng,q-

Esto, junto con (3.2), prueba la desigualdad triangular para || - ||, 4. El resto de propiedades
que satisface una funcion norma (Definicion 2.5) son faciles de verificar, mientras que la
invariancia por reordenamientos es trivial, dado que si f y ¢ son equimedibles, entonces

=9 O

Aunque la restriccion ¢ < p del resultado anterior es necesaria, se puede salvar en el caso
p > 1 reemplazando || - ||,, por un funcional equivalente que es norma para todo ¢ > 1. La
idea es sencillamente reemplazar f* por f** en la Definicion 3.20 de || - ||,

Definiciéon 3.24. Sea (R, i) un espacio de medida o-finito , 1 <p < ooy 0 < ¢ < oo. Dada
f € Mo(R, i), definimos

0 1/q
| ([Erorg) <o

supt%f**(t), q = oo.

t>0

Lema 3.25. Sea 1 <p< oo y 1< q < 0. Entonces,

1fllpa S Wl < P11 llpas
para cada f € Moy(R, i). En particular,
LPt={f € Mo(R, ) : || fll}q < oo}

Demostracion. La primera desigualdad en 3.25 es consecuencia de las definiciones 3.20 y 3.24,
junto con el hecho de que f* < f**. La segunda se sigue directamente de la desigualdad de
Hardy (Proposicién 3.18). O

Por la subaditividad del operador f — f** (Teorema 2.44), la desigualdad triangular
para ||-[|5 , se sigue de la desigualdad de Minkowski. Entonces, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.26. Sean 1 < p < 00, 1 < g < o0 6 p=q=oc. Entonces (L7, - |5 ,) es un
espacio de Banach de funciones invariante por reordenamientos.
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CAPITULO 3. ESPACIOS DE LORENTZ Y EL OPERADOR MAXIMAL

Estos espacios admiten una construcciéon natural a partir de la interpolaciéon entre L' y
L. Tal y como se comenta en la Observacion 3.16, dados dos espacios de Banach Xy y X3
(inmersos en un espacio vectorial topologico Hausdorff) podemos construir el K-funcional
asociado como

K(fat;Xle) = inf {Hf0||X0+t||f1”X1}7 fEX0+X1'
f=fotfr

Laideaesquedado 0 <8< 1,1 <g<o060<60<1,q= 00, podemos definir el espacio
(Xo, X1)p,4 como aquellas funciones f € Xy + X, verificando que

o0 dr\ Ve
(/ [t_eK(fat;Xo,Xl)]q?) , 0<0<1,1<g< o0
0

Supt_gK(fat;X07X1)7 OSQS 1,(_1:00,

t>0

1 Fllo.a = (31)

es finito.

En el caso particular Xy = L' y X; = L, por el Lema 3.15 conocemos una expresion
explicita del funcional de Peetre,

K(f,t; L', L®) = tf*(t), t>0, fe L'+ L>,

y por tanto podemos expresar (3.2) en términos de f**. De esta manera, dados 1 < p < oo,
1<g<ooyl/p=1-80,los espacios de Lorentz (L*, | -||*_ ) no son mas que los espacios
de interpolacion

*
p,q

(L', L™®)gq

Por ultimo, veamos a continuacién una nocién que aparece de forma natural en los espacios
de Lorentz, conocida como estimacion de tipo débil.

Definicién 3.27. Sean (R, i) y (S,v) espacios de medida o-finitos y supongamos que 1 <
p < 00,1 < g < oo. Sea T un operador definido sobre LP!(R, ;) y tomando valores en
M,y (S, v). Diremos que T es un operador de tipo débil (p,q) si es un operador acotado de
LPY(R, ) en L4(S,v), esto es, si existe una constante M > 0 de modo que

||Tf q,00 < MHprJv (32)

para todo f € LP!'. La menor constante M para la que se cumple (3.27) se conoce como la
norma débil (p,q) de T.

Observacion 3.28. Si reescribimos la desigualdad (3.27) en términos de la reordenada de-
creciente, llegamos a que
(Tf)(t) < Mt~ fllpr, ¢>0

Comparando esta expresion con la obtenida para el operador maximal de Hardy-Littlewood
en el Teorema 3.9, deducimos que el operador maximal es de hecho de tipo débil (1,1) en R™,

esto es,
M: L' — b
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Capitulo 4

Espacios de Lorentz y desigualdades con
pesos

En la década de los anios 1950, G. G. Lorentz public6 una serie de articulos en los que
presentaba algunas propiedades de una nueva clase de espacios de funciones [22], que mas
adelante se conocerian como los espacios de Lorentz cldsicos. La teoria sobre estos espacios
continué desarrollandose de la mano de Arino, Muckenhoupt y Sawyer (entre otros) a finales
del siglo pasado, lo que permiti6 caracterizar algunas de sus propiedades funcionales.

En este capitulo estudiaremos la estrecha relacion entre las desigualdades de clasicas de
Hardy, en el cono de funciones positivas y decrecientes (que son equivalentes a la acotacion
del operador maximal de Hardy-Littlewood en los espacios clasicos de Lorentz), las pro-
piedades de normabilidad de estos espacios y la caracterizacion de dichos pesos, asi como
las propiedades de estas clases (automejora, monotonia, etc.). En la seccion 4.1 introducire-
mos los espacios de Lorentz clasicos, discutiremos algunas de sus propiedades elementales,
y caracterizaremos su cuasinormabilidad a partir de la condicion Ay (Teorema 4.15). En la
seccion 4.2 estudiaremos la acotacion (fuerte y débil) del operador de Hardy sobre el cono de
funciones positivas y decrecientes de LP(w), lo que daré lugar a la caracterizacion de los pesos
B, (Teorema 4.23) y B, o, (Teorema 4.31). Ademaés, estudiaremos la monotonia y automejora
de estas clases de pesos, y su relaciéon con los pesos As. Por tltimo, en las secciones 4.3 y 4.4
analizaremos cuando los funcionales || - [[ar(w) ¥ || - [|ar(w) son efectivamente normas (Teo-
remas 4.35 y 4.49), y caracterizaremos la normabilidad de los espacios de Lorentz AP(w) y
AP (w) a través de la acotacion (débil y fuerte) del operador maximal de Hardy-Littlewood,
y las clases B, . y B, respectivamente (Teoremas 4.39 y 4.52)

Los articulos de referencia en este capitulo seran [8] para las definiciones y propiedades
basicas de los espacios de Lorentz, [2],[10] para las clases B, y By, v 9], [23], [32], [34] para
las cuestiones sobre normabilidad de los espacios de Lorentz.
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4.1. ESPACIOS DE LORENTZ CLASICOS

4.1. Espacios de Lorentz clasicos

A lo largo de esta seccion (X, u) denotard, salvo que se especifique de otra manera, un
espacio de medida general.

Definicion 4.1. Decimos que una funcion w, definida sobre R™, es un peso si es no negativa,

localmente integrable y no es idénticamente nula (a.e.). Ademaés, denotaremos por W al peso
definido como

En el caso de considerar el espacio de medida (X, u) = (RT,w(t)dt), escribiremos p} y
fr para enfatizar la dependencia con el peso w. Ademas, dados 0 < p, ¢ < oo, denotaremos
LP(w) = LP9Y(RY w(t)dt).

Observacion 4.2. Sea w un pesoy 0 < p,q < co. Dada f € LP9(w) decreciente, se tiene

que
t

w00 = [ o ds = [ o) ds =W

0

para cada t > 0. Por tanto, por definicién de f; se tiene que f(t) < fx(W(t)), mientras que
por la Proposicion 2.28, concluimos que f; (W (t)) < f(t). De esta forma, f(W(t)) = f(t)
para cada t > 0, por lo que realizando el cambio de variable ¢ = W (s), deducimos que

| f1l o) = (/Ooo F (1)l dt) 1/g
- </OOO FEW(8)TW ()P (s) ds> 1/
- < /0 ) F(8)TW ()P ap(s) ds) 1/q'

En particular, si f € LP(w) con 0 < p < o0,

Wi = ([ syt "

Definicién 4.3. Sea w un peso y 0 < p < oo. El espacio de Lorentz clisico N5 (w) esta
formado por aquellas funciones f € Mg(X, ) verificando que

00 1/p
| £l apw) = (/0 (f*(t)Pw(t) dt> < 0.
Ademas, en el caso (X, u) = (R",m,,), escribiremos AP(w) = AR, (w).
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CAPITULO 4. ESPACIOS DE LORENTZ CLASICOS Y DESIGUALDADES CON PESOS

Por la Observacion 4.2 esta claro que || f[|az (w) = [[f*||zr(w), Para cada f € Ay (w). Esto
nos permite extender la definiciéon anterior. Dados 0 < p, ¢ < oo, definimos

A (w) = {f € Mo(X, 1)+ | fllagswy = [l zpaq) < oo}

En el caso 0 < g < 00, estas clases de funciones también pueden entenderse como espacios de
Lorentz clasicos. En efecto, dada f € A%?(w) cualquiera, por la Observacion 4.2 se tiene que

S 1/q
HfHA’;(’q(w) — (A f*(s)qW<$)Q/p*1w(s> ds) = ”fHAg((w), (33)

donde w(t) = W (t)¥P"tw(t) para todo t > 0. El caso ¢ = oo no se puede reducir a los
espacios de Lorentz clasicos, lo que induce la siguiente definicion.

Definicién 4.4. Sea w un peso y 0 < p < oo. El espacio de Lorentz débil N> (w) esta
formado por aquellas funciones f € My(X, ) verificando que

||f||Ap,oo(w) ‘= sup f*(t)W(t)l/p < 00.

0<t<oo
Ademas, en el caso (X, ) = (R™,m,), escribiremos AP*(w) = AR (w).

Observacion 4.5. (i) Dada f € My(X, i), sabemos que f*(t) = 0 para cada t > p(X).
Por tanto, el comportamiento del peso w en [u(X), o) es irrelevante, de modo que podemos
asumir, sin pérdida de generalidad, que w se anula en [u(X),00), cuando p(X) < oco. En
estas condiciones, si u(X) < oo, entonces w € L'(R™).

(ii) Sea w ¢ L'(R") y p < oo. Si f € AR (w), entonces lim; ,, f*(t) = 0. En efecto,
supongamos por reducciéon al absurdo que lim;_,, f*(f) = @ > 0. Entonces f*(t) > a para
todo t > 0, y como w ¢ L*(R"), se tiene que lim; ,,, W (t) = oo. Por tanto,

a
00 / 1/q 1/q
= a(g/ (W(S)Q/p> ds) = a(g) lim W (t)"/? = oc.
qJo q t—o0

(iii) Las funciones simples cuyo soporte tiene medida finita se encuentran en AY?(w). En
efecto, si f = > | aixr, con u(E;) < oo para cada i = 1, ..., n, sabemos por el Ejemplo 2.26
que f* = Z?Zl X [m,_1,m;), donde m; = 321 p(E;) < oo para todo j = 1,...,n. Por tanto,
aplicando (4.1) deducimos que

1/q

e = ([ nm s tuls) as)

n m;j 1/q
— < aj W (s)¥P~Lw(s) ds)



4.1. ESPACIOS DE LORENTZ CLASICOS

Ademas, si w € LY(R") entonces limy_,, W (t) < oo, por lo que L>®(X, u) C AR (w) y toda
funcion simple esta en AR (w).

(iv) Dado 0 < ¢ < o0, se tiene que AT Y (w) = {0}. En efecto, dada 0 # f € My(X, p),
consideremos s > 0 tal que f*(s) > 0. Entonces, como f* es decreciente,

/OOO f*(t)q;}/((tt)) dt > /Os f*(t)q;)/((?) dt > f*<s)q /O's%dt .

Por tanto, f ¢ AY(w), y dado que 0 € AT Y (w) trivialmente, concluimos que A (w) = {0}.

Ejemplo 4.6. (i) Sea 0 < p < oo y w(t) = 1, t > 0. Claramente W(t) = ¢, y por la
Proposiciéon 2.30, redescubrimos los espacios L?,

A (1) = LP(X), AR™(1) = LP(X).
(ii) Sea 0 < p,qg < 0 y w(t) = t%_l, t > 0. En este caso recuperamos los espacios de Lorentz
vistos en el Capitulo 3,
q
A% (tr™h) = LP(X).
El siguiente lema serd de gran utilidad en los siguientes resultados.

Lema 4.7. Sea 0 < p < 0o y w un peso. Entonces, para cualquier funcion decreciente y no
negativa [ definida sobre R™, se tiene que

|ty [ et wm o) ae
0 0
Demostracion. Observemos que para cada t > 0,
mp(t)
Wi(mg(t)) = / w(s)ds = / w(s)ds = uy(t).
0 {f>t}

Por tanto, el lema se sigue de la Proposicion 2.30. O

El siguiente resultado nos da expresiones alternativas para el funcional [| - [[;za(y). En
particular, resulta que este solo depende de W.

Proposicion 4.8. Sea 0 < p,q < oo y w un peso. Entonces, dada f € My(X, p),

(1) [1f1laz ) = (/Oooptplw(uf(t))dt)l/p,

0o 1/q
awwmwmz(épwmmmmmﬁ),

(iii) ||f 1| Az () = SuPs=g tW (g (2))VP.
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CAPITULO 4. ESPACIOS DE LORENTZ CLASICOS Y DESIGUALDADES CON PESOS

Demostracion. (i) Basta aplicar el Lema 4.7 para f* y tener en cuenta que piy = myg« por la

Proposicion 2.28 (viii). )
(ii) Definamos el peso w(t) = W (t)¥P~Lw(t), t > 0, de modo que W (t) = (p/q)W (t)¥/".
Entonces, por (i) y la Observacion 4.2, concluimos que

00 _ 1/q 00 1/q
[ lazaw) = I fllag @) = (/ th_lw(ﬂf(t))dt) = (/ Pt YW (g (2)) VP dt) .
0 0

(i) Definamos el peso w(t) = (1/p)W (t)~" P w(t), t > 0, de modo que W (t) = W (t)'/?.
Observemos que para cada t > 0,

. m g« (t) _
W (pp ()P = W(mg(t)) = /0 w(s)ds = /{f*>t} w(s)ds = pi.(t).

Entonces, como W es continua y creciente, y (f*)%(W(t)) = f*(t) por la Observacion 4.2,
concluimos por el Lema 3.8 que

1Fllazeey = sup fHOWBYP = sup (f*)5(W(6)W (1)

0<t<oo 0<t<oo

= sup (f*)5(t)t = sup tuf.(t) = sup tW (s (t)) /7.
0<t<oo 0<t<oo t>0

Veamos a continuacion algunas propiedades elementales de estos espacios.
Proposicion 4.9. Sean 0 < p,q < oo, w un peso y f, g, {fi}r>1 funciones en Mo(X, u).
() 17 < lol = 11l < N9llagoce-
(i6) 1t gy = 1 Flagogy € R,
(1)) 0 < fu * f a.e. = |[fullanay T Fllazaw)-
(i) | ity | il oy < U in || fiull s,
(v) xg € AN (w) si u(E) < co.
(vi) La inclusion AB™(w) — AR (w) es continua, 0 < g9 < ¢1 < 00.

(vii) Si W(u(X)) < oo, entonces la inclusion A" (w) — AR (w) es continua cuando
0 <r < o0, 0<pyg<p <00.

Demostracion. (i)-(iv) Estos se siguen de la Proposicion 2.28, de la nonegatividad del peso

w y del teorema de la convergencia monotona.
(v) Sabemos que X = X[o,u(z) con pu(E) < oo. Por tanto, como [0, u(E)] es compacto y

w es localmente integrable, entonces |[xp|aza(w) < 0.
(vi) Consecuencia inmediata de la Proposicion 3.22.
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4.1. ESPACIOS DE LORENTZ CLASICOS

(vil) Supongamos que r =00y 0 < pg < p; < oo. Entonces dada f € AR (w), como f*
es decreciente y W (t) < W(u(X)) para cada ¢t > 0 por la Observacion 4.5, se tiene por (4.1)
que
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para cada t > 0. Por tanto,

1/q
1_1(q
Il < WO (L) 1l

Por otro lado, supongamos que r < 0oy 0 < pg < p1 < oo. Entonces dada f € AR (w), por
la Observacion 4.5 y (4.1),

e = ([ rwiersu)as) :
- < /OM(X) (f*(s)W(s)pﬂ)”W(S)T(%_%)_lw@ ds) "

= ||f||AI;(1’°o(w)< r(i _ i)
q 1/a r r\ T 11
< (—) (———) W (X)) 5 s

h Po D
O

La siguiente proposicioén relaciona la convergencia del funcional || - ||sza(,) con la conver-
gencia en medida, y aporta una condicion suficiente para la completitud de A% (w).

Proposicién 4.10. Sea w un peso tal que W > 0 en (0,00) y0 < p,q < 00. Sea (fn)n € AR (w).

(i) Silimpy,, || fu — fnllazaw) = 0, entonces (fu)n es una sucesion de Cauchy en medida y
existe f € A (w) tal que lim, || f — fullazaqw) = 0.

(it) Si f € Mo(X,p) ylim, [|f — fullazew) = 0, entonces (f,)n converge a f en medida y
existe una parcial (fp, )r convergente a f a.e.
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CAPITULO 4. ESPACIOS DE LORENTZ CLASICOS Y DESIGUALDADES CON PESOS

Demostracion. El caso ¢ < p = oo es trivial por la Observacion 4.5 (iv). Si p < oo, por la
Proposiciéon 4.8 se tiene que

Wipy(r)) = Wiay(r)) (q /Or ! dt>p/q = :—p<q /OT $L (p ()P dt>p/q

rp

1 r p/q p/a || f||% .
< (o [ a) < (1)
T 0 P T

para cada r > 0, 0 < ¢ < 0o (el caso ¢ = 0o es anélogo) y f € AR (w). Por tanto, utilizando
la hipotesis de (i) deducimos que lim,, ,, Wiy, -y, (r)) = 0 para cada r > 0, lo que implica
(dado que W > 0) que lim,, ,, pi,—f,. (r) = 0 para cada r > 0, o equivalentemente, (f,,), es una
sucesion de Cauchy en medida. Esta convergencia implica la existencia de f € My(X, p) tal
que (fn)n converge en medida a f, y de una parcial (f,, ), convergiendo a f a.e. Finalmente,
por la Proposicion 4.9 (iv) se tiene que [|f — fullaze) < Hminfy || fo, — fullazew), ¥ entonces,
m, [|f = fallazaw) = 0.

La demostracion de (ii) es analoga. O

El funcional || - ||sza() no es, en general, una cuasinorma, y de hecho, A%?(w) puede no
ser ni siquiera un espacio vectorial, tal y como se muestra en el siguiente ejemplo [11].

Ejemplo 4.11. Consideremos (X, u) = (R, m) y el peso w(t) = €', t > 0. Veamos que, para
cada 0 < p < 0o, AP(w) no es un espacio vectorial. Observemos que W (t) = e’ — 1 para cada
t >0, y definamos la funcién medible f = >~ A\, x(0,n), donde

1

)\n = np-i-l/pW(n)l/p’ n Z 1.

Como f es decreciente, f* = f, luego si p < 1,

1718 ) = / (Zmom )w

L (Gena)or

o0

_Z/\pW Z 1

:1

mientras que si p > 1, por la desigualdad integral de Minkowski,

Vs = (/000 (g AnX (0. (t))pw(t) dt) "

< i ( | e @t dt) "

(0.9} o 1

— 1/p _

—Z)\nW(n) ”—an+1/p < 0.
n=1 n=1
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Por tanto, en ambos casos, f € A% (w). Ademas, la funcion g(z) = f(—z), * € R, verifica
que ¢g* = f*, por lo que también esta en A% (w ) Veamos que h = f + g ¢ A§ (w) Para
ello, observemos que my(t) = 2my(t) para cada t > 0, y en consecuencia, h*(t) = f*(t/2) =

Yol AnX (020 (t) para todo t > 0. Entonces, dado m € N cualquiera, se tiene que

0o oo V4
g = [ (2 v ) wio)a
n=1
> / A X(0,2m) (H)w(t) dt
0

1 e —1
mp+l o en — 17

=N W(2n) =

Haciendo m — oo, concluimos que h ¢ A% (w).

El siguiente lema [8, Lemma 2.2.10] caracteriza la cuasinormabilidad de los espacios de
Lorentz, que solo dependera del peso w y de nuestro espacio de medida (X, p).

Lema 4.12. Sea 0 < p < 00, 0 < ¢ < 00 y w un peso. Entonces, el espacio N (w) es
cuasinormado si y solo st

0 <W((AUB)) < C(W(u(A)) + W (u(B))), (34)
para cada par de conjuntos medibles A, B C X tal que u(AU B) > 0.

Demostracion. (<) Supongamos que se verifica (4.12). En particular, W(u(A)) > 0 siempre
que p(A) > 0. Si || f|lazaq) = 0, por la Proposicion 4.8 sabemos que W (uy(t)) = para todo
t > 0, y en consecuencia, ps(t) = 0 para cada t > 0, por lo que f = 0 a.e. De esta manera,
solo falta comprobar la “cuasi-desigualdad triangular”, la cual basta probar para funciones
positivas. Sean 0 < f,g € AR (w) y t > 0. Entonces {f +¢g >t} C {f >t/2} U{g >1t/2}, v
por (4.12),

Wippg(t)) < CW (pyp(t/2)) + Wy (t/2)))-

Claramente C' no depende de t, y ademas sabemos (por argumentos de convexidad) que
(@ +b)* < 2°7(a™ + %), a,b,a > 0. Por tanto, si ¢ < oo (el caso ¢ = oo es andlogo),
concluimos por la Proposicion 4.8 que

00 1/q
1+ gllag) = ( / P (W (p ()77 dt)
fe'e) l/q
< C”q( / P W (i (£2)) + W (g (1/2))] dt)

00 00 1/q
< Cl/qzl/pl/Q(/ ptq1W(uf(t/2))q/pdt+/ ptqlVV(ug(t/Q))q/pdt)

0 0
1/q
< CY/agt/p—1/q91— 1/q<HfHqu + HQHAM(w )
< Cpa(lfllazaqw) + 19llazaw))-
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CAPITULO 4. ESPACIOS DE LORENTZ CLASICOS Y DESIGUALDADES CON PESOS

(=) Supongamos que AR?(w) es cuasinormado con constante C' > 0. Sean A, B dos conjuntos
medibles con (AU B) > 0. Observemos si ¢ < oo, por la Proposicion 4.8,

o 1/q
||XAuB||A§éq(w) = (/ ptq_l(W<:uxAuB(t))q/p dt)
0

1/q

([T ovaau B a) (3)
_ <E> (AU B

q

El caso ¢ = oo se demuestra analogamente, obteniéndose la expresion (4.1) en el limite
q — oo. Por tanto, si W(u(AU B) = 0 entonces |[xausllagiw) = 0, y dado que A% (w) es
cuasinormado, u(A U B) = 0, lo que supone una contradiccién. Por otro lado, esta claro que
XauB < Xa+XxB Y || laze() es un funcional monétono, de modo que por (4.1),

p/q

q p/q q
0 < W(u(AUB) = ( ) eacaligon < (£) e+ xallgon,

p
cp (Ixallagouy + Ixellagse )

<p) 2 (Ixalligoy + I 250

pa(W (1(A)) + W (u(B)))-

Este resultado motiva la siguiente definicion.

Definicién 4.13. Sea w un peso en RT. Decimos que W € Ay(X, u) si W satisface (4.12).
Si (X, ) = (R, m) escribiremos simplemente W € A,.

La siguiente proposiciéon nos muestra que la condicion W € A, es facil de comprobar.
Proposicion 4.14. Sea w un peso. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) W e A,.
(i) W(2r) < CW(r), r > 0.
(1) W(t+s) < C(W(t)+ W(s)), t,s > 0.
y en cualquiera de los casos, W (t) >0, t > 0.

Demostracion. (i) = (ii) Dado r > 0, como W € A,
W(2r) = W(|(0,r) U (r,2r)]) < C(W([(0,r)]) + W(|(r, 2r)])) = 2CW(r).
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(1) = (4i7) Sean t,s > 0 cualesquiera, y supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ > s.
Entonces, como W es creciente,

W(t+s) < W(2t) < CW(E) < CW(E) + W(s)).

(17i) = (i) Sean A, B C R medibles tal que |[AU B| > 0. Si |A| =0 o |B| = 0 el resultado es
trivial, mientras que si |A[, |B| > 0, como W es estrictamente positiva en (0,00) y creciente,

0 <W(AUB[) < W(|A| +[B])) < C(W(|A]) + W(]B])).

Teorema 4.15. Sea 0 < p < o0, 0 < g <00 yw un peso.
(1) SiW € Ay, entonces N5 (w) es cuasinormado.
(ii) Si (X, ) es no atémico, entonces AR (w) es cuasinormado si y solo si W € As.

Esto es, Ay C Ao(X, ) para cada espacio de medida (X, u), y si (X,p) es no atémico,
entonces Ay = Ao(X, ).

Demostracion. (i) Consecuencia inmediata de la Proposicion 4.14 (iii).

(ii) Por el Lema 4.12 y el apartado (i), basta ver que Ay(X) C A,. De esta manera,
supongamos que W € Ay(X) y tomemos r > 0 cualquiera. Si 2r > (X ), se tiene trivialmente
que W(2r) <W(r)y 0 < u(X) <W(r), dado que W es constante en [1(X), 00). Por tanto,
supongamos que 2r < u(X). Como (X, ) es no atoémico, existe A C X medible tal que
pu(A) =r,y dado que (X \ A4, 1) también es no atomico y pu(X \ A) = u(X) — p(A) >r >0,
existe B C X \ A medible tal que p(B) = r. De esta manera,

0 <W(2r) = W(u(A) + u(B)) = W(u(AU B)) < C(W(u(A)) + W(u(B))) = 2CW (r).
El resultado se sigue de la Proposicion 4.14. O]

Sabemos que, cuando A% (w) es cuasinormado, es automaticamente un espacio vectorial,
por lo que cabe preguntarse si el reciproco es cierto en los espacios de lorentz. El siguiente
ejemplo muestra que esto es en general falso. Mas atin, es posible caracterizar aquellos espacios
de lorentz que son efectivamente espacios vectoriales (véase [11]).

Ejemplo 4.16. Consideremos (X, u) = (R*,m) y el peso w = X(1,). Observemos que
W(t) = méx{0,t — 1}, t > 0, por lo que W(3/4) = 0y W(3/2) = 1/2 > 0, de modo que
W ¢ A,. Por tanto, para cada 0 < p < oo, por el Teorema 4.15 se tiene que AP(w) no
es cuasinormado. Veamos a continuacion que, para cada 0 < p < oo, AP(w) es un espacio
vectorial. Por la Proposicion 4.9, basta comprobar que si f, g € AP(w), entonces f+g € AP(w).
Ademas, como |f|* = f, lg|" =gy |f + 9] <|f|+ |g]|, es suficiente probarlo cuando f, g son
no negativas. Definiendo h = f + ¢, para cada A > 0 se tiene que

min{h*, \} = (min{h, A\})*, min{h, A} < 2(min{f, \} + min{g, \}).
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En efecto, la primera es una mera comprobacion, mientras que la segunda se sigue de que
si f(x) 4+ g(x) > X entonces, o bien f(x) > A\/2, o bien g(x) > A/2. Por tanto, como h* es
decreciente, por la Proposicion 2.30 se tiene que

/0 TR w(t) di = /1 " min {1 (), h* (1)} dt
_ /oo(min{h, B )Y (O dt

1

< ||m1'n{h, h*( )}”LP R+)
< 2P| min{ f, h*(1)} + min{g, h*(1 )}||LP(R+

< zp(” min{ f, h*(1)}}| re+) + || min{g, h (1>}||L,,(R+)>p.

Ademaés, como g, f < h, se tiene que f*(1),¢*(1) < h*(1), de modo que

[ min{ £, h* (1) }}2, ey = / " (min{f, (1)) (0 de
/ min{f*(£), h* (1)} dt

< h*(1 mln{f (t),h"(1)}P dt

1

p+/ PP dt < oo,

y analogamente, || min{g, h*(1)}}||Lrr+) < 0o. Por tanto, h = f + g € AP(w), y AP(w) es un
espacio vectorial.

Si (X, p) es no atomico, el Teorema 4.15 caracteriza cuando AP?(w) es cuasinormado. El
siguiente resultado caracteriza la cuasinormabilidad de A”?(w) en el caso de que (X, p) sea
completamente atomico y todos los atomos tengan la misma medida. Esto, por el Teorema
2.37, nos permite establecer la caracterizacion cuando (X, 1) es un espacio resonante.

Teorema 4.17. Sea (X, p) un espacio de medida completamente atdmico cuyos dtomos tie-
nen todos la misma medida b > 0. Entonces W € Ay(X) si y solo si

W(2nb) < CW (nb), n > 1. (36)

Demostracion. (=) Supongamos que W € Ay(X) y tomemos n € N. Si 2nb > u(X), se
cumple (4.17) trivialmente, por lo que asumamos que 2nb < u(X). Entonces, existen A, B C
X medibles y disjuntos tal que u(A) = p(B) = nb, de modo que

W(2nb) = W(u(A) + u(B)) = W(p(AU B)) < C(W(u(A)) + W(u(B))) = 2CW (nb).

(<) Supongamos que se verifica (4.17) para cadan > 1. Sean A, B C X tal que u(AUB) > 0
y asumamos sin pérdida de generalidad que pu(A) > p(B). Si p(A) = 0 se verifica (4.12)
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trivialmente, por lo que basta suponer que p(A) > 0. Entonces, como (X, 1) es completamente
atomico y sus atomos tienen todos la misma medida b > 0, existe n € N tal que u(A) = nb.
Por tanto, como W es creciente,

W(u(AU B)) < W(2u(A)) = W(2nb) < CW (nb) = CW (u(A)) < C(W(u(A)) + W (1(B))).

[]

4.2. El operador de Hardy y las clases B,

Desde que, en 1951, G. G. Lorentz [23] introdujo el espacio de Lorentz AP(w), la acotacion
del operador maximal de Hardy-Littlewood,

M : AP(w) —s AP(w), (37)

fue un tema central en esta teoria. En 1972, B. Muckenhoupt [27| ya caracterizo aquellos
pesos para los cuales se daba la acotacion,

M : [P(w) — LP(w),

los cuales se conocen ahora como pesos A,. Mas reciente es la caracterizaciéon de aquellos
pesos para los cuales se satisface (4.2), que fue completamente resuelta por M. A. Arino
y B. Muckenhoupt [2| en 1991, aunque con técnicas radicalmente distintas de las utilizadas
para los pesos A, (lemas de recubrimiento y descomposiciones de Calderén-Zygmund). En este
caso, la idea fundamental es que, por el Teorema 3.17, (M f)* y f** = A(f*) son puntualmente
equivalentes, de modo que (4.2) es equivalente a la acotacion del operador de Hardy A sobre
el cono de funciones positivas y decrecientes de LP(w).

Definicion 4.18. Sea 0 < p < oo y w un peso. Denotaremos al cono de funciones positivas
y decrecientes en LP(w) como

Liee(w) ={f € L’(w) : f 20, f L}
De esta manera, estamos interesados en acotaciones de la forma
At LB (w) — LP(w),
y, también,
A LR

dec

(w) — LP™(w).

Es facil encontrar pesos para los cuales no se dan estas acotaciones (basta tomar w = 1y
p = 1), por lo que debemos caracterizar aquellos pesos para los cuales el operador de Hardy
posee estas propiedades. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 4.19. Sea w un peso y 0 < p < 0o. Decimos que w € B, si
A Lgec(w) — Lp(w),
yw € By si
A LE

dec

(w) — LP>(w).
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Observacion 4.20. Es facil comprobar que el operador de Hardy lleva funciones decrecientes
en funciones decrecientes, de modo que si w € B,

A: Lgec(w) — Lﬁec(w)7

y siw € B o,
A LE

dec

(w) — LE (w).

dec

El Teorema 4.23 caracterizara completamente a los pesos B,. En el caso p > 1, la demos-
tracion original de la equivalencia (i) < (ii) se debe a M. A. Arino y B. Muckenhoupt [2],
mientras que la equivalencia (i) < (ii7) fue establecida por J. Soria [34]. Por simplicidad,
presentaremos una demostracion alternativa del resultado de Arifio y Muckenhoupt (véase
[10]), para la cual serd necesario el siguiente lema previo [16, Theorem 2.1].

Lema 4.21. Sea 0 < p <1 y f una funcion positiva y decreciente. Entonces,

o] p o0
( / f(t)dt) <p / Ftye . (38)
0 0
Demostracion. Definamos

v = ([ s0a) = [ gerean

para cada x > 0. Entonces, como 0 < p < 1y f es decreciente,

T

v =p( [ s " pa)p @y = pf(a)ar (3 [ roa) p_l—f@s)p—l] <o,

para todo > 0. Por tanto, h es decreciente, luego lim, . h(x) < h(0) = 0, de donde se
sigue (4.21). O

Observacion 4.22. Sea w un peso. Dado n > 1, como w es localmente integrable se tiene
que w € L*([0,n]), de modo que Wy, es absolutamente continua, y por ende diferenciable
a.e. Por tanto W es una funcién creciente, continua y diferenciable a.e. en R, por lo que, a
través de la integral de Lebesgue-Stieltjes, es facil comprobar que

/ " f(syuls)ds = F(s)W(s) — F)W(r) - / F(s)W(s) ds,

para cadar > s > 0,y f absolutamente continua. Esto es, se verifica la formula de integracion
por partes.
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Teorema 4.23 (M. A. Arino, B. Muckenhoupt [2] [34]). Sea w un peso y 0 < p < co. Las
siquientes condiciones son equivalentes:

(i) w € B,.

(ii) /mﬁdtg%/orw(t)dt, >0,

i) [T asct s

Demostracion. (1) = (ii) Supongamos que w € B,. Sea r > 0 cualquiera. Definiendo
[ = X0y, esta claro que Af(x) = min{l,r/x} para cada x > 0, de modo que

T o] r p v , ’ , r
[ wrdes [7(5) wte de = 1A < Wy =€ [ wle)

o equivalentemente,
oo Cp o 1 T
/ wiz) dr < / w(x) dx.
T xP rP 0

(ii) = (i) Supongamos que se verifica (ii), y tomemos f € Lf_ (w). Veamos en primer lugar
el caso 0 < p < 1. Observemos que, como f es decreciente,

:l/mf(t)dt:/oox(o’%)(t)f(t)dt
S N

—/O A(X(0,my(s))) () ds,

para cada z > 0. Por (4.2), esta claro que (ii) es equivalente a la acotacion del opera-
dor de Hardy sobre las funciones {x)}r>0 C LP(w). Ademas, dado = > 0 cualquiera,
A(X(0,m;(s))) () es decreciente en s, de modo que por los Lemas 4.7 y 4.21,

[ arwruwas = [ ([ Ao )dé‘)pw(x) &

<p/ / X(0,m4(s))) (x)f”sp_1 dsw(x) dz

/ ps’ 1/ X(0,my(s))) ()" w(x) dz ds

S/ psPHC + )/ X (0.my(s)) ()P w(w) d ds
0 0

=(C+1) /Ooopsplﬂ/'(mf(s)) ds

=(C+1) /000 f(@)Pw(x) d.
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Por otro lado, supongamos que p > 1. Asumamos que f tiene soporte acotado, de modo que
existe a > 0 tal que Af(z)? ~ 2™ para x > a, y por (ii) se tiene que ||Af||Lr@w) < 00. Por el
Teorema Fundamental del Calculo,

([swa) <o [[([s008) swa=p [ s a

para cada x > 0, donde
t p—1
= (3 [ 100as) 50 = aswrso. e>o0
t Jo

Ademas, como g es decreciente, se tiene por el Lema 4.7 que

Af(x)p:—/ (D) dt = —/ o (P g (1) dt

xpP
0o

— L [ o [ o) dsat

/ / X(Ox tp X (0,mg(s)) ( )dt ds
min{z,mgy(s)}
/ / ptP~l dt ds
_/ mm{l my(5) }p ds,
0 x
para todo x > 0. Por tanto, volviendo a aplicar el Lema 4.7,
Af(x)Pw(z) dx = min {1, } w(z) dx ds
0 o Jo €
o0 myg(s) 00 p
= / (/ w(zx) + / mw(m) dm) ds
mg(s) xP

=(C+1) /0 (x)w(a:) dx

_(C+1) /Ooo AFOP F(Hw(z) da

< (C+ DA M o)
= (C + DIAFI ) 1 | o)

de donde deducimos, como ||Af| rr@w) < 00, que ||Af||Lr@w) < (C+ 1| f|lr@w)- En el caso de
que [ no tenga soporte compacto, basta considerar la sucesion f, = fx(n), n > 1, y aplicar
el Teorema de la Convergencia Monoétona.
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(ii) = (iii) Por la Observacion 4.22, podemos integrar por partes para deducir que

[H g W)W, W

174 sp rp - P+ 1

dt, (41)

para cada s > r > 0. Por tanto, como W es creciente,

SW(t) dt</°° w(t) dt—l—W(r) _ W(s) <CM+M
S T <

tpt+1

—c+ )

- rp sp rp rpP rp

para cada s > r > 0, lo que prueba (ii).
(iii) = (ii) De forma similar a la implicacion anterior, por (4.2) y el hecho de que W es
creciente, se tiene que

tp - sp tp+ 1

/swdt<m+p W<)dt

oo SW
=W(s)p / —dt+p til) dt

/
S t+1

tP
W()d Wi

tpt+1

)

=D
para cada s > r > 0, de donde se sigue (i). ]

Observacion 4.24. En realidad, cuando 0 < p < 1, lo que hemos probado en el resultado

anterior es que
[Af ey — . IAX ) |r ()
sup =sup —————.
rert @) fller)  r>0 X0 2o @w)

dec

Este tipo de resultados se pueden generalizar a operadores 7' : L — M (X) orden-continuos
y sublineales, siempre que L sea una clase “regular” (véase |8, Theorem 1.2.11]).

Veamos algunas de las propiedades mas relevantes de las clases B,,.
Proposicion 4.25. Sean 0 < p,q < oo y w un peso.
(i) B, C B, para todo p < q.

(ii) La condicion B, es abierta en p. Esto es, si w € B, entonces existe € > 0 tal que
w € By ..

(i1i) w € Uycpeoo Bp 80y solo si W € Ay.

Demostracion. (i) Supongamos que p < ¢ y tomemos w € B,. Dado r > 0, por el Teore-

ma 4.23 se tiene que
C( T
) dt < —/ w(t) dt
P Jo

/ w(t)dt:/ Lw(t)dtS 1 / w(t
i, 4 .t tp ra=pr J,
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de modo que w € B, por el mismo resultado.

(ii) Supongamos que w €
S=(C+27P)(C+1)"

Fijemos r > 0 cualquiera, y definamos A, =
el Teorema 4.23, para cada n > 0,

o 1 2k

oo

/ Qnrwu)(k:n

1 2nr
1—-2-r {/0
2nr
o /
0

C+1
AL

1 -2
|:Z 2kp -

C+1
1—-2-r

Ak<(

2kp =

De esta manera,

o

2.

k=n+1

C+1
1—2-p

y procediendo por induccion,

/w()(ijL

o [

>

)

B,,y C > 0 es la constante dada por el Teorema 4.23. Definamos
' <1, y tomemos € > 0 tal que 2¢S < 1. Veamos que w € B,,_..

x) dx para cada k > 0. Entonces, por

Jy " w

w(z) s
ok

o0 2k
) dzr + Z/
k—=n 2ny

o0

2kr>x

k=n+1

= A
522—;,

k=n

= A
e

=n

1—-277
C+1

(43)

‘X’w(z) - 2w ()
/r el ;/QH_IT po dx

§ 00 1 ony ]

<Y G fon, M
A R

= <;> Zl on(p—e)
2\ A e e = A

< (;) 2(2 S) Z%

n=1 k=0

2\ 1 c+1 [7

< —

= <r) 1—2651—2—13/0 w(z) dr,
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lo que concluye el resultado.
(ili) Supongamos que w € B, para algiin 0 < p < co. Dado r > 0, por el Teorema 4.23 se
tiene que

tp+1

W(2r) = p(2r)"W (2r) / Lo <perp [T <y / W) 4y < porw (),
2r tp-l—l 2r tp-f—l T

luego W € A,.

Reciprocamente, supongamos que W € Ay, de modo que W (2r) < CW(r) para cada
r > 0. Consideremos 0 < p < oo tal que C277 < 1, y veamos que w € B,. Dado r > 0,
realizando el cambio de variable ¢t = 2u, se tiene para cada n > 1,

2n—1

AL on—1p r
W (t) g — 1 W (2u) du < ¢ W (u)

du.

on—1p

Entonces, procediendo por induccion y sabiendo que W es creciente, se tiene que

2w () C\" [T W(t) c\" | 20 —1/C\"W(r)
s () [ias(g)wo [ ma=T5g) T
2 2
para cada n > 1. Por tanto,

oy w_1/C ”W(r) 2 —1 Wi(r)
= [0 S Z (D) R - 2

n=1

luego, por el Teorema 4.23, w € B,,. O

Observacion 4.26. (i) Aunque por el resultado anterior B, C B, para cada p < ¢, se tiene
que B, C Ng>pB, para todo 0 < p < oo. Para verlo, dado 0 < p < oo cualquiera, basta
definir el peso w(t) =t~ t > 0. Claramente, dado ¢ > p,

> w(t > e L P Cpy ["
/ wit) dt:/ =t dt = { } = - ﬂ/ w(t) dt,
ro U r p—ql, gq—prt 1" Jy

para cada r > 0, donde C, , = p/(q — p). Por tanto, w € B, para todo ¢ > p, y sin embargo,
w & B,.

(ii) La demostracion de la Proposicion 4.25 (ii) es la original de Arino y Muckenhoupt
(véase |2, Lemma 2.1]). Aunque el € > 0 se halla de forma explicita en esta prueba, existen
otras demostraciones més sencillas, y que ademas aportan mas intuicién sobre cual es el € > 0
adecuado para un cierto peso w y 0 < p < oo (véase [28, Theorem 2.5| para el caso p > 1).

Una vez hemos caracterizado los pesos B,, estudiaremos la clase B, . Para ello, utiliza-
remos el siguiente resultado, cuya demostracion original se debe a E. Sawyer [32, Theorem 1|,
y parte de la que expondremos a continuacion puede encontrarse en [10, Theorem 3.1].
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Teorema 4.27 (Dualidad de Sawyer [32]). Sea w un peso, 0 < p < 00 y g una funcion
medible no negativa en RY. Sip > 1, entonces,

o o p—1 1/
S ([ ([ i )

00 T p—1 /v
[T ([ awa) were dw)
%) T P’ /v oo
/ </ o(t) dt> W ()" w(z) da:) o g@)da —
0 0 <fooow(x) dx)
De forma similar, st 0 < p < 1, entonces

53}1 (ffof )j;>1/p = sup <W(r)‘1/P /Org(x) dx).

Q

Q

Ademas, las constantes que aparecen en las desigualdades no dependen de w ni de g.

Demostracion. Sea p > 1. Supongamos en primer lugar que g es una funcién acotada con
soporte compacto tal que g/W esta también acotada. Denotemos G(co fo t)dt < oo,

fo t)dt, y veamos que cada expresion es mayor o igual que una constante por
la 81gu1ente

Para la primera consideremos la funcion

x) = (/:05;—2)0@#_1, x>0,

que esté bien definida, es no negativa y decreciente. Observemos que, integrando por partes
(véase la Observacion 4.22),

/0 " p(aPula) de = (o)W (z)[> / " pla) g (@)W () du

0 =) [ ol W ) do
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Por tanto,

Por otro lado, como 0 < g € L'((0,00)), G es continua y creciente. De esta manera, denotando
xo = 00, como G(o0) < oo y G(0) = 0, podemos encontrar una sucesion (z,)5; C (0,00)
verificando que x, | 0, y G(z,) = G(c© ) /2™ para cada n > 0. Entonces,

[ a) a3 [ ([ 20) s

/M ( 3: . V?/(Z) dt)p,_lg(a:) dz

/

5 (Gl o)l
- 22;0 +1 Z/In . x” 2 p IW(ZEn 1)1_p g(m) dx

_22,,“2/%1 (@ W (@) g() e

= s | CWY W@ gt

lo que implica la segunda desigualdad.

Para la tercera, basta integrar por partes y tener en cuenta que, como p’ > 1, la funcion
©(t) = t'/*" es concava,
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Finalmente, para la altima desigualdad, consideremos la funciéon

o] 50 p'—1 1/p'
h(t) = </t G(z)P W (z) P w(x) do + p 1_ N (If/((oo))) ) , t>0.

Observemos que, como G es creciente, para cada t > 0 se tiene que

8

/too G(z)? W (z) P w(z) do < G(oo)pl_lft W(z)Pw(x)dx

y analogamente,

Por tanto,
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1 G\ 1 G(o0o)\ ”
WD (W<t>) A T ( W) ) ’ 4y

para cada t > 0, luego h esta bien definida, es estrictamente positiva y decreciente. Sea f
una funcion medible no negativa y decreciente en (0, 00). Entonces, aplicando al desigualdad
de Hoélder para du(x) = g(z)dm(x),

[ e = [ famon) o) da
< (/000 f(@)Ph(z) Pg(x) dx> 1/1)(/000 h(z) g(x) da:) Up.

Por un lado, por el teorema de Fubini,

/0 h(z dx—/ / P () P w(t)g(x) dt da

crilieg) e
G(ooy

_ /OOO G W) 7 w(t) /0 g(x)dxdt + ” 1_ [ W(oo)r 1
= /OOO Gt W ()™ w(t) dt + 1—1Wq(5>32’p 1

/

(
< (/000 Gt W(t) ™ w(t) dt) " + T _11)1/p’ Wigz/p
(

(45)

Por otro lado, aplicando el Lema 4.7, (4.2), e integracién por partes,
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/000 f(@)Ph(z)Pg(x) dx = /OOO paP! /Omf(x) h(t)g(t) dt da

- /ooo pat”! (h<mf<x>>-p0<mf<w>>
T /0 e h(t) P (8)G(t) dt) dx
< / " pa? (i (2)) PGy () da

< — 1y / " e W (g () de

— -1 / " fa)Pu(z)d

De esta manera, se sigue de (4.2) y (4.2) que

o fl@)g(x) de Uy o0 y L U (oo
Sﬁﬁ<fff . ) 7 < (140 W)[(/O GOy W o) ult) +W]

lo que concluye el caso p > 1. En el caso de que g no esté en las hipotesis que hemos asumido
al comienzo de la demostracion, bastara definir la sucesion creciente de funciones medibles

Gn = gX{1/n<g<n} X{W>1/n}X(0,n), M = 1, que claramente verifican las propiedades deseadas.
Entonces, el resultado se seguira del Teorema de la Convergencia Mondtona, y el hecho de
que las constantes de las desigualdades no dependen de g,.

Supongamos ahora el caso 0 < p < 1. Para la desigualdad >, tomemos r > 0, y conside-
remos [ = x(o,)- Entonces,

“up fo x)dx - fo (x)dx

o=t (foe f(x)if’w(;zj) d:c) e (S5 x )dx) /,,

Por tanto, como r > 0 es arbitrario,

su Jo v)de > sup [ W(r)~VP ' (x)dx |. (47)
o< <fo f(x)Pw(x) dx) o ’">€( /0 ’ )

Para probar la desigualdad <, denotemos

€ i=sup (W(r>1/p /0 (@) dx).

Si C' = 00, el resultado es trivial por (4.2), por lo que supongamos sin pérdida de generalidad
que C' < co. De esta manera, para cada 7 > 0 se tiene que G(r) < CW (r)"/?. Consideremos

= W(r)~l/r /Org(m) dz.
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una funciéon f no negativa y decreciente. Entonces, como G(my(t)) es decreciente, por el
Lema 4.21, y el Lema 4.7 aplicado a w y g, se tiene que

| st@rotyde = [ e ) a

zé /Ooo 771Gy (1)) dt

([ o)
S seorse).

T o
Por tanto,
d T
cup fo <= (Wi [gar).
m
Teorema 4.28. Sea w un peso y 0 < p < oo. Entonces w € By o sty solo s,
(i) sip>1,
o ) 1/p
W(r)l/p(/ 2P W ()P dx) <Cr, r>0. (48)
0
(i) sip <1,

sup (W(r)l/pW(s)_l/pr/s) < 0.

r>s>0
Demostracion. Observemos que w € B, o es equivalente a que, para cada f € Lf  (w),

sup yW (may(y)"? < C|| £l 1o (w)

y>0

Ademas, como Af es decreciente siempre que f lo es, por la Proposicion 4.8 (iii), esto es
equivalente a que, para cada f € L (w),

sup Af (1YW ()2 < O|| £l 1o (w)

r>0
Por tanto, w € B, « si y solo si,

sup ( sup Af—m>W(r)l/p = sup sup(Af—mW(r)l/p> < oo. (49)
>0 \ \ yerz_ . IfllLo@w) fer? >0 \ [ fllze(w)

dec(w) dec(w)
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() Supongamos que p > 1. Sea 7 > 0. Definiendo g¢,(z) = x () (x)/r, © > 0, esta claro que

fo x)dx para cada xr > 0. Observemos ademas que, si f es una funciéon
decre(nente tal que f §Z Ldec (w)» €DtONCeES | fI| zr(w) = 00. Por tanto, por el Lema 4.27,
Af(r Af(r gr(z)dx
oy A AT ;
rerzo o I lry  o<pi I fllr)  o<st P
IS x)dx

1/p'

Q

/0°° (/0 9-(1) dt)pllw(x)l‘p’gr(x) d:r)

o P -1 X (0 r)(ZE) v
= / min{l,—} W (x)' " == dy
0

r r

’ l/p/
1 /" Pt ,
= —/ (£> W(x)? dm)
rJo \r
1/ (" o\
= — P W (x) P da :
r 0

donde las constantes en las desigualdades no dependen de r > 0. Entonces, por (4.2), w €

B, ~ siy solo si
W (r\t/p ro / 1/p'
sup (L(/ o YW ()P d:v) < 00,
r>0 r 0

que es equivalente a ((i)).
(ii) Supongamos que 0 < p < 1. Sea r > 0. Al igual que antes, definiendo g,(x) = x(0,/T,
x > 0, por el Lema 4.27 se tiene que

A, AT fo°°f<x>gr<x> d

sup = = sup
rert o W lrey  o<rt Ifllew) o< e
I f x) d

R~ SUp (W(S)‘”” /0 gr() dﬂf)

= sup <W(s)1/p min{1, 3/7“}>,

s>0

donde las constantes en las desigualdades no dependen de r > 0. Entonces, por (4.2), w €
B, siy solo si

sup <W(r)1/pW(s)_1/p min{l,s/r}) < 0

r,s>0
Ademaés, como W es creciente, W (r) < W (s) siempre que s > r. Por tanto, w € B, » si y
solo si

sup (W(T)l/pW(s)_l/ps/r) < 0. O

r>s>0
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Observacion 4.29. Recordemos que, dado 0 < p < oo, decimos que una funciéon medible ¢,
no negativa, creciente y definida sobre [0, 00), es p-cuasicdncava si ¢(0) = 0 y existe C' > 0
de manera que, para todo 0 < s <r < oo,

Por tanto, el resultado anterior nos dice que, para 0 < p < 1, w € By si y solo si W es
p-cuasiconcava.

El resultado anterior nos caracteriza los pesos B, . para p > 1, en términos de una
desigualdad que, aparentemente, no tiene relacion con las desigualdades que aparecen en el
Teorema 4.23. Sin embargo, nada més lejos de la realidad, el siguiente resultado establece la
equivalencia entre estas desigualdades, lo que implicara que B, = B,  para p > 1 (véase el
Teorema 4.31).

Lema 4.30. Sea w un peso y p > 1. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a)/mwﬁ%ugcﬂﬁl r>0.

tp+1 rP

r 1/p
(ii) W(r)l/p</ e dt) <Cr, r>Q0.
0

Demostracion. (i) = (ii) Observemos que, como W es creciente,

OOW(t)thW(T)/OO 1 dt_lW(r)’

tp+1 tptl - p TP

para cada r > 0. Por tanto, definiendo la funcién

W) N\
F(r)= < | dt) , >0, (50)
se verifica que
1 P P
L < F(r)<p—v, r>0. (51)

W) =

Ademas, como W (t)/t? es continua para todo ¢t > 0, por el teorema fundamental del calculo
se tiene que F'(r) = F(r)*W(r)/r?*! para cada r > 0. Entonces, dado r > 0,
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v ) 1/p' Tt W(t) /v
W<T)1/p(/o rTWE dt) - W(r)l/p(/o W)y trtt dt)

(] () )

/07» Fl)” 5;7(;)2 dt) 1/p/

r> 1/p’
0

Sy

(ii) = (i) De forma similar a la implicacion anterior, observemos que, como W es creciente,

T 12 / 1/pl / r / 1/}7/ 1
W(r)l/p(/ e (7 dt) > W(r)YPw (r)t=1/P (/0 - dt) = "
0

para cada r > 0. Por tanto, definiendo la funcién
G(r) = / W dt, r>0,
0

se verifica que

/ /

rP ) rP

1
TG

Ademas, como t* W (¢)'? es continua para todo t > 0, por el teorema fundamental del
célculo se tiene que G'(r) = r*"'W (r)'~? para cada r > 0. Entonces, dado r > 0,

1)
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/

/TOO W) dt = /Too tp/—1W(t)1—P’W(t)p dt

tpt1 tptp’

_llm(?@)(ﬂigii>pdt

SWJGM%W&
o

< - -
~p—1G(r)p!

crr' - W (r)®'=1r-1)

ZWG}WW’
p

/

/
= p— 1 (p ) 7o' (p—1)
_ et W)
- p—1 e

Teorema 4.31. Sea w un peso y 0 < p < oo.
(i) Sip>1, Byoo = B,.
(i) Si0<p<1, wée By siysolosi W es p-cuasiconcava.

Demostracion. (i) Supongamos que p > 1. Por el Teorema 4.23 de M. A. Arino y B. Muc-
kenhoupt caracterizamos la clase B, en términos de la desigualdad (iii). Ademas, por el
Lema 4.30 sabemos que esta desigualdad es equivalente a (ii), que a su vez caracteriza la
clase B, « por el Teorema 4.28. Esto concluye el resultado.

(ii) Supongamos que p < 1. La afirmacion es consecuencia inmediata del Teorema 4.28 y
la Observacion 4.29. O

Observacion 4.32. En el caso 0 < p < 1, existen pesos de forma que w € B, \ B,. En
efecto, si consideramos el peso w(t) = ptP~1 ¢t > 0, se tiene que W (t) = ¢, t > 0. Claramente
w € B, « por el Teorema 4.31, dado que W es p-cuasicoéncava. Sin embargo, para cada r > 0,

o 001
/ w(t)dt:p/ —dt = o0,
ro P rt

luego, por el Teorema 4.23, se tiene que w ¢ B,,.

En la Observacion 4.26 se probé que B, C ﬂq>p B, para todo 0 < p < oo, por lo que
cabe preguntarse (dado que B, C B, ) si By C [),~, By El siguiente resultado responde
a esta cuestion.

q>p
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Proposicién 4.33. Sea 0 < p < 0o. Entonces Byoo S (1,5, By-

Demostracion. Supongamos que p > 1. Por el Teorema 4.31, se tiene que B, . = B,, mientras
que por la Proposicién 4.25 y la Observacion 4.26, sabemos que B, = B, C ﬂq>p B,.

Supongamos ahora que p < 1. Dado w € B, , sabemos por el Teorema 4.31 que W es
p-cuasiconcava. De este modo, para cada ¢ > p y r > 0 se tiene que

o0 p—q
Wit dt / Wit) 1 dt<C’W<T)/ 1 dt:CW(r) r :Cqu(r)

tat1 tp tq p+1 rp ta—p+1 P oqg—0p g

T

Por tanto, por el Lema 4.30 y el Teorema 4.23, concluimos que w € B, para cada ¢ > p.
Veamos a continuacion que, de hecho, B, C +>p Bg- Para ello, consideremos una sucesion
estrictamente decreciente (p,)nen C R tal que lim, p, = p, y otra sucesion (a,)nen C RT
decreciente tal que >~ | a, = 1. Definamos el peso

S @ttt s 0<t <1,
w(t) =
0 si t>1.

Claramente la serie converge uniformemente en [0, 1], y ademaés,

Yo anttr st 0<t <1,

Wi(t) =
1 si t>1.

De esta manera, t ?W(t) — 0 cuando ¢t — 0, por lo que W no es p-cuasiconcava. Por tanto,
por el Teorema 4.31, se tiene que w ¢ B, . Por otro lado, observemos que, como por la
Proposicién 4.25 la condicién B, es monétona, sabemos que (., By = (5,42, Ba- Por
tanto, dado ¢ > p con ¢ # p, para todo n € N, basta ver que w G B, Sea 0 < r <1
cualquiera. Entonces,

/T h wg) dt =

— ianpn/ {Po—170 —Z a"p” — pPnma)
n=1

pn_q
Y

/ t)ydt =r" Z anpn/ =l dt = i aprPn 1
n=1

Denotemos S, = sup,, pn/(pn — q) € (0,00), I, = inf,, p,/(pn — q) € (—00,0). Ademas, como
(pn)n es decreciente y converge a p < ¢, existe ng € N tal que p, 41 < ¢y pn, > ¢. Por tanto,
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[7E S ey

ta —
“—pn—q
anpn AnPn
— T-pn q _'_ (1_7,,]071 Q)
Z “ Pn q A Zno ‘ Pn— 4
anP
< E =1, g n(rPrm?—1)
pn —q n=ng+1
[e'S)
Pn—q
< Sgnoar — 1 E anT
n=ng+1
S Noaq > >
< —; g a, — I, g an,rfr 4
no+1 n=ng+1 n=ng+1
S Noaq > >
<4 g ap,rT1 — 1, E a,rfr1
Angp41
no+ n=ng+1 n=ng+1

=Cy Z arp"q<c w(t)dt,
n=ng+1
donde C, = S,noa; /an,+1 — I,. Ademas, como w(t) = 0 para todo ¢ > 1, la desigualdad sigue
siendo valida para r > 1, por lo que por el Teorema 4.23 concluimos que w € B,,. O

4.3. Normabilidad de A?(w) y acotacion débil del opera-
dor maximal

Una de las preguntas mas naturales que surgen sobre los espacios de Lorentz clasicos
es bajo qué condiciones el funcional || - ||ar(w) €s una norma. En 1951, G. G. Lorentz [23]
prob6 que, para p > 1y (X,u) = ((0,1),m), esto era equivalente a que el peso w fuera
equivalente a.e. (esto es, igual a.e. a una funciéon decreciente). El resultado continia siendo
cierto si (X, u) = (R", m,) (Teorema 4.35), y aunque no lo discutiremos en esta seccion, gran
parte de los resultados siguen siendo vélidos siempre que (X, i) sea un espacio de medida
no atéomico (véase |8, Theorem 2.5.8]). Mas atin, veremos que es posible caracterizar aquellos
espacios de Lorentz clasicos normables (Teoremas 3.23, 4.41), lo cual resultara ser equivalente
a la acotacion débil del operador maximal M : AP(w) — AP>®(w), y a w € B, « (siempre que
p>1).

Observacién 4.34. Dado n € N y una funciéon f no negativa y decreciente a.e. sobre R,
podemos encontrar una funcién f € My (R™, m) verificando que f* = f ae. En efecto,
definamos f(z) = f(w,|z|") para cada = € R, donde w, = |B(0,1)|. Basta comprobar que
my =m§, ya que en tal caso f* = f* y como f es no negativa y decreciente a.e. se tiene que
f* = [ a.e. Por tanto, tomemos ¢ > 0 y definamos los conjuntos

Bi={yeR:[f)| >t} B ={zreR":|f(x)>1}.
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Como f es decreciente sabemos que F; = [0, ps(t)), y ademéds, x € E, siy solo si w,|z|” € E,
o equivalentemente, |z| < (mf(t)/w,)/™. Por tanto, E; = B(0, (ms(t)/w,)/™), de modo que

m(t) = |Ed| = |B(O, (mg(t)/wa)/")] = my(2).

El siguiente resultado caracteriza cuando || - [[sr(w) €s una norma. En el caso p > 1, la
demostracion es una adaptacion de la que se encuentra en el articulo original de G. G. Lorentz
[23], mientras que la necesidad de que p > 1, se puede encontrar en |6, Corollary 3.2].

Teorema 4.35 (G. G. Lorentz [23]). Sea w un peso y 0 < p < 0o. Entonces || - ||ar(w) €5 una
norma si y solo si p > 1, w decreciente a.e.

Demostracion. (<) Supongamos que p > 1y w es decreciente a.e. Por el Teorema 4.9 basta
comprobar que se verifica la desigualdad triangular, para lo cual consideramos f, g € AP(w)
cualesquiera. Por un lado, por la Observacion 4.34 existe h € My (R™ m) tal que = w
a.e. Por otro lado, como (R™,m) es no atémico, se tiene por el Teorema 2.37 que (R™, m) es
resonante, y ademas ((f + ¢)*)? = (|f + g|P)* por la Proposicion 2.28. Por tanto,

I + sl = ([ +ar@raar) " ([Tar+onrio dt)””
- (sup [ 15w+ gopaa) d:c) R ( 176+ sy dx) e

h*=w h*=w

IN

o ([ 1Pk o) " 4 ow ([ tatorn o) "

h*=w h*=w

- (/Ow(\f\p)*(t)h*@) dt) 1/p+ (/Ooo(lglp)*(t)ﬁ*(t) dt) 1/p
- ( /0 " PP dt) h n ( /0 * () dt) 1p

= I fllar(w) + |9l ap(w)-

(=) Supongamos que |- ||sr(w) €5 una norma. Veamos en primer lugar que w es decreciente
a.e. Sean x > y > 0 y € > 0 cualesquiera. Consideremos r; > r9 > r3 > 0 cumpliendo que
|B(0,r1)[ ==, |B(0,r2)| = (x +y)/2, |B(0,r3)| = (x — y)/2, y definamos

f= 0+ XB0s) T XBOANBOR): Y 9= XBOrs) + (1+€)XB0r)\BOr)-
A partir de (2.26) sabemos que

[ =9"= 1+ )Xp.+1)/2) T Xi@tv)/2.2)>

de modo que

(w+9)/2 " 1/p
1l = lgllarcey = ((1 cor [T was /( w(t) dt)

+y)/2
([(1 P 1}W(“’ ; y) + W(x))l/p.
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Por otro lado, es facil comprobar que

(f + g>* = (2 + 2€)X[O,y) + (2 + G)X[y,z)u
luego,

1 + gllavw) = ((2+26)p/0yw(t)dt+(2+e)p/yxw(t)dt)l/p

1/p
— ([(2 +26)P — (24 )P [W(y) + (2 + e)pW(x)) .

Entonces, como || f + g|ar@w) < || fllarw) + ||9]lar @), se tiene por (4.3) y (4.3) que

(24267 — (24 ] W(y) + (2 + )W (2) < [(2+ 27 — 2] W(%) + 2P (),

o equivalentemente,

(2+ep—2v

WOt Gy @t op

W(z) <

(24 2¢)P — 27 r+y
2+ 207 (2+6)PW( )

Tomando ¢ — 0, deducimos que

Por tanto, como W es continua, concluimos que W es concava, luego w es decreciente a.e.
(véase [19, Theorem 1.1]).

Veamos ahora que p > 1. Supongamos por reducciéon al absurdo que 0 < p < 1. Con-
sideremos una sucesion decreciente de conjunto medibles (A,,), tal que W(|A4,|) = 277",y
definamos f,, = 2"x 4, para cada n € N. Entonces,

1/p

Il =2 ([ G @pua) = rwia -1
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para todo n € N. Ademas, dado N € N cualquiera, si tomamos Ay, = 0, se tiene que

1 1 N k '
v - 5 2 (X2)vae
AP(w) 1\ =1 AP (w)
1 N koo * P 1/p
=L (2 (22w 0) vl
=1

ZIH

/ ( Nl <iQj)XA’”lhlAm(t))pw(t) dt] 1/p

7=1

(2] [ o)

=1

ZIH

Mz M-

y
i
=
(X

1/p
2k+1 (kap _ 2(k+1)p))

>
Il
—_

> C, Nl/p Cle/p%’

donde C, > 0. Por tanto, existe Ny € N tal que || foil Jrllar@w) > No, pero como || - || ar(w)
es una norma, sabemos que || Z]kvil Jrellar@) < Z,ivil | fellarw) = No, lo que supone una
contradiccion. ]

Una vez hemos caracterizado aquellos pesos para los cuales el espacio de Lorentz || - || a»(w)
es normado, es natural preguntarse si podemos obtener una caracterizaciéon similar para su
normabilidad. Recordamos que, dado un espacio vectorial topologico U, decimos que U es
normable si su topologia puede definirse a partir de una norma sobre U. En el caso del espacio
de Lorentz AP(w), esto es equivalente a que exista una norma || - || sobre A?(w) y constantes
C1,Cy > 0, verificando que

CUA < M llavey < CollfIl; - f € A (w). (54)

Con este objetivo en mente, la idea con la que abordaremos el problema es la misma que se
utilizo para los espacios de Lorentz en el Teorema 3.26. En lugar de trabajar con || - || ar(w),
que esta definida a partir de la reordenada decreciente, trabajaremos con una aplicacién muy
similar definida a partir de la funcién maximal, la cual sabemos que posee propiedades més
interesantes (como la subaditividad).

Definicién 4.36. Sea w un peso y 0 < p < co. El espacio Gamma de Lorentz TP(w) estéa
formado por aquellas funciones f € My(R"™, m,,) verificando que

I Fllroi = ( [ wren dt) R

De forma similar, el espacio Gamma de Lorentz débil TP (w) esta formado por aquellas
funciones f € My(R™, m,,) verificando que

| fllrpoe(w) = sup f**(t)W(t)l/p < o0,

0<t<oo
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Observacion 4.37. (i) ["*°(w) es un espacio normado para todo 0 < p < oo, mientras que
I'’(w) es un espacio normado si p > 1. Esto es inmediato a partir del Teorema 2.44, ya que
(f+9)™ < [+ g™ para toda f,g € Mo(R",my).

(ii) Dado 0 < p < o0 y f € Mo(R™, m,,), sabemos por la Proposicion 2.42 que f* < f**
luego

[Fllapeowy < N flloveciwys ¥ ([ llar) < [ Fllree),
Por tanto,
IP(w) — AP*(w), y TIP(w)— AP(w).

(iii) Si 'Y (w) # {0}, entonces w(oo) = 0. En efecto, supongamos por reduccién al absurdo
que w(oo) > 0y existe 0 # f € I''(w). Entonces, existe n > 1 tal que |{|f| > 1/n}| > 0.
Tomando E = {|f| > 1/n} N B(0,1), se tiene que xg < n|f| y 0 < |E| < oo, luego
X € I''(w). Por otro lado, esta claro que x5 () = min{1, |E|/t} para cada t > 0, por lo que

= w(t) . Fwlt) [T .
. —2 dt §/0 w(t)dt + |E| ” Tdt_/o Xp (Hw(t) dt < oo.

|El

Sin embargo, como w(oo) > 0, existe ty > |E| > 0 tal que w(t) > w(ty)/2 > 0 para cada

t > tg. Por tanto,
/ Mdsz/ MdtZw(to)/Z/ —dt =
Bt o 1 o

lo que supone una contradiccion.

Observacion 4.38. Sea (X, A, 1) un espacio de medida y f : X — R p-medible. Para la
integral de Lebesgue, es facil comprobar que
< [ 17l
X

/deﬂ

De forma similar, si consideramos un espacio de Banach (B, || - ||), podemos construir una
teoria de integracion para funciones B-valuadas a partir de la conocida integral de Bochner
[12]. Se dice que una funcion f : X — B es Bochner-integrable si es pu-medible y ademas
existe una sucesion (f,), de funciones simples p-medibles cumpliendo que

lim / 1 — flldp=o0.
noJx

En tal caso, se define la integral de Bochner de f sobre X como

/ﬂMJm/h@

Se puede comprobar [12, Theorem 2, Chapter II| que una funcion f : X — B es Bochner-
integrable si y solo si [ ||f||di < oo. Ademas, en estas condiciones se verifica la desigualdad
integral de Minkowski, cuya demostracion es elemental para funciones simples, y es facil
comprobar para una funciéon f : X — B Bochner-integrable tomando el limite sobre funciones

simples:
H / fduH < [ sl (55)
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El siguiente resultado clasico de E. Sawyer [32] caracteriza la normabilidad de AP(w) en
el caso p > 1.

Teorema 4.39 (E. Sawyer [32]). Sea w un peso y p > 1. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) AP(w) es normable.
(ii) AP(w) = T?(w) y se cumple (4.3) con || - lrsw)
(iii) w € B,.

(iv) M : AP(w) — AP(w).

Demostracion. (i) = (ii1) Supongamos que AP(w) es normable, esto es, que existe una norma
||| sobre AP(w) y constantes Cy, Cy > 0 verificando (4.3). Sea f € Ldec( )y r > 0 cualquiera.
Definamos w,, = |B(0,1)|, 7 = (w,;'r)"/", § = Xpo.7 ¥ f(y) = fwaly|®) para cada y € R”, de
modo que f* = f por la Observacion 4.34. Veamos en primer lugar que existe una constante
C' > 0 tal que, para todo |y| < 7, se cumple que

Fraw=c [ fods
Sea |y| < 7 cualquiera. Realizando el cambio a coordenadas polares se tiene que
Fra) = [ s@it-ode= [ Fonmgn)d:
- L
= [ttty [ xmn ) do@) (56)
- /0 T by () dr

f(r@)XB(y,;) (r0)r" dr do ()

> [ty dr
0
donde o es la medida de superficie de la esfera S"7!, y

b = [ xeun0) o) = [ xognssn @) do(o)

Consideremos 6y € S"~! cualquiera. Observemos que S** N B(6y,1) C St N B(byly|/7, 1),
dado que si z € S"™' N B(6, 1),

MI—@90’<(1—@)+@:L
T

r T T

‘x—@%’ < ‘I_@l"—F
T T T
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Por otro lado, como y/|yl|, 0y € S*!, sabemos que existe una rotacion que lleva y/|y|| en 6,
o equivalentemente, que existe A € O(n) tal que y = |y|A(6y). De este modo, dado que o es
invariante bajo rotaciones, i.e. invariante bajo los elementos de O(n), se tiene que

D) = [ e @do0) = [ o) do )

n—

/ Bloolyl/r0) (ATH(0)) do(0) = /snl X B(0oly|/71)(0) do(6) (57)
= o (8" N BOlyI/7. 1)) 2 o (87 0BG, 1)) > 0.

Ademas, dado r < 1"y x € B(y/r',7/r"),

r 1 1 T 1 IN. 7
2= < S G-+ (c-5)F=1
T T

ror r! r T r

luego B(y/r',7/r") C B(y/r,7/r), y por tanto h, es una funciéon decreciente. Entonces, por
(4.3), (4.3), y realizando el cambio de variable s = w,r",

Feao) = [ 1 f o™y (r) dr
> [y (7)

J f (59)

> C’nwn/o " f (w,r™) dr

—C [ f(s)ds,

0

donde C' = o (S""' N B(bp, 1)) /(nw,) > 0. De esta manera, como (4.3) se cumple para todo
y € B(0,7), y |B(0,7)| = r, por la Proposicién 2.23 sabemos que

(F*g) (1) >C / ' f(s)ds

para todo 0 < t < r. Por tanto, definiendo fm(y) = f(y — x) para cada =,y € R",

[ @i

C, = Co||f * gll > [If * §llarw)

- ([Grararu a) "
> ([ (Grareraoa) v
([ roe)( [ o)
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Observemos que, dado que || - || es equivalente a || - ||ar(w), ¥ por la Proposicién 4.10 sabemos
que (AP(w), || - |l(ar(w)) €s completo, se tiene que (AP(w), || - ||) es un espacio de Banach. Por
otro lado, la aplicacion P : R"™ — AP(w) dada por P(z) = f,, verifica que

1P(@)||arw) = | fallar@) = 12l o) = [1F 7o) = [1f | ) < 00
para cada x € R", luego tomando du(z) = g(x) dz, se tiene que

| IP@) dp(z) < cyt / G@)P ()| av ) dz

= CT e [ i) da (60)

= CTY|f1l Lo (uy| B(0,7)]
= O f |l o)

De esta manera, sabemos por la Observacion 4.38 que P es Bochner-integrable, por lo que
por (4.3), (4.3) y la desigualdad integral de Minkowski (4.38), concluimos que

Af(r)W (r) /7 = %(/O’"f(s) ds) (/Orw(s) ds) 1/p

<8 [ i

| P@duto)

07102

r

<& [ 1p@) dut)

R"

< OGO fllzow-

Por tanto A : LY (w) — LP*>°(w), luego w € B, .. Finalmente, como p > 1, por el
Teorema 4.31 concluimos que w € B,,.

(i31) = (iv) Consideremos f € AP(w) cualquiera. Por el Teorema 3.17, existe C' > 0 tal
que (M f)*(t) < Cf**(t) = A(f*)(t) para cada t > 0. Por tanto, como w € B,

00 1/P _ 0 1/17
1M F L ariay = ( e wree) dx) < c( [ et dx)
= C|1 o) < COF* Nl o) = CON 1 arcw)

(iv) = (uii) Consideremos f € LA (w) cualquiera. Por la Observacion 2.25 sabemos que
existe f € Mo(R"™,m) tal que fr = J a.e Ademas, por el Teorema 3.17, existe C > 0 tal
que A(f)(t) = A(f*)(t) = () < C(Mf)*(t) para cada t > 0. De esta manera, como
M : AP (w) — AP(w),

bl = [ 7t dw) ' <¢( /OOO(Mf)*(x)pw(x)dx>1/p
o

IM fllary < CONfllarw) = CClF |l Lrw) = CCIlf | o w)-
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Por tanto, w € B,,.

(i1i) = (ii) Basta ver que se verifica (4.3) con || - |[rp(w). Por un lado, sabemos por la
Proposicion 2.42 que f* < f** para cada f € My(R", m,), luego || fllar@w) < ||f]lre(w). Por
otro lado dada f € AP(w), como w € B, y A(f*) = f**, existe C' > 0 tal que

1 fllerew) = 1A ) 2wy < Clf ey = CllLfllarw)-

(ii) = (i) Por el Teorema 2.44, sabemos que (f + g)** < f*™* + ¢** para cualesquiera
f,9 € Mo(R", m,). De esta manera, || -||rr(w) €s una norma sobre I'’(w) = AP(w) verificando
(4.3), luego AP(w) es normable. O

En cuanto a la normabilidad de A'(w), también la podemos caracterizar en términos de
w, aunque el resultado es ligeramente distinto al caso p > 1. Observemos que, argumentando
de forma similar a la equivalencia (iii) < (iv) del Teorema 4.39, se puede comprobar que
w € By siy solosi M : AP(w) — AP*(w). De esta manera, en el caso p > 1, como
B, = B, » por el Teorema 4.31, resulta que la normabilidad de AP(w) es también equivalente
aw € B, v a la acotacion débil del operador maximal, M : AP(w) — AP*°(w). Estas
equivalencias son las que se mantendran para el caso p = 1, aunque antes de enunciar y
probar el resultado necesitamos un lema previo |20, Theorem 1.1].

Lema 4.40. Sea ¢ una funcion 1-cuasiconcava. Entonces existe una funcion ¢ concava y
C > 0 tal que
Co(t) < plt) <@(t), t>0. (61)

Demostracion. Definamos la funcién

P(t) = sup { Z)\iap(ti) : Z)‘i =1, Z)\iti =t t;p,\; >0Vi=1, ...,n},
i=1 i=1 i=1

para cada t > 0. Veamos en primer lugar que ¢ esta bien definida y cumple (4.40). Dado
t > 0, por definicion esta claro que p(t) < @¢(t). Ademaés, como ¢ es 1-cuasiconcava, dados
{N e, {ti}, C [0,00) cumpliendo que > " A, =1y D" Aty =1, se tiene que

Xip(t) <Y NCméx< 1, —rp(t) <C i+ Y = |e(t) =2C¢(t),
ETED { t}@() (Z > t)m o)
luego o(t) < 2Cp(t).

Veamos que ¢ es concava. En efecto, si consideramos ¢,s,¢ > 0y 0 < o < 1, sabemos que
existen {\; }iiy, {ti ey, 1151721, 1851721 C [0, 00) verificando

Zx\lzz,uzzl, Z)\thzt, Z/Lij:S,
=1 7=1 =1 J=1
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Por tanto,
ad die(t) + (1—a) > pipls;) = ag(t) + (1 — a)d(s) —
i=1 j=1
Ademas,
aZ)\Z—I— (1 —Q)Zu] =1,
i=1 j=1
y

de donde se sigue que
plat + (1 —a)s) = ap(t) + (1 — a)p(s) —e
Como € > 0 es arbitrario, concluimos que ¢ es una funcién céncava. ]
El siguiente resultado caracteriza la normabilidad de A'(w).

Teorema 4.41 (M. J. Carro, A. Garcia del Amo, J. Soria [6]). Sea w un peso. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) A (w) es normable.
(ii) w € By .
(iii) M : AY(w) — AV (w).

Demostracion. (i) = (i1) Supongamos que A'(w) es normable. Observemos que en el argu-
mento utilizado en la implicacion (i) = (ii) del Teorema 4.39, solo se utiliza la hipotesis
p > 1 para concluir que B, = B, por el Teorema 4.31. Por tanto, argumentando de la
misma manera para p = 1, concluimos que w € B .

(17) < (1i1) La demostracion es andloga a la equivalencia (iii) < (iv) del Teorema 4.39,
consecuencia inmediata de que (M f)* ~ f** para toda f € AP(w) (Teorema 3.17).

(i1) = (i) Supongamos que w € Bj . Por el Teorema 4.31 se tiene que W es 1- cua-
siconcava, de manera que por el Lema 4.40 existe una funcién V' concava y C1,Cy > 0 tal
que

CiV(t) <W(t) < CLV(t), t>0.

Entonces, sabemos (véase [19, Theorem 1.1]) que existe un peso v decreciente verificando
que V(z) = foxv(t) dt para todo z > 0. Observemos que, dada f € My(R"™ m,), por la
Proposiciéon 4.8 se tiene que

0 l/p 0 1/P
g = ([ o woya) < co [Torvim@a) =l
0 0
y andlogamente C1|f|[a1) < [[f]laz ). Por tanto, se tiene que A'(w) = A'(v) y se cumple
:3) con || - [[a1(y). Finalmente, como v es decreciente, por el Teorema 4.35 concluimos que

(4
(A (w), || - Iar@w)) = (A (v), || - [|ar(w)) €s normado, luego A'(w) es normable. O
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Aunque el resultado anterior caracteriza completamente la normabilidad de A'(w), no
dice nada acerca de la norma con la que lo podemos dotar. Si bien en el caso p > 1 esta es
esencialmente || - ||rp(w) y AP(w) = I'P(w), para p = 1 esto deja de ser cierto. Lo que si se puede
probar [26, Theorem 3.1] es que tnicamente hay tres posibilidades para dicha norma: || - || 1,
- lrr) ¥ - ller +1] - [[rr o) para cierto peso v. Ademas, todas ellas pueden expresarse a través
de la funcion maximal f**. Antes de demostrar este resultado, debemos caracterizar algunas
inclusiones entre espacios de Lorentz (Teorema 4.42) y probar un lema auxiliar (Lema 4.44).

Teorema 4.42. Sean w,v pesos.

(i) AY(w) — TY(v) si y solo si existe Cy > 0 tal que

W(r) > Cy (V(r) + r/roo @ dt), r > 0. (62)

(ii) TH(v) — A'(w) si y solo si existe Cy > 0 tal que

W) < C (V(r) + r/roo @ dt), r>0. (63)

(iii) AY(v) — AY(w) siy solo si existe Cs > 0 tal que
Wi(r) < CsV(r), r>0.

Demostracion. (i) Para la necesidad basta, dado r > 0, considerar £ C R" con |E| =71y
f=xe € A(w), ya que

W)= [l = [T xpudez o [ i a

= C/OOO min{1,r/t}o(t) dt = C(V(r) n T/TOO @dt) (64)

Para la suficiencia, por (4.3) esta claro que ((i)) es equivalente a la existencia de una constante
C > 0 tal que, para cada t > 0 y E C R" medible, se cumple que |[xg|rw) < C|lxE&llAt@w)-
Consideremos f € A'(w) cualquiera y una familia de conjuntos medibles { 4; };>o C R™ tal que
|A¢| = my(t) para cada t > 0. Como f* es decreciente y ms = my« por la Proposicion 2.28,
se tiene por (4.2), la Proposicion 4.8 y el teorema de Fubini que
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(ii) La demostracion es analoga a la de (i).

(iii) Al igual que en (i), para la necesidad basta, dado r > 0, considerar £ C R" con
|E|=ry f=xp€A(w), yaque

W) :/Orw(t) dt:/OOOX*E(t)w(t) it < C/Ooox*E(t)v(t) dt:C/Orw(t) it = CV(r).

Para la suficiencia, dado f € A'(v) cualquiera, por la Proposicion 4.8 se tiene que

/Ooo frOnw(t)dt = /0 W) ds < /0 "V mg(s) ds = /O " P de
O

Observacion 4.43. Implicito en la demostracion del Teorema 4.41 hemos probado que, si
A'(w) es normable, entonces existe un peso w decreciente tal que A'(w) = A'(w) y se cumple
(4.3) con || - || ar(a). Por tanto, para estudiar con qué tipo de normas podemos dotar a A'(w),
basta analizar como se comporta || - |a1(,) cuando el peso w es decreciente.

Lema 4.44. Sea w un peso decreciente tal que w(oo) = 0. Entonces existe un peso v y
constantes Cy,Cy > 0, de forma que se cumple ((1)) y ((ii)).

Demostracion. Observemos que, si existe una funcion ¢ € C?(R™) concava cumpliendo que
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limy oo @' (t) = 0, lim;_,o t¢'(t) = 0y ¢(0) = 0, entonces para cada r > 0 se tiene que
o) = [ a0t =ro) -l - [ o
= r((r) = Jim (1) — [ t0"0)

—r [Cowar- [ oo

:r/ (t)dt—i-V()

donde v(t) = —t¢”(t) > 0 es un peso. Por tanto, basta encontrar una funcién ¢ en las
condiciones anteriores, y constantes C1,Cy > 0 de manera que C1W (r) < ¢(r) < CoW (r)
para cada r > 0. Definamos

1 2r
¢(7"):— W (t)dt = /Wrtd r >0,

/W t)dt = /Wrtdt r >0,

Claramente ¢ € C’Q(R+), y ademaés es concava. En efecto, dados r,s > 0y 0 < A < 1, como
w es decreciente sabemos que W es concava, luego

donde

AV (r) + (1 = MW (s) = /2 AW (rt) + (1 — N\)W (st) dt

/W (O + (1= \)s)t) dt

— WO+ (1= N)s).

Por tanto, W es concava, y repitiendo el mismo argumento para ¢, deducimos que ¢ también
es concava. Ademas, como W es creciente y w es decreciente,

W(r) <W(r) <W(2r)=W(r) + /2rw(t) dt < 2W(r),
para cada r > 0, luego
r) < /2 W(rt)dt < ¢(r) < /2 2W (rt) dt < 2W(2r) < 4W (r),

para cada r > 0. De esta manera, como W (0) = 0, sabemos que ¢(0) = 0. Por otro lado, se
tiene que

oW (2r) —W(r) 1 [* .

¢'(r) = . — [ Wt
2W(r) —2Wir) 1 / ! 20V (t) dt

v
|
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Y T 2r
o) = 2W(27")T— Wi(r) % W () dt
< AW (2r) =W(r) 1 2r W) dt

6W (r)

r

para cada r > 0. Por tanto, lim; ,ot¢'(t) = lim;_,o W(t) = 0, y como w es decreciente, es
facil comprobar que lim;_,o, W (t)/t = w(occ) = 0, luego lim;_,o, ¢'(t) = 0. Esto concluye el
resultado. [

Definicién 4.45. Dada f : R™ — R™ integrable, se define el adjunto del operador de Hardy
sobre f como
t):/ ﬁds, t>0.
. S

Observacion 4.46. (i) Por el Teorema de Fubini, esta claro que A* es el adjunto del operador
de Hardy en el sentido clasico, i.e. para cada f, g : RT — R* integrables se cumple que

/OAf da:—/ /f dt g(x d:v—/ f(t)/too@dxdt:/omf(xm*g(x)dx

(ii) El operador de Hardy cumple que AA* = A4+ A*. En efecto, dada f : RT — R integrable,
por el Teorema de Fubini se tiene que

A () (r) = = / T / T o
74/0 / X(0,7)( s()@dsdt

_ (X0 (1) dtd
7“/0 s /0 X ()X(04)(t) dt ds
:/ f(s)min{1l/r,1/s}ds
— [ g +/ &
=Af(r)+ A*f
En particular, como A*f es por definicion decreciente, Af + A* f también lo sera.

Una vez probado el lema, ya estamos en condiciones de dar una caracterizacion de las
posibles normas sobre A(w).
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Teorema 4.47 (J. Martin, J. Soria [26]). Sea w un peso decreciente.

(i) Eziste un peso v tal que A'(w) = T''(v) y se cumple (4.3) con || - i) si y solo si
w(oo) = 0.

(ii) AY(w) = L' y se cumple (4.3) con || - |1 si y solo si w(occ) >0, w € L.

(iii) Ewxiste un peso v tal que A'(w) = Tl (v) N L', L' o T(v), T (v) 4 L' y se cumple
(4.3) con || - |lrrw) + || - |l sty solo siw(oo) >0, w ¢ L.

Demostracion. (i) Si existe un peso v tal que A'(w) =TI'"(v) y se cumple (4.3) con || - |1y,

entonces por el Teorema 4.42 se verifica ((i)) y ((ii)). Ademas, por la Observacion 4.46,

A(A*(v))(r) = Av(r) + A%o(r) = @ + A*v(r),
para cada r > 0. Por otro lado, esta claro que lim, ,,, A*v(r) = 0, y como A(A*(v)) es

decreciente, existe el limite

y ademas,

a = lim A(v)(r) = lim A(v)(r) + A*(v)(r) = lim A(A*(v))(r).

r—00 r—00 r—00

Entonces, sia > 0y 0 < € < a, existe rg > 0 tal que |A(v)(r) — a| < € para cada r > (. Sin
embargo, entonces

A(A*(v))(ro):/wwdt:/mwcﬁm/m%dg(a—e)/w%dt:oo,

lo que supone una contradiccion con ((i)). Por tanto, a = 0. Finalmente, como w es decre-
ciente, por ((ii)) se tiene que

0 < w(oo) = lim X < ¢, 1im ACA* () (r) = 0.

r—00 r T—00

Reciprocamente, si w(oo) = 0 sabemos por el Lema 4.44 que existe un peso v verificando
((1)) y ((ii)). Por tanto, por el Teorema 4.42 se tiene que A'(w) — T''(v) y T (v) — AN (w),
o equivalentemente, A'(w) = I''(v) y se cumple (4.3) con || - [|r1()-

(i) Observemos que L' = A'(1), y que se cumpla (4.3) con || - |1 es equivalente a que
L' — AY(w) y A*(w) = L'. Por tanto, por el Teorema 4.42 sabemos que L' — Al(w) siy
solo si W(r) < Cyr para todo r > 0, mientras que A'(w) — L'(w) si y solo si W(r) > Cyr
para todo r > 0. Ademas, como w es decreciente, esta claro que w € L siy solo si w(0) < oo.
El resultado se sigue de que

w(0) =lim ——=, y w(oco) = lim M

r—0 r r—oo T
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(iii) Supongamos que existe un peso v tal que Al (w) = T (v)NLY, LY 4 Tl(v), T (v) & Lt
y se cumple (4.3) con || - [[r1@) + || - [|11. Entonces, A'(w) < L', luego por lo argumentado
en (ii) sabemos que w(oco) > 0. Ademas, si w € L™, por (ii) sabemos que L' < Al(w), luego
L' — T''(v), lo que supone una contradicciéon. Por tanto, w ¢ L.

Reciprocamente, supongamos que w(oc) > 0y w ¢ L. Como w(oco) > 0, por lo anterior
sabemos que A'(w) — L!. Entonces, definiendo u(t) = w(t) — w(oc), t > 0, se cumple que
u(o0) = 0, luego por (i) existe un peso v tal que A*(u) = I''(v) y se cumple (4.3) con || - [|r1 ()
Por tanto, dado f € A'(w), por la Proposicion 4.8 se tiene que

1 llas oy = / £ (Eywlt) dt = / PO ditwioo) | £ dt = [ fllargw +w(o0) | i,

por lo que A'(w) = AY(u)NL! = TH(v)N L, y se cumple (4.3) con ||+ |lp1(wy + |- |21 - Ademas, si
L' — T''(v), entonces A'(w) = L' y se cumple (4.3) con || - ||11, pero por (ii) esto implica que
w € L*, lo que supone una contradiccién. De forma similar, si I''(v) < L' = T''(1), entonces

A'(w) =T (v) y se cumple (4.3) con || - ||r1(), por lo que por el Teorema 4.42 sabemos que
existe C' > 0 tal que
t o0
m—l—/ @dSZC’, t >0,
t : ]
luego
Vit > Vit
0<C < lim (L—i-/ @ds) = limﬁ:v(oo),
t—00 t ¢ s t—oo {
Por tanto, por la Observacion 4.37, A'(w) = T''(v) = {0}, lo que es una contradiccion. [

Por ultimo, a modo de resumen, recojamos los resultados principales de esta seccién en
el siguiente corolario.

Corolario 4.48. Sea w un peso y 0 < p < oco. Entonces, AP(w) es normable si y solo si
p>1,we B, .

Demostracion. (<) Supongamos que p > 1y w € B,. Sip > 1, por el Teorema 4.28
se tiene que w € B,, luego por el Teorema 4.39, AP(w) es normable. En el caso p = 1, el
resultado se sigue del Teorema 4.41.

(=) Supongamos que AP(w) es normable y 0 < p < 1. Si || - || es la norma equivalente
a | - ||ar(w), argumentando como en el Teorema 4.35, podemos encontrar (f,)n € Sar(w) ¥

Cp > 0 tal que
N

>k

k=1

1

~ > CC,N'/P71,

AP (w)

N
Y o

k=1

C
>
- N

para cada N € N. Sin embargo, entonces existe Ny € N verificando que || S0 fil| > N,
lo que supone una contradiccién. Por tanto, p > 1. Ademas, si p > 1 sabemos por el Teore-
ma 4.39 que w € By, luego por el Teorema 4.31 se tiene que w € B, «, mientras que si p = 1,
se cumple que w € By o, por el Teorema 4.41. O
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4.4. Normabilidad de AP*(w) y acotacion fuerte del ope-
rador maximal

Al igual que hemos estudiado la normabilidad para los espacios de Lorentz AP(w), se
puede caracterizar la normabilidad AP*(w), y bajo qué condiciones el funcional || - || Ar.eo (w)
define una norma [34]. Tal y como sucede para los espacios de Lorentz débiles estudiados en el
Capitulo 2, resulta que para los espacios de Lorentz débiles AP (w), || - || ar.c= (1) NunNCa puede
ser una norma (Teorema 4.49). Por otro lado, veremos que la normabilidad de || - || ap.oo ()
es equivalente a la acotacion fuerte del operador maximal M : AP(w) — AP(w), y a w € B,
(Teorema 4.52). Ademas, para cualquier 0 < p < oo, la norma equivalente serd || - ||pp.cc(w), ¥
por tanto conocemos perfectamente como renormar este espacio (a diferencia del caso A'(w),
analizado en el Teorema 4.47).

Teorema 4.49. Sea w un peso y 0 < p < 0o. Entonces || - ||ar.co(w) 70 €s una norma.
Demostracion. Supongamos que || - ||apco(y) €8 una norma, y veamos que w = 0 a.e. Dado
x > 0 cualquiera, esta claro que existen r; > ry > r3 > 0 cumpliendo que |B(0,71)| = =,

|B(0,75)| = 3z/4, |B(0,73)| = /4, luego podemos definir
= W(@) " X0 + W B2/ X0\ B0

y
9 =WEB2/4) "X B0.rs) + W (@) PX B0 \BOrs)-

A partir de (2.26) sabemos que
=g = W(@) "X (03002 + W(B2/4) P X32/4.0),

y €Omo
F49=2W (@) "X p0ra0\Bos) + (W (@)Y + W (32/4)P)X 50.rs)0(B0.m)N\BOr2)):
se tiene que
(f +9)" =2W (@) "X (002 + (W ()P + W(B2/4) ") X(a/2.0).

Por tanto, sabiendo que W es creciente,

||f||Ap(w)=||g||Ap(w)=méx{ sup W(a:)l/pW(t)l/p, sup W(Sx/4)1/pW(t)1/p}

0<t<3z/4 3z /4<t<xz

= W (z)YPW (32 /4)Y7,

If + gllar) = méx{ sup 2W (2)VPW ()Y, sup (W (x)YP + W(3x/4)1/p)W(t)1/p}

0<t<z/2 z/2<t<z
= méx {QW(:U)l/pW(x SV (W ()P + W(Sx/4)1/p)W(x)1/p}
= (W (@) + W3z /4) )W ()77,
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De esta manera, como || - ||Ap,oo(w) es una norma y W es creciente,
QW (z)YPW (3z /)P < (W (2)YP + W (32 /4)VPYW (2) /P < 2W (2)V/PW (32 /4) 7
luego,
W ()2 (W (z)YP — W (32/4)Y/7) = 0.

De este modo sabemos que, o bien W(x) = 0, o bien W (z) = W (3z/4). Sin embargo, si
W (z) # 0, procediendo recursivamente se tiene que W(x) = W((3/4)"x) para cadan > 1,y
como W (0) = 0y W es continua, concluimos que W (z) = 0, lo que supone una contradiccion.
Por tanto, hemos probado que W = 0, luego w = 0 a.e. O

En cuanto al estudio de la normabilidad de AP*°(w), recordamos que esta es equivalente
a la existencia de una norma || - || sobre A%™(w) y constantes Cy, Cy > 0, verificando que

CillA < I llagew) < Coll £l f € AR (w). (65)

La idea de la caracterizacion para AP*°(w) sera similar a la de A% (w), aunque antes debemos

introducir una clase de pesos (analoga a B,) para la acotacion débil-débil del operador de
Hardy.

Definicion 4.50. Sea w un peso y 0 < p < oo. Decimos que w € By, si

A LB (w) — LP™(w).

dec

El siguiente resultado caracteriza como es la clase de pesos B)%.

Teorema 4.51 (J. Soria [34]). Sea w un peso y 0 < p < oo. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) w € ByX,.

" 1 r
g B ‘
(i1) /0 W dt < CW(T)l/P’ r>0

Demostracion. (i) = (ii) Supongamos que w € By<, . Observemos que

||W_1/p||Lp’°o(w) — Sup W(t)—l/pW(t)l/p — ]_7

>0
luego como W es creciente, W~'/? € [P>°(w). Por tanto, existe C' > 0 tal que

sup AW 2)(r)W (1) 7 = AW Y) || roc iy < CIW P ppoeuy = C,

r>0

o equivalentemente,

T 1 T
Mt <(—
/o Wi S S

para cada r > 0.
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(ii) = (i) Sea f € LP*(w) y r > 0 cualesquiera. Entonces,

o= [ e} < (| v

B 1 W(r)'/r
_( [ a5 ) U i < i larmio

]

Con este tltimo resultado, ya estamos en condiciones de probar la caracterizacion de la
normabilidad de AP (w).

Teorema 4.52 (J. Soria [34]). Sea w un peso y y 0 < p < co. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) AP>°(w) es normable.

(ii) AP>°(w) = TP (w) y se cumple (4.3) con || - ||rr.oe (w)-
(iii) w € B,

(iv) we By,

(v) M : AP(w) — AP(w).

Demostracion. (i) = (iv) Supongamos que AP (w) es normable, de modo que existe una
norma || - || sobre A»*(w) y constantes Cy, Cy > 0 verificando (4.4). Sea f € L3 (w) y r > 0
cualesquiera. Tomando 7 > 0 tal que |B(0, r)| =7y = XB0#) podemos argumentar como
en el Teorema 3.23 para concluir que existe f € AP (w) tal que f* = fy

(F*d) ()= C / f(s)ds

para todo 0 < t < r. Por tanto, definiendo f,(y) = f(y — ) para cada z,y € R", como W es

creciente se tiene que
A RCIASEE

= Coll % all > |1 * dllarceuy

= sup(f * §)" ()W ()"

t>0

— sup (= §)" ()W (1) (66)

r>t>0

> O(/O f(s) ds) TSZgEOW(t)”p
= C(/Orf(s) ds) W (r)'/e.
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Observemos que, dado que |- || es equivalente a || - ||ap.o(w), y por la Proposicion 4.10 sabemos
que (AP*(w), || - ||apo(w)) €s completo, se tiene que (AP*°(w), || - ||) es un espacio de Banach.

Por otro lado, la aphcamon P :R™ — AP*°(w) dada por P(x) = f,, verifica que
[P(2) [ apoew) = I fallaroow) = 1 fallecew) = (1 [[Looe @) = 11l zroo ) < 00,
para cada x € R", luego tomando du(z) = g(x) dz, se tiene que

/Rn |1P(z)| du(z) < CF! /]R 9(@) || P (@) ar.co () d

= C7 i) [ i) d (67)

= CT M| f1l ooy | B(O, 7))
= C7 ' fllpree (T

De esta manera, sabemos por la Observacion 4.38 que P es Bochner-integrable, por lo que
por (4.4), (4.4) y la desigualdad integral de Minkowski (4.38), concluimos que

Aoy =2 [ ) d)wiys
C~1Cs
<=2 [ 1P@l dute)

IC _ _
: / §(@0) () do
.
< OO fll e ()

<

| P@ i)
c—10,

Por tanto A : LYY (w) — LP™(w), luego w € B,

(1v) = (i7) Por la Proposicion 2.42, sabemos que f* < f** para cada f € My(R", m,),
luego || fllapeo(w)y < || fllrrecw). Ademas, dada f € AP>(w), como w € By A(f*) = f*,
existe C' > 0 tal que

[ fllereeqwy = JACS ) lLpoo @y < Ol f lLroowy = Cllfl|aree w),

luego AP (w) = I'">*(w) y se cumple (4.4) con || - ||rr.eo(uw)-

(1) = (i) Por el Teorema 2.44, sabemos que (f + ¢)™* < f** 4 ¢ para cualesquiera
f,9 € Mo(R",m,). De esta manera, || - |[rpo(,) €s una norma sobre I'">*(w) = AP*(w)
verificando (4.4), luego A?*°(w) es normable.

(v) = (4ii) Supongamos que w € B2 . Por el Teorema 4.51 existe C' > 0 tal que

/W 1/p —OW( Yi/p’
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y ademas, como W es creciente,

/r;dt>/r L
o WVP " = Jo W(r)/r ™" W(r)/»’

para cada r > 0. Por tanto, definiendo la funcién

" 1
= —at
T) /0 W r >0,

r r
. < < (O
W ()i = Glr) < CW(T)l/p’

y como t/ W(t)l/ P es continua para todo t > 0, se sigue del teorema fundamental del calculo
que G'(r) = 1/W(r)"/? para cada r > 0. Entonces, dado r > 0,

W()*r 1
tp—i—l / tp—&-l (t)l/p dt

_ / (M)Hl(}’(t) dt

o0 1
< p+1 !
<C / —G(t)pHG(t) dt
:CP+1(G(t)p OO)

p
G(r)™"

p
CPHL W (r)
<

se tiene que
r >0,

< C’P+1

I

p P

luego por el Teorema 4.23, w € B,,.
(73i) = (dv) Supongamos que w € B,,. Definiendo la funcién F' como en (4.2), sabemos
que existe C' > 0 verificando (4.2) y ademés F'(r) = F(r)*W(r)/rP™! para cada r > 0. Por

tanto, dado r > 0,
r 1 r p+1
| s dt:/( L ) W) g
o W(t)r o \W(t)'r trt

< Clt1/p /r F(t)1+1/p (())

2

— OH1/p /T F(t)” 1+1/pF’(t)
0
)

TLGIG

— OHL/p (pF(t)l/p

C”l/ppF( )1/p
(pc)l-i-l/p
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luego por el Teorema 4.51, w € B
(7i1) < (v) La demostracion es andloga a la equivalencia (iii) < (iv) del Teorema 3.23. [

Observacion 4.53. Tal y como hemos probado en los Teoremas 3.23 y 4.52, la normabilidad
de A% (w) y AP*°(w) queda totalmente caracterizada por el peso w, y por la acotacion del
operador maximal M. En particular:

(i) Sil < p < oo, entonces AP(w) es normable si y solo si AP*°(w) es normable. Por tanto,
las siguientes acotaciones del operador maximal son equivalentes: M : AP(w) — AP(w),
M : AP(w) — AP>®(w) y M : AP*>®°(w) — AP*°(w). Ademas, sabemos por el Teorema de
G. G. Lorentz y T. Shimogaki (Teorema 2.71), que esto es equivalente a que los indices
de Boyd @ipp(w), @aree(w) < 1.

(ii) Si p = 1, entonces si A"*(w) es normable, AP(w) también lo es, pero el reciproco es
falso (basta tomar w = 1).

(iii) Sip < 1, entonces AP(w) nunca es normable, mientras que A»*°(w) lo sera siempre que
M : AP(w) — AP(w).

Finalmente, de los Teoremas 3.23, 4.52 y el Corolario 4.48, deducimos el siguiente resul-
tado.

Corolario 4.54. Sea w un peso y 0 < p < 00.
(1) AP(w) es normable si y solo sip>1, w € By .
(i) AP>°(w) es normable si y solo si w € B,.

De esta manera, la normabilidad del espacio “fuerte” A?(w) resulta ser, sorprendentemente,
equivalente a la acotacion débil del operador maximal M, mientras que la normabilidad del
espacio “débil” AP*°(w) es equivalente a la acotacion fuerte del operador maximal M.
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Capitulo 5

La transformada de Hilbert sobre
espacios de Lorentz

La transformada de Hilbert es el ejemplo méas fundamental de operador singular en una
variable, y ocupa un lugar central en el desarrollo de la teoria de integrales singulares de
Calderon-Zygmund. Su influencia se extiende a diversas areas del analisis matematico, in-
cluyendo el analisis armoénico o el analisis funcional, pero también trasciende hasta la 6ptica
y el procesamiento de senales. Ademas, su estudio ha dado lugar a un conjunto de herra-
mientas esenciales en el anélisis armoénico moderno: el uso del valor principal de Cauchy para
tratar singularidades, la regularizaciéon por truncamientos, el control mediante operadores
maximales o el anéalisis de los valores en la frontera de las partes imaginarias de funciones
analiticas.

En este capitulo estudiaremos la existencia y acotacion de la transformada de Hilbert sobre
los espacios de Lorentz clasicos, asi como su relaciéon con la acotacion del operador de Calderon
y las clases B,. En la seccion 5.1 introduciremos la transformada de Hilbert, y estudiaremos
su existencia y acotacion sobre L a través del operador de Calderon (Teoremas 5.13 y 5.12).
En la seccion 5.2 estudiaremos, al igual que se hizo para el operador de Hardy en el Capitulo 4,
la acotacion (fuerte y débil) del adjunto del operador de Hardy sobre el cono de funciones
positivas y decrecientes de LP(w) (Teoremas 5.20 y 5.23), lo que dara lugar a la aparicion de
las clases BY y C,. Por tultimo, en la seccién 5.3 caracterizaremos la acotacion fuerte y débil
de la transformada de Hilbert sobre los espacios de Lorentz AP(w) a través de las clases B,
y BZ (Teorema 5.28), e introduciremos los espacios de Calderon CP(w).

El libro de referencia para la primera seccion sera [3], mientras que para las dos secciones
restantes nos guiaremos principalmente por |1, 29].

5.1. La transformada de Hilbert

El estudio de la transformada de Hilbert puede llevarse acabo mediante diversos enfoques.
Por un lado, podemos verla como una distribuciéon temperada, y analizar sus propiedades
como un operador invariante por traslaciones (véase [17]), lo que nos lleva a hablar de los
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multiplicadores y sus propiedades. Sin embargo, en lo que a este trabajo concierne, bastara
definir este operador a través de una integral de valor principal, dejando de lado el hecho de
que viene dada por la convoluciéon con la distribucion temperada v.p.%.

Definicion 5.1. Se define la transformada de Hilbert como la aplicacion que, a cada f € L _(R),
le asocia la funciéon H f : R — R dada por la integral de valor principal

f<_t)t dt = lim - / 0 4, sew, (68)

Z =0T a—t|>e T t

Hf(z) = V.p.%/:

siempre que el limite exista a.e.

Observacion 5.2. Es interesante destacar que la transformada de Hilbert puede definirse
también de forma implicita, esto es, sin hacer uso de una expresion explicita como (5.1).
Veamos algunas de ellas:

(i) Tal y como veremos mas adelante (Teorema 5.13) la transformada de Hilbert esta bien
definida sobre L*(R), y ademés se puede comprobar que

Hf(€) = —isgn(€)f(6), €¢€eR

para cada f € L*(R). Més aiin, esta condicién claramente caracteriza a H, i.e. la transformada
de Hilbert (sobre L*(R)) puede definirse como el operador cuyo multiplicador es la funcién
m(§) = —isgn(§) (véase [17], [35])

(ii) Por otro lado, es facil comprobar que la transformada de Hilbert conmuta con las
traslaciones, con las dilataciones, y anticonmuta con las reflexiones. De hecho [35, Proposi-
tion 3.1], la transformada de Hilbert es el tinico operador sobre L?*(R) en estas condiciones,
lo que plantea otra definiciéon alternativa.

Claramente, si existe la transformada de Hilbert, es un operador lineal. Sin embargo,
incluso para funciones relativamente “suaves”, como las funciones continuas de soporte com-
pacto, no es en absoluto trivial que la integral (5.1) exista a.e. Por tanto, el primer problema
que abordaremos sobre la transformada de Hilbert sera el de su existencia. Como punto de
partida, observemos que si a < b es facil comprobar que

1

r—a
HX(a,b) = ; log

=0/ (69)

para cada x # a,b. De esta manera, la transformada de Hilbert existe a.e. para funciones
caracteristicas de intervalos de longitud finita, y por tanto para funciones escalonadas, i.e.
funciones que toman un nimero finito de valores, cada uno de estos sobre una unién finita
de intervalos de longitud finita.

En este contexto, existe una analogia clara entre los problemas de existencia para la
transformada de Hilbert y la existencia del limite en el teorema de diferenciaciéon de Lebesgue
(Teorema 3.10). En este tltimo, la existencia a.e. del limite era bien conocida para un conjunto
de funciones denso en L! (funciones continuas de soporte compacto), y el resultado se extendia
a todo L' estableciendo control (Teorema 3.9) sobre el correspondiente operador maximal (el
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operador maximal de Hardy-Littlewood M). Para la transformada de Hilbert, el conjunto
denso de L' seran las funciones escalonadas, y para extender a todo L' la existencia a.e. del

limite de ) ;
Hef(x):—/ &dt, z €R,
™ lz—t|>e r—t

cuando € — 0, seré necesario introducir el siguiente operador maximal.

Definicién 5.3. Dada f € L. _(R), se define el operador mazimal de Hilbert H f de f como

loc

Hf(x) =sup|H.f(x)], =€R. (70)

e>0
Ademas, el operador H : f — Hf se conoce como la transformada maximal de Hilbert.

Las estimaciones necesarias para el operador maximal de Hilbert seran consecuencia de
los siguientes lemas, que nos daréan informacion acerca de las funciones de distribuciéon de
funciones racionales.

Lema 5.4. Sean a1 < by < ... < a, < b, y la funcion racional

g(:c):Hm_ak, r e R. (71)

Si A # 1, entonces la ecuacion g(x) = X tiene n soluciones distintas rq,...,ry, las cuales

verifican
n n 1 n
Zbk:Zm—i—mZ(bk—ak) (72)
k=1 k=1 k=1

Ademds, si A > 1, entonces

n

A=Dl{g >N =+ 1l{g <=M =D (b —a).

k=1

Demostracion. Observemos que ¢ tiene un polo simple en b, para cada k = 1,...n y
lim;| 00 g(2) = 1, luego como X # 1, existen exactamente n soluciones distintas 71, ...,y
de la ecuacion g(z) = A. Ademas, estas n soluciones seran las raices del polinomio

Por tanto, sabemos que

n

S =i/ =15 (- LA n),

k=1 k=1 k=1

que es equivalente a (5.4).
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En el caso A > 1, es facil ver que {g > A\} = U;_, (b, rx), luego por lo anterior,

n n

A=Dg> N =N=1) (e —b) =D (b — ax),
k=1 k=1
La igualdad restante se prueba de forma analoga. O]

Lema 5.5. Sean t, < ... < t,, my,....,my, > 0 y la funcion

h(x):i Tk zeR.

)
x—t
k=1 k

Si A # 0, entonces la ecuacion g(x) = A tiene n soluciones distintas 11, ...,my, las cuales

verifican
n

Z’I“k = Ztk+§zmk
k=1 k=1

k=1
Ademas, si A > 0, entonces

1> 0] = l{h < 2 =1 D me

Demostracion. Observemos que h tiene un polo simple en t, para cada £k = 1,...n y
limg| 00 h(x) = 0, luego como A # 0, existen exactamente n soluciones distintas 71, ...,7,
de la ecuacion h(x) = \. Ademés, estas n soluciones seran las raices del polinomio

n

pl) =) prr’ =) mk<H(-’B = tj)> M@ —1).
k=0 k=1 j=1 j=1
i#k
Por tanto, sabemos que

n

n
Zrk: = _pnfl/pn - Ztk +
k=1

k=1

n
myg.
k=1

>

En el caso A > 0, es facil ver que {g > A\} = |J,_, (¢, %), luego por lo anterior,

n n

1
{9 > M=) (r—t) = szk-
k=1 k=1
La igualdad restante se prueba de forma analoga. O

A partir de (5.1), sabemos que si F es union finita de intervalos disjuntos de longitud
finita, entonces Hx g existe. Con la ayuda de los lemas anteriores, podemos determinar con
exactitud su funcion de distribucion, que dependera tnicamente de | F|, y no de los intervalos
que lo componen. Ademés, el resultado continta siendo cierto si £ es un conjunto de medida
finita, para lo cual basta aproximar E por uniones finitas de intervalos disjuntos de longitud
finita.
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Lema 5.6 (E. M. Stein, G. Weiss [37]). Sea E C R unidn finita de intervalos disjuntos, cada
uno de ellos de longitud finita. Entonces
2|E|
AN)=—7-"7——, A>0.
Miie (M) sinh(7\)’
Demostracion. Por hipotesis sabemos que E = UZ:1(aka bi), donde a; < by < ... < a, < by,
Ademas, por (5.1) se tiene que

1
= —log|gl,
T

n n 1
Hxp(x) = Y HXw.n) (@) = D~ log
k=1 k=1

ﬁ Tr — ag
e r — bk
donde g es la funcion racional dada por (5.4). Sea A > 0y F' = {|Hxg| > A}, de modo que
|F| = mpy,(A). Podemos descomponer F' como

F={g>e*uU{lgl<e™}=FRUF.

Aplicando el Lema 5.4 a g, llegamos a que

i (On—ar) | Y (b —ar)  |E]
e — 1 em™ + 1 sinh(m\)

|F|=[{g>e}+ {g< -} =

De forma similar, aplicando el Lema 5.4 a 1/g, llegamos a la misma conclusion para Fy, de
modo que
2|E|

Meyp(N) = [F| = [F1| + || = Snh (A

]

En la demostracion de la acotacion en LP (1 < p < oo) del operador maximal de Hardy-
Littlewood, la acotaciéon en L™ juega un rol crucial. Sin embargo, en el caso de la transformada
de Hilbert H o el operador maximal de Hilbert H esto deja de ser cierto, para lo cual
basta tener en cuenta (5.1). Alternativamente, la siguiente proposicién nos dara por un lado
una estimacion de tipo débil (1,1) sobre funciones simples, y ademas cierto control en el
crecimiento en L* para funciones escalonadas.

Proposicion 5.7. (i) Si f es una funcion simple con soporte acotado, entonces
. 64
10 < Lo, 10 (73)

(i) Si F' es unidon finita de intervalos disjuntos, cada uno de longitud finita, y f = xr,
entonces

(H)(t) < %sinhl (@) t> 0. (74)
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Demostracion. Sea A > 0. Tanto en (i) como en (ii) podemos descomponer

E={Hf>A ={supH.f > \}U{sup(—H.f) >\} =E, UE_
>0

e>0

Consideremos 2 C FE, compacto cualquiera. Esta claro que, para cada z € (), existe un
intervalo abierto de longitud finita I, centrado en z, tal que

/]R /) dt > .

VA

Observemos que, como  C |J,cq I v §2 es compacto, por el Lema 3.7 existe {z;}7_; C

de modo que, denotando [; := I, para cada j =1,...,n,
j=1
y
t
&dt>7r)\, j=1,..,n. (76)
R\I; L —

Volviendo ahora al caso (i), esta claro que si || f|| 1) = 0 se verifica ((i)), por lo que podemos
asumir que || f|[L1@) > 0. Ademas, como (5.1) involucra un nimero finito de desigualdades,
existe € > 0 tal que

t
&dt>7r)\—l—e, j=1,..n. (77)

R\/; L —

Sea ¢ = min{|ly| : k = 1,....,n} y [N, N] un intervalo conteniendo el soporte de f y los
intervalos ). Entonces, podemos construir una particion (¢;)7_; de [—=N, N| que contiene los
extremos de los intervalos I; tal que

€6?

O k=1 K-—1 (78)
A fll 21wy

|tk+1 — tk| <

Consideremos

my = / Urwde, y A= (k- (ot 7 L),

ty

paracada k=1,.... K — 1y j=1,...,n, y definamos las funciones

gy =>

kJEAj

, yeR, j=1,....,n.
Yy —tg

Observemos que, dado j = 1, ..., n cualquiera, por definicion se tiene que (R\ I;)N[—N, N] =
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Ukea, [tr: tesa], por lo que por (5.1),

5o~ [ ’ %dt! _

3 / f(t)(xjitk - le_t) dt’

kEAj tk
bt t—ty,
< ) K
keZAj /tk (zj = t)(w; — 1)

e [trr1 — t
<X [ ol

kEA;

/tk+1
< (t)] dt < e.
HfHL (R) keA

Esto, junto con (5.1), implica que gj(x;) > 7\, y como g; es decreciente en [;, g;(y) > 7\ en
la mitad izquierda de I;. Por tanto, por (5.1),

§§§Z|Ij|§2|{gj>“}ﬁfj|~ (79)
j=1 j=1
Por otro lado, definiendo
5 om m
k k .
hy) =) Cohily) =) . YyER, j=1,.n
=Y~ keAjy_t’“

se tiene que g; = h — h; para cada j = 1,...,n. De esta manera, si g;(y) > 7\ entonces o bien
h(y) > wA/2, o bien h;(y) < —wA/2, luego

H{g; > AN LI < |{h>7A2} N L+ [{h; < —7A/2}. (80)

Por tanto, aplicando (5.1) y el Lema 5.6 para h y h;,

Q| < 8(|{h >TA/2H + ) {hy < —7r>\/2}|>

j=1
<s(2 zmk+z zmk) 1)
7=1 k¢A
_ 32 ¢ o = S M@
A g A

Finalmente, como (5.1) se cumple para todo compacto €2 C E., por la regularidad interior
de la medida de Lebesgue m también se cumple para F,. Razonando de forma analoga se
llega a la misma estimacion para E_, de modo que

64 f|l L1 (m)

A)=|E|=|F E_| <
ms(N) = |B] = | By] + |B| < —1
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para cada A > 0, y por tanto,

7t ’

para cada t > 0.
La demostracion de (ii) sigue la misma idea. Dado A > 0, construyamos intervalos Iy, ..., I,
verificando (5.1) y (5.1) y las funciones

J(t .
9;(y) = Lahf, yeR, j=1,...n.

R\ Y1

Entonces, (5.1) implica que g;(x;) > 7, por lo que como g; decrece en I;, se cumple (5.1)
para g;. Ademas, como f = xr con F' union finita de intervalos de longitud finita, podemos
escribir

gj = THxr — THXpn1, = h — hy,
luego se verifica (5.1). Ademas, por el Lema 5.6,

2|F|
sinh(7A/2)’

2F N 1|

ma(TA/2) = sinh(mA/2)’

my, (TA/2) =

de modo que por (5.1) y (5.1),
32| F|

Q< — .
19 < sinh(7\/2)

Asi, procediendo como en (i), concluimos que

64| F|

map(A) = [E] < W,

para cada A > 0, o equivalentemente,

() (1) < 2 st (@)

para cada t > 0. O

Al igual que el operador de Hardy aparecié de forma natural en el estudio del operador
maximal de Hardy-Littlewood, cuando trabajamos con la transformada de Hilbert aparece
otro operador con un papel muy similar, conocido como el operador de Calderdon.

Definicion 5.8. Se define el operador de Calderon como la aplicacion que, a cada funcion
f:RT — R integrable, le asocia la funcion Sf dada por la suma del operador de Hardy y
su adjunto, i.e.

Sf(t):Af(t)JrA*f(t):%/o f(s)ds+/too@ds, t>0.
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Observacion 5.9. Sea f: RT™ — R™ una funcién integrable.
(i) Por la Observacion 4.46, sabemos que se puede expresar el operador de Calderén como
S=A0A"=A"0 A, o de forma mas explicita,

Sf(t):/omf(s)mfn{L;}%, t>0. (82)

En particular, S'f es decreciente.
(ii) A partir de (5.9), estéa claro que

tSf(t):/Ooof(s)min{t,s}%, £ 0,

Por tanto, tSf(t) es una funcién creciente, y se verifica que

t
SFE(t) < ma:x{l, ?O}Sf*(to), t,to > 0.

En particular, o bien Sf*(t) = oo para todo t > 0, o bien S f*(t) < oo para todo ¢t > 0.
(iii) Como S(f*) es decreciente, sabemos que [S(f*)]* = S(f*), por lo que por (i) se
tiene que

ST = (A0 S)(f7) = (A A" A)(f7) = (S0 A)(f") = S(f7).

El siguiente resultado sigue la misma idea del Teorema 3.17, pero con el operador maximal
de Hilbert y el operador de Calderén como protagonistas.

Teorema 5.10. Sea f € L. (R). Entonces existe una constante ¢ > 0, independiente de f,
cumpliendo que

(Hf)*(t) <cSf(t), t>0. (83)

Demostracion. Supongamos en primer lugar que f = x, donde F' es union finita de intervalos
disjuntos de longitud finita, de modo que por el Lema 5.7 se cumple ((ii)). Observemos que

sinh ™ (z) = log(z + (1 + 2%)Y?) < log(2z + 1), z > 0.

Ademas, si x > 1, 2z + 1 < 3z < €%z, luego log(2x + 1) < 2(1 + logz), mientras que si
0 < z < 1, entonces log(2z + 1) < 2z. Por tanto,

64| F
1+ log G417 , 0<t<O64|F]
(Hxr)'(t) < 2 sinh™! (64‘F|) <4 t
r <z il il =
7r t

oo 64| F
%, 64|F| <t < o0,

para cada t > 0, y podemos reescribir el lado derecho como

4 [O4IF] i s)ds 4 [ i 64s) ds 256 [IF] i s\ ds
— min<1,-p— = — min<1l, —»— < — min< 1, - »—
T Jo t) s T Jo t s T Jo t) s
256 256 .
= S(X(o,1r))(t) = — S(Xr)(t),
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luego tomando ¢ = 256/,
(Hxr)"(t) < cS(XF)(H).

Ahora, supongamos que f = g, con F' un conjunto medible y acotado de R. Enton-
ces, sabemos que existe una sucesion de conjuntos {F,},en C R, cada uno unioén finita de
intervalos disjuntos, verificando que

lim |FAF,| = 0. (84)

n—oo

Como F estéa acotado, existe un intervalo I acotado conteniendo a F', y como reemplazar F,
por F, NI no afecta a la convergencia de (5.1), podemos asumir sin pérdida de generalidad
que F,, C I para cada n € N. Ademas,

lim / IXF — XE,|dm = lim |FAF,| =0,

luego pasando a una subsucesion, podemos asumir que xg, — X a.e. Por otro lado, dado
e >0y xR, por el teorema de la convergencia dominada,

[Hoxe(x)| = lim [Hoxr, (2)] < liminf My, (x).
Como esto es valido para todo € > 0, se tiene que
Hxr < liminf Hxp,,
n—0o0

y por tanto, (Hxr)* < liminf, o (Hxg,)*. De esta manera, aplicando el caso anterior a cada
Xr,, deducimos que

(Hxr)" < lirginf(?—[xpn)* < cliniinfS(X}n). (85)

Por ultimo, observemos que

500~ S )01 = | [0 v Joymin {1,212
<[ xmlo)as

— 10, IF) AW, ) < EAEL

para cada t > 0 y n € N. En consecuencia, S(x} )(t) = S(xF)(t) para todo t > 0, luego
por (5.1) concluimos que se verifica (5.10) siempre que f = xr con F' un conjunto medible y
acotado de R.

Supongamos a continuaciéon que f es una funciéon simple no negativa con soporte acotado,
ie. f= Zf\;l a;xr, donde a; > 0, cada F; es un conjunto medible y acotado de R y ademéas
Fy C F5, C ... C Fy. Entonces, por el Ejemplo 2.26 sabemos que f* = sz\il a;X(o,|F;))- De este
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modo, por la subaditividad de H y del operador g — ¢** (Teorema 2.44), la linealidad de S
y A, la Observacion 5.9 y la estimacion (5.10) para cada y g, obtenemos que

()™ (t) <ZazHXF ) ( <czaz 2

:=C§5%AC%XR»@)=CA<S(§5mXR)>@) (56)

para cada t > 0. Por otro lado, dado t > 0 cualquiera y E = {f > f*(¢)}, si definimos

g=—=f®)xe. h=fxe+ fxee,
entonces f = g + h, y para cada s > 0,

g (s) = [f(s) = fFO)]4,  h*(s) = min{f*(s), [*(1)}.

Ademas, como f es una funcién simple no negativa con soporte acotado, también lo son g y
h. Por tanto, aplicando la Proposicion 5.7 a g, obtenemos que
t
S RGECEVRUIS
0

. c
(M) (t/2) < gl = 5

Por otro lado, sabemos que se verifica (5.1) para h, i.e. (Hh)™(t) < ¢S(h**)(t). Ademas,
como f* es decreciente, h*(s) = f*(t) para cada 0 < s < ¢, luego h**(s) = f*(t) para cada
0 < s < 't. Entonces, por la Observacion 5.9,
gt
(HR)™(t) < cS(h™)(t) = ¢ —/ h**(s)ds + A*(h**)(t)}

Lt Jo

Cc

= |7+ artam )

—c_f*(t)+%/0th*(s)ds+ :O *S(S> ds]
< 2 [f*(t)+ toof*is) ds

Finalmente, observando que (Hh)*(t/2) < (Hh)**(t/2) < 2(Hh)**(t) para cada t > 0, con-
cluimos por la Proposicion 2.28 que

(Hf)"(t) < (Hg)*(t/2) + (Hh)*(t/2)

é®<%{ﬁﬂ@—f( Vs + £t (/ fts) )

= 4cS(f7)(),
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lo que demuestra (5.10) para todas las funciones simples no negativas y con soporte acotado.

Ahora, supongamos que f es una funciéon medible no negativa. Si S f*(t) = oo para todo
t > 0, entonces (5.10) es trivialmente cierto, por lo que por la Observacion 5.9 podemos
asumir que Sf*(t) < oo para todo t > 0. Consideremos una sucesion (f,)>°; de funciones
simples no negativas con soporte acotado tal que f,, T f a.e. Entonces, por la Proposicion 2.28
sabemos que f* 1 f*, luego por el teorema de la convergencia monotona, Sf(t) 1T Sf*(t)
para cada t > 0. Por otro lado, dados € > 0y z € R, por la desigualdad de Hardy-Littlewood
(Teorema 2.33), se tiene que

/ f(t)
ja—t]e

rx—t1

di= [ 1f@lat—tlde< [ g @ d
Ry —

— /OO f*(s)2min {1, 1} ds =25 f*(e) < o0,
0 € s

donde g(t) = Xmr\(—e,)(t)/t, y es facil comprobar que ¢g*(s) = 2min{1/e, 1/s}. Por tanto, por
el teorema de la convergencia dominada,

|H.f(x)| = lim |H f,(x)| < lHminf Hf,(x).

De esta manera, tomando el supremo sobre ¢ > 0, pasando a las reordenadas decrecientes y
aplicando (5.10) a cada f,, concluimos que

(Hf)"(t) < lminf(Hf,) (1) < deliminf SF3 (1) = 4eSf ()

para cada t > 0, luego (5.10) se mantiene si f es una funcién medible no negativa.
Finalmente, si f toma valores positivos y negativos, basta aplicar (5.10) a f; y f_. Como
(fo) < f*y (f)" < f*, deducimos que

(P () < (HEL) (/2) + (HE ) (8/2)
< 2((Hf+)*(t> n (”Hf)*(t))

< 8 (Sfi(t) 1 5f <t>) < 16eS (1),

para cada t > 0, lo que concluye la demostracion. O

Observacion 5.11. Es bien sabido que, tal y como sucede en un espacio de medida general,
las funciones simples son densas en L*(R). Sin embargo, en este caso las funciones escalonadas
también definen una clase densa en L!(R). Para verlo, basta considerar un conjunto medible
E C R acotado. Es facil comprobar que, para cada n € N, se puede encontrar un conjunto
E,, que es union finita de intervalos tal que |E,AE| < 1/n. Por tanto, yg, es una funciéon
escalonada tal que

/R XE(®) — X5, (D] dt = |ELAE] < 1/m.
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De esta manera, podemos aproximar las funciones caracteristicas de conjuntos medibles aco-
tados mediante funciones escalonadas. Aplicando el argumento estdndar en estas situaciones,
deducimos que la funciones caracteristicas de conjunto medibles arbitrarios también se pue-
den aproximar por funciones escalonadas, y por linealidad, también es posible aproximar
las funciones simples. Por tanto, la densidad de las funciones simples en L'(R) implica la
densidad de las funciones escalonadas.

A partir del resultado anterior, podemos dar un criterio muy tutil para la existencia de la
transformada de Hilbert.

Teorema 5.12. Sea f € L (R) tal que Sf*(ty) < oo para algin ty > 0. Entonces H f existe
a.e. y se cumple que

(HF)'(t) < cSF(t), t>0. (88)

Demostracion. Dado N € N, sea g = fx(—an2n) Y b = f—g. Porla Observacion 5.9, sabemos
que Sf*(t) < oo para todo t > 0. Ademas, para cada 0 < e < Ny z € (—N, N), se tiene que
H.h(z) = Hyh(x), y por (5.1),

1
[Hyh(z)] < —/
T Jlz—t|>N

Por tanto, (H f)(z) = lim._,o H.h(x) existe para cada x € (—N, N). Por otro lado, notemos
que g € L', ya que por la desigualdad de Hardy-Littlewood (Teorema 2.33),

ft)

x—1

‘dt < 25/(N) < 0o,
Vs

2N
—2N

AN
[lowlae= [ isolar< [ r@de<avsgan) <o
R 0
Definamos ahora, para cada funcion k integrable,

Qk(z) = |limsup H.k(x) — iminf H.k(x)

e—0 =0

Entonces, Qk < 2Hk y Q(g — ¢) = Qg para cualquier funcion escalonada ¢, dado que por
(5.1) la transformada de Hilbert existe a.e. para funciones escalonadas. Por tanto, por el
Teorema 5.10, la Proposicion 2.30 y la Observacion 5.9,

2c

()" (0) < 20g =) () < 2 =0 < T [ (9= 07 (6)ds = Fllg = bl
Por la Observacion 5.11 sabemos que las funciones escalonadas son densas en L'(R), por lo
que el lado derecho puede hacerse tan pequeno como se quiera, luego Qg(x) = 0 a.e. y existe
el limite (Hg)(x) = lim_,0 H.g(z) a.e. De esta manera, H f(z) = Hg(x)+ Hh(z) existira a.e.
z € (=N, N), y como N € N es arbitrario, existira a.e. x € R. Por tltimo, como |Hf| < Hf,
(5.12) se sigue de (5.10). O

En cierto modo, el hecho de que el operador de Calderén S domine a la transformada de
Hilbert H es algo realmente natural. Sabiendo que S es la suma de Hardy y su conjugado, la
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aparicion del operador de Hardy provoca que la transformada de Hilbert no esté acotada en
L'(R), mientras que su adjunto impide la acotacion en L>(R). El siguiente resultado, obra
conjunta de A. N. Kolmogorov en 1925 y M. Riesz en 1928, exhibe la acotacion débil (1, 1) de
la transformada de Hilbert, y su acotacion fuerte en LP(R) para 1 < p < oo respectivamente.

Teorema 5.13. (i) (M. Riesz [31]) Sil < p < o0, entonces H : LP(R) — LP(R).
(ii) (A. N. Kolmogorov [18]) H : L}(R) — L"*(R).

Demostracion. Observemos en primer lugar que, si 1 < p < ooy f € L’(R), entonces por la
desigualdad de Hélder y la Proposicion 2.30,
/ { 1 }
minq 1, —
s

* > * Z. 1
sew = [T remindi s <l
0
Por tanto, por el Teorema 5.12, la transformada de Hilbert est& bien definida para f € L?,
con 1 < p < oo.
(i) Supongamos que 1 < p < ooy f € LP(R). Entonces, por la Proposicion 2.30, el
Teorema 5.12 y las desigualdades de Hardy (Lema 3.18),

< Q.
LP' (0,00)

1 fllzeey = [I(H ) | r0,00) < S F I 2r0,00) < C<|!Af*\|m<o,oo) + HA*f*HLp(o,oo)>

AU G fros) ) (e
< c(p/ +p)</ooo fr(s)P dS) " = c(p' + ) fllrw)-

(i) En el caso p = 1, si f € LY(R) se tiene por la Proposicién 2.30, el Teorema 5.12 y la
Observacion 5.9 que
| H fllL10o ) = StuIO)t(Hf)*(t) < csuptSfr(t)
>

t>0

o0 t
:csup/ f*(S)mfn{17_}dS
t>0 Jo S
<o / F(s) ds = c| fll 1wy
0
]

Observacion 5.14. (i) Obviamente, las estimaciones del Teorema 5.13 se mantienen si tra-
bajamos con el operador maximal de Hilbert H.

(ii) La transformada de Hilbert, aparte de no estar acotada en L, no esta ni siquiera
bien definida. Sin embargo, es posible regularizarla para que coincida con (5.3) sobre la clase
de Schwartz S(R) (densa en LP para 1 < p < 00), y esté bien definida sobre L. Ademés, en
tal caso se puede probar [13, Theorem 1| que H : L*(R) — BMO, donde BMO es la clase
de funciones con integral oscilatoria acotada en R. Historicamente, esto junto al hecho de
que H : H' — L'(R), invitaba a pensar que el dual de H' era BMO, lo cual fue probado
finalmente en [13, Theorem 2|.
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El Teorema 5.10 establece la dominacién de la reordenada de la transformada de Hilbert
por el operador de Calderén, pero no menciona ninguna relacién en el otro sentido. Aunque
la reordenada del operador maximal de Hardy-Littlewood también domina al operador de
Hardy, la transformada de Hilbert necesita ser evaluada en una cierta funcién equimedible
con f para cumplir la desigualdad analoga. Tal y como veremos en las siguientes secciones,
esto no supondra mayor problema, dado que los espacios de Lorentz AP(w) son invariantes
por reordenamientos.

Proposicion 5.15. Sea f € Li,.(R) tal que Sf*(ty) < oo para algin to > 0. Entonces existe
una funcion g equimedible con f wverificando que

Sfr(t) <2m(Hg)*(t), t>0. (89)

Demostracion. Como por la Proposicion 2.28 sabemos que f y f* son equimedibles, esta
claro que la funciéon
0, x>0

g(z) =
f*(_x)> T < 07

también sera equimedible con f. En particular, S¢g*(ty) = Sf*(ty) < oo, por lo que por el
Teorema 5.12 sabemos que Hg existe a.e. Ademas, si x > 0, se sigue de la Observacion 5.9
que

I R DR N I S U5 | U
Hg(a:)—; i x—HdtZ%/o f(t)mm{;,;}dt—%rSf (1),

Por tanto,

1
—Sf*(t), >0
|Hg(z)| > ¢ 27 , z€R
0, <0
de donde se deduce (5.15) tomando reordenadas decrecientes.

Observacion 5.16. En algunos lugares (véase [29], [32] entre otros), el Teorema 5.12 y la
Proposiciéon 5.15, pueden encontrarse bajo la afirmacién de que

c(Hf)'(t) < Sf(t) <CHS) (1), t>0, (90)

donde se sobreentiende que H f* es la transformada de Hilbert de g (que viene a ser extender
f* por 0 a R~ y realizar una reflexion).

]

5.2. El operador adjunto de Hardy y la clase B

Desde que, en 1991, M. A. Arinio y B. Muckenhoupt [2]| caracterizaron la acotacion del
operador maximal de Hardy-Littlewood,

M : AP(w) — AP(w),
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se busco reutilizar las técnicas empleadas en dicho resultado para caracterizar la acotacion de
otros operadores clasicos sobre los espacios de Lorentz AP(w). En 1992, C. J. Neugebauer y
K. F. Andersen |29, 1] caracterizaron de forma independiente la acotacion de la transformada
de Hilbert sobre AP(w) partiendo de la desigualdad (5.16), que establece la equivalencia

H: AP(w) — AP(w) <= S : L}

dec

(w) — LP(w). (91)

Sabiendo que S = A + A*, y que la acotacién del operador de Hardy A sobre el cono de
funciones positivas y decrecientes de LP(w) estd ya caracterizada por el Teorema 4.23; el
problema (5.2) se reduce a estudiar la acotacion del adjunto del operador de Hardy A* sobre
ese mismo cono.

Definicién 5.17. Sea w un peso. Decimos que w € B si
"Wt
/ #dt < CW(r), r>0.
0

En el Capitulo 4 vimos que la acotacion del operador de Hardy A sobre LY (w) quedaba
caracterizada por la clase de pesos B,, y por la Observacion 4.26 que B, # B, para cada
p # q. Sin embargo, en ese sentido la acotacion del adjunto del operador de Hardy A* sobre
L. (w) resulta ser sorprendente, dado que vendra caracterizada por la clase de pesos B
(Teorema 5.20), que no depende de p. Antes de probar este teorema, veamos un lema previo.

Observacion 5.18. Recordamos que la funcion beta [36] se define como la integral
1
B(z,w) = / =11 —t)*"tdt, Re(z),Re(w) > 0.
0

Ademas, es facil comprobar que la funciéon beta es simétrica, y se puede expresar en términos
de la funcién gamma como

L(2)'(w)

Bz w) = ['(z 4 w)

,  Re(z),Re(w) > 0.
Lema 5.19. Sea w un peso. Si se cumple que

/O g (f)w(g;) do < CW(r), >0, (92)

x
para algin 0 < py < 00, entonces se cumple para todo 0 < p < co.

Demostracion. En primer lugar observemos que, dados 0 < p < p; arbitrarios, se tiene que
2P <14 aP* para cada x > 0. De este modo,

(e [ [ () e wer i (G,

luego si se cumple (5.19) para p = pp, también lo hara para todo 0 < p < po. Por tanto,
para probar (5.19) para todo 0 < p < 0o, basta encontrar una sucesion (t,),eny C R tal que
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t, — ooy se verifica (5.19) con p = t,, para cada n € N. Supongamos que se verifica (5.19)
para algin 0 < py < oo. Entonces, realizando el cambio de variable s = log(r/t)/log(r/x)
deducimos que

’ t dt r PO at
Jrow (o (2) 7 = [ et (5) () —u()]
1
= / logPo~! (f) sPo~ 1 ogho <£> (1 —s)P° log(z) ds
N x x x
2p r ! -1
= log™® - sPOTH1 — s)Pods
0

= B(po, po + 1) log?? (Z)
e

para cada 0 < x < r. Por tanto, por (5.2) y el Teorema de Fubini,

" 1 " " r t\ dt
log?Po (z)w z)dr = —/ w(x / logPo—! <—> log?? (—) —dzx
/og )= ey Jy U g e )
1 " r\N1 [t t
= lo p(’_l(—)—/ log?? (—)w z) dx dt
B(po,p0+1)/0 & 1)1 Jo & x (=)
r 1 t
< #/ logpo_l(t)—/ w(z) dz dt
B(po,po+1) Jo t)t Jo
C " " r\ 1
= w(zx logPo—t (—)—dtdx
B(po,po+1)/0 ()/m & t)t
oG]
=—— [ w(z)| — —log"| - dx
B(po,po+1) Jy () Po s\t -

C " r
= log [ — Jw(x) dx
PoB(po,po + 1) /0 & <$> (@)

02
< Wi(r),
~ poB(po,po + 1) (r)

para cada r > 0, luego se verifica (5.19) con p = 2py. Reiterando el argumento, deducimos
que se cumple (5.19) con p = 2"py para cada n € N, y como 2"py — 00, concluimos que se
cumple (5.19) para todo 0 < p < co. ]

El siguiente resultado caracteriza la acotacion del adjunto del operador de Hardy A* sobre
LE..(w) a través de la condicion B . Originalmente, C. J. Neugebauer [29, Theorem 3.3]
probo la equivalencia para p > 1, mientras que K. F. Andersen [1, Theorem 4| lo hizo para
0 < p < oo a partir del Lema 5.19.
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Teorema 5.20 (C. J. Neugebauer [29], K. F. Andersen [1]). Sea w un peso. Si para algin
0 < p < oo, se cumple una de las siguientes condiciones, entonces todas son equivalentes y
se verifican para todo 0 < p < co:

(i) we BE,.

(ii) A*: LE (w) — LP(w).

(iii) /0 ' 1ogp(£)w(x) de < CW(r), r>0.

Demostracion. (i) = (iii). Observemos que, como w € B, por el Teorema de Fubini sabe-

mos que
T r T 7'1
/log(—)w(x)dx:/ w(x)/ —dtdx
0 xr 0 » t

_ /% () dedt (94)

/ W 4 < cwr),
0

para cada r > 0, luego se verifica (5.19) para p = 1. Por tanto, por el Lema 5.19, concluimos
que se verifica (5.19) para todo 0 < p < 0.

(7i1) = (7). Supongamos que se verifica (5.19) para algin 0 < py < oo. Entonces, por el
Lema 5.19 se cumple para todo 0 < p < oo. Por otro lado, observemos que para cada r > 0,

. * X0 (t) "1 r
o) = [ T2 at =y o) [ Gt =vanoios(L). 2>0. 09

x

Por tanto, para cada 0 < p < oo y r > 0, se tiene que

/0 ) A" (X(0m) (2)"w(z) do = /O log? (g)w(x) dx < C,W(r). (96)

Sea 0 < p < 1 cualquieray f € L% (w). Como f es decreciente, por el Teorema de Fubini se

tiene que
<1
/fdt/ / Xosy(s) ds dt
//X(Omfs) dtds

—/ A (X©ms(s)) (@) ds.

0

Ademas, dado z > 0 cualquiera, A*(X(0,m,(s)))(z) es decreciente en s, luego por los Lemas 4.7
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y 4.21, el Teorema de Fubini y (5.2), obtenemos que

/Ooo A" f(z)Pw(x) do = /OO (/OO A (om0 (@) dg)”w(x) o

< / / X0y (@57~ ds w(z) dx

:/0 psp_l/o A" (X(0m (s))) () w(z) d

< C’p/ psP W (my(s)) ds
0

G, [ foru s

Por otro lado, sean 1 < p < ooy f € L} .(w) cualesquiera. Supongamos en primer lugar que
f tiene soporte acotado, de modo que existe a > 0 tal que A*f(z) = 0 para cada z > a, y
por tanto ||A* f||Lr(w) < 0. Definamos la funcion

z) —%/j@dt)p—lf@), > 0.

Por el Teorema Fundamental del Céalculo,

P = (/;@dt)pz/j%/tm&ds)p1@(%: :o@dt,

para cada x > 0. Ademads, como hemos probado que A* : L},
por la desigualdad de Hélder se tiene que

/OOO A f(z)Pw(z) dx = /OOO A*g(z)w(z) dx < C/Ooog(:c)w(;,;) dr
=pC /0 ) A*f(x)P ! fa)w(x) do

5p0</0mA*f(x)(”‘”’”w ) (/ flzPw(a dx) ’
o [T a6 >pw<>dx)1 /(/ fla %()daz) ,

de donde deducimos, como ||A*f|Lr@w) < 00, que ||A*fllrr@w) < PC||f]lir@w)- En el caso de
que f no tenga soporte acotado, basta considerar la sucesion f, = fxon), n > 1, y aplicar
el Teorema de la Convergencia Dominada.

(i) = (i). Supongamos que A* : LE.
particular, sabemos por (5.2) que

[ o (2 Jwtorie = [ oot

< C/ X, (@)Pw(z) de = CW(r),
0

(w) — L'(w) y g es decreciente,

(w) — LP(w) para algin 0 < py < oo. En
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para cada r > 0. Por tanto, por el Lema 5.19 se cumple (5.19) para cada 0 < p < oo, en
concreto para p = 1. Finalmente, por (5.2) sabemos que w € BX es equivalente a que se
cumpla (5.19) para p = 1, lo que concluye la demostracion. O

Ejemplo 5.21. En el caso de los pesos potencia w(t) = t*~1, ¢t > 0, sabemos por la Obser-
vacion 4.26 que t*~! € B, siy solo si p > a > 0. Sin embargo,

[0y L[ s WO
o a Jo o

para cada r > 0, luego t*~! € B* para cada o > 0.

En cuanto a la acotacion débil A* : L (w) — LP*(w), K. F. Andersen [1, Theorem 4]
prob6 que para 0 < p < co esta también es equivalente a la condicion B, (Teorema 5.23),
luego tampoco depende de p. Mas atn, esto implica que

A LR

dec

(w) — LPO®(w) <= A* : LA}

dec

(w) — LP*(w)

para cualesquiera 0 < pg,p; < oo. La demostracion de este resultado recae en gran parte
en el teorema anterior y en el siguiente lema elemental, a partir de los cuales el resultado se
sigue de forma inmediata.

Lema 5.22. Sea w un peso. Si se cumple que

r

W (s)log® ( ) <CW(r), 0<s<r<oo (97)

S

para algun 0 < pg < 00, entonces se cumple para cada 0 < p < oco. Ademds, en tal caso se
cumple (5.19) para cada 0 < p < 0.

Demostracion. Sea 0 < p < pgy cualquiera. Entonces,

/0 ' 1ogp(£)w(x) dx < CP/Po /0 ' (%)p/mw(m) dx

— CP/Poyy (5)P/Po [ Po W(z)l—p/po]
P —"Po

r

0
pOCp/po
= w

P —Do

r),

para cada r > 0, luego se cumple (5.19) para cada 0 < p < pg. Por tanto, concluimos por el
Lema 5.19 que se verifica para todo 0 < p < oo. Para finalizar la demostracion basta observar
que, dado 0 < p < oo, la desigualdad (5.19) implica (5.22). En efecto, si se satisface (5.19)
para 0 < p < 0o, entonces

W (s) log? (g) = log? (f> /0 () dr < /0 log? <f)w(w) dr < CW(s) < CW(r),

S T

para cada 0 < s <71 < o0. O]
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Teorema 5.23 (K. F. Andersen [1]). Sea w un peso. Si para algin 0 < p < oo, se cumple
una de las siguientes condiciones, entonces todas son equivalentes y se verifican para todo
0<p<oo:

(i) w e BX,.

(1) A*: LA (w) — LP*°(w).

dec
(ii1) W (s)log? (i) <CW(r), 0<s<r<oo.
s

Demostracion. (i) = (7). Si w € BZ, sabemos por el Teorema 5.20 que A* : L (w) —
LP(w) para cada 0 < p < oo. Por otro lado, por la Proposicion 3.22 se cumple que LP(w) —
LP>°(w) para cada 0 < p < 0o, y por tanto A* : L (w) — LP*(w) para cada 0 < p < 00

(it) = (i17). Supongamos que A* : LF (w) — LP>*°(w) para algin 0 < p, < oc.
Entonces, para cada r > 0 sabemos por (5.2) que

s>0 s>0

Sup X (0, () log (E)W(s)l/po = sup A*(X(O,T))(S)W(s)l/po < C/ w(x)de = CW(r),
0

o equivalentemente,
,

W (s) log? (g) < CW(r),

para cada 0 < s < r. Por tanto, por el Lema 5.22 concluimos que se cumple (5.22) para todo
0<p<oo.

(14i) = (i). Si se cumple (5.22) para algun 0 < py < 0o, sabemos por el Lema 5.22 que
se cumple (5.19) para cada 0 < p < oo, y por tanto por el Teorema 5.20 concluimos que
w € B, O

Una vez hemos caracterizado la acotaciéon del adjunto del operador de Hardy sobre el cono
de funciones positivas y decrecientes en LP(w), sabemos exactamente cuando el operador de
Calderon S esta acotado sobre el mismo cono. Sin embargo, antes de hablar de la transformada
de Hilbert sobre los espacios de Lorentz AP(w), es interesante introducir la siguiente clase de
pesos.

Definicién 5.24. Sea w un peso y 0 < p < 0o. Decimos que w € C,, si

/OTWT(%MC{W(T)HP/:O#&}, r> 0.

Tal y como veremos en el Teorema 5.26, esta clase surge del estudio de una condicion
mas débil que la acotacion de A* sobre LA (w). Sin embargo, veamos antes algunas de sus

propiedades, y su estrecha relaciéon con la clase B7_.
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Proposicion 5.25. Sean 0 < p < ¢ < 0.
(i) Cq C C,.
(i) B, C C,.

(iii) BX, N B, =C,N B,.

Demostracion. (i) Si w € C,, entonces

" W) i o [ w(@)
/0 deSC’_W(r)—i—r " dt}

el [ g

< C:W(T) + / N é”/%)p dt]

=C W(T)+rp/roowdt],

tp

para cada r > 0, luego w € C,.
(i) Si w € B,

/OTWT@)dngW(r)gC{W(r)erp/roo%dt},

para cada r > 0, luego w € C,.
(iii) Sabemos por (ii) que B N B, C C, N B,. Por otro lado, si w € C, N B,, entonces

/ WT(t)dx < C[W(r) + rp/ % dt} < (J[W(T) + W(r)] — 20w (),
0 r
para cada r > 0, luego w € BZ.. n

Veamos ahora si la estimacion que caracteriza a la clase C,,.

Teorema 5.26. Sean w un peso y 1 < p < co. Las siquientes condiciones son equivalentes:

(i) /OOO Sf(x)Pw(z) do < C/OOO Af(@)Pw(z)dze, 0<fJ.
(ii) /O log? G)w(:p) dr < C[W(r) 4P /TOO ?dt], r>0.

(iii) /OTWT(t)d:cSC{W(r)+rp/roow(t)dt}, r>0.

P
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Demostracion. (i) = (ii). Supongamos que se cumple (i). En particular, dado > 0, sabemos
que

Axa)@) =min {12y 4@ = xan@os (£) (09

para cada x > 0. Por tanto,

/0’” log” (i>w(x) dv = /OOO A* (X0 (@)Pw () dx

para cada r > 0.
(17) = (iii). Dado r > 0, por (5.2) y (5.2) concluimos que

/OT log (g) w(z)de < /O [1 + log” (%)} w(z) de

—W(r) +/OT logp(£>w($) dx

<W(r) + C{W(r) 4o /Too wit) dt]

tp

§(0+1)[W(T)+rp/rm$dt}

(7i1) = (7). Supongamos en primer lugar que p = 1. Como S es autoadjunto,

| st@uw = [ s,

luego (i) es equivalente a I''(w) — A'(Sw). Ademas, sabemos por el Teorema 4.42 que esto
es equivalente a

/TSw(t)dt < C[W(r)%—r/oo@dt}, r >0,
que podemos reescribilf como T
ASw(r) < CSw(r), r>0
De esta manera, si se cumple (iii), entonces
ASw(r) = A%w(r) + AA*w(r) = A%w(r) + Sw(r) < (C + 1)Sw(r),

para cada r > 0, lo que concluye el resultado.
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Supongamos ahora que p > 1. En primer lugar, esta claro a partir de (5.2) que (iii) es

equivalente a
| A ten@u@de<¢ [ aen@re@ds, 10 @)
0 0

Por otro lado, dada una funciéon h positiva y decreciente,

/A( X () ds—/ / X“””’L )t ds
0
:/ / o (s) ds dt (100)
T 0

t
_ /oo MO 41— ath(),

y ademés,

- P e — <o mp(s) \P
/0 AX(0m(s) (2)F ds /Omln{l, " }ds

1 oo pmin{z,mp(s)}
= — / / ptP~ L dt ds

p o0 o0 B
/ / X(02) (O X 0, () (1) dt ds
070 . (101)
— p X(Ox)(t)tp_l/ X(Oh ( )det
P Jo 0
p [~ .
_ £ SO (L) dt
w f, Xo ) ()" h(t)
=2 peyrtar.
P Jy

Consideremos una funciéon positiva y decreciente f cualquiera, y asumamos en principio que
tiene soporte acotado, de modo que |[Sf||zz () < co. Definamos las funciones
ec

g(z) = Af(2)' " f(2),  g(z) = pA"f(x)" f(z), x>0

Claramente g y g* son positivas y decrecientes, y por el teorema fundamental del calculo se
tiene que

x

ager =4 ( [roa) =2 [(] f(s) ds)p_lf(t) =L [gwean
A f(z)P = (/:o%t)dt)p:/:Op(/tm@ds)p_lg)dt:/f@dt:A*g(x),
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para cada x > 0. Por tanto, por (5.2), (5.2) y (5.2) sabemos que

/OmA*f(x)pw(x)dx—/ooA“( Voo(x) da

/ / X(@mg(s))) () ds w(z) dz
= [ [T A oo o) de s
=C / / A(X(0my(s0) (2)Pw(x) dv ds
e [ Homsmiriias

/ / ()t~ dt da

Finalmente, como ¢S f(t) es creciente y x9+y? < (z+y)? < 2971 (29+y?) para cada z,y,q > 0,
concluimos por (5.2) y la desigualdad de Hélder que

w

§p2p10[/ x(f)/o )Pt dtdm+/ooo wéf) /OI!?(lf)tpl dtdx}
* w(z) /x
0 P 0
=p2p‘10/0 wg)/
/ Sf@)P P f(t) dt do

< p22”‘10/

e /O N “’<f) / [tSf( 0" syt

T

w

' 9(t)
[g(t) + g(t)]tp’l dt dx
Af(

Pl AT F( Y Fe dt da

S

§p22p—10/oo g(;p xSf 1/ f(t)dtdz
0
— pQZPIC/OO Sf(x)P T Af(z)w(x) dx

0

§p22”‘10(/000 SF ()P P V() dx) Up/(/o"o Af (@) dx) 1/p
= p22p10(/000 Sf(x) w(r) dac) (p_l)/p(/ooo Af()Pw() dx) Up}

de donde deducimos, como [|Sf||zz () < o0, la desigualdad (i). En el caso de que f no tenga
soporte acotado, basta considerar la sucesion f, = fx(n), n > 1, y aplicar el Teorema de la
Convergencia Mondtona. O
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5.3. La transformada de Hilbert en los espacios de Lo-
rentz AP(w)

Tras haber caracterizado la acotacion del operador de Calderén, la existencia y acotacion
de la transformada de Hilbert sobre los espacios de Lorentz AP(w) se deduce facilmente, tal
y como se prueba en el siguiente resultado.

Observacion 5.27. Es importante destacar que en este capitulo estamos considerando los
espacios de Lorentz sobre R en lugar de R”, esto es, AP(w) = AR (w).

Teorema 5.28. Sea w un peso y 0 < p < oo.
(i) H : AP(w) — AP(w) siy solo si w € B, N BL.
(1t) H : AP(w) — AP>°(w) sty solo si w € By o N B .

Demostracion. (i) Supongamos en primer lugar que H : AP(w) — AP(w). Dado f € Lf  (w)
cualquiera, esta claro que la funciéon g definida como

g(x) = (102)

es equimedible con f, y por tanto ¢g* = f a.e. De este modo, se tiene que g € AP(w), luego
por hipétesis Hg existe a.e. y argumentando como en la Proposiciéon 5.15 concluimos que

SF(t) < 2n(Hg)*(t), t> 0. (103)

Entonces,

3l = (/ooo Sf(w)w(a) dx> "’
< 27T(/OOO(H9)*(x)pw(x) dx) 1/p

oo 1/p
< 27?6’(/ g (x)Pw(z) da:)

0
= 21C| fll Lo ()

luego S : Lf..(w) — LP(w). Ademas, observemos que como S = A + A*, se cumple que
Af, A*f < Sf para cada f € L} (w), y por tanto A, A* : L (w) — LP(w). El resultado
se sigue del Teorema 5.20.
Reciprocamente, supongamos que w € B, N B . Entonces, por el Teorema 5.20 sabemos
que A, A*: L (w) — LP(w) y por tanto,
S=A+A": L} _(w) — LP(w). (104)

dec
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Por otro lado, dada f € AP(w), estéa claro que debe existir o > 0 tal que S f*(t) < oo, ya que
en caso contrario entrariamos en contradiccion con (5.3). De este modo, por el Teorema 5.12
sabemos que H f existe a.e. y se cumple que

(H[f)(t) <eSfH(t), t>0, (105)

para cierta constante ¢ > 0. Por tanto,

1 v = [ 1) (@Pw(e) s v

< c( /0 S @) () dx) "
<cC ( / T PP das) "

= cClfllar(w)-
(i) Supongamos que H : AP(w) — AP*°(w). Dado f € Lf_.(w) cualquiera y definiendo ¢

dec
como en (5.3), se tiene analogamente que Hg existe a.e. y se cumple (5.3). Por tanto,

1 flliroe(u) = sup S£EW (1)

< 2msup(H f) ()W ()"

t>0

oo 1/p
< QWC(/ g (x)Pw(z) d:v)
0
= 27TCHf”LP(w)7

luego S : LA (w) — LP*(w). Esto implica que A, A* : L (w) — LP*°(w), de modo que
w € B, N B, por el Teorema 5.23.
Reciprocamente, supongamos que w € B, N B’ . Al igual que antes, por el Teorema 5.20
sabemos que
A LR

dec

(w) — LP>®(w), y A": LK

dec

(w) — LP=(w),
y por tanto,
S=A+A": L} _(w) — LP>®(w).

dec
Ademas, al igual que se argumento en (i), sabemos que para cada f € AP(w) existe H f a.e.
y se cumple (5.3), por lo que

[H flaroo () = Stlilg(Hf)*(t)W(t)l/p

< csup S (LW (1)

t>0

00 1/p
C *(x)P d
<c (/0 fr(z)Pw(x) a:)
= Cl| fllarw)-
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Observacion 5.29. (i) En virtud del resultado anterior, la acotacion de la transformada de
Hilbert en los espacios de Lorentz AP(w) queda totalmente caracterizada. En particular, si
1 < p < oo, entonces H : AP(w) — AP(w) siy solo si H : AP(w) — AP*°(w), mientras que
H : AY(w) — AY*°(w) no implica en general que H : A*(w) — A'(w) (basta tomar w(t) = 1).

(ii) En el caso de los pesos potencias w(t) = t*~!, a > 0, sabemos por el Ejemplo 5.21
que w € B, N B} siy solo si p > «. Por tanto, por el resultado anterior,

H: APt = AP(t*7h) <= p > a.

De este modo, como AP(1) = LP, en el caso v = 1 recuperamos el resultado clasico de M. Riesz
(Teorema 5.13).

Observacion 5.30. Las condiciones B, y B son independientes entre si, en el sentido de
que ninguna de las dos implica la otra.
(i) La condicién B, no implica B . Si w = x(o,1), entonces W (t) = min{1,¢} para cada

t > 0, luego
"Wt "max{1,t
/—(>dt:/ —max{’}dt:1+logr,
ot 0 t

para cada r > 1. Por tanto, w ¢ B . Sin embargo, w € B, para cada p > 1, i.e.

o w
wdm < Cpﬂ, r > 0.
. xP r
En efecto, si 7 > 1 la desigualdad es trivial, mientras que si r < 1,
0 1 —p+l _
/ w(:c)d$: id:p:r 1§ 1 T 1 W(r)
., xP , P p—1 p—1rp p—1 1P

(i) La condicion B2 no implica B,. Si w(t) = €, entonces W (t) = e’ — 1. Ademés, dado
t > 0, por el teorema del valor medio existe £ € (0,t) tal que
-1

; =e€ Set,

r ¢ Tet — 1 r
/W—Odt—/ e—dtg/ etdt = W(r),
0 13 0 t 0

para cada r > 0. Por tanto w € B . Sin embargo,

i W2r) ., er-—1
im = lim = 00,
r—00 W(T) r—oo e — 1

luego

por lo que W ¢ A,. Entonces, por la Proposicién 4.25 concluimos que w ¢ Uy<p<oo Bp-

Si bien vimos en el Capitulo 4 que la acotacion del operador maximal M sobre los es-
pacios de Lorentz AP(w) y AP*°(w) se puede caracterizar en términos de su normabilidad
(Teoremas 3.23 y 4.52), no se conoce una caracterizacion de la transformada de Hilbert H
en términos de una propiedad puramente funcional de estos espacios. Sin embargo, algunas
de las ideas utilizadas para el operador maximal M, como los espacios Gamma de Lorentz

I'?(w) y TP*°(w), si que se pueden trasladar de forma similar a la transformada de Hilbert
H.
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Definiciéon 5.31. Sea w un peso y 0 < p < oo. El espacio de Calderon CP(w) esta formado
por aquellas funciones f € My(R,m) verificando que

[e'e) 1/p
||f||0p<w>=< / Sf*(x)pw(m)dx) o

De forma similar, el espacio de Calderén débil CP”*°(w) esta formado por aquellas funciones
f € My(R,m) verificando que

| fllepoew) = Sli}g Sf*(x)W(x)l/p < .

Observacion 5.32. Sea 0 < p < o0 y w un peso.
(i) Como f* < Af* < Sf* para cada f € My(R", m,), se cumple que

1 f1ar@w) < N flre) < 1| flor @),

y en consecuencia,

C?(w) — I'P(w) — AP(w).

(ii) Por otro lado, por los Teoremas 4.23 y 5.20, sabemos que

AN (w) = TP(w) < A: L}

dec

(w) — LP(w) <= w € By,

AN (w) = CP(w) < S : L}

dec

(w) — LP(w) <= w € B,N BL.
Ademas, si p > 1, el Teorema 5.26 afirma que
IP(w) = CP(w) <= S : L, (w) — LP(w) <= w € C,,.

Al igual que sucede con los espacios Gamma de Lorentz, los espacios de Calderén también
tienen buenas propiedades funcionales.

Proposicion 5.33. Sea w un peso y p > 1. Entonces || - ||cr(w) €s una norma.

Demostracion. Observemos que | f|lcrw) = [|Sf*||zr(w) para cada f € My(R,m). Ademas,
LP(w) es un espacio normado si p > 1, de modo que basta comprobar la desigualdad triangular
(dado que el resto de propiedades son triviales a partir de la linealidad de S y la Proposi-
cion 2.28). Veamos primero que la aplicacion f +— Sf* es subaditiva. Sean f, g € My(R", m,,)
y t > 0 cualesquiera. Entonces, como el peso w;(s) = min{1/t,1/s} es decreciente, sabemos
por el Teorema 4.35 que

st = o emn{g e [T ou i
= If + gllarwy < N Fllarwn) + 1gllar o)
:/0 f*(s)min{%,%}ds—k/o g*(s)min{%,%}ds
= Sf*(t)+ Sg"(t),
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luego la aplicacion f +— Sf* es subaditiva. En consecuencia, si p > 1,

1f + gllere) = 1S(f + 9) ey S NSF*+ Sg™ || Lo w)
< ISy + 1S9 (2o wy = I fllerw) + [lgllcrw).,

lo que concluye el resultado. O]

Finalmente, como corolario del Teorema 5.28, obtenemos trivialmente el andlogo del Teo-
rema 3.23 para la transformada de Hilbert H.

Corolario 5.34. Sea w un peso y 0 < p < 0o. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) H: AP(w) — AP(w).
(ii) AP(w) = CP(w) y se cumple (4.3) con || - ||cr(w)-

(iii) w € B, N B
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