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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es estudiar la interrelación entre las des-
igualdades clásicas de Hardy en el cono de funciones positivas y decrecientes (que
son equivalentes a las acotaciones del operador maximal de Hardy-Littlewood en
los espacios de Lorentz), las propiedades funcionales de estos espacios y la carac-
terización de los pesos que permiten estas acotaciones. Asimismo, se consideran
propiedades estructurales que satisfacen estas clases, como la automejora o la mo-
notonía entre otras. Además, aplicando técnicas similares, se aborda el problema
de existencia y acotación de la transformada de Hilbert en los espacios de Lorentz,
lo que conduce a unas clases de pesos estrechamente relacionadas con el operador
de Calderón.
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Abstract

The main goal of this work is to study the interplay between the classical Hardy
inequalities in the cone of positive and decreasing functions (which are equivalent
to the boundedness of the Hardy-Littlewood maximal operator on Lorentz spaces),
the functional properties of these spaces, and the characterization of the weights
that allow such boundedness. Additionally, structural properties satisfied by these
classes, such as self-improvement and monotonicity, among others, are considered.
Moreover, applying similar techniques, the problem of existence and boundedness
of the Hilbert transform in Lorentz spaces is tackled, leading to classes of weights
closely related to the Calderon operator.
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Capítulo 1

Introducción

En la década de los años 1950, G. G. Lorentz publicó una serie de artículos en los que
estudiaba algunas propiedades de una nueva clase de espacios de funciones [22], que más
adelante se conocerían como los espacios de Lorentz clásicos o espacios de Lorentz con pe-
so Λp(w). La teoría sobre estos espacios continuó desarrollándose de la mano de M. A. Ariño,
B. Muckenhoupt y E. Sawyer, entre otros, aunque el problema de encontrar una caracteriza-
ción manejable de la acotación de los operadores clásicos sobre estos espacios resultó ser una
ardua tarea.

En esta línea, el desarrollo de la teoría sobre los espacios invariantes por reordenamientos
(r.i.) durante los años posteriores fue fundamental. En 1955, G. G. Lorentz [24] ya aportó una
caracterización de la acotación del operador maximal de Hardy-Littlewood sobre dichos espa-
cios, la cual fue refinada en 1965 por T. Shimogaki [33]. Más adelante, en 1967, W. D. Boyd
[5] extendió este resultado a una amplia gama de operadores, entre los cuales también se
encontraba la transformada de Hilbert. Sin embargo, estas caracterizaciones involucran unos
índices asociados a los espacios, que aunque efectivamente permiten determinar la acotación
de los operadores más relevantes, no son fáciles de determinar en la mayoría de los casos, y
por tanto carecen de sentido práctico.

De esta manera, aunque ya existía una caracterización de la acotación del operador ma-
ximal para algunos espacios de Lorentz Λp(w) (aquellos invariantes por reordenamientos),
se buscó durante años una condición más sencilla y manejable, hecha a medida para dichos
espacios. No fue hasta 1991 que M. A. Ariño y B. Muckenhoupt [2] caracterizaron comple-
tamente la acotación del operador maximal sobre Λp(w), dando lugar a la clase Bp. Para
ello, partieron de que la reordenada decreciente del operador maximal de Hardy-Littlewood
es puntualmente equivalente al operador de Hardy sobre la reordenada decreciente de la
función. De este modo, el problema de acotación del operador maximal se reduce a probar
una desigualdad de Hardy con un peso sobre el cono de funciones positivas y decrecientes.
Estas ideas se generalizaron fácilmente para aquellos operadores cuya reordenada puede ser
dominada por un operador más sencillo de estudiar, como es el caso de la transformada de
Hilbert.

Paralelamente, la comunidad matemática de la época también trabajaba en la caracteriza-
ción de la acotación del operador maximal de Hardy-Littlewood sobre los espacios de Lebesgue
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Introducción

con pesos Lp(w). Esta cuestión permaneció abierta hasta 1970, cuando B. Muckenhoupt [27],
utilizando técnicas propias de la teoría de Calderón-Zygmund, llegó a la solución que actual-
mente es conocida como la clase Ap. Además, aunque la naturaleza de esta clase de pesos
es completamente distinta a la de Bp (ya sea por las teorías de las que provienen o por las
técnicas utilizadas), en la década de los 2000 se consiguieron unificar bajo un mismo marco
común [8], dado por el estudio de los espacios de Lorentz Λp

u(w).

A la luz de los resultados mencionados, el presente trabajo tiene como objetivo principal
desarrollar (de la forma más autocontenida posible) la teoría de pesos Bp, y estudiar su
relación con la acotación del operador maximal y la normabilidad de los espacios de Lorentz
Λp(w). Además, como consecuencia de aplicar las mismas técnicas a la transformada de
Hilbert, analizaremos también la clase B∗

∞ y su relación con Bp. En cuanto a su organización,
el TFM consiste en 4 capítulos que resumiremos a continuación:

El primer capítulo es una introducción a los espacios de Banach de funciones y a los
espacios invariantes por reordenamientos. Definimos el espacio asociado de un espacio de
Banach de funciones, la reordenada decreciente, la función fundamental, y presentamos la
desigualdad de Hardy-Littlewood (Teorema 2.33). Además, estudiamos los índices de Boyd,
que nos permiten caracterizar la acotación del operador maximal y la transformada de Hilbert
(Teoremas 2.71 y 2.72).

El segundo capítulo se centra en el operador maximal de Hardy-Littlewood y los espacios
de Lorentz más elementales. Examinaremos su acotación débil (1, 1) y fuerte en Lp, p > 1
(Teoremas 3.9 y 3.19), para lo cual debemos probar su equivalencia puntual con el operador
de Hardy (Teorema 2.33).

En el tercer capítulo definimos los espacios de Lorentz Λp(w) y Λp,∞(w) y las clases de pe-
sos Bp y Bp,∞. Estudiamos algunas de sus propiedades (Proposición 4.25) y su relación con la
acotación del operador maximal y la normabilidad de los espacios de Lorentz (Teoremas 4.23,
4.31, 4.39 y 4.52).

En el último capítulo estudiamos la existencia y acotación de la transformada de Hilbert
sobre Lp (Teoremas 5.13 y 5.12), y la equivalencia puntual de su reordenada con el operador de
Calderón (Teorema 5.12). Además, con el fin de caracterizar la acotación de la transformada
de Hilbert sobre los espacios de Lorentz Λp(w) y Λp,∞(w) (Teorema 5.28) estudiamos la
acotación del adjunto del operador de Hardy en el cono de funciones positivas y decrecientes
(Teoremas 5.20 y 5.23)

2



Capítulo 2

Resultados clásicos de espacios de
Banach de funciones

Los espacios de Lebesgue Lp, con 1 ≤ p ≤ ∞, juegan un rol fundamental en varias áreas
del análisis matemático. Sin embargo, existen otros espacios de Banach de funciones medibles
de gran interés, como pueden ser aquellos de Orlicz, o los de Lorentz clásicos. Si bien estos
pueden llegar a poseer propiedades radicalmente distintas, entre 1930 y 1950, matemáticos
de la talla de Orlicz, Lorentz y Luxemburg buscaron y desarrollaron un marco común con el
que describir todas estas clases de funciones, lo que supuso el inicio de la teoría de espacios
de Banach de funciones.

En este capítulo desarrollaremos brevemente algunos aspectos básicos de los espacios de
Banach de funciones. En las secciones 2.1 y 2.2 estableceremos el concepto de función norma
y discutiremos algunas aspectos elementales de los espacios de Banach de funciones, como
la completitud, las inclusiones entre los mismos, y el concepto del espacio asociado. En la
sección 2.3 hablaremos de la función de distribución y la reordenada decreciente, lo que
nos permitirá introducir la desigualdad de Hardy-Littlewood, funciones maximales, espacios
invariantes por reordenamientos y la función fundamental, en las secciones 2.4, 2.5, 2.6 y 2.7
respectivamente. Finalmente, en la sección 2.8 definiremos los conocidos índices de Boyd, y
discutiremos su relación con la acotación de ciertos operadores clásicos.

El libro de referencia para este capítulo es [3], aunque también puede consultarse [30] de
forma complementaria.

2.1. Espacios de Banach de funciones

La idea central de los espacios de Banach de funciones es considerar normas sobre espacios
de funciones que preserven su estructura natural de retículo dada por el orden puntual, y
que además, tengan un buen comportamiento con el espacio de medida subyacente. Estas
normas se conocen como funciones norma, y para definirlas debemos recordar antes algunas
nociones básicas de teoría de la medida.
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2.1. Espacios de Banach de funciones

Definición 2.1. Un espacio de medida (R,Σ, µ) es σ-finito si existe una sucesión {Rn}n∈N ⊂
Σ de manera que µ(Rn) <∞ para cada n ∈ N y

⋃∞
n=1Rn = R.

Notación 2.2. Sea M(R, µ) la clase de todas las funciones µ-medibles sobre R tomando
valores en R o C, M0(R, µ) la clase de funciones en M(R,Σ) que son finitas µ-a.e. y M+(R, µ)
el cono de las funciones no negativas en M(R, µ). Además, como es habitual, identificaremos
funciones iguales en casi todo punto.

Observación 2.3. M0(R, µ) es un espacio vectorial con las operaciones naturales de suma de
funciones y multiplicación por un escalar (no así M(R, µ)). De hecho, podemos ver M0(R, µ)
como un espacio vectorial topológico metrizable si consideramos la topología asociada a la
convergencia en medida en conjuntos de medida finita.

Definición 2.4. Decimos que una función f : R → R (o C) es una función simple si es
µ-medible, toma un número finito de valores y µ(sop(f)) < ∞. Además, a la clase de las
funciones simples definidas en R la denotamos por S(R, µ).

Definición 2.5. Decimos que una aplicación ρ : M+(R, µ) −→ [0,∞] es una función norma
si para cada f, g y {fn}n∈N en M+(R, µ), cada λ ≥ 0 y cada conjunto µ-medible E, se
satisfacen las siguientes propiedades:

(P1) ρ(f) = 0 ⇐⇒ f = 0 µ-a.e.
ρ(λf) = λρ(f)

ρ(f + g) ≤ ρ(f) + ρ(g),

(P2) 0 ≤ g ≤ f µ-a.e. =⇒ ρ(g) ≤ ρ(f) (Propiedad de retículo),

(P3) 0 ≤ fn ↑ f µ-a.e. =⇒ ρ(fn) ↑ ρ(f) (Propiedad de Fatou),

(P4) µ(E) <∞ =⇒ ρ(χE) <∞,

(P5) µ(E) <∞ =⇒
∫
E
fdµ ≤ CEρ(f),

para alguna constante CE ∈ (0,∞) independiente de f .

Ejemplo 2.6. Uno de los ejemplos más sencillos de funciones norma son las normas de los
espacios Lp = Lp(R,Σ, µ), donde 1 ≤ p ≤ ∞, definidas para cada f ∈ M(R, µ) como

ρp(|f |) =


(∫

R

|f |p dµ
)1/p

, 1 ≤ p <∞

sup ess
x∈R

|f(x)|, p = ∞.

Como consecuencia de la desigualdad de Minkowski las aplicaciones ρp satisfacen (P1), mien-
tras que (P2) y (P3) se siguen de la monotonía de la integral de Lebesgue y el Teorema de
la Convergencia Monótona respectivamente. Por otro lado, (P4) es obvio, mientras que (P5)
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Capítulo 2. Resultados clásicos de espacios de Banach de funciones

se concluye por la desigualdad de Hölder, pues si p ∈ (1,∞), 1
p
+ 1

p′
= 1 entonces para cada

f ∈ M(R, µ) y E medible con µ(E) <∞,∫
E

|f | dµ =

∫
R

|f |χE dµ ≤
(∫

R

|f |p dµ
) 1

p
(∫

R

χp′

E dµ

) 1
p′

= CEρ(|f |),

donde CE = µ(E)
1
p′ . Los casos p = 1 y p = ∞ se deducen análogamente.

Definición 2.7. Sea ρ una función norma. La clase X = X(ρ) de todas las funciones f en
M(R, µ) con ρ(|f |) < ∞ se denomina espacio de Banach de funciones. Además, para cada
f ∈ X se define

∥f∥X = ρ(|f |). (1)

Teorema 2.8. Sea ρ una función norma, X = X(ρ) y ∥ · ∥X como en la Definición 2.7.
Entonces bajo las operaciones naturales, (X, ∥ · ∥X) es un espacio normado para el cual se
cumplen las siguientes inclusiones

S(R, µ) ⊂ X ↪−→ M0(R, µ).

En particular si fn → f en X, entonces fn → f en medida en conjuntos de medida finita, y
por tanto existe una subsucesión de {fn}n∈N que converge a f µ-a.e.

Demostración. Se sigue de la Definición 2.7 y la propiedad (P5) de la Definición 2.5 que
cualquier función en X es localmente integrable y por tanto es finita en casi todo punto, pues
X es σ-finito. El conjunto X hereda las operaciones de espacio vectorial de M0, y de (P1) y
(2.7) se deduce que (X, ∥ · ∥X) es un espacio vectorial normado. La propiedad (P4) muestra
que X contiene a las funciones características de cualquier conjunto medible de medida finita,
y por linealidad, X contiene cualquier función simple. Esto establece las inclusiones

S(R, µ) ⊂ X ⊂ M0(R, µ).

Finalmente, basta probar que la inclusión de X en M0(R, µ) es continua. Dado que ambos
espacios son metrizables, será suficiente mostrar que cualquier sucesión convergente en X
también converge en M0(R, µ) al mismo límite. En efecto, si fn → f en X entonces por la
Definición 2.7 se tiene que ρ(|f − fn|) → 0 cuando n → ∞. Entonces, dado ε > 0 y E un
subconjunto medible de X de medida finita, se sigue de (P5) que,

µ({x ∈ E : |f(x)− fn(x)| > ε}) ≤
∫
E

1

ε
|f − fn| dµ ≤ 1

ε
CEρ(|f − fn|),

que converge a 0 cuando n → ∞. Por tanto, fn → f en medida en cualquier conjunto de
medida finita, o equivalentemente, fn → f en M0(R, µ). Un resultado conocido de la teoría
de la medida nos asegura la existencia de una subsucesión que converge en casi todo punto
a f .

El lema de Fatou es uno de los pilares de la teoría de los espacios Lp, del cual se pueden
deducir tanto el teorema de la convergencia monótona como el de la convergencia dominada.
El siguiente resultado muestra que, gracias en gran medida a la propiedad (P3), existe un
homónimo para los espacios de Banach de funciones.
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2.1. Espacios de Banach de funciones

Lema 2.9 (Lema de Fatou para espacios de Banach de funciones). Sea X = X(ρ) un espacio
de Banach de funciones y {fn}n∈N una sucesión en X. Si fn → f µ-a.e. y ĺım infn→∞ ∥fn∥X <
∞, entonces f ∈ X y

∥f∥X ≤ ĺım inf
n→∞

∥fn∥X .

Demostración. Sea hn(x) = ı́nfm≥n |fm(x)|. Entonces 0 ≤ hn ↑ |f | µ-a.e., de modo que por
(P2) y (P3),

ρ(|f |) = ĺım
n→∞

ρ(hn) ≤ ĺım
n→∞

(
ı́nf
m≥n

ρ(|fm|)
)

= ĺım inf
n→∞

∥fn∥X <∞.

Dado que f es medible por ser límite de funciones medibles, concluimos que f ∈ X y

∥f∥X ≤ ĺım inf
n→∞

∥fn∥X .

Con el objetivo de estudiar la completitud de los espacios de Banach de funciones, es
interesante introducir la siguiente propiedad.

Definición 2.10. Decimos que un espacio normado (X, ∥·∥X) tiene la propiedad de Riesz-
Fischer si para cada sucesión {fn}n∈N en X satisfaciendo

∞∑
n=1

∥fn∥X <∞,

existe f ∈ X tal que
∑∞

n=1 fn = f , esto es,

ĺım
n→∞

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

fk − f

∥∥∥∥∥
X

= 0.

Observación 2.11. Es fácil comprobar que un espacio normado es completo si y solo si tiene
la propiedad de Riesz-Fischer ([30, Theorem 1.9.5]).

Teorema 2.12. Todo espacio de Banach de funciones es completo.

Demostración. Sea X un espacio de Banach de funciones y {fn}n∈N una sucesión en X tal
que

∞∑
n=1

∥fn∥X <∞. (2)

Definamos gn =
∑n

k=1 |fn| para cada n ∈ N y g =
∑∞

k=1 |fn|, de modo que 0 ≤ gn ↑ g. Como

∥gn∥X ≤
N∑

n=1

∥fn∥X ≤
∞∑
n=1

∥fn∥X <∞ ∀n ∈ N,
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Capítulo 2. Resultados clásicos de espacios de Banach de funciones

se sigue de (2.1) y del Lema 2.9 que g ∈ X. Por el Teorema 2.8 sabemos que
∑∞

k=1 |fn| converge
puntualmente µ-a.e., y en consecuencia

∑∞
k=1 fn también lo hace. Esto es, si definimos

f =
∞∑
n=1

fn, sn =
n∑

k=1

fk ∀n ∈ N,

entonces sn → f µ-a.e. Por tanto, para cada m ∈ N, tenemos que sn − sm → f − sm µ-a.e.
cuando n→ ∞. Además,

ĺım inf
n→∞

∥sn − sm∥X ≤ ĺım inf
n→∞

n∑
k=m+1

∥fk∥X =
∞∑

k=m+1

∥fk∥X .

Por el Lema de Fatou 2.9 se sigue que f − sM ∈ X y ∥f − sm∥X ≤
∑∞

k=m+1 ∥fk∥X . Por
tanto, f ∈ X, y como

∑∞
n=1 ∥fn∥X < ∞, concluimos que ĺımn→∞ ∥f − sn∥X = 0 y sn → f

en X. De esta manera X tiene la propiedad de Riesz-Fischer, que por la Observación 2.11 es
equivalente a que (X, ∥·∥X) sea completo.

En general, la inclusión entre dos espacios normados no tiene por qué ser continua, para
lo cual basta considerar (L∞ ∩L1, ∥ · ∥L∞) y (L1, ∥ · ∥L1). Sin embargo, el siguiente resultado
muestra que las topologías de los espacios de Banach de funciones no son tan “diferentes”
entre sí, lo que permite asegurar que las inclusiones entre ellos siempre son continuas.

Teorema 2.13. Sean X e Y dos espacios de Banach de funciones sobre el mismo espacio
de medida. Si X ⊂ Y , entonces X ↪−→ Y ; esto es, existe C > 0 tal que

∥f∥Y ≤ C∥f∥X ,

para cada f ∈ X.

Demostración. Supongamos por reducción absurdo que la inclusión X ↪−→ Y no es continua.
Entonces para cada n ∈ N existe fn ∈ X tal que

∥fn∥X = 1, ∥fn∥Y > n3.

Además, fn ̸= 0 para cada n ∈ N, por lo que

∞∑
n=1

∥∥∥∥ 1

n2
|fn|
∥∥∥∥
X

=
∞∑
n=1

1

n2
<∞.

Como X tiene la propiedad de Riesz-Fischer por el Teorema 2.12, tenemos que
∑∞

n=1 n
−2|fn|

converge en X a alguna función f ∈ X ⊂ Y . Sin embargo, 0 ≤ n−2|fn| ≤ f para cada n ∈ N,
de modo que

n =
n3

n2
<

1

n2
∥fn∥Y ≤ ∥f∥Y <∞ ∀n ∈ N,

lo que nos lleva a contradicción. Por tanto, la inclusión X ↪−→ Y es un aplicación continua.
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2.2. El espacio asociado

2.2. El espacio asociado

La desigualdad de Hölder clásica sostiene que, si 1 ≤ p, p′ ≤ ∞ son exponentes conjugados,
entonces se cumple que ∫

R

|fg| dµ ≤ ∥f∥Lp∥g∥Lp′ ,

para cada f ∈ Lp y g ∈ Lp′ . A partir de ella, no es difícil comprobar que se puede reescribir
la norma del espacio Lp′ en función de la norma de Lp como

∥g∥Lp′ = sup

{∫
R

|fg| dµ : f ∈ Lp, ∥f∥Lp ≤ 1

}
, ∀ g ∈ Lp′ . (3)

Esta definición alternativa será la base de la construcción del espacio asociado a un espacio
de Banach de funciones.

Definición 2.14. Sea ρ : M+(R, µ) −→ [0,∞] una función norma, se define la norma
asociada a ρ, que denotamos por ρ′, sobre M+(R, µ) como

ρ′(g) = sup

{∫
R

fg dµ : f ∈ M+(R, µ), ρ(f) ≤ 1

}
,

para cada g ∈ M+(R, µ).

Teorema 2.15. Sea ρ una función norma. Entonces su norma asociada ρ′ es también una
función norma.

Demostración. Sea f ∈ M+(R, µ) con ρ(f) ≤ 1, de modo que f es finita µ-a.e. Entonces si
g = 0 µ-a.e., tenemos que fg = 0 µ-a.e., y por tanto

∫
R
fgdµ = 0 y ρ′(g) = 0. Recíprocamente,

supongamos que ρ′(g) = 0 y definamos E := {x ∈ R : g(x) ̸= 0}. Como (R,Σ, µ) es σ-finito
podemos asumir s.p.g que µ(E) <∞. Si µ(E) > 0, entonces por las propiedades (P1) y (P4)
se tiene que 0 < ρ(χE) <∞. Tomando f = χE

ρ(χE)
, entonces ρ(f) = 1, y obtenemos que

0 =

∫
R

fg dµ = ρ(χE)
−1

∫
E

g dµ,

lo que es una contradicción. Por tanto µ(E) = 0 y g = 0 µ-a.e. Las propiedades (P1) y (P2)
se siguen de la linealidad y monotonía de la integral de Lebesgue respectivamente.

Para la propiedad de Fatou (P3), tomamos {gn}n∈N ⊂ M+(R, µ), g ∈ M+(R, µ), con
0 ≤ gn ↑ g µ-a.e. Por la monotonía de ρ′, tenemos que ρ′(gn) ≤ ρ′(gn+1) para cada n ∈ N
y ρ′(gn) ≤ ρ′(g) para cada n ∈ N. Por tanto, si ρ′(gn) = ∞ para algún n ∈ N el resultado
es trivial, por lo que supongamos entonces que ρ′(gn) < ∞ para cada n ∈ N. Sea λ ∈ R
tal que λ < ρ′(g). Entonces existe f ∈ M+(R, µ) con ρ(f) ≤ 1 tal que λ <

∫
R
fg dµ. Dado

que 0 ≤ fgn ↑ fg µ-a.e., aplicando el Teorema de Convergencia Monótona se deduce que∫
R
fgn dµ ↑

∫
R
fg dµ. De esta manera existe N ∈ N tal que λ <

∫
R
fgn dµ ≤ ρ′(gn) para cada

n ≥ N , por lo que ρ′(gn) ↑ ρ′(g).

8
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Sea ahora E un conjunto medible con µ(E) < ∞. Como ρ es una función norma, por la
propiedad (P5) existe CE <∞ tal que∫

R

χEf dµ ≤ CEρ(f),

para cada f ∈ M+(R, µ). Por tanto, ρ′(χE) ≤ CE <∞.
Veamos por último que ρ′ verifica (P5). Para ello consideramos un conjunto medible E con

µ(E) < ∞. Si µ(E) = 0 el resultado es trivial, por lo que supongamos que 0 < µ(E) < ∞.
Entonces, por (P1) y (P4) para ρ sabemos que 0 < ρ(χE) < ∞. Por tanto, para cualquier
g ∈ M+(R, µ) se tiene que∫

E

g dµ =

∫
R

χEg dµ = ρ(χE)

∫
R

χE

ρ(χE)
g dµ ≤ ρ(χE)ρ

′(g),

lo que implica (P5) con constante C ′
E = ρ(χE).

Definición 2.16. Sea ρ una función norma y seaX = X(ρ) el espacio de Banach de funciones
como en la Definición 2.7. Sea ρ′ la norma asociada a ρ. El espacio de Banach de funciones
X(ρ′) determinado por ρ′ se denomina espacio asociado de X y se denota por X ′.

Observación 2.17. Si 1 ≤ p, p′ ≤ ∞ son exponentes conjugados, entonces por (2.2) se tiene
que (Lp)′ = Lp′ .

Teorema 2.18 (Desigualdad de Hölder). Sea X un espacio de Banach de funciones con
espacio asociado X ′. Si f ∈ X y g ∈ X ′, entonces fg es integrable y∫

R

|fg| dµ ≤ ∥f∥X ∥g∥X′

Demostración. En el caso en que ∥f∥X = 0, entonces f = 0 µ-a.e., por lo que el resultado es
trivial. Por otro lado, si ∥f∥X > 0, entonces∫

R

|fg| dµ = ∥f∥X
∫
R

f

∥f∥X
g dµ ≤ ∥f∥X ∥g∥X′ .

2.3. Función de distribución y reordenada decreciente
Si bien los espacios (ℓp, ∥·∥p) son espacios de Banach de funciones, si consideramos un

elemento u = (un)n≥1 ∈ ℓp cualquiera, entonces para cualquier permutación σ : N → N se
tiene que

(uσ(n))n≥1 ∈ ℓp, ∥(un)n≥1∥ = ∥(uσ(n))n≥1∥.
Este concepto de invariancia bajo reordenamientos de elementos puede ser extendido a los
espacios de Banach de funciones, para lo cual haremos uso de la función de distribución y la
reordenada decreciente.
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Definición 2.19. Dada f ∈ M0(R, µ), se define su función de distribución µf como

µf (t) = µ({x ∈ R : |f(x)| > t}), t > 0.

Definición 2.20. Decimos que dos funciones f ∈ M0(R, µ) y g ∈ M0(S, ν) son equimedibles
si tiene la misma función de distribución, esto es, si

µf (t) = νg(t), ∀ t > 0.

Ejemplo 2.21. Dado que las funciones simples cobrarán cierta relevancia en resultados
posteriores, obtengamos una expresión explícita de la función de distribución µf de una
función simple no negativa de la forma

f =
n∑

i=1

aiχEi
, (4)

donde {Ei}ni=1 son conjuntos medibles disjuntos dos a dos y a1 > a2 > ... > an > an+1 := 0.
Si λ ≥ a1, entonces µf (λ) = 0. Por otro lado, si aj+1 ≤ λ < aj entonces

{x ∈ R : |f(x)| > λ} =

j⋃
i=1

Ei y µf (λ) =

j∑
i=1

µ(Ei).

Por tanto, si definimos mj =
∑j

i=1 µ(Ei), concluimos que

µf =
n∑

j=1

mjχ[aj+1,aj). (5)

Proposición 2.22. Sea f ∈ M0(R, µ). Entonces la función de distribución µf de f es no
negativa, decreciente, y continua por la derecha en [0,∞).

Demostración. Definamos los conjuntos

Et := {x ∈ R : |f(x)| > t}, t > 0,

de modo que µf (t) = µ(Et) para cada t > 0. Claramente µf es una función no negativa, por
ser µ una medida positiva. Además, si t1 ≤ t2 entonces Et2 ⊂ Et1 , por lo que µf (t2) ≤ µf (t1)
por la monotonía de µ. Veamos por último que µf es continua por la derecha. Dado t0 > 0
cualquiera y una sucesión {tn}n≥1 ⊂ [0,∞) tal que tn ↓ t0,

Et0 =
∞⋃
n=1

Etn ,

y {Etn}n≥1 es una sucesión creciente de conjuntos µ-medibles. Por tanto,

µf (t) = µ(Et) = ĺım
n→∞

µ(Etn) = ĺım
n→∞

µf (tn).
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Proposición 2.23. Sean f , g y {fn}n∈N una sucesión de funciones de M0(R, µ). Sea a ∈ R
no nulo.

(i) Si |g| ≤ |f | µ-a.e., entonces µg ≤ µf .

(ii) µaf (λ) = µf (
λ
|a|), ∀λ ≥ 0.

(iii) µf+g(λ1 + λ2) ≤ µf (λ1) + µg(λ2), ∀λ1, λ2 ≥ 0.

(iv) Si |f | ≤ ĺım infn→∞ |fn| en µ-a.e. entonces µf ≤ ĺım infn→∞ µfn.

(v) Si |fn| ↑ |f |, entonces µfn ↑ µf .

Demostración. Las propiedades (i) y (ii) son triviales a partir de la Definición 2.19. Veamos
ahora (iii). Dados λ1, λ2 ≥ 0, entonces,

{x ∈ R : |f(x) + g(x)| ≥ λ1 + λ2} ⊂ {x ∈ R : |f(x)|+ |g(x)| ≥ λ1 + λ2}
⊂ {x ∈ R : |f(x)| ≥ λ1} ∪ {x ∈ R : |g(x)| ≥ λ2},

de donde se deduce que µf+g(λ1 + λ2) ≤ µf (λ1) + µg(λ2).
Claramente (v) es consecuencia inmediata de (iv), por lo que basta probar este último

para concluir el resultado. Fijemos λ ≥ 0 y definamos

En = {x ∈ R : |fn(x)| > λ} y E = {x ∈ R : |f(x)| > λ}.

Veamos queE ⊂
⋃∞

m=1

⋂
n≥mEn. Dado x ∈ R con |f(x)| > λ, como |f(x)| ≤ ĺım infn→∞ |fn(x)|,

existe m ∈ N tal que para cada n ≥ m se verifica que |f(x)| ≤ ı́nf |fn(x)|. Es decir,

λ < |f(x)| ≤ |fn(x)|, ∀n ≥ m,

por lo que x ∈
⋂

n≥mEn ⊂
⋃∞

m=1

⋂
n>mEn. Como {

⋂
n≥mEn}∞m=1 es una sucesión creciente

de conjuntos medibles, por el Teorema de la Convergencia Monótona se tiene que

µ(E) ≤ µ
( ∞⋃

m=1

∞⋂
n=m

En

)
= ĺım

m→∞
µ
( ∞⋂

n=m

En

)
≤ ĺım

m→∞

(
ı́nf
m≥n

µ(En)
)
= ĺım inf

n→∞
µ(En).

y en consecuencia µf ≤ ĺım infn→∞ µfn .

Definición 2.24. Dada f ∈ M0(R, µ), se define la reordenada decreciente de f como la
función f ∗ : [0,∞) −→ [0,∞) dada por

f ∗(t) = ı́nf{λ : µf (λ) ≤ t},

De ahora en adelante adoptaremos la notación ı́nf(∅) = ∞. Por tanto, si existe t ≥ 0 de
modo que µf (λ) > t para cada λ ≥ 0, entonces f ∗(t) = ∞. Además, si (R, µ) es un espacio
de medida finita, entonces µf (λ) ≤ µ(R) para cada λ ≥ 0, de manera que f ∗(t) = 0 para
todo t ≥ µ(R). Por tanto, en esta caso podemos asumir que f ∗ está definida en [0, µ(R)].
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Observación 2.25. Dada f ∈ M0(R, µ), como por la Proposición 2.28, µf es decreciente,
se puede comprobar que

f ∗(t) = sup{λ : µf (λ) > t} = mµf
(t), (6)

donde m es la medida de Lebesgue en R.

Ejemplo 2.26. Hallemos la reordenada decreciente para una función simple de la forma
(2.21). Tomando m0 := 0, está claro por (2.21) que f ∗(t) = 0 si t ≥ mn, mientras que
f ∗(t) = aj si mj−1 ≤ t < mj para algún j ∈ {1, ..., n}. Por tanto, concluimos que

f ∗ =
n∑

j=1

ajχ[mj−1,mj). (7)

En algunos cálculos posteriores será conveniente utilizar una expresión alternativa de la reor-
denada decreciente de una función simple. Para ello, definamos

bi := ai − ai+1, Fi =
i⋃

j=1

Ej, ,∀ i = 1, ..., n,

de modo que podemos reescribir la reordenada decreciente f ∗ como

f ∗ =
n∑

i=1

biχ[0,µ(Fi)). (8)

Proposición 2.27. Sean f ∈ M0(R, µ). Entonces la función reordenada decreciente f ∗ es
no negativa, decreciente y continua por la derecha en [0,∞).

Demostración. Esto es consecuencia de la Proposición 2.22 y la Observación 2.25.

Proposición 2.28. Sean f , g, {fn}n∈N funciones de M0(R, µ) y sea a ∈ R.

(i) Si |g| ≤ |f | µ-a.e., entonces g∗ ≤ f ∗.

(ii) (af)∗ = |a|f ∗.

(iii) (f + g)∗(t1 + t2) ≤ f ∗(t1) + g∗(t2), t1, t2 ≥ 0.

(iv) Si |f | ≤ ĺım infn→∞ |fn| µ-a.e., entonces f ∗ ≤ ĺım infn→∞ f ∗
n.

(v) Si |fn| ↑ |f | µ-a.e., entonces f ∗
n ↑ f ∗.

(vi) Si µf (λ) <∞ entonces f ∗(µf (λ)) ≤ λ, y si f ∗(t) <∞ entonces µf (f
∗(t)) ≤ t.

(vii) f y f ∗ son equimedibles.

(viii) Si 0 < p <∞, entonces (|f |p)∗ = (f ∗)p.

12
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(ix) Si t, s ≥ 0, entonces f ∗(t) ≤ s si y solo si µf (s) ≤ t.

Demostración. (i), (ii), (iv), (v) Estos son consecuencia inmediata de los respectivos (i), (ii),
(iv) y (v) de la Proposición 2.28 y la Observación 2.25.

(vi) Fijemos λ ≥ 0 y supongamos que t = µf (λ) <∞. Entonces como µf es decreciente,

f ∗(µf (λ)) = ı́nf{λ′
: µf (λ

′
) ≤ µf (λ)} ≤ λ,

Por otro lado, fijemos t ≥ 0 y supongamos que λ = f ∗(t) <∞. Entonces por definición existe
una sucesión λn ↓ λ con µf (λn) ≤ t, y como µf es continua por la derecha,

µf (f
∗(t)) = µf (λ) = ĺım

n→∞
µf (λn) ≤ t.

(iii) Supongamos que λ = f ∗(t1) + g∗(t2) <∞, ya que en otro caso el resultado es trivial.
Entonces por la desigualdad triangular y (v), obtenemos que

µf+g(λ) = µ({x : |f(x) + g(x)| > f ∗(t1) + g∗(t2)})
≤ µ({x : |f(x)| > f ∗(t1)}) + µ({x : |g(x)| > g∗(t2)})
= µf (f

∗(t1)) + µg(g
∗(t2))

≤ t1 + t2.

Por tanto, como (f + g)∗ es decreciente,

(f + g)∗(t1 + t2) ≤ (f + g)∗(µf+g(λ)) ≤ λ = f ∗(t1) + g∗(t2).

(vii) Dada f ∈ M0 cualquiera, podemos encontrar una sucesión no negativa de funciones
simples {fn}n∈N tal que fn ↑ |f |. A partir de la expresión (2.25), es fácil comprobar que fn y
f ∗
n son equimedibles para cada n ∈ N, i.e.

µfn(λ) = mf∗
n
(λ), λ ≥ 0.

Además, como fn ↑ |f |, se tiene por (v) que f ∗
n ↑ f ∗. Por tanto, por la propiedad (v) de la

Proposición 2.23 se tiene que

µf = ĺım
n→∞

µfn = ĺım
n→∞

mf∗
n
= mf∗ , (9)

de donde concluimos que f y f ∗ son equimedibles.
(viii) Dado 0 < p <∞ cualquiera, de (2.3) se deduce que

µ|f |p(λ) = µf (λ
1
p ) = mf∗(λ

1
p ) = m(f∗)p(λ), ∀λ ≥ 0.

Por tanto, teniendo en cuenta la Observación 2.25 obtenemos que

(|f |p)∗(t) = mµ|f |p (t) = mm(f∗)p (t) = (f ∗)p(t), ∀ t ≥ 0.

(ix) Sean t, s ≥ 0 cualesquiera. Supongamos que f ∗(t) < s. Entonces f ∗(t) < ∞, por
lo que aplicando la propiedad (vi) tenemos que µf (f

∗(t)) ≤ t. Además, µf una función
decreciente, de modo que µf (s) ≤ µf (f

∗(t)) ≤ t. Recíprocamente, supongamos que µf (s) ≤ t.
Entonces por la propiedad (vi) y por el hecho de que f ∗ es decreciente, concluimos que
f ∗(t) ≤ f ∗(µf (s)) ≤ s.
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Observación 2.29. Aunque f y f ∗ sean equimedibles, al pasar a la reordenada decreciente
se pierde una cantidad considerable de información. Consideremos por ejemplo la función

f : (0,∞) → R, f(x) = 1− e−x, ∀x > 0.

La función de distribución mf es infinita si 0 < λ < 1, y se anula para cada λ ≥ 1. Por tanto,
f ∗(t) = 1 para todo t > 0.

El siguiente resultado nos asegura que al pasar a la reordenada decreciente no se pierde
información relativa a las normas Lp (que al fin y al cabo es lo que nos interesa en este
contexto).

Proposición 2.30. Sea f ∈ M0(R, µ) y 0 < p <∞. Entonces,∫
R

|f |p dµ = p

∫ ∞

0

λp−1µf (λ) dλ =

∫ ∞

0

f ∗(t)p dt.

Además, para el caso p = ∞,

sup ess
x∈R

|f(x)| = ı́nf{λ : µf (λ) = 0} = f ∗(0).

Demostración. Sean f ∈ M0(R, µ) y 0 < p < ∞ cualesquiera. Definamos los conjuntos
medibles

Eλ = {x ∈ R : |f(x)| > λ}, ∀λ ≥ 0.

Entonces, por el Teorema de Fubini-Tonelli se tiene que

p

∫ ∞

0

λp−1µf (λ)dλ =

∫ ∞

0

pλp−1µ(Eλ)dλ =

∫ ∞

0

∫
R

pλp−1χEλ
(x) dµ(x) dλ

=

∫
R

∫ ∞

0

pλp−1χEλ
(x) dλ dµ(x) =

∫
R

∫ |f(x)|

0

pλp−1 dλ dµ(x)

=

∫
R

|f(x)|p dµ(x).

Además, f y f ∗ son equimedibles, de modo que µf (λ) = mf∗(λ) para cada λ ≥ 0. Entonces,
repitiendo el argumento anterior se llega a que

p

∫ ∞

0

λp−1µf (λ) dλ =

∫ ∞

0

f ∗(t)p dt.

En el caso p = ∞, para cada λ ≥ ∥f∥L∞(R) se tiene que µ(Eλ) = 0. Por tanto,

∥f∥L∞(R) = ı́nf{λ : µf (λ) = 0} = f ∗(0).
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2.4. La desigualdad clásica de Hardy-Littlewood
Aunque la reordenada decreciente no conserva el producto ni la suma de funciones, sí que

existen desigualdades que gobiernan estas dos operaciones. Los resultados asociados a estas
operaciones se desarrollarán en esta sección (para productos a través de la desigualdad de
Hardy-Littlewood) y en la siguiente sección (para sumas mediante la función maximal).

Con el objetivo de motivar el resultado central de esta sección, es interesante discutir una
versión discreta (elemental) de la desigualdad de Hardy-Littlewood. Esta expone que, dadas
dos sucesiones finitas (ai)

n
i=1, (bi)

n
i=1 ⊂ R+, entonces

n∑
i=1

aibi ≤
n∑

i=1

a∗i b
∗
i , (10)

donde (a∗i )ni=1 ((b
∗
i )

n
i=1) son las sucesiones de elementos de (ai)ni=1 ((bi)

n
i=1) ordenados de forma

decreciente. En cierto modo, lo que nos dice es que la suma alcanza su máximo cuando los
términos en cada sucesión están ordenados de forma decreciente. El Teorema 2.33 nos permite
trasladar de forma satisfactoria esta desigualdad del contexto de las sumas discretas al de la
integral de Lebesgue, para lo cual es fundamental el concepto de reordenada decreciente.

Lema 2.31. Sean g una función simple no negativa en (R, µ) y E un subconjunto medible
de R. Entonces ∫

E

g dµ ≤
∫ µ(E)

0

g∗(s) ds.

Demostración. Como g es simple no negativa, por (2.26) podemos expresar g y g∗ como

g =
n∑

i=1

biχFi
, g∗ =

n∑
i=1

biχ[0,Fi),

donde F1 ⊂ · · · ⊂ Fn y bi ≥ 0 para cada i = 1, ..., n. Entonces,∫
E

g dµ =
n∑

i=1

biµ(E ∩ Fi) ≤
n∑

i=1

bimı́n{µ(E), µ(Fi)}

=
n∑

i=1

bi

∫ µ(E)

0

χ[0,µ(Fi))(s) ds =

∫ µ(E)

0

g∗(s) ds.

Lema 2.32 (G. H. Hardy [15]). Sean ξ1 y ξ2 dos funciones medibles no negativas en (0,∞)
y supongamos que ∫ t

0

ξ1(s) ds ≤
∫ t

0

ξ2(s) ds, (11)

para cada t > 0. Sea η una función decreciente no negativa en (0,∞). Entonces,∫ ∞

0

ξ1(s)η(s) ds ≤
∫ ∞

0

ξ2(s)η(s) ds.
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Demostración. En virtud del teorema de la convergencia monótona, basta probar el resultado
cuando η es una función simple no negativa y decreciente. En este caso, podemos expresar η
como

η(s) =
n∑

j=1

ajχ(0,tj)(s),

donde aj > 0 para cada j = 1, ..., n y 0 < t1 < ... < tn. Entonces, aplicando (2.32),∫ ∞

0

ξ1η ds =
n∑

j=1

aj

∫ tj

0

ξ1 ds ≤
n∑

j=1

aj

∫ tj

0

ξ2 ds =

∫ ∞

0

ξ2η ds,

lo que concluye la demostración.

Teorema 2.33 (G. H. Hardy, J. E. Littlewood [15]). Si f, g ∈ M0(R, µ), entonces∫
R

|fg| dµ ≤
∫ ∞

0

f ∗(s)g∗(s) ds. (12)

Demostración. Como f ∗ y g∗ solo dependen de |f | y |g| respectivamente, es suficiente probar
(2.33) para funciones medibles no negativas. Además, dado que toda función medible no
negativa es el límite de una sucesión creciente de funciones simples no negativas, por el
teorema de la convergencia monótona y la propiedad (v) de la Proposición 2.28 basta probar
el resultado cuando f es una función simple no negativa. En tal caso, por (2.26) podemos
escribir

f =
n∑

i=1

aiχEi
, f ∗ =

n∑
i=1

aiχ[0,Ei),

donde E1 ⊂ · · · ⊂ Em y ai ≥ 0 para cada i = 1, ...,m. Por tanto, aplicando el Lema 2.31
concluimos que∫

R

|fg| dµ =
m∑
i=1

ai

∫
Ei

g dµ ≤
m∑
i=1

ai

∫ µ(Ei)

0

g∗(s) ds

=

∫ ∞

0

m∑
i=1

aiχ[0,µ(Ei))(s)g
∗(s) ds =

∫ ∞

0

f ∗(s)g∗(s) ds.

A partir de la desigualdad de Hardy-Littlewood (2.33) está claro que∫
R

|fg|dµ ≤
∫ ∞

0

f ∗(s)g∗(s)ds,

para cualquier función medible g definida sobre R equimedible con g. En el caso en que
podemos interpretar f y g como sucesiones finitas, como en (2.4), es inmediato que la igualdad
se alcanza para una función g equimedible con g adecuada. Sin embargo, esto no suele ocurrir
en espacios de medida más generales y se hace necesario aislar aquellas clases de espacios de
medida que verifican propiedades semejantes.

16



Capítulo 2. Resultados clásicos de espacios de Banach de funciones

Definición 2.34. Un espacio de medida σ-finito (R, µ) se dice que es resonante si para cada
f, g ∈ M0(R, µ) se cumple que∫ ∞

0

f ∗(t)g∗(t)dt = sup

∫
R

|fg|dµ,

donde el supremo se toma sobre todas las funciones g definidas sobre R equimedibles con g.
Análogamente, se dice que (R, µ) es fuertemente resonante si para cada par de funciones

f y g en M0(R, µ), existe una función g definida sobre R y equimedible con g tal que∫ ∞

0

f ∗(t)g∗(t)dt =

∫
R

|fg|dµ.

Naturalmente, necesitamos conocer qué espacios de medida tienen estas propiedades de
resonancia. Para ello, necesitamos introducir el concepto de átomo en un espacio de medida
general.

Definición 2.35. Sea (R, µ) un espacio de medida σ-finito. Decimos que un conjunto medible
E ⊂ R es un átomo si µ(E) > 0 y para cada F ⊂ R medible se tiene que µ(E

⋂
F ) = 0

ó µ(E \ F ) = 0. Además, diremos que (R, µ) es completamente atómico si existe E ⊂ R de
modo que µ(R\E) = 0 y µ({x}) > 0 para cada x ∈M . De forma similar, diremos que (R, µ)
es no atómico si R no contiene ningún átomo.

Observación 2.36. Las medidas no atómicas también se conocen como medidas continuas,
dado que su rango es de la forma [0, µ(R)]. Esto es, si el espacio es no atómico se puede
probar ([3, Lemma 2.5]) que, dado 0 ≤ t ≤ µ(R) cualquiera, existe un conjunto medible Et

de manera que
µ(Et) = t.

Ahora ya estamos en condiciones de caracterizar los espacios de medida resonantes y
fuertemente resonantes. Sin embargo, como las pruebas son extensas y estos resultados no
son centrales en este trabajo, los enunciaremos sin sus demostraciones, mencionando una
referencia en la que puedan encontrarse las mismas.

Teorema 2.37. Un espacio de medida σ-finito (R, µ) es resonante si y solo si se cumple
alguna de las siguientes condiciones:

(i) (R, µ) es no atómico;

(ii) (R, µ) es completamente atómico y todos los átomos tienen la misma medida.

Demostración. Véase [3, Theorem 2.7].

Teorema 2.38. Un espacio de medida σ-finito (R, µ) es resonante si y solo si es un espacio
de medida finita y se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(i) (R, µ) es no atómico;

(ii) (R, µ) es completamente atómico y todos los átomos tienen la misma medida.

Demostración. Véase [3, Theorem 2.6].

Observación 2.39. Una consecuencia inmediata de este último resultado es que un espacio
de medida es fuertemente resonante si y solo si es finito y resonante.
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2.5. Una función maximal elemental

2.5. Una función maximal elemental
En el caso de considerar la función característica de un conjunto medible E, y denotando

t = µ(E), por la desigualdad de Hardy-Littlewood (2.33) se tiene que

1

µ(E)

∫
E

|f | dµ ≤ 1

t

∫ t

0

f ∗(s) ds. (13)

Definición 2.40. Dada una función f : R+ → R+ localmente integrable, se define el operador
de Hardy sobre f como

Af(t) =
1

t

∫ t

0

f(s) ds, t > 0.

A partir de (2.5), está claro que el promedio de f sobre cualquier conjunto medible de
medida t está dominado por el promedio de f ∗ en el intervalo (0, t). Tal y como veremos
más adelante, resulta que el problema de acotación del operador de Hardy-Littlewood es
equivalente a la acotación del operador de Hardy en el cono de funciones decrecientes. Por
tanto, entenderemos este promedio de f ∗ como una función maximal asociada a f , lo que
induce la siguiente definición.

Definición 2.41. Sea f ∈ M0(R, µ). Se define la función maximal de f , y se denota f ∗∗,
como

f ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f ∗(s) ds = Af ∗(t), t > 0.

Proposición 2.42. Sean f, g, {fn}n∈N ⊂ M0(R, µ), y a ∈ R. Entonces f ∗∗ es una función no
negativa, decreciente y continua en (0,∞). Además, se verifican las siguientes propiedades:

(i) f ∗∗ ≡ 0 si y solo si f = 0 µ-a.e.

(ii) f ∗ ≤ f ∗∗.

(iii) Si |g| ≤ |f | µ-a.e., entonces g∗∗ ≤ f ∗∗.

(iv) (af)∗∗ = |a|f ∗∗.

(v) Si |fn| ↑ |f | µ-a.e., entonces f ∗∗
n ↑ f ∗∗.

Demostración. Notemos que como f ∗ es decreciente, se tiene que f ∗∗ es finita para algún
t0 > 0 si y solo si es finita para cada t > 0. En efecto, supongamos que existe t0 > 0 tal que
f ∗∗(t0) <∞. Entonces, para cada t ≤ t0 se tiene que

f ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f ∗(s) ds ≤ 1

t

∫ t0

0

f ∗(s) ds =
t0
t

1

t0

∫ t0

0

f ∗(s) ds =
t0
t
f ∗∗(t0) <∞,

mientras que si t > t0 se cumple que

f ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f ∗(s) ds =
1

t

∫ t0

0

f ∗(s) ds+
1

t

∫ t

t0

f ∗(s) ds

≤ 1

t0

∫ t0

0

f ∗(u)du+
1

t

∫ t

t0

f ∗(t0) ds = f ∗∗(t0) +
t− t0
t

f ∗(t0).
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Por tanto, f ∗∗ será finita para cada t > 0, o infinita para cada t > 0. En cualquier caso, f ∗∗

será no negativa y continua por el Teorema de la Convergencia Dominada. Además, como
f ∗ es decreciente, dados 0 < t1 ≤ t2 se tiene que f ∗(s) ≤ f ∗( t1

t2
s) para cada s > 0. De esta

manera,

f ∗∗(t2) =
1

t2

∫ t2

0

f ∗(s) ds ≤ 1

t2

∫ t2

0

f ∗
(
t1
t2
s

)
ds =

1

t1

∫ t1

0

f ∗(u) du = f ∗∗(t1),

por lo que f ∗∗ es decreciente.
Finalmente, las propiedades (i), (iii), (iv) y (v) son inmediatas a partir de la Proposi-

ción 2.28, mientras que para probar (ii) basta notar que, como f ∗ es decreciente, se tiene
para cada t > 0 que

f ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f ∗(s) ds ≥ 1

t

∫ t

0

f ∗(t) ds = f ∗(t).

Proposición 2.43. Sea (R, µ) un espacio de medida resonante. Si f ∈ M0(R, µ) y t está en
el rango de µ, entonces

f ∗∗(t) =
1

t
sup

{∫
E

|f | dµ : µ(E) = t

}
. (14)

Demostración. Como t se encuentra en el rango de µ, existe un conjunto medible E de modo
que µ(E) = t. Sea g = χE, de modo que g∗ = χ[0,t) por la Observación 2.26.

Notemos que una función g̃ será equimedible con g si y solo si |g̃| es igual µ-a.e. a la
función característica de un medible F tal que µ(F ) = t. En efecto, si existe un medible F
tal que µ(F ) = t y |g̃| = χF , entonces g y g̃ serán equimedibles en virtud de la Observación
2.21. Supongamos ahora que g y g̃ son equimedibles, de modo que

µg̃(λ) = µg(λ) = tχ[0,1)(λ).

Por tanto, se tiene que µg̃(λ) = µ{x ∈ R : |g̃(x)| > λ} = 0 para cada λ ≥ 1, por lo que
|g̃| ≤ 1 µ-a.e. Análogamente se prueba que |g̃| ≥ 1 µ-a.e., luego |g̃| es la función característica
del conjunto F = {x ∈ R : |g̃(x)| = 1}, que verifica

µ(F ) = µ

( ∞⋂
n=1

{
x ∈ R : |g̃(x)| > 1− 1

n

})
= ĺım

n→∞
µg̃

(
1− 1

n

)
= t.

Como (R, µ) es resonante, concluimos que

f ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f ∗(s) ds =
1

t

∫ ∞

0

f ∗(s)χ[0,t)(s) ds =
1

t

∫ ∞

0

f ∗(s)g∗(s) ds

=
1

t
sup

{∫
R

|fg̃| dµ : µg = µg̃

}
=

1

t
sup

{∫
E

|f | dµ : µ(E) = t

}
.
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Una de las diferencias fundamentales entre f ∗ y su función maximal f ∗∗, es que la igualdad
(2.43) nos permite deducir que la función maximal f ∗∗ es subaditiva. Esto es,

(f + g)∗∗(t) ≤ f ∗∗(t) + g∗∗(t), ∀ t > 0.

Además, aunque esto sólo se cumple a priori para espacios resonantes, podemos conseguir
generalizar este resultado a espacios de medida σ-finitos arbitrarios. La idea es utilizar el
método de los retractos [3, Theorem 3.4], que nos permite introducir un espacio de medida
σ-finito dentro de un espacio de medida no atómico (y por tanto, resonante por la Proposi-
ción 2.37). La inclusión en este nuevo espacio resulta preservar la reordenada decreciente y
su función maximal asociada, de modo que la subaditividad se sigue del caso resonante.

Teorema 2.44. Sea (R, µ) un espacio de medida σ-finito y f, g ∈ M0(R, µ). Entonces,

(f + g)∗∗(t) ≤ f ∗∗(t) + g∗∗(t), ∀ t > 0.

2.6. Espacios invariantes por reordenamientos
En los conocidos espacios ℓnp , la norma de un vector de componentes positivas (a1, ..., an)

depende obviamente de los valores a1, ..., an, pero no del orden en el que estos elementos están
dispuestos. Esta propiedad puede generalizarse a ciertos espacios de Banach de funciones,
conocidos como espacios invariantes por reordenamientos, en los cuales se puede desarrollar
una teoría considerablemente más rica que la de los espacios de Banach de funciones más
generales.

Definición 2.45. Sea ρ una función norma definida sobre un espacio de medida σ-finito
(R, µ). Decimos que ρ es invariante por reordenamientos si

ρ(f) = ρ(g), ∀ f, g ∈ M0(R, µ).

Además, en tal caso el espacio de Banach de funciones X = X(ρ) se dice que es un espacio
invariante por reordenamientos (r.i.) .

Observación 2.46. Por la Proposición 2.30, los espacios Lp(R, µ) son invariantes por reor-
denamientos.

Una de las virtudes de los espacios invariantes por reordenamientos (sobre espacios de
medida resonantes), es que muchas de las propiedades que hemos descrito tienen una inter-
pretación en términos de f ∗ en lugar de f .

Proposición 2.47. Sea ρ una función norma invariante por reordenamiento definida sobre
un espacio de medida resonante (R, µ). Entonces la norma asociada ρ′ es también una función
norma invariante por reordenamiento. Además, las normas ρ y ρ′ vienen dadas por

ρ′(g) = sup

{∫ ∞

0

f ∗(s)g∗(s) ds : ρ(f) ≤ 1

}
, ∀ g ∈ M0(R, µ),

ρ(f) = sup

{∫ ∞

0

f ∗(s)g∗(s) ds : ρ′(g) ≤ 1

}
, ∀ f ∈ M0(R, µ). (15)
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Demostración. Dada g ∈ M0(R, µ), como (R, µ) es resonante y ρ es invariante por reorde-
namientos se tiene que

ρ′(g) = sup
ρ(f̃)≤1

{∫
R

f̃ g dµ

}
= sup

ρ(f)≤1
µf=µf̃

{∫
R

fg dµ

}
= sup

ρ(f)≤1

sup
µf=µf̃

{∫
R

fg dµ

}

= sup
ρ(f)≤1

∫ ∞

0

f ∗(s)g∗(s) ds.

Razonando de forma análoga se demuestra (2.47).

Corolario 2.48. Sea X un espacio de Banach de funciones sobre un espacio de medida
resonante (R, µ). Entonces X es invariante por reordenamientos si y solo si X ′ es invariante
por reordenamientos, en cuyo caso se tiene que

∥g∥X′ = sup

{∫ ∞

0

f ∗(s)g∗(s) ds : ∥f∥X ≤ 1

}
, ∀ g ∈ X ′,

∥f∥X = sup

{∫ ∞

0

f ∗(s)g∗(s) ds : ∥g∥X′ ≤ 1

}
, ∀ f ∈ X.

Corolario 2.49 (Desigualdad de Hölder). Sea X un espacio invariante por reordenamientos
sobre un espacio de medida resonante (R, µ). Si f ∈ X y g ∈ X ′, entonces∫

R

|fg| dµ ≤
∫ ∞

0

f ∗(s)g∗(s) ds ≤ ∥f∥X∥g∥X′ .

Demostración. Trivial por el Teorema 2.33 y el Corolario 2.48.

El siguiente resultado nos dice que, en cierto modo, los espacios invariantes por reorde-
namientos (sobre espacios de medida resonantes) están caracterizados por las reordenadas
decrecientes de sus funciones. Más aún, estos espacios pueden interpretarse como espacios
invariantes por reordenamientos sobre (R+,m).

Teorema 2.50 (Teorema de representación de Luxemburg [25]). Sea X = X(ρ) un espacio
invariante por reordenamientos definido sobre un espacio de medida resonante (R, µ). En-
tonces, existe un espacio invariante por reordenamientos X̄ = X̄(ρ̄), definido sobre (R+,m),
de modo que

ρ(f) = ρ̄(f ∗), ∀ f ∈ M+
0 (R, µ).

Además, si σ es una función norma sobre (R+,m) invariante por reordenamientos que re-
presenta a ρ, en el sentido de que

ρ(f) = σ(f ∗), ∀ f ∈ M+
0 (R, µ),

entonces la función norma asociada ρ′ de ρ es representada de la misma manera por la norma
asociada σ′ de σ, esto es,

ρ′(g) = σ′(g∗), ∀ f ∈ M+
0 (R, µ).
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Demostración. Véase [3, Theorem 4.10].

Ejemplo 2.51. Sea (R, µ) un espacio de medida resonante y 1 ≤ p ≤ ∞. Entonces, por la
Proposición 2.28 se tiene que

∥f∥Lp(R,µ) = ∥f ∗∥Lp(R+,m), ∀ f ∈ Lp(R, µ).

Por tanto, el espacio invariante por reordenamientos definido sobre (R+,m) asociado a
Lp(R, µ), cuya existencia está asegurada por el teorema de representación de Luxemburg
(Teorema 2.50), es justamente Lp(R+,m).

2.7. La función fundamental

Algunas de las propiedades de los espacios invariantes por reordenamientos pueden refor-
mularse a través de una función asociada a cada uno de estos espacios , la función funda-
mental. A través de esta herramienta, es posible clasificar estos espacios, y preguntarse cuáles
son los espacios más “grandes” y “pequeños” que comparten la misma función fundamental,
lo que nos lleva a los conocidos espacios de Lorentz Λ(X) y M(X).

Definición 2.52. Sea X un espacio invariante por reordenamientos sobre un espacio de
medida resonante (R, µ). Para cada t > 0 en el rango de µ, sea un conjunto medible E de
modo que µ(E) = t, y definamos

φX(t) := ∥χE∥X .

La función φX se conoce como la función fundamental de X.

Como el espacio X es invariante por reordenamientos, la función fundamental φX está
bien definida. En efecto, si tomamos t > 0 en el rango de µ, y dos conjuntos medibles E,F
de modo que µ(E) = µ(F ) = t, entonces

∥χE∥X = ∥χF∥X .

Ejemplo 2.53. Sea (R, µ) un espacio de medida no atómico. Por la Observación 2.36, el
rango de µ es el intervalo [0, µ(R)], y se puede comprobar que la función fundamental de
Lp(R, µ) es,

φLp(t) =

{
t1/p, 1 ≤ p <∞

χ(0,µ(R))(t), p = ∞
, 0 < t < µ(R).

Ejemplo 2.54. Por el Teorema 2.37, sabemos que los únicos espacios de medida resonantes
y atómicos son aquellos completamente atómicos, y cuyos átomos tienen todos la misma
medida. Consideremos Z con la medida de contar µ, cuyo rango es N ∪ {0}. Entonces, la
función fundamental de ℓp = Lp(Z, µ) es,

φℓp(t) =

{
n1/p, 1 ≤ p <∞

χ(0,∞)(n), p = ∞
, n ∈ N ∪ {0}.
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Veamos a continuación algunas propiedades de la función fundamental.

Teorema 2.55. Sea X un espacio invariante por reordenamientos sobre un espacio de medida
resonante (R, µ), y X ′ su espacio asociado. Entonces,

φX(t)φX′(t) = t,

para cada t > 0 en el rango de µ.

Demostración. Si t = 0 el resultado es trivial, dado que toda función fundamental se anula
en el origen. Por tanto, supongamos que 0 < t <∞. Como t está en el rango de µ, existe un
conjunto medible E con µ(E) = t, de modo que por la desigualdad de Hölder (Corolario 2.49),
se tiene que

t = µ(E) =

∫
R

χE dµ ≤ ∥χE∥X∥χE∥X′ = φX(t)φX′(t).

La desigualdad opuesta se prueba utilizando la relación de Hardy-Littlewood-Pólya y el Lema
de Hardy (Lema 2.31) (véase [3, Theorem 5.2 ] para una demostración más detallada.).

Definición 2.56. Sea φ una función no negativa definida en [0,∞). Decimos que φ es cua-
sicóncava si

(i) φ(t) es creciente en (0,∞),

(ii) φ(t)/t es decreciente en (0,∞),

(iii) φ(t) = 0 si y solo si t = 0.

Corolario 2.57. Sea X un espacio invariante por reordenamientos sobre un espacio reso-
nante (R, µ). Entonces la función fundamental de X, φX , es cuasicóncava y continua excepto
quizás en el origen.

Demostración. Veamos que φX es cuasicóncava. Como X es un espacio de Banach de fun-
ciones, dados dos conjuntos medibles E,F con E ⊂ F , se tiene que ∥χE∥X ≤ ∥χF∥X , y en
consecuencia φX es creciente. Además, por la Proposición 2.48, X ′ es invariante por reorde-
namientos, de modo que aplicando el Teorema 2.55 deducimos que φX(t)/t = 1/φX′(t) es
decreciente, y trivialmente φX(t) = 0 si y solo si t = 0.

Consideremos 0 < t0 <∞ en el rango de µ. Si (R, µ) es completamente atómico, entonces
φX está definida sobre un conjunto discreto de [0,∞), y por tanto es continua. Supongamos
que (R, µ) es no atómico. Como φX es creciente, si no es continua en t0 tendrá, en el peor
de los casos, un salto de discontinuidad en t0. Sin embargo, en ese caso φX(t)/t no será
decreciente a la derecha de t0, lo que supone una contradicción.

Observación 2.58. Se puede probar [3, Proposition 5.8] que toda función cuasicóncava es la
función fundamental de cierto espacio de Banach de funciones invariante por reordenamientos.
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Claramente, no toda función cuasicóncava es cóncava, para lo cual basta considerar la
función φ(t) = máx{1, t} si t > 0 y φ(0) = 0. Sin embargo, todo espacio invariante por
reordenamiento sobre un espacio resonante se puede dotar de una norma equivalente a la
inicial [3, Proposition 5.11], de forma que su función fundamental sea cóncava. Esto da pie a
la siguiente definición.

Definición 2.59. Sea X un espacio invariante por reordenamientos sobre un espacio re-
sonante (R, µ), y asumamos sin pérdida de generalidad que su función fundamental φX es
cóncava. El espacio de Lorentz Λ(X) consiste en aquellas funciones de M0(R, µ) para las
cuales

∥f∥Λ(X) =

∫ ∞

0

f ∗(s) dφX(s) <∞.

De forma similar, se define el espacio de Marcinkiewicz M(X) como aquellas funciones de
M0(R, µ) para las cuales

∥f∥M(X) = sup
0<t<∞

{
f ∗∗(t)φX(t)

}
<∞.

Ejemplo 2.60. Sabemos por el Ejemplo 2.53 que φL1(t) = t para todo t ≥ 0, de modo que
aplicando la Proposición 2.30 para cada f ∈ L1,

∥f∥Λ(L1) =

∫ ∞

0

f ∗(s) dφL1(s) =

∫ ∞

0

f ∗(s) ds =

∫
R

|f | dµ,

∥f∥M(L1) = sup
0<t<∞

{
f ∗∗(t)φL1(t)

}
= sup

0<t<∞

{
tf ∗∗(t)

}
= sup

0<t<∞

{∫ t

0

f ∗(s) ds

}
=

∫ ∞

0

f ∗(s) ds =

∫
R

|f | dµ.

Por tanto, Λ(L1) = L1 =M(L1). De forma similar, φL∞(t) = χ(0,µ(R))(t) para todo t ≥ 0, de
manera que dado f ∈ L∞,

∥f∥Λ(L∞) =

∫ ∞

0

f ∗(s) dφL∞(s) = f ∗(0) = sup ess
x∈R

|f(x)|,

∥f∥M(L∞) = sup
0<t<∞

{
f ∗∗(t)φL∞(t)

}
= sup

0<t<∞

{
f ∗∗(t)

}
= ĺım

t→0

{
f ∗∗(t)

}
= f ∗(0) = sup ess

x∈R
|f(x)|.

En conclusión, Λ(L∞) = L∞ =M(L∞).

El siguiente resultado expone la relevancia de estas clases de funciones en el contexto
de los espacios invariantes por reordenamientos. La idea es que, dado un espacio invariante
por reordenamientos X, los espacios Λ(X) y M(X) se corresponden, respectivamente, con el
espacio invariante por reordenamientos más “pequeño” y con el más “grande”, que comparte
la función fundamental φX del espacio original X.
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Teorema 2.61. Sea X un espacio invariante por reordenamientos sobre un espacio resonante
(R, µ). Entonces, los espacios Λ(X) y M(X) son espacios de Banach de funciones invariantes
por reordenamientos, y sus funciones fundamentales son φX . Además,

Λ(X) ↪−→ X ↪−→M(X),

y las inclusiones son de norma 1.

Demostración. Véase [3, Theorem 4.47].

2.8. Los índices de Boyd

En esta última sección, estudiaremos los conocidos índices de Boyd αX , αX de un espacio
invariante por reordenamientos, introducidos en 1969 por W. D. Boyd [5]. Analizando las
propiedades de los operadores de dilatación somos capaces de definir estos parámetros, que
en cierto sentido nos dicen dónde se sitúa nuestro espacio en la escala entre L1 y L∞ (véase
[3, Theorem 6.6]). Sin embargo, antes debemos recoger algunos resultados elementales sobre
la teoría de funciones subaditivas.

Definición 2.62. Decimos que una función w : R → R es subaditiva si

w(s+ t) ≤ w(s) + w(t), t, s ∈ R.

Lema 2.63. Sea w una función creciente y subaditiva en R tal que w(0) = 0. Entonces,

−w(−s) ≤ w(s), s ∈ R.

Además, los límites ĺıms→∞w(s)(s) y ĺıms→−∞w(s)(s) existen, y se cumple que

α = ĺım
s→∞

w(s)

s
= ı́nf

s>0

w(s)

s
, α = ĺım

s→−∞

w(s)

s
= sup

s<0

w(s)

s
.

Demostración. Dado s ∈ R, por la subaditividad de w sabemos que

0 = w(0) = w(s+ (−s)) ≤ w(s) + w(−s).

Por otro lado, sea α = ı́nfs>0w(s)/s. Está claro que 0 ≤ α ≤ w(1), por lo que en particular
α es finito. Además, dado ϵ > 0, sabemos que existe t0 > 0 tal que α ≤ w(t)/t < α + ϵ, y
por tanto podemos escoger N ∈ N tal que (1+1/N)w(t)/t < α+ ϵ. De este modo, para cada
s ≥ Nt existe n ≥ N tal que nt ≤ s < (n+ 1)t, por lo que como w es creciente y subaditiva

α ≤ w(s)

s
≤ w((n+ 1)t)

nt
≤
(
1 +

1

n

)
w(t)

t
≤
(
1 +

1

N

)
w(t)

t
< α + ϵ,

luego ĺıms→∞w(s)(s) = α.
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Definición 2.64. Decimos que una función ψ : R+ → R+ es submultiplicativa si

ψ(st) ≤ ψ(s)ψ(t), t, s > 0.

Observación 2.65. Dada una función ψ : R+ → R+ submultiplicativa, le podemos asociar
la función

w(s) = logψ(es), s ∈ R.

Claramente w es una función subaditiva. Además, si ψ es creciente y cumple que ψ(1) = 1,
entonces w satisface las hipótesis del Lema 2.63. Por tanto, existen los límites

α(ψ) = ĺım
t→∞

logψ(t)

log t
= ı́nf

t>1

logψ(t)

log t
, α(ψ) = ĺım

t→0+

logψ(t)

log t
= sup

0<t<1

logψ(t)

log t
.

En lo que queda de sección, denotaremos por X = X(ρ) a un espacio de Banach de
funciones invariante por reordenamientos sobre un espacio de medida (R, µ) σ-finito, infinito
y no atómico (la teoría se puede desarrollar también si el espacio de medida es resonante
[3]). En ese caso, sabemos que el Teorema de representación de Luxemburg (Teorema 2.50)
proporciona un espacio invariante por reordenamientos X̄ = X̄(ρ̄) sobre (R+,m), de modo
que

ρ(f) = ρ̄(f ∗), ∀ f ∈ M+
0 (R, µ).

Definición 2.66. Dado t > 0, se define el operador de dilatación como

Etf(s) = f(st), s > 0, f ∈ M0(R+,m).

Además, si X es un espacio invariante por reordenamientos, y X̄ es el espacio de represen-
tación dado por el Teorema de representación de Luxemburg (Teorema 2.50), se define la
función

hX(t) = ∥E1/t∥X̄→X̄ , t > 0.

A priori, no sabemos si los operadores de dilatación están acotados en todo espacio inva-
riante por reordenamientos. El siguiente resultado confirma su acotación y además propor-
ciona una estimación de su norma como operadores.

Proposición 2.67. La función hX es una función creciente y submultiplicativa sobre R+ tal
que hX(1) = 1 y satisface la estimación

hX(t) ≤ máx{1, t}, t > 0. (16)

Además, si X ′ es el espacio asociado de X, entonces

hX(t) = thX′

(
1

t

)
, t > 0.
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Demostración. Para probar la desigualdad (2.67) son necesarios resultados de interpolación
sobre espacios invariantes por reordenamientos (véase [3, Proposition 5.11] para una demos-
tración en detalle de este hecho). Por otro lado, observemos que E1 es la identidad, luego
hX(1) = 1 trivialmente. Además, dado s > 0 y f ∈ X̄, se tiene que

mEtf (s) = |{x ∈ R : Etf(x) > s}| = |{x ∈ R : f(tx) > s}|

= |{x/t ∈ R : f(x) > s}| =
∣∣∣∣1t {x ∈ R : f(x) > s}

∣∣∣∣
=

1

t
|{x ∈ R : f(x) > s}| = mf (s)

t
,

de donde se sigue fácilmente que (Etf)
∗ = Etf

∗. Por tanto, por el Corolario 2.48, se cumple
que

∥E1/tf∥X̄ = sup

{∫ ∞

0

E1/tf
∗(s)g∗(s) ds : ∥g∥X′ ≤ 1

}
= sup

{∫ ∞

0

f ∗(s/t)g∗(s) ds : ∥g∥X′ ≤ 1

}
.

(17)

De esta manera, está claro que hX es una función creciente. Por otro lado, como EsEt = Est

para cada s, t > 0, sabemos que hX es además submultiplicativa. Finalmente, realizando el
cambio de variables u = s/t en (2.8), deducimos que

∥E1/tf∥X̄ ≤ t∥f∥X̄∥Etg∥(X̄)′ = t∥f∥X̄∥Etg∥X̄′ ≤ t∥f∥X̄hX
(
1

t

)
,

donde hemos utilizado que (X̄)′ = X̄ ′, consecuencia del Teorema de representación de Lu-
xemburg (Teorema 2.50). Por tanto, hX(t) ≤ thX′(1/t) para cada t > 0. La desigualdad
opuesta se deduce del teorema de Lorentz-Luxemburg (véase [3, Teorema 2.7]).

Definición 2.68. Se definen los índices de Boyd αX y αX como

αX = sup
0<t<1

log hX(t)

log t
, αX = ı́nf

1<t<∞

log hX(t)

log t
.

Proposición 2.69. Los índices de Boyd vienen dados por los límites

αX = ĺım
t→0+

log hX(t)

log t
, αX = ĺım

t→∞

log hX(t)

log t
, (18)

y satisfacen
0 ≤ αX ≤ αX ≤ 1.

Además,
αX′ = 1− αX , αX′ = 1− αX . (19)
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Demostración. Por la Proposición 2.67 sabemos que hX es creciente, submultiplicativa y
verifica que hX(1) = 1. Entonces, por el Lema 2.63 y la Observación 2.65, concluimos (2.69).
Por la Proposición 2.67 sabemos que

log hX(t)

log t
= 1− log hX(1/t)

log(1/t)
, t > 0,

de donde se se sigue (2.69). Además, el mismo resultado garantiza que hX(t) ≤ t para todo
t > 0. De esta manera, sabemos que αX ≤ 1, y como 1− αX = αX′ ≤ 1, deducimos también
que αX ≥ 0. Por último, como h es submultiplicativa sabemos que 1 = hX(1) ≤ hX(t)hX(1/t)
para cada t > 0. Por tanto,

log hX(1/t)

log(1/t)
=

log

(
1

hX(t)

)
log t

≤ log hX(t)

log t
,

para cada t > 1, luego tomando t→ ∞ concluimos que αX ≤ αX .

Ejemplo 2.70. Sea (R, µ) un espacio de medida resonante. Sabemos por la Proposición 2.30
que

∥f∥Lp(R,µ) = ∥f ∗∥Lp(R+,m), 1 ≤ p ≤ ∞,

para cada f ∈ Lp(R, µ). Por tanto, el espacio de representación de Lp(R, µ), 1 ≤ p ≤ ∞, que
nos proporciona el teorema de representación de Luxemburg (Teorema 2.50) es justamente
Lp(R+,m), 1 ≤ p ≤ ∞. De este modo, si t > 0, 1 ≤ p <∞ y f ∈ Lp(R+,m),

∥E1/tf∥pLp(R+,m) =

∫ ∞

0

|f(s/t)|pds = t

∫ ∞

0

|f(r)|pdr = t∥f∥pLp(R+,m),

luego E1/t está acotado en Lp(R+,m), y su norma es ∥E1/t∥ = t1/p. Por otro lado, si f ∈
L∞(R+,m) se tiene que

∥E1/tf∥L∞(R+,m) = sup ess
0<s<∞

|f(s/t)| = sup ess
0<z<∞

|f(z)| = ∥f∥L∞(R+,m).

luego E1/t está acotado en L∞(R+,m), y su norma es ∥E1/t∥ = 1. En conclusión,

hLp(R,µ)(t) =

 t1/p si 1 ≤ p <∞,

1 si p = ∞.

Por tanto, si 1 ≤ p <∞, los índices de Boyd de Lp(R, µ) serán

αLp(R,µ) = ĺım
t→0+

log hLp(R,µ)(t)

log t
= ĺım

t→0+

log t1/p

log t
=

1

p
,

αLp(R,µ) = ĺım
t→∞

log hLp(R,µ)(t)

log t
= ĺım

t→∞

log t1/p

log t
=

1

p
.
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mientras que si p = ∞,

αL∞(R,µ) = ĺım
t→0+

log hL∞(R,µ)(t)

log t
= ĺım

t→0+

log 1

log t
= 0,

αL∞(R,µ) = ĺım
t→∞

log hL∞(R,µ)(t)

log t
= ĺım

t→∞

log 1

log t
= 0.

Aunque los índices de Boyd tienen interés en sí mismos, uno de sus aspectos más fun-
damentales es su relación con la acotación de ciertos operadores clásicos sobre espacios
invariantes por reordenamientos. Si bien aún no hemos definido el operador maximal de
Hardy-Littlewood (Capítulo 3) y la transformada de Hilbert (Capítulo 5), es interesante
tener siempre en mente los siguientes resultados clásicos.

Teorema 2.71 (G. G. Lorentz [24], T. Shimogaki [33]). Sea X un espacio invariante por
reordenamientos sobre Rn. Entonces el operador maximal de Hardy-Littlewood M está acotado
en X si y solo si αX < 1.

Demostración. Véase [3, Theorem 5.17].

Teorema 2.72 (D. W. Boyd [4]). Sea X un espacio invariante por reordenamientos sobre
Rn. Entonces la transformada de Hilbert H está acotada en X si y solo si se cumple que

0 < αX ≤ αX < 1.

Demostración. Véase [3, Theorem 5.18].

29





Capítulo 3

Espacios de Lorentz y el operador
maximal de Hardy-Littlewood

El operador maximal de Hardy-Littlewood es una de las piedras angulares del análisis mo-
derno, estableciendo vínculos entre al análisis armónico, el análisis funcional y las ecuaciones
en derivadas parciales. Su importancia no solo recae en las propiedades intrínsecas que exhibe,
sino en sus profundas implicaciones en el estudio de ciertas funciones y sus promedios.

En este capítulo desarrollaremos algunas propiedades del operador maximal de Hardy-
Littlewood, así como su relación con los espacios de Lorentz. En la sección 3.1 discutiremos
la acotación fuerte en los espacios Lp y el teorema de diferenciación de Lebesgue, para lo
cual estudiaremos la relación entre el operador maximal y el operador de Hardy actuando
sobre el cono de funciones decrecientes (Teorema 3.17), así como las desigualdades clásicas
de Hardy (Lema 3.18). En la sección 3.2 veremos cómo surgen de forma natural los espacios
de Lorentz al interpolar entre L1 y L∞, y su conexión con la acotación débil del operador
maximal de Hardy-Littlewood. Además, discutiremos algunas de sus propiedades funcionales,
y las inclusiones (continuas) clásicas entre los mismos.

El libro de referencia en este capítulo será [3].

3.1. El operador maximal de Hardy-Littlewood

En general, el operador maximal de Hardy-Littlewood puede definirse sobre espacios mé-
tricos de medida con buenas propiedades, como puede ser que la medida sea doblante. Sin
embargo, en esta sección nos centraremos en su versión clásica sobre Rn, definida para fun-
ciones localmente integrables.

Definición 3.1. Se define el operador maximal de Hardy-Littlewood como la aplicación que,
a cada f ∈ L1

loc(Rn), le asocia su función maximal Mf : Rn → R+ dada por

(Mf)(x) = sup
Q∋x

1

|Q|

∫
Q

|f(y)| dy, ∀x ∈ Rn, (20)
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donde el supremo se extiende sobre todos los cubos (con lados paralelos a los ejes) que
contienen a x en su interior.

Observación 3.2. Existen otras versiones de este operador, como puede ser el operador
maximal de Hardy-Littlewood centrado,

(MCf)(x) = sup
Q∋x

1

|Q|

∫
Q

|f(y)| dy, ∀x ∈ Rn,

donde el supremo se extiende sobre todos los cubos (con lados paralelos a los ejes) centrados
en x, o el operador maximal de Hardy-Littlewood sobre bolas,

(MBf)(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy, ∀x ∈ Rn.

En cualquier caso, no es difícil comprobar que estas definiciones son equivalentes, en el sentido
de que existen constantes cn, c′n > 0, que no dependen de f , de manera que

cnMBf(x) ≤Mf(x) ≤ c′nMBf(x), cnMCf(x) ≤Mf(x) ≤ c′nMCf(x),

para cada x ∈ Rn. Por tanto, las acotaciones que veremos a continuación son las mismas para
todos estos operadores maximales. De esta manera, por comodidad, será suficiente trabajar
con el operador dado por (3.1).

Antes de estudiar las diversas propiedades del operador maximal, veamos que aplicado
sobre una función localmente integrable este es, al menos, una función medible.

Proposición 3.3. Si f ∈ L1
loc(Rn), entonces Mf es una función medible. Más aún, el con-

junto
Eλ = {x ∈ Rn :Mf(x) > λ},

es abierto para cada λ > 0.

Demostración. Sea λ > 0 cualquiera, veamos que Eλ es abierto, y por tanto medible. Sea
x ∈ Eλ arbitrario. Como

Mf(x) = sup
Q∋x

1

|Q|

∫
Q

|f(y)| dy > λ,

existe un cubo Qx y r > 0 de manera que B(x, r) ⊂ Qx y además,

1

|Qx|

∫
Qx

|f(y)| dy > λ.

Veamos que B(x, r) ⊂ Eλ. Dado z ∈ B(x, r) ⊂ Qx, se tiene que

Mf(z) = sup
Q∋z

1

|Q|

∫
Q

|f(y)| dy ≥ 1

|Qx|

∫
Qx

|f(y)| dy > λ,

por lo que z ∈ Eλ.
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Observación 3.4. Es fácil comprobar que el operador maximal es sublineal, es decir,

M(f + g) ≤Mf +Mg, M(λf) = |λ|Mf,

para cada f, g ∈ L1
loc(Rn) y λ ∈ R.

Uno de las primeras cuestiones que surgen al tratar con el operador maximal de Hardy-
Littlewood es su acotación entre espacios Lp(Rn) para todo p ∈ [1,∞], esto es, si

M : Lp(Rn) −→ Lp(Rn).

El caso p = ∞ es trivial, dado que

∥Mf∥∞ ≤ ∥f∥∞, ∀ f ∈ L∞(Rn). (21)

Por tanto, si M estuviera acotado en L1(Rn), podríamos aplicar el Teorema de Interpolación
de Riesz-Thorin (véase [3, Theorem 2.2]) para concluir su acotación para todo p ∈ [1,∞].
Sin embargo, no sólo M no está acotado en L1(Rn), sino que no está ni siquiera bien definido
(Proposición 3.5).

Una solución a este problema pasa por buscar un espacio en el que el operador maximal
esté acotado de forma natural. La idea clave está en la desigualdad de Chebyshev, que nos
dice que para cada función f medible se tiene que

|{x ∈ Rn : |f(x)| ≥ ϵ}| ≤ 1

ϵ

∫
Rn

|f(y)| dy.

En el caso de que f ∈ L1(Rn), esta desigualdad nos da una cota sobre la medida de los
conjuntos de nivel de nuestra función. Sin embargo, es posible tener cotas similares aunque
la función no sea integrable, lo que nos da la pista de cómo podríamos debilitar los espacios
Lp clásicos. Esta idea da lugar a los espacios de Lorentz, aunque antes de introducirlos,
estudiaremos el estrecho vínculo entre la reordenada decreciente de la función maximal de
Hardy-Littlewood (Mf)∗, y la función maximal f ∗∗ que se introdujo en el capítulo anterior,
lo que nos permitirá establecer la acotación fuerte del operador maximal M .

Proposición 3.5. Si f ∈ L1(Rn) es no nula, entonces Mf /∈ L1(Rn). Más aún, existen
constantes R,C > 0 tal que

Mf(x) ≥ C

(∥x∥2)n
,

para cada x ∈ Rn con ∥x∥2 > R.

Demostración. Sea f ∈ L1(Rn) no nula. Consideremos el conjunto E = {x ∈ Rn : f(x) ̸= 0},
que es medible y de medida estrictamente positiva. Como Rn =

⋃
k∈NB(0, k), existe R ∈ N

tal que
m(B(0, R) ∩ E) > 0.
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Sea x ∈ Rn con ∥x∥2 > R. Si consideramos Qx = [−∥x∥2, ∥x∥2]n, se tiene que B(0, R) ⊂ Qx,
y por tanto,

Mf(x) = sup
Q∋x

1

|Q|

∫
Q

|f(y)| dy ≥ 1

|Qx|

∫
Qx

|f(y)| dy

≥ 1

|Qx|

∫
B(0,R)∩E

|f(y)| dy =
1

(2∥x∥2)n

∫
B(0,R)∩E

|f(y)| dy =
C

∥x∥n2
,

donde C = 1
2n

∫
B(0,R)∩E |f(y)| dy > 0.

Finalmente, el hecho de que Mf /∈ L1(Rn) se sigue de que∫
Rn

Mf(x) dx ≥
∫
∥x∥2>R

Mf(x) dx ≥
∫
∥x∥2>R

C

∥x∥2
dx = ∞.

Para alcanzar nuestro objetivo principal en esta sección, una estimación del “tamaño” de
Mf para una función f ∈ Lp con p > 1, necesitaremos una serie de lemas de recubrimientos
(entre los cuales se encuentra una versión elemental del Lema del recubrimiento de Vitali), y
otros resultados relacionados con la reordenada decreciente.

Lema 3.6. Sean Q1, Q2 dos cubos en Rn tal que Q1 ∩Q2 ̸= ∅. Si m(Q1) ≤ m(Q2), entonces

Q1 ⊂ Q̃2,

donde Q̃2 es el cubo concéntrico con Q2 y de lado 3 veces el de Q2.

Demostración. Sean c1 ∈ Rn, l1 > 0 y c2 ∈ Rn, l2 > 0 los centros y longitudes de los lados
de Q1 y Q2 respectivamente, de forma que

Q1 = B∞(c1, l1/2), Q2 = B∞(c1, l2/2), Q̃2 = B∞(c1, 3l2/2).

Sea x0 ∈ Q1 ∩ Q2, y observemos que l1 = m(Q1)
1/n ≤ m(Q2)

1/n = l2. Entonces, para cada
x ∈ Q1 se tiene que

∥x− c2∥∞ ≤ ∥x− c1∥∞ + ∥c1 − x0∥∞ + ∥x0 − c2∥∞ ≤ l1
2
+
l1
2
+
l2
2
≤ 3

2
l2,

y por tanto Q1 ⊂ Q̃2.

Lema 3.7. Sea Ω un subconjunto medible de Rn de medida finita y F una colección de
cubos Q que recubren a Ω. Entonces existe una subfamilia finita Q1, · · · , QK de F , con cubos
disjuntos dos a dos, tal que

|Ω| ≤ 4n
K∑
k=1

|Qk|. (22)
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Demostración. Por la regularidad interior de la medida de Lebesgue de Rn, el conjunto Ω
lo podemos aproximar desde dentro tanto como se quiera mediante conjuntos compactos.
Además, cada cubo Q de la familia F se puede remplazar por un cubo abierto más grande
con medida tan próxima como se quiera a la medida del cubo original Q. Por tanto, basta
probar el lema suponiendo que Ω es compacto y los cubos Q de la familia F son abiertos,
siempre y cuando se demuestre (3.7) para una constante menor que 4n (en nuestro caso será
3n).

Por tanto, en estas condiciones F es un recubrimiento abierto del conjunto Ω compacto,
con lo que existe una cantidad finita de cubos de la familia F que cubren a Ω. Por tanto,
podemos suponer también que la familia F es finita. Sea Q1 el cubo más grande en F , sea
Q2 el cubo más grande de los restantes de F que sea disjunto con Q1, sea Q3 el cubo más
grande de los restantes de F que sea disjunto con Q2, y así recursivamente. Como F es finita,
el proceso anterior termina después de un cierto número finito de pasos, resultando así un
número finito de cubos Q1, · · · , QK . Para cada k ∈ {1, · · · , K}, sea Q∗

k el cubo concéntrico
con Qk pero que tiene sus lados tres veces más largos que los lados de Qk. Entonces la familia
{Q∗

k}Kk=1 recubre a Ω. En efecto, por reducción al absurdo, supongamos que no es así, luego
existe x ∈ Ω \ ∪K

k=1Q
∗
k, y dado que F recubre a Ω, tenemos que x pertenece, al menos, a

uno cubo Q de la familia F . Tenemos que Q no pertenece a la familia {Q∗
k}Kk=1 ya que si

Q = Q∗
k para algún k ∈ {1, · · · , k}, tendríamos que x pertenece a Q∗

k, y llegaríamos a una
contradicción, porque hemos supuesto que x ∈ Ω \ ∪K

k=1Q
∗
k. Por construcción sabemos que

existe k ∈ {1, · · · , K} de manera que Qk ∩ Q ̸= ∅ y |Q| ≤ |Qk|, porque si Qk ∩ Q = ∅ para
cada k = 1, · · · , K. Aplicando el Lema 3.6, tenemos que Q ⊂ Q∗

k, con lo que x pertenece a
Q∗

k, y llegamos a una contradicción, dado que habíamos supuesto que x ∈ Ω \∪K
k=1Q

∗
k. Luego

la familia {Q∗
k}Kk=1 recubre a Ω, de modo que

|Ω| ≤
K∑
k=1

|Q∗
k| = 3n

K∑
k=1

|Qk|.

Lema 3.8. Sea (R, µ) un espacio de medida y f ∈ M0(R, µ). Entonces,

sup
t>0

tµf (t) = sup
t>0

tf ∗(t).

Demostración. Veamos en primer lugar que supt>0 tµf (t) ≤ supt>0 tf
∗(t). En el caso de que

supt>0 tf
∗(t) = ∞ el resultado es trivial, por lo que asumamos que supt>0 tf

∗(t) < ∞. Sea
t > 0 arbitrario. Supongamos que f ∗(t) > 0, pues en caso contrario no hay nada que probar.
Consideremos ϵ > 0 tal que 0 < ϵ < f ∗(t), y definamos tϵ = f ∗(t)− ϵ < f ∗(t). Entonces, por
la Proposición 2.28 tenemos que t ≤ µf (tϵ), y por tanto,

t(f ∗(t)− ϵ) ≤ tϵµf (tϵ) ≤ sup
s>0

tµf (s).

Tomando el límite ϵ→ 0, concluimos que

tf ∗(t) ≤ sup
t>0

tµf (t).
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Para la desigualdad contraria, supongamos sin pérdida de generalidad que supt>0 tµf (t) <∞
y tomemos ϵ > 0 arbitrario. Al igual que antes basta suponer que µf (t) > 0. Sea ϵ > 0 tal
que 0 < ϵ < µf (s), y definamos tϵ = µf (t) − ϵ < µf (t). Entonces, por la Proposición 2.28
tenemos que t ≤ f ∗(tϵ), y por tanto

t(µf (t)− ϵ) ≤ tϵf
∗(tϵ) ≤ sup

t>0
tµ∗

f (t).

Tomando límite ϵ→ 0, concluimos que

sµf (s) ≤ sup
t>0

tf ∗(t).

Teorema 3.9. Si f pertenece a L1(Rn), entonces

t(Mf)∗(t) ≤ 4n∥f∥L1 , t > 0. (23)

Demostración. Supongamos en primer lugar que f tiene soporte compacto, en cuyo caso,
aplicando la Proposición 3.5, tenemos que existen R, c > 0 tales que (Mf)(x) ≥ c∥x∥−n

para cada x ∈ Rn con ∥x∥ ≥ R. En particular, para cada λ > 0, el conjunto definido como
Eλ = {x ∈ Rn : (Mf)(x) > λ} tiene medida finita, dado que

Eλ ⊂
{
x ∈ Rn : n

√
c

λ
> ∥x∥

}
= B

(
0, n

√
c

λ

)
.

Además, para cada x ∈ Eλ existe un cubo Qx que contiene a x tal que

λ|Qx| <
∫
Qx

|f(y)| dy. (24)

La colección de todos esos cubos Qx cubren a Eλ, de modo que aplicando el Lema 3.7 existe
un número finito de cubos, Q1, · · · , QK , de esa colección tales que

|Eλ| ≤ 4n
K∑
k=1

|Qk|. (25)

Por tanto, combinando (3.1) con (3.1), obtenemos

mMf (λ) = |Eλ| ≤ 4n
K∑
k=1

|Qk| ≤
4n

λ

K∑
k=1

∫
Qk

|f(y)| dy ≤ 4n

λ
∥f∥L1 .

De esta manera, por el Lema 3.8 se tiene que

t(Mf)∗(t) ≤ sup
t>0

t(Mf)∗(t) = sup
λ>0

λmMf (λ) ≤ 4n∥f∥L1 ,

para cada t > 0.
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Capítulo 3. Espacios de Lorentz y el operador maximal

En el caso general de una función integrable f , podemos tomar una sucesión de funciones
simples {fk}k∈N tal que |fk| ↑ |f | m-a.e. Claramente {Mfk}k∈N es una sucesión creciente.
Veamos además que Mfk ↑Mf , o equivalentemente, que para cada x ∈ Rn se cumple

sup
Q∋x

1

|Q|

∫
Q

|f(y)| dy = ĺım
k→∞

{
sup
Q∋x

1

|Q|

∫
Q

|fk(y)| dy
}
.

Sea x ∈ Rn arbitrario. Dado un cubo Q que contenga a x, se tiene que

1

|Q|

∫
Q

|fk(y)| dy ≤ sup
x∈Q

1

|Q|

∫
Q

|fk(y)| dy,

para cada k ≥ 1. Por tanto, por el Teorema de la Convergencia Monótona,

1

|Q|

∫
Q

|f(y)| dy = ĺım
k→∞

{
1

|Q|

∫
Q

|fk(y)| dy
}

≤ ĺım
k→∞

{
sup
Q∋x

1

|Q|

∫
Q

|fk(y)| dy
}
,

de modo que,

sup
Q∋x

1

|Q|

∫
Q

|f(y)| dy ≤ ĺım
k→∞

{
sup
Q∋x

1

|Q|

∫
Q

|fk(y)| dy
}
.

Por otro lado, dado un cubo Q que contenga a x, se tiene que

1

|Q|

∫
Q

|fk(y)| dy ≤ ĺım
k→∞

1

|Q|

∫
Q

|fk(y)| dy =
1

|Q|

∫
Q

|f(y)| dy,

para cada k ≥ 1. Por tanto,

sup
Q∋x

{
1

|Q|

∫
Q

|fk(y)| dy
}

≤ sup
Q∋x

{
1

|Q|

∫
Q

|f(y)| dy
}
,

y en consecuencia,

ĺım
k→∞

{
sup
Q∋x

1

|Q|

∫
Q

|fk(y)| dy
}

≤ sup
Q∋x

{
1

|Q|

∫
Q

|f(y)| dy
}
.

Finalmente, como Mfk ↑Mf , por la Proposición 2.28 se tiene que (Mfk)
∗ ↑ (Mf)∗, y dado

que fk ↑ f , por el Teorema de la Convergencia Monótona sabemos que ∥fk∥L1 ↑ ∥f∥L1 . De
esta manera, como (3.9) se cumple para cada fk, entonces también será cierto para f .

En esencia, el resultado anterior implica que, dada f ∈ L1(Rn), el operador maximal
aplicado a f , Mf , satisface la desigualdad

|{x ∈ Rn :Mf(x) > t}| ≤ 4n

t

∫
Rn

|f(y)| dy.

Este tipo de acotaciones, que se conocerán más adelante como acotaciones débiles, resultan
tener una importante aplicación en la diferenciación de integrales.
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3.1. El operador maximal de Hardy-Littlewood

Teorema 3.10 (Teorema de diferenciación de Lebesgue). Sea f ∈ L1
loc(Rn), entonces

ĺım
|Q|→0
Q∋x

1

|Q|

∫
Q

|f(y)− f(x)| dy = 0, (26)

en casi todo punto x ∈ Rn.

Demostración. Supongamos en primer lugar que f ∈ L1(Rn). Definamos para cada x ∈ Rn,

(Ωf)(x) = ĺım sup
|Q|→0

x∈Q

1

|Q|

∫
Q

|f(y)− f(x)|dy.

Veamos que Ωf = 0 m-a.e. Por un lado, está claro que

(Ωf)(x) ≤ (Mf)(x) + |f(x)|,

para todo x ∈ Rn. Por tanto, aplicando la Proposición 2.28 para cada t > 0,

(Ωf)∗(t) ≤ (Mf)∗
(
t

2

)
+ f ∗

(
t

2

)
,

y la Proposición 2.42,

f ∗
(
t

2

)
≤ f ∗∗

(
t

2

)
≤ 2

t
∥f∥L1 ,

concluimos por el Teorema 3.9 que

(Ωf)∗(t) ≤ 4n2

t
∥f∥L1 +

2

t
∥f∥L1 ≤ 2(4n + 1)

t
∥f∥L1 =

Cn

t
∥f∥L1 . (27)

Además, dada h ∈ Cc(Rn), por el Teorema Fundamental del Cálculo es fácil comprobar que
Ωf = Ω(f − h), de manera que aplicando (3.1) a f − h, obtenemos que

(Ωf)∗(t) ≤ c

t
∥f − h∥L1 .

Además, es bien sabido que Cc(Rn) es denso en L1(Rn), por lo que existe una sucesión
{h}n≥1 ⊂ Cc(Rn) tal que ĺımn→∞ ∥f − hn∥L1 = 0. Por tanto, (Ωf)∗(t) = 0 para cada t > 0,
de donde concluimos por la Proposición 2.28 que Ωf(x) = 0 m-a.e.

En el caso general de que f ∈ L1
loc(Rn), tomemos N ∈ N cualquiera. Sabemos que f es

integrable en B(0, N), de modo que si consideramos la extensión de fB(0,N) por 0 fuera de
B(0, N), f̃ , se tiene que f̃ ∈ L1(Rn). Entonces, por el caso anterior, se cumple (3.10) en casi
todo punto de B(0, N), y el resultado se sigue de que Rn =

⋃∞
N=1B(0, N).

Corolario 3.11. Sea f ∈ L1
loc(Rn), entonces

ĺım
|Q|→0

x∈Q

1

|Q|

∫
Q

f(y)dy = f(x),

en casi todo punto x ∈ Rn.
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Capítulo 3. Espacios de Lorentz y el operador maximal

Corolario 3.12. Sea f ∈ L1
loc(Rn), entonces

|f(x)| ≤ (Mf)(x),

en casi todo punto x ∈ Rn.

Observación 3.13. En realidad, este tipo de resultados se pueden estudiar también si re-
emplazamos los cubos por otras familias de conjuntos B (bolas, intervalos, dilataciones de
conjuntos convexos, ...) y definimos su correspondiente operador maximal como

MBf(x) = sup
x∈B∈B

1

|B|

∫
B

|f(y)| dy.

En ese caso, se demuestra [14, Chapters 6-7] que las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Acotación (en ciertos espacios) de MB.

(ii) Propiedades geométricas de la clase B.

(iii) Diferenciación de integrales, en el sentido de que

ĺım
B∋B→x

1

|B|

∫
B

f(y) dy = f(x), a.e.x ∈ Rn.

Antes de continuar con el análisis del operador maximal de Hardy-Littlewood, veamos un
último lema de recubrimiento en el que haremos uso de la colección de cubos diádicos.

Lema 3.14. Sea Ω un subconjunto abierto de Rn de medida finita. Entonces existe una
sucesión de cubos diádicos {Qk}k∈N, con interiores disjuntos, que recubre a Ω y satisface

(i) Qk ∩ Ωc ̸= ∅, k ∈ N.

(ii) |Ω| ≤
∑∞

k=1 |Qk| ≤ 2n|Ω|.

Demostración. Como Ω es abierto, para cada x de Ω existe un cubo diádico, que denotaremos
por Q(x), de diámetro más pequeño, de manera que x ∈ Q(x) y Ωc∩Q(x) ̸= ∅. Subdividimos
Q(x) en 2n subcubos diádicos, y seleccionamos uno (cualquiera) de ellos que contiene a x, y
lo denotamos por Q̃(x). Por construcción de Q(x), sabemos que Q̃ ⊂ Ω y además,

2−n|Q(x)| = |
∼
Q(x)| = |

∼
Q(x) ∩ Ω| ≤ |Q(x) ∩ Ω|.

En estas condiciones, si los interiores de dos cubos diádicos se cortan, entonces un cubo
esta contenido en otro. Por tanto, como Ω tiene medida finita, todo x ∈ Ω se encuentra
en un cubo maximal de la colección {Q(y) : y ∈ Ω}. Además, hay un número a lo sumo
numerable de esos cubos maximales (ya que hay un número numerable de cubos diádicos),
que denotaremos {Qk}k∈N. Evidentemente los interiores de estos cubos no se cortan, cubren
a Ω, no están enteramente contenidos en Ω y cumplen que

|Ω| ≤
∣∣∣∣ ∞⋃
k=1

Qk

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
k=1

|Qk| ≤ 2n
∞∑
k=1

|Qk ∩ Ω| = 2n|Ω|.
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3.1. El operador maximal de Hardy-Littlewood

Lema 3.15. Sea (R, µ) un espacio de medida σ-finito y f ∈ M0(R, µ). Entonces

ı́nf
f=g+h

{∥g∥L1 + t∥h∥L∞} =

∫ t

0

f ∗(s) ds = tf ∗∗(t),

para cada t > 0.

Demostración. Sea f ∈ M0(R, µ), t > 0 y definamos

ct = ı́nf
f=g+h

{∥g∥L1 + t∥h∥L∞}.

Veamos que tf ∗∗(t) ≤ ct. Si f /∈ L1 + L∞ entonces ct = ∞ y el resultado es trivial, de
modo que podemos suponer que f ∈ L1 + L∞. En ese caso, tomemos g ∈ L1 y h ∈ L∞ tal
que f = g + h cualesquiera, de manera que por la subaditividad de f ∗∗,

tf ∗∗(t) ≤ tg∗∗(t) + th∗∗(t) =

∫ t

0

g∗(s) ds+

∫ t

0

h∗(s) ds ≤ ∥g∥L1 + t∥h∥L∞ .

Tomando ínfimos en ambos lados llegamos a la desigualdad buscada.
Por otra parte, veamos que ct ≤ tf ∗∗(t). Al igual que antes, podemos suponer sin pér-

dida de generalidad que tf ∗∗(t) < ∞. Gracias al Teorema 2.33 ( Desigualdad de Hardy-
Littlewood), sabemos que f es integrable sobre cualquier conjunto medible de R de medida
a lo sumo igual a t. Por tanto, si tomamos E = {x : |f(x)| > f ∗(t)} y t0 = µ(E), enton-
ces por la Proposición 2.28 se tiene que t0 ≤ t, y en consecuencia f es integrable sobre E.
Consideremos las funciones

g(x) = máx{|f(x)| − f ∗(t), 0} · sgnf(x), x > 0,

h(x) = mı́n{|f(x)|, f ∗(t)} · sgnf(x), x > 0.

Por lo anterior, está claro que g ∈ L1(R, µ) y h ∈ L∞ con ∥h∥L∞(R,µ) ≤ f ∗(t). Por tanto, por
el Teorema 2.33,

∥g∥L1 =

∫
E

|f | dµ− µ(E)f ∗(t) ≤
∫ t0

0

f ∗(s) ds− t0f
∗(t),

entonces

∥g∥L1 + t∥h∥L∞ ≤
∫ t0

0

f ∗(s)ds+ (t− t0)f
∗(t).

Como f = g + h y f ∗ es constante cuando t0 ≤ s ≤ t, llegamos a que ct ≤ tf ∗∗(t), lo que
concluye el resultado.

Observación 3.16. El resultado anterior tiene una interpretación elegante desde el punto
de vista de la teoría de interpolación de espacios de Banach. En general, la idea es que dados
dos espacios de Banach X0, X1 (que deben estar inmersos en un espacio vectorial topológico
Hausdorff) podemos dotar a X0 +X1 con una estructura de espacio de Banach como

∥f∥X0+X1
:= ı́nf

f=f0+f1
{∥f0∥X0 + ∥f1∥X1}, f ∈ X0 +X1.
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Capítulo 3. Espacios de Lorentz y el operador maximal

Entonces, dado t > 0, surge de forma natural el K-funcional o funcional de Peetre, definido
como

K(f, t;X0, X1) := ı́nf
f=f0+f1

{∥f0∥X0 + t∥f1∥X1}, f ∈ X0 +X1.

Este objeto nos permite definir espacios de interpolación entre X0 y X1 (véase [3, Chapter 5]).
En nuestro caso particular X0 = L1, X1 = L∞, y el resultado anterior se traduce en una
expresión explícita del funcional de Peetre,

K(f, t;L1, L∞) =

∫ t

0

f ∗(s) ds, t > 0, f ∈ L1 + L∞.

Más adelante discutiremos en profundidad cuáles son los espacios de interpolación que surgen
de este funcional de Peetre.

Ahora sí, estamos en condiciones de probar el resultado central de esta sección, que
establece la equivalencia entre la función maximal de la reordenada decreciente, f ∗∗, y la
reordenada decreciente de la función maximal, (Mf)∗.

Teorema 3.17. Sea f ∈ L1
loc(Rn). Entonces

cn(Mf)∗(t) ≤ f ∗∗(t) ≤ Cn(Mf)∗(t), ∀ t > 0, (28)

donde cn, Cn > 0 son constantes que dependen únicamente de n.

Demostración. Fijemos t > 0. Para la desigualdad de la izquierda, podemos suponer que
f ∗∗(t) < ∞, dado que el resultado es inmediato en caso contrario. De esta manera, dado
ϵ > 0, por el Lema 3.15 existen gt ∈ L1, ht ∈ L∞ tales que f = gt + ht y

∥gt∥L1 + t∥ht∥L∞ ≤ tf ∗∗(t) + ϵ.

Entonces, tomando cn = 4−n/2, por la Proposición 2.28, el Teorema 3.9 y (3.1), se tiene que

(Mf)∗(t) ≤ (Mgt)
∗
(
t

2

)
+ (Mht)

∗
(
t

2

)
≤ 2

4n

t
∥gt∥L1 + ∥ht∥L∞

≤ 1

cnt
(∥gt∥L1 + t∥ht∥L∞) ≤ 1

cnt
(tf ∗∗(t) + ϵ) =

1

cn
f ∗∗(t) +

ϵ

cnt
.

Como ϵ > 0 es arbitrario, haciendo ϵ→ 0 obtenemos la primera desigualdad de (3.17).
Para la otra desigualdad, de forma similar a la primera, podemos suponer sin pérdida de

generalidad que (Mf)∗(t) <∞. Por el Lema 3.3, sabemos que el conjunto

Ω = {x ∈ Rn : (Mf)(x) > (Mf)∗(t)},

es abierto, y además |Ω| ≤ t, dado queMf y (Mf)∗ son equimedibles. Aplicando el Lema 3.14,
llegamos una sucesión de cubos diádicos {Qk}k∈N, con interiores disjuntos, que recubre a Ω
y satisface

∞∑
k=1

|Qk| ≤ 2n|Ω| ≤ 2nt, Qk ∩ Ωc ̸= ∅ ∀ k ∈ N. (29)
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3.1. El operador maximal de Hardy-Littlewood

Definamos

F = (∪∞
k=1Qk)

c, g =
∞∑
k=1

fχQk
, h = fχF .

Por (3.1), para cada k ∈ N existe qk ∈ Qk ∩ Ωc, esto es, qk ∈ Qk y Mf(qk) ≤ (Mf)∗(t). Por
tanto,

1

|Qk|

∫
Qk

|f(y)|dy ≤ (Mf)∗(t),

luego

∥g∥L1 =
∞∑
k=1

∫
Qk

|f(y)|dy ≤
∞∑
k=1

|Qk|(Mf)∗(t) ≤ 2nt(Mf)∗(t).

Por otro lado, F ⊂ Ωc, de modo que por el Corolario 3.12 se tiene que

∥h∥L∞ = ∥fχF∥L∞ ≤ ∥(Mf)χF∥L∞ ≤ (Mf)∗(t).

De esta manera, g ∈ L1, h ∈ L∞ y además f = g + h. Por tanto, tomando Cn = 2n + 1, y
aplicando el Lema 3.15, concluimos que

f ∗∗(t) ≤ 1

t

(
∥g∥L1 + t∥h∥L∞

)
≤ 1

t

(
2nt(Mf)∗(t) + t(Mf)∗(t)

)
= Cn(Mf)∗(t).

Este resultado simplifica en gran medida la acotación del operador maximal, no solo
sobre los espacios Lp, sino sobre espacios invariantes por reordenamientos más generales. El
problema de acotación del operador maximal pasa a ser el problema de acotar la función
maximal f ∗∗, esto es, acotar el operador de Hardy sobre el cono de funciones decrecientes. De
esta manera, como primera aplicación de este resultado, podemos probar la acotación fuerte
en Lp (p > 1) del operador maximal de Hardy-Littlewood, para lo cual necesitaremos las
desigualdades clásicas de Hardy.

Lema 3.18 (Desigualdades de Hardy). Sea ψ una función medible no negativa en el intervalo
(0,∞) y supongamos que −∞ < λ < 1 y 1 ≤ p ≤ ∞. Entonces

(∫ ∞

0

(
tλ
1

t

∫ t

0

ψ(s)ds

)p
dt

t

) 1
p

≤ 1

1− λ

(∫ ∞

0

(tλψ(t))p
dt

t

) 1
p

,

y (∫ ∞

0

(
t1−λ

∫ ∞

t

ψ(s)
ds

s

)p
dt

t

) 1
p

≤ 1

1− λ

(∫ ∞

0

(t1−λψ(t))p
dt

t

) 1
p

,

(con los cambios adecuados en el caso p = ∞).
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Capítulo 3. Espacios de Lorentz y el operador maximal

Demostración. Supongamos que p < ∞ (el caso p = ∞ es análogo). Para la primera des-
igualdad, descomponiendo ψ(s) = s−λ/p′sλ/p

′
ψ(s) y aplicando la desigualdad de Hölder, se

tiene que

1

t

∫ t

0

ψ(s) ds ≤
(
1

t

∫ t

0

s−λ ds

)1/p′(
1

t

∫ t

0

sλp/p
′
ψ(s)p ds

)1/p

= (1− λ)−1/p′t−λ/p′−1/p

(∫ t

0

sλ(p−1)ψ(s)p ds

)1/p

.

Por tanto, aplicando el Teorema de Fubini concluimos que∫ ∞

0

(
tλ
1

t

∫ t

0

ψ(s)ds

)p
dt

t
≤ (1− λ)1−p

∫ ∞

0

tλ−2

∫ t

0

sλ(p−1)ψ(s)p ds dt

= (1− λ)1−p

∫ ∞

0

sλ(p−1)ψ(s)p
∫ ∞

s

tλ−2dtds

= (1− λ)−p

∫ ∞

0

sλ(p−1)sλ−1ψ(s)p ds

= (1− λ)−p

∫ ∞

0

(sλψ(s))p
ds

s
.

Tomando raíces p-ésimas concluimos el resultado.
De forma similar, aplicando la desigualdad de Hölder, se tiene que∫ ∞

t

ψ(s)
ds

s
=

∫ ∞

t

s(λ−2)/p′s(2−λ)/p′−1ψ(s) ds

≤
(∫ ∞

t

sλ−2 ds

)1/p′(∫ ∞

t

s(2−λ)(p−1)−pψ(s)p ds

)1/p

= (1− λ)−1/p′t(λ−1)/p′
(∫ ∞

t

s(2−λ)(p−1)−pψ(s)p ds)1/p
)1/p

.

Por tanto, aplicando el Teorema de Fubini concluimos que∫ ∞

0

(
t1−λ

∫ ∞

t

ψ(s)
ds

s

)p
dt

t
≤ (1− λ)1−p

∫ ∞

0

t−λ

∫ ∞

t

s(2−λ)(p−1)−pψ(s)p ds dt

= (1− λ)1−p

∫ ∞

0

s(2−λ)(p−1)−pψ(s)p
∫ s

0

t−λ dt ds

= (1− λ)−p

∫ ∞

0

(s1−λψ(s))p
ds

s
,

de donde se sigue el resultado tomando raíces p-ésimas.

Teorema 3.19 (Teorema maximal de Hardy-Littlewood). Sea 1 < p ≤ ∞ y f ∈ Lp(Rn).
Entonces Mf ∈ Lp(Rn) y existe una constante Cn,p > 0, que solo depende de n y p, tal que

∥Mf∥Lp ≤ Cn,p∥f∥Lp .
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Demostración. Por un lado, como p > 1, podemos aplicar el Lema 3.18 para λ = 1/p.
Entonces, por la Proposición 2.30 y el Teorema 3.17 concluimos que

∥Mf∥Lp(Rn) =

(∫ ∞

0

(Mf)∗(t)pdt

)1/p

≤ Cn

(∫ ∞

0

(
1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds

)p

dt

)1/p

≤ Cnp
′
(∫ ∞

0

f ∗(t)pdt

)1/p

= Cn,p∥f∥Lp(Rn),

donde Cn,p = Cnp
′, y Cn > 0 es la constante dada por el Teorema 3.17.

En realidad, este teorema puede verse como un teorema de interpolación alternativo para
el operador maximal. Sin embargo, para entrar en detalle sobre este hecho debemos introducir
los conocidos espacios de Lorentz.

3.2. Espacios de Lorentz

Los espacios de Lorentz Lp,q surgen como una generalización natural de los espacios Lp.
Además de poseer buenas propiedades funcionales, resultan ser cruciales en el entendimiento
de diversos operadores clásicos, como puede ser el operador maximal de Hardy-Littlewood.

Definición 3.20. Sea (R, µ) un espacio de medida σ-finito y 0 < p, q ≤ ∞. El espacio de
Lorentz Lp,q = Lp,q(R, µ) está formado por aquellas funciones f ∈ M0(R, µ) verificando que

∥f∥p,q =


(∫ ∞

0

[t
1
pf ∗(t)]q

dt

t

)1/q

, 0 < q <∞

sup
t>0

t
1
pf ∗(t), q = ∞,

es finito.

Observación 3.21. Por la Proposición 2.30 está claro que Lp,p = Lp, y

∥f∥p,p = ∥f∥p, ∀ f ∈ Lp.

Además, L∞,q = {0} para cada 0 < q <∞. En efecto, dado 0 < q <∞ y 0 ̸= f ∈ M0(R, µ),
consideremos s > 0 tal que f ∗(s) > 0. Entonces, como f ∗ es decreciente,∫ ∞

0

f ∗(t)q
dt

t
≥
∫ s

0

f ∗(t)q
dt

t
≥ f ∗(s)q

∫ s

0

dt

t
= ∞.

Por tanto, f /∈ L∞,q, y dado que 0 ∈ L∞,q trivialmente, concluimos que L∞,q = {0} .

Veamos a continuación que la familia de los espacios de Lorentz es “creciente” en el segundo
exponente.
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Capítulo 3. Espacios de Lorentz y el operador maximal

Proposición 3.22. Sea 0 < p ≤ ∞ y 0 < q ≤ r ≤ ∞. Entonces

∥f∥p,r ≤ cp,q,r∥f∥p,q,

para cada f ∈ Lp,q. Por tanto, se tiene la inclusión,

Lp,q ↪−−→ Lp,r.

Demostración. Por la Observación 3.21 podemos asumir que p < ∞ y q < r. Supongamos
que r = ∞. Entonces dada f ∈ Lp,q, como f ∗ es decreciente,

t1/pf ∗(t) =

(
q

p

∫ t

0

[s
1
pf ∗(t)]q

ds

s

)1/q

≤
(
q

p

∫ t

0

[s
1
pf ∗(s)]q

ds

s

)1/q

≤
(
q

p

)1/q

∥f∥p,q,

para cada t > 0. Por tanto,

∥f∥p,∞ ≤
(
q

p

)1/q

∥f∥p,q.

Por otro lado, supongamos que r <∞. Entonces, dada f ∈ Lp,q,

∥f∥p,r =
(∫ ∞

0

[t
1
pf ∗(t)]r−q+q dt

t

)1/r

≤ ∥f∥
r−q
r

p,∞

(∫ ∞

0

[t
1
pf ∗(t)]q

dt

t

)1/r

= ∥f∥1−
q
r

p,∞ ∥f∥
q
r
p,q ≤

(
q

p

) 1
q
(1− q

r
)

∥f∥1−
q
r

p,q ∥f∥
q
r
p,q =

(
q

p

) 1
q
− 1

r

∥f∥p,q.

Teorema 3.23. Sea 1 ≤ q ≤ p < ∞ ó p = q = ∞. Entonces (Lp,q, ∥ · ∥p,q) es un espacio de
Banach de funciones invariante por reordenamientos.

Demostración. El caso p = q = 1 y p = q = ∞ es trivial, dado que Lp,q se reduce a los espacios
L1 y L∞ respectivamente, que por la Proposición 2.30 son espacios de Banach de funciones
invariantes por reordenamientos. Por tanto, supongamos que 1 < p <∞ y 1 ≤ q ≤ p. Por la
Proposición 2.42, basta comprobar la desigualdad triangular para probar que ∥ · ∥p,q es una
norma sobre Lp,q. Sean f, g ∈ Lp,q cualesquiera. Como q ≤ p, está claro que la función t1/p−1/q

es decreciente, de modo que, como Lq(0,∞) es un espacio invariante por rerdenamientos, se
tiene por 2.48 que

∥f + g∥p,q =
(∫ ∞

0

[
t
1
p
− 1

q (f + g)∗(t)
]q
dt

)1/q

= ∥t
1
p
− 1

q (f + g)∗(t)∥Lq(0,∞)

= sup

{∫ ∞

0

t
1
p
− 1

q (f + g)∗(t)h∗(t) dt : ∥h∥Lq′ (0,∞) ≤ 1

}
.

(30)

Sea h ∈ Lq′(0,∞) tal que ∥h∥Lq′ (0,∞) ≤ 1. Entonces, t1/p−1/qh∗(t) es decreciente, y por la
subaditividad de la segunda reordenada decreciente (Teorema 2.44),∫ t

0

(f + g)∗(s) ds ≤
∫ t

0

f ∗(s) + g∗(s) ds,
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para cada t > 0. Por tanto, por el Lema 2.32 y la desigualdad de Hölder llegamos a que∫ ∞

0

t
1
p
− 1

q (f + g)∗(t)h∗(t) dt ≤
∫ ∞

0

t
1
p
− 1

q f ∗(t)h∗(t) dt+

∫ ∞

0

t
1
p
− 1

q g∗(t)h∗(t) dt

≤
[ ∫ ∞

0

t
q
p
−1f ∗(t)q dt

]1/q
∥h∥Lq′ (0,∞)

+

[ ∫ ∞

0

t
q
p
−1g∗(t)q dt

]1/q
∥h∥Lq′ (0,∞)

≤ ∥f∥p,q + ∥g∥p,q.

Esto, junto con (3.2), prueba la desigualdad triangular para ∥ · ∥p,q. El resto de propiedades
que satisface una función norma (Definición 2.5) son fáciles de verificar, mientras que la
invariancia por reordenamientos es trivial, dado que si f y g son equimedibles, entonces
f ∗ = g∗.

Aunque la restricción q ≤ p del resultado anterior es necesaria, se puede salvar en el caso
p > 1 reemplazando ∥ · ∥p,q por un funcional equivalente que es norma para todo q ≥ 1. La
idea es sencillamente reemplazar f ∗ por f ∗∗ en la Definición 3.20 de ∥ · ∥p,q.

Definición 3.24. Sea (R, µ) un espacio de medida σ-finito , 1 < p ≤ ∞ y 0 < q ≤ ∞. Dada
f ∈ M0(R, µ), definimos

∥f∥∗p,q =


(∫ ∞

0

[t
1
pf ∗∗(t)]q

dt

t

)1/q

, 0 < q <∞

sup
t>0

t
1
pf ∗∗(t), q = ∞.

Lema 3.25. Sea 1 < p ≤ ∞ y 1 < q ≤ ∞. Entonces,

∥f∥p,q ≤ ∥f∥∗p,q ≤ p′∥f∥p,q,

para cada f ∈ M0(R, µ). En particular,

Lp,q = {f ∈ M0(R, µ) : ∥f∥∗p,q <∞}.

Demostración. La primera desigualdad en 3.25 es consecuencia de las definiciones 3.20 y 3.24,
junto con el hecho de que f ∗ ≤ f ∗∗. La segunda se sigue directamente de la desigualdad de
Hardy (Proposición 3.18).

Por la subaditividad del operador f −→ f ∗∗ (Teorema 2.44), la desigualdad triangular
para ∥ ·∥∗p,q se sigue de la desigualdad de Minkowski. Entonces, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.26. Sean 1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ ó p = q = ∞. Entonces (Lp,q, ∥ · ∥∗p,q) es un
espacio de Banach de funciones invariante por reordenamientos.

46



Capítulo 3. Espacios de Lorentz y el operador maximal

Estos espacios admiten una construcción natural a partir de la interpolación entre L1 y
L∞. Tal y como se comenta en la Observación 3.16, dados dos espacios de Banach X0 y X1

(inmersos en un espacio vectorial topológico Hausdorff) podemos construir el K-funcional
asociado como

K(f, t;X0, X1) := ı́nf
f=f0+f1

{∥f0∥X0 + t∥f1∥X1}, f ∈ X0 +X1.

La idea es que dado 0 < θ < 1, 1 ≤ q < ∞ ó 0 ≤ θ ≤ 1, q = ∞, podemos definir el espacio
(X0, X1)θ,q como aquellas funciones f ∈ X0 +X1 verificando que

∥f∥θ,q =


(∫ ∞

0

[t−θK(f, t;X0, X1)]
q dt

t

)1/q

, 0 < θ < 1, 1 ≤ q <∞

sup
t>0

t−θK(f, t;X0, X1), 0 ≤ θ ≤ 1, q = ∞,
(31)

es finito.

En el caso particular X0 = L1 y X1 = L∞, por el Lema 3.15 conocemos una expresión
explícita del funcional de Peetre,

K(f, t;L1, L∞) = tf ∗∗(t), t > 0, f ∈ L1 + L∞,

y por tanto podemos expresar (3.2) en términos de f ∗∗. De esta manera, dados 1 < p < ∞,
1 ≤ q ≤ ∞ y 1/p = 1− θ, los espacios de Lorentz (Lp,q, ∥ · ∥∗p,q) no son más que los espacios
de interpolación

(L1, L∞)θ,q.

Por último, veamos a continuación una noción que aparece de forma natural en los espacios
de Lorentz, conocida como estimación de tipo débil.

Definición 3.27. Sean (R, µ) y (S, ν) espacios de medida σ-finitos y supongamos que 1 ≤
p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞. Sea T un operador definido sobre Lp,1(R, µ) y tomando valores en
M0(S, ν). Diremos que T es un operador de tipo débil (p, q) si es un operador acotado de
Lp,1(R, µ) en Lq,∞(S, ν), esto es, si existe una constante M > 0 de modo que

∥Tf∥q,∞ ≤M∥f∥p,1, (32)

para todo f ∈ Lp,1. La menor constante M para la que se cumple (3.27) se conoce como la
norma débil (p, q) de T .

Observación 3.28. Si reescribimos la desigualdad (3.27) en términos de la reordenada de-
creciente, llegamos a que

(Tf)∗(t) ≤Mt−
1
q ∥f∥p,1, t > 0

Comparando esta expresión con la obtenida para el operador maximal de Hardy-Littlewood
en el Teorema 3.9, deducimos que el operador maximal es de hecho de tipo débil (1,1) en Rn,
esto es,

M : L1 −→ L1,∞
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Capítulo 4

Espacios de Lorentz y desigualdades con
pesos

En la década de los años 1950, G. G. Lorentz publicó una serie de artículos en los que
presentaba algunas propiedades de una nueva clase de espacios de funciones [22], que más
adelante se conocerían como los espacios de Lorentz clásicos. La teoría sobre estos espacios
continuó desarrollándose de la mano de Ariño, Muckenhoupt y Sawyer (entre otros) a finales
del siglo pasado, lo que permitió caracterizar algunas de sus propiedades funcionales.

En este capítulo estudiaremos la estrecha relación entre las desigualdades de clásicas de
Hardy, en el cono de funciones positivas y decrecientes (que son equivalentes a la acotación
del operador maximal de Hardy-Littlewood en los espacios clásicos de Lorentz), las pro-
piedades de normabilidad de estos espacios y la caracterización de dichos pesos, así como
las propiedades de estas clases (automejora, monotonía, etc.). En la sección 4.1 introducire-
mos los espacios de Lorentz clásicos, discutiremos algunas de sus propiedades elementales,
y caracterizaremos su cuasinormabilidad a partir de la condición ∆2 (Teorema 4.15). En la
sección 4.2 estudiaremos la acotación (fuerte y débil) del operador de Hardy sobre el cono de
funciones positivas y decrecientes de Lp(w), lo que dará lugar a la caracterización de los pesos
Bp (Teorema 4.23) y Bp,∞ (Teorema 4.31). Además, estudiaremos la monotonía y automejora
de estas clases de pesos, y su relación con los pesos ∆2. Por último, en las secciones 4.3 y 4.4
analizaremos cuando los funcionales ∥ · ∥Λp(w) y ∥ · ∥Λp,∞(w) son efectivamente normas (Teo-
remas 4.35 y 4.49), y caracterizaremos la normabilidad de los espacios de Lorentz Λp(w) y
Λp,∞(w) a través de la acotación (débil y fuerte) del operador maximal de Hardy-Littlewood,
y las clases Bp,∞ y Bp respectivamente (Teoremas 4.39 y 4.52)

Los artículos de referencia en este capítulo serán [8] para las definiciones y propiedades
básicas de los espacios de Lorentz, [2],[10] para las clases Bp y Bp,∞, y [9], [23], [32], [34] para
las cuestiones sobre normabilidad de los espacios de Lorentz.
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4.1. Espacios de Lorentz clásicos

4.1. Espacios de Lorentz clásicos

A lo largo de esta sección (X,µ) denotará, salvo que se especifique de otra manera, un
espacio de medida general.

Definición 4.1. Decimos que una función w, definida sobre R+, es un peso si es no negativa,
localmente integrable y no es idénticamente nula (a.e.). Además, denotaremos por W al peso
definido como

W (t) =

∫ t

0

w(t) dt, t > 0.

En el caso de considerar el espacio de medida (X,µ) = (R+, w(t)dt), escribiremos µw
f y

f ∗
w para enfatizar la dependencia con el peso w. Además, dados 0 < p, q ≤ ∞, denotaremos
Lp,q(w) := Lp,q(R+, w(t)dt).

Observación 4.2. Sea w un peso y 0 < p, q ≤ ∞. Dada f ∈ Lp,q(w) decreciente, se tiene
que

µw
f (f(t)) =

∫ ∞

0

χ{f>f(t)}(s)w(s) ds =

∫ t

0

w(s) ds = W (t),

para cada t > 0. Por tanto, por definición de f ∗
w se tiene que f(t) ≤ f ∗

w(W (t)), mientras que
por la Proposición 2.28, concluimos que f ∗

w(W (t)) ≤ f(t). De esta forma, f ∗
w(W (t)) = f(t)

para cada t ≥ 0, por lo que realizando el cambio de variable t = W (s), deducimos que

∥f∥Lp,q(w) =

(∫ ∞

0

f ∗
w(t)

qtq/p−1 dt

)1/q

=

(∫ ∞

0

f ∗
w(W (s))qW (s)q/p−1w(s) ds

)1/q

=

(∫ ∞

0

f(s)qW (s)q/p−1w(s) ds

)1/q

.

En particular, si f ∈ Lp(w) con 0 < p <∞,

∥f∥Lp(w) =

(∫ ∞

0

f(t)pw(t) dt

)1/p

.

Definición 4.3. Sea w un peso y 0 < p < ∞. El espacio de Lorentz clásico Λp
X(w) está

formado por aquellas funciones f ∈ M0(X,µ) verificando que

∥f∥Λp(w) :=

(∫ ∞

0

(f ∗(t))pw(t) dt

)1/p

<∞.

Además, en el caso (X,µ) = (Rn,mn), escribiremos Λp(w) = Λp
Rn(w).
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Por la Observación 4.2 está claro que ∥f∥Λp
X(w) = ∥f ∗∥Lp(w), para cada f ∈ Λp

X(w). Esto
nos permite extender la definición anterior. Dados 0 < p, q ≤ ∞, definimos

Λp,q
X (w) = {f ∈ M0(X,µ) : ∥f∥Λp,q

X (w) := ∥f ∗∥Lp,q(w) <∞}.

En el caso 0 < q <∞, estas clases de funciones también pueden entenderse como espacios de
Lorentz clásicos. En efecto, dada f ∈ Λp,q

X (w) cualquiera, por la Observación 4.2 se tiene que

∥f∥Λp,q
X (w) =

(∫ ∞

0

f ∗(s)qW (s)q/p−1w(s) ds

)1/q

= ∥f∥Λq
X(w̃), (33)

donde w̃(t) = W (t)q/p−1w(t) para todo t > 0. El caso q = ∞ no se puede reducir a los
espacios de Lorentz clásicos, lo que induce la siguiente definición.

Definición 4.4. Sea w un peso y 0 < p < ∞. El espacio de Lorentz débil Λp,∞
X (w) está

formado por aquellas funciones f ∈ M0(X,µ) verificando que

∥f∥Λp,∞(w) := sup
0<t<∞

f ∗(t)W (t)1/p <∞.

Además, en el caso (X,µ) = (Rn,mn), escribiremos Λp,∞(w) = Λp,∞
Rn (w).

Observación 4.5. (i) Dada f ∈ M0(X,µ), sabemos que f ∗(t) = 0 para cada t ≥ µ(X).
Por tanto, el comportamiento del peso w en [µ(X),∞) es irrelevante, de modo que podemos
asumir, sin pérdida de generalidad, que w se anula en [µ(X),∞), cuando µ(X) < ∞. En
estas condiciones, si µ(X) <∞, entonces w ∈ L1(R+).

(ii) Sea w /∈ L1(R+) y p < ∞. Si f ∈ Λp,q
X (w), entonces ĺımt→∞ f ∗(t) = 0. En efecto,

supongamos por reducción al absurdo que ĺımt→∞ f ∗(t) = a > 0. Entonces f ∗(t) ≥ a para
todo t > 0, y como w /∈ L1(R+), se tiene que ĺımt→∞W (t) = ∞. Por tanto,

∥f∥Λp,q
X (w) =

(∫ ∞

0

(f ∗(s))qW (s)q/p−1w(s) ds

)1/q

≥ a

(∫ ∞

0

W (s)q/p−1w(s) ds

)1/q

= a

(
p

q

∫ ∞

0

(
W (s)q/p

)′
ds

)1/q

= a

(
p

q

)1/q

ĺım
t→∞

W (t)1/p = ∞.

(iii) Las funciones simples cuyo soporte tiene medida finita se encuentran en Λp,q
X (w). En

efecto, si f =
∑n

i=1 aiχEi
con µ(Ei) <∞ para cada i = 1, ..., n, sabemos por el Ejemplo 2.26

que f ∗ =
∑n

j=1 ajχ[mj−1,mj), donde mj =
∑j

i=1 µ(Ei) < ∞ para todo j = 1, ..., n. Por tanto,
aplicando (4.1) deducimos que

∥f∥Λp,q
X (w) =

(∫ ∞

0

(f ∗(s))qW (s)q/p−1w(s) ds

)1/q

=

( n∑
j=1

aqj

∫ mj

mj−1

W (s)q/p−1w(s) ds

)1/q

=

(
p

q

n∑
j=1

aqj

[
W (mj)

q/p −W (mj−1)
q/p
])1/q

<∞.
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Además, si w ∈ L1(R+) entonces ĺımt→∞W (t) < ∞, por lo que L∞(X,µ) ⊂ Λp,q
X (w) y toda

función simple está en Λp,q
X (w).

(iv) Dado 0 < q < ∞, se tiene que Λ∞,q
X (w) = {0}. En efecto, dada 0 ̸= f ∈ M0(X,µ),

consideremos s > 0 tal que f ∗(s) > 0. Entonces, como f ∗ es decreciente,∫ ∞

0

f ∗(t)q
w(t)

W (t)
dt ≥

∫ s

0

f ∗(t)q
w(t)

W (t)
dt ≥ f ∗(s)q

∫ s

0

w(t)

W (t)
dt = ∞.

Por tanto, f /∈ Λ∞,q
X (w), y dado que 0 ∈ Λ∞,q

X (w) trivialmente, concluimos que Λ∞,q
X (w) = {0}.

Ejemplo 4.6. (i) Sea 0 < p < ∞ y w(t) = 1, t > 0. Claramente W (t) = t, y por la
Proposición 2.30, redescubrimos los espacios Lp,

Λp
X(1) = Lp(X), Λp,∞

X (1) = Lp,∞(X).

(ii) Sea 0 < p, q <∞ y w(t) = t
q
p
−1, t > 0. En este caso recuperamos los espacios de Lorentz

vistos en el Capítulo 3,
Λq

X(t
q
p
−1) = Lp,q(X).

El siguiente lema será de gran utilidad en los siguientes resultados.

Lema 4.7. Sea 0 < p < ∞ y w un peso. Entonces, para cualquier función decreciente y no
negativa f definida sobre R+, se tiene que∫ ∞

0

(f(t))pw(t) dt =

∫ ∞

0

ptp−1W (mf (t)) dt.

Demostración. Observemos que para cada t > 0,

W (mf (t)) =

∫ mf (t)

0

w(s) ds =

∫
{f>t}

w(s) ds = µw
f (t).

Por tanto, el lema se sigue de la Proposición 2.30.

El siguiente resultado nos da expresiones alternativas para el funcional ∥ · ∥Λp,q
X (w). En

particular, resulta que este solo depende de W .

Proposición 4.8. Sea 0 < p, q <∞ y w un peso. Entonces, dada f ∈M0(X,µ),

(i) ∥f∥Λp
X(w) =

(∫ ∞

0

ptp−1W (µf (t)) dt

)1/p

,

(ii) ∥f∥Λp,q
X (w) =

(∫ ∞

0

ptq−1W (µf (t))
q/p dt

)1/q

,

(iii) ∥f∥Λp,∞
X (w) = supt>0 tW (µf (t))

1/p.
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Capítulo 4. Espacios de Lorentz clásicos y desigualdades con pesos

Demostración. (i) Basta aplicar el Lema 4.7 para f ∗ y tener en cuenta que µf = mf∗ por la
Proposición 2.28 (viii).

(ii) Definamos el peso w̃(t) = W (t)q/p−1w(t), t > 0, de modo que W̃ (t) = (p/q)W (t)q/p.
Entonces, por (i) y la Observación 4.2, concluimos que

∥f∥Λp,q
X (w) = ∥f∥Λq

X(w̃) =

(∫ ∞

0

qtq−1W̃ (µf (t)) dt

)1/q

=

(∫ ∞

0

ptq−1W (µf (t))
q/p dt

)1/q

.

(iii) Definamos el peso w̃(t) = (1/p)W (t)−1/p′w(t), t > 0, de modo que W̃ (t) = W (t)1/p.
Observemos que para cada t > 0,

W (µf (t))
1/p = W̃ (mf∗(t)) =

∫ mf∗ (t)

0

w̃(s) ds =

∫
{f∗>t}

w̃(s) ds = µw̃
f∗(t).

Entonces, como W̃ es continua y creciente, y (f ∗)∗w̃(W̃ (t)) = f ∗(t) por la Observación 4.2,
concluimos por el Lema 3.8 que

∥f∥Λp,∞
X (w) = sup

0<t<∞
f ∗(t)W (t)1/p = sup

0<t<∞
(f ∗)∗w̃(W̃ (t))W̃ (t)

= sup
0<t<∞

(f ∗)∗w̃(t)t = sup
0<t<∞

tµw̃
f∗(t) = sup

t>0
tW (µf (t))

1/p.

Veamos a continuación algunas propiedades elementales de estos espacios.

Proposición 4.9. Sean 0 < p, q ≤ ∞, w un peso y f , g, {fk}k≥1 funciones en M0(X,µ).

(i) |f | ≤ |g| =⇒ ∥f∥Λp,q
X (w) ≤ ∥g∥Λp,q

X (w).

(ii) ∥tf∥Λp,q
X (w) = |t|∥f∥Λp,q

X (w), t ∈ R.

(iii) 0 ≤ fk ↑ f a.e. =⇒ ∥fk∥Λp,q
X (w) ↑ ∥f∥Λp,q

X (w).

(iv) ∥ ĺım infk |fk|∥Λp,q
X (w) ≤ ĺım infk ∥fk∥Λp,q

X (w).

(v) χE ∈ Λp,q
X (w) si µ(E) <∞.

(vi) La inclusión Λp,q0
X (w) ↪−→ Λp,q1

X (w) es continua, 0 < q0 ≤ q1 ≤ ∞.

(vii) Si W (µ(X)) < ∞, entonces la inclusión Λp1,q
X (w) ↪−→ Λp0,r

X (w) es continua cuando
0 < r ≤ ∞, 0 < p0 < p1 ≤ ∞.

Demostración. (i)-(iv) Estos se siguen de la Proposición 2.28, de la nonegatividad del peso
w y del teorema de la convergencia monótona.

(v) Sabemos que χ∗
E = χ[0,µ(E)] con µ(E) < ∞. Por tanto, como [0, µ(E)] es compacto y

w es localmente integrable, entonces ∥χE∥Λp,q
X (w) <∞.

(vi) Consecuencia inmediata de la Proposición 3.22.
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(vii) Supongamos que r = ∞ y 0 < p0 ≤ p1 ≤ ∞. Entonces dada f ∈ Λp0,∞
X (w), como f ∗

es decreciente y W (t) ≤ W (µ(X)) para cada t > 0 por la Observación 4.5, se tiene por (4.1)
que

f ∗(t)W (t)
1
p0 = W (t)

1
p0

− 1
p1 f ∗(t)W (t)1/p1 ≤ W (µ(X))

1
p0

− 1
p1 f ∗(t)W (t)1/p1

= W (µ(X))
1
p0

− 1
p1

(
q

p1

∫ t

0

f ∗(t)qW (s)
q
p1

−1
w(s) ds

)1/q

≤ W (µ(X))
1
p0

− 1
p1

(
q

p1

)1/q(∫ t

0

f ∗(s)qW (s)
q
p1

−1
w(s) ds

)1/q

≤ W (µ(X))
1
p0

− 1
p1

(
q

p1

)1/q

∥f∥Λp1,q
X (w),

para cada t > 0. Por tanto,

∥f∥Λp0,∞
X (w) ≤ W (µ(X))

1
p0

− 1
p1

(
q

p1

)1/q

∥f∥Λp1,q
X (w).

Por otro lado, supongamos que r <∞ y 0 < p0 < p1 ≤ ∞. Entonces dada f ∈ Λp0,r
X (w), por

la Observación 4.5 y (4.1),

∥f∥Λp0,r
X (w) =

(∫ ∞

0

f ∗(s)rW (s)
r
p0

−1
w(s) ds

)1/r

=

(∫ µ(X)

0

(
f ∗(s)W (s)

1
p1

)r
W (s)

r
(

1
p0

− 1
p1

)
−1
w(s) ds

)1/r

≤ ∥f∥Λp1,∞
X (w)

(∫ µ(X)

0

W (s)
r
(

1
p0

− 1
p1

)
−1
w(s) ds

)1/r

= ∥f∥Λp1,∞
X (w)

(
W (µ(X))

r
(

1
p0

− 1
p1

)
r
(

1
p0

− 1
p1

) )1/r

≤
(
q

p1

)1/q(
r

p0
− r

p1

)− 1
r

W (µ(X))
1
p0

− 1
p1 ∥f∥Λp1,q

X (w).

La siguiente proposición relaciona la convergencia del funcional ∥ · ∥Λp,q
X (w) con la conver-

gencia en medida, y aporta una condición suficiente para la completitud de Λp,q
X (w).

Proposición 4.10. Sea w un peso tal que W > 0 en (0,∞) y 0 < p, q ≤ ∞. Sea (fn)n ∈ Λp,q
X (w).

(i) Si ĺımm,n ∥fn − fm∥Λp,q
X (w) = 0, entonces (fn)n es una sucesión de Cauchy en medida y

existe f ∈ Λp,q
X (w) tal que ĺımn ∥f − fn∥Λp,q

X (w) = 0.

(ii) Si f ∈ M0(X,µ) y ĺımn ∥f − fn∥Λp,q
X (w) = 0, entonces (fn)n converge a f en medida y

existe una parcial (fnk
)k convergente a f a.e.
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Demostración. El caso q < p = ∞ es trivial por la Observación 4.5 (iv). Si p < ∞, por la
Proposición 4.8 se tiene que

W (µf (r)) =
W (µf (r))

rp

(
q

∫ r

0

tq−1 dt

)p/q

=
1

rp

(
q

∫ r

0

tq−1W (µf (r))
q/p dt

)p/q

≤ 1

rp

(
q

∫ r

0

tq−1W (µf (t))
q/p dt

)p/q

≤
(
q

p

)p/q ∥f∥p
Λp,q
X (w)

rp
,

para cada r > 0, 0 < q ≤ ∞ (el caso q = ∞ es análogo) y f ∈ Λp,q
X (w). Por tanto, utilizando

la hipótesis de (i) deducimos que ĺımm,nW (µfn−fm(r)) = 0 para cada r > 0, lo que implica
(dado queW > 0) que ĺımm,n µfn−fm(r) = 0 para cada r > 0, o equivalentemente, (fn)n es una
sucesión de Cauchy en medida. Esta convergencia implica la existencia de f ∈ M0(X,µ) tal
que (fn)n converge en medida a f , y de una parcial (fnk

)k convergiendo a f a.e. Finalmente,
por la Proposición 4.9 (iv) se tiene que ∥f −fn∥Λp,q

X (w) ≤ ĺım infk ∥fnk
−fn∥Λp,q

X (w), y entonces,
ĺımn ∥f − fn∥Λp,q

X (w) = 0.
La demostración de (ii) es análoga.

El funcional ∥ · ∥Λp,q
X (w) no es, en general, una cuasinorma, y de hecho, Λp,q

X (w) puede no
ser ni siquiera un espacio vectorial, tal y como se muestra en el siguiente ejemplo [11].

Ejemplo 4.11. Consideremos (X,µ) = (R,m) y el peso w(t) = et, t > 0. Veamos que, para
cada 0 < p <∞, Λp(w) no es un espacio vectorial. Observemos que W (t) = et − 1 para cada
t > 0, y definamos la función medible f =

∑∞
n=1 λnχ(0,n), donde

λn =
1

np+1/pW (n)1/p
, n ≥ 1.

Como f es decreciente, f ∗ = f , luego si p ≤ 1,

∥f∥p
Λp
X(w)

=

∫ ∞

0

( ∞∑
n=1

λnχ(0,n)(t)

)p

w(t) dt

≤
∫ ∞

0

( ∞∑
n=1

λpnχ(0,n)(t)

)
w(t) dt

=
∞∑
n=1

λpnW (n) =
∞∑
n=1

1

np2+1
<∞,

mientras que si p > 1, por la desigualdad integral de Minkowski,

∥f∥Λp
X(w) =

(∫ ∞

0

( ∞∑
n=1

λnχ(0,n)(t)

)p

w(t) dt

)1/p

≤
∞∑
n=1

(∫ ∞

0

λpnχ(0,n)(t)w(t) dt

)1/p

=
∞∑
n=1

λnW (n)1/p =
∞∑
n=1

1

np+1/p
<∞.
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Por tanto, en ambos casos, f ∈ Λp
X(w). Además, la función g(x) = f(−x), x ∈ R, verifica

que g∗ = f ∗, por lo que también está en Λp
X(w). Veamos que h = f + g /∈ Λp

X(w). Para
ello, observemos que mh(t) = 2mf (t) para cada t > 0, y en consecuencia, h∗(t) = f ∗(t/2) =∑∞

n=1 λnχ(0,2n)(t) para todo t > 0. Entonces, dado m ∈ N cualquiera, se tiene que

∥h∥p
Λp
X(w)

=

∫ ∞

0

( ∞∑
n=1

λnχ(0,2n)(t)

)p

w(t) dt

≥
∫ ∞

0

λpmχ(0,2m)(t)w(t) dt

= λpmW (2n) =
1

mp2+1

e2n − 1

en − 1
.

Haciendo m→ ∞, concluimos que h /∈ Λp
X(w).

El siguiente lema [8, Lemma 2.2.10] caracteriza la cuasinormabilidad de los espacios de
Lorentz, que solo dependerá del peso w y de nuestro espacio de medida (X,µ).

Lema 4.12. Sea 0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞ y w un peso. Entonces, el espacio Λp,q
X (w) es

cuasinormado si y solo si

0 < W (µ(A ∪B)) ≤ C(W (µ(A)) +W (µ(B))), (34)

para cada par de conjuntos medibles A,B ⊂ X tal que µ(A ∪B) > 0.

Demostración. (⇐) Supongamos que se verifica (4.12). En particular, W (µ(A)) > 0 siempre
que µ(A) > 0. Si ∥f∥Λp,q

X (w) = 0, por la Proposición 4.8 sabemos que W (µf (t)) = para todo
t > 0, y en consecuencia, µf (t) = 0 para cada t > 0, por lo que f = 0 a.e. De esta manera,
solo falta comprobar la “cuasi-desigualdad triangular”, la cual basta probar para funciones
positivas. Sean 0 ≤ f, g ∈ Λp,q

X (w) y t > 0. Entonces {f + g > t} ⊂ {f > t/2} ∪ {g > t/2}, y
por (4.12),

W (µf+g(t)) ≤ C(W (µf (t/2)) +W (µg(t/2))).

Claramente C no depende de t, y además sabemos (por argumentos de convexidad) que
(a + b)α ≤ 2α−1(aα + bα), a, b, α > 0. Por tanto, si q < ∞ (el caso q = ∞ es análogo),
concluimos por la Proposición 4.8 que

∥f + g∥Λp,q
X (w) =

(∫ ∞

0

ptq−1(W (µf+g(t))
q/p dt

)1/q

≤ C1/q

(∫ ∞

0

ptq−1
[
W (µf (t/2)) +W (µg(t/2))

]q/p
dt

)1/q

≤ C1/q21/p−1/q

(∫ ∞

0

ptq−1W (µf (t/2))
q/p dt+

∫ ∞

0

ptq−1W (µg(t/2))
q/p dt

)1/q

≤ C1/q21/p−1/q21−1/q
(
∥f∥q

Λp,q
X (w)

+ ∥g∥q
Λp,q
X (w)

)1/q
≤ Cp,q(∥f∥Λp,q

X (w) + ∥g∥Λp,q
X (w)).
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(⇒) Supongamos que Λp,q
X (w) es cuasinormado con constante C > 0. Sean A,B dos conjuntos

medibles con µ(A ∪B) > 0. Observemos si q <∞, por la Proposición 4.8,

∥χA∪B∥Λp,q
X (w) =

(∫ ∞

0

ptq−1(W (µχA∪B
(t))q/p dt

)1/q

=

(∫ ∞

0

ptq−1(W (µ(A ∪B)χ[0,1)(t))
q/p dt

)1/q

=

(
p

q

)1/q

W (µ(A ∪B))1/p.

(35)

El caso q = ∞ se demuestra análogamente, obteniéndose la expresión (4.1) en el límite
q → ∞. Por tanto, si W (µ(A ∪ B) = 0 entonces ∥χA∪B∥Λp,q

X (w) = 0, y dado que Λp,q
X (w) es

cuasinormado, µ(A ∪B) = 0, lo que supone una contradicción. Por otro lado, está claro que
χA∪B ≤ χA + χB y ∥ · ∥Λp,q

X (w) es un funcional monótono, de modo que por (4.1),

0 < W (µ(A ∪B)) =

(
q

p

)p/q

∥χA∪B∥pΛp,q
X (w)

≤
(
q

p

)p/q

∥χA + χB∥pΛp,q
X (w)

≤
(
q

p

)p/q

Cp
(
∥χA∥Λp,q

X (w) + ∥χB∥Λp,q
X (w)

)p
≤
(
q

p

)p/q

Cp2p−1
(
∥χA∥pΛp,q

X (w)
+ ∥χB∥pΛp,q

X (w)

)
= C ′

p,q(W (µ(A)) +W (µ(B))).

Este resultado motiva la siguiente definición.

Definición 4.13. Sea w un peso en R+. Decimos que W ∈ ∆2(X,µ) si W satisface (4.12).
Si (X,µ) = (R+,m) escribiremos simplemente W ∈ ∆2.

La siguiente proposición nos muestra que la condición W ∈ ∆2 es fácil de comprobar.

Proposición 4.14. Sea w un peso. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) W ∈ ∆2.

(ii) W (2r) ≤ CW (r), r > 0.

(iii) W (t+ s) ≤ C(W (t) +W (s)), t, s > 0.

y en cualquiera de los casos, W (t) > 0, t > 0.

Demostración. (i) ⇒ (ii) Dado r > 0, como W ∈ ∆2,

W (2r) = W (|(0, r) ∪ (r, 2r)|) ≤ C(W (|(0, r)|) +W (|(r, 2r)|)) = 2CW (r).
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(ii) ⇒ (iii) Sean t, s > 0 cualesquiera, y supongamos sin pérdida de generalidad que t ≥ s.
Entonces, como W es creciente,

W (t+ s) ≤ W (2t) ≤ CW (t) ≤ C(W (t) +W (s)).

(iii) ⇒ (i) Sean A,B ⊂ R medibles tal que |A ∪ B| > 0. Si |A| = 0 o |B| = 0 el resultado es
trivial, mientras que si |A|, |B| > 0, como W es estrictamente positiva en (0,∞) y creciente,

0 < W (|A ∪B|) ≤ W (|A|+ |B|)) ≤ C(W (|A|) +W (|B|)).

Teorema 4.15. Sea 0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞ y w un peso.

(i) Si W ∈ ∆2, entonces Λp,q
X (w) es cuasinormado.

(ii) Si (X,µ) es no atómico, entonces Λp,q
X (w) es cuasinormado si y solo si W ∈ ∆2.

Esto es, ∆2 ⊂ ∆2(X,µ) para cada espacio de medida (X,µ), y si (X,µ) es no atómico,
entonces ∆2 = ∆2(X,µ).

Demostración. (i) Consecuencia inmediata de la Proposición 4.14 (iii).
(ii) Por el Lema 4.12 y el apartado (i), basta ver que ∆2(X) ⊂ ∆2. De esta manera,

supongamos queW ∈ ∆2(X) y tomemos r > 0 cualquiera. Si 2r ≥ µ(X), se tiene trivialmente
que W (2r) ≤ W (r) y 0 < µ(X) ≤ W (r), dado que W es constante en [µ(X),∞). Por tanto,
supongamos que 2r < µ(X). Como (X,µ) es no atómico, existe A ⊂ X medible tal que
µ(A) = r, y dado que (X \A, µ) también es no atómico y µ(X \A) = µ(X)− µ(A) > r > 0,
existe B ⊂ X \ A medible tal que µ(B) = r. De esta manera,

0 < W (2r) = W (µ(A) + µ(B)) = W (µ(A ∪B)) ≤ C(W (µ(A)) +W (µ(B))) = 2CW (r).

El resultado se sigue de la Proposición 4.14.

Sabemos que, cuando Λp
X(w) es cuasinormado, es automáticamente un espacio vectorial,

por lo que cabe preguntarse si el recíproco es cierto en los espacios de lorentz. El siguiente
ejemplo muestra que esto es en general falso. Más aún, es posible caracterizar aquellos espacios
de lorentz que son efectivamente espacios vectoriales (véase [11]).

Ejemplo 4.16. Consideremos (X,µ) = (R+,m) y el peso w = χ(1,∞). Observemos que
W (t) = máx{0, t − 1}, t > 0, por lo que W (3/4) = 0 y W (3/2) = 1/2 > 0, de modo que
W /∈ ∆2. Por tanto, para cada 0 < p < ∞, por el Teorema 4.15 se tiene que Λp(w) no
es cuasinormado. Veamos a continuación que, para cada 0 < p < ∞, Λp(w) es un espacio
vectorial. Por la Proposición 4.9, basta comprobar que si f, g ∈ Λp(w), entonces f+g ∈ Λp(w).
Además, como |f |∗ = f , |g|∗ = g y |f + g| ≤ |f |+ |g|, es suficiente probarlo cuando f, g son
no negativas. Definiendo h = f + g, para cada λ > 0 se tiene que

mı́n{h∗, λ} = (mı́n{h, λ})∗, mı́n{h, λ} ≤ 2(mı́n{f, λ}+mı́n{g, λ}).
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En efecto, la primera es una mera comprobación, mientras que la segunda se sigue de que
si f(x) + g(x) > λ entonces, o bien f(x) > λ/2, o bien g(x) > λ/2. Por tanto, como h∗ es
decreciente, por la Proposición 2.30 se tiene que∫ ∞

0

h∗(t)pw(t) dt =

∫ ∞

1

mı́n{h∗(t), h∗(1)}p dt

=

∫ ∞

1

(mı́n{h, h∗(1)})∗(t)p dt

≤ ∥mı́n{h, h∗(1)}∥pLp(R+)

≤ 2p∥mı́n{f, h∗(1)}+mı́n{g, h∗(1)}∥pLp(R+)

≤ 2p
(
∥mı́n{f, h∗(1)}}∥Lp(R+) + ∥mı́n{g, h∗(1)}∥Lp(R+)

)p
.

Además, como g, f ≤ h, se tiene que f ∗(1), g∗(1) ≤ h∗(1), de modo que

∥mı́n{f, h∗(1)}}∥pLp(R+) =

∫ ∞

0

(mı́n{f, h∗(1)})∗(t)p dt

=

∫ ∞

0

mı́n{f ∗(t), h∗(1)}p dt

≤ h∗(1)p +

∫ ∞

1

mı́n{f ∗(t), h∗(1)}p dt

= h∗(1)p +

∫ ∞

1

f ∗(t)p dt <∞,

y análogamente, ∥mı́n{g, h∗(1)}}∥Lp(R+) <∞. Por tanto, h = f + g ∈ Λp(w), y Λp(w) es un
espacio vectorial.

Si (X,µ) es no atómico, el Teorema 4.15 caracteriza cuándo Λp,q(w) es cuasinormado. El
siguiente resultado caracteriza la cuasinormabilidad de Λp,q(w) en el caso de que (X,µ) sea
completamente atómico y todos los átomos tengan la misma medida. Esto, por el Teorema
2.37, nos permite establecer la caracterización cuando (X,µ) es un espacio resonante.

Teorema 4.17. Sea (X,µ) un espacio de medida completamente atómico cuyos átomos tie-
nen todos la misma medida b > 0. Entonces W ∈ ∆2(X) si y solo si

W (2nb) ≤ CW (nb), n ≥ 1. (36)

Demostración. (⇒) Supongamos que W ∈ ∆2(X) y tomemos n ∈ N. Si 2nb ≥ µ(X), se
cumple (4.17) trivialmente, por lo que asumamos que 2nb < µ(X). Entonces, existen A,B ⊂
X medibles y disjuntos tal que µ(A) = µ(B) = nb, de modo que

W (2nb) = W (µ(A) + µ(B)) = W (µ(A ∪B)) ≤ C(W (µ(A)) +W (µ(B))) = 2CW (nb).

(⇐) Supongamos que se verifica (4.17) para cada n ≥ 1. Sean A,B ⊂ X tal que µ(A∪B) > 0
y asumamos sin pérdida de generalidad que µ(A) ≥ µ(B). Si µ(A) = 0 se verifica (4.12)
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trivialmente, por lo que basta suponer que µ(A) > 0. Entonces, como (X,µ) es completamente
atómico y sus átomos tienen todos la misma medida b > 0, existe n ∈ N tal que µ(A) = nb.
Por tanto, como W es creciente,

W (µ(A ∪B)) ≤ W (2µ(A)) = W (2nb) ≤ CW (nb) = CW (µ(A)) ≤ C(W (µ(A)) +W (µ(B))).

4.2. El operador de Hardy y las clases Bp

Desde que, en 1951, G. G. Lorentz [23] introdujo el espacio de Lorentz Λp(w), la acotación
del operador maximal de Hardy-Littlewood,

M : Λp(w) −→ Λp(w), (37)

fue un tema central en esta teoría. En 1972, B. Muckenhoupt [27] ya caracterizó aquellos
pesos para los cuales se daba la acotación,

M : Lp(w) −→ Lp(w),

los cuales se conocen ahora como pesos Ap. Más reciente es la caracterización de aquellos
pesos para los cuales se satisface (4.2), que fue completamente resuelta por M. A. Ariño
y B. Muckenhoupt [2] en 1991, aunque con técnicas radicalmente distintas de las utilizadas
para los pesos Ap (lemas de recubrimiento y descomposiciones de Calderón-Zygmund). En este
caso, la idea fundamental es que, por el Teorema 3.17, (Mf)∗ y f ∗∗ = A(f ∗) son puntualmente
equivalentes, de modo que (4.2) es equivalente a la acotación del operador de Hardy A sobre
el cono de funciones positivas y decrecientes de Lp(w).

Definición 4.18. Sea 0 < p < ∞ y w un peso. Denotaremos al cono de funciones positivas
y decrecientes en Lp(w) como

Lp
dec(w) = {f ∈ Lp(w) : f ≥ 0, f ↓ }.

De esta manera, estamos interesados en acotaciones de la forma

A : Lp
dec(w) −→ Lp(w),

y, también,
A : Lp

dec(w) −→ Lp,∞(w).

Es fácil encontrar pesos para los cuales no se dan estas acotaciones (basta tomar w = 1 y
p = 1), por lo que debemos caracterizar aquellos pesos para los cuales el operador de Hardy
posee estas propiedades. Esto motiva la siguiente definición.

Definición 4.19. Sea w un peso y 0 < p <∞. Decimos que w ∈ Bp si

A : Lp
dec(w) −→ Lp(w),

y w ∈ Bp,∞ si
A : Lp

dec(w) −→ Lp,∞(w).
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Observación 4.20. Es fácil comprobar que el operador de Hardy lleva funciones decrecientes
en funciones decrecientes, de modo que si w ∈ Bp,

A : Lp
dec(w) −→ Lp

dec(w),

y si w ∈ Bp,∞,
A : Lp

dec(w) −→ Lp,∞
dec (w).

El Teorema 4.23 caracterizará completamente a los pesos Bp. En el caso p > 1, la demos-
tración original de la equivalencia (i) ⇔ (ii) se debe a M. A. Ariño y B. Muckenhoupt [2],
mientras que la equivalencia (ii) ⇔ (iii) fue establecida por J. Soria [34]. Por simplicidad,
presentaremos una demostración alternativa del resultado de Ariño y Muckenhoupt (véase
[10]), para la cual será necesario el siguiente lema previo [16, Theorem 2.1].

Lema 4.21. Sea 0 < p ≤ 1 y f una función positiva y decreciente. Entonces,(∫ ∞

0

f(t) dt

)p

≤ p

∫ ∞

0

f(t)ptp−1 dt. (38)

Demostración. Definamos

h(x) =

(∫ x

0

f(t) dt

)p

− p

∫ x

0

f(t)ptp−1 dt,

para cada x ≥ 0. Entonces, como 0 < p ≤ 1 y f es decreciente,

h′(x) = p

(∫ x

0

f(t) dt

)p−1

f(x)−pf(x)pxp−1 = pf(x)xp−1

[(
1

x

∫ x

0

f(t) dt

)p−1

−f(x)p−1

]
≤ 0,

para todo x ≥ 0. Por tanto, h es decreciente, luego ĺımx→∞ h(x) ≤ h(0) = 0, de donde se
sigue (4.21).

Observación 4.22. Sea w un peso. Dado n ≥ 1, como w es localmente integrable se tiene
que w ∈ L1([0, n]), de modo que W |[0,n] es absolutamente continua, y por ende diferenciable
a.e. Por tanto W es una función creciente, continua y diferenciable a.e. en R, por lo que, a
través de la integral de Lebesgue-Stieltjes, es fácil comprobar que∫ s

r

f(s)w(s) ds = f(s)W (s)− f(r)W (r)−
∫ s

r

f ′(s)W (s) ds,

para cada r > s > 0, y f absolutamente continua. Esto es, se verifica la fórmula de integración
por partes.
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Teorema 4.23 (M. A. Ariño, B. Muckenhoupt [2] [34]). Sea w un peso y 0 < p < ∞. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) w ∈ Bp.

(ii)
∫ ∞

r

w(t)

tp
dt ≤ C

rp

∫ r

0

w(t) dt, r > 0.

(iii)
∫ ∞

r

W (t)

tp+1
dt ≤ C

W (r)

rp
, r > 0.

Demostración. (i) ⇒ (ii) Supongamos que w ∈ Bp. Sea r > 0 cualquiera. Definiendo
f = χ(0,r), está claro que Af(x) = mı́n{1, r/x} para cada x > 0, de modo que∫ r

0

w(x) dx+

∫ ∞

r

(
r

x

)p

w(x) dx = ∥Af∥pLp(w) ≤ Cp∥f∥pLp(w) = Cp

∫ r

0

w(x), (39)

o equivalentemente, ∫ ∞

r

w(x)

xp
dx ≤ Cp − 1

rp

∫ r

0

w(x) dx.

(ii) ⇒ (i) Supongamos que se verifica (ii), y tomemos f ∈ Lp
dec(w). Veamos en primer lugar

el caso 0 < p ≤ 1. Observemos que, como f es decreciente,

Af(x) =
1

x

∫ x

0

f(t) dt =

∫ ∞

0

χ(0,x)(t)

x
f(t) dt

=

∫ ∞

0

1

x

∫ ∞

0

χ(0,x)(t)χ(0,f(t))(s) ds dt

=

∫ ∞

0

1

x

∫ x

0

χ(0,mf (s))(t) dt ds

=

∫ ∞

0

A(χ(0,mf (s)))(x) ds,

(40)

para cada x > 0. Por (4.2), está claro que (ii) es equivalente a la acotación del opera-
dor de Hardy sobre las funciones {χ(0,r)}r>0 ⊂ Lp(w). Además, dado x > 0 cualquiera,
A(χ(0,mf (s)))(x) es decreciente en s, de modo que por los Lemas 4.7 y 4.21,∫ ∞

0

Af(x)pw(x) dx =

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

A(χ(0,mf (s)))(x) ds

)p

w(x) dx

≤ p

∫ ∞

0

∫ ∞

0

A(χ(0,mf (s)))(x)
psp−1 dsw(x) dx

=

∫ ∞

0

psp−1

∫ ∞

0

A(χ(0,mf (s)))(x)
pw(x) dx ds

≤
∫ ∞

0

psp−1(C + 1)

∫ ∞

0

χ(0,mf (s))(x)
pw(x) dx ds

= (C + 1)

∫ ∞

0

psp−1W (mf (s)) ds

= (C + 1)

∫ ∞

0

f(x)pw(x) dx.
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Por otro lado, supongamos que p > 1. Asumamos que f tiene soporte acotado, de modo que
existe a > 0 tal que Af(x)p ≃ x−p para x > a, y por (ii) se tiene que ∥Af∥Lp(w) <∞. Por el
Teorema Fundamental del Cálculo,(∫ x

0

f(t) dt

)p

= p

∫ x

0

(∫ t

0

f(s) ds

)p−1

f(t) dt = p

∫ x

0

g(t)tp−1 dt,

para cada x > 0, donde

g(t) :=

(
1

t

∫ t

0

f(s) ds

)p−1

f(t) = Af(t)p−1f(t), t > 0.

Además, como g es decreciente, se tiene por el Lema 4.7 que

Af(x)p =
p

xp

∫ x

0

g(t)tp−1 dt =
p

xp

∫ ∞

0

χ(0,x)(t)t
p−1g(t) dt

=
p

xp

∫ ∞

0

χ(0,x)(t)t
p−1

∫ ∞

0

χ(0,g(t))(s) ds dt

=
p

xp

∫ ∞

0

∫ ∞

0

χ(0,x)(t)t
p−1χ(0,mg(s))(t) dt ds

=
1

xp

∫ ∞

0

∫ mı́n{x,mg(s)}

0

ptp−1 dt ds

=

∫ ∞

0

mı́n
{
1,
mg(s)

x

}p

ds,

para todo x > 0. Por tanto, volviendo a aplicar el Lema 4.7,∫ ∞

0

Af(x)pw(x) dx =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

mı́n
{
1,
mg(s)

x

}p

w(x) dx ds

=

∫ ∞

0

(∫ mg(s)

0

w(x) +

∫ ∞

mg(s)

mg(s)
p

xp
w(x) dx

)
ds

≤ (C + 1)

∫ ∞

0

∫ mg(s)

0

w(x) dx ds

= (C + 1)

∫ ∞

0

g(x)w(x) dx

= (C + 1)

∫ ∞

0

Af(t)p−1f(t)w(x) dx

≤ (C + 1)∥(Af)p−1∥Lp′ (w)∥f∥Lp(w)

= (C + 1)∥Af∥p−1
Lp(w)∥f∥Lp(w),

de donde deducimos, como ∥Af∥Lp(w) <∞, que ∥Af∥Lp(w) ≤ (C + 1)∥f∥Lp(w). En el caso de
que f no tenga soporte compacto, basta considerar la sucesión fn = fχ(0,n), n ≥ 1, y aplicar
el Teorema de la Convergencia Monótona.
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(ii) ⇒ (iii) Por la Observación 4.22, podemos integrar por partes para deducir que∫ s

r

w(t)

tp
dt =

W (s)

sp
− W (r)

rp
+ p

∫ s

r

W (t)

tp+1
dt, (41)

para cada s > r > 0. Por tanto, como W es creciente,

p

∫ s

r

W (t)

tp+1
dt ≤

∫ ∞

r

w(t)

tp
dt+

W (r)

rp
− W (s)

sp
≤ C

W (r)

rp
+
W (r)

rp
= (C + 1)

W (r)

rp
,

para cada s > r > 0, lo que prueba (ii).
(iii) ⇒ (ii) De forma similar a la implicación anterior, por (4.2) y el hecho de que W es

creciente, se tiene que ∫ s

r

w(t)

tp
dt ≤ W (s)

sp
+ p

∫ s

r

W (t)

tp+1
dt

= W (s)p

∫ ∞

s

1

tp
dt+ p

∫ s

r

W (t)

tp+1
dt

≤ p

∫ ∞

s

W (t)

tp+1
dt+ p

∫ s

r

W (t)

tp+1
dt

= p

∫ ∞

r

W (t)

tp+1
dt ≤ pC

W (r)

rp
,

para cada s > r > 0, de donde se sigue (i).

Observación 4.24. En realidad, cuando 0 < p ≤ 1, lo que hemos probado en el resultado
anterior es que

sup
f∈Lp

dec(w)

∥Af∥Lp(w)

∥f∥Lp(w)

= sup
r>0

∥Aχ(0,r)∥Lp(w)

∥χ(0,r)∥Lp(w)

.

Este tipo de resultados se pueden generalizar a operadores T : L −→ M0(X) orden-continuos
y sublineales, siempre que L sea una clase “regular” (véase [8, Theorem 1.2.11]).

Veamos algunas de las propiedades más relevantes de las clases Bp.

Proposición 4.25. Sean 0 < p, q <∞ y w un peso.

(i) Bp ⊂ Bq para todo p < q.

(ii) La condición Bp es abierta en p. Esto es, si w ∈ Bp, entonces existe ϵ > 0 tal que
w ∈ Bp−ϵ.

(iii) w ∈
⋃

0<p<∞Bp si y solo si W ∈ ∆2.

Demostración. (i) Supongamos que p < q y tomemos w ∈ Bp. Dado r > 0, por el Teore-
ma 4.23 se tiene que∫ ∞

r

w(t)

tq
dt =

∫ ∞

r

1

tq−p

w(t)

tp
dt ≤ 1

rq−p

∫ ∞

r

w(t)

tq
dt ≤ C

rp

∫ r

0

w(t) dt,
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de modo que w ∈ Bq por el mismo resultado.
(ii) Supongamos que w ∈ Bp, y C > 0 es la constante dada por el Teorema 4.23. Definamos

S := (C + 2−p)(C + 1)−1 < 1, y tomemos ϵ > 0 tal que 2ϵS < 1. Veamos que w ∈ Bp−ϵ.
Fijemos r > 0 cualquiera, y definamos Ak =

∫ 2kr

0
w(x) dx para cada k ≥ 0. Entonces, por

el Teorema 4.23, para cada n ≥ 0,
∞∑
k=n

Ak

2kp
=

∞∑
k=n

1

2kp

∫ 2kr

0

w(x) dx

=

∫ 2nr

0

w(x)

( ∞∑
k=n

1

2kp

)
dx+

∞∑
k=n

∫ 2kr

2nr

w(x)

2kp
dx

=

∫ 2nr

0

w(x)

( ∞∑
k=n

1

2kp

)
dx+

∫ ∞

2nr

w(x)

( ∞∑
2kr≥x

1

2kp

)
dx

≤ 1

1− 2−p

[ ∫ 2nr

0

w(x)

2np
dx+

∫ ∞

2nr

w(x)

(
r

x

)p

dx

]
≤ C + 1

1− 2−p
2−np

∫ 2nr

0

w(x)

2np
dx =

C + 1

1− 2−p

An

2np

=
C + 1

1− 2−p

[ ∞∑
k=n

Ak

2kp
−

∞∑
k=n+1

Ak

2kp

]
.

(42)

De esta manera,
∞∑

k=n+1

Ak

2kp
≤
(
C + 1

1− 2−p
− 1

)(
1− 2−p

C + 1

) ∞∑
k=n

Ak

2kp
= S

∞∑
k=n

Ak

2kp
,

y procediendo por inducción,

An

2np
≤

∞∑
k=n

Ak

2kp
≤ Sn

∞∑
k=0

Ak

2kp
, (43)

para cada n ≥ 0. Por tanto, por (4.2) y (4.2),∫ ∞

r

w(x)

xp−ϵ
dx =

∞∑
n=1

∫ 2nr

2n−1r

w(x)

xp−ϵ
dx

≤
∞∑
n=1

1

(2n−1r)p−ϵ

∫ 2nr

2n−1r

w(x) dx

≤
(
2

r

)p−ϵ ∞∑
n=1

An

2n(p−ϵ)

≤
(
2

r

)p−ϵ ∞∑
n=1

(2ϵS)n
∞∑
k=0

Ak

2kp

≤
(
2

r

)p−ϵ
1

1− 2ϵS

C + 1

1− 2−p

∫ r

0

w(x) dx,
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lo que concluye el resultado.
(iii) Supongamos que w ∈ Bp para algún 0 < p <∞. Dado r > 0, por el Teorema 4.23 se

tiene que

W (2r) = p(2r)pW (2r)

∫ ∞

2r

1

tp+1
dt ≤ p(2r)p

∫ ∞

2r

W (t)

tp+1
dt ≤ p(2r)p

∫ ∞

r

W (t)

tp+1
dt ≤ p2pW (r),

luego W ∈ ∆2.
Recíprocamente, supongamos que W ∈ ∆2, de modo que W (2r) ≤ CW (r) para cada

r > 0. Consideremos 0 < p < ∞ tal que C2−p < 1, y veamos que w ∈ Bp. Dado r > 0,
realizando el cambio de variable t = 2u, se tiene para cada n ≥ 1,∫ 2nr

2n−1r

W (t)

tp+1
dt =

1

2p

∫ 2n−1r

2n−2r

W (2u)

up+1
du ≤ C

2p

∫ 2n−1r

2n−2r

W (u)

up+1
du.

Entonces, procediendo por inducción y sabiendo que W es creciente, se tiene que∫ 2nr

2n−1r

W (t)

tp+1
dt ≤

(
C

2p

)n ∫ r

r
2

W (t)

tp+1
dt ≤

(
C

2p

)n

W (r)

∫ r

r
2

1

tp+1
dt =

2p − 1

p2p

(
C

2p

)n
W (r)

rp
,

para cada n ≥ 1. Por tanto,∫ ∞

r

W (t)

tp+1
dt =

∞∑
n=1

∫ 2nr

2n−1r

W (t)

tp+1
dt ≤

∞∑
n=1

2p − 1

p2p

(
C

2p

)n
W (r)

rp
=

2p − 1

p(C − 2p)

W (r)

rp
,

luego, por el Teorema 4.23, w ∈ Bp.

Observación 4.26. (i) Aunque por el resultado anterior Bp ⊂ Bq para cada p < q, se tiene
que Bp ⊊ ∩q>pBq para todo 0 < p < ∞. Para verlo, dado 0 < p < ∞ cualquiera, basta
definir el peso w(t) = tp−1, t > 0. Claramente, dado q > p,∫ ∞

r

w(t)

tq
dt =

∫ ∞

r

tp−q−1 dt =

[
tp−q

p− q

]∞
r

=
1

q − p

rp

rq
=
Cp,q

rq

∫ r

0

w(t) dt,

para cada r > 0, donde Cp,q = p/(q − p). Por tanto, w ∈ Bq para todo q > p, y sin embargo,
w ̸∈ Bp.

(ii) La demostración de la Proposición 4.25 (ii) es la original de Ariño y Muckenhoupt
(véase [2, Lemma 2.1]). Aunque el ϵ > 0 se halla de forma explícita en esta prueba, existen
otras demostraciones más sencillas, y que además aportan más intuición sobre cuál es el ϵ > 0
adecuado para un cierto peso w y 0 < p <∞ (véase [28, Theorem 2.5] para el caso p > 1).

Una vez hemos caracterizado los pesos Bp, estudiaremos la clase Bp,∞. Para ello, utiliza-
remos el siguiente resultado, cuya demostración original se debe a E. Sawyer [32, Theorem 1],
y parte de la que expondremos a continuación puede encontrarse en [10, Theorem 3.1].
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Teorema 4.27 (Dualidad de Sawyer [32]). Sea w un peso, 0 < p < ∞ y g una función
medible no negativa en R+. Si p > 1, entonces,

sup
0≤f↓

∫∞
0
f(x)g(x) dx( ∫∞

0
f(x)pw(x) dx

)1/p ≈

(∫ ∞

0

(∫ ∞

x

g(t)

W (t)
dt

)p′−1

g(x) dx

)1/p′

≈

(∫ ∞

0

(∫ x

0

g(t) dt

)p′−1

W (x)1−p′g(x) dx

)1/p′

≈

(∫ ∞

0

(∫ x

0

g(t) dt

)p′

W (x)−p′w(x) dx

)1/p′

+

∫∞
0
g(x) dx( ∫∞

0
w(x) dx

)1/p .
De forma similar, si 0 < p ≤ 1, entonces

sup
0≤f↓

∫∞
0
f(x)g(x) dx( ∫∞

0
f(x)pw(x) dx

)1/p = sup
r>0

(
W (r)−1/p

∫ r

0

g(x) dx

)
.

Además, las constantes que aparecen en las desigualdades no dependen de w ni de g.

Demostración. Sea p > 1. Supongamos en primer lugar que g es una función acotada con
soporte compacto tal que g/W está también acotada. Denotemos G(∞) =

∫∞
0
g(t) dt < ∞,

W (∞) =
∫∞
0
w(t) dt, y veamos que cada expresión es mayor o igual que una constante por

la siguiente.
Para la primera consideremos la función

φ(x) =

(∫ ∞

x

g(t)

W (t)
dt

)p′−1

, x > 0,

que está bien definida, es no negativa y decreciente. Observemos que, integrando por partes
(véase la Observación 4.22),

∫ ∞

0

φ(x)pw(x) dx = φ(x)W (x)
∣∣∞
0
−
∫ ∞

0

pφ(x)p−1φ′(x)W (x) dx

= p(p′ − 1)

∫ ∞

0

φ(x)
g(x)

W (x)
W (x) dx

= p′
∫ ∞

0

φ(x)g(x) dx.
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Por tanto,

sup
0≤f↓

∫∞
0
f(x)g(x) dx( ∫∞

0
f(x)pw(x) dx

)1/p ≥
∫∞
0
φ(x)g(x) dx( ∫∞

0
φ(x)pw(x) dx

)1/p
=

1

(p′)1/p′

(∫ ∞

0

φ(x)g(x) dx

)1/p′

=
1

(p′)1/p′

(∫ ∞

0

(∫ ∞

x

g(t)

W (t)
dt

)p′−1

g(x) dx

)1/p′

.

Por otro lado, como 0 ≤ g ∈ L1((0,∞)),G es continua y creciente. De esta manera, denotando
x0 = ∞, como G(∞) < ∞ y G(0) = 0, podemos encontrar una sucesión (xn)

∞
n=1 ⊂ (0,∞)

verificando que xn ↓ 0, y G(xn) = G(∞)/2n para cada n ≥ 0. Entonces,

∫ ∞

0

(∫ ∞

x

g(t)

W (t)
dt

)p′−1

g(x) dx =
∞∑
n=0

∫ xn

xn+1

(∫ ∞

x

g(t)

W (t)
dt

)p′−1

g(x) dx

≥
∞∑
n=2

∫ xn

xn+1

(∫ xn−1

xn

g(t)

W (t)
dt

)p′−1

g(x) dx

≥
∞∑
n=2

(
G(xn)−G(xn+1)

)(
G(xn−1)−G(xn)

)p′−1

W (xn−1)
1−p′

=
1

22p′+1

∞∑
n=2

(
G(xn−2)−G(xn−1)

)
G(xn−2)

p′−1W (xn−1)
1−p′

=
1

22p′+1

∞∑
n=2

∫ xn−2

xn−1

G(xn−2)
p′−1W (xn−1)

1−p′g(x) dx

≥ 1

22p′+1

∞∑
n=2

∫ xn−2

xn−1

G(x)p
′−1W (x)1−p′g(x) dx

=
1

22p′+1

∫ ∞

0

G(x)p
′−1W (x)1−p′g(x) dx,

lo que implica la segunda desigualdad.

Para la tercera, basta integrar por partes y tener en cuenta que, como p′ > 1, la función
φ(t) = t1/p

′ es cóncava,
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(∫ ∞

0

G(x)p
′−1W (x)1−p′g(x) dx

)1/p′

=

(
G(x)p

′

p′
W (x)1−p′

∣∣∣∣∞
0

+
1

p

∫ ∞

0

G(x)p
′
W (x)−p′w(x) dx

)1/p′

=

(
1

p

∫ ∞

0

G(x)p
′
W (x)−p′w(x) dx

+
1

p′
G(∞)p

′

W (∞)p′−1

)1/p′

≥ 1

p

(∫ ∞

0

G(x)p
′
W (x)−p′w(x) dx

)1/p′

+
1

p′

(
G(∞)p

′

W (∞)p′−1

)1/p′

≥ 1

p+ p′

[(∫ ∞

0

G(x)p
′
W (x)−p′w(x) dx

)1/p′

+
G(∞)

W (∞)1/p

]
.

Finalmente, para la última desigualdad, consideremos la función

h(t) =

(∫ ∞

t

G(x)p
′−1W (x)−p′w(x) dx+

1

p′ − 1

(
G(∞)

W (∞)

)p′−1
)1/p′

, t > 0.

Observemos que, como G es creciente, para cada t > 0 se tiene que∫ ∞

t

G(x)p
′−1W (x)−p′w(x) dx ≤ G(∞)p

′−1

∫ ∞

t

W (x)−p′w(x) dx

=
G(∞)p

′−1

p′ − 1

(
W (t)1−p′ −W (∞)1−p′

)
,

y análogamente,∫ ∞

t

G(x)p
′−1W (x)−p′w(x) dx ≥ G(t)p

′−1

∫ ∞

t

W (x)−p′w(x) dx

=
G(t)p

′−1

p′ − 1

(
W (t)1−p′ −W (∞)1−p′

)
.

Por tanto,
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1

(p′ − 1)1/p′

(
G(t)

W (t)

)1/p

≤ h(t) ≤ 1

(p′ − 1)1/p′

(
G(∞)

W (t)

)1/p

, (44)

para cada t > 0, luego h está bien definida, es estrictamente positiva y decreciente. Sea f
una función medible no negativa y decreciente en (0,∞). Entonces, aplicando al desigualdad
de Hölder para dµ(x) = g(x)dm(x),

∫ ∞

0

f(x)g(x) dx =

∫ ∞

0

f(x)h(x)h(x)−1g(x) dx

≤
(∫ ∞

0

f(x)ph(x)−pg(x) dx

)1/p(∫ ∞

0

h(x)p
′
g(x) dx

)1/p′

.

Por un lado, por el teorema de Fubini,

∫ ∞

0

h(x)p
′
g(x) dx =

∫ ∞

0

∫ ∞

x

G(t)p
′−1W (t)−p′w(t)g(x) dt dx

+
1

p′ − 1

(
G(∞)

W (∞)

)p′−1 ∫ ∞

0

g(x)dx

=

∫ ∞

0

G(t)p
′−1W (t)−p′w(t)

∫ t

0

g(x) dx dt+
1

p′ − 1

G(∞)p
′

W (∞)p′−1

=

∫ ∞

0

G(t)p
′
W (t)−p′w(t) dt+

1

p′ − 1

G(∞)p
′

W (∞)p′−1
,

luego,

(∫ ∞

0

h(x)p
′
g(x) dx

)1/p′

≤
(∫ ∞

0

G(t)p
′
W (t)−p′w(t) dt+

1

p′ − 1

G(∞)p
′

W (∞)p′−1

)1/p′

≤
(∫ ∞

0

G(t)p
′
W (t)−p′w(t) dt

)1/p′

+
1

(p′ − 1)1/p′
G(∞)

W (∞)1/p

≤
(
1 +

1

(p′ − 1)1/p′

)[(∫ ∞

0

G(t)p
′
W (t)−p′w(t) dt

)1/p′

+
G(∞)

W (∞)1/p

]
.

(45)

Por otro lado, aplicando el Lema 4.7, (4.2), e integración por partes,
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∫ ∞

0

f(x)ph(x)−pg(x) dx =

∫ ∞

0

pxp−1

∫ mf (x)

0

h(t)−pg(t) dt dx

=

∫ ∞

0

pxp−1

(
h(mf (x))

−pG(mf (x))

+ p

∫ mf (x)

0

h(t)−p−1h′(t)G(t) dt

)
dx

≤
∫ ∞

0

pxp−1h(mf (x))
−pG(mf (x)) dx

≤ (p′ − 1)p−1

∫ ∞

0

pxp−1W (mf (x)) dx

= (p′ − 1)p−1

∫ ∞

0

f(x)pw(x) dx.

(46)

De esta manera, se sigue de (4.2) y (4.2) que

sup
0≤f↓

∫∞
0
f(x)g(x) dx( ∫∞

0
f(x)pw(x) dx

)1/p ≤
(
1+(p′−1)1/p

′
)[(∫ ∞

0

G(t)p
′
W (t)−p′w(t) dt

)1/p′

+
G(∞)

W (∞)1/p

]
,

lo que concluye el caso p > 1. En el caso de que g no esté en las hipótesis que hemos asumido
al comienzo de la demostración, bastará definir la sucesión creciente de funciones medibles
gn = gχ{1/n<g<n}χ{W>1/n}χ(0,n), n ≥ 1, que claramente verifican las propiedades deseadas.
Entonces, el resultado se seguirá del Teorema de la Convergencia Monótona, y el hecho de
que las constantes de las desigualdades no dependen de gn.

Supongamos ahora el caso 0 < p ≤ 1. Para la desigualdad ≥, tomemos r > 0, y conside-
remos f = χ(0,r). Entonces,

sup
0≤f↓

∫∞
0
f(x)g(x) dx( ∫∞

0
f(x)pw(x) dx

)1/p ≥
∫∞
0
χ(0,r)(x)g(x) dx( ∫∞

0
χ(0,r)(x)w(x) dx

)1/p = W (r)−1/p

∫ r

0

g(x) dx.

Por tanto, como r > 0 es arbitrario,

sup
0≤f↓

∫∞
0
f(x)g(x) dx( ∫∞

0
f(x)pw(x) dx

)1/p ≥ sup
r>0

(
W (r)−1/p

∫ r

0

g(x) dx

)
. (47)

Para probar la desigualdad ≤, denotemos

C := sup
r>0

(
W (r)−1/p

∫ r

0

g(x) dx

)
.

Si C = ∞, el resultado es trivial por (4.2), por lo que supongamos sin pérdida de generalidad
que C < ∞. De esta manera, para cada r > 0 se tiene que G(r) ≤ CW (r)1/p. Consideremos
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una función f no negativa y decreciente. Entonces, como G(mf (t)) es decreciente, por el
Lema 4.21, y el Lema 4.7 aplicado a w y g, se tiene que∫ ∞

0

f(x)pw(x) dx =

∫ ∞

0

ptp−1W (mf (t)) dt

≥ 1

Cp

∫ ∞

0

ptp−1G(mf (t))
p dt

≥ 1

Cp

(∫ ∞

0

G(mf (t)) dt

)p

=
1

Cp

(∫ ∞

0

f(x)g(x) dx

)p

.

Por tanto,

sup
0≤f↓

∫∞
0
f(x)g(x) dx( ∫∞

0
f(x)pw(x) dx

)1/p ≤ C = sup
r>0

(
W (r)−1/p

∫ r

0

g(x) dx

)
.

Teorema 4.28. Sea w un peso y 0 < p <∞. Entonces w ∈ Bp,∞ si y solo si,

(i) si p > 1,

W (r)1/p
(∫ r

0

xp
′−1W (x)1−p′ dx

)1/p′

≤ Cr, r > 0. (48)

(ii) si p ≤ 1,

sup
r≥s>0

(
W (r)1/pW (s)−1/pr/s

)
<∞.

Demostración. Observemos que w ∈ Bp,∞ es equivalente a que, para cada f ∈ Lp
dec(w),

sup
y>0

yW (mAf (y))
1/p ≤ C∥f∥Lp(w).

Además, como Af es decreciente siempre que f lo es, por la Proposición 4.8 (iii), esto es
equivalente a que, para cada f ∈ Lp

dec(w),

sup
r>0

Af(r)W (r)1/p ≤ C∥f∥Lp(w).

Por tanto, w ∈ Bp,∞ si y solo si,

sup
r>0

((
sup

f∈Lp
dec(w)

Af(r)

∥f∥Lp(w)

)
W (r)1/p

)
= sup

f∈Lp
dec(w)

(
sup
r>0

(
Af(r)

∥f∥Lp(w)

W (r)1/p
))

<∞. (49)
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(i) Supongamos que p > 1. Sea r > 0. Definiendo gr(x) = χ(0,r)(x)/r, x > 0, está claro que
Af(x) =

∫∞
0
f(x)gr(x) dx para cada x > 0. Observemos además que, si f es una función

decreciente tal que f ̸∈ Lp
dec(w), entonces ∥f∥Lp(w) = ∞. Por tanto, por el Lema 4.27,

sup
f∈Lp

dec(w)

Af(r)

∥f∥Lp(w)

= sup
0≤f↓

Af(r)

∥f∥Lp(w)

= sup
0≤f↓

∫∞
0
f(x)gr(x) dx(∫∞

0
f(x)pw(x) dx

)1/p

≈

(∫ ∞

0

(∫ x

0

gr(t) dt

)p′−1

W (x)1−p′gr(x) dx

)1/p′

=

(∫ ∞

0

mı́n
{
1,
x

r

}p′−1

W (x)1−p′χ(0,r)(x)

r
dx

)1/p′

=

(
1

r

∫ r

0

(
x

r

)p′−1

W (x)1−p′ dx

)1/p′

=
1

r

(∫ r

0

xp
′−1W (x)1−p′ dx

)1/p′

,

donde las constantes en las desigualdades no dependen de r > 0. Entonces, por (4.2), w ∈
Bp,∞ si y solo si

sup
r>0

(
W (r)1/p

r

(∫ r

0

xp
′−1W (x)1−p′ dx

)1/p′
)
<∞,

que es equivalente a ((i)).
(ii) Supongamos que 0 < p ≤ 1. Sea r > 0. Al igual que antes, definiendo gr(x) = χ(0,r)/r,

x > 0, por el Lema 4.27 se tiene que

sup
f∈Lp

dec(w)

Af(r)

∥f∥Lp(w)

= sup
0≤f↓

Af(r)

∥f∥Lp(w)

= sup
0≤f↓

∫∞
0
f(x)gr(x) dx(∫∞

0
f(x)pw(x) dx

)1/p

≈ sup
s>0

(
W (s)−1/p

∫ s

0

gr(x) dx

)
= sup

s>0

(
W (s)−1/pmı́n{1, s/r}

)
,

donde las constantes en las desigualdades no dependen de r > 0. Entonces, por (4.2), w ∈
Bp,∞ si y solo si

sup
r,s>0

(
W (r)1/pW (s)−1/p mı́n{1, s/r}

)
<∞.

Además, como W es creciente, W (r) ≤ W (s) siempre que s > r. Por tanto, w ∈ Bp,∞ si y
solo si

sup
r≥s>0

(
W (r)1/pW (s)−1/ps/r

)
<∞.
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Observación 4.29. Recordemos que, dado 0 < p <∞, decimos que una función medible ϕ,
no negativa, creciente y definida sobre [0,∞), es p-cuasicóncava si ϕ(0) = 0 y existe C > 0
de manera que, para todo 0 < s ≤ r <∞,

ϕ(r)

rp
≤ C

ϕ(s)

sp
.

Por tanto, el resultado anterior nos dice que, para 0 < p ≤ 1, w ∈ Bp,∞ si y solo si W es
p-cuasicóncava.

El resultado anterior nos caracteriza los pesos Bp,∞ para p > 1, en términos de una
desigualdad que, aparentemente, no tiene relación con las desigualdades que aparecen en el
Teorema 4.23. Sin embargo, nada más lejos de la realidad, el siguiente resultado establece la
equivalencia entre estas desigualdades, lo que implicará que Bp = Bp,∞ para p > 1 (véase el
Teorema 4.31).

Lema 4.30. Sea w un peso y p > 1. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i)
∫ ∞

r

W (t)

tp+1
dt ≤ C

W (r)

rp
, r > 0.

(ii) W (r)1/p
(∫ r

0

tp
′−1W (t)1−p′ dt

)1/p′

≤ Cr, r > 0.

Demostración. (i) ⇒ (ii) Observemos que, como W es creciente,

∫ ∞

r

W (t)

tp+1
dt ≥ W (r)

∫ ∞

r

1

tp+1
dt =

1

p

W (r)

rp
,

para cada r > 0. Por tanto, definiendo la función

F (r) =

(∫ ∞

r

W (t)

tp+1
dt

)−1

, r > 0, (50)

se verifica que
1

C

rp

W (r)
≤ F (r) ≤ p

rp

W (r)
, r > 0. (51)

Además, como W (t)/tp es continua para todo t > 0, por el teorema fundamental del cálculo
se tiene que F ′(r) = F (r)2W (r)/rp+1 para cada r > 0. Entonces, dado r > 0,
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W (r)1/p
(∫ r

0

tp
′−1W (t)1−p′ dt

)1/p′

= W (r)1/p
(∫ r

0

tp+p′

W (t)p′
W (t)

tp+1
dt

)1/p′

= W (r)1/p
(∫ r

0

(
tp

W (t)

)p′
W (t)

tp+1
dt

)1/p′

≤ CW (r)1/p
(∫ r

0

F (t)p
′W (t)

tp+1
dt

)1/p′

= CW (r)1/p
(∫ r

0

F (t)p
′ F ′(t)

F (t)2
dt

)1/p′

= CW (r)1/p
(
F (t)p

′−1

p′ − 1

∣∣∣∣r
0

)1/p′

≤ C

(p′ − 1)1/p′
W (r)1/pF (r)1/p

≤ Cp1/p

(p′ − 1)1/p′
r.

(ii) ⇒ (i) De forma similar a la implicación anterior, observemos que, comoW es creciente,

W (r)1/p
(∫ r

0

tp
′−1W (t)1−p′ dt

)1/p′

≥ W (r)1/pW (r)1−1/p′
(∫ r

0

tp
′−1 dt

)1/p′

=
1

(p′)1/p′
r,

para cada r > 0. Por tanto, definiendo la función

G(r) =

∫ r

0

tp
′−1W (t)1−p′ dt, r > 0,

se verifica que

1

p′
rp

′

W (r)p′−1
≤ G(r) ≤ Cp′ rp

′

W (r)p′−1
, r > 0.

Además, como tp
′−1W (t)1−p′ es continua para todo t > 0, por el teorema fundamental del

cálculo se tiene que G′(r) = rp
′−1W (r)1−p′ para cada r > 0. Entonces, dado r > 0,
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∫ ∞

r

W (t)

tp+1
dt =

∫ ∞

r

tp
′−1W (t)1−p′W (t)p

′

tp+p′
dt

=

∫ ∞

r

G′(t)

(
W (t)p

′−1

tp′

)p

dt

≤ Cpp′
∫ ∞

r

G′(t)G(t)−p dt

= Cpp′
(

1

1− p
G(t)1−p′

∣∣∣∣∞
r

)
≤ Cpp′

p− 1

1

G(r)p−1

≤ Cpp′

p− 1
(p′)p−1W (r)(p

′−1)(p−1)

rp′(p−1)

=
Cpp′(p′)p−1

p− 1

W (r)

rp
.

Teorema 4.31. Sea w un peso y 0 < p <∞.

(i) Si p > 1, Bp,∞ = Bp.

(ii) Si 0 < p ≤ 1, w ∈ Bp,∞ si y solo si W es p-cuasicóncava.

Demostración. (i) Supongamos que p > 1. Por el Teorema 4.23 de M. A. Ariño y B. Muc-
kenhoupt caracterizamos la clase Bp en términos de la desigualdad (iii). Además, por el
Lema 4.30 sabemos que esta desigualdad es equivalente a (ii), que a su vez caracteriza la
clase Bp,∞ por el Teorema 4.28. Esto concluye el resultado.

(ii) Supongamos que p ≤ 1. La afirmación es consecuencia inmediata del Teorema 4.28 y
la Observación 4.29.

Observación 4.32. En el caso 0 < p ≤ 1, existen pesos de forma que w ∈ Bp,∞ \ Bp. En
efecto, si consideramos el peso w(t) = ptp−1, t > 0, se tiene que W (t) = tp, t > 0. Claramente
w ∈ Bp,∞ por el Teorema 4.31, dado que W es p-cuasicóncava. Sin embargo, para cada r > 0,∫ ∞

r

w(t)

tp
dt = p

∫ ∞

r

1

t
dt = ∞,

luego, por el Teorema 4.23, se tiene que w /∈ Bp.

En la Observación 4.26 se probó que Bp ⊊
⋂

q>pBq para todo 0 < p < ∞, por lo que
cabe preguntarse (dado que Bp ⊊ Bp,∞) si Bp,∞ ⊂

⋂
q>pBq. El siguiente resultado responde

a esta cuestión.
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Proposición 4.33. Sea 0 < p <∞. Entonces Bp,∞ ⊊
⋂

q>pBq.

Demostración. Supongamos que p > 1. Por el Teorema 4.31, se tiene que Bp,∞ = Bp, mientras
que por la Proposición 4.25 y la Observación 4.26, sabemos que Bp,∞ = Bp ⊊

⋂
q>pBq.

Supongamos ahora que p ≤ 1. Dado w ∈ Bp,∞, sabemos por el Teorema 4.31 que W es
p-cuasicóncava. De este modo, para cada q > p y r > 0 se tiene que

∫ ∞

r

W (t)

tq+1
dt =

∫ ∞

r

W (t)

tp
1

tq−p+1
dt ≤ C

W (r)

rp

∫ ∞

r

1

tq−p+1
dt = C

W (r)

rp
rp−q

q − p
= Cp,q

W (r)

rq

Por tanto, por el Lema 4.30 y el Teorema 4.23, concluimos que w ∈ Bq para cada q > p.
Veamos a continuación que, de hecho, Bp,∞ ⊊

⋂
q>pBq. Para ello, consideremos una sucesión

estrictamente decreciente (pn)n∈N ⊂ R tal que ĺımn pn = p, y otra sucesión (an)n∈N ⊂ R+

decreciente tal que
∑∞

n=1 an = 1. Definamos el peso

w(t) =


∑∞

n=1 anpnt
pn−1 si 0 ≤ t ≤ 1,

0 si t > 1.

Claramente la serie converge uniformemente en [0, 1], y además,

W (t) =


∑∞

n=1 ant
pn si 0 ≤ t ≤ 1,

1 si t > 1.

De esta manera, t−pW (t) → 0 cuando t→ 0, por lo que W no es p-cuasicóncava. Por tanto,
por el Teorema 4.31, se tiene que w /∈ Bp,∞. Por otro lado, observemos que, como por la
Proposición 4.25 la condición Bp es monótona, sabemos que

⋂
q>pBq =

⋂
q>p,q ̸=pn

Bq. Por
tanto, dado q > p con q ̸= pn para todo n ∈ N, basta ver que w ∈ Bq. Sea 0 < r < 1
cualquiera. Entonces,

∫ ∞

r

w(t)

tq
dt =

∫ 1

r

w(t)

tq
dt =

∞∑
n=1

anpn

∫ 1

r

tpn−1−q =
∞∑
n=1

anpn
pn − q

(1− rpn−q)

y,

1

rq

∫ r

0

w(t) dt = r−p

∞∑
n=1

anpn

∫ r

0

tpn−1 dt =
∞∑
n=1

anr
pn−q

Denotemos Sq = supn pn/(pn − q) ∈ (0,∞), Iq = ı́nfn pn/(pn − q) ∈ (−∞, 0). Además, como
(pn)n es decreciente y converge a p < q, existe n0 ∈ N tal que pn0+1 < q y pn0 > q. Por tanto,
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∫ ∞

r

w(t)

tq
dt =

∞∑
n=1

anpn
pn − q

(1− rpn−q)

=

n0∑
n=1

anpn
pn − q

(1− rpn−q) +
∞∑

n=n0+1

anpn
pn − q

(1− rpn−q)

≤
n0∑
n=1

anpn
pn − q

− Iq

∞∑
n=n0+1

an(r
pn−q − 1)

≤ Sqn0a1 − Iq

∞∑
n=n0+1

anr
pn−q

≤ Sqn0a1
an0+1

∞∑
n=n0+1

an − Iq

∞∑
n=n0+1

anr
pn−q

≤ Sqn0a1
an0+1

∞∑
n=n0+1

anr
pn−q − Iq

∞∑
n=n0+1

anr
pn−q

= Cq

∞∑
n=n0+1

anr
pn−q ≤ Cq

rq

∫ r

0

w(t) dt,

donde Cq = Sqn0a1/an0+1− Iq. Además, como w(t) = 0 para todo t ≥ 1, la desigualdad sigue
siendo válida para r ≥ 1, por lo que por el Teorema 4.23 concluimos que w ∈ Bq.

4.3. Normabilidad de Λp(w) y acotación débil del opera-
dor maximal

Una de las preguntas más naturales que surgen sobre los espacios de Lorentz clásicos
es bajo qué condiciones el funcional ∥ · ∥Λp(w) es una norma. En 1951, G. G. Lorentz [23]
probó que, para p ≥ 1 y (X,µ) = ((0, l),m), esto era equivalente a que el peso w fuera
equivalente a.e. (esto es, igual a.e. a una función decreciente). El resultado continúa siendo
cierto si (X,µ) = (Rn,mn) (Teorema 4.35), y aunque no lo discutiremos en esta sección, gran
parte de los resultados siguen siendo válidos siempre que (X,µ) sea un espacio de medida
no atómico (véase [8, Theorem 2.5.8]). Más aún, veremos que es posible caracterizar aquellos
espacios de Lorentz clásicos normables (Teoremas 3.23, 4.41), lo cual resultará ser equivalente
a la acotación débil del operador maximal M : Λp(w) → Λp,∞(w), y a w ∈ Bp,∞ (siempre que
p ≥ 1).

Observación 4.34. Dado n ∈ N y una función f no negativa y decreciente a.e. sobre R+,
podemos encontrar una función f̃ ∈ M0(Rn,m) verificando que f̃ ∗ = f a.e. En efecto,
definamos f̃(x) = f(ωn|x|n) para cada x ∈ Rn, donde ωn = |B(0, 1)|. Basta comprobar que
mf = mf̃ , ya que en tal caso f̃ ∗ = f ∗, y como f es no negativa y decreciente a.e. se tiene que
f ∗ = f a.e. Por tanto, tomemos t > 0 y definamos los conjuntos

Et = {y ∈ R : |f(y)| > t}, Ẽt = {x ∈ Rn : |f̃(x)| > t}.
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Como f es decreciente sabemos que Et = [0, µf (t)), y además, x ∈ Ẽt si y solo si ωn|x|n ∈ Et,
o equivalentemente, |x| < (mf (t)/ωn)

1/n. Por tanto, Ẽt = B(0, (mf (t)/ωn)
1/n), de modo que

mf̃ (t) = |Ẽt| = |B(0, (mf (t)/ωn)
1/n)| = mf (t).

El siguiente resultado caracteriza cuando ∥ · ∥Λp(w) es una norma. En el caso p ≥ 1, la
demostración es una adaptación de la que se encuentra en el artículo original de G. G. Lorentz
[23], mientras que la necesidad de que p ≥ 1, se puede encontrar en [6, Corollary 3.2].

Teorema 4.35 (G. G. Lorentz [23]). Sea w un peso y 0 < p <∞. Entonces ∥ · ∥Λp(w) es una
norma si y solo si p ≥ 1, w decreciente a.e.

Demostración. (⇐) Supongamos que p ≥ 1 y w es decreciente a.e. Por el Teorema 4.9 basta
comprobar que se verifica la desigualdad triangular, para lo cual consideramos f, g ∈ Λp(w)
cualesquiera. Por un lado, por la Observación 4.34 existe h̃ ∈ M0(Rn,m) tal que h̃∗ = w
a.e. Por otro lado, como (Rn,m) es no atómico, se tiene por el Teorema 2.37 que (Rn,m) es
resonante, y además ((f + g)∗)p = (|f + g|p)∗ por la Proposición 2.28. Por tanto,

∥f + g∥Λp(w) =

(∫ ∞

0

(f + g)∗(t)pw(t) dt

)1/p

=

(∫ ∞

0

(|f + g|p)∗(t)h̃∗(t) dt
)1/p

=

(
sup
h∗=w

∫
Rn

|f(x) + g(x)|ph(x) dx
)1/p

= sup
h∗=w

(∫
Rn

|f(x) + g(x)|ph(x) dx
)1/p

≤ sup
h∗=w

(∫
Rn

|f(x)|ph(x) dx
)1/p

+ sup
h∗=w

(∫
Rn

|g(x)|ph(x) dx
)1/p

=

(∫ ∞

0

(|f |p)∗(t)h̃∗(t) dt
)1/p

+

(∫ ∞

0

(|g|p)∗(t)h̃∗(t) dt
)1/p

=

(∫ ∞

0

f ∗(t)pw(t) dt

)1/p

+

(∫ ∞

0

g∗(t)pw(t) dt

)1/p

= ∥f∥Λp(w) + ∥g∥Λp(w).

(⇒) Supongamos que ∥·∥Λp(w) es una norma. Veamos en primer lugar que w es decreciente
a.e. Sean x > y > 0 y ϵ > 0 cualesquiera. Consideremos r1 > r2 > r3 > 0 cumpliendo que
|B(0, r1)| = x, |B(0, r2)| = (x+ y)/2, |B(0, r3)| = (x− y)/2, y definamos

f = (1 + ϵ)χB(0,r2) + χB(0,r1)\B(0,r2), y g = χB(0,r3) + (1 + ϵ)χB(0,r1)\B(0,r3).

A partir de (2.26) sabemos que

f ∗ = g∗ = (1 + ϵ)χ[0,(x+y)/2) + χ[(x+y)/2,x),

de modo que

∥f∥Λp(w) = ∥g∥Λp(w) =

(
(1 + ϵ)p

∫ (x+y)/2

0

w(t) dt+

∫ x

(x+y)/2

w(t) dt

)1/p

=

([
(1 + ϵ)p − 1

]
W
(x+ y

2

)
+W (x)

)1/p

.

(52)
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Por otro lado, es fácil comprobar que

(f + g)∗ = (2 + 2ϵ)χ[0,y) + (2 + ϵ)χ[y,x),

luego,

∥f + g∥Λp(w) =

(
(2 + 2ϵ)p

∫ y

0

w(t) dt+ (2 + ϵ)p
∫ x

y

w(t) dt

)1/p

=

([
(2 + 2ϵ)p − (2 + ϵ)p

]
W (y) + (2 + ϵ)pW (x)

)1/p

.

(53)

Entonces, como ∥f + g∥Λp(w) ≤ ∥f∥Λp(w) + ∥g∥Λp(w), se tiene por (4.3) y (4.3) que

[
(2 + 2ϵ)p − (2 + ϵ)p

]
W (y) + (2 + ϵ)pW (x) ≤

[
(2 + 2ϵ)p − 2p

]
W
(x+ y

2

)
+ 2pW (x),

o equivalentemente,

W (y) +
(2 + ϵ)p − 2p

(2 + 2ϵ)p − (2 + ϵ)p
W (x) ≤ (2 + 2ϵ)p − 2p

(2 + 2ϵ)p − (2 + ϵ)p
W
(x+ y

2

)
.

Tomando ϵ→ 0, deducimos que

W (y) +W (x)

2
≤ W

(x+ y

2

)
,

Por tanto, como W es continua, concluimos que W es cóncava, luego w es decreciente a.e.
(véase [19, Theorem 1.1]).

Veamos ahora que p ≥ 1. Supongamos por reducción al absurdo que 0 < p < 1. Con-
sideremos una sucesión decreciente de conjunto medibles (An)n tal que W (|An|) = 2−pn, y
definamos fn = 2nχAn para cada n ∈ N. Entonces,

∥fn∥Λp(w) = 2n
(∫ ∞

0

(χ∗
An
(t))pw(t) dt

)1/p

= 2nW (|An|)1/p = 1,
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para todo n ∈ N. Además, dado N ∈ N cualquiera, si tomamos AN+1 = ∅, se tiene que

1

N

∥∥∥∥ N∑
k=1

fk

∥∥∥∥
Λp(w)

=
1

N

∥∥∥∥ N∑
k=1

( k∑
j=1

2j
)
χAk\Ak+1

∥∥∥∥
Λp(w)

=
1

N

[ ∫ ∞

0

([ N∑
k=1

( k∑
j=1

2j
)
χAk\Ak+1

]∗
(t)

)p

w(t) dt

]1/p

=
1

N

[ ∫ ∞

0

( N∑
k=1

( k∑
j=1

2j
)
χ|Ak+1|,|Ak|(t)

)p

w(t) dt

]1/p

=
1

N

( N∑
k=1

( k∑
j=1

2j
)p ∫ |Ak|

|Ak+1|
w(t) dt

)1/p

=
1

N

( N∑
k=1

(2k+1 − 2)p(2−kp − 2−(k+1)p)

)1/p

≥ Cp
1

N
N1/p = CpN

1/p−1,

donde Cp > 0. Por tanto, existe N0 ∈ N tal que ∥
∑N0

k=1 fk∥Λp(w) > N0, pero como ∥ · ∥Λp(w)

es una norma, sabemos que ∥
∑N0

k=1 fk∥Λp(w) ≤
∑N0

k=1 ∥fk∥Λp(w) = N0, lo que supone una
contradicción.

Una vez hemos caracterizado aquellos pesos para los cuales el espacio de Lorentz ∥ ·∥Λp(w)

es normado, es natural preguntarse si podemos obtener una caracterización similar para su
normabilidad. Recordamos que, dado un espacio vectorial topológico U , decimos que U es
normable si su topología puede definirse a partir de una norma sobre U . En el caso del espacio
de Lorentz Λp(w), esto es equivalente a que exista una norma ∥ · ∥ sobre Λp(w) y constantes
C1, C2 > 0, verificando que

C1∥f∥ ≤ ∥f∥Λp(w) ≤ C2∥f∥, f ∈ Λp
X(w). (54)

Con este objetivo en mente, la idea con la que abordaremos el problema es la misma que se
utilizó para los espacios de Lorentz en el Teorema 3.26. En lugar de trabajar con ∥ · ∥Λp(w),
que está definida a partir de la reordenada decreciente, trabajaremos con una aplicación muy
similar definida a partir de la función maximal, la cual sabemos que posee propiedades más
interesantes (como la subaditividad).

Definición 4.36. Sea w un peso y 0 < p < ∞. El espacio Gamma de Lorentz Γp(w) está
formado por aquellas funciones f ∈ M0(Rn,mn) verificando que

∥f∥Γp(w) :=

(∫ ∞

0

(f ∗∗(t))pw(t) dt

)1/p

<∞.

De forma similar, el espacio Gamma de Lorentz débil Γp,∞(w) está formado por aquellas
funciones f ∈ M0(Rn,mn) verificando que

∥f∥Γp,∞(w) := sup
0<t<∞

f ∗∗(t)W (t)1/p <∞.

81



4.3. Normabilidad de Λp(w) y acotación débil del operador maximal

Observación 4.37. (i) Γp,∞(w) es un espacio normado para todo 0 < p <∞, mientras que
Γp(w) es un espacio normado si p ≥ 1. Esto es inmediato a partir del Teorema 2.44, ya que
(f + g)∗∗ ≤ f ∗∗ + g∗∗ para toda f, g ∈ M0(Rn,mn).

(ii) Dado 0 < p < ∞ y f ∈ M0(Rn,mn), sabemos por la Proposición 2.42 que f ∗ ≤ f ∗∗,
luego

∥f∥Λp,∞(w) ≤ ∥f∥Γp,∞(w), y ∥f∥Λp(w) ≤ ∥f∥Γp(w),

Por tanto,
Γp,∞(w) ↪−→ Λp,∞(w), y Γp(w) ↪−→ Λp(w).

(iii) Si Γ1(w) ̸= {0}, entonces w(∞) = 0. En efecto, supongamos por reducción al absurdo
que w(∞) > 0 y existe 0 ̸= f ∈ Γ1(w). Entonces, existe n ≥ 1 tal que |{|f | > 1/n}| > 0.
Tomando E := {|f | > 1/n} ∩ B(0, 1), se tiene que χE ≤ n|f | y 0 < |E| < ∞, luego
χE ∈ Γ1(w). Por otro lado, está claro que χ∗∗

E (t) = mı́n{1, |E|/t} para cada t > 0, por lo que

|E|
∫ ∞

|E|

w(t)

t
dt ≤

∫ |E|

0

w(t) dt+ |E|
∫ ∞

|E|

w(t)

t
dt =

∫ ∞

0

χ∗∗
E (t)w(t) dt <∞.

Sin embargo, como w(∞) > 0, existe t0 > |E| > 0 tal que w(t) ≥ w(t0)/2 > 0 para cada
t ≥ t0. Por tanto, ∫ ∞

|E|

w(t)

t
dt ≥

∫ ∞

t0

w(t)

t
dt ≥ w(t0)/2

∫ ∞

t0

1

t
dt = ∞,

lo que supone una contradicción.

Observación 4.38. Sea (X,A, µ) un espacio de medida y f : X → R µ-medible. Para la
integral de Lebesgue, es fácil comprobar que∣∣∣∣ ∫

X

fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X

|f |dµ.

De forma similar, si consideramos un espacio de Banach (B, ∥ · ∥), podemos construir una
teoría de integración para funciones B-valuadas a partir de la conocida integral de Bochner
[12]. Se dice que una función f : X → B es Bochner-integrable si es µ-medible y además
existe una sucesión (fn)n de funciones simples µ-medibles cumpliendo que

ĺım
n

∫
X

∥fn − f∥ dµ = 0.

En tal caso, se define la integral de Bochner de f sobre X como∫
X

f dµ = ĺım
n

∫
X

fn dµ.

Se puede comprobar [12, Theorem 2, Chapter II] que una función f : X → B es Bochner-
integrable si y solo si

∫
X
∥f∥ dµ <∞. Además, en estas condiciones se verifica la desigualdad

integral de Minkowski, cuya demostración es elemental para funciones simples, y es fácil
comprobar para una función f : X → B Bochner-integrable tomando el límite sobre funciones
simples: ∥∥∥∥∫

X

fdµ

∥∥∥∥ ≤
∫
X

∥f∥dµ. (55)
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El siguiente resultado clásico de E. Sawyer [32] caracteriza la normabilidad de Λp(w) en
el caso p > 1.

Teorema 4.39 (E. Sawyer [32]). Sea w un peso y p > 1. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) Λp(w) es normable.

(ii) Λp(w) = Γp(w) y se cumple (4.3) con ∥ · ∥Γp(w).

(iii) w ∈ Bp.

(iv) M : Λp(w) −→ Λp(w).

Demostración. (i) ⇒ (iii) Supongamos que Λp(w) es normable, esto es, que existe una norma
∥·∥ sobre Λp(w) y constantes C1, C2 > 0 verificando (4.3). Sea f ∈ Lp

dec(w) y r > 0 cualquiera.
Definamos ωn = |B(0, 1)|, r̃ = (ω−1

n r)1/n, g̃ = χB(0,r̃) y f̃(y) = f(ωn|y|n) para cada y ∈ Rn, de
modo que f̃ ∗ = f por la Observación 4.34. Veamos en primer lugar que existe una constante
C > 0 tal que, para todo |y| ≤ r̃, se cumple que

(f̃ ∗ g̃)(y) ≥ C

∫ r

0

f(s) ds.

Sea |y| ≤ r̃ cualquiera. Realizando el cambio a coordenadas polares se tiene que

(f̃ ∗ g̃)(y) =
∫
Rn

g̃(x)f̃(y − x) dx =

∫
Rn

f(z)χB(y,r̃)(z) dz

=

∫ ∞

0

∫
Sn−1

f̃(rθ)χB(y,r̃)(rθ)r
n−1 dr dσ(θ)

=

∫ ∞

0

rn−1f(ωnr
n)

∫
Sn−1

χB(y,r̃)(rθ) dσ(θ) dr

=

∫ ∞

0

rn−1f(ωnr
n)hy(r) dr

≥
∫ r̃

0

rn−1f(ωnr
n)hy(r) dr,

(56)

donde σ es la medida de superficie de la esfera Sn−1, y

hy(r) =

∫
Sn−1

χB(y,r̃)(rθ) dσ(θ) =

∫
Sn−1

χB(y/r,r̃/r)(θ) dσ(θ).

Consideremos θ0 ∈ Sn−1 cualquiera. Observemos que Sn−1 ∩ B(θ0, 1) ⊂ Sn−1 ∩ B(θ0|y|/r̃, 1),
dado que si x ∈ Sn−1 ∩B(θ0, 1),∣∣∣x− |y|

r̃
θ0

∣∣∣ ≤ ∣∣∣x− |y|
r̃
x
∣∣∣+ ∣∣∣ |y|

r̃
x− |y|

r̃
θ0

∣∣∣ < (1− |y|
r̃

)
+

|y|
r̃

= 1.

83



4.3. Normabilidad de Λp(w) y acotación débil del operador maximal

Por otro lado, como y/|y∥, θ0 ∈ Sn−1, sabemos que existe una rotación que lleva y/|y∥ en θ0,
o equivalentemente, que existe A ∈ O(n) tal que y = |y|A(θ0). De este modo, dado que σ es
invariante bajo rotaciones, i.e. invariante bajo los elementos de O(n), se tiene que

hy(r̃) =

∫
Sn−1

χB(y/r̃,1)(θ) dσ(θ) =

∫
Sn−1

χB(A(θ0)|y|/r̃,1)(θ) dσ(θ)

=

∫
Sn−1

χB(θ0|y|/r̃,1)(A
−1(θ)) dσ(θ) =

∫
Sn−1

χB(θ0|y|/r̃,1)(θ) dσ(θ)

= σ
(
Sn−1 ∩B(θ0|y|/r̃, 1)

)
≥ σ

(
Sn−1 ∩B(θ0, 1)

)
> 0.

(57)

Además, dado r < r′ y x ∈ B(y/r′, r̃/r′),∣∣∣x− y

r

∣∣∣ ≤ ∣∣∣x− y

r′

∣∣∣+ ∣∣∣ y
r′

− y

r

∣∣∣ < r̃

r′
+
(1
r
− 1

r′

)
|y| ≤ r̃

r′
+
(1
r
− 1

r′

)
r̃ =

r̃

r
,

luego B(y/r′, r̃/r′) ⊂ B(y/r, r̃/r), y por tanto hy es una función decreciente. Entonces, por
(4.3), (4.3), y realizando el cambio de variable s = ωnr

n,

(f̃ ∗ g̃)(y) ≥
∫ r̃

0

rn−1f(ωnr
n)hy(r) dr

≥
∫ r̃

0

rn−1f(ωnr
n)hy(r̃) dr

≥ Cnωn

∫ r̃

0

rn−1f(ωnr
n) dr

= C

∫ r

0

f(s) ds,

(58)

donde C = σ
(
Sn−1 ∩ B(θ0, 1)

)
/(nωn) > 0. De esta manera, como (4.3) se cumple para todo

y ∈ B(0, r̃), y |B(0, r̃)| = r, por la Proposición 2.23 sabemos que

(f̃ ∗ g̃)∗(t) ≥ C

∫ r

0

f(s) ds,

para todo 0 < t ≤ r. Por tanto, definiendo f̃x(y) = f(y − x) para cada x, y ∈ Rn,

C2

∥∥∥∥∫
Rn

g̃(x)f̃x(·) dx
∥∥∥∥ = C2∥f̃ ∗ g̃∥ ≥ ∥f̃ ∗ g̃∥Λp(w)

=

(∫ ∞

0

(f̃ ∗ g̃)∗(t)pw(t) dt
)1/p

≥
(∫ r

0

(f̃ ∗ g̃)∗(t)pw(t) dt
)1/p

≥ C

(∫ r

0

f(s) ds

)(∫ r

0

w(s) ds

)1/p

.

(59)
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Observemos que, dado que ∥ · ∥ es equivalente a ∥ · ∥Λp(w), y por la Proposición 4.10 sabemos
que (Λp(w), ∥ · ∥(Λp(w)) es completo, se tiene que (Λp(w), ∥ · ∥) es un espacio de Banach. Por
otro lado, la aplicación P : Rn → Λp(w) dada por P (x) = f̃x, verifica que

∥P (x)∥Λp(w) = ∥f̃x∥Λp(w) = ∥f̃ ∗
x∥Lp(w) = ∥f̃ ∗∥Lp(w) = ∥f∥Lp(w) <∞,

para cada x ∈ Rn, luego tomando dµ(x) = g̃(x) dx, se tiene que∫
Rn

∥P (x)∥ dµ(x) ≤ C−1
1

∫
Rn

g̃(x)∥P (x)∥Λp(w) dx

= C−1
1 ∥f∥Lp(w)

∫
Rn

g̃(x) dx

= C−1
1 ∥f∥Lp(w)|B(0, r̃)|

= C−1
1 ∥f∥Lp(w)r.

(60)

De esta manera, sabemos por la Observación 4.38 que P es Bochner-integrable, por lo que
por (4.3), (4.3) y la desigualdad integral de Minkowski (4.38), concluimos que

Af(r)W (r)1/p =
1

r

(∫ r

0

f(s) ds

)(∫ r

0

w(s) ds

)1/p

≤ C−1C2

r

∥∥∥∥∫
Rn

g̃(x)f̃x(·) dx
∥∥∥∥

=
C−1C2

r

∥∥∥∥∫
Rn

P (x) dµ(x)

∥∥∥∥
≤ C−1C2

r

∫
Rn

∥P (x)∥ dµ(x)

≤ C−1C2C
−1
1 ∥f∥Lp(w).

Por tanto A : Lp
dec(w) −→ Lp,∞(w), luego w ∈ Bp,∞. Finalmente, como p > 1, por el

Teorema 4.31 concluimos que w ∈ Bp.
(iii) ⇒ (iv) Consideremos f ∈ Λp(w) cualquiera. Por el Teorema 3.17, existe C̃ > 0 tal

que (Mf)∗(t) ≤ C̃f ∗∗(t) = A(f ∗)(t) para cada t > 0. Por tanto, como w ∈ Bp,

∥Mf∥Λp(w) =

(∫ ∞

0

(Mf)∗(x)pw(x) dx

)1/p

≤ C̃

(∫ ∞

0

f ∗∗(x)pw(x) dx

)1/p

= C̃∥f ∗∗∥Lp(w) ≤ C̃C∥f ∗∥Lp(w) = C̃C∥f∥Λp(w).

(iv) ⇒ (iii) Consideremos f ∈ Lp
dec(w) cualquiera. Por la Observación 2.25 sabemos que

existe f̃ ∈ M0(Rn,m) tal que f̃ ∗ = f a.e Además, por el Teorema 3.17, existe C̃ > 0 tal
que A(f)(t) = A(f̃ ∗)(t) = f̃ ∗∗(t) ≤ C̃(Mf̃)∗(t) para cada t > 0. De esta manera, como
M : Λp(w) −→ Λp(w),

∥A(f)∥Lp(w) =

(∫ ∞

0

f̃ ∗∗(x)pw(x) dx

)1/p

≤ C̃

(∫ ∞

0

(Mf̃)∗(x)pw(x) dx

)1/p

= C̃∥Mf̃∥Λp(w) ≤ C̃C∥f̃∥Λp(w) = C̃C∥f̃ ∗∥Lp(w) = C̃C∥f∥Lp(w).
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Por tanto, w ∈ Bp.
(iii) ⇒ (ii) Basta ver que se verifica (4.3) con ∥ · ∥Γp(w). Por un lado, sabemos por la

Proposición 2.42 que f ∗ ≤ f ∗∗ para cada f ∈ M0(Rn,mn), luego ∥f∥Λp(w) ≤ ∥f∥Γp(w). Por
otro lado dada f ∈ Λp(w), como w ∈ Bp y A(f ∗) = f ∗∗, existe C > 0 tal que

∥f∥Γp(w) = ∥A(f ∗)∥Lp(w) ≤ C∥f ∗∥Lp(w) = C∥f∥Λp(w).

(ii) ⇒ (i) Por el Teorema 2.44, sabemos que (f + g)∗∗ ≤ f ∗∗ + g∗∗ para cualesquiera
f, g ∈ M0(Rn,mn). De esta manera, ∥ · ∥Γp(w) es una norma sobre Γp(w) = Λp(w) verificando
(4.3), luego Λp(w) es normable.

En cuanto a la normabilidad de Λ1(w), también la podemos caracterizar en términos de
w, aunque el resultado es ligeramente distinto al caso p > 1. Observemos que, argumentando
de forma similar a la equivalencia (iii) ⇔ (iv) del Teorema 4.39, se puede comprobar que
w ∈ Bp,∞ si y solo si M : Λp(w) −→ Λp,∞(w). De esta manera, en el caso p > 1, como
Bp = Bp,∞ por el Teorema 4.31, resulta que la normabilidad de Λp(w) es también equivalente
a w ∈ Bp,∞ y a la acotación débil del operador maximal, M : Λp(w) −→ Λp,∞(w). Estas
equivalencias son las que se mantendrán para el caso p = 1, aunque antes de enunciar y
probar el resultado necesitamos un lema previo [20, Theorem 1.1].

Lema 4.40. Sea φ una función 1-cuasicóncava. Entonces existe una función φ̃ cóncava y
C > 0 tal que

Cφ̃(t) ≤ φ(t) ≤ φ̃(t), t > 0. (61)

Demostración. Definamos la función

φ̃(t) = sup

{ n∑
i=1

λiφ(ti) :
n∑

i=1

λi = 1,
n∑

i=1

λiti = t, ti, λi ≥ 0 ∀ i = 1, ..., n

}
,

para cada t > 0. Veamos en primer lugar que φ̃ está bien definida y cumple (4.40). Dado
t > 0, por definición está claro que φ(t) ≤ φ̃(t). Además, como φ es 1-cuasicóncava, dados
{λi}ni=1, {ti}ni=1 ⊂ [0,∞) cumpliendo que

∑n
i=1 λi = 1 y

∑n
i=1 λiti = t, se tiene que

n∑
i=1

λiφ(ti) ≤
n∑

i=1

λiCmáx

{
1,
ti
t

}
φ(t) ≤ C

( n∑
i=1

λi +
n∑

i=1

λi
ti
t

)
φ(t) = 2Cφ(t),

luego φ̃(t) ≤ 2Cφ(t).
Veamos que φ̃ es cóncava. En efecto, si consideramos t, s, ϵ > 0 y 0 ≤ α ≤ 1, sabemos que

existen {λi}ni=1, {ti}ni=1, {µj}mj=1, {sj}mj=1 ⊂ [0,∞) verificando

n∑
i=1

λi =
m∑
j=1

µi = 1,
n∑

i=1

λiti = t,

m∑
j=1

µjsj = s,

y
n∑

i=1

λiφ(ti) ≥ φ̃(t)− ϵ,
m∑
j=1

µjφ(sj) ≥ φ̃(s)− ϵ.
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Por tanto,

α

n∑
i=1

λiφ(ti) + (1− α)
m∑
j=1

µjφ(sj) ≥ αφ̃(t) + (1− α)φ̃(s)− ϵ,

Además,

α

n∑
i=1

λi + (1− α)
m∑
j=1

µj = 1,

y

α
n∑

i=1

λiti + (1− α)
m∑
j=1

µjsj = αt+ (1− α)s,

de donde se sigue que

φ̃(αt+ (1− α)s) ≥ αφ̃(t) + (1− α)φ̃(s)− ϵ

Como ϵ > 0 es arbitrario, concluimos que φ̃ es una función cóncava.

El siguiente resultado caracteriza la normabilidad de Λ1(w).

Teorema 4.41 (M. J. Carro, A. García del Amo, J. Soria [6]). Sea w un peso. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) Λ1(w) es normable.

(ii) w ∈ B1,∞.

(iii) M : Λ1(w) −→ Λ1,∞(w).

Demostración. (i) ⇒ (ii) Supongamos que Λ1(w) es normable. Observemos que en el argu-
mento utilizado en la implicación (i) ⇒ (ii) del Teorema 4.39, solo se utiliza la hipótesis
p > 1 para concluir que Bp,∞ = Bp por el Teorema 4.31. Por tanto, argumentando de la
misma manera para p = 1, concluimos que w ∈ B1,∞.

(ii) ⇔ (iii) La demostración es análoga a la equivalencia (iii) ⇔ (iv) del Teorema 4.39,
consecuencia inmediata de que (Mf)∗ ≈ f ∗∗ para toda f ∈ Λp(w) (Teorema 3.17).

(ii) ⇒ (i) Supongamos que w ∈ B1,∞. Por el Teorema 4.31 se tiene que W es 1- cua-
sicóncava, de manera que por el Lema 4.40 existe una función V cóncava y C1, C2 > 0 tal
que

C1V (t) ≤ W (t) ≤ C2V (t), t > 0.

Entonces, sabemos (véase [19, Theorem 1.1]) que existe un peso v decreciente verificando
que V (x) =

∫ x

0
v(t) dt para todo x > 0. Observemos que, dada f ∈ M0(Rn,mn), por la

Proposición 4.8 se tiene que

∥f∥Λp
X(w) =

(∫ ∞

0

ptp−1W (µf (t)) dt

)1/p

≤ C2

(∫ ∞

0

ptp−1V (µf (t)) dt

)1/p

= C2∥f∥Λp(v),

y análogamente C1∥f∥Λ1(v) ≤ ∥f∥Λp
X(w). Por tanto, se tiene que Λ1(w) = Λ1(v) y se cumple

(4.3) con ∥ · ∥Λ1(v). Finalmente, como v es decreciente, por el Teorema 4.35 concluimos que
(Λ1(w), ∥ · ∥Λ1(v)) = (Λ1(v), ∥ · ∥Λ1(v)) es normado, luego Λ1(w) es normable.
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Aunque el resultado anterior caracteriza completamente la normabilidad de Λ1(w), no
dice nada acerca de la norma con la que lo podemos dotar. Si bien en el caso p > 1 esta es
esencialmente ∥·∥Γp(w) y Λp(w) = Γp(w), para p = 1 esto deja de ser cierto. Lo que sí se puede
probar [26, Theorem 3.1] es que únicamente hay tres posibilidades para dicha norma: ∥ · ∥L1 ,
∥ ·∥Γ1(v) y ∥ ·∥L1 +∥ ·∥Γ1(v) para cierto peso v. Además, todas ellas pueden expresarse a través
de la función maximal f ∗∗. Antes de demostrar este resultado, debemos caracterizar algunas
inclusiones entre espacios de Lorentz (Teorema 4.42) y probar un lema auxiliar (Lema 4.44).

Teorema 4.42. Sean w, v pesos.

(i) Λ1(w) ↪−→ Γ1(v) si y solo si existe C1 > 0 tal que

W (r) ≥ C1

(
V (r) + r

∫ ∞

r

v(t)

t
dt

)
, r > 0. (62)

(ii) Γ1(v) ↪−→ Λ1(w) si y solo si existe C2 > 0 tal que

W (r) ≤ C2

(
V (r) + r

∫ ∞

r

v(t)

t
dt

)
, r > 0. (63)

(iii) Λ1(v) ↪−→ Λ1(w) si y solo si existe C3 > 0 tal que

W (r) ≤ C3V (r), r > 0.

Demostración. (i) Para la necesidad basta, dado r > 0, considerar E ⊂ Rn con |E| = r y
f = χE ∈ Λ1(w), ya que

W (r) =

∫ r

0

w(t) =

∫ ∞

0

χ∗
E(t)w(t) dt ≥ C

∫ ∞

0

χ∗∗
E (t)v(t) dt

= C

∫ ∞

0

mı́n{1, r/t}v(t) dt = C

(
V (r) + r

∫ ∞

r

v(t)

t
dt

)
.

(64)

Para la suficiencia, por (4.3) está claro que ((i)) es equivalente a la existencia de una constante
C > 0 tal que, para cada t > 0 y E ⊂ Rn medible, se cumple que ∥χE∥Γ1(v) ≤ C∥χE∥Λ1(w).
Consideremos f ∈ Λ1(w) cualquiera y una familia de conjuntos medibles {At}t≥0 ⊂ Rn tal que
|At| = mf (t) para cada t ≥ 0. Como f ∗ es decreciente y mf = mf∗ por la Proposición 2.28,
se tiene por (4.2), la Proposición 4.8 y el teorema de Fubini que
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∫ ∞

0

f ∗∗(t)v(t) dt =

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

A(χ(0,mf (s)))(t) ds

)
v(t) dt

=

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

A(χ∗
Es
)(t) ds

)
v(t) dt

=

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

χ∗∗
Es
(t) ds

)
v(t) dt

=

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

χ∗∗
Es
(t)v(t) dt

)
ds

≤ C

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

χ∗
Es
(t)w(t) dt

)
ds

= C

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

χ(0,mf (s))(t)w(t) dt

)
ds

= C

∫ ∞

0

W (mf (s)) ds

= C

∫ ∞

0

f ∗(t)w(t) dt.

(ii) La demostración es análoga a la de (i).
(iii) Al igual que en (i), para la necesidad basta, dado r > 0, considerar E ⊂ Rn con

|E| = r y f = χE ∈ Λ1(w), ya que

W (r) =

∫ r

0

w(t) dt =

∫ ∞

0

χ∗
E(t)w(t) dt ≤ C

∫ ∞

0

χ∗
E(t)v(t) dt = C

∫ r

0

w(t) dt = CV (r).

Para la suficiencia, dado f ∈ Λ1(v) cualquiera, por la Proposición 4.8 se tiene que∫ ∞

0

f ∗(t)w(t) dt =

∫ ∞

0

W (mf (s)) ds ≤ C

∫ ∞

0

V (mf (s)) ds =

∫ ∞

0

f ∗(t)v(t) dt.

Observación 4.43. Implícito en la demostración del Teorema 4.41 hemos probado que, si
Λ1(w) es normable, entonces existe un peso w̃ decreciente tal que Λ1(w) = Λ1(w̃) y se cumple
(4.3) con ∥ · ∥Λ1(w̃). Por tanto, para estudiar con qué tipo de normas podemos dotar a Λ1(w),
basta analizar cómo se comporta ∥ · ∥Λ1(w) cuando el peso w es decreciente.

Lema 4.44. Sea w un peso decreciente tal que w(∞) = 0. Entonces existe un peso v y
constantes C1, C2 > 0, de forma que se cumple ((i)) y ((ii)).

Demostración. Observemos que, si existe una función ϕ ∈ C2(R+) cóncava cumpliendo que
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ĺımt→∞ ϕ′(t) = 0, ĺımt→0 tϕ
′(t) = 0 y ϕ(0) = 0, entonces para cada r > 0 se tiene que

ϕ(r) =

∫ r

0

ϕ′(t) dt = rϕ′(r)− ĺım
t→0

tϕ′(t)−
∫ r

0

tϕ′′(t) dt

= r(ϕ′(r)− ĺım
t→∞

ϕ′(t))−
∫ r

0

tϕ′′(t) dt

= −r
∫ ∞

r

ϕ′′(t) dt−
∫ r

0

tϕ′′(t) dt

= r

∫ ∞

r

v(t)

t
dt+ V (r),

donde v(t) = −tϕ′′(t) ≥ 0 es un peso. Por tanto, basta encontrar una función ϕ en las
condiciones anteriores, y constantes C1, C2 > 0 de manera que C1W (r) ≤ ϕ(r) ≤ C2W (r)
para cada r > 0. Definamos

ϕ(r) =
1

r

∫ 2r

r

W̃ (t) dt =

∫ 2

1

W̃ (rt) dt, r > 0,

donde

W̃ (r) =
1

r

∫ 2r

r

W (t) dt =

∫ 2

1

W (rt) dt, r > 0,

Claramente ϕ ∈ C2(R+), y además es cóncava. En efecto, dados r, s > 0 y 0 ≤ λ ≤ 1, como
w es decreciente sabemos que W es cóncava, luego

λW̃ (r) + (1− λ)W̃ (s) =

∫ 2

1

λW (rt) + (1− λ)W (st) dt

≤
∫ 2

1

W ((λr + (1− λ)s)t) dt

= W̃ (λr + (1− λ)s).

Por tanto, W̃ es cóncava, y repitiendo el mismo argumento para ϕ, deducimos que ϕ también
es cóncava. Además, como W es creciente y w es decreciente,

W (r) ≤ W̃ (r) ≤ W (2r) = W (r) +

∫ 2r

r

w(t) dt ≤ 2W (r),

para cada r > 0, luego

W (r) ≤
∫ 2

1

W (rt) dt ≤ ϕ(r) ≤
∫ 2

1

2W (rt) dt ≤ 2W (2r) ≤ 4W (r),

para cada r > 0. De esta manera, como W (0) = 0, sabemos que ϕ(0) = 0. Por otro lado, se
tiene que

ϕ′(r) =
2W̃ (2r)− W̃ (r)

r
− 1

r2

∫ 2r

r

W̃ (t) dt

≥ 2W (r)− 2W (r)

r
− 1

r2

∫ 2r

r

2W (t) dt

≥ −2W̃ (r)

r
≥ −4W (r)

r
,
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y

ϕ′(r) =
2W̃ (2r)− W̃ (r)

r
− 1

r2

∫ 2r

r

W̃ (t) dt

≤ 4W (2r)−W (r)

r
− 1

r2

∫ 2r

r

W (t) dt

≤ 8W (r)−W (r)− W̃ (r)

r

≤ 6W (r)

r
,

para cada r > 0. Por tanto, ĺımt→0 tϕ
′(t) = ĺımt→0W (t) = 0, y como w es decreciente, es

fácil comprobar que ĺımt→∞W (t)/t = w(∞) = 0, luego ĺımt→∞ ϕ′(t) = 0. Esto concluye el
resultado.

Definición 4.45. Dada f : R+ → R+ integrable, se define el adjunto del operador de Hardy
sobre f como

A∗f(t) =

∫ ∞

t

f(s)

s
ds, t > 0.

Observación 4.46. (i) Por el Teorema de Fubini, está claro que A∗ es el adjunto del operador
de Hardy en el sentido clásico, i.e. para cada f, g : R+ → R+ integrables se cumple que∫ ∞

0

Af(x)g(x) dx =

∫ ∞

0

1

x

∫ x

0

f(t) dt g(x) dx =

∫ ∞

0

f(t)

∫ ∞

t

g(x)

x
dx dt=

∫ ∞

0

f(x)A∗g(x) dx.

(ii) El operador de Hardy cumple que AA∗ = A+A∗. En efecto, dada f : R+ → R+ integrable,
por el Teorema de Fubini se tiene que

A(A∗(f))(r) =
1

r

∫ r

0

∫ ∞

t

f(s)

s
ds dt

=
1

r

∫ ∞

0

∫ ∞

0

χ(0,r)(t)χ(0,s)(t)
f(s)

s
ds dt

=
1

r

∫ ∞

0

f(s)

s

∫ ∞

0

χ(0,r)(t)χ(0,s)(t) dt ds

=

∫ ∞

0

f(s)mı́n{1/r, 1/s} ds

=
1

r

∫ r

0

f(s) ds+

∫ ∞

r

f(t)

t
dt

= Af(r) + A∗f(r).

En particular, como A∗f es por definición decreciente, Af + A∗f también lo será.

Una vez probado el lema, ya estamos en condiciones de dar una caracterización de las
posibles normas sobre Λ1(w).
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Teorema 4.47 (J. Martín, J. Soria [26]). Sea w un peso decreciente.

(i) Existe un peso v tal que Λ1(w) = Γ1(v) y se cumple (4.3) con ∥ · ∥Γ1(v) si y solo si
w(∞) = 0.

(ii) Λ1(w) = L1 y se cumple (4.3) con ∥ · ∥L1 si y solo si w(∞) > 0, w ∈ L∞.

(iii) Existe un peso v tal que Λ1(w) = Γ1(v) ∩ L1, L1 ̸↪→ Γ1(v), Γ1(v) ̸↪→ L1 y se cumple
(4.3) con ∥ · ∥Γ1(v) + ∥ · ∥L1 si y solo si w(∞) > 0, w /∈ L∞.

Demostración. (i) Si existe un peso v tal que Λ1(w) = Γ1(v) y se cumple (4.3) con ∥ · ∥Γ1(v),
entonces por el Teorema 4.42 se verifica ((i)) y ((ii)). Además, por la Observación 4.46,

A(A∗(v))(r) = Av(r) + A∗v(r) =
V (r)

r
+ A∗v(r),

para cada r > 0. Por otro lado, está claro que ĺımr→∞A∗v(r) = 0, y como A(A∗(v)) es
decreciente, existe el límite

ĺım
r→∞

V (r)

r
= ĺım

r→∞
A(v)(r) = α ≥ 0,

y además,

α = ĺım
r→∞

A(v)(r) = ĺım
r→∞

A(v)(r) + A∗(v)(r) = ĺım
r→∞

A(A∗(v))(r).

Entonces, si α > 0 y 0 < ϵ < α, existe r0 > 0 tal que |A(v)(r)− α| < ϵ para cada r > r0. Sin
embargo, entonces

A(A∗(v))(r0) =

∫ ∞

r0

A(v)(t)

t
dt =

∫ ∞

r0

A(v)(t)− α

t
dt+α

∫ ∞

r0

1

t
dt ≥ (α−ϵ)

∫ ∞

r0

1

t
dt = ∞,

lo que supone una contradicción con ((i)). Por tanto, α = 0. Finalmente, como w es decre-
ciente, por ((ii)) se tiene que

0 ≤ w(∞) = ĺım
r→∞

W (r)

r
≤ C2 ĺım

r→∞
A(A∗(v))(r) = 0.

Recíprocamente, si w(∞) = 0 sabemos por el Lema 4.44 que existe un peso v verificando
((i)) y ((ii)). Por tanto, por el Teorema 4.42 se tiene que Λ1(w) ↪−→ Γ1(v) y Γ1(v) ↪−→ Λ1(w),
o equivalentemente, Λ1(w) = Γ1(v) y se cumple (4.3) con ∥ · ∥Γ1(v).

(ii) Observemos que L1 = Λ1(1), y que se cumpla (4.3) con ∥ · ∥L1 es equivalente a que
L1 ↪−→ Λ1(w) y Λ1(w) ↪−→ L1. Por tanto, por el Teorema 4.42 sabemos que L1 ↪−→ Λ1(w) si y
solo si W (r) ≤ C1r para todo r > 0, mientras que Λ1(w) ↪−→ L1(w) si y solo si W (r) ≥ C2r
para todo r > 0. Además, como w es decreciente, está claro que w ∈ L∞ si y solo si w(0) <∞.
El resultado se sigue de que

w(0) = ĺım
r→0

W (r)

r
, y w(∞) = ĺım

r→∞

W (r)

r
.
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(iii) Supongamos que existe un peso v tal que Λ1(w) = Γ1(v)∩L1, L1 ̸↪→ Γ1(v), Γ1(v) ̸↪→ L1

y se cumple (4.3) con ∥ · ∥Γ1(v) + ∥ · ∥L1 . Entonces, Λ1(w) ↪→ L1, luego por lo argumentado
en (ii) sabemos que w(∞) > 0. Además, si w ∈ L∞, por (ii) sabemos que L1 ↪−→ Λ1(w), luego
L1 ↪−→ Γ1(v), lo que supone una contradicción. Por tanto, w ̸∈ L∞.

Recíprocamente, supongamos que w(∞) > 0 y w /∈ L∞. Como w(∞) > 0, por lo anterior
sabemos que Λ1(w) ↪−→ L1. Entonces, definiendo u(t) = w(t) − w(∞), t > 0, se cumple que
u(∞) = 0, luego por (i) existe un peso v tal que Λ1(u) = Γ1(v) y se cumple (4.3) con ∥·∥Γ1(v).
Por tanto, dado f ∈ Λ1(w), por la Proposición 4.8 se tiene que

∥f∥Λ1(w) =

∫ ∞

0

f ∗(t)w(t) dt =

∫ ∞

0

f ∗(t)u(t) dt+w(∞)

∫ ∞

0

f ∗(t) dt = ∥f∥Λ1(u)+w(∞)∥f∥L1 ,

por lo que Λ1(w) = Λ1(u)∩L1 = Γ1(v)∩L1, y se cumple (4.3) con ∥·∥Γ1(v)+∥·∥L1 . Además, si
L1 ↪→ Γ1(v), entonces Λ1(w) = L1 y se cumple (4.3) con ∥ · ∥L1 , pero por (ii) esto implica que
w ∈ L∞, lo que supone una contradicción. De forma similar, si Γ1(v) ↪→ L1 = Γ1(1), entonces
Λ1(w) = Γ1(v) y se cumple (4.3) con ∥ · ∥Γ1(v), por lo que por el Teorema 4.42 sabemos que
existe C > 0 tal que

V (t)

t
+

∫ ∞

t

v(s)

s
ds ≥ C, t > 0,

luego

0 < C ≤ ĺım
t→∞

(
V (t)

t
+

∫ ∞

t

v(s)

s
ds

)
= ĺım

t→∞

V (t)

t
= v(∞),

Por tanto, por la Observación 4.37, Λ1(w) = Γ1(v) = {0}, lo que es una contradicción.

Por último, a modo de resumen, recojamos los resultados principales de esta sección en
el siguiente corolario.

Corolario 4.48. Sea w un peso y 0 < p < ∞. Entonces, Λp(w) es normable si y solo si
p ≥ 1, w ∈ Bp,∞.

Demostración. (⇐) Supongamos que p ≥ 1 y w ∈ Bp,∞. Si p > 1, por el Teorema 4.28
se tiene que w ∈ Bp, luego por el Teorema 4.39, Λp(w) es normable. En el caso p = 1, el
resultado se sigue del Teorema 4.41.

(⇒) Supongamos que Λp(w) es normable y 0 < p < 1. Si ∥ · ∥ es la norma equivalente
a ∥ · ∥Λp(w), argumentando como en el Teorema 4.35, podemos encontrar (fn)n ∈ SΛp(w) y
Cp > 0 tal que

1

N

∥∥∥∥ N∑
k=1

fk

∥∥∥∥ ≥ C

N

∥∥∥∥ N∑
k=1

fk

∥∥∥∥
Λp(w)

≥ CCpN
1/p−1.

para cada N ∈ N. Sin embargo, entonces existe N0 ∈ N verificando que ∥
∑N

k=1 fk∥ > N0,
lo que supone una contradicción. Por tanto, p ≥ 1. Además, si p > 1 sabemos por el Teore-
ma 4.39 que w ∈ Bp, luego por el Teorema 4.31 se tiene que w ∈ Bp,∞, mientras que si p = 1,
se cumple que w ∈ B1,∞ por el Teorema 4.41.
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4.4. Normabilidad de Λp,∞(w) y acotación fuerte del ope-
rador maximal

Al igual que hemos estudiado la normabilidad para los espacios de Lorentz Λp(w), se
puede caracterizar la normabilidad Λp,∞(w), y bajo qué condiciones el funcional ∥ · ∥Λp,∞(w)

define una norma [34]. Tal y como sucede para los espacios de Lorentz débiles estudiados en el
Capítulo 2, resulta que para los espacios de Lorentz débiles Λp,∞(w), ∥ · ∥Λp,∞(w) nunca puede
ser una norma (Teorema 4.49). Por otro lado, veremos que la normabilidad de ∥ · ∥Λp,∞(w)

es equivalente a la acotación fuerte del operador maximal M : Λp(w) → Λp(w), y a w ∈ Bp

(Teorema 4.52). Además, para cualquier 0 < p <∞, la norma equivalente será ∥ · ∥Γp,∞(w), y
por tanto conocemos perfectamente cómo renormar este espacio (a diferencia del caso Λ1(w),
analizado en el Teorema 4.47).

Teorema 4.49. Sea w un peso y 0 < p <∞. Entonces ∥ · ∥Λp,∞(w) no es una norma.

Demostración. Supongamos que ∥ · ∥Λp,∞(w) es una norma, y veamos que w = 0 a.e. Dado
x > 0 cualquiera, está claro que existen r1 > r2 > r3 > 0 cumpliendo que |B(0, r1)| = x,
|B(0, r2)| = 3x/4, |B(0, r3)| = x/4, luego podemos definir

f = W (x)1/pχB(0,r2) +W (3x/4)1/pχB(0,r1)\B(0,r2),

y
g = W (3x/4)1/pχB(0,r3) +W (x)1/pχB(0,r1)\B(0,r3).

A partir de (2.26) sabemos que

f ∗ = g∗ = W (x)1/pχ(0,3x/4) +W (3x/4)1/pχ[3x/4,x),

y como

f + g = 2W (x)1/pχB(0,r2)\B(0,r3) + (W (x)1/p +W (3x/4)1/p)χB(0,r3)∪(B(0,r1)\B(0,r2)),

se tiene que

(f + g)∗ = 2W (x)1/pχ(0,x/2) + (W (x)1/p +W (3x/4)1/p)χ[x/2,x).

Por tanto, sabiendo que W es creciente,

∥f∥Λp(w) = ∥g∥Λp(w) = máx

{
sup

0<t<3x/4

W (x)1/pW (t)1/p, sup
3x/4≤t<x

W (3x/4)1/pW (t)1/p
}

= W (x)1/pW (3x/4)1/p,

y

∥f + g∥Λp(w) = máx

{
sup

0<t<x/2

2W (x)1/pW (t)1/p, sup
x/2≤t<x

(W (x)1/p +W (3x/4)1/p)W (t)1/p
}

= máx

{
2W (x)1/pW (x/2)1/p, (W (x)1/p +W (3x/4)1/p)W (x)1/p

}
= (W (x)1/p +W (3x/4)1/p)W (x)1/p.
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De esta manera, como ∥ · ∥Λp,∞(w) es una norma y W es creciente,

2W (x)1/pW (3x/4)1/p ≤ (W (x)1/p +W (3x/4)1/p)W (x)1/p ≤ 2W (x)1/pW (3x/4)1/p,

luego,
W (x)1/p(W (x)1/p −W (3x/4)1/p) = 0.

De este modo sabemos que, o bien W (x) = 0, o bien W (x) = W (3x/4). Sin embargo, si
W (x) ̸= 0, procediendo recursivamente se tiene que W (x) = W ((3/4)nx) para cada n ≥ 1, y
como W (0) = 0 y W es continua, concluimos que W (x) = 0, lo que supone una contradicción.
Por tanto, hemos probado que W = 0, luego w = 0 a.e.

En cuanto al estudio de la normabilidad de Λp,∞(w), recordamos que esta es equivalente
a la existencia de una norma ∥ · ∥ sobre Λp,∞

X (w) y constantes C1, C2 > 0, verificando que

C1∥f∥ ≤ ∥f∥Λp,∞
X (w) ≤ C2∥f∥, f ∈ Λp,∞

X (w). (65)

La idea de la caracterización para Λp,∞(w) será similar a la de Λp
X(w), aunque antes debemos

introducir una clase de pesos (análoga a Bp) para la acotación débil-débil del operador de
Hardy.

Definición 4.50. Sea w un peso y 0 < p <∞. Decimos que w ∈ B∞
p,∞ si

A : Lp,∞
dec (w) −→ Lp,∞(w).

El siguiente resultado caracteriza cómo es la clase de pesos B∞
p,∞.

Teorema 4.51 (J. Soria [34]). Sea w un peso y 0 < p < ∞. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) w ∈ B∞
p,∞.

(ii)
∫ r

0

1

W (t)1/p
dt ≤ C

r

W (r)1/p
, r > 0.

Demostración. (i) ⇒ (ii) Supongamos que w ∈ B∞
p,∞. Observemos que

∥W−1/p∥Lp,∞(w) = sup
t>0

W (t)−1/pW (t)1/p = 1,

luego como W es creciente, W−1/p ∈ Lp,∞(w). Por tanto, existe C > 0 tal que

sup
r>0

A(W−1/p)(r)W (r)1/p = ∥A(W−1/p)∥Lp,∞(w) ≤ C∥W−1/p∥Lp,∞(w) = C,

o equivalentemente, ∫ r

0

1

W (t)1/p
dt ≤ C

r

W (r)1/p
,

para cada r > 0.
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(ii) ⇒ (i) Sea f ∈ Lp,∞(w) y r > 0 cualesquiera. Entonces,

Af(r)W (r)1/p =
1

r

(∫ r

0

f(t) dt

)
W (r)1/p ≤ 1

r

(∫ r

0

∥f∥Lp,∞(w)

W (t)1/p
dt

)
W (r)1/p

=

(∫ r

0

1

W (t)1/p
dt

)
W (r)1/p

r
∥f∥Lp,∞(w) ≤ C∥f∥Lp,∞(w).

Con este último resultado, ya estamos en condiciones de probar la caracterización de la
normabilidad de Λp,∞(w).

Teorema 4.52 (J. Soria [34]). Sea w un peso y y 0 < p < ∞. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) Λp,∞(w) es normable.

(ii) Λp,∞(w) = Γp,∞(w) y se cumple (4.3) con ∥ · ∥Γp,∞(w).

(iii) w ∈ Bp.

(iv) w ∈ B∞
p,∞.

(v) M : Λp(w) −→ Λp(w).

Demostración. (i) ⇒ (iv) Supongamos que Λp,∞(w) es normable, de modo que existe una
norma ∥ · ∥ sobre Λp,∞(w) y constantes C1, C2 > 0 verificando (4.4). Sea f ∈ Lp,∞

dec (w) y r > 0
cualesquiera. Tomando r̃ > 0 tal que |B(0, r̃)| = r y g̃ = χB(0,r̃), podemos argumentar como
en el Teorema 3.23 para concluir que existe f̃ ∈ Λp,∞(w) tal que f̃ ∗ = f y

(f̃ ∗ g̃)∗(t) ≥ C

∫ r

0

f(s) ds,

para todo 0 < t ≤ r. Por tanto, definiendo f̃x(y) = f(y− x) para cada x, y ∈ Rn, como W es
creciente se tiene que

C2

∥∥∥∥∫
Rn

g̃(x)f̃x(·) dx
∥∥∥∥ = C2∥f̃ ∗ g̃∥ ≥ ∥f̃ ∗ g̃∥Λp,∞(w)

= sup
t>0

(f̃ ∗ g̃)∗(t)W (t)1/p

= sup
r≥t>0

(f̃ ∗ g̃)∗(t)W (t)1/p

≥ C

(∫ r

0

f(s) ds

)
sup
r≥t>0

W (t)1/p

= C

(∫ r

0

f(s) ds

)
W (r)1/p.

(66)
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Observemos que, dado que ∥·∥ es equivalente a ∥·∥Λp,∞(w), y por la Proposición 4.10 sabemos
que (Λp,∞(w), ∥ · ∥Λp,∞(w)) es completo, se tiene que (Λp,∞(w), ∥ · ∥) es un espacio de Banach.
Por otro lado, la aplicación P : Rn → Λp,∞(w) dada por P (x) = f̃x, verifica que

∥P (x)∥Λp,∞(w) = ∥f̃x∥Λp,∞(w) = ∥f̃ ∗
x∥Lp,∞(w) = ∥f̃ ∗∥Lp,∞(w) = ∥f∥Lp,∞(w) <∞,

para cada x ∈ Rn, luego tomando dµ(x) = g̃(x) dx, se tiene que∫
Rn

∥P (x)∥ dµ(x) ≤ C−1
1

∫
Rn

g̃(x)∥P (x)∥Λp,∞(w) dx

= C−1
1 ∥f∥Lp,∞(w)

∫
Rn

g̃(x) dx

= C−1
1 ∥f∥Lp,∞(w)|B(0, r̃)|

= C−1
1 ∥f∥Lp,∞(w)r.

(67)

De esta manera, sabemos por la Observación 4.38 que P es Bochner-integrable, por lo que
por (4.4), (4.4) y la desigualdad integral de Minkowski (4.38), concluimos que

Af(r)W (r)1/p =
1

r

(∫ r

0

f(x) dx

)
W (r)1/p

≤ C−1C2

r

∥∥∥∥∫
Rn

g̃(x)f̃x(·) dx
∥∥∥∥

=
C−1C2

r

∥∥∥∥∫
Rn

P (x) dµ(x)

∥∥∥∥
≤ C−1C2

r

∫
Rn

∥P (x)∥ dµ(x)

≤ C−1C2C
−1
1 ∥f∥Lp,∞(w).

Por tanto A : Lp,∞
dec (w) −→ Lp,∞(w), luego w ∈ B∞

p,∞.
(iv) ⇒ (ii) Por la Proposición 2.42, sabemos que f ∗ ≤ f ∗∗ para cada f ∈ M0(Rn,mn),

luego ∥f∥Λp,∞(w) ≤ ∥f∥Γp,∞(w). Además, dada f ∈ Λp,∞(w), como w ∈ B∞
p,∞ y A(f ∗) = f ∗∗,

existe C > 0 tal que

∥f∥Γp,∞(w) = ∥A(f ∗)∥Lp,∞(w) ≤ C∥f ∗∥Lp,∞(w) = C∥f∥Λp,∞(w),

luego Λp,∞(w) = Γp,∞(w) y se cumple (4.4) con ∥ · ∥Γp,∞(w).
(ii) ⇒ (i) Por el Teorema 2.44, sabemos que (f + g)∗∗ ≤ f ∗∗ + g∗∗ para cualesquiera

f, g ∈ M0(Rn,mn). De esta manera, ∥ · ∥Γp,∞(w) es una norma sobre Γp,∞(w) = Λp,∞(w)
verificando (4.4), luego Λp,∞(w) es normable.

(iv) ⇒ (iii) Supongamos que w ∈ B∞
p,∞. Por el Teorema 4.51 existe C > 0 tal que∫ r

0

1

W (t)1/p
dt ≤ C

r

W (r)1/p
,
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y además, como W es creciente,∫ r

0

1

W (t)1/p
dt ≥

∫ r

0

1

W (r)1/p
dt =

r

W (r)1/p
,

para cada r > 0. Por tanto, definiendo la función

G(r) =

∫ r

0

1

W (t)1/p
dt, r > 0,

se tiene que
r

W (r)1/p
≤ G(r) ≤ C

r

W (r)1/p
, r > 0,

y como t/W (t)1/p es continua para todo t > 0, se sigue del teorema fundamental del cálculo
que G′(r) = 1/W (r)1/p para cada r > 0. Entonces, dado r > 0,∫ ∞

r

W (t)

tp+1
dt =

∫ ∞

r

W (t)1+1/p

tp+1

1

W (t)1/p
dt

=

∫ ∞

r

(
W (t)1/p

t

)p+1

G′(t) dt

≤ Cp+1

∫ ∞

r

1

G(t)p+1
G′(t) dt

= Cp+1

(
G(t)−p

p

∣∣∣∣∞
r

)
≤ Cp+1G(r)

−p

p

≤ Cp+1

p

W (r)

rp
,

luego por el Teorema 4.23, w ∈ Bp.
(iii) ⇒ (iv) Supongamos que w ∈ Bp. Definiendo la función F como en (4.2), sabemos

que existe C > 0 verificando (4.2) y además F ′(r) = F (r)2W (r)/rp+1 para cada r > 0. Por
tanto, dado r > 0, ∫ r

0

1

W (t)1/p
dt =

∫ r

0

(
t

W (t)1/p

)p+1
W (t)

tp+1
dt

≤ C1+1/p

∫ r

0

F (t)1+1/p F
′(t)

F (t)2
dt

= C1+1/p

∫ r

0

F (t)−1+1/pF ′(t) dt

= C1+1/p

(
pF (t)1/p

∣∣∣∣r
0

)
≤ C1+1/ppF (r)1/p

≤ (pC)1+1/p r

W (r)1/p
,
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luego por el Teorema 4.51, w ∈ B∞
p,∞.

(iii) ⇔ (v) La demostración es análoga a la equivalencia (iii) ⇔ (iv) del Teorema 3.23.

Observación 4.53. Tal y como hemos probado en los Teoremas 3.23 y 4.52, la normabilidad
de Λp

X(w) y Λp,∞(w) queda totalmente caracterizada por el peso w, y por la acotación del
operador maximal M . En particular:

(i) Si 1 < p <∞, entonces Λp(w) es normable si y solo si Λp,∞(w) es normable. Por tanto,
las siguientes acotaciones del operador maximal son equivalentes: M : Λp(w) → Λp(w),
M : Λp(w) → Λp,∞(w) y M : Λp,∞(w) → Λp,∞(w). Además, sabemos por el Teorema de
G. G. Lorentz y T. Shimogaki (Teorema 2.71), que esto es equivalente a que los índices
de Boyd αΛp(w), αΛp,∞(w) < 1.

(ii) Si p = 1, entonces si Λ1,∞(w) es normable, Λp(w) también lo es, pero el recíproco es
falso (basta tomar w = 1).

(iii) Si p < 1, entonces Λp(w) nunca es normable, mientras que Λp,∞(w) lo será siempre que
M : Λp(w) → Λp(w).

Finalmente, de los Teoremas 3.23, 4.52 y el Corolario 4.48, deducimos el siguiente resul-
tado.

Corolario 4.54. Sea w un peso y 0 < p <∞.

(i) Λp(w) es normable si y solo si p ≥ 1, w ∈ Bp,∞.

(ii) Λp,∞(w) es normable si y solo si w ∈ Bp.

De esta manera, la normabilidad del espacio “fuerte” Λp(w) resulta ser, sorprendentemente,
equivalente a la acotación débil del operador maximal M , mientras que la normabilidad del
espacio “débil” Λp,∞(w) es equivalente a la acotación fuerte del operador maximal M .
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Capítulo 5

La transformada de Hilbert sobre
espacios de Lorentz

La transformada de Hilbert es el ejemplo más fundamental de operador singular en una
variable, y ocupa un lugar central en el desarrollo de la teoría de integrales singulares de
Calderón-Zygmund. Su influencia se extiende a diversas áreas del análisis matemático, in-
cluyendo el análisis armónico o el análisis funcional, pero también trasciende hasta la óptica
y el procesamiento de señales. Además, su estudio ha dado lugar a un conjunto de herra-
mientas esenciales en el análisis armónico moderno: el uso del valor principal de Cauchy para
tratar singularidades, la regularización por truncamientos, el control mediante operadores
maximales o el análisis de los valores en la frontera de las partes imaginarias de funciones
analíticas.

En este capítulo estudiaremos la existencia y acotación de la transformada de Hilbert sobre
los espacios de Lorentz clásicos, así como su relación con la acotación del operador de Calderón
y las clases Bp. En la sección 5.1 introduciremos la transformada de Hilbert, y estudiaremos
su existencia y acotación sobre Lp a través del operador de Calderón (Teoremas 5.13 y 5.12).
En la sección 5.2 estudiaremos, al igual que se hizo para el operador de Hardy en el Capítulo 4,
la acotación (fuerte y débil) del adjunto del operador de Hardy sobre el cono de funciones
positivas y decrecientes de Lp(w) (Teoremas 5.20 y 5.23), lo que dará lugar a la aparición de
las clases B∗

∞ y Cp. Por último, en la sección 5.3 caracterizaremos la acotación fuerte y débil
de la transformada de Hilbert sobre los espacios de Lorentz Λp(w) a través de las clases Bp

y B∗
∞ (Teorema 5.28), e introduciremos los espacios de Calderón Cp(w).

El libro de referencia para la primera sección será [3], mientras que para las dos secciones
restantes nos guiaremos principalmente por [1, 29].

5.1. La transformada de Hilbert

El estudio de la transformada de Hilbert puede llevarse acabo mediante diversos enfoques.
Por un lado, podemos verla como una distribución temperada, y analizar sus propiedades
como un operador invariante por traslaciones (véase [17]), lo que nos lleva a hablar de los
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multiplicadores y sus propiedades. Sin embargo, en lo que a este trabajo concierne, bastará
definir este operador a través de una integral de valor principal, dejando de lado el hecho de
que viene dada por la convolución con la distribución temperada v.p. 1

πx
.

Definición 5.1. Se define la transformada de Hilbert como la aplicación que, a cada f ∈ L1
loc(R),

le asocia la función Hf : R → R dada por la integral de valor principal

Hf(x) = v.p.
1

π

∫ ∞

−∞

f(t)

x− t
dt = ĺım

ϵ→0

1

π

∫
|x−t|≥ϵ

f(t)

x− t
dt, x ∈ R, (68)

siempre que el límite exista a.e.

Observación 5.2. Es interesante destacar que la transformada de Hilbert puede definirse
también de forma implícita, esto es, sin hacer uso de una expresión explícita como (5.1).
Veamos algunas de ellas:

(i) Tal y como veremos más adelante (Teorema 5.13) la transformada de Hilbert está bien
definida sobre L2(R), y además se puede comprobar que

Ĥf(ξ) = −i sgn(ξ)f̂(ξ), ξ ∈ R

para cada f ∈ L2(R). Más aún, esta condición claramente caracteriza aH, i.e. la transformada
de Hilbert (sobre L2(R)) puede definirse como el operador cuyo multiplicador es la función
m(ξ) = −i sgn(ξ) (véase [17], [35])

(ii) Por otro lado, es fácil comprobar que la transformada de Hilbert conmuta con las
traslaciones, con las dilataciones, y anticonmuta con las reflexiones. De hecho [35, Proposi-
tion 3.1], la transformada de Hilbert es el único operador sobre L2(R) en estas condiciones,
lo que plantea otra definición alternativa.

Claramente, si existe la transformada de Hilbert, es un operador lineal. Sin embargo,
incluso para funciones relativamente “suaves”, como las funciones continuas de soporte com-
pacto, no es en absoluto trivial que la integral (5.1) exista a.e. Por tanto, el primer problema
que abordaremos sobre la transformada de Hilbert será el de su existencia. Como punto de
partida, observemos que si a < b es fácil comprobar que

Hχ(a,b) =
1

π
log

∣∣∣∣x− a

x− b

∣∣∣∣, (69)

para cada x ̸= a, b. De esta manera, la transformada de Hilbert existe a.e. para funciones
características de intervalos de longitud finita, y por tanto para funciones escalonadas, i.e.
funciones que toman un número finito de valores, cada uno de estos sobre una unión finita
de intervalos de longitud finita.

En este contexto, existe una analogía clara entre los problemas de existencia para la
transformada de Hilbert y la existencia del límite en el teorema de diferenciación de Lebesgue
(Teorema 3.10). En este último, la existencia a.e. del límite era bien conocida para un conjunto
de funciones denso en L1 (funciones continuas de soporte compacto), y el resultado se extendía
a todo L1 estableciendo control (Teorema 3.9) sobre el correspondiente operador maximal (el
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Capítulo 5. La transformada de Hilbert sobre espacios de Lorentz

operador maximal de Hardy-Littlewood M). Para la transformada de Hilbert, el conjunto
denso de L1 serán las funciones escalonadas, y para extender a todo L1 la existencia a.e. del
límite de

Hϵf(x) =
1

π

∫
|x−t|≥ϵ

f(t)

x− t
dt, x ∈ R,

cuando ϵ→ 0, será necesario introducir el siguiente operador maximal.

Definición 5.3. Dada f ∈ L1
loc(R), se define el operador maximal de Hilbert Hf de f como

Hf(x) = sup
ϵ>0

|Hϵf(x)|, x ∈ R. (70)

Además, el operador H : f → Hf se conoce como la transformada maximal de Hilbert.

Las estimaciones necesarias para el operador maximal de Hilbert serán consecuencia de
los siguientes lemas, que nos darán información acerca de las funciones de distribución de
funciones racionales.

Lema 5.4. Sean a1 < b1 < ... < an < bn y la función racional

g(x) =
n∏

k=1

x− ak
x− bk

, x ∈ R. (71)

Si λ ̸= 1, entonces la ecuación g(x) = λ tiene n soluciones distintas r1, ..., rn, las cuales
verifican

n∑
k=1

bk =
n∑

k=1

rk +
1

1− λ

n∑
k=1

(bk − ak). (72)

Además, si λ > 1, entonces

(λ− 1)|{g > λ}| = (λ+ 1)|{g < −λ}| =
n∑

k=1

(bk − ak).

Demostración. Observemos que g tiene un polo simple en bk para cada k = 1, ..., n y
ĺım|x|→∞ g(x) = 1, luego como λ ̸= 1, existen exactamente n soluciones distintas r1, ..., rn
de la ecuación g(x) = λ. Además, estas n soluciones serán las raíces del polinomio

p(x) =
n∑

k=0

pkx
k =

n∏
k=1

(x− ak)− λ

n∏
k=1

(x− bk).

Por tanto, sabemos que

n∑
k=1

rk = −pn−1/pn =
−1

1− λ

(
−

n∑
k=1

ak + λ
n∑

k=1

bk

)
,

que es equivalente a (5.4).
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5.1. La transformada de Hilbert

En el caso λ > 1, es fácil ver que {g > λ} =
⋃n

k=1(bk, rk), luego por lo anterior,

(λ− 1)|{g > λ}| = (λ− 1)
n∑

k=1

(rk − bk) =
n∑

k=1

(bk − ak).

La igualdad restante se prueba de forma análoga.

Lema 5.5. Sean t1 < ... < tn, m1, ...,mn ≥ 0 y la función

h(x) =
n∑

k=1

mk

x− tk
, x ∈ R.

Si λ ̸= 0, entonces la ecuación g(x) = λ tiene n soluciones distintas r1, ..., rn, las cuales
verifican

n∑
k=1

rk =
n∑

k=1

tk +
1

λ

n∑
k=1

mk.

Además, si λ > 0, entonces

|{h > λ}| = |{h < −λ}| = 1

λ

n∑
k=1

mk.

Demostración. Observemos que h tiene un polo simple en tk para cada k = 1, ..., n y
ĺım|x|→∞ h(x) = 0, luego como λ ̸= 0, existen exactamente n soluciones distintas r1, ..., rn
de la ecuación h(x) = λ. Además, estas n soluciones serán las raíces del polinomio

p(x) =
n∑

k=0

pkx
k =

n∑
k=1

mk

( n∏
j=1

j ̸=k

(x− tj)

)
− λ

n∏
j=1

(x− tj).

Por tanto, sabemos que
n∑

k=1

rk = −pn−1/pn =
n∑

k=1

tk +
1

λ

n∑
k=1

mk.

En el caso λ > 0, es fácil ver que {g > λ} =
⋃n

k=1(tk, rk), luego por lo anterior,

|{g > λ}| =
n∑

k=1

(rk − tk) =
1

λ

n∑
k=1

mk.

La igualdad restante se prueba de forma análoga.

A partir de (5.1), sabemos que si E es unión finita de intervalos disjuntos de longitud
finita, entonces HχE existe. Con la ayuda de los lemas anteriores, podemos determinar con
exactitud su función de distribución, que dependerá únicamente de |E|, y no de los intervalos
que lo componen. Además, el resultado continúa siendo cierto si E es un conjunto de medida
finita, para lo cual basta aproximar E por uniones finitas de intervalos disjuntos de longitud
finita.
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Capítulo 5. La transformada de Hilbert sobre espacios de Lorentz

Lema 5.6 (E. M. Stein, G. Weiss [37]). Sea E ⊂ R unión finita de intervalos disjuntos, cada
uno de ellos de longitud finita. Entonces

mHχE
(λ) =

2|E|
sinh(πλ)

, λ > 0.

Demostración. Por hipótesis sabemos que E =
⋃n

k=1(ak, bk), donde a1 < b1 < ... < an < bn.
Además, por (5.1) se tiene que

HχE(x) =
n∑

k=1

Hχ(ak,bk)(x) =
n∑

k=1

1

π
log

∣∣∣∣x− ak
x− bk

∣∣∣∣ = 1

π
log

∣∣∣∣ n∏
k=1

x− ak
x− bk

∣∣∣∣ = 1

π
log |g|,

donde g es la función racional dada por (5.4). Sea λ > 0 y F = {|HχE| > λ}, de modo que
|F | = mHχE

(λ). Podemos descomponer F como

F = {|g| > eπλ} ∪ {|g| < e−πλ} = F1 ∪ F2.

Aplicando el Lema 5.4 a g, llegamos a que

|F1| = |{g > eπλ}|+ |{g < −eπλ}| =
∑n

k=1(bk − ak)

eπλ − 1
+

∑n
k=1(bk − ak)

e−πλ + 1
=

|E|
sinh(πλ)

.

De forma similar, aplicando el Lema 5.4 a 1/g, llegamos a la misma conclusión para F2, de
modo que

mHχE
(λ) = |F | = |F1|+ |F2| =

2|E|
sinh(πλ)

.

En la demostración de la acotación en Lp (1 < p ≤ ∞) del operador maximal de Hardy-
Littlewood, la acotación en L∞ juega un rol crucial. Sin embargo, en el caso de la transformada
de Hilbert H o el operador maximal de Hilbert H esto deja de ser cierto, para lo cual
basta tener en cuenta (5.1). Alternativamente, la siguiente proposición nos dará por un lado
una estimación de tipo débil (1, 1) sobre funciones simples, y además cierto control en el
crecimiento en L∞ para funciones escalonadas.

Proposición 5.7. (i) Si f es una función simple con soporte acotado, entonces

t(Hf)∗(t) ≤ 64

π
∥f∥L1(R), t > 0. (73)

(ii) Si F es unión finita de intervalos disjuntos, cada uno de longitud finita, y f = χF ,
entonces

(Hf)∗(t) ≤ 2

π
sinh−1

(
64|F |
t

)
, t > 0. (74)
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5.1. La transformada de Hilbert

Demostración. Sea λ > 0. Tanto en (i) como en (ii) podemos descomponer

E = {Hf > λ} = {sup
ϵ>0

Hϵf > λ} ∪ {sup
ϵ>0

(−Hϵf) > λ} = E+ ∪ E−

Consideremos Ω ⊂ E+ compacto cualquiera. Está claro que, para cada x ∈ Ω, existe un
intervalo abierto de longitud finita Ix, centrado en x, tal que∫

R\Ix

f(t)

x− t
dt > πλ.

Observemos que, como Ω ⊂
⋃

x∈Ω Ix y Ω es compacto, por el Lema 3.7 existe {xj}nj=1 ⊂ Ω
de modo que, denotando Ij := Ixj

para cada j = 1, ..., n,

|Ω| ≤ 4
n∑

j=1

|Ij|, (75)

y ∫
R\Ij

f(t)

x− t
dt > πλ, j = 1, ..., n. (76)

Volviendo ahora al caso (i), está claro que si ∥f∥L1(R) = 0 se verifica ((i)), por lo que podemos
asumir que ∥f∥L1(R) > 0. Además, como (5.1) involucra un número finito de desigualdades,
existe ϵ > 0 tal que ∫

R\Ij

f(t)

x− t
dt > πλ+ ϵ, j = 1, ..., n. (77)

Sea δ := mı́n{|Ik| : k = 1, ..., n} y [−N,N ] un intervalo conteniendo el soporte de f y los
intervalos Ik. Entonces, podemos construir una partición (tk)

n
k=1 de [−N,N ] que contiene los

extremos de los intervalos Ij tal que

|tk+1 − tk| <
ϵδ2

4∥f∥L1(R)
, k = 1, ..., K − 1. (78)

Consideremos

mk =

∫ tk+1

tk

f(t) dt, y Aj = {k : (tk, tk+1) ̸⊂ Ij},

para cada k = 1, ..., K − 1 y j = 1, ..., n, y definamos las funciones

gj(y) =
∑
k∈Aj

mk

y − tk
, y ∈ R, j = 1, ..., n.

Observemos que, dado j = 1, ..., n cualquiera, por definición se tiene que (R\ Ij)∩ [−N,N ] =
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⋃
k∈Aj

[tk, tk+1], por lo que por (5.1),∣∣∣∣gj(x)− ∫
R\Ij

f(t)

xj − t
dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∑
k∈Aj

∫ tk+1

tk

f(t)

(
1

xj − tk
− 1

xj − t

)
dt

∣∣∣∣
≤
∑
k∈Aj

∫ tk+1

tk

|f(t)|
∣∣∣∣ t− tk
(xj − tk)(xj − t)

∣∣∣∣ dt
≤
∑
k∈Aj

∫ tk+1

tk

|f(t)| |tk+1 − tk|
(|Ij|/2)2

dt

≤ ϵ

∥f∥L1(R)

∑
k∈Aj

∫ tk+1

tk

|f(t)| dt ≤ ϵ.

Esto, junto con (5.1), implica que gj(xj) > πλ, y como gj es decreciente en Ij, gj(y) > πλ en
la mitad izquierda de Ij. Por tanto, por (5.1),

|Ω|
8

≤ 1

2

n∑
j=1

|Ij| ≤
n∑

j=1

|{gj > πλ} ∩ Ij|. (79)

Por otro lado, definiendo

h(y) =
K∑
k=1

mk

y − tk
, hj(y) =

∑
k/∈Aj

mk

y − tk
, y ∈ R, j = 1, ..., n,

se tiene que gj = h−hj para cada j = 1, ..., n. De esta manera, si gj(y) > πλ entonces o bien
h(y) > πλ/2, o bien hj(y) < −πλ/2, luego

|{gj > πλ} ∩ Ij| ≤ |{h > πλ/2} ∩ Ij|+ |{hj < −πλ/2}|. (80)

Por tanto, aplicando (5.1) y el Lema 5.6 para h y hj,

|Ω| ≤ 8

(
|{h > πλ/2}|+

n∑
j=1

|{hj < −πλ/2}|
)

≤ 8

(
2

πλ

K∑
k=1

mk +
n∑

j=1

2

πλ

∑
k/∈Aj

mk

)

=
32

πλ

K∑
k=1

mk =
32∥f∥L1(R)

πλ
.

(81)

Finalmente, como (5.1) se cumple para todo compacto Ω ⊂ E+, por la regularidad interior
de la medida de Lebesgue m también se cumple para E+. Razonando de forma análoga se
llega a la misma estimación para E−, de modo que

mHf (λ) = |E| = |E+|+ |E−| ≤
64∥f∥L1(R)

πλ
,
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5.1. La transformada de Hilbert

para cada λ > 0, y por tanto,

(Hf)∗(t) ≤
64∥f∥L1(R)

πt
,

para cada t > 0.
La demostración de (ii) sigue la misma idea. Dado λ > 0, construyamos intervalos I1, ..., In

verificando (5.1) y (5.1) y las funciones

gj(y) =

∫
R\Ij

f(t)

y − t
dt, y ∈ R, j = 1, ..., n.

Entonces, (5.1) implica que gj(xj) > πλ, por lo que como gj decrece en Ij, se cumple (5.1)
para gj. Además, como f = χF con F unión finita de intervalos de longitud finita, podemos
escribir

gj = πHχF − πHχF∩Ij = h− hj,

luego se verifica (5.1). Además, por el Lema 5.6,

mh(πλ/2) =
2|F |

sinh(πλ/2)
, mhj

(πλ/2) =
2|F ∩ Ij|
sinh(πλ/2)

,

de modo que por (5.1) y (5.1),

|Ω| ≤ 32|F |
sinh(πλ/2)

.

Así, procediendo como en (i), concluimos que

mHf (λ) = |E| ≤ 64|F |
sinh(πλ/2)

,

para cada λ > 0, o equivalentemente,

(Hf)∗(t) ≤ 2

π
sinh−1

(
64|F |
t

)
,

para cada t > 0.

Al igual que el operador de Hardy apareció de forma natural en el estudio del operador
maximal de Hardy-Littlewood, cuando trabajamos con la transformada de Hilbert aparece
otro operador con un papel muy similar, conocido como el operador de Calderón.

Definición 5.8. Se define el operador de Calderón como la aplicación que, a cada función
f : R+ → R+ integrable, le asocia la función Sf dada por la suma del operador de Hardy y
su adjunto, i.e.

Sf(t) = Af(t) + A∗f(t) =
1

t

∫ t

0

f(s) ds+

∫ ∞

t

f(s)

s
ds, t > 0.
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Capítulo 5. La transformada de Hilbert sobre espacios de Lorentz

Observación 5.9. Sea f : R+ → R+ una función integrable.
(i) Por la Observación 4.46, sabemos que se puede expresar el operador de Calderón como

S = A ◦ A∗ = A∗ ◦ A, o de forma más explícita,

Sf(t) =

∫ ∞

0

f(s)mı́n

{
1,
s

t

}
ds

s
, t > 0. (82)

En particular, Sf es decreciente.
(ii) A partir de (5.9), está claro que

tSf(t) =

∫ ∞

0

f(s)mı́n{t, s}ds
s
, t > 0.

Por tanto, tSf(t) es una función creciente, y se verifica que

Sf ∗(t) ≤ máx

{
1,
t0
t

}
Sf ∗(t0), t, t0 > 0.

En particular, o bien Sf ∗(t) = ∞ para todo t > 0, o bien Sf ∗(t) <∞ para todo t > 0.
(iii) Como S(f ∗) es decreciente, sabemos que [S(f ∗)]∗ = S(f ∗), por lo que por (i) se

tiene que

S(f ∗)∗∗ = (A ◦ S)(f ∗) = (A ◦ A∗ ◦ A)(f ∗) = (S ◦ A)(f ∗) = S(f ∗∗).

El siguiente resultado sigue la misma idea del Teorema 3.17, pero con el operador maximal
de Hilbert y el operador de Calderón como protagonistas.

Teorema 5.10. Sea f ∈ L1
loc(R). Entonces existe una constante c > 0, independiente de f ,

cumpliendo que
(Hf)∗(t) ≤ cSf ∗(t), t > 0. (83)

Demostración. Supongamos en primer lugar que f = χF , donde F es unión finita de intervalos
disjuntos de longitud finita, de modo que por el Lema 5.7 se cumple ((ii)). Observemos que

sinh−1(x) = log(x+ (1 + x2)1/2) ≤ log(2x+ 1), x > 0.

Además, si x ≥ 1, 2x + 1 ≤ 3x ≤ e2x, luego log(2x + 1) ≤ 2(1 + log x), mientras que si
0 < x < 1, entonces log(2x+ 1) ≤ 2x. Por tanto,

(HχF )
∗(t) ≤ 2

π
sinh−1

(
64|F |
t

)
≤ 4

π


1 + log

(
64|F |
t

)
, 0 < t < 64|F |

64|F |
t

, 64|F | ≤ t <∞,

para cada t > 0, y podemos reescribir el lado derecho como

4

π

∫ 64|F |

0

mı́n

{
1,
s

t

}
ds

s
=

4

π

∫ |F |

0

mı́n

{
1,

64s

t

}
ds

s
≤ 256

π

∫ |F |

0

mı́n

{
1,
s

t

}
ds

s

=
256

π
S(χ(0,|F |))(t) =

256

π
S(χ∗

F )(t),
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luego tomando c = 256/π,
(HχF )

∗(t) ≤ cS(χ∗
F )(t).

Ahora, supongamos que f = χF , con F un conjunto medible y acotado de R. Enton-
ces, sabemos que existe una sucesión de conjuntos {Fn}n∈N ⊂ R, cada uno unión finita de
intervalos disjuntos, verificando que

ĺım
n→∞

|F△Fn| = 0. (84)

Como F está acotado, existe un intervalo I acotado conteniendo a F , y como reemplazar Fn

por Fn ∩ I no afecta a la convergencia de (5.1), podemos asumir sin pérdida de generalidad
que Fn ⊂ I para cada n ∈ N. Además,

ĺım
n→∞

∫
R
|χF − χFn| dm = ĺım

n→∞
|F△Fn| = 0,

luego pasando a una subsucesión, podemos asumir que χFn → χF a.e. Por otro lado, dado
ϵ > 0 y x ∈ R, por el teorema de la convergencia dominada,

|HϵχF (x)| = ĺım
n→∞

|HϵχFn(x)| ≤ ĺım inf
n→∞

HχFn(x).

Como esto es válido para todo ϵ > 0, se tiene que

HχF ≤ ĺım inf
n→∞

HχFn ,

y por tanto, (HχF )
∗ ≤ ĺım infn→∞(HχFn)

∗. De esta manera, aplicando el caso anterior a cada
χFn , deducimos que

(HχF )
∗ ≤ ĺım inf

n→∞
(HχFn)

∗ ≤ c ĺım inf
n→∞

S(χ∗
Fn
). (85)

Por último, observemos que

|S(χ∗
F )(t)− S(χ∗

Fn
)(t)| =

∣∣∣∣ ∫ |I|

0

(χ∗
F − χ∗

Fn
)(s)mı́n

{
1,
s

t

}
ds

s

∣∣∣∣
≤ 1

t

∫ |I|

0

|χ∗
F − χFn|(s) ds

= |(0, |F |)△(0, |Fn|)| ≤
|F△Fn|

t
,

para cada t > 0 y n ∈ N. En consecuencia, S(χ∗
Fn
)(t) → S(χ∗

F )(t) para todo t > 0, luego
por (5.1) concluimos que se verifica (5.10) siempre que f = χF con F un conjunto medible y
acotado de R.

Supongamos a continuación que f es una función simple no negativa con soporte acotado,
i.e. f =

∑N
i=1 aiχFi

donde ai ≥ 0, cada Fi es un conjunto medible y acotado de R y además
F1 ⊂ F2 ⊂ ... ⊂ FN . Entonces, por el Ejemplo 2.26 sabemos que f ∗ =

∑N
i=1 aiχ(0,|Fi|). De este
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modo, por la subaditividad de H y del operador g → g∗∗ (Teorema 2.44), la linealidad de S
y A, la Observación 5.9 y la estimación (5.10) para cada χFi

, obtenemos que

(Hf)∗∗(t) ≤
N∑
i=1

ai(HχFi
)∗∗(t) ≤ c

N∑
i=1

aiS(χ
∗
Fi
)∗∗(t)

= c
N∑
i=1

aiA(S(χ
∗
Fi
))(t) = cA

(
S

( N∑
i=1

aiχ
∗
Fi

))
(t)

= c

[
S

( N∑
i=1

aiχ
∗
(0,|Fi|)

)]∗∗
(t) = c[S(f ∗)]∗∗(t) = cS(f ∗∗)(t),

(86)

para cada t > 0. Por otro lado, dado t > 0 cualquiera y E = {f > f ∗(t)}, si definimos

g = (f − f ∗(t))χE, h = f ∗(t)χE + fχR\E,

entonces f = g + h, y para cada s > 0,

g∗(s) = [f ∗(s)− f ∗(t)]+, h∗(s) = mı́n{f ∗(s), f ∗(t)}.

Además, como f es una función simple no negativa con soporte acotado, también lo son g y
h. Por tanto, aplicando la Proposición 5.7 a g, obtenemos que

(Hg)∗(t/2) ≤ c

t
∥g∥L1(R) =

c

t

∫ t

0

(f ∗(s)− f ∗(t)) ds,

Por otro lado, sabemos que se verifica (5.1) para h, i.e. (Hh)∗∗(t) ≤ cS(h∗∗)(t). Además,
como f ∗ es decreciente, h∗(s) = f ∗(t) para cada 0 < s ≤ t, luego h∗∗(s) = f ∗(t) para cada
0 < s ≤ t. Entonces, por la Observación 5.9,

(Hh)∗∗(t) ≤ cS(h∗∗)(t) = c

[
1

t

∫ t

0

h∗∗(s) ds+ A∗(h∗∗)(t)

]
= c

[
f ∗(t) + A∗(A(h∗))(t)

]
= c

[
f ∗(t) + A(h∗)(t) + A∗(h∗)(t)

]
= c

[
f ∗(t) +

1

t

∫ t

0

h∗(s) ds+

∫ ∞

t

h∗(s)

s
ds

]
≤ 2c

[
f ∗(t) +

∫ ∞

t

f ∗(s)

s
ds

]
.

Finalmente, observando que (Hh)∗(t/2) ≤ (Hh)∗∗(t/2) ≤ 2(Hh)∗∗(t) para cada t > 0, con-
cluimos por la Proposición 2.28 que

(Hf)∗(t) ≤ (Hg)∗(t/2) + (Hh)∗(t/2)

≤ 4c

(
1

t

∫ t

0

(f ∗(s)− f ∗(t)) ds+ f ∗(t) +

∫ ∞

t

f ∗(s)

s
ds

)
= 4cS(f ∗)(t),
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lo que demuestra (5.10) para todas las funciones simples no negativas y con soporte acotado.
Ahora, supongamos que f es una función medible no negativa. Si Sf ∗(t) = ∞ para todo

t > 0, entonces (5.10) es trivialmente cierto, por lo que por la Observación 5.9 podemos
asumir que Sf ∗(t) < ∞ para todo t > 0. Consideremos una sucesión (fn)

∞
n=1 de funciones

simples no negativas con soporte acotado tal que fn ↑ f a.e. Entonces, por la Proposición 2.28
sabemos que f ∗

n ↑ f ∗, luego por el teorema de la convergencia monótona, Sf ∗
n(t) ↑ Sf ∗(t)

para cada t > 0. Por otro lado, dados ϵ > 0 y x ∈ R, por la desigualdad de Hardy-Littlewood
(Teorema 2.33), se tiene que∫

|x−t|≥ϵ

∣∣∣∣ f(t)x− t

∣∣∣∣ dt = ∫
R
|f(t)||g(x− t)| dt ≤

∫ ∞

0

f ∗(t)g∗(t) dt

=

∫ ∞

0

f ∗(s)2mı́n

{
1

ϵ
,
1

s

}
ds = 2Sf ∗(ϵ) <∞,

(87)

donde g(t) = χR\(−ϵ,ϵ)(t)/t, y es fácil comprobar que g∗(s) = 2mı́n{1/ϵ, 1/s}. Por tanto, por
el teorema de la convergencia dominada,

|Hϵf(x)| = ĺım
n→∞

|Hϵfn(x)| ≤ ĺım inf
n→∞

Hfn(x).

De esta manera, tomando el supremo sobre ϵ > 0, pasando a las reordenadas decrecientes y
aplicando (5.10) a cada fn, concluimos que

(Hf)∗(t) ≤ ĺım inf
n→∞

(Hfn)∗(t) ≤ 4c ĺım inf
n→∞

Sf ∗
n(t) = 4cSf ∗(t)

para cada t > 0, luego (5.10) se mantiene si f es una función medible no negativa.
Finalmente, si f toma valores positivos y negativos, basta aplicar (5.10) a f+ y f−. Como

(f+)
∗ ≤ f ∗ y (f−)

∗ ≤ f ∗, deducimos que

(Hf)∗(t) ≤ (Hf+)∗(t/2) + (Hf−)∗(t/2)

≤ 2

(
(Hf+)∗(t) + (Hf−)∗(t)

)
≤ 8c

(
Sf ∗

+(t) + Sf ∗
−(t)

)
≤ 16cSf ∗(t),

para cada t > 0, lo que concluye la demostración.

Observación 5.11. Es bien sabido que, tal y como sucede en un espacio de medida general,
las funciones simples son densas en L1(R). Sin embargo, en este caso las funciones escalonadas
también definen una clase densa en L1(R). Para verlo, basta considerar un conjunto medible
E ⊂ R acotado. Es fácil comprobar que, para cada n ∈ N, se puede encontrar un conjunto
En que es unión finita de intervalos tal que |En△E| < 1/n. Por tanto, χEn es una función
escalonada tal que ∫

R
|χE(t)− χEn(t)| dt = |En△E| < 1/n.
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De esta manera, podemos aproximar las funciones características de conjuntos medibles aco-
tados mediante funciones escalonadas. Aplicando el argumento estándar en estas situaciones,
deducimos que la funciones características de conjunto medibles arbitrarios también se pue-
den aproximar por funciones escalonadas, y por linealidad, también es posible aproximar
las funciones simples. Por tanto, la densidad de las funciones simples en L1(R) implica la
densidad de las funciones escalonadas.

A partir del resultado anterior, podemos dar un criterio muy útil para la existencia de la
transformada de Hilbert.

Teorema 5.12. Sea f ∈ L1
loc(R) tal que Sf ∗(t0) <∞ para algún t0 > 0. Entonces Hf existe

a.e. y se cumple que
(Hf)∗(t) ≤ cSf ∗(t), t > 0. (88)

Demostración. Dado N ∈ N, sea g = fχ(−2N,2N) y h = f−g. Por la Observación 5.9, sabemos
que Sf ∗(t) <∞ para todo t > 0. Además, para cada 0 < ϵ < N y x ∈ (−N,N), se tiene que
Hϵh(x) = HNh(x), y por (5.1),

|HNh(x)| ≤
1

π

∫
|x−t|≥N

∣∣∣∣ f(t)x− t

∣∣∣∣ dt ≤ 2

π
Sf ∗(N) <∞.

Por tanto, (Hf)(x) = ĺımϵ→0Hϵh(x) existe para cada x ∈ (−N,N). Por otro lado, notemos
que g ∈ L1, ya que por la desigualdad de Hardy-Littlewood (Teorema 2.33),∫

R
|g(x)| dx =

∫ 2N

−2N

|f(t)| dt ≤
∫ 4N

0

f ∗(t) dt ≤ 4NSf ∗(4N) <∞.

Definamos ahora, para cada función k integrable,

Ωk(x) =

∣∣∣∣ ĺım sup
ϵ→0

Hϵk(x)− ĺım inf
ϵ→0

Hϵk(x)

∣∣∣∣.
Entonces, Ωk ≤ 2Hk y Ω(g − ϕ) = Ωg para cualquier función escalonada ϕ, dado que por
(5.1) la transformada de Hilbert existe a.e. para funciones escalonadas. Por tanto, por el
Teorema 5.10, la Proposición 2.30 y la Observación 5.9,

(Ωg)∗(t) ≤ 2(H(g − ϕ))∗(t) ≤ 2cS(g − ϕ)∗(t) ≤ 2c

t

∫ ∞

0

(g − ϕ)∗(s) ds =
2c

t
∥g − ϕ∥L1(R).

Por la Observación 5.11 sabemos que las funciones escalonadas son densas en L1(R), por lo
que el lado derecho puede hacerse tan pequeño como se quiera, luego Ωg(x) = 0 a.e. y existe
el límite (Hg)(x) = ĺımϵ→0Hϵg(x) a.e. De esta manera, Hf(x) = Hg(x)+Hh(x) existirá a.e.
x ∈ (−N,N), y como N ∈ N es arbitrario, existirá a.e. x ∈ R. Por último, como |Hf | ≤ Hf ,
(5.12) se sigue de (5.10).

En cierto modo, el hecho de que el operador de Calderón S domine a la transformada de
Hilbert H es algo realmente natural. Sabiendo que S es la suma de Hardy y su conjugado, la
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5.1. La transformada de Hilbert

aparición del operador de Hardy provoca que la transformada de Hilbert no esté acotada en
L1(R), mientras que su adjunto impide la acotación en L∞(R). El siguiente resultado, obra
conjunta de A. N. Kolmogorov en 1925 y M. Riesz en 1928, exhibe la acotación débil (1, 1) de
la transformada de Hilbert, y su acotación fuerte en Lp(R) para 1 < p <∞ respectivamente.

Teorema 5.13. (i) (M. Riesz [31]) Si 1 < p <∞, entonces H : Lp(R) → Lp(R).

(ii) (A. N. Kolmogorov [18]) H : L1(R) → L1,∞(R).

Demostración. Observemos en primer lugar que, si 1 ≤ p <∞ y f ∈ Lp(R), entonces por la
desigualdad de Hölder y la Proposición 2.30,

Sf ∗(1) =

∫ ∞

0

f ∗(s)mı́n

{
1,

1

s

}
ds ≤ ∥f∥Lp(R)

∥∥∥∥mı́n

{
1,

1

s

}∥∥∥∥
Lp′ (0,∞)

<∞.

Por tanto, por el Teorema 5.12, la transformada de Hilbert está bien definida para f ∈ Lp,
con 1 ≤ p <∞.

(i) Supongamos que 1 < p < ∞ y f ∈ Lp(R). Entonces, por la Proposición 2.30, el
Teorema 5.12 y las desigualdades de Hardy (Lema 3.18),

∥Hf∥Lp(R) = ∥(Hf)∗∥Lp(0,∞) ≤ c∥Sf ∗∥Lp(0,∞) ≤ c

(
∥Af ∗∥Lp(0,∞) + ∥A∗f ∗∥Lp(0,∞)

)
= c

[(∫ ∞

0

(
1

t

∫ t

0

f ∗(s) ds

)p

dt

)1/p

+

(∫ ∞

0

(∫ ∞

t

f ∗(s)

s
ds

)p

dt

)1/p]
≤ c(p′ + p)

(∫ ∞

0

f ∗(s)p ds

)1/p

= c(p′ + p)∥f∥Lp(R).

(ii) En el caso p = 1, si f ∈ L1(R) se tiene por la Proposición 2.30, el Teorema 5.12 y la
Observación 5.9 que

∥Hf∥L1,∞(R) = sup
t>0

t(Hf)∗(t) ≤ c sup
t>0

tSf ∗(t)

= c sup
t>0

∫ ∞

0

f ∗(s)mı́n

{
1,
t

s

}
ds

≤ c

∫ ∞

0

f ∗(s) ds = c∥f∥L1(R).

Observación 5.14. (i) Obviamente, las estimaciones del Teorema 5.13 se mantienen si tra-
bajamos con el operador maximal de Hilbert H.

(ii) La transformada de Hilbert, aparte de no estar acotada en L∞, no está ni siquiera
bien definida. Sin embargo, es posible regularizarla para que coincida con (5.3) sobre la clase
de Schwartz S(R) (densa en Lp para 1 ≤ p <∞), y esté bien definida sobre L∞. Además, en
tal caso se puede probar [13, Theorem 1] que H : L∞(R) → BMO, donde BMO es la clase
de funciones con integral oscilatoria acotada en R. Históricamente, esto junto al hecho de
que H : H1 → L1(R), invitaba a pensar que el dual de H1 era BMO, lo cual fue probado
finalmente en [13, Theorem 2].
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Capítulo 5. La transformada de Hilbert sobre espacios de Lorentz

El Teorema 5.10 establece la dominación de la reordenada de la transformada de Hilbert
por el operador de Calderón, pero no menciona ninguna relación en el otro sentido. Aunque
la reordenada del operador maximal de Hardy-Littlewood también domina al operador de
Hardy, la transformada de Hilbert necesita ser evaluada en una cierta función equimedible
con f para cumplir la desigualdad análoga. Tal y como veremos en las siguientes secciones,
esto no supondrá mayor problema, dado que los espacios de Lorentz Λp(w) son invariantes
por reordenamientos.

Proposición 5.15. Sea f ∈ L1
loc(R) tal que Sf ∗(t0) <∞ para algún t0 > 0. Entonces existe

una función g equimedible con f verificando que

Sf ∗(t) ≤ 2π(Hg)∗(t), t > 0. (89)

Demostración. Como por la Proposición 2.28 sabemos que f y f ∗ son equimedibles, está
claro que la función

g(x) =

 0, x ≥ 0

f ∗(−x), x < 0,

también será equimedible con f . En particular, Sg∗(t0) = Sf ∗(t0) < ∞, por lo que por el
Teorema 5.12 sabemos que Hg existe a.e. Además, si x > 0, se sigue de la Observación 5.9
que

Hg(x) =
1

π

∫ ∞

0

f ∗(t)

x+ t
dt ≥ 1

2π

∫ ∞

0

f ∗(t)mı́n

{
1

x
,
1

t

}
dt =

1

2π
Sf ∗(t),

Por tanto,

|Hg(x)| ≥


1

2π
Sf ∗(t), x > 0

0, x ≤ 0

, x ∈ R

de donde se deduce (5.15) tomando reordenadas decrecientes.

Observación 5.16. En algunos lugares (véase [29], [32] entre otros), el Teorema 5.12 y la
Proposición 5.15, pueden encontrarse bajo la afirmación de que

c(Hf)∗(t) ≤ Sf(t) ≤ C(Hf ∗)∗(t), t > 0, (90)

donde se sobreentiende que Hf ∗ es la transformada de Hilbert de g (que viene a ser extender
f ∗ por 0 a R− y realizar una reflexión).

5.2. El operador adjunto de Hardy y la clase B∗
∞

Desde que, en 1991, M. A. Ariño y B. Muckenhoupt [2] caracterizaron la acotación del
operador maximal de Hardy-Littlewood,

M : Λp(w) −→ Λp(w),
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se buscó reutilizar las técnicas empleadas en dicho resultado para caracterizar la acotación de
otros operadores clásicos sobre los espacios de Lorentz Λp(w). En 1992, C. J. Neugebauer y
K. F. Andersen [29, 1] caracterizaron de forma independiente la acotación de la transformada
de Hilbert sobre Λp(w) partiendo de la desigualdad (5.16), que establece la equivalencia

H : Λp(w) −→ Λp(w) ⇐⇒ S : Lp
dec(w) −→ Lp(w). (91)

Sabiendo que S = A + A∗, y que la acotación del operador de Hardy A sobre el cono de
funciones positivas y decrecientes de Lp(w) está ya caracterizada por el Teorema 4.23, el
problema (5.2) se reduce a estudiar la acotación del adjunto del operador de Hardy A∗ sobre
ese mismo cono.

Definición 5.17. Sea w un peso. Decimos que w ∈ B∗
∞ si∫ r

0

W (t)

t
dt ≤ CW (r), r > 0.

En el Capítulo 4 vimos que la acotación del operador de Hardy A sobre Lp
dec(w) quedaba

caracterizada por la clase de pesos Bp, y por la Observación 4.26 que Bp ̸= Bq para cada
p ̸= q. Sin embargo, en ese sentido la acotación del adjunto del operador de Hardy A∗ sobre
Lp

dec(w) resulta ser sorprendente, dado que vendrá caracterizada por la clase de pesos B∗
∞

(Teorema 5.20), que no depende de p. Antes de probar este teorema, veamos un lema previo.

Observación 5.18. Recordamos que la función beta [36] se define como la integral

B(z, w) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1 dt, Re(z),Re(w) > 0.

Además, es fácil comprobar que la función beta es simétrica, y se puede expresar en términos
de la función gamma como

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
, Re(z),Re(w) > 0.

Lema 5.19. Sea w un peso. Si se cumple que∫ r

0

logp0
(
r

x

)
w(x) dx ≤ CW (r), r > 0, (92)

para algún 0 < p0 <∞, entonces se cumple para todo 0 < p <∞.

Demostración. En primer lugar observemos que, dados 0 < p < p1 arbitrarios, se tiene que
xp ≤ 1 + xp1 para cada x > 0. De este modo,∫ r

0

logp
(
r

x

)
w(x) dx ≤

∫ r

0

[
1 + logp1

(
r

x

)]
w(x) dx = W (r) +

∫ r

0

logp1
(
r

x

)
w(x) dx, (93)

luego si se cumple (5.19) para p = p0, también lo hará para todo 0 < p < p0. Por tanto,
para probar (5.19) para todo 0 < p <∞, basta encontrar una sucesión (tn)n∈N ⊂ R+ tal que
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tn → ∞ y se verifica (5.19) con p = tn para cada n ∈ N. Supongamos que se verifica (5.19)
para algún 0 < p0 < ∞. Entonces, realizando el cambio de variable s = log(r/t)/ log(r/x)
deducimos que

∫ r

x

logp0−1

(
r

t

)
logp0

(
t

x

)
dt

t
=

∫ r

x

logp0−1

(
r

t

)[
log

(
r

x

)
− log

(
r

t

)]p0 dt
t

=

∫ 1

0

logp0−1

(
r

x

)
sp0−1 logp0

(
r

x

)
(1− s)p0 log

(
r

x

)
ds

= log2p0
(
r

x

)∫ 1

0

sp0−1(1− s)p0 ds

= B(p0, p0 + 1) log2p0
(
r

x

)
,

para cada 0 < x < r. Por tanto, por (5.2) y el Teorema de Fubini,

∫ r

0

log2p0
(
r

x

)
w(x) dx =

1

B(p0, p0 + 1)

∫ r

0

w(x)

∫ r

x

logp0−1

(
r

t

)
logp0

(
t

x

)
dt

t
dx

=
1

B(p0, p0 + 1)

∫ r

0

logp0−1

(
r

t

)
1

t

∫ t

0

logp0
(
t

x

)
w(x) dx dt

≤ C

B(p0, p0 + 1)

∫ r

0

logp0−1

(
r

t

)
1

t

∫ t

0

w(x) dx dt

=
C

B(p0, p0 + 1)

∫ r

0

w(x)

∫ r

x

logp0−1

(
r

t

)
1

t
dt dx

=
C

B(p0, p0 + 1)

∫ r

0

w(x)

[
− 1

p0
logp0

(
r

t

)]r
x

dx

=
C

p0B(p0, p0 + 1)

∫ r

0

logp0
(
r

x

)
w(x) dx

≤ C2

p0B(p0, p0 + 1)
W (r),

para cada r > 0, luego se verifica (5.19) con p = 2p0. Reiterando el argumento, deducimos
que se cumple (5.19) con p = 2np0 para cada n ∈ N, y como 2np0 → ∞, concluimos que se
cumple (5.19) para todo 0 < p <∞.

El siguiente resultado caracteriza la acotación del adjunto del operador de Hardy A∗ sobre
Lp

dec(w) a través de la condición B∗
∞. Originalmente, C. J. Neugebauer [29, Theorem 3.3]

probó la equivalencia para p > 1, mientras que K. F. Andersen [1, Theorem 4] lo hizo para
0 < p <∞ a partir del Lema 5.19.
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Teorema 5.20 (C. J. Neugebauer [29], K. F. Andersen [1]). Sea w un peso. Si para algún
0 < p < ∞, se cumple una de las siguientes condiciones, entonces todas son equivalentes y
se verifican para todo 0 < p <∞:

(i) w ∈ B∗
∞.

(ii) A∗ : Lp
dec(w) −→ Lp(w).

(iii)
∫ r

0

logp
(
r

x

)
w(x) dx ≤ CW (r), r > 0.

Demostración. (i) ⇒ (iii). Observemos que, como w ∈ B∗
∞, por el Teorema de Fubini sabe-

mos que ∫ r

0

log

(
r

x

)
w(x) dx =

∫ r

0

w(x)

∫ r

x

1

t
dt dx

=

∫ r

0

1

t

∫ t

0

w(x) dx dt

=

∫ r

0

W (t)

t
dt ≤ CW (r),

(94)

para cada r > 0, luego se verifica (5.19) para p = 1. Por tanto, por el Lema 5.19, concluimos
que se verifica (5.19) para todo 0 < p <∞.

(iii) ⇒ (ii). Supongamos que se verifica (5.19) para algún 0 < p0 < ∞. Entonces, por el
Lema 5.19 se cumple para todo 0 < p <∞. Por otro lado, observemos que para cada r > 0,

A∗(χ(0,r))(x) =

∫ ∞

x

χ(0,r)(t)

t
dt = χ(0,r)(x)

∫ r

x

1

t
dt = χ(0,r)(x) log

(
r

x

)
, x > 0. (95)

Por tanto, para cada 0 < p <∞ y r > 0, se tiene que∫ ∞

0

A∗(χ(0,r))(x)
pw(x) dx =

∫ r

0

logp
(
r

x

)
w(x) dx ≤ CpW (r). (96)

Sea 0 < p ≤ 1 cualquiera y f ∈ Lp
dec(w). Como f es decreciente, por el Teorema de Fubini se

tiene que

A∗f(x) =

∫ ∞

x

f(t)

t
dt =

∫ ∞

x

1

t

∫ ∞

0

χ(0,f(t))(s) ds dt

=

∫ ∞

0

∫ ∞

x

χ(0,mf (s))(t)

t
dt ds

=

∫ ∞

0

A∗(χ(0,mf (s)))(x) ds.

Además, dado x > 0 cualquiera, A∗(χ(0,mf (s)))(x) es decreciente en s, luego por los Lemas 4.7
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y 4.21, el Teorema de Fubini y (5.2), obtenemos que∫ ∞

0

A∗f(x)pw(x) dx =

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

A∗(χ(0,mf (s)))(x) ds

)p

w(x) dx

≤ p

∫ ∞

0

∫ ∞

0

A∗(χ(0,mf (s)))(x)
psp−1 dsw(x) dx

=

∫ ∞

0

psp−1

∫ ∞

0

A∗(χ(0,mf (s)))(x)
pw(x) dx

≤ Cp

∫ ∞

0

psp−1W (mf (s)) ds

= Cp

∫ ∞

0

f(x)pw(x) dx.

Por otro lado, sean 1 < p <∞ y f ∈ Lp
dec(w) cualesquiera. Supongamos en primer lugar que

f tiene soporte acotado, de modo que existe a > 0 tal que A∗f(x) = 0 para cada x > a, y
por tanto ∥A∗f∥Lp(w) <∞. Definamos la función

g(x) = p

(∫ ∞

x

f(t)

t
dt

)p−1

f(x), x > 0.

Por el Teorema Fundamental del Cálculo,

A∗f(x)p =

(∫ ∞

x

f(t)

t
dt

)p

=

∫ ∞

x

p

(∫ ∞

t

f(s)

s
ds

)p−1
f(t)

t
dt =

∫ ∞

x

g(t)

t
dt,

para cada x > 0. Además, como hemos probado queA∗ : L1
dec(w) −→ L1(w) y g es decreciente,

por la desigualdad de Hölder se tiene que∫ ∞

0

A∗f(x)pw(x) dx =

∫ ∞

0

A∗g(x)w(x) dx ≤ C

∫ ∞

0

g(x)w(x) dx

= pC

∫ ∞

0

A∗f(x)p−1f(x)w(x) dx

≤ pC

(∫ ∞

0

A∗f(x)(p−1)p′w(x) dx

)1/p′(∫ ∞

0

f(x)pw(x) dx

)1/p

= pC

(∫ ∞

0

A∗f(x)pw(x) dx

)1−1/p(∫ ∞

0

f(x)pw(x) dx

)1/p

,

de donde deducimos, como ∥A∗f∥Lp(w) < ∞, que ∥A∗f∥Lp(w) ≤ pC∥f∥Lp(w). En el caso de
que f no tenga soporte acotado, basta considerar la sucesión fn = fχ(0,n), n ≥ 1, y aplicar
el Teorema de la Convergencia Dominada.

(ii) ⇒ (i). Supongamos que A∗ : Lp0
dec(w) −→ Lp0(w) para algún 0 < p0 < ∞. En

particular, sabemos por (5.2) que∫ r

0

logp0
(
r

x

)
w(x) dx =

∫ ∞

0

A∗(χ(0,r))(x)
p0w(x) dx

≤ C

∫ ∞

0

χ(0,r)(x)
p0w(x) dx = CW (r),
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∞

para cada r > 0. Por tanto, por el Lema 5.19 se cumple (5.19) para cada 0 < p < ∞, en
concreto para p = 1. Finalmente, por (5.2) sabemos que w ∈ B∗

∞ es equivalente a que se
cumpla (5.19) para p = 1, lo que concluye la demostración.

Ejemplo 5.21. En el caso de los pesos potencia w(t) = tα−1, t > 0, sabemos por la Obser-
vación 4.26 que tα−1 ∈ Bp si y solo si p > α > 0. Sin embargo,∫ r

0

W (t)

t
dt =

1

α

∫ r

0

tα−1 =
W (r)

α
,

para cada r > 0, luego tα−1 ∈ B∗
∞ para cada α > 0.

En cuanto a la acotación débil A∗ : Lp
dec(w) −→ Lp,∞(w), K. F. Andersen [1, Theorem 4]

probó que para 0 < p < ∞ esta también es equivalente a la condición B∗
∞ (Teorema 5.23),

luego tampoco depende de p. Más aún, esto implica que

A∗ : Lp0
dec(w) −→ Lp0,∞(w) ⇐⇒ A∗ : Lp1

dec(w) −→ Lp1(w)

para cualesquiera 0 < p0, p1 < ∞. La demostración de este resultado recae en gran parte
en el teorema anterior y en el siguiente lema elemental, a partir de los cuales el resultado se
sigue de forma inmediata.

Lema 5.22. Sea w un peso. Si se cumple que

W (s) logp0
(
r

s

)
≤ CW (r), 0 < s ≤ r <∞ (97)

para algún 0 < p0 < ∞, entonces se cumple para cada 0 < p < ∞. Además, en tal caso se
cumple (5.19) para cada 0 < p <∞.

Demostración. Sea 0 < p < p0 cualquiera. Entonces,∫ r

0

logp
(
r

x

)
w(x) dx ≤ Cp/p0

∫ r

0

(
W (r)

W (x)

)p/p0

w(x) dx

= Cp/p0W (r)p/p0
[

p0
p− p0

W (x)1−p/p0

]r
0

=
p0C

p/p0

p− p0
W (r),

para cada r > 0, luego se cumple (5.19) para cada 0 < p < p0. Por tanto, concluimos por el
Lema 5.19 que se verifica para todo 0 < p <∞. Para finalizar la demostración basta observar
que, dado 0 < p < ∞, la desigualdad (5.19) implica (5.22). En efecto, si se satisface (5.19)
para 0 < p <∞, entonces

W (s) logp
(
r

s

)
= logp

(
r

s

)∫ s

0

w(x) dx ≤
∫ s

0

logp
(
r

x

)
w(x) dx ≤ CW (s) ≤ CW (r),

para cada 0 < s ≤ r <∞.
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Teorema 5.23 (K. F. Andersen [1]). Sea w un peso. Si para algún 0 < p < ∞, se cumple
una de las siguientes condiciones, entonces todas son equivalentes y se verifican para todo
0 < p <∞:

(i) w ∈ B∗
∞.

(ii) A∗ : Lp
dec(w) −→ Lp,∞(w).

(iii) W (s) logp
(
r

s

)
≤ CW (r), 0 < s ≤ r <∞.

Demostración. (i) ⇒ (ii). Si w ∈ B∗
∞, sabemos por el Teorema 5.20 que A∗ : Lp

dec(w) →
Lp(w) para cada 0 < p <∞. Por otro lado, por la Proposición 3.22 se cumple que Lp(w) ↪−→
Lp,∞(w) para cada 0 < p <∞, y por tanto A∗ : Lp

dec(w) → Lp,∞(w) para cada 0 < p <∞
(ii) ⇒ (iii). Supongamos que A∗ : Lp0

dec(w) −→ Lp0,∞(w) para algún 0 < p0 < ∞.
Entonces, para cada r > 0 sabemos por (5.2) que

sup
s>0

χ(0,r)(s) log

(
r

s

)
W (s)1/p0 = sup

s>0
A∗(χ(0,r))(s)W (s)1/p0 ≤ C

∫ r

0

w(x) dx = CW (r),

o equivalentemente,

W (s) logp0
(
r

s

)
≤ CW (r),

para cada 0 < s ≤ r. Por tanto, por el Lema 5.22 concluimos que se cumple (5.22) para todo
0 < p <∞.

(iii) ⇒ (i). Si se cumple (5.22) para algún 0 < p0 < ∞, sabemos por el Lema 5.22 que
se cumple (5.19) para cada 0 < p < ∞, y por tanto por el Teorema 5.20 concluimos que
w ∈ B∗

∞.

Una vez hemos caracterizado la acotación del adjunto del operador de Hardy sobre el cono
de funciones positivas y decrecientes en Lp(w), sabemos exactamente cuándo el operador de
Calderón S está acotado sobre el mismo cono. Sin embargo, antes de hablar de la transformada
de Hilbert sobre los espacios de Lorentz Λp(w), es interesante introducir la siguiente clase de
pesos.

Definición 5.24. Sea w un peso y 0 < p <∞. Decimos que w ∈ Cp si∫ r

0

W (t)

t
dx ≤ C

[
W (r) + rp

∫ ∞

r

w(t)

tp
dt

]
, r > 0.

Tal y como veremos en el Teorema 5.26, esta clase surge del estudio de una condición
más débil que la acotación de A∗ sobre Lp

dec(w). Sin embargo, veamos antes algunas de sus
propiedades, y su estrecha relación con la clase B∗

∞.
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∞

Proposición 5.25. Sean 0 < p ≤ q <∞.

(i) Cq ⊂ Cp.

(ii) B∗
∞ ⊂ Cp.

(iii) B∗
∞ ∩Bp = Cp ∩Bp.

Demostración. (i) Si w ∈ Cq, entonces∫ r

0

W (t)

t
dx ≤ C

[
W (r) + rq

∫ ∞

r

w(t)

tq
dt

]
= C

[
W (r) +

∫ ∞

r

w(t)

(t/r)q
dt

]
≤ C

[
W (r) +

∫ ∞

r

w(t)

(t/r)p
dt

]
= C

[
W (r) + rp

∫ ∞

r

w(t)

tp
dt

]
,

para cada r > 0, luego w ∈ Cp.
(ii) Si w ∈ B∗

∞, ∫ r

0

W (t)

t
dx ≤ CW (r) ≤ C

[
W (r) + rp

∫ ∞

r

w(t)

tp
dt

]
,

para cada r > 0, luego w ∈ Cp.
(iii) Sabemos por (ii) que B∗

∞ ∩Bp ⊂ Cp ∩Bp. Por otro lado, si w ∈ Cp ∩Bp, entonces∫ r

0

W (t)

t
dx ≤ C

[
W (r) + rp

∫ ∞

r

w(t)

tp
dt

]
≤ C

[
W (r) +W (r)

]
= 2CW (r),

para cada r > 0, luego w ∈ B∗
∞.

Veamos ahora sí la estimación que caracteriza a la clase Cp.

Teorema 5.26. Sean w un peso y 1 ≤ p <∞. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i)
∫ ∞

0

Sf(x)pw(x) dx ≤ C

∫ ∞

0

Af(x)pw(x) dx, 0 ≤ f ↓.

(ii)
∫ r

0

logp
(
r

x

)
w(x) dx ≤ C

[
W (r) + rp

∫ ∞

r

w(t)

tp
dt

]
, r > 0.

(iii)
∫ r

0

W (t)

t
dx ≤ C

[
W (r) + rp

∫ ∞

r

w(t)

tp
dt

]
, r > 0.
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Demostración. (i) ⇒ (ii). Supongamos que se cumple (i). En particular, dado r > 0, sabemos
que

A(χ(0,r))(x) = mı́n

{
1,
r

x

}
, y A∗(χ(0,r))(x) = χ(0,r)(x) log

(
r

x

)
(98)

para cada x > 0. Por tanto,∫ r

0

logp
(
r

x

)
w(x) dx =

∫ ∞

0

A∗(χ(0,r))(x)
pw(x) dx

≤
∫ ∞

0

S(χ(0,r))(x)
pw(x) dx

≤ C

∫ ∞

0

A(χ(0,r))(x)
pw(x) dx

= C

[
W (r) + rp

∫ ∞

r

w(t)

tp
dt

]
,

para cada r > 0.
(ii) ⇒ (iii). Dado r > 0, por (5.2) y (5.2) concluimos que∫ r

0

log

(
r

x

)
w(x) dx ≤

∫ r

0

[
1 + logp

(
r

x

)]
w(x) dx

= W (r) +

∫ r

0

logp
(
r

x

)
w(x) dx

≤ W (r) + C

[
W (r) + rp

∫ ∞

r

w(t)

tp
dt

]
≤ (C + 1)

[
W (r) + rp

∫ ∞

r

w(t)

tp
dt

]
.

(iii) ⇒ (i). Supongamos en primer lugar que p = 1. Como S es autoadjunto,∫ ∞

0

Sf(x)w(x) dx =

∫ ∞

0

f(x)Sw(x) dx,

luego (i) es equivalente a Γ1(w) ↪−→ Λ1(Sw). Además, sabemos por el Teorema 4.42 que esto
es equivalente a ∫ r

0

Sw(t) dt ≤ C

[
W (r) + r

∫ ∞

r

w(t)

t
dt

]
, r > 0,

que podemos reescribir como

ASw(r) ≤ CSw(r), r > 0

De esta manera, si se cumple (iii), entonces

ASw(r) = A2w(r) + AA∗w(r) = A2w(r) + Sw(r) ≤ (C + 1)Sw(r),

para cada r > 0, lo que concluye el resultado.
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Supongamos ahora que p > 1. En primer lugar, está claro a partir de (5.2) que (iii) es
equivalente a ∫ ∞

0

A∗(χ(0,r))(x)w(x) dx ≤ C

∫ ∞

0

A(χ(0,r))(x)
pw(x) dx, r > 0. (99)

Por otro lado, dada una función h positiva y decreciente,∫ ∞

0

A∗(χ(0,mh(s)))(x) ds =

∫ ∞

0

∫ ∞

x

χ(0,mh(s))(t)

t
dt ds

=

∫ ∞

x

1

t

∫ ∞

0

χ(0,h(t))(s) ds dt

=

∫ ∞

x

h(t)

t
dt = A∗h(x),

(100)

y además, ∫ ∞

0

A(χ(0,mh(s)))(x)
p ds =

∫ ∞

0

mı́n
{
1,
mh(s)

x

}p

ds

=
1

xp

∫ ∞

0

∫ mı́n{x,mh(s)}

0

ptp−1 dt ds

=
p

xp

∫ ∞

0

∫ ∞

0

χ(0,x)(t)t
p−1χ(0,mh(s))(t) dt ds

=
p

xp

∫ ∞

0

χ(0,x)(t)t
p−1

∫ ∞

0

χ(0,h(t))(s) ds dt

=
p

xp

∫ ∞

0

χ(0,x)(t)t
p−1h(t) dt

=
p

xp

∫ x

0

h(t)tp−1 dt.

(101)

Consideremos una función positiva y decreciente f cualquiera, y asumamos en principio que
tiene soporte acotado, de modo que ∥Sf∥Lp

dec(w) <∞. Definamos las funciones

g(x) = Af(x)p−1f(x), g̃(x) = pA∗f(x)p−1f(x), x > 0.

Claramente g y g∗ son positivas y decrecientes, y por el teorema fundamental del cálculo se
tiene que

Af(x)p =
1

xp

(∫ x

0

f(t) dt

)p

=
p

xp

∫ x

0

(∫ t

0

f(s) ds

)p−1

f(t) dt =
p

xp

∫ x

0

g(t)tp−1 dt,

y

A∗f(x)p =

(∫ ∞

x

f(t)

t
dt

)p

=

∫ ∞

x

p

(∫ ∞

t

f(s)

s
ds

)p−1
f(t)

t
dt =

∫ ∞

x

g̃(t)

t
dt = A∗g̃(x),
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para cada x > 0. Por tanto, por (5.2), (5.2) y (5.2) sabemos que∫ ∞

0

A∗f(x)pw(x) dx =

∫ ∞

0

A∗g̃(x)w(x) dx

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

A∗(χ(0,mg̃(s)))(x) dsw(x) dx

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

A∗(χ(0,mg̃(s)))(x)w(x) dx ds

≤ C

∫ ∞

0

∫ ∞

0

A(χ(0,mg̃(s)))(x)
pw(x) dx ds

= C

∫ ∞

0

∫ ∞

0

A(χ(0,mg̃(s)))(x)
p dsw(x) dx

= pC

∫ ∞

0

w(x)

xp

∫ x

0

g̃(t)tp−1 dt dx

Finalmente, como tSf(t) es creciente y xq+yq ≤ (x+y)q ≤ 2q−1(xq+yq) para cada x, y, q > 0,
concluimos por (5.2) y la desigualdad de Hölder que∫ ∞

0

Sf(x)pw(x) dx ≤ 2p−1

[ ∫ ∞

0

Af(x)pw(x) dx+

∫ ∞

0

A∗f(x)pw(x) dx

]
≤ p2p−1C

[ ∫ ∞

0

w(x)

xp

∫ x

0

g(t)tp−1 dt dx+

∫ ∞

0

w(x)

xp

∫ x

0

g̃(t)tp−1 dt dx

]
= p2p−1C

∫ ∞

0

w(x)

xp

∫ x

0

[
g(t) + g̃(t)

]
tp−1 dt dx

= p2p−1C

∫ ∞

0

w(x)

xp

∫ x

0

[
Af(t)p−1 + pA∗f(t)p−1

]
f(t)tp−1 dt dx

≤ p22p−1C

∫ ∞

0

w(x)

xp

∫ x

0

Sf(t)p−1tp−1f(t) dt dx

= p22p−1C

∫ ∞

0

w(x)

xp

∫ x

0

[
tSf(t)

]p−1

f(t) dt dx

≤ p22p−1C

∫ ∞

0

w(x)

xp

[
xSf(x)

]p−1
∫ x

0

f(t) dt dx

= p22p−1C

∫ ∞

0

Sf(x)p−1Af(x)w(x) dx

≤ p22p−1C

(∫ ∞

0

Sf(x)p
′(p−1)w(x) dx

)1/p′(∫ ∞

0

Af(x)pw(x) dx

)1/p

= p22p−1C

(∫ ∞

0

Sf(x)pw(x) dx

)(p−1)/p(∫ ∞

0

Af(x)pw(x) dx

)1/p

,

de donde deducimos, como ∥Sf∥Lp
dec(w) <∞, la desigualdad (i). En el caso de que f no tenga

soporte acotado, basta considerar la sucesión fn = fχ(0,n), n ≥ 1, y aplicar el Teorema de la
Convergencia Monótona.
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5.3. La transformada de Hilbert en los espacios de Lo-
rentz Λp(w)

Tras haber caracterizado la acotación del operador de Calderón, la existencia y acotación
de la transformada de Hilbert sobre los espacios de Lorentz Λp(w) se deduce fácilmente, tal
y como se prueba en el siguiente resultado.

Observación 5.27. Es importante destacar que en este capítulo estamos considerando los
espacios de Lorentz sobre R en lugar de Rn, esto es, Λp(w) = Λp

R(w).

Teorema 5.28. Sea w un peso y 0 < p <∞.

(i) H : Λp(w) → Λp(w) si y solo si w ∈ Bp ∩B∗
∞.

(ii) H : Λp(w) → Λp,∞(w) si y solo si w ∈ Bp,∞ ∩B∗
∞.

Demostración. (i) Supongamos en primer lugar que H : Λp(w) → Λp(w). Dado f ∈ Lp
dec(w)

cualquiera, está claro que la función g definida como

g(x) =

 0, x ≥ 0

f ∗(−x), x < 0,
(102)

es equimedible con f , y por tanto g∗ = f a.e. De este modo, se tiene que g ∈ Λp(w), luego
por hipótesis Hg existe a.e. y argumentando como en la Proposición 5.15 concluimos que

Sf(t) ≤ 2π(Hg)∗(t), t > 0. (103)

Entonces,

∥Sf∥Lp(w) =

(∫ ∞

0

Sf(x)pw(x) dx

)1/p

≤ 2π

(∫ ∞

0

(Hg)∗(x)pw(x) dx

)1/p

≤ 2πC

(∫ ∞

0

g∗(x)pw(x) dx

)1/p

= 2πC∥f∥Lp(w),

luego S : Lp
dec(w) −→ Lp(w). Además, observemos que como S = A + A∗, se cumple que

Af,A∗f ≤ Sf para cada f ∈ Lp
dec(w), y por tanto A,A∗ : Lp

dec(w) −→ Lp(w). El resultado
se sigue del Teorema 5.20.

Recíprocamente, supongamos que w ∈ Bp ∩B∗
∞. Entonces, por el Teorema 5.20 sabemos

que A,A∗ : Lp
dec(w) −→ Lp(w) y por tanto,

S = A+ A∗ : Lp
dec(w) −→ Lp(w). (104)
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Por otro lado, dada f ∈ Λp(w), está claro que debe existir t0 > 0 tal que Sf ∗(t) <∞, ya que
en caso contrario entraríamos en contradicción con (5.3). De este modo, por el Teorema 5.12
sabemos que Hf existe a.e. y se cumple que

(Hf)∗(t) ≤ cSf ∗(t), t > 0, (105)

para cierta constante c > 0. Por tanto,

∥Hf∥Λp(w) =

(∫ ∞

0

(Hf)∗(x)pw(x) dx

)1/p

≤ c

(∫ ∞

0

Sf ∗(x)pw(x) dx

)1/p

≤ cC

(∫ ∞

0

f ∗(x)pw(x) dx

)1/p

= cC∥f∥Λp(w).

(ii) Supongamos que H : Λp(w) → Λp,∞(w). Dado f ∈ Lp
dec(w) cualquiera y definiendo g

como en (5.3), se tiene análogamente que Hg existe a.e. y se cumple (5.3). Por tanto,

∥Sf∥Lp,∞(w) = sup
t>0

Sf(t)W (t)1/p

≤ 2π sup
t>0

(Hf)∗(t)W (t)1/p

≤ 2πC

(∫ ∞

0

g∗(x)pw(x) dx

)1/p

= 2πC∥f∥Lp(w),

luego S : Lp
dec(w) −→ Lp,∞(w). Esto implica que A,A∗ : Lp

dec(w) −→ Lp,∞(w), de modo que
w ∈ Bp,∞ ∩B∗

∞ por el Teorema 5.23.
Recíprocamente, supongamos que w ∈ Bp,∞∩B∗

∞. Al igual que antes, por el Teorema 5.20
sabemos que

A : Lp
dec(w) −→ Lp,∞(w), y A∗ : Lp

dec(w) −→ Lp,∞(w),

y por tanto,
S = A+ A∗ : Lp

dec(w) −→ Lp,∞(w).

Además, al igual que se argumentó en (i), sabemos que para cada f ∈ Λp(w) existe Hf a.e.
y se cumple (5.3), por lo que

∥Hf∥Λp,∞(w) = sup
t>0

(Hf)∗(t)W (t)1/p

≤ c sup
t>0

Sf ∗(t)W (t)1/p

≤ cC

(∫ ∞

0

f ∗(x)pw(x) dx

)1/p

= cC∥f∥Λp(w).
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Observación 5.29. (i) En virtud del resultado anterior, la acotación de la transformada de
Hilbert en los espacios de Lorentz Λp(w) queda totalmente caracterizada. En particular, si
1 < p < ∞, entonces H : Λp(w) → Λp(w) si y solo si H : Λp(w) → Λp,∞(w), mientras que
H : Λ1(w) → Λ1,∞(w) no implica en general que H : Λ1(w) → Λ1(w) (basta tomar w(t) = 1).

(ii) En el caso de los pesos potencias w(t) = tα−1, α > 0, sabemos por el Ejemplo 5.21
que w ∈ Bp ∩B∗

∞ si y solo si p > α. Por tanto, por el resultado anterior,

H : Λp(tα−1) → Λp(tα−1) ⇐⇒ p > α.

De este modo, como Λp(1) = Lp, en el caso α = 1 recuperamos el resultado clásico de M. Riesz
(Teorema 5.13).

Observación 5.30. Las condiciones Bp y B∗
∞ son independientes entre sí, en el sentido de

que ninguna de las dos implica la otra.
(i) La condición Bp no implica B∗

∞. Si w = χ(0,1), entonces W (t) = mı́n{1, t} para cada
t > 0, luego ∫ r

0

W (t)

t
dt =

∫ r

0

máx{1, t}
t

dt = 1 + log r,

para cada r > 1. Por tanto, w /∈ B∗
∞. Sin embargo, w ∈ Bp para cada p > 1, i.e.∫ ∞

r

w(x)

xp
dx ≤ Cp

W (r)

r
, r > 0.

En efecto, si r > 1 la desigualdad es trivial, mientras que si r < 1,∫ ∞

r

w(x)

xp
dx =

∫ 1

r

1

xp
dx =

r−p+1 − 1

p− 1
≤ 1

p− 1

r

rp
=

1

p− 1

W (r)

rp
.

(ii) La condición B∗
∞ no implica Bp. Si w(t) = et, entonces W (t) = et − 1. Además, dado

t > 0, por el teorema del valor medio existe ξ ∈ (0, t) tal que

et − 1

t
= eξ ≤ et,

luego ∫ r

0

W (t)

t
dt =

∫ r

0

et − 1

t
dt ≤

∫ r

0

et dt = W (r),

para cada r > 0. Por tanto w ∈ B∗
∞. Sin embargo,

ĺım
r→∞

W (2r)

W (r)
= ĺım

r→∞

e2r − 1

er − 1
= ∞,

por lo que W /∈ ∆2. Entonces, por la Proposición 4.25 concluimos que w /∈ ∪0<p<∞Bp.

Si bien vimos en el Capítulo 4 que la acotación del operador maximal M sobre los es-
pacios de Lorentz Λp(w) y Λp,∞(w) se puede caracterizar en términos de su normabilidad
(Teoremas 3.23 y 4.52), no se conoce una caracterización de la transformada de Hilbert H
en términos de una propiedad puramente funcional de estos espacios. Sin embargo, algunas
de las ideas utilizadas para el operador maximal M , como los espacios Gamma de Lorentz
Γp(w) y Γp,∞(w), sí que se pueden trasladar de forma similar a la transformada de Hilbert
H.
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Definición 5.31. Sea w un peso y 0 < p < ∞. El espacio de Calderón Cp(w) está formado
por aquellas funciones f ∈ M0(R,m) verificando que

∥f∥Cp(w) =

(∫ ∞

0

Sf ∗(x)pw(x) dx

)1/p

<∞.

De forma similar, el espacio de Calderón débil Cp,∞(w) está formado por aquellas funciones
f ∈ M0(R,m) verificando que

∥f∥Cp,∞(w) = sup
x>0

Sf ∗(x)W (x)1/p <∞.

Observación 5.32. Sea 0 < p <∞ y w un peso.
(i) Como f ∗ ≤ Af ∗ ≤ Sf ∗ para cada f ∈ M0(Rn,mn), se cumple que

∥f |Λp(w) ≤ ∥f |Γp(w) ≤ ∥f |Cp(w),

y en consecuencia,
Cp(w) ↪−→ Γp(w) ↪−→ Λp(w).

(ii) Por otro lado, por los Teoremas 4.23 y 5.20, sabemos que

Λp(w) ↪−→ Γp(w) ⇐⇒ A : Lp
dec(w) −→ Lp(w) ⇐⇒ w ∈ Bp,

y
Λp(w) ↪−→ Cp(w) ⇐⇒ S : Lp

dec(w) −→ Lp(w) ⇐⇒ w ∈ Bp ∩B∗
∞.

Además, si p ≥ 1, el Teorema 5.26 afirma que

Γp(w) ↪−→ Cp(w) ⇐⇒ S : Lp
dec(w) −→ Lp(w) ⇐⇒ w ∈ Cp.

Al igual que sucede con los espacios Gamma de Lorentz, los espacios de Calderón también
tienen buenas propiedades funcionales.

Proposición 5.33. Sea w un peso y p ≥ 1. Entonces ∥ · ∥Cp(w) es una norma.

Demostración. Observemos que ∥f∥Cp(w) = ∥Sf ∗∥Lp(w) para cada f ∈ M0(R,m). Además,
Lp(w) es un espacio normado si p ≥ 1, de modo que basta comprobar la desigualdad triangular
(dado que el resto de propiedades son triviales a partir de la linealidad de S y la Proposi-
ción 2.28). Veamos primero que la aplicación f 7→ Sf ∗ es subaditiva. Sean f, g ∈ M0(Rn,mn)
y t > 0 cualesquiera. Entonces, como el peso wt(s) = mı́n{1/t, 1/s} es decreciente, sabemos
por el Teorema 4.35 que

S(f + g)∗(t) =

∫ ∞

0

(f + g)∗(s)mı́n

{
1

t
,
1

s

}
ds =

∫ ∞

0

(f + g)∗(s)wt(s) ds

= ∥f + g∥Λ1(wt) ≤ ∥f∥Λ1(wt) + ∥g∥Λ1(wt)

=

∫ ∞

0

f ∗(s)mı́n

{
1

t
,
1

s

}
ds+

∫ ∞

0

g∗(s)mı́n

{
1

t
,
1

s

}
ds

= Sf ∗(t) + Sg∗(t),
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luego la aplicación f 7→ Sf ∗ es subaditiva. En consecuencia, si p ≥ 1,

∥f + g∥Cp(w) = ∥S(f + g)∗∥Lp(w) ≤ ∥Sf ∗ + Sg∗∥Lp(w)

≤ ∥Sf ∗∥Lp(w) + ∥Sg∗∥Lp(w) = ∥f∥Cp(w) + ∥g∥Cp(w),

lo que concluye el resultado.

Finalmente, como corolario del Teorema 5.28, obtenemos trivialmente el análogo del Teo-
rema 3.23 para la transformada de Hilbert H.

Corolario 5.34. Sea w un peso y 0 < p <∞. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) H : Λp(w) −→ Λp(w).

(ii) Λp(w) = Cp(w) y se cumple (4.3) con ∥ · ∥Cp(w).

(iii) w ∈ Bp ∩B∗
∞.
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