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Resumen

En base de las similitudes existentes entre los espacios de Lebesgue, de
Lorentz o de Orlicz se desarrolla una teoria general de espacios de Banach
de funciones medibles definidas sobre un espacio de medida. El objetivo de
este trabajo es introducir dicha teoria y estudiar esos espacios con todo lujo
de detalle para después centrarse en una subfamilia llamada espacios de Ba-
nach de funciones invariantes por reordenamientos, que son, esencialmente,
espacios funcionales donde la norma de una funciéon depende tnicamente de
sus conjuntos de nivel. Luego se analiza la acotacion del operador maximal
de Hardy-Littlewood sobre los espacios de Lebesgue, y en general, sobre los
espacios invariantes por reordenamientos. El trabajo finaliza con una aplica-
cion en el estudio del dominio 6ptimo del operador integral de Hardy, que es
un operador de gran relevancia y interés en el desarrollo de estos espacios.

Palabras clave:

EsPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES, ESPACIOS INVARIANTES POR
REORDENAMIENTOS, REORDENADA DECRECIENTE, OPERADOR MAXIMAL
DE HARDY-LITTLEWOOD, OPERADOR DE HARDY.






Abstract

On the basis of the similarities between Lebesgue, Lorentz or Orlicz spa-
ces, a general theory of Banach spaces of measurable functions defined on
a measure space is developed. The aim of this work is to introduce this
theory and to study these spaces in detail and then to focus on a subfamily
called rearrangement invariant spaces, which are, essentially, function spa-
ces where the norm of a function depends only on its level sets. Then the
Hardy-Littlewood maximal operator boundedness on Lebesgue spaces, and
in general, on rearrangement invariant spaces, is analyzed. The work ends
with an application to the study of the optimal domain for the Hardy inte-
gral operator, which is of great relevance and interest in the development of
these spaces.

Key words:

BANACH FUNCTION SPACES, REARRANGEMENT INVARIANT SPACES, DE-
CREASING REARRANGEMENT FUNCTION, HARDY-LITTLEWOOD MAXIMAL
OPERATOR, HARDY OPERATOR.






Capitulo 1

Introduccion

El objetivo principal de este trabajo, como su titulo indica, es dar una
introduccién basica y de la forma més autocontenida posible, de los espacios
de Banach de funciones invariantes por reordenamientos. Dichos espacios tie-
nen la propiedad de que la norma de una funcién, que puede ser de expresion
compleja y estar definida en un espacio de medida de dificil manejo, depende
tunicamente de su funciéon de distribucion, que es una funciéon real de variable
real, a priori mas sencilla de estudiar. Esta propiedad les dota de una riqueza
que los hace muy especiales frente a otros a espacios funcionales.

El trabajo consiste principalmente en cinco capitulos que resumimos a
continuacion:

En el primer capitulo se recogen algunos teoremas que nos seran tutiles
para demostrar resultados propios de la teoria de espacios invariantes por
reordenamientos. Los resultados que se enunciaran en este capitulo son, en
su mayoria, de Analisis Funcional, mientras que otros son Anélisis Real y de
la teoria de la medida en general.

En el segundo capitulo se definen los espacios de Banach de funciones
(Definicién 3.7), asi como el espacio asociado a un espacio de Banach de fun-
ciones (Definicion 3.16) y se estudian sus principales propiedades (Teorema
3.20). En lo que resta de este capitulo se analiza la dualidad y reflexividad de
estos espacios, como por ejemplo el espacio dual y su relacion con el espacio
asociado (Corolario 3.41), y también se ve la separabilidad, que se caracteriza
en el Corolario 3.48.

En el tercer capitulo se introducen los espacios invariantes por reordena-
mientos. Antes de definirlos, se presentan las herramientas principales nece-
sarias para el desarrollo de nuestro trabajo como la funciéon de distribucion,
la reordenada decreciente y una funcién maximal elemental. Durante el desa-



CAPITULO 1. INTRODUCCION

rrollo de este capitulo se enuncia el Teorema de representaciéon de Luxemburg
(Teorema 4.34) que nos dice que dado un espacio invariante por reordena-
miento existe un tnico espacio que corresponde al espacio inicial, también
invariante por reordenamiento, definido sobre (R, m), lo que nos permite
trabajar siempre en éste tltimo que es mas comodo, sea cual sea el espacio
invariante por reordenamiento con el que estamos trabajando. Luego se in-
troduce la funcién fundamental de un espacio invariante por reordenamiento
que es otra herramienta ttil que nos da pie para definir los espacios de Lo-
rentz. Finalmente, se estudian los espacios L'NL>® y L'+ L*°, ambos de gran
importancia en teorfa de interpolaciéon pero también dentro de la teoria de
este trabajo, pues el Teorema 4.54 nos dice que cualquier espacio invariante
por reordenamiento es un espacio intermedio entre L' N L>® y L' + L*.

El cuarto capitulo es dedica exclusivamente al estudio del operador ma-
ximal de Hardy-Littlewood, una herramienta de gran importancia dentro del
Analisis Matematico (por ejemplo, en el estudio de las integrales singulares).
Se estudian las desigualdades (p, p)-fuerte de dicho operador (Teorema 5.20)
y la (1,1)-débil (desigualdad (5.33)). El capitulo finaliza con un resultado
elegante (Teorema 5.31) que se debe a G. G. Lorentz y T. Shimogaki sobre
la acotacion de ese operador sobre espacios invariantes por reordenamientos
en general.

En el quinto capitulo, como aplicaciéon de lo visto anteriormente, se es-
tudia el dominio 6ptimo del operador integral de Hardy. Es decir, se busca
el espacio de Banach de funciones con propiedad de reticulo mas grande po-
sible de manera que dicho operador, con rango un espacio funcional fijado,
sea continuo. Durante la exposicion del capitulo se ven algunos ejemplos de
dominios 6ptimos (véase la Proposicion 6.1), y se concluye con un resultado
interesante donde se afirma que si el rango de dicho operador es un espacio
invariante por reordenamiento, entonces el dominio ¢éptimo nunca puede ser
un espacio invariante por reordenamiento (Teorema 6.5).



Capitulo 2

Preliminares

Durante este capitulo se anuncian resultados fundamentales que son utiles
para el desarrollo de la teoria de espacios invariantes por reordenamientos
pero que en si, son ajenos a la teoria.

Empezamos viendo una clasica caracterizacion de los espacios de Banach.

Teorema 2.1. (Propiedad de Riesz-Fischer)
Sea (X, || - |I) un espacio normado. Entonces (X, || - ||) es un espacio de
Banach si y solo si para cualquier sucesion {a,tnen de elementos de X con

[eS)
> llanll < oo,
n=1

se tiene que Y | a, converge en X.
Demostracion. Referencia [0]. O

El siguiente teorema es una de las versiones geométricas del teorema cla-
sico de extension de funcionales de Hahn y Banach.

Teorema 2.2. (Hahn-Banach)
Sean xg € X y C un conjunto cerrado y convexo de un espacio normado
X. Sixg ¢ C entonces existe f € X* tal que

R(f(x0)) > sup{R(f(z)) : x € C}.

Demostracion. Referencia [0]. O

Los siguientes resultados son clasicos dentro de la Teoria de la Medida.
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Teorema 2.3. Sea f : R — [0,00| una funcion medible. Entonces existe
una sucesion creciente de funciones simples medibles {s, }nen verificando que
sp(x) = f(x) para cada x € R.

Demostracion. Referencia [7]. O

Teorema 2.4. (Lebesgue-Radon-Nikodym,)
Sean (R, A, 1) un espacio de medida o-finito con pu una medida positiva
y A una medida compleja definida sobre A.

(a) Eziste un tinico par de medidas complejas N\, y As definidas sobre A tal
que
A=A+ Asy, Aa <<, As L op.

Si X\ es positiva y finita, entonces lo son también A\, y \.

(b) Emiste una vnica h € L' () tal que

M(E) = [

para cada conjunto E € A.
Demostracion. Referencia [7]. O

Al par (A4, As) se conoce como la descomposicion de Lebesgue de A res-
pecto de p. La afirmacion (b) se conoce como el Teorema de Radon-Nikodym.

Otro resultado a tener en cuenta, es el Teorema de Alaoglu, resultado de
gran importancia en el Analisis Funcional.

Teorema 2.5. (Alaoglu)
Sea X un espacio normado. Entonces La bola unidad cerrada de X* es
compacta con respecto a la topologia débil *.

Demostracion. Referencia [0]. O

Otro resultado que debemos mencionar es el conocido principio de acota-
cion uniforme.

Teorema 2.6. (Principio de acotacion uniforme de Banach-Steinhauss)
Sean X un espacio de Banach, Y un espacio normado y A C B(X,Y)
una familia de aplicaciones lineales y continuas. Si que para cada x € X se
liene que
sup{||T(x)|ly : T € A} < o0,

entonces
sup{||T|| : T € A} < 0.

8
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Demostracion. Referencia [0]. O

Procedemos ahora a definir que una sucesion de medidas uniformemente
absolutamente continuas y enunciaremos un resultado que posteriormente
nos hara falta.

Vamos a centrarnos en sucesion de medidas {v, }nen finitas definidas en
un espacio de medida finita (R, A, v).

Definicién 2.7. Sea (R, A, ;) un espacio de medida finita. Una sucesion
{Vn}nen de medidas finitas definidas en A, siendo cada v, absolutamente
continua con respecto u, se dice que es uniformemente absolutamente con-
tinua o (equi-absolutamente continua) con respecto de p si para cada € > 0
existe 6 > 0 tal que para cada F € A con p(E) < 0 se tiene que,

vn(E) <€,
para cada cada n € N.

Teorema 2.8. (Vitali-Hahn-Saks)

Sean (R, A, 1) un espacio de medida finita y {vn }nen una sucesion de me-
didas finitas definidas en A, siendo cada v, absolutamente continua respecto
de pi. Si {vn(R)}nen es acotado y

v(E) = lim v,(E)
n—oo
existe y es finito para cada E € A, entonces la sucesion {v, tnen es unifor-

memente absolutamente continua respecto de p. Ademds, v es una medida
finita sobre A que es absolutamente continua respecto de .

Demostracion. Referencia [4]. O

Recordemos que sobre un espacio de medida (R, p1), una sucesion { f,, }rnen
de funciones p-medibles, es convergente respecto de la convergencia en p-
medida si existe f funcion pu-medible tal que para cada € > 0 existe N > 1
tal que si n > N, se tiene que

({z € R: [fule) — f(z)] > e} <

y una sucesion { f, }nen de funciones p-medibles se dice que es de Cauchy con
respecto a la convergencia en p-medida si para todo € > 0 existe N € N tal
que para todo m,n > N se tiene que

pfz € R:[fo(z) = fm(2)| > €} <€
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Proposicion 2.9. Sea (R, p) un espacio de medida y sea { f,}nen una suce-
sion de funciones u-medibles que es de Cauchy con respecto a la convergencia
en p-medida. Entonces existe una subsucesion de {f,}nen que converge en
p-cast todo punto hacia una funcion medible que notaremos por f.

Demostracion. Referencia [3]. O

10



Capitulo 3

Espacios de Banach de funciones

Aunque los espacios de Lebesgue LP con 0 < p < oo juegan un papel
primordial en varias areas de analisis matemético, existen otros espacios de
Banach de funciones medibles que también son interesantes, como son por
ejemplo los espacios de Lorentz o las clases de Orlicz. En este capitulo nos
centraremos en las similitudes entre este tipo de espacios, y ese punto comin
nos permite fundar la teoria abstracta de los espacios de Banach de funciones.

Los espacios de Banach de funciones son espacios de Banach de funciones
medibles en que su norma esta relacionada de una manera apropiada con
el espacio de medida subyacente, con lo que surge una interaccion entre el
analisis funcional y teoria de la medida. La teoria es ademés enriquecida con
la presencia de una estructura de orden natural entre las funciones.

En la seccion 1 presentamos los axiomas de los espacios de Banach de
funciones, de los cuales obtenemos algunas propiedades elementales. En la
seccion 2 definimos el espacio asociado, el cual nos permite hablar sobre la
dualidad, reflexividad y separabilidad, en las secciones 3, 4 y 5, respectiva-
mente.

El libro de referencia para este capitulo ha sido, “Interpolation of Opera-
tors” de C. Bennett y R. Sharpley [1].

3.1. El concepto de espacio de Banach de fun-
ciones

Empezamos viendo algunas definiciones que nos suenan de la teoria de
los espacios de Lebesgue LP; y es que vamos a tener como modelo estandar

a estos espacios para el desarrollo de la teorfa de espacios de Banach de
funciones.

11



CAPITULO 3. ESPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES

La siguiente definiciéon es importante pues va a ser el contexto en que se
va a desarrollar toda la teoria de espacios de Banach de funciones.

Definiciéon 3.1. Decimos que un espacio de medida (R, >, 1) es o-finito si
existe una sucesion de conjuntos medibles { R, },en de modo que pu(R,) < oo
para cadan € Ny U | R, = R.

Definicion 3.2. Sea (R, X, 1) un espacio de medida. Decimos que una fun-
cion f : R — R (o C) es una funcion simple si es medible, toma un niimero
finito de valores y p(sop(f)) < oc.

Al conjunto de funciones simples definidas en R lo denotamos por S.

Notacion 3.3. Si (R, %, x) un espacio de medida, denotemos por M al
conjunto de funciones p-medibles definidas en R y que toman valores en
R o en C. El conjunto de las funciones contenidas en M cuya imagen esta
contenida en [0, 00| las denotamos por M ™. Escribimos M cuando queremos
referirnos al subconjunto de funciones de M que son finitas en casi todo
punto. Como siempre, dos funciones que coinciden en casi todo punto, las
identificamos. La funcién caracteristica de un conjunto medible £ se denotaréa

por Xg.

Observacién 3.4. Las operaciones naturales de espacio vectorial estan bien
definidas en M (y no lo estéan en todo M).

Cuando se dota a M con la topologia de la convergencia en medida en
conjuntos de medida finita, M se convierte en un espacio vectorial topologico
metrizable.

Definicion 3.5. Una aplicacion p : M — [0, 00] se dice que es una funcidn
norma si se verifican las siguientes propiedades
(P1) p(f) =0 <= f=0enct.p.

f) =ap(f) para cada a > 0 y para cada f € M™.

(
(a
(f +9) < p(f) + plg) para cada f,g € M*.
P2) p(g) < p(f) para cada f,g € MT con 0 < g < f c.t.p.
(
(xE

P3) p(fn) T p(f) para cada f, f,, € MT con f, T f en c.t.p.

-5

(P2)
(P3)
(P4)
(P5) [, fdu < Cup(f) para cada E € % con p(E) < ooy f € M™,

para alguna constante C'g, con 0 < Cg < 0o, dependiendo de F y de p pero
independiente de f.

12



CAPITULO 3. ESPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES

Como ejemplo de funciones norma tenemos las conocidas normas de los
espacios de Lebesgue LP, con 1 < p < o0,

pp(f) = (/prdu); si 1 <p<o0. (3.1)
poo(f) = supess | f(z)]

zER

Teorema 3.6. Las normas de LP, con 1 < p < 00, son funciones norma.

Demostracion. La desigualdad triangular para p, es la conocida desigualdad
de Minkowski. El resto de propiedades de (P1) es obvio, como sucede con (P2)
y (P4). La propiedad (P3) se sigue del Teorema de Convergencia Monotona,
y (P5) se sigue de la desigualdad de Holder, puessi 1 <p < ooy % + é =1,
entonces

/fdu /fxEdu< </f”du> (/Rx%du)i = Cpp(f)

con Cp = ,LL(E)% Los casos p = 1y p = oo son mas faciles todavia por lo
que se omite sus pruebas. O

Definicién 3.7. Sea p una funciéon norma. El conjunto X = X(p) de todas
las funciones f en M con p(|f|) < oo se denomina espacio de Banach de
funciones. Para cada f € X, se define

1f1lx = p(1f1) (3.2)
Teorema 3.8. Sea p una funcion norma, X = X(p) y || - ||x como en la
Definicion 3.7. Entonces bajo las operaciones naturales, (X,| - ||x) es un

espacio vectorial para el cual se cumplen las siguientes inclusiones
S C X — M,. (3.3)

En particular si f, — f en X, entonces f, — [ en medida en conjuntos de
medida finita, y por tanto existe una subsucesion de { f, }nen que converge en
cast todo punto a f.

Demostracion. Se sigue de la Definicion 3.7 y la propiedad (P5) de la Defini-
cion 3.5 que cualquier funcion en X es localmente integrable y por tanto es
finita en casi todo punto, pues X es o-finito. El conjunto X hereda las opera-
ciones de espacio vectorial de Mg y por tanto no supone ninguna dificultad
usar (P1) y (3.2) para verificar que (X, ||-||x) es un espacio vectorial norma-
do. La propiedad (P4) muestra que X contiene a las funciones caracteristicas

13



CAPITULO 3. ESPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES

de cualquier conjunto medible de medida finita, y por linealidad, X contiene
cualquier funcion simple. Esto establece las inclusiones (como conjuntos) de
(3.3).

Nos queda probar que la aplicacion inclusion de X en M, es continua. Da-
do que ambos espacios son metrizables, serd suficiente mostrar que cualquier
sucesion convergente en X es también converge en M, (evidentemente al mis-
mo limite). Pero si f,, — f en X, entonces (3.2) nos dice que p(|f — fn|) = 0
cuando n — 00. Sea € > 0 e E un subconjunto medible de X de medida
finita. Por la propiedad (P5) tenemos que,

e € B 1) = L@ > D < [ 1UF = foldn < 1Copls = 1)

que converge a 0 cuando n — oo dado que Cg es independiente de n. Esto
muestra que f, — f en medida en cualquier conjunto de medida finita, o
lo que es lo mismo, f,, — f en Mj. Un resultado conocido de la teoria de
la medida nos asegura la existencia de una subsucesion que converge en casi
todo punto a f. m

Los espacios de Banach de funciones que se obtienen de las funciones
normas p, en (3.1) son efectivamente la familia de espacios de Lebesgue
LP = LP(X, %, p):

(L) I fller = ([ fpdu)% sil<p<oo.

(2) [[fllze = sup ess,ex [f(2)]-

El siguiente resultado muestra que una de las piedras angulares de la
teoria de los espacios de Lebesgue LP, conocido como lema de Fatou, tiene
su analogia natural en cualquier espacio de Banach de funciones.

Lema 3.9. Sea X = X(p) un espacio de Banach de funciones y sea { f, }nen
una sucesion en X.

(i) Si0 < f, T f en ctp. Entonces o f ¢ X y ||fullx Too o fe Xy
1 fallx Tl x

(1) Lema de Fatou
Si fn— f en ct.p. yliminf, .| fullx < 00, entonces f € X y

I fllx < 1m inf ||f,x.
n— o0

Demostracion. La primera afirmaciéon es una consecuencia inmediata de la
Definicion (3.2) y de la propiedad (P3) de la Definicion 3.5. Para la parte (ii),

14



CAPITULO 3. ESPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES

sea h,(x) = inf >, | frn(z)] entonces 0 < A 1 |f| en c.t.p. Por la propiedad de
monotonia (P2) y la propiedad (P4) de la Definicion 3.5, tenemos que

o(1f) = lim p(hy) < lm (mfm>np<|fm|>) — lmint [[fu]lx < .
n—00 n—00 n—r00

Dado que f es medible por ser limite de funciones medibles, lo anterior nos
muestra que f € X y ||fllx < liminf, o || fn] x- O

El lema de Fatou es la clave de la completitud de los espacios de Banach
de funciones, que es lo que se establece en el siguiente resultado.

Teorema 3.10. Sea X un espacio de Banach de funciones. Sea { f,,}nep una

sucesion en X con
o
> llfallx < oo
n=1

Entonces Y " fn converge en X a una funcion f de X y

1l <D I allx
n=1

En particular, X es completo.

Demostracion. Sea g =y~ |fal ¥ gv = 25:1 |fu] con N =1,2,---. En-
tonces 0 < gy 1T g. Dado que

N 00
lanllx <D lfallx <D Mfallx <00 YN =1,2,--
n=1 n=1

Por el Lema 3.9 tenemos que que g € X. Por (3.3) tenemos que la serie
> > | fa(x)| converge puntualmente en c.t.p. y por tanto » >~ f,(z) tam-
bién lo hace. Esto es, si

o N
f:an, SN:an, N=12,--
n=1 n=1

Entonces sy — f en c.t.p. Por tanto, para cada M, tenemos que sy — sy —
f — sy en c.t.p. cuando n — co. Ademas,

N 00
liminf [|sy — sullx < lm nf > [ fullx = Y Ifallxs
N—oo N—oo

n=M+1 n=M+1

15



CAPITULO 3. ESPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES

lo cual tiende a 0 cuando M — oo teniendo en cuenta las hipotesis. Del punto
(i) del Lema de Fatou (3.9) se sigue que f — sy € X dado que f € X y
| f — swmllx — 0 cuando n — oco. Pero entonces, para cada M =1,2,---

M
£l < IF = sarllx + Isallx < I = sallx + D 1 fallx

n=1

Tomando limite cuando M — oo, obtenemos la desigualdad del enunciado.
O

El siguiente teorema resume para futuras referencias las propiedades ba-
sicas de los espacios de Banach de funciones que hemos establecido hasta
ahora.

Teorema 3.11. Sea p una funcion norma y sea
X = {f e M:p(lf]) < oo}

Para cada f € X, sea ||fllx = p(|f]). Entonces (X,] - ||x) es un espacio
de Banach, y para cada f,g € M, {f,}5°, C M y cualquier E subconjunto
medible de X se cumplen las siguientes propiedades:

(i) Propiedad de monotonia
Si gl < |f] en c.tp. y f € X, entonces g € X y |lgllx < ||fllx-
En particular, una funcion medible f pertenece a X si y solo si |f]
pertenece a X, y en ese caso f y |f| tienen la misma norma en X.

(i1) La propiedad de Fatou
Supongamos que f, € X con f, >0 para cadan € N, y f, T f en c.t.p.
Si f € X, entonces || fullx T || fllx v si f & X, entonces || fn||x T 0.

(111) Lema de Fatou
Si fn € X, para cadan €N, f, — f en c.t.p. ylim, . Inf || f.|x < oo,
entonces f € X y
I£]lx < timinf |,

(iv) Cualquier funcidn simple pertenece a X.

(v) Para cada conjunto medible E con medida finita existe una constante
Cg con 0 < Cg < oo satisfaciendo

/ Fldi < CullFlLx,
E

para cada f € X.
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(vi) Si f, — f en X, entonces f, — [ en medida en cualquier conjun-
to de medida finita. En particular {f,}nen tiene una subsucesion que
converge a f en c.t.p.

Concluimos esta seccién con una simple, pero util, observacion sobre las
topologias de los espacios de Banach de funciones.

Teorema 3.12. Sean X e Y dos espacios de Banach de funciones sobre el
mismo espacio de medida. St X C Y, entonces X — Y, equivalentemente,
existe C' > 0 tal que

1y < Cllfllx, (3.4)
para cada f € X.

Demostracion. Por reduccién al absurdo supongamos que X C Y pero no se
cumple la desigualdad (1.4). Luego para C; = 1 existe f; € X tal que

[ filly > 1l frllx-
Para C; = 8 existe existe f; € X tal que

[ folly > 8|l follx-
En general, para C, = n? existe f, € X tal que

I fally > [ fallx-

Dado que f, # 0 para cada n € N, si consideramos la sucesion g, = —Hflllx fns
n
tenemos que esta sucesion verifica que

lgnlly > n3||gn||X =n> Vn e N.

Cambiando cada g, por su valor absoluto, podemos suponer que g, > 0 para
cada n € N. Ahora bien, como

1
ﬁgn

o0

D

n=1

[e.9]

1

n=1

. o 1
y X es un espacio completo, tenemos que ) ", -5 g, converge en X a alguna
funcién g € X. Dado que X C Y, tenemos que g € Y. Dado que 0 < %gn <
g, tenemos que

n? 1 1

= =< = < < Vn e N
n n2 n2 ”anX anHY = Hg”Y oo VN )

lo que supone una contradicciéon pues N no es un conjunto acotado. Esto

muestra que la inclusion X — Y es un aplicacién continua. O]
Corolario 3.13. Sean (X, | - |l1) e (X,]| - ||2) dos espacios de Banach de
funciones. Entonces (X, || -]1) e (X, ] - ||2) son homeomorfos.
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3.2. El espacio asociado

La clasica desigualdad de Holder afirma que si 1 < p,q < oo son dos
exponentes conjugados, esto es % + é = 1, entones se verifica que

/R Faldi < If e llgl oo,

para cada f € LP y para cada g € L1.

De la desigualdad anterior se obtiene que

||g||u—sup{ [ \fsldn: g2, 17l <1 } (3.5)

para cada g € L9, con p y q exponentes conjugados.

Obsérvese que el espacio LY asociado a LP en la desigualdad de Holder
se describe explicitamente en términos de LP a través de (3.5). Procedemos
ahora a definir el espacio asociado X’ de un espacio de Banach de funciones
usando una adecuada igualdad analoga la que se tiene en (3.5).

Definicién 3.14. Norma asociada Si p es una funcién norma, se define la
norma asociada a p, que denotamos por p, sobre M* como

o (g) = sup { [ ot g € Mol < 1}, (3.6)

para cada g € M™.

Teorema 3.15. Sea p una funcion norma. Entonces su norma asociada p
es también una funcion norma.

Demostracion. Sea f € M™ con p(f) <1, en particular p(f) < oo por lo que
f es finita en c.t.p. Luego si ¢ = 0 en c.t.p., tenemos que fg =0 en c.t.p., y
por tanto [, fgdp = 0,y por tanto p'(g) = 0 teniendo en cuenta la definicion
de p'. Reciprocamente, supongamos que p/'(g) = 0, luego fR fgdp = 0 para
cada f € M™ con p(f) < 1. Sea E un conjunto medible con 0 < p(E) < oo,
entonces por ser p una funcién norma y teniendo en cuenta las propiedades
(P1) y (P4) de la Definicion 3.5, tenemos que 0 < p(xg) < oo. Tomando

/ péﬁ;)’ entonces p(f) = 1, y obtenemos que

0=/ngdu=p(xE)‘1[Egdu
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dado que E es arbitrario, tenemos que g = 0 en c.t.p. Las propiedades que
quedan en (P1) y la propiedad (P2) de la Definiciéon 3.5 son inmediatas.

Para la propiedad de Fatou (P3) de la Definicion 3.5, tomamos g,,g € M™,
n €N, con 0<g,Tgen ct.p. Porla propiedad de monotonia de p’ que
hemos establecido anteriormente, tenemos que p'(g,) < p'(gnt1) para cada
n € Ny p'(gn) < p'(g9) para cada n € N. Por tanto, si p'(g,) para algin n € N,
entonces no hay nada que probar. Supongamos entonces que p'(g,) < oo para
cadan € N. Sea A € R tal que A < p'(g). Entonces por definicion de p’ existe
fe M+ con p(f) <1tal que A < [, fg. Dado que 0 < fg, T fg en c.t.p. el
Teorema de Convergencia Monotona nos dice que [, fgndp 1 [, fgdp. Luego
existe N € N tal que A < fR fgndu para cada n > N. Teniendo en cuenta la
definicion de o/, tenemos que p'(g,) > A para cada n > N. Esto nos dice que
0'(gn) T P'(g) que era lo que queriamos probar.

Sea ahora E un conjunto medible con u(F) < oco. La propiedad (P5) de la
Definicion 3.5 para p nos dice que existe C'g < oo tal que

/R \fdu < Cop(f)

para cada f € M. Teniendo en cuenta la definicion de p/, tenemos que
p'(xg) < Cg < oo, verificindose de este modo la propiedad (P4) de la
Definicién 3.5.

Nos queda probar la propiedad (P5) de la Definicion 3.5. Para ello fijamos
un conjunto medible £ con p(E) < 0o. Si p(E) = 0 no hay nada que probar.
Por tanto supongamos que 0 < p(F) < oco. En ese caso, las propiedad (P1)
y (P4) de la Definicion 3.5 para p muestran que la constante C, = p(xz)

satisface 0 < C, < oco. Entonces la funcion f = ﬁ)x g tiene p-norma igual

XE
a 1. Por tanto, para cualquier ¢ € M™ se tiene que

/ gdp = Cy / fadu < Crpl(g),
E R

cumpliéndose de este modo la propiedad (P5) para la norma p'. O

Definicion 3.16. Espacio asociado Sea p una funcion norma y sea X = X (p)
el espacio de Banach de funciones como en la Definicién 3.7. Sea p’ la norma
asociada a p. El espacio de Banach de funciones X (p') determinado por p’ se
denomina espacio asociado de X y se denota por X'.

Se sigue de (3.2) y de (3.6) que la norma de una funcién g en el espacio
asociado X’ viene dada por

lollx =sup{ [ \fsldn £ € X, < 1}. (3.7)
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Teorema 3.17. Desigualdad de Holder
Sea X un espacio de Banach de funciones con espacio asociado X'. Si
feX yge X', entonces fg es integrable y

/R Fal < 1 lxllglx (3.8)

Demostracion. En el caso en que || f||x = 0, entonces f = 0 en c.t.p. por tanto
ambos miembros de la desigualdad (1.8) son nulos. Si || f||x > 0, entonces la
funcion f/||f||x tiene norma 1, entonces de(3.7) obtenemos que

f
——gdp < ||g||x
/R 1F1x *

multiplicando ambos miembros por || f||x obtenemos la desigualdad deseada.
[

Teorema 3.18. 5@ 1 < p,q < oo son exponentes conjugados, entonces L1 es
el espacio asociado de LP.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de (3.5) y de la definicién de nor-
ma asociada (3.14). O

El siguiente Lema es una herramienta ttil para ver cuando una funcion g
pertenece al espacio asociado X’ de un espacio de Banach de funciones X.

Lema 3.19. Sean X un espacio de Banach de funciones y g una funcion
medible. Entonces g € X' si y solo si fg es integrable para cualquier funcion
feX.

Demostracion. (=) Supongamos que g € X' y sea f € X. Entonces la
desigualdad de Holder nos dice que

/R ol < 1l llgllr < oo

con lo que fg es integrable.

(<) Por reduccion al absurdo, supongamos que p'(|g|) = co pero que fg es
integrable para cualquier funcién f € X. Dado que

p'(g) = sup { /ngdu L fe M p(f) < 1}

tenemos que para cada n € N existe f, € X tal que

fullx < 1, / Fugldy > n
R
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como f, # 0 para cadan € N, podemos consideremos la sucesion de funciones
medibles {h, },en dada por h, = #fn Cambiando las funciones h,, por su
valor absoluto, podemos suponer que h,, > 0 para cada n € N. Tenemos que

Sl = 30 Gl €30 05 <0
n=1 n=1 n—1

Dado que X es un espacio de Banach, tenemos que -, T%fn converge en
X a una funcion f € X. Sin embargo, el producto fg no puede ser integrable
pues

w<n® [ 1fugldn < [ |foldn, e
R R

lo que supone una contradiccion pues el conjunto de los ntimeros naturales
N no esta acotado superiormente. La contradiccién viene de suponer que
P'(lg|]) = co v fg es integrable para cualquier funcion f € X

m

Teorema 3.20. (Lorentz-Luzemburg)

Cualquier espacio de Banach de funciones X coincide con su sequndo
espacio asociado X". En otras palabras, una funcion [ pertenece a X si y
solo si f pertenece a X", y en ese caso

Ifllx = [[fllx- (3.9)

Demostracion. Si f € X, la desigualdad de Holder (3.8) muestra que fg es
integrable para cualquier ¢ € X'. Luego se sigue del Lema 3.19 aplicado a
X" que f € X”. Por tanto X C X”. Obtenemos también de (3.7) y de (3.8),

Il =sup{ [ 1ok ol < 1} < e
R

Por tanto, para terminar la prueba nos hace falta probar que X” C X y

1fllx <[ fllxn, fe X" (3.10)

En primer lugar, tomamos una sucesion creciente de conjuntos medibles
{R,}nen de medida finita de modo que su union sea el conjunto total R (esto
es posible porque estamos siempre suponiendo que (R, 3, i) es o-finito). Para
cada N € Ny para cada f € X”, definimos

fn(a) = min(|f (@), N)xry (2). (3.11)

Dado que 0 < fy < Nxgr,, tenemos que fy esta dominada por una funcién
simple, se sigue de los puntos (i) y (iv) del Teorema 3.11 que fy pertenece
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a X ya X”. Ademas, dado que 0 < fy 1 |f], se sigue de la propiedad de
Fatou aplicado a X y a X” (Teorema 3.11) que para obtener la desigualdad
3.11 es suficiente probar que

[fxvllx < fwllxr, (N=1,2,--+) (3.12)

Por tanto supondremos que f y NN estan fijos en lo que queda de la prueba.
Supondremos también que || fy||x > 0 dado que en el caso contrario no habria
nada que probar.

Sea LY el espacio de las funciones p-integrables definidas en R con soporte
en Ry. Con la norma g — fRN |g|du es claro que L} es un espacio de Banach.
Si S denota la bola unidad cerrada de X, entonces el conjunto U = SN L},
es evidentemente un conjunto convexo y cerrado de L. Sea {h,}tpey C U
una sucesion de funciones de modo que h, — h con h € LY. Luego existe
una subsucesion {h,, }ren que converge puntualmente h en c.t.p. en R. Dado
que cualquier h,, € S, el Lema de Fatou (Teorema 3.11) muestra que h € S.
Luego h € U, por lo que U es un conjunto convexo y cerrado de L.

Sea A > 1, entonces la funcion g = )\”fi;% pertenece a L, pero no perte-
nece a U. Por el Teorema de Hahn-Banach 2.2 existe un hiperplano cerrado
que separa g de U, esto es, existe una funcion no nula ¢ € L>®(R, %, u), que
puede ser elegida con soporte en Ry, tal que

ER(/RNgbhdu)<7<§R(/RN¢gdu)

para algiin nimero real v y cualquier h € U. De hecho, escribiendo en forma
polar ¢ = |¢|¢ y observando que ¢|h| pertenece a U si y solo si h pertenece
a U, obtenemos

h|d R d d. 3.13
ilelg/RNlcblu§7< (/RN¢9N>§/RN|¢9|M (3.13)

Ahora bien, cualquier funcién h € S, cuando se restringe a Ry, es el limite
puntual de una sucesion creciente {h, },en dada por

hn(2) = min(h(x), n)x gy (),

y cada h, € L} y por tanto pertenece a U. Se sigue del teorema de la
convergencia dominada que el supremo en U en la desigualdad (3.13) se
puede remplazarse por el supremo en S. Luego de (3.7) y de (3.13) se tiene
que,

S

A
I6llx = sup / Ghldu <y < —2 / 6 fuld:
. 1nlx s
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equivalentemente,

R

¢
1]

donde la ultima desigualdad resulta de la desigualdad de Hoélder (3.8). To-
mando limite cuando A — 1, obtenemos la desigualdad (3.10) que queria-
mos. O

Con el siguiente resultado empezamos a explorar la relacién entre el es-
pacio asociado y el espacio dual.

Lema 3.21. La norma de una funcion g € X' viene dada por

gl :sup{\ / fgdu‘ feX | fllx < 1}. (3.14)

Demostracion. Dado que | [ fgdu| < [|fgldu, es claro de (3.7) que la can-
tidad en la derecha de (3.14) no excede ||g|/’y. Por tanto, solo necesitamos
establecer la desigualdad opuesta, que con (3.7) podemos escribirla

sup/ | fgldp <Sup’/f9du (3.15)

fes

donde ambos supremos se toman sobre la bola unidad S de X.
En el conjunto £ = {z € R : g(z) # 0} podemos escribir g en forma

polar g(x) = |g(z)[é(x), con |¢(x)| = 1. Por tanto, |g(x)| = g(z)d(z) en E.
Luego, para cualquier f € S tenemos que,

L\fg|du=/E|fgldu=/]Ef59du-

sih=|f|lgen E,y h=0en E° entonces |h| < |f| en Ry por tanto h € S.
Por tanto de (3. 15) tenemos
/ fgdu‘

/|fg‘dﬂ /hngS ‘/hgd,u’ <sup
R

Tomando supremo en todo S en el lado izquierdo de esta ultima desigualdad,
obtenemos (3.15). O

Definiciéon 3.22. Un subespacio vectorial cerrado B del espacio dual X* de
un espacio de Banach X se dice que es norm-fundamental si

[fllx = sup{|L(f)| : L € B,[|L]x- <1},

para cada f € X. Esto es, B es norm-fundamental si contiene suficientes
funcionales para reproducir la norma de cualquier elemento de X.
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Teorema 3.23. El espacio asociado X' de un espacio de Banach de funciones
X es isométricamente isomorfo a un subespacio cerrado norm-fundamental
del espacio dual X* de X.

Demostracion. Para cada g € X', el funcional L, definido en X por

Lg(f)z/ngdu, fex, (3.16)

es acotado en virtud de la desigualdad de Holder (3.8). Ademaés, si L,(f) =
0 para cada f € X, entonces (3.7) muestra que g = 0. luego, g — L, es un
isomorfismo de X’ en un subespacio de X*. Es isométrico gracias (3.14):

[Lgllx+ = sup{|Lg(f) - [[fllx <1} = llgllx- (3.17)

Dado que X' es completo, esto implica que ese isomorfismo tiene el rango
cerrado en X*. Finalmente, si f € X, entonces (3.9) y (3.14) nos dan que

1 lx = 1l = p{\ / fgdlt’ g€ X', lgllxr < 1}.
R
Usando (3.16) y (3.17), obtenemos que

1£llx = sup{|Lg(f)] : g € X', || L]

lo que muestra que la imagen de X' es norm-fundamental en X*. O]

X* S 1}7

Recordemos que un espacio normado X esta continuamente inyectado en
otro espacio normado Y, y escribimos X — Y, si, ademas de X C Y, el
operador inclusién es un operador acotado.

Proposiciéon 3.24. Si X e Y son dos espacios de Banach de funciones y
X <= Y, entonces Y' — X'. De hecho, si || flly < c||f||x para cada f € X,
entonces ||gl|x < ¢c|lglly’ para cada g € Y'.

Demostracion. Se sigue de (3.7) y de las hipotesis sobre X e Y que

lolle < sup{ [ 1fgld: 11y < }
R

=csup{/R|fg|dM Nl < 1}

= cllglly-

para cualquier g € Y. O
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3.3. Continuidad absoluta de la norma

En vista del Teorema 3.23, es natural intentar caracterizar el espacio de
Banach de funciones X cuyo espacio asociado X’ coincide con su espacio
dual X*. En esta seccion se ven resultados que necesitaremos para responder
a dicha cuestion y otras en relacion con la dualidad. El anélisis depende
de una interaccion de dos subespacios distinguidos X, y X, de X. Estos
espacios son el subespacio de las funciones de norma absolutamente continua
y el subespacio que consiste en la clausura del conjunto de las funciones
simples respectivamente.

Notacion 3.25. Si {E, },en es una sucesion de conjuntos medibles, escribi-
remos F, — () en c.t.p. si la sucesion de funciones caracteristicas {xg, }nen
converge a la funcion nula en c.t.p. Si ademas la sucesion {E, }nen es decre-
ciente, escribiremos FE,, | () en c.t.p. Observemos que los E, no es necesario
que tengan medida finita.

Definicién 3.26. Una funcién f en un espacio de Banach de funciones X
se dice que tiene norma absolutamente continua en X si ||fxg,|lx — 0
para cualquier sucesion {F, },en satisfaciendo E,, — @) en c.t.p. El conjunto
de todas las funciones en X que tienen norma absolutamente continua lo
denotaremos por X,. Si X, = X diremos que X tiene norma absolutamente
continua.

El siguiente resultado muestra que en la definicién anterior podemos res-
tringirnos solo a las sucesiones { E, }en que sean decrecientes.

Proposicién 3.27. Una funcion f en un espacio de Banach de funciones
X tiene norma absolutamente continua si y solo si || fxg,| 4 0 para cada
sucesion {E,}52, con E, | 0 en c.t.p.

Demostracion. La condicién necesaria es inmediato. Veamos ahora la otra
implicaciéon, y supongamos que f verifica que ||fxg, || 4 0 para cada sucesion
{E,}22, con E,, | 0 en c.t.p. Sea {F},}°° | una sucesion de conjuntos medibles
arbitraria y consideremos la sucesion {F,}2°, dada por E, = Up>,F,. Se
tiene que { F, }°°; es una sucesion decreciente y tiene el mismo limite superior
que {F,}22 , que es un conjunto de medida cero. La hipotesis sobre f implica
que || fxg,| 4 0. Dado que F,, C E, para cada n, y de lo que se sigue
lfxF,|| — 0, y por tanto f tiene norma absolutamente continua. O]

Sil < p < oo, el espacio de Lebesgue LP(R, i) tiene norma absolutamen-
te continua. Esto es consecuencia inmediata de la proposicion anterior y el
Teorema de la Convergencia Dominada. En el caso de p = oo, la situacion es
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diferente ya que la continuidad absoluta de la norma depende del espacio de
medida (R, pt) subyacente. Por ejemplo, si (R, ;1) no es atémico, entonces la
parte de norma absolutamente continua L>(R, 11), contiene tnicamente a la
funcién nula.

En efecto, sea f € L*®(R, u) una funciéon con norma absolutamente con-
tinua, donde (R, i) es un espacio de medida no atéomico. Por reduccion al
absurdo supongamos que || f||s > 0, y consideremos la sucesion de conjuntos
medibles {A, },en, de medida positiva, dada por

tn={zer: (1= D)l <1700}

Observemos que A,.1 C A, pues

1 1
(1= D) 1fle < (1 25 )Wy Ve

Ademés se tiene que

lim xa,(z) =0, ctp. x€R.

n—oo

Sin embargo, tenemos que

1
(1= 2) 18l < e < e

con lo que lim,, o || fXa,]lo = || f]leo > 0, lo que contradice el hecho de que
f tenga norma absolutamente continua. La contradiccion viene de suponer
que || f|leo > 0, por tanto, necesariamente f = 0.

Sin embargo si (R, i) es completamente atomico, como en el caso de los
niimeros naturales, entonces la parte de norma absolutamente continua de
(> es el subespacio ¢y, que consiste en las sucesiones que convergen a cero.
En efecto, sea a = {a, }nen una sucesion con lim a,, = 0. Veamos que a tiene
norma absolutamente continua. Por reducciéon al absurdo supongamos que
a no tiene norma absolutamente continua. Por tanto, existe una sucesiéon de
conjuntos medibles {E,},en v un € > 0 tales que E,, — () y sin embargo
llaxe, || = €0, para cada n € N. Ahora bien, si k € N, tenemos

laxgzllse = sup [an| = €.
nekEy

Por tanto existe n(k) € Ej tal que |a,x)| > €. Tenemos asi una subsucesion
{@nk) }ren de a que no converge a 0, pues |anrk)| > € para cada k € N, lo
que supone una contradiccion.
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Reciprocamente, supongamos que a = {a,} tiene norma absolutamente
continua. Veamos que lima,, = 0. Consideremos la sucesion {E, },en dada
por

E,={nn+1n+2,---}
Se tiene que E,, | (). Ahora bien,

0< ‘an| = ’a’ann(n)‘ < HCLXEn

oo

Dado que a = {a,} tiene norma absolutamente continua, tenemos que
llaxe, |l 4 0, de donde se sigue que

lima,, = 0.

Lo siguiente que vamos a ver son dos caracterizaciones de las funciones
de norma absolutamente continua que son ttiles, y para ello necesitaremos
el siguiente lema.

Lema 3.28. Si f tiene norma absolutamente continua, entonces para cada
€ > 0 existe un 0 > 0 tal que para cada E € X2 con pu(F) < 4§, se tiene que

Ifxel <e

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que no se verifica la
tesis del lema, luego existe un ¢y > 0, y una sucesiéon de conjuntos medibles
{E} }nen satisfaciendo

p(En) <27 [ xel 2 e

Ahora bien,

M(UZO:mEn) S Z IU’(ETL) < 27m+1’ m = 17 27 e

n=m

esto muestra que E, — () en c.t.p., y por tanto la estimacion de la norma
anterior contradice el hecho de que f tenga norma absolutamente continua.
m

Proposiciéon 3.29. Una funcion f en un espacio de Banach de funciones
X tiene norma absolutamente continua si y solo si || fn||x 4 0 para cualquier
sucesion { fntnen de funciones medibles satisfaciendo |f| > f, 1 0 en c.t.p.
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Demostracion. La condicion suficiente es consecuencia inmediata de la Pro-
posicion 3.27 tomando f, = fxg,. Para la condiciéon necesaria, supongamos
que f tiene norma absolutamente continua y |f| > f, | 0 en c.t.p. Sean € > 0
v {R,}nen una sucesion creciente de conjuntos de medida 0 < u(R,) < oo
para cada n € N, cuya unién es R. Dado que ), = R — R, | 0, la con-
tinuidad absoluta de la norma f muestra que ||fxqoy/x < 3, para un N
suficientemente grande. Si o = m, sea B, = {x € Ry : fu(z) > a},
n=12,---. Dado que f, | 0 en c.t.p. y Ry tiene medida finita, obtenemos
que p(Ey,) | 0. Por tanto el Lema 3.28 nos asegura que | fxg,|x < § para
un n suficientemente grande. Entonces para ese valor de n tenemos que

[ fallx < I faXonllx + | faxryllx
< | fuxonllx + 1 faxellx + 1 faXry—E.lx
< [[fxoxllx + I fxE.llx + allXry-E,

X
cEL 8¢
—+-+-=e
2 4 4
Por tanto || f.|[x J 0 como queriamos probar. O

El Teorema de la Convergencia Mono6tona esta en nuestra disposiciéon en
cualquier espacio de Banach de funciones X en la forma de la propiedad
de Fatou. El siguiente resulta muestra que X, es el mayor subespacio de X
donde se cumple el Teorema de la Convergencia Mono6tona.

Proposicién 3.30. Una funcion f en un espacio de Banach de funciones
X tiene norma absolutamente continua si y solo si se cumple la siguiente
condicion: si { fn}nen, g son funciones medibles tales que |f,,| < |f] en c.t.p.
y fn — g en c.t.p. Entonces

[/ = gllx = 0.

Demostracion. La condicion suficiente se sigue del resultado previo tomando
fn = gxg, vy g = 0. Para la condicién necesaria, supongamos que f tiene
norma absolutamente continua y sea {f,}nen, ¥y g funciones satisfaciendo
\ful < |f] en ct.p.y fn — g en c.t.p. Sea {hy, }nen la sucesion dada por

ho(z) = sup | fm(z) — g(2)],

entonces claramente 2|f| > h,, | 0 en c.t.p. Por la Proposicion 3.29, tenemos
que [hyllx 0y por tanto || f, — gl[x < [lhnllx 1 0. O

Definicién 3.31. Un subespacio vectorial cerrado Y de un espacio de Banach
de funciones X decimos que es un ideal ordenado de X si tiene la propiedad:

fey vy lg|<|flenctp. = geY. (3.18)
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Claramente el subespacio nulo y el propio subespacio X son ideales orde-
nados de X.

Teorema 3.32. Fl subespacio X, de las funciones con norma absolutamente
continua es un ideal ordenado del espacio de Banach de funciones X. Ade-
mdas, si 0 < f, T f en ct.p. y f € X, entonces ||f — fullx 4 0.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la definicion que X, es un subes-
pacio de X y satisface (3.18). Si demostramos que X, es cerrado, entonces
tendremos que X, es un ideal ordenado de X. Sea {f,},en una sucesion de
funciones en X, tal que f, — f en X. Sea ¢ > 0, existe NV € N suficien-
temente grande tal que || f — fny|x < §. Supongamos que {E,, }nen €s una
sucesion de conjuntos medibles tal que E,, | 0 en c.t.p. Dado que fy tiene
norma absolutamente continua, existe M € N tal que para cada m > M se
tiene que )

I, llx < 5

Por tanto,

IfxE.llx < I(f = fv)xe.llx + | fvxe. llx
<|f = fullx + [ fvxe.llx

€ €
<—-—4+=-=€ VYm>M.
2 2 -
Esto muestra que ||fxg,||x { 0y por tanto f € X,. Luego X, es cerrado
en X. El resto de la tesis sobre la convergencia de la norma de una sucesion
creciente en X, es consecuencia directa de la Proposicién 3.30. O

Del Teorema 3.11 obtenemos que las funciones simples estan contenidas
en cualquier espacio de Banach de funciones X. Consideremos el subespacio
vectorial cerrado de X generado por las funciones simples y vamos a explo-
rar su relaciéon con el subespacio de las funciones de norma absolutamente
continua X,.

Definiciéon 3.33. Sea X un espacio de Banach de funciones. Denotaremos
por X, a la clausura en X del conjunto de las funciones simples.

Proposicién 3.34. El subespacio X, es la clausura en X del conjunto de las
funciones acotadas con soporte en conjuntos medibles de medida finita.

Demostracion. Unicamente necesitamos probar que cualquier funcion acota-
da con soporte en un conjunto de medida finita pertenece a X,. Sea entonces
una funcion f acotada con F = {z € X : f(z) # 0} tiene medida finita.
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Si f > 0, no es dificil construir una sucesion de funciones simples no nega-
tivas {f,}nen, con soporte en E tal que f, — f uniformemente en E. Pero
entonces

If = fallx < I(f = fa)xellx < f = fallellxellx,

lo cual tiende a 0 cuando n — oo, ya que E tiene medida finita y por tanto
lIxEllx < oco. El caso general se sigue de separar f en su parte real y su parte
imaginaria, y cada una de éstas separarlas en su parte positiva y su parte
negativa, y luego aplicar lo probado anteriormente a cada una de esas cuatro
funciones. O]

Teorema 3.35. El subespacio X, es un ideal ordenado de X y
X, C X, CX. (3.19)

Demostracion. Dado que X, es cerrado de X por definiciéon, para probar
que X, es un ideal ordenado de X necesitamos probar que se verifica (3.18).
Supongamos que f € X, y sea g € X tal que |g| < |f| en c.t.p. Sea {f, }nen
una sucesion de funciones simples tal que f, — f en X (Teorema 2.3).
Entonces cada una de las funciones

gn(x) = sgn(g(x)) - min{[fn(2)], lg(x)[}, n=1,2,--

es acotada y tiene soporte en un conjunto de medida finita. Ademés,

|9 = gnl = méx{|g] = [ful, 0} < [If] = |full <1 = ful,

entonces,
g = gnllx < |If = fallx — 0.

Usando la Proposicion 3.34, obtenemos que g € X,, y por tanto X, es un
ideal ordenado de X. Supongamos ahora que f tiene norma absolutamente
continua. Si { R, }en es una sucesion creciente de conjuntos de medida finita
cuya unién es R, entonces por la Proposicion 3.34, cada una de las funciones

fn(x) - Sgn(f(x)) ’ min{|f(x)|,nXRn(x)}, n=12--

pertenece a X;. Dado que |f,| < |fl v fn — f en c.t.p. Se sigue de la
Proposiciéon 3.30 que f, — f en X. Pero X es cerrado, con lo que f € X,,.
Por tanto X, C X,. ]

El subespacio X, es siempre relativamente grande en el sentido en que
es un subespacio norm-fundamental de (X')*. Por el contrario, el subespacio
X, puede contener inicamente a la funcion nula y la inclusion X, C X, es
propia. Estamos interesados en el extremo opuesto, cuando X, y X, coinci-
den. Veremos que esto ocurre si y solo si todas las funciones caracteristicas de
conjuntos medibles de medida finita tienen norma absolutamente continua.
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Teorema 3.36. El subespacio X, de X es isomorfo isométricamente a un
subespacio norm-fundamental de (X')*.

Demostracion. Por los Teoremas 3.20 y 3.23 podemos identificar X, y por
tanto X3, con un subespacio cerrado de (X’)*. Tenemos que probar que X,
es norm-fundamental. Sea g € X'y sea € > 0. Por (3.7), existe una funcion
f la bola unidad de X de manera que

l9llx < /leg!du+e. (3.20)

Sea { R, }nen una sucesion creciente de conjuntos medibles de medida finita
de manera que su unién es R. Sea {f,}nen la sucesion dada por

fv =min{|f|, N} - xr,.

Por la Proposicion 3.34, cada fy pertenece B = {h € X} : ||h]|x < 1}, la
bola unidad de X;. Dado que 0 < fy 1 |f|, del Teorema de Convergencia
Dominada y (3.20) obtenemos que

lgllx < Sup/ | fngldp +e < sup/ |hgldp + €.
N JR heB JR

Tomando € — 0 y observando que la desigualdad opuesta es una consecuencia
inmediata de la desigualdad de Hélder, obtenemos que

lgllx :sup/ Ihgldp. (3.21)
heB JR

Finalmente, observemos que (3.21) permanece vélida cuando el valor abso-
luto se escribe fuera de la integral como en el Lema 3.21. En efecto, la tnica
propiedad que necesitdbamos para probar ese lema era la propiedad de re-
ticulo de X, pero esa propiedad sigue cumpliéndola X, ya que X, es un ideal
ordenado de X. Con esta modificacion, la identidad (3.21) muestra que X,
es norm-fundamental en (X')*. O

Teorema 3.37. Los subespacios X, y X, coinciden si y solo st la funcion
caracteristica xg tiene norma absolutamente continua para cada conjunto

medible & de medida finita.

Demostracion. La condicidon necesaria es obvia dado que yg pertenece a X,
para cualquier conjunto medible £ de medida finita. Reciprocamente, si xg
con u(E) < oo tiene norma absolutamente continua, entonces cualquier fun-
cion simple tiene norma absolutamente continua. Dado que X, es cerrado,
se tiene que X, C X,. La inclusion opuesta se tiene de (3.19), con lo que
X, = X,. O
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3.4. Dualidad y reflexividad

Sea Y un subespacio cerrado de un espacio de Banach de funciones X
y supongamos que Y contiene a la funciones simples. Cada funcién g en el
espacio asociado X’ induce un funcional lineal y acotado L, : X — R definido
Ly(f) = f fgdp, y por tanto en Y. La aplicacion g — L, es inyectiva (porque
Y contiene a las funciones caracteristicas con soporte en conjuntos medibles
de medida finita) y una isometria (por el Teorema 3.36 y el hecho de que
X, C Y). Por tanto X’ puede considerarse como un subespacio cerrado de Y*.
Cuando Y es un ideal ordenado, existe una condiciéon necesaria y suficiente
para que X’ coincida con Y*. Mediante una serie de corolarios este resultado
proporciona respuestas a muchas cuestiones planteadas en la seccion anterior
en relaciéon con la dualidad.

Teorema 3.38. Sea Y un ideal ordenado de un espacio de Banach de fun-
ciones X y supongamos que Y contiene a las funciones simples. Entonces
Y* =X siysolosiY CX,. En ese caso,

Y =X, =X, (3.22)

Demostracion. La tltima afirmacion es clara. Si Y contiene al conjunto de
las funciones simples, entonces contiene la clausura de dicho conjunto, que
hemos definido como Xj. Por tanto, si Y C X, entonces (3.19) nos dice que
Y C X, C X, CY, de donde se sigue (4.9).

Volviendo a la afirmacion fundamental del teorema, supongamos primero
que Y C X, por tanto (4.9) se verifica. Por las consideraciones previas a este
teorema, necesitamos probar que Y* C X’. Supongamos que L pertenece a
Y™, tenemos que probar que existe una funcion g € X’ tal que para cada
f €Y, tenemos

L(f) = /ngdu (3.23)

Dado que (R, 1) es o-finito, existe una sucesion disjunta de conjuntos medi-
bles de medida finita {Sy }yen cuya union es R. Para cada N € N, denotare-
mos por Ay la o-algebra de todos los subconjuntos de Sy que sean medibles,
y consideramos la aplicacion Ay definida sobre Ay dada por

AN(A) = L(XA)

Observemos que Ay(A) esta bien definida para cada A € Ay porque ya
pertenece a X, y por tanto, por (4.9), pertenece a Y.

Se tiene que Ay es numerablemente aditiva en Ay. En efecto, sea {A4;}5°,;
una sucesion disjunta de elementos de Ay y sea {B,}>2, la sucesion dada
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por
B,=U" A, A=UZA =U2,B,.

Dado que A € Ay tenemos que x4 € X = X, por (4.9). Ademaés es claro
que x4 > Xa-B, + 0, por la Proposicion 3.29 muestra que ||[x4 — x5, ||x 4 0
cuando n — oo. La continuidad y la linealidad de L en Y nos proporciona

An(A) = L(xa) = lim L(xp,) = lim Zl L(xa,) = Zl An (A,

lo que establece la o-aditividad de Ay.

Es facil obtener una cota para la medida estimando

AN (A)] = [LOxa)] < [IL]

Xallx <L

v vellxsyllx, A€ Ay

y observando que ||xs,|/x es finito porque Sy tiene medida finita (Teorema
3.11). La estimacion

Av(A)] < [IL]

vellxallx, Ae€Ay

muestra también que A es absolutamente continua con respecto de u (restrin-
gida a Ay) porque p(A) = 0 implica [|xa||x = 0. Por tanto, por el Teorema
de Radon-Nikodym 2.4, existe una tnica funcién gy tal que

L(xa) = Aw(A) = / Yagndi, A€ Ay.
R

Dado que los conjuntos Sy son disjuntos, podemos definir la funciéon g en R
como g = gy en cada Sy. Claramente,

L(xa) = /R Xagd, (3.24)

para cada conjunto A en U_; Ax.

Esto establece (3.23) en un caso especial. Antes de pasar al caso general,
tenemos que probar que g pertenece a X'. Sea h una funcién simple no
negativa con soporte en algin R, = U:‘n:lSm. Si suponemos por un momento
que g es una funcion real, es claro que h - sgn(g) es también una funcion
simple con soporte en R,. En particular, esta funciéon es una combinacion
lineal finita de funciones caracteristicas de conjuntos UY_;.Ax. Por tanto,
podemos aplicar (3.24) y usar la linealidad para obtener

/!hgldu = /h -sgn(g)gdp = L(h - sgn(g)),
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pero L es acotado en Y, entonces

h-sgn(g)lly < |[L]

Y Y* h”X (325)

[ nglan <12
Si tomamos ahora una funcion arbitraria f en X, entonces podemos construir
una sucesion {h,}22, de funciones simples, cada h, con soporte en R,, tal
que 0 < h, T |f| en c.t.p. (Teorema 2.3). Aplicando (4.12) a cada h,, vemos
por el Teorema de la Convergencia Dominada que el lado izquierdo converge a
[ |fgldpy por la propiedad de Fatou, el lado derecho converge a || L|y+|| f||x-
Por tanto,

Y *

Y+ f||X7 fEX

y/UWMSHH
R

Esto, junto al Lema 3.19, implica que g pertenece a X'. Si g es una funcién
con valores en C, entonces el mismo argumento aplicado separadamente a la
parte real e imaginaria de g muestra que cada una de esas funciones pertenece
a X' y por tanto g pertenece a X'.

Como en las observaciones previas a este resultado, podemos considerar el
funcional lineal L, inducido por g como elemento de Y*. En ese caso, podemos
interpretar (3.24) como la afirmacion de que los dos funcionales Ly L, de Y*
coinciden sobre el conjunto de las funciones simples con soporte en algin R,,.
Ahora es facil mostrar que L y L, coinciden en todo Y. Si f es una funcion
real, del mismo modo que hemos hecho anteriormente, existe una sucesiéon
de funciones simples {h, }nen, con soporte de cada h, en R,, tal que 0 <
hn 1T |f] en c.t.p. (Teorema 2.3). Las funciones f,, = h,, - sgn(f) son también
funciones simples con soporte R,, v f, — f en c.t.p. Pero f tiene norma
absolutamente continua (por (4.9)), entonces la Proposicion 3.30 muestra que
fn = fenY.Dadoque L(f,,) = L,(f,), y ambos funcionales son continuos en
Y, concluimos que L(f) = Ly(f). Finalmente, si f es una funcién compleja,
entonces su parte real y su parte imaginaria ambas pertenecen a Y (porque
Y es un ideal ordenado). Por tanto tenemos que L y L, coinciden en Y, con
lo que tenemos que X' = Y™,

Reciprocamente, supongamos que X’ = Y*, tenemos que demostrar que
Y C X,. Por reduccion al absurdo, supongamos que existe f € Y de manera
que f no tiene norma absolutamente continua. Dado que Y es un ideal orde-
nado, podemos suponer que f > 0. En ese caso, existe una sucesion E,, | ()
en c.t.p. y un nimero positivo € tal que

Ifxellx =€ n=1,2---. (3.26)

Una consecuencia inmediata del Teorema de la Convergencia Dominada y la
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desigualdad de Holder (3.8) es que los conjuntos

€
<= =1,2,-
2}7 n )=

cubren a X'. Pero X’ = Y*, luego podemos considerar {G,}5°, como un
recubrimiento de Y*. Ahora fxg, pertenece a Y (porque Y es un ideal or-
denado) entonces cada G,, es un débil*-abierto de Y*. Por tanto, por el Teo-
rema de Alaoglu 2.5, existe un nimero finito de indices n(1),n(2),--- ,n(k)
tal que {G;)}E_; cubre a la bola unidad de Y*. Luego cualquier g € X' con
llgllx <1 pertenece a algin G, dado que f >0y E, | 0, tenemos que

G, = {g e X' : ‘/fxEngdu

€
/|fXEn9|dM < /|fXEn(i)9|d/i <3

para cada n > N = max{n(1),--- ,n(k)}. Esto, junto al Teorema 3.20 y el
Lema 3.21, nos proporcionan
€
Ifxe.llx = sup /fngdu‘ <z nzh,
llgllxr<1
lo que contradice (4.13). Por tanto Y C X,,. O

Corolario 3.39. Sea X un espacio de Banach de funciones. St X, contiene
a las funciones simples, entonces (X,)* = X'.

Demostracion. Si' Y = X,, entonces Y es un ideal ordenado por el Teorema
3.32 que contiene a las funciones simples. Entonces el resultado se sigue de
aplicar el Teorema 3.38 a Y. O

El espacio X tiene norma absolutamente continua si y solo si X = X,,.
Por tanto, aplicando el Teorema 3.38 (a Y = X), obtenemos el siguiente
resultado.

Corolario 3.40. FEl espacio dual X* de un espacio de Banach de funciones es
isomorfo isométricamente al espacio asociado X' si y solo si X tiene norma
absolutamente continua.

Corolario 3.41. El espacio de Banach de funciones X es reflexivo si y solo
st X y su espacio asociado X' tienen norma absolutamente continua.

Demostracion. Si X y X’ ambos tienen norma absolutamente continua, ob-
tenemos aplicando sucesivamente el Teorema 3.38

X** — <X*)* — (X/)* — (X/)/ — X//‘
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Sin embargo, el Teorema 3.20 muestra que X” = X, entonces tenemos que
X* = X. Dado que las identificaciones son canénicas, concluimos que X es
reflexivo.

Reciprocamente, supongamos que X es reflexivo. Teniendo en cuenta el
Teorema 3.23 tenemos que X’ es un subespacio cerrado norm-fundamental
de X*. Si X’ es un subespacio propio de X*, entonces por el Teorema de
Hahn-Banach 2.2 existe un funcional no nulo F' € X** que se anula sobre
X'. Por ser X reflexivo, tenemos que existe f € X de manera que

F(g) = /fgdu =0,

para cada g € X’'. Dado que X’ es norm-fundamental en X*, esto implica
que f = 0 en c.t.p. y F es idénticamente cero. De esta contradiccion con-
cluimos que X’ = X* y por del Corolario 3.40 tenemos que X tiene norma
absolutamente continua. Este dato, junto al Teorema 3.20 y el hecho de que
X es reflexivo, tenemos que

(X/)* — (X*)* — X — X// — (X/)/.

Aplicando el Corolario 3.24 una vez mas, deducimos que X’ también norma
absolutamente continua. O]

Un criterio suficiente para la reflexividad es que el espacio de Banach de
funciones tenga espacio dual separable. Esto surgira de una discusién general
sobre la separabilidad en la siguiente seccion.

3.5. Separabilidad

Las pruebas de los resultados fundamentales de separabilidad requieren
algunos hechos elementales sobre la topologia débil. Sea X un espacio de
Banach de funciones y supongamos que Z es un ideal ordenado de X' que
contiene a las funciones simples. Entonces Z contiene a (X'), y por tanto es
un subespacio norm-fundamental de X* (Teoremas 3.20 y 3.36). La coleccion

de seminormas
/ Jgdu

en X es por tanto una familia separadora que dota a X de estructura de un
espacio vectorial topologico Hausdorff localmente convexo. La topologia en
cuestion es la llamada topologia débil en X generada por Z y se denota por
o(X, Z). Obsérvese que f, — f en la topologia o(X, Z) si y solo si

/ fngdp — / fgdu,
36
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para cada g € Z.

Un subconjunto A de X es o(X, Z)-acotado si es acotado en cualquier de
las seminormas (3.27), esto es, si

| [

Lema 3.42. Sea X un espacio de Banach de funciones y supongamos que Z
es un ideal ordenado de X' que contiene a las funciones simples. Entonces

un subconjunto A de X es (X, Z)-acotado si y solo si es acotado en norma
en X.

(f e A} < 00 (3.28)

para cada g en Z.

Demostracion. La desigualdad de Holder (3.8) muestra que la acotacion en
norma implica o(X, Z)-acotacion. Reciprocamente, supongamos que A es
o(X, Z)-acotado. Entonces (3.28) se cumple para cada g € Z. Ahora bien,
cada f en A define un funcional lineal

F(Q)Z/fgdu, g€z,

en Z* (desigualdad de Holder), y || F||z- = || f||x porque Z es norm-fundamental
en X* (Teorema 3.36). Pero (3.28) afirma

sup |[F(g)| < Gy < o0
feA

para cada g en Z. Por tanto, por el principio de la acotacion uniforme (Teo-
rema 2.6),

sup || f||x = sup [ F]|z- < oo,
feA feA

lo que muestra que A es acotado en norma. ]

Teorema 3.43. Sea X un espacio de Banach de funciones y sea Z un ideal
ordenado de X' que contiene a las funciones simples. Entonces X es completo
con la topologia o(X, 7).

Demostracion. Sea {f,}2, una sucesion o(X, Z)-Cauchy en X, esto es,
{[ frgdp}se, es una sucesion de Cauchy de escalares para cada g en Z,
se sigue de esto que {f,}>2, es o(X, Z)-acotada. Por tanto, por el Lema
3.42, existe una constante M > 0 tal que

Ifallx <M, VneN.
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Consideremos la sucesion de medidas {v, }°°, definidas por

on(E) = /E Fodp.

Tenemos que cada v, es absolutamente continua respecto de u. Sea {R,,}7°,
una sucesion creciente de conjuntos medibles de medida finita cuya union es
todo R, y fijamos N € N. Por hipotesis, {v,(E)}>2, es de Cauchy, y por
tanto

v(E) = lim v,(F)

n—oo
existe y es finito para cualquier subconjunto medible E/ de Ry . Por el Teorema
de Vitali-Hahn-Saks 2.8, la sucesion {v,}2, restringida a Ry es uniforme-
mente absolutamente continua con respecto de u, y en Ry, la aplicacién v
es una medida que es absolutamente continua con respecto de p. Tomando
limite cuando N — oo, existe una funcion fy localmente integrable (definida
en c.t.p. de R) tal que

n—o0

lim v,(E) =v(F) = /RfoxEd/L,

para cada medible E con u(E) < oo.

Si g es una funcién simple con soporte de medida finita, tenemos en ese
caso que

lim [ fugdu = / fogdp. (3.29)

Sea ahora g € X’ con ||g|]|x» < 1, por el Teorema 2.3 existe {g,}nen una
sucesion creciente de funciones simples con soporte de medida finito en X’
tal que

lim g,(z) = g(z) en c.t.p. © € R.

n—oo

Fijado m € N tenemos por (3.29), por la desigualdad de Holder (3.8) y el
hecho de que |g,,| 1 |g| obtenemos que

/ fogmdu] ~ i \ / fngmdu‘ < timsup | follx lgmlx <
R n—oo | fp n—00

timsup [ fullx lgllx < limsup [ fullx < sup [ fullx < M.

n— oo n—oo
Como lo anterior es cierto para cada m € N, tenemos por el Teorema de la
Convergencia Mondétona que

‘/fong’ = lim ’/fogmd,u‘ < M.
R m—0o0 R
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Dado que la eleccion de g ha sido arbitraria,obtenemos del Teorema 3.20 que
fo pertenece a X y || follx < M.

Ahora bien, si g es una funciéon acotada con soporte de medida finita,
entonces aproximando uniformemente la funcion g por funciones simples ob-
tenemos que (3.29) se cumple también para todas las funciones como g.

Necesitamos probar que (3.29) se cumple para cualquier g € Z. Sea g una
funcion de Z y consideremos la sucesion de medidas {w,, }22 ; definida por

wn(E) = /E fagdp,

estas medidas {w, }5°; son finitas y cada una de ellas es absolutamente conti-
nua con respecto de u. Dado que gx g pertenece a Z para cada conjunto medi-
ble E, la hipotesis implica que la sucesion {w,(E)}>2; converge. Nuevamente
por el Teorema de Vitali-Hahn-Saks 2.8, la sucesion {w, }5° ; es uniformemen-
te absolutamente continua con respecto de u, esto es, w,(E) — 0 uniforme-
mente en n cuando p(E) — 0. La medida wy definida por wy(E) = [, fogdp
también satisface que wy << p. Por tanto, si consideramos la sucesion decre-
ciente de conjuntos medibles {E,, }.nen dada por,

Em:{|g|>m}UR$n7 m:1727"'7

dado € > 0, existe N € N tal que

€
lwn(En)| < 3 = 1,2,---

Si Fy denota el complementario de Ey, entonces gxp, es acotada y tie-

ne soporte de medida finita. Dado que (3.29) se cumple para esta clase de

funciones, existe ng € N tal que

€
<§, n > ng.

fngdp — / Jogdp
FN FN

Separando el dominio de integraciéon R en R = Ey U Fly obtenemos que

/ Jngdp — / fogdu’ = ‘ / Jngdp — / fogdu’
R R EnNUFN EnUFN

[ pgdu— | fegdn+ [ fugdn - / fogdu‘
< ‘ fngdu‘ ; fogdu’ | [ fugdu- / fogdu’
En En Fn Fn
€
< |wn(En)| + |wo(EN)| + 3 <€,
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si n > ng. Esto establece (3.29) para cualquier funcion g en Z. Por tanto
fn — fo en la topologia o(X, Z), con lo que (X, o(X,Z)) es completo. [

Corolario 3.44. Todo espacio de Banach de funciones X es completo con
la topologia o(X, X').

Antes de enunciar el resultado méas importante de esta seccidén, vamos
a probar un lema previo. Sea A la familia de subconjuntos medibles de R
que tienen medida finita, e identificaremos dos subconjuntos medibles que se
difieren en un conjunto de medida cero. Si

UE.F) = [ o= xrldu. EFeA (3.30)
R

Lema 3.45. (A, d) es un espacio métrico completo.

Demostracion. Sea {E, },en una sucesion de Cauchy en (A, d). Esto es, para
cada € > 0 tenemos que existe NV € N tal que para cada m > n > N, entonces

(B, ) = / Nm — v | < €.
R

Observemos que lo anterior nos dice que la sucesion {xg, }neny €s una su-
cesion de Cauchy en L'(R). Dado que L'(R) es completo, tenemos que
existe una funcion f € L'(R) tal que lim, o || f — X, |lL2(ry = 0. Como
limy, o0 ||f = XE, |l 21(r) = O tenemos que existe una subsucesion {XEn(k)}keN
tal que xg,,, (¥) = f(z) en c.t.p. x € R. Dado que g, ,, toma valores 1 0 0,
tenemos que a partir de un £ € N suficientemente grande, XE i) (x) =0, con
lo que f(x) =0, o tenemos que a partir de un k € N suficientemente grande,
XE,u (7) =1, con lo que f(z) = 1. Sea G el conjunto de puntos dado por
G ={z € R:lim, 0 Xn,, (%) # f(z)} = 0. G tiene medida nula. Sea g la

funcién dada por
 flx) s, zeG°
g(x) = { 0 si, €@

Tenemos que f = g en L'(R) con lo que limy,_, ||g—XE, || 11(r) = 0, y ademés
g es una funcion caracteristica. Sea E el conjunto medible dado por

E={reR:g(x)=1}

Si probamos que E tiene medida finita habremos terminado la prueba, pues
g es la funcion caracteristica que buscamos. Sea N € N tal que

lg = Xyl r) = / g — Xeyldp < 1
R
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Tenemos entonces que

u(E)Z/gdué/Ig—xENldu+/xENdu§1+u(EN) < 00.
E R R

]

Definicién 3.46. Una medida u se dice que es separable si el correspondiente
espacio métrico (A, d) es separable.

Teorema 3.47. Sea X un espacio de Banach de funciones definidas en un
espacio de medida (R, ). Supongamos que Y es un ideal ordenado de X que
contiene las funciones simples. Entonces Y es separable si y solo si'Y tiene
norma absolutamente continua y i es una medida separable.

Demostracion. Supongamos primero que Y es separable y sea {f,}22, un
conjunto denso en Y. Supongamos que Y contiene a una funcién f, que no
tiene norma absolutamente continua, entonces por la Proposicion 3.27 existe
una sucesion I, | ) en c.t.p. y € > 0 tal que

||f0XEnHX >e, n=12,---.

Consecuentemente, dado que X' es norm-fundamental en X* (Teorema 3.23),
existe una sucesion de funciones {g,}>° ; en la bola unidad de X’ tal que

/!fogann!du 25, n=12---. (3.31)

€
27
Las funciones _

hn = sgn(fo)lgnlxE,, n=1,2,--

son también funciones de la bola unidad X’ y de la desigualdad de Holder
(3.8) obtenemos

o0

En particular, la sucesion { [ frh,dp}se,, (m =1,2,---), es acotada. Usando
diagonalizacion obtenemos una subsucesion {h,x)};2; con la propiedad de
que ffmhn(k)du converge cuando £ — oo, para cada m € N. Dado que
{fn}22; un conjunto denso en Y, usando la desigualdad de Holder deducimos
que limy_, ffhn(k)d,u existe para cada f en Y. Cuando Y es considerado
como subconjunto de X” = X, esto afirma que la sucesion {h,x)}ie, es
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o(X’,Y)-Cauchy en X’. Por tanto, por el Teorema 3.43 (con X' remplazando
X e Y remplazando Z), existe una funcion h en X' tal que

lim /fhn(k)du = /fhdu, fey. (3.32)

k—00

Recordemos que las funciones h,) tienen soporte en la sucesion decreciente
de conjuntos E,y). Asi, si £ es un conjunto de medida finita (por tanto
J = xE pertenece a Y, por hipétesis) y E es disjunto con algn E, ), entonces
(3.29) muestra que fE hdp = 0. Manteniendo el valor de k fijo y permitiendo
que E varie, obtenemos que i = 0 en c.t.p. en el complementario de Ey, ),
e incrementando k, concluimos que h se anula en c.t.p. porque E,;) | () en
c.t.p. Por tanto (3.29), aplicado a fy, obtenemos

0=t [ fahaggdn = i [ |fugolxe, o de

Eso contradice (3.31), con lo que concluimos que Y tiene norma absoluta-
mente continua.

Lo siguiente serd mostrar que u es separable. Sea {R,}>°, una suce-
sion creciente de conjuntos medibles de medida finita cuya unién es todo R,
y sea Ay la o-dlgebra de todos los conjuntos medibles contenidos en Ry,
(N = 1,2,---). Por hipétesis, la funcién caracteristica de un conjunto en
cualquier Ay pertenece a Y. Ahora bien, Y es separable, entonces cualquier
subconjunto de Y es también separable. Por tanto, para cada N =1,2,---,
existe una familia numerable {x g, }rv—; de funciones caracteristicas de con-
juntos En,, € Ay que es densa en norma el conjunto de todas las funciones
caracteristicas de conjuntos de Ay. Deberiamos de demostrar que la familia
numerable F que consiste en todos los conjuntos E, pr, (N,m =1,2,---) es
densa en el espacio métrico (A, d). Esto establece la separabilidad de p.

Sea F' € A, esto es, E' es un conjunto medible de medida finita. EI Teore-
ma de Convergencia Dominada implica que p(F \ Ry) — 0 cuando N — oo
dado que pu(F) < ooy FN Ry T F. Para un € > 0 arbitrario, existe N € N
tal que

uW(F\ Ry) < %

Ahora, por el Teorema 3.11, existe una constante C'y tal que

/R fldu < Onllfllx. f€X. (3.33)

Por definicion de la familia F, podemos elegir £ € F, E C Ry, tal que

€

2Cy

Ixe — Xrrry | X < . (3.34)
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Combinando (3.33) y (3.34), observamos que
4(E,E) = [ |xe - xeldu

= pu(F'\ Ry) + / IXE = XPrRy|dp
Ry

€

2

Por tanto, F es densa en (A, d) y consecuentemente u es una medida sepa-

rable.

< =+ Cnllxe — Xroryllx <€

Reciprocamente, supongamos que g es separable y que Y tiene norma
absolutamente continua. Entonces Y = X, = X, por el Teorema 3.38. Sea
Fi = {FE\1, Ey, -+ } un conjunto numerable y denso en (A, d). Sea {Ry}%_,
una sucesion creciente de conjuntos medibles de medida finita cuya unién es
todo R, y sea F = {E; N Ry }5y~,. Por tltimo, sea D la clase de funciones

simples con forma
k
f - E TEXFy,
k=1

donde los coeficientes ry son racionales (la parte real e imaginaria son racio-
nales en el caso en que r; sean complejos) y los conjuntos Fj pertenecen a
F. Claramente D es numerable. Tenemos que demostrar que D es denso en
X, v por tanto Y (= X,) es separable.

Ahora bien, X, es la clausura del conjunto de las funciones simples

g = Z CnXGhp»
n=1

donde los coeficientes ¢, son escalares arbitrarios y GG,, son conjuntos medibles
arbitrarios de medida finita. Dado que cualquier ¢, se puede aproximar tanto
como uno quiera por racionales, es claro que para probar que D es denso en
X, es suficiente mostrar que la funciéon caracteristica de un conjunto medible
de medida finita arbitrario se puede aproximar en norma de X por funciones
caracteristicas de conjuntos de F.

Supongamos que G tiene medida finita y sea € > 0. Ahora bien, X per-
tenece a X, = X, ¥ Xanry T X, entonces por la Proposicion 3.30, podemos

elegir N tal que
€

||XG - XGmRNHX < 5

Por tanto, es suficiente aproximar xgngr, por funciones caracteristicas de
conjuntos de F. Para cada n, podemos tomar F,, € F con F,, C Ry y

Ifm d(G N Ry, F,) = 0. (3.35)

n—oo
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Esto afirma que Xr, — Xgnry en L'(R), con lo que podemos tomar una sub-
sucesion xr,;, — Xcngry €0 ¢.t.p. cuando j — oo. Pero todas estas funciones
estan dominadas por x g, , que pertenece a X,. Por tanto, por el Teorema de
la Convergencia Dominada (Proposicion 3.30) muestra que

Como habiamos comentado anteriormente, esto es suficiente para probar la
separabilidad de Y. O

Corolario 3.48. Un espacio de Banach de funciones X es separable si y solo
st tiene norma absolutamente continua y subyace sobre un espacio de medida
(R, p) con p una medida separable.

Corolario 3.49. Supongamos que X, = X;. Entonces X, es separable si y
solo si p es separable.

Corolario 3.50. 5i el espacio dual X* de un espacio de Banach de funciones
X es separable, entonces X es reflexivo.

Demostracion. Cualquier espacio de Banach con dual separable, el propio es-
pacio es separable. Por tanto X es separable. Ademas, cualquier subconjunto
de X* tiene que ser separable. Por tanto, el espacio asociado X es separable.
Pero ambos espacios X y X’ tienen norma absolutamente continua, por el
Teorema 3.47. En ese caso, el Corolario 3.41 muestra que X es reflexivo. [
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Capitulo 4

Espacios invariantes por
reordenamientos

Siv= (v, -+ ,v,),u = (ug, - ,u,) son dos vectores con componentes
no negativas, es natural decir que u es un reordenamiento de v si existe
una permutacion o del conjunto {1,---,n} tal que u; = v, para cada
t =1,--- ,n. En un espacio de medida més general, es tentador remplazar
la nocion de permutacién por una transformacion que preserva la medida,
con lo que tendriamos que para dos funciones medibles no negativas f y g,
entonces g es ‘reordenada” de f si ¢ = f o o para una transformaciéon que
preserva la medida o. Este concepto, aunque vélido, no es lo suficientemente
amplio para nuestros propositos. Por ejemplo, la simetria falla, pues g puede
ser una reordenada de f en este sentido y f no ser una reordenada de g.

Nosotros vamos a considerar una definicion mas amplia: dos funciones f y
g serdn una la reordenada de otra si sus funciones de distribucion coinciden.
Este concepto y el de la reordenada decreciente se introduciran en la secciéon
4.1. La seccién 4.2 describe los tipos de espacios de medida que admiten una
teoria razonable de reordenamiento. La funciéon maximal f** y la relacion de
Hardy-Littlewood-Pdlya son introducidas en la seccion 4.3, lo que nos llevara
a introducir los espacios invariantes por reordenamientos que se estudiaran
en la seccion 4.4. En la seccion 4.5 se describiran dos familias especiales de
espacios invariantes por reordenamientos, mientras que en la seccion 4.6 se
estudiaran los espacios de Lorentz L' N L> y L' + L*, dos espacios de gran
importancia en la teoria de interpolacion.
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4.1. Funcion de distribucién y la reordenada
decreciente

En esta seccién estudiaremos primero el concepto de funcion de distribu-
cion y luego la reordenada decreciente, ambas nociones de gran importancia
en esta teoria. Como en el capitulo anterior, denotamos por (R, ) a un es-
pacio de medida o-finito.

Definicion 4.1. Se define la funcién de distribucion de una funcion f €
Moy = My(R, ) como la funcion puy : [0,00) — R dada por

prA) = p({z € R:[f(z)]| > A}). (4.1)

Obsérvese que la funcion iy depende tnicamente del valor absoluto de f,
|f], v que p; puede tomar el valor +oo.

Definicién 4.2. Dos funciones f € My(R,pn) y g € Mo(S,v) se dice que
son equimedibles si tienen la misma funcion de distribucion. Esto es, si

pr(X) =ry(N), YA>0.

Proposicion 4.3. Sean f, g y { fn}nen una sucesion de funciones de Mo(R, ).
Sea a € R no nulo. Entonces la funcion de distribucion py es no negativa,
decreciente y continua por la derecha en [0,00). Ademds,

(1) Silg] <|f| en c.t.p., entonces pg, < ps.
(i) pas(N) = ps(iay), VA > 0.
(113) frrig(A+X2) < pp(A) + pg(A2), VAL, A2 > 0.
(i) Si |f| <liminf, .o |fn] en c.t.p. entonces pp < liminf, . uy,.
En particular, si |f,| T |f|, entonces py, T piy.

Demostracion. Es claro que pf no es negativa al ser p una medida positiva.
Sean ahora 0 < A\; < \y. Entonces

{reR:[f(x)] > X} C{reR:|f(x)] >},

luego por ser i una medida positiva, en particular es mono6tona, con lo que

pl{z € R:[f(2)] > Aa}) < p({w € R [f(2)] > Mi}),
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es decir, us(A2) < pgp(A1). Veamos ahora que s es continua por la derecha,
para ello tomemos A > 0y sea {\, },en una sucesion con A, | A. Tenemos
entonces que la sucesion {E), },en dada por

E\, ={x € R:|f(x)| > \},

es una sucesion creciente. Por una de las propiedades que verifica una medida
positiva, tenemos que

/"L(U’ZOZIE)\IL) = nlinolo M(E)\n)7

lo que es equivalente a
pr(A) = lm gy (An).
Las propiedades (i) y (ii) son consecuencia inmediata de la definicién de

funcion de distribucion. Veamos ahora la propiedad (iii), para ello tomemos
A1, A2 > 0. Entonces, se verifica la siguiente cadena de inclusiones

{zeR:|f(x)+9(@)] =M+ X o} C{z e R:[f(2)|+ [g(z)] = A1 + A2}
ClzeR:[f(x)| = M}U{z e R:[g(z)] = A2},
tomando medida, obtenemos que 14 g(A1 + A2) < pp(A) + pg(A2)-

Procedemos ahora a probar la propiedad (iv). Para ello fijamos un A > 0,
y sean {E, },en los conjuntos dados por

E,={zeR:|fu(x)]> A}, E={xecR:|f(x)] > A}

Observemos que E C UP_; Nysim Eyn. En efecto, sea x € R con |f(x)] > A
Pero |f(x)| <liminf, . |f.(z)|. Por tanto, existe m € N tal que para cada
n > m se verifica | f(z)| < inf | f,(x)|. Es decir,

A<[f(@)] < [ful2)], Yn=m.
Por tanto x € N>, By, con lo que x € UX_; Nysr E,,. Por tanto,
wW(NpsmEr) < inf p(E,) < sup inf p(E,) = liminf u(E,),
n>m m n>m n—o0

para cadam =1,2,---. Pero N>, F, crece con m, aplicando el Teorema de
la Convergencia Mon6tona obtenemos que

(E) < p(Un_y Nusm Bn) = 721320 (NnsmEr) < liminf p(E,).

n—oo

Esto prueba la primera afirmacion del punto (iv). Para la segunda afirmacion,
observemos que por ser |f,| T |f| tenemos que py, < piy, ., < py para cada
n € N, por la propiedad (i). Luego, lim,,_, sup p5, < ps. Por otra parte, por
la primera afirmacion del punto (iv), tenemos que py < liminf, , s, , con
lo que pp = im0 fig,- O
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Ejemplo 4.4. Procedemos a calcular la funcién de distribucién de una fun-
cioén simple no negativa f. Supongamos que

n

flz) = Z%‘XE]-@% (4.2)

=1

donde E; son conjuntos medibles de medida finita disjuntos dos a dos y
ap > ag > - > a, > 0.

f

a,

as

E,; E, E:
Figura 4.1: Grafica de f.
Sea A € [0,00). Entonces,

- 81 A > @y, tenemos que {x € R : |f(x)] > A} =0, con lo que

- sl a; > A > ag, tenemos que {x € R: |f(z)] > A} = Ey, con lo que
pr(A) = p(Ew);
- sl ag > A > ag, tenemos que {x € R: |f(z)| > \} = E1 U Es, luego

pp(A) = p(Er) + p(Es);
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- en general, tenemos que f17(A) = Y 7| M X[a;;1.a,)(A), donde

J
mJ:Z'u’(E’L)? j:17"'7n7
=1

Yy Gpy1 = 0.

K(E;)

W(Ey)

n(E,)

a, a, aq

Figura 4.2: Gréafica de py.

Lema 4.5. Sea (R, 1) un espacio de medida y sea F un subconjunto medible
de R de medida p(F) =t. Sea g = xp. Entonces una funcion g es equimedible
con g si y solo si [g| es igual en c.t.p. a la funcion caracteristica de un
conjunto medible E, de medida u(E) = p(F) =t.

Demostracion. Supongamos que [g| es igual en c.t.p. a la funcién caracte-
ristica de un conjunto medible F, de medida u(E) = t. Tenemos entonces
que;

-si 0 < X < 1, entonces pg(A) = u(E) =t.

-si 1 < A, entonces pg(A\) = p(0) = 0.
Por tanto, tenemos que pz = g = tX[o,1), que coincide con la funcién de
distribucion de g. Luego g y g son equimedibles.

Supongamos ahora que gy g son equimedibles y veamos que |g| es igual
en c.t.p. a la funciéon caracteristica de un conjunto medible E, de medida
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justamente p(FE) = u(F) = t. Por reduccion al absurdo supongamos que
existe un subconjunto medible A de R de medida positiva y a > 1 tal que

9(z)| 2 a, VzeA

Por tanto, tenemos que si 1 < A < «, entonces pyg(\) = pu(A), lo cual es una
contradiccién porque py(A) = 0, y g era equimedible con g. Razonando de
manera analoga, se ve que |g| no puede tomar valores en (0, 1) en un conjunto
de medida positiva. Luego tenemos que [g| es una funcion caracteristica. Sea
E ={x € R:|g(z)| = 1}, que es un medible por ser la funcién |g| una funcion
medible. Tenemos que pg = (E)x[,1) ¥y dado que g y g son equimedibles,
tenemos que txo,1) = fg(t) = g = p(E)X[,1), luego necesariamente p(E) =
t, que era justamente lo que queriamos probar. O

Definicion 4.6. Sea f € My(R, ). Se define la reordenada decreciente de
f como la funcioén f* definida en [0, c0) dada por

J1(8) = mELA s (V) < 1), (4.3)

Usaremos el convenio de que inf () = co. Por lo tanto, si () > ¢ para
cada A > 0, entonces f*(t) = oo. Si (R, p) es un espacio de medida fini-
ta, entonces la funciéon de distribucion py es acotada por pu(R) y por tanto,
f*(t) = 0 para cada t > u(R). En este caso, podemos considerar a f* como
una funcion definida en el intervalo [0, (R)). Observemos también que si jiy
es una funcién continua y estrictamente decreciente, entonces f* es simple-
mente la inversa de uy en el intervalo apropiado. De hecho, para una funcion
genérica, si primero calculamos su funcién de distribucion 1y y luego calcula-
mos la funcion de distribucion m,, de s respecto de la medida de Lebesgue
m en [0, 00), obtenemos justo la funciéon reordenada decreciente f*. Esto es
consecuencia inmediata de la identidad

Fr@) = sup{d: pp(A) >t} = my, (1), =0,

lo cual se sigue de (4.3), el hecho de que s sea decreciente y la definicion de
funcion de distribucion.

Ejemplo 4.7. (a) Procedemos a calcular la reordenada decreciente de la
funcion simple f dada en (4.2). Teniendo en cuenta (4.3) y la grafica de ps
en la Figura 4.2, vemos que f*(t) = 0 si t > mg. También vemos que si
mg >t > my, entonces f*(t) = az y si mao >t > my, entonces f*(t) = ay y
asi sucesivamente. Por tanto,

n

£ = aXm, rmp(t), >0,

J=1
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donde hemos tomado mgy = 0.

Geométricamente, simplemente estamos reordenando los bloques vertica-
les en la grafica de f en un orden decreciente para obtener la reordenada
decreciente f* (véase la Figura 4.3).

f f*

al

a;

| E, E: m, m, m

Figura 4.3: Graficas de f y de f*.

(b) A veces es mas ttil dividir la funcién f en bloques horizontales méas
que en bloques verticales. Por lo tanto, la funcion simple f en (4.2) también
se puede escribir como :

fa) = bixe, (),

donde los coeficientes by son positivos y los conjuntos Fj forman una sucesion
creciente F; C Iy C --- C F, y cada uno de ellos tiene medida finita. En
comparacion con (4.2) obtenemos que

bk:ak’_ak—f—la Fk:U?:lEj’ ]{;:172’...771‘

En este caso, la reordenada decreciente se ve que se forma deslizando los
bloques en cada capa horizontal para formar un solo bloque méas grande
posicionado con su extremo izquierdo contra el eje vertical (véase la Figura
4.4). Por lo tanto,

fr= Z bk X [0,u(Fp))- (4.4)
k=1
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f f*

b,

b,

A3 + @ — bt b

t
E, E, E. W(F,) KR wFy)

Figura 4.4: Graficas de f y de f*.

(c) Sea f : (0,00) — R la funciéon dada por f(z) = 1—e~*. La funcion de
distribucion my respecto de la medida de Lebesgue m de (0,00) es infinito
para 0 < A < 1, e igual a cero para cada A\ > 1. Por tanto f*(¢) = 1 para cada
t > 0. Este ejemplo muestra que se pierde mucha informacion al pasar a la
funcion reordenada decreciente. Sin embargo, esa informacion es irrelevante
para la norma L (o cualquier norma invariante por reordenamiento). Esto
es, la norma L? de f y f* es infinito si 1 < p < oo, y la norma de L™ de
ambas funciones es igual a 1.

Proposicion 4.8. Sean f, g, {fn}nen funciones de Mo(R,p) y sea a un
escalar. La funcion reordenada decreciente f* es no negativa, decreciente y
continua por la derecha en [0,00). Ademds,

(i) si|g| <|f| en c.t.p., entonces g* < f*.
(ii) (af)" = lalf*.
(i) (f +9)*(t1 +1t2) < f*(t1) + 9" (t2), t1,t2 >0.
() |f| <liminf, . |f.| en c.t.p., entonces f* <liminf, . fr.
En particular,
i [fal T 1f] en c.tp., entonces 11 f*.
(v) f*(pp(N) < A, sipp(N) < ooy pp(f*(t) < t, si f*(t) < oo.

(vi) fy f* son equimedibles.
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(vie) ([f[7)" = (f*)F, si 0 < p < o0.
(viii) Sit,s >0, entonces f*(t) < s si y solo si pg(s) <t.

Demostracion. El hecho de que f* sea no negativa, decreciente y continua
por la derecha se sigue de la Proposicion 4.3 y el hecho de que f* es en si
misma sea una funcion de distribucion. Las propiedades (i), (ii) y (iv) son
consecuencia inmediata de respectivos (i), (i) y (iv) de la Proposicion 4.3 y
de la definicion de reordenada decreciente.

Para la propiedad (v), fijamos A > 0 y supongamos que t = ps()) es
finito. Entonces (4.3) nos da que

Fr(ug V) = f7(t) = mf{N 2y ()} < A,

lo que prueba la primera parte de (5). Para la segunda parte, fijamos ¢ > 0y
supongamos que A = f*(t) es finito. Entonces por (4.3), existe una sucesion
A+ A con pp(N,) <ty por la Proposicion 4.3, tenemos que ps es continua
por la derecha, y nuevamente por la Proposicién 4.3, tenemos que

r(£7(0) = s (V) = 1 jig(A) <t

Procedemos ahora a probar la propiedad (iii). Supongamos que A =
f*(t1) + g*(t2) es finito ya que en otro caso no hay nada que probar. Sea
t = fir+4(A). Entonces por la desigualdad triangular en (v) obtenemos

t=p{x:[f(z)+g(@)] > f(t:) + 9" (t2)})
<p({z:|f(@)] > ()} + p({z :g(z)| > g*(t2)})
= pr(f7(t1)) + pg(g”(t2))
<ty + to.

Esto muestra en particular que ¢ es finito. Por tanto, usando la primera
desigualdad en (v) y el hecho de que (f + ¢)* es decreciente, obtenemos

(f+9)(ti+t) <(f+9) ()= (f +9) (rig(N)
< A= fH(t) + g% (t2),

lo que establece la propiedad (iii).

Para una funciéon arbitraria f € Mg, podemos encontrar una sucesion
no negativa de funciones simples {f,}nen tal que f, 1T |f] (Teorema 2.3). Es
claro que para cada n, las funciones f,, y f! son equimedibles (Ejemplo 4.7
(a)), esto es,

fg,(A) =mge(X),  A=0. (4.5)
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Pero f, T |f| v f; 1 f* por la propiedad (iv), y la propiedad (iv) de la
Proposicion 4.3 aplicado a cada funcion de distribucion en (4.5) muestra que

Por tanto f y f* son equimedibles, que es la afirmacion (vi).
Finalmente, de (4.6) obtenemos que
1 1
/,L‘f|p<)\) = I[Lf()\?) = mf*()\P> = m(f*)p()\), A Z 0.

Pasando a la reordenada decreciente mediante la propiedad (vi) obtenemos
la propiedad (vii).

Por ultimo, procedemos a probar la propiedad (viii). Sean t,s > 0. Su-
pongamos que f*(t) < s. En particular, tenemos que f*(t) < oo. Aplicando
la propiedad (v) tenemos que ps(f*(t)) < t. Por otra parte, por hipotesis,
tenemos que f*(t) < sy por ser u; una funci6n decreciente, tenemos que
pr(s) < pp(f*(t)). Combinando esta tltima desigualdad con el hecho de
que pr(f*(t)) < t, tenemos que ps(s) < t. Razonando de forma anéloga se
obtiene la otra implicacion. O]

El siguiente resultado muestra una alternativa descripcion de la norma
L? en términos de la funcion de distribucion y la reordenada decreciente.

Proposicién 4.9. Sea f € M. 570 < p < oo, entonces

[isran=p [ 3 tuoir= [ ora (4.7)
R 0 0
Ademds, en el caso p = o0,

supess|f(x)| = mf{\: ur(\) =0} = £7(0). (4.8)

zER

Demostracion. Sean f € My 0 < p < oo. Tenemos que
p [N = [T v e € Ri5@)] > ADix
0 0
Llamando E) = {z € R: |f(x)| > A}, tenemos que

/ PN (BN dA = / / PN X, dud\ = / / A X, ddp,
0 0 R RJO

donde hemos aplicado el Teorema de Tonelli. Ahora bien, fijado x € R,
tenemos que xg, (A) =1 si y solo si A € Ej, es decir, |f(x)| > A. Por tanto

[ [ wetwanau= [ [ petia= | r@pran
RJO RJO R
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Por otra parte, sabemos que f y f* son equimedibles. Por lo que
u{x € R:|f(2)] > A} =m({t € (0,00) : f(£) > A}), VA >0,

donde m denota la medida de Lebesgue de (0,00). Repitiendo el mismo ar-
gumento que hemos usado anteriormente, llegamos a que

p /0 TNy (A = /0 T .

En el caso en que p = oo, por la definicién de la norma || - ||, tenemos
que para cualquier A > || f||z,

p{z € R:[f(x)] = A}) =0,

de aqui se sigue que,

[fllzee = f{A: gy () = 0}

Por definicion de f*, se tiene que

£7(0) = fnf{A: () = 0},

4.2. Una desigualdad de Hardy-Littlewood

Mientras que la reordenada decreciente no necesariamente preserva la
suma o el producto, sin embargo, existen algunas desigualdades bésicas en
relacion con esas operaciones como se vera en esta seccion y la proxima.

El punto inicial es una desigualdad elemental que se debe a G. H. Hardy
y J. E. Littlewood. Dicha desigualdad afirma que si (a;); y (b;)7, son dos
sucesiones finitas de niimeros no negativos, entonces

=1 =1

donde (a}), denota la sucesion de elementos de (a;)!_; ordenados en orden
decreciente, y de forma similar se definen los (b7)"_,. En efecto, procedemos
a probar la desigualdad (4.9) usando el método de induccion. Tenemos que
para el caso n = 1, los vectores realmente son escalares y la desigualdad es
trivial (ciertamente se da igualdad). Supongamos ahora que el resultado es
cierto para n y veamos que es cierto para n + 1. Sean a = (ay, as, -+ ,Gpi1)
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y b= (b1,by, -+ ,b,s1) dos vectores de R"™! de componentes no negativas.
Sean ay, ., = max{ay, -+ ,an1}y bh = max{by,bs,- -, bpy1}. Tenemos que
a), =a; para algan i € {1,2,--- ,n+ 1}. Supongamos también que b}, =
b;, pues en el caso en que by, = b; para algiin j # 7, entonces mediante
una transposicion (j +— i) en el conjunto de los indices {1,2,--- ,n + 1},
obtenemos un nuevo vector b que es equimedible con b. Luego obtenemos
que

n+1 n+1 n+1

* *
E akbk :aibi + E Clkbk = an+1bn+1 + E akbk
k=1 k=1 k=1
k#i k#i
n+1 n+1

* * kK * 1k
< apiqbyi + E :akbk = § aby,
k=1 k=1

donde (af,---,a;) es la reordenada decreciente de (ay,- - Ly, JApi1) Y
de forma similar se definen los (b7, -- - ,b%), y para obtenerlos hemos aplicado
la hipétesis de induccion.

En otras palabras, la suma alcanza su valor maximo cuando los términos
de cada sucesion estan ordenados en orden decreciente.

A menudo serd conveniente considerar una sucesion (a;)?_, como una
funcion simple f = > " a;xj—1,) definida en el intervalo [0,00). En ese
caso, como el Ejemplo 4.7 (a) muestra, la reordenada decreciente f* de f
es justo la funcion simple f* =377 | afx[i—1,) correspondiente a la sucesion
reordenada (af)?, . Visto de esta manera, la desigualdad (4.9) es un caso
particular de una desigualdad integral més general (4.11) que se enuncia en

el Teorema 4.11 de abajo.

Lema 4.10. Sean g una funcion simple no negativa en (R,pu) y E un sub-
conjunto medible de R. Entonces

w(E)
/gdug/ g*(s)ds. (4.10)
E 0

Demostracion. Podemos expresar g en la forma

9=">_ bixs,
=1

donde Fy C --- C F, vy los coeficientes b; son todos positivos (véase Ejem-
plo (4.7) (b)). Usando la formulacion (4.4) para la reordenada decreciente
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obtenemos

[E gdn =Y b0 F) < S bomin{u(E), p( )

n w(E) w(E)
=X bi/ X(o.u(Fy)) (s)ds = / g (s)ds.
=1 V0 0

Teorema 4.11. (G. H. Hardy y J. E. Littlewood)
Si f,g € Mo(R, ), entonces

/R Faldy < / " ()9 (s)ds. (4.11)

Demostracion. Dado que f* y g* dependen tnicamente del valor absoluto
de f y g respectivamente, es suficiente probar la desigualdad (4.11) para
funciones f y g no negativas.

En primer lugar, supongamos que f y ¢ son funciones simples. En ese
caso, podemos escribir,

flz) = Z a;xe, (),

donde By C B, C---CEpya; >0,5=1,---,m. Entonces,
F) = aiX(o e (t)-
j=1

Por tanto, por el Lema 4.10, tenemos que

M m n(E;)
[ sl =>"a; [ gtu<> 0 [ g (s)as
R j=1 Ej j=1 0
=/ > X)) (s)g" (s)ds
(N

-/ " P (s)g"()ds.

Sean ahora f y g funciones medibles no negativas arbitrarias. Tenemos que
existen dos sucesiones {f,}nen ¥ {9n}nen de funciones simples medibles no
negativas tales que f, 1 f v g, T g (Teorema 2.3). Teniendo en cuenta
la propiedad (iv) de la Proposicion 4.8, tenemos que f* 1 f* vy g5 1 g¢*.
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Observemos que fijado m € N, tenemos por el Teorema de la Convergencia
Monoétona y por lo probado anteriormente, que

mldin = mdp = 1 gmdp < 1 OO;; * (s)d
/leglﬂ /ngunggO/ngu nggo/of(S)g(S)S
- | rees

Como lo anterior es cierto para cada m € N, tomando limite cuando m — oo
tenemos que

dy = dy = 1f o <l OO*;‘nd
/R\fgl 1 /ngu mgr;o/ng u<mgr;o/0 [ (8)gm(s)ds
_ / 1(5)g" (s)ds.
0

Una consecuencia inmediata de la Desigualdad de Hardy-Littlewood (4.11)
es que

/R faldn < / " ()97 (s)ds, (112)

para cualquier funciéon g definida en R equimedible con g. En el caso en
que f y g son sucesiones finitas, como en (4.9), es claro que la igualdad
se da en (4.12) para una g adecuada. En efecto, esa § evidentemente se
obtiene de g mediante una apropiada permutacion del conjunto {1,---  n}.
Sin embargo, esto no suele ocurrir en espacios de medida méas generales y
se hace necesario aislar aquellas clases de espacios de medida que verifican
propiedades semejantes.

Se puede desarrollar la teoria bajo una condicion mas débil que la de
alcanzar la igualdad en (4.12). Lo que hace falta es que el supremo de las
integrales en la izquierda de (4.12) coincida con el valor en la derecha de
(4.12); esos espacios de medida se definiran como resonante. En el caso en
que el supremo se alcanza, entonces el espacio de medida en cuestion se
llamara fuertemente resonante.

Naturalmente, necesitamos conocer qué espacios de medida tienen estas
propiedades de resonancia. Veremos que un espacio de medida o-finito es
resonante si y solo si es no atomico o es completamente atémico con los
atomos teniendo la misma medida, como también veremos que los espacios
fuertemente resonantes son justamente aquellos resonantes de medida finita.
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Definicién 4.12. Un espacio de medida o-finito (R, 1) se dice que es reso-
nante si para cada fy g en Mo(R, 1) se cumple la identidad

/ fr(t dt—sup/!fg\du, (4.13)

donde el supremo se toma sobre todas las funciones g definidas sobre R
equimedibles con g.

De forma similar, se dice que (R, ) es fuertemente resonante si para
cada par de funciones f y g en Mg(R, 1), existe una funcion g definida en R
equimedible con g tal que

/0 " (g ()t = / fgldu (1.14)

Ejemplo 4.13. (a) Es claro de (4.12) que cualquier espacio de medida fuer-
temente resonante es resonante. Sin embargo, el reciproco es falso. En efecto,
veremos en el Teorema 4.16 que el intervalo [0, 00) con la medida de Lebes-
gue es resonante, pero el siguiente ejemplo muestra que no es fuertemente
resonante. Sea f la funcion descrita, en el Ejemplo 4.7 (c), f(z) =1 —e™".
Vimos que f* = 1. Sea g = g* = X|o,1)- Si g es equimedible con g, entonces
9| es la funcién caracteristica de algin subconjunto E de (0, 00) de medida
1 (Lema 4.5). Pero entonces

[vratdu= [a=er<1= [ g

con lo que la igualdad nunca se alcanza.

(b) Vamos a ver ahora un ejemplo de un espacio que no es resonante. Sea
(R,p) con R={a,b} y pu(a) =1y pud) =2.Sea f = xp ¥ g = Xa- Entonces
[*=Xp2) ¥ ¢° = X[,1), entonces [ f*g* = 1. Pero [ |fg| = 0 para cualquier
g equimedible con g porque f y g tienen que tener suporte disjunto. Este
argumento muestra el hecho de que ningin espacio de medida que contiene
dos atomos con medida positiva pero no igual puede ser resonante.

Lema 4.14. Sea (R,p) un espacio de medida finito no atdmico. Sean una
funcion f € Mo(R,pu) yt € R con 0 < t < p(R). Entonces existe un
conjunto medible E;, con u(E;) =t, tal que

du = *(s)ds. :
Etlflu /Of() (4.15)

Ademds, los conjuntos E; pueden construirse que sean crecientes con t. Es
decir, s1 0 < s <t < u(R), entonces E; C E.
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Demostracion. Vamos a considerar dos casos dependiendo de si t pertenece
o no al rango de la funciéon de distribucion py de t.

Supongamos en primer lugar que existe o > 0 tal que py(a) = ¢. En ese
caso, se sigue de (4.3) que

fr(t) = mf{A = pp(X) = ¢},

y por la continuidad por la derecha de py (Proposicién 4.3) tenemos que
pe(f*(t)) = t. Equivalentemente, el conjunto E; = {z : |f(z)| > f*(¢)} tiene
medida p(F;) = t, y esto muestra que la funcion de distribucion de la funcion
fxe, viene dada por

uiN, s A ()

t, si0< A< fr(t).

p{z € Ee: |f(z)] > A}) =

Pero fy f* son equimedibles, con lo que p1y = mg«. Por tanto, fxg, ¥ [*X[0,0)
son equimedibles. En particular, por la Proposicion 4.9, tenemos que

i = dp = T 1 (s)ds = e ds.
Et‘f| K /leXEt‘ M /0 f (S)X[(),)(s) s /Of (s)ds

Por tanto, se cumple (4.15). Observemos que F; crece con t.

Ahora vamos a considerar el caso en que t no esta en el rango de fiy.
Observemos que al ser p(R) finito y f € My(R, i), por el Teorema de la
Convergencia Dominada, tenemos que

0= p({z: |f@)] = 00}) = lim u({z: | f(x)] > n}) = lim pug(n).
dado que py es decreciente, tenemos que

)\11_}1210 pp(A) = 0. (4.16)

Sea Ao = f*(t) y supongamos que Ay > 0. Como ¢t > 0, se sigue de (4.3) y
(4.16) que X es finito. Dado que ¢ no est4 en el rango de p, tenemos de la
propiedad (v) de la Proposicion 4.8 y de (4.3) que pr(Xo) < t < ps(A) para
0 < A < A¢. Por tanto, si t; denota el limite por la izquierda pr(Ao—) que
sabemos que existe por ser p decreciente, entonces

Esto, junto (4.3), muestra el hecho de que

fr(s) =X, to<s<ty, (4.18)
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Ademés,
t1 = {l’ : |f($>| > )\0}, (419)

Para ver esto, necesitamos expresar el conjunto de la derecha como intersec-
cion de la sucesion decreciente de los conjuntos

1
Fn:{m:|f(x)\>/\o——}, n=12---,
n

observemos que al ser p(R) finito, y usando el Teorema de la Convergencia
Dominada, tenemos que

{15 2 do}) = Jim p(F) = lim (o = =) = 1y ().

Se sigue de (4.17) y (4.19) que el conjunto G = {x : |f(x)] = Ao} tiene
medida t; — tg. Dado que (R, 1) no es atémico, podemos elegir subconjuntos
F; de G con medida t — ty (obsérvese que hay libertad de elegir ¢ < t;). Los
conjuntos F; definidos por la unién disjunta

B = {z:|f(z)] > N} UF, (4.20)

tienen medida ir(Ag) + (t — to) = ¢, como queriamos. Es maés,
flau= [ 1fldn+ [ 1l (1.21)
Et |f‘>)\0 Ft

Ahora, por (4.17), el valor to pertenece al rango de py. La primera parte
de la prueba muestra por tanto que la primera integral en la parte derecha
de (4.21) tiene valor foto f*(s)ds. También, como |f| = A\g en F}, la segunda
integral tiene valor

AW@P#M—M:ZF®M

por (4.18). Combinando estos resultados con (4.21), obtenemos (4.15).

En caso en que )\, obtenemos la desigualdad u({z : [f(z)| >0} =t; <t
en el lugar de (4.17). En ese caso, podemos tomar F; disjuntos con el soporte
de f con medida u(F;) = t — to. Definiendo nuevamente E; por (4.20), y
observando que f*(s) = 0 para s > t,, obtenemos (4.15) como antes:

d:O*d:t*d.
[ 11 Af@m Af@s

Observemos que en la primera parte de la prueba, los conjuntos E; son cre-
cientes con t para todos los ¢t en el rango de iy. Para los otros valores de ¢,
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es elemental mostrar que los conjuntos F; en la segunda parte de la prue-
ba se pueden tomar de manera que sean crecientes con ¢ (en cada intervalo
(to,t1] en el complementario del rango de 1) obteniendo de este modo lo que
queriamos. ]

Ahora estamos en condiciones para caracterizar los espacios de medida
que son resonantes y fuertemente resonantes.

Teorema 4.15. Un espacio de medida o-finito (R, 1) es fuertemente reso-
nante st y solo si tiene medida finita y es uno de los siguientes tipos:

(i) no es atémico;
(1i) completamente atomico y todos los dtomos tienen la misma medida.

Demostracion. En primer lugar veamos la suficiencia. Por lo tanto, dadas
frg € My(R, 1), tenemos que encontrar una funcién g equimedible con ¢ tal
que

/ gy = / T g, (4.22)
R 0

Es claro que podemos suponer que f y ¢ son no negativas.

Si (R, u) tienen medida finita y es del tipo (ii), entonces una g adecuada
se puede construir a partir de g simplemente mediante una permutacién de
los a&tomos. En efecto, la permutacion que buscamos es la composicion de la
inversa de la permutacion que lleva f en f* con la permutacion que lleva g a
g*. Por tanto solo necesitamos considerar el caso en que (R, ¢t) no es atémico
y tiene medida finita.

Sea {gn }nen una sucesion creciente de funciones simples no negativas tal
que g, T g en c.t.p. (Teorema 2.3). Vamos a construir un sucesion creciente
{G,, }nen de funciones simples no negativas tal que g es equimedible con g, y

[lsgidn= [ rog 0 a= 12 (4.23)
R 0

Por la propiedad (iv) de la Proposicion 4.3, la funcion g(x) = lim, g, ()
es equimedible con g, y por (4.22) se sigue de (4.23), de la propiedad (iv) de la
Proposicion 4.8 y del Teorema de la Convergencia Moné6tona. Nos queda en-
tonces construir la sucesion de funciones simples {g,, }nen con las propiedades
deseadas.

Fijamos n = 1,2, --- y, para ahorrar en notacion, sea h = g,,. Como en el
Ejemplo 4.7 (b), podemos escribir,

h = Z bixF,
j=1
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donde 7 C F, C --- C F,, y bj > 0 para cada j = 1,--- ,m. Entonces, por
el Lema 4.14, existe una sucesion Ey C Ey C -+ C Ey, con u(E;) = p(Fj) y

n(Fy)
/E.fdu:/o FOd, j=1,m. (4.24)

J

Si definimos .
h=> bixg,.
j=1

entonces, como en (4.4), las reordenadas decrecientes de h y h vienen dadas
por

W= ijx[(),,u(Fj)) = (h)",
j=1

Por tanto, h y h son equimedibles. Es mas, de (4.24), tenemos que

; — 1(Fy)
/fng:;bj/Ejfdu:mZ:;bj/o 0t
- /0"0 Z biX[o.u(ry)) () f*(t)dt

Jj=1

- / " m (e,

Asi que si vemos que g, = h, entonces g seria equimedible con g,y la lti-
ma igualdad por tanto muestra que se cumple (4.23). Finalmente, dado que
gn crece con n, es claro de la ultima afirmacion del Lema 4.14 que los con-
juntos E; en (4.24) pueden ser construidos de manera que sean crecientes
con n, y por tanto la sucesion de funciones g,, seria creciente. Como dijimos
anteriormente, esto muestra que (R, 1) es fuertemente resonante.

Obsérvese que si (R, ) es un espacio de medida resonante, entonces el
argumento en el Ejemplo 4.13 (b) muestra que los atomos, si existen, todos
tienen la misma medida. Esencialmente el mismo argumento muestra que
(R, i) no puede ser una mezcla de una parte atémica no trivial con una com-
pletamente no atémica. Por tanto, un espacio de medida resonante tiene que
ser del tipo (i) o (ii). Pero si (R, u) es fuertemente resonante, entonces 1 (R)
tiene que ser finito, en otro caso podriamos construir un ejemplo siguiendo
la misma idea que en el Ejemplo 4.13 (a). O

Teorema 4.16. Un espacio de medida o-finito (R, i) es resonante si y solo
st es uno de los siguientes tipos:
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(i) es no atémico;
(11) es completamente atdmico y todos los dtomos tienen la misma medida.

Demostracion. la condicién necesaria se establecié en la prueba del teorema
anterior. Para la suficiencia, dadas f y g en My (R, u1), tenemos que ver (4.13).
Claramente, podemos suponer que f y g son no negativas. También podemos
suponer en el lado izquierdo de la igualdad (4.13) es positivo, pues en otro
caso no hay nada que probar. Por tanto es suficiente mostrar que para cada
a que cumple

0<a< / P09 ()t (4.25)
0
existe una funcién g no negativa equimedible con g tal que
a < / fadpu. (4.26)
R

Dado que (R, ) es o-finito, existe una sucesion creciente de conjuntos me-
dibles { R}~ tal que su unién es R. Sean { f,}nen ¥V {9n }nen dos sucesiones
de funciones simples con f, y g, con soporte en R, ,y tales que f, T f ¥y
gn T g (Teorema 2.3). Por la propiedad (v) de la Proposicion 4.8, el Teorema
de la Convergencia Monotona y (4.25), existe N tal que

o< / £ (4.27)

Ahora el espacio de medida (Ry, p) es del tipo considerado en el teorema
anterior, y por tanto es fuertemente resonante. Por tanto podemos encontrar
una funcioén no negativa h definida en Ry, equimedible con gxr, , tal que

u(RN)
Fhdy = / (Fem) (0)(gxm,)* (0)dt.

Ry

Pero fxry > fn Y 9Xry = 9n, entonces la tltima identidad combinada
junto (4.27) nos dan

< /R Fhy, (4.28)

donde hemos extendido h a todo R anulédndola fuera de Ry. Entonces si
consideramos

g = hXRry + 9XR\Rx>
entonces g es equimedible con g y g > h. Por tanto, por (4.28),

o< /R Fhy < /R Fadp.

Esto establece (4.26) y por tanto completa la prueba. O
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El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Teorema 4.15 y
del Teorema 4.16.

Corolario 4.17. Un espacio de medida o-finito (R, i) es fuertemente reso-
nante si y solo si es resonante y p(R) es finito.

4.3. Una funcién maximal elemental

Cuando g es la funcién caracteristica de un conjunto medible F de medida
positiva t, entonces por la Desigualdad de Hardy-Littlewood (4.11) tenemos
que

/ Fldu < / f(s)ds, feMo.
E 0

Equivalentemente,

1 [,
T Jiran<s [ res 1em (4.29)

Lo anterior nos dice que el promedio de |f| sobre cualquier conjunto medible
de medida t esta dominado por el correspondiente promedio de f* en el
intervalo (0,t). Obsérvese que el dltimo promedio es también maximal entre
todos los promedios de f* sobre cualquier medida de conjunto de medida ¢
(esto se sigue directamente del hecho de que la funcion f* es decreciente o
del caso especial de (4.29) en que (R, u) es tal que R = [0,00) y p es la
medida de Lebesgue y f = f*). Por esta razon, a la funcion de la derecha
en la desigualdad (4.29) se conoce como funcion maximal. Dado que figurara
de manera prominente en el anélisis posterior, introducimos una notaciéon
separada de la siguiente manera.

Definicion 4.18. Sea f € My(R, uu). Se define la funcion maximal de f,y
se denota f**, como

1 t
fr = / F(s)ds, t>0. (4.30)
0
Algunas propiedades de la funcion f** vienen recogidas en la siguiente
proposicion.

Proposicion 4.19. Sean f,g,{fn}tnen funciones de Mo(R, 1), y sea a un
escalar cualquiera. Entonces f** es una funcion no negativa, decreciente y
continua en (0,00). Ademds, se verifican las siguientes propiedades;

(i) f**=0siysolosif=0enctp.;
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(111) si|g| < |f| en c.t.p., entonces g** < f**;
(w) (af)™ = la[f;
(v) si|fal T|f] en c.t.p., entonces fi* 1 f**.

Demostracion. Observemos que al ser f* una funcién decreciente, entonces
sucede que f** es finita en algtn ¢ > 0 si y solo si es finita para cualquier
t > 0. En efecto, supongamos que f** es finita para algin ¢t > 0, y sea s > 0
con s < t. Entonces

s) = é/o FH(uw)du < é/o f*(u)du = é%/g fr(u)du = éf**(t) < 0.

En el caso en que t < s, tenemos que

L[ _! t *(u)du ! ) *(u)du
L rae= [ @S [
<%/0f*(u)du+§/t f*(t)du:f**(t)—l—sgt *(t).

La otra implicacion es trivial. Luego esto nos dice que f** es finita en cual-
quier ¢ > 0 o es infinita en cualquier ¢ > 0. En ambos casos, la funcién f**
es no negativa y continua.

Sean ahora 0 < t; < ty. Tenemos que f*(s) < f*(%) para cada s > 0,
por ser f* decreciente. Luego

=% / fr(s)ds < L I (i—?)ds. (4.31)

sty
to ?

Mediante un cambio de variable u = tenemos que du = %ds, es decir,

ds = i—fdu. Luego
1 [t t
1 (Sl)ds_—/ Fru)du = F(8). (4.32)
t2 0

Combinando (4.31) con (4.32), obtenemos justamente que f**(ty) < f**(t;).
La propiedad (ii) sigue del hecho de que f* es una funcién decreciente.
En efecto, sea t > 0. Entonces

- %/0 fr(s)ds > %/0 [r@)ds = f*(t).

Las propiedades (i), (iii), (iv) y (v) son mas o menos consecuencia inme-
diata de esas mismas propiedades pero para la reordenada decreciente f* en
la Proposicion 4.8. O
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Volvamos ahora la Desigualdad de Hardy-Littlewood (4.11). Cuando £
varia en todos los conjuntos medibles de medida ¢, necesitaremos saber si el

valor de las integrales en la izquierda se aproxima, o se alcanza, el valor fijo
f(t) en la derecha.

Proposicion 4.20. Sea (R, p) un espacio de medida o-finito y sea t un
numero positivo cualquiera en el rango de p. Sea f € Mo(R, ).

(a) Si (R, ) es resonante, entonces
1
roo = pswd [ 1l nie) =}, (4.83

(b) Si (R, ) es fuertemente resonante, entonces existe un subconjunto me-
dible E de R, con p(E) =t tal que

£ =1 [ 1fid (434)

Demostracion. Dado que t estd en el rango de p, tenemos que existe un
subconjunto medible F' de R con medida pu(F) = t. Sea g = xr, entonces
g* = Xo,)- Pero una funcién g es equimedible con g si y solo si |g| es igual
en c.t.p. a la funcién caracteristica de un conjunto medible E, de medida
p(E) = p(F) =t (Lema 4.5). Con esta observacion, es claro que (4.33) y
(4.33) son consecuencia inmediata de (4.13) y (4.14) respectivamente. O

Obsérvese que (4.33) implica una cierta propiedad de subaditividad del
operador maximal f — f**. Esto es,

(f+9)7 (@) < () + g7 (1), (4.35)

en el caso en que t esta en el rango de py (R, i) es resonante.

Ahora si (R, i) no es atomico, el Teorema 4.16 nos dice que (R, ) es
resonante. Si ademas el espacio tiene medida finita, entonces el rango de u es
todo el intervalo [0, 00) y por tanto (4.35) se cumple para cualquier ¢t > 0. No
es dificil llegar a la misma conclusion para espacios de medida no atémicos
de medida finita. En efecto, si to = p(R) es finito, entonces (4.35) se cumple
para cualquier 0 < ¢t < to. En ese caso, f* se anula fuera del intervalo [0, t),
entonces si t > tj, entonces

=1 [ s =)
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Por tanto, f**(t), satisface (4.35) porque f**(to) lo hace. Con lo que acabamos
de probar que (4.35) se cumple para cualquier ¢ > 0 cuando (R, ) no es
atomico.

La subaditividad del operador maximal para un espacio de medida ar-
bitrario puede derivarse del resultado anterior para espacios de medida no
atomicos aplicando el llamado método de retractos. Este procedimiento nos
permite incluir un espacio de medida o-finito (R, ) arbitrario dentro de un
espacio de medida no atémico (R, 7). Como veremos en el Teorema 4.21, la
subaditividad del operador maximal en (R, u) serd consecuencia inmediata
de la subaditividad del operador maximal en (R, ).

La construccion de (R, i) es como sigue. Si (R, 1) es un espacio de medida
o-finito arbitrario, entonces R se puede expresar como una union disjunta

R — RO U (UjAj),

donde R; no tiene 4tomos, y A; es un atomo de medida positiva finita (de
los cuales hay una cantidad a lo sumo numerable porque (R, i) es o-finito).
Sea

R = Ry U (Y1),

donde I; son subintervalos disjuntos de R satisfaciendo m(/;) = u(A4;) para
cada j (en el caso en que Ry sea un subintervalo de R, vamos a suponer que
los intervalos I; pertenecen a diferentes copias de la recta real. Lo importante
es que los intervalos I; deben ser disjuntos dos a dos, y también disjuntos
con Ryp).

Un subconjunto de R se considerara medible si su interseccion con Ry es
un conjunto p-medible y su interseccion con cada uno de los I; es un medible
Lebesgue. Claramente, la coleccion de todos esos conjuntos medibles forman
una o-algebra, entonces si definimos 1 sobre esta o-algebra en la manera
obvia

A(E) = p(ENRy) +>_ m(ENI),
J
asi (R, i) es evidentemente un espacio de medida o-finito no atémico.

Para cada f € Mo(R, i), sea (1 f la funcion en My(R, 77) que coincide con
f en Ry y supongamos que es constante en cada I; y el valor de la constante
coincide con el valor de f en A;. Entonces f y (i f son equimedibles, y por
tanto

G =r. @nH"=r (4.36)

Teorema 4.21. Sea (R, 1) un espacio de medida o-finito y sean [ y g fun-
ciones de My(R, pt). Entonces

(f+9)™@) < f"@t)+ g7 (t), 0<t<oc. (4.37)
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Demostracion. La aplicacion (; es lineal, entonces (i (f+g) = (1f +(1g. Pero
(R, 71) es no atomico, entonces

[G(f + 9 (1) = [Guf + Gugl™ (1) < [GfT™ () + [Gg]™ (1),

por la observacion hecha anteriormente de que (4.35) es cierta para cada
t > 0 en el caso en que el espacio de medida es no atomico. Se tiene que
la desigualdad (4.37) se sigue inmediatamente de lo anterior y teniendo en
cuenta la segunda igualdad de(4.36). O

Aunque el operador f — f* satisface una relacién méas débil, la propie-
dad (iii) de la Proposicion 4.8, dicho operador no es subaditivo. En efecto,
si consideramos por ejemplo las funciones f = xp,1) ¥ ¢ = X[1,2) tenemos
que f y g son equimedibles, por lo que tienen la misma reordenada decre-
ciente, f*(t) = g*(t) = X[o,1)- Sin embargo, tenemos que f + g = X[o,2), ¥ su
reordenada decreciente es (f + g)* = xjo,2). Por tanto se tiene que

tear(3)=1z0r0=r(3) +o(3),

con lo que el operador f — f* no es subaditivo.

En cambio, la funcién maximal desempenara un papel decisivo. Esto es
particularmente cierto en conexién con la estructura de orden de los espa-
cios invariantes por reordenamientos que seran introducidos en la siguiente
seccién. Ahi, el orden puntual f; < fJ no es tan crucial como lo es la débil

relacion fi* < f3* entre las funciones maximales.

Definiciéon 4.22. Sean f; y fo funciones de My(R, p1). Escribimos f; < fo
si fi™ < 37, esto es, si

[ sitows < [ gy (4.3

para cada t > 0.

La relacion <, que se conoce como la relacion de Hardy-Littlewood-Polya,
serd a menudo explotada en conjunto con los siguientes resultados.

Proposicion 4.23. (Lema de Hardy)
Sean f1 y fa funciones medibles no negativas definidas en (0, 00) y supon-
gamos que

/Ot fi(s)ds < /Ot fa(s)ds, (4.39)

para cada t > 0. Sea g una funcidn decreciente no negativa en (0,00). En-
tonces,

Amﬁ@M@MssAwﬁ@mwm& (4.40)
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Demostracion. Un simple argumento usando el Teorema de la Convergencia
Mondtona muestra que es suficiente probar el resultado para una funcién
simple medible no negativa g. En ese caso, g se puede expresar en la forma

n

g(s) = Z a;X(0,t;)(5),

j=1

donde los coeficientes a; son positivos y 0 < t; < -+ < t,,. Usando (4.39),
obtenemos que

t; n t; 00
/ fi(s)g(s)ds = jzlaj/o fi(s)ds < j;aj/o fa(s)ds = ; fa(s)g(s)ds,
lo que establece (4.40). O

Recordemos nuestra discusion sobre el método de los retractos donde
habiamos definido un aplicacion ¢; de Mo(R, u) en Mo(R, 7). Ahora vamos
a definir el operador “inverso” de My(R, i) en las funciones medibles de
(R, i) de la siguiente forma

) =Tn + 3 [ / fdm] X4, (1.41)

para cada f_en Mo (R, 7). Observemos que (o(f) no pertenece a Mg (R, 1) al
menos que f sea integrable en cualquier intervalo ;. Sin embargo, es claro
que

CQGf =T, (4.42)

para cada f € M(R, ).

En la otra direccion, no es cierto en general que (1(»f coincida con f
dado que f no tiene por qué ser constante en los intervalos I ;- Por la misma
razén, no hay una relaciéon de orden puntual entre estas funciones o entre sus
reordenadas decrecientes. Sin embargo, podemos afirmar que

GiGf < f, (4.43)

para cualquier f en Mo(R,71) (dado que f es integrable en cualquier I;).
Esto se sigue del siguiente resultado porque (;(> es un operador promedio
del tipo descrito debajo y My(R, i) es no atémico, por tanto, resonante por
el Teorema 4.16.

Proposicion 4.24. Sean (R, p) un espacio de medida resonante y {E;}jes
una familia numerable de subconjuntos de R disjuntos dos a dos y cada uno
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de ellos con medida positiva y finita. Sean E = R\ U;E; y f € Mo(R, i)
siendo f integrable en cada E;. Sea

1
A= v X (i [, 90 o .
Entonces Af < f.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que J solo tiene un elemento.
En ese caso, Af es de la forma

1
Af = fxe+ (m /E | fdu) .

donde 0 < u(E;) < ooy E'= R\ E;. Para probar que Af < f, tenemos que
probar que

/0 (Af) (s)ds < /0 " (s)ds, (4.45)

para cada t > 0.
En primer lugar, supongamos que 0 < t < oo y que t pertenece al rango
de p. Sea Fun subconjunto de R con u(F) =ty seaty = u(FNEL). Entonces

1
[iasiau= [ | [ fdu‘- (1.46)

Para estimar el dltimo término, escribimos f = xg, en E; y usamos (4.29) y
el hecho de que (fxg,)* es decreciente para obtener

to

g L o] < o) wE) < [y @an

Pero (R, i) es un espacio de medida resonante, entonces el espacio de medida
(Ey, p|g,) es fuertemente resonante por el Corolario 4.17 porque p(E;) es
finita. El nimero ¢, esta en el rango de u|g, porque pu(F N Ey) = to. Por
tanto, por la Proposicion 4.20 (b), existe un subconjunto medible G de E;
con u(G) =ty tal que

/Oto(fXEl)*(S)dS:/G|fXE1’dM:/G|f|d/1h

Combinando esto ultimo con (4.47) v (4.46), obtenemos

Afld d dis. 4.4
/F| f|us/m|f|u+/g|f|u (1.48)
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Pero F N E y G son disjuntos y
p(FNEYUG) =W FNE)+u(G)=(t—ty) +ty=t,

entonces aplicando (4.29) en el lado derecho de (4.48) obtenemos

[ 1asidn < / F(s

Finalmente, tomando supremo sobre todos los conjuntos F' de medida ¢ y
aplicando la Proposicion 4.20(a), obtenemos (4.45), al menos para los ¢ que
pertenecen al rango de p. Dado que (R, i) es uno de los tipos descritos en
el Teorema 4.16, sin embargo, es claro que (4.45) se tiene que cumplir para
todos los t > 0.

Esto termina la prueba en el caso en que J contiene un solo elemento. El
correspondiente resultado para el caso en que J contenga un nimero finito
de elementos se deduce de una sucesiva iteracion. Si J = {1,2,---, N},
escribimos,

R,=R\U!_,E

auf = txn+ 32 (g S0

tenemos que

A f = Apaf <+ <A f<Ff.

Finalmente, supongamos que J tiene cardinal infinito numerable, digamos
que J = {1,2,---}. Dado que |Af| < A(|f]), es suficiente probar Af < f
para f no negativa. En ese caso, las funciones

fn:fXE+ZfXEmv n:1727"'
i=1
satisfacen que 0 < f,, T fen c.t.p. y 0 < Af,, T Af en c.t.p. Pero entonces
Afp=Anfu < fu<f, n=12--.

aplicando el apartado (v) de la Proposicion (4.19) en el lado izquierdo obte-
nemos que Af < f como queriamos demostrar. O]
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4.4. Espacios invariantes por reordenamientos

La norma (), af)% de un vector de componentes positivas (aq, -+ ,a,)
evidentemente depende de los valores aq,--- ,a, pero no en el orden en que
estos elementos estan ordenados. En otras palabras, la norma de ¢? nos pro-
porciona una cierta medida de la magnitud del vector sin importar cémo
estan distribuidas sus entradas sobre el espacio de medida subyacente. Nos
interesa aislar los espacios de Banach de funciones, sobre un espacio de me-
dida méas general, cuya norma posee este tipo de propiedad. Estos espacios,
llamados espacios invariantes por reordenamientos, en general tienen una
estructura mas rica que los espacios de funciones de Banach.

Definicién 4.25. Sea p una funcién norma definida sobre un espacio de
medida o-finito (R, p). Se dice que p es invariante por reordenamiento si
p(f) = p(g) para cualesquiera dos funciones f y g de M{ (R, 1) equimedibles.
En ese caso, el espacio de Banach de funciones X = X (p) generado por p se
dice que es un espacio invariante por reordenamiento.

Obsérvese que un espacio de Banach de funciones X es invariante por
reordenamiento si y solo si, para cualquier f que pertenece a X, y cualquier
g equimedible con f, entonces g también pertenece a X y [|g]|lx = || f|lx. Se
sigue de la Proposicion 4.9 que los espacios de Lebesgue LP(R, 1) son espacios
invariantes por reordenamiento.

La reordenada decreciente f* de una funcién f es equimedible con f, y en
cierto sentido se considerard a f* como la eleccion canonica de una funcion
equimedible con f. En esta seccién veremos que muchas propiedades de los
espacios de Banach de funciones invariantes por reordenamiento tienen una
interpretacion en términos de f* mas que en los de la propia f, al menos
cuando el espacio de medida es resonante.

Proposicién 4.26. Sea p una funcion norma invariante por reordenamiento
definida sobre un espacio de medida resonante (R,u). Entonces la norma
asociada p' es también una funcion norma invariante por reordenamiento.
Ademds, las normas p y p' vienen dadas por

#(g) = sup { | rr s o < 1}, geMi  (149)

p(f) = sup { | 5@ gt < 1}, feMmi  (450)
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Demostracion. Sabemos, por la Definicion 3.14, que la norma asociada p’
viene dada por

p'(g) = sup { /ngdu p(f) < 1}, geMg. (4.51)

Observemos sin embargo que si p(f) < 1, y si f es una funcién no negativa
definida sobre R equimedible con f, entonces p(f) < 1 porque p es invariante
por reordenamiento. Por lo tanto el supremo en (4.51) se extiende sobre todas
las funciones f con p(f) < 1y sobre todas las funciones f equimedibles
con esas funciones f. Pero por (4.13), dicho supremo debe coincidir con el
supremo en (4.49) porque (R, u) es resonante. Esto establece (4.49).

Dado que dos funciones equimedibles tienen la misma funcién reordena-
da decreciente, se sigue inmediatamente de (4.49) que p’ es invariante por
reordenamiento. En ese caso, podemos aplicar el resultado a p’ en lugar de
p, resultado una identidad andloga a (4.49) que coincide con (4.50) porque
p" = p por el Teorema 3.20. O

Corolario 4.27. (Desigualdad de Hélder)
Sea p una funcion norma invariante por reordenamiento definida sobre
un espacio de medida resonante (R, ). Si f y g pertenecen a Mg, entonces

/ Fodu < / (89" (3)ds < o) (9). (4.52)

Demostracion. La primera desigualdad se sigue del Teorema 4.11, y la se-
gunda desigualdad se sigue del resultado anterior. O

Por conveniencia de referencia, también formularemos los dos ultimos
resultados en términos de espacios de Banach de funciones X y X’ generados
por py p/, respectivamente.

Corolario 4.28. Sea X un espacio de Banach de funciones sobre un espacio
de medida resonante. Entonces X es invariante por reordenamiento si y solo
st el espacio asociado X' es invariante por reordemamiento, y en ese caso,
las normas vienen dadas por

me—am{/"f tkrmu<1} gex. s

Il =swn{ [ rea sl <1} rex. s
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Corolario 4.29. (Desigualdad de Hélder)
Sea X un espacio invariante por reordenamiento sobre un espacio de me-
dida resonante (R, ). Si f pertenece a X y g pertenece a X', entonces

/ Foldu < / ()" (s)ds < | fllx Il (4.55)
R 0

El significado de la relaciéon de Hardy-Littlewood-Polya para la teoria
de espacios invariantes por reordenamiento proviene del siguiente resultado
clave.

Teorema 4.30. Sea (R, i) un espacio de medida resonante y supongamos
que f1 y fo pertenecen a M{ (R, p). Sea p una funcion norma invariante por
reordenamiento sobre (R, ). Entonces f1 < fo implica p(f1) < p(f2).

Demostracion. Por (4.50), necesitamos solamente mostrar que

/ " Fr(s)gt(s)ds < / " F(5)g"(9)ds,

para cualquier g satisfaciendo p'(g) < 1. Pero esto es una consecuencia in-
mediata del Lema de Hardy (Proposicion 4.23) ya que f; < fo y ¢* es una
funcion decreciente no negativa. O

Corolario 4.31. Sea X un espacio invariante por reordenamiento sobre un
espacio de medida resonante. Supongamos que f1 pertenece a My y fo per-
tenece a X. Si f1 < fa, entonces fi pertenece a X y || f1l|x < | follx-

Una importante aplicacion del Teorema 4.30 es que el operador promedio
A del tipo descrito en (4.44) son contracciones en cualquier espacio invariante
por reordenamiento X.

Teorema 4.32. Sea (R, u) un espacio de medida resonante y sea {E;}ies
una familia numerable de subconjuntos medibles de R disjuntos dos a dos, y
cada uno de ellos con medida finita. Sea E = R\ U;E;. Para cada f € M,

Seaq
1
Af = d .
f fxmg(u(E)/Ejfu)xEj

J
Entonces A es una contraccion en cualquier espacio invariante por reordena-
miento X sobre (R, ), esto es,

[Afllx < Mfllx, feX.
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Demostracion. Si f pertenece a X, entones f es integrable sobre cualquier
E;, con j € J por la propiedad (v) del Teorema 3.11. Pero Af < f por la
Proposicion 4.24. Luego la conclusion se sigue del Corolario 4.31. [

El siguiente resultado es otra aplicacion del Teorema 4.30.

Teorema 4.33. Sea (R, 1) un espacio de medida o-finito y sea \ una funcion
norma invariante por reordenamiento definida sobre (RT,m). Entonces el
funcional \ definido por

A =Af), [ e Mg(R p) (4.56)
es una funcion norma invariante por reordenamiento definida sobre (R, ).

Demostracion. Las propiedades (P1),...,(P5) de la Definicion 3.5 de una fun-
cion norma para \ se siguen facilmente de las respectivas propiedades para
A. La tnica propiedad que requiere un poco mas de esfuerzo es la propiedad
triangular. Supongamos que f; y fy pertenecen a M{ (R, u1). Por la subadi-
tividad del operador maximal (Teorema 4.21, tenemos que

(it )T <+ =T+ )7

lo cual muestra que (f; + f2) < ff + f3. Por eso, dado que (R*,m) es
resonante, podemos usar el Teorema 4.30 y la desigualdad triangular para A
para obtener

AU+ 2)") S AT+ f3) SAUT) + A7),
Por virtud de (4.56), esto establece la desigualdad triangular para . O

El siguiente resultado muestra que cualquier funcién norma invariante por
reordenamiento sobre (R, ) surge de esta manera, siempre que el espacio de
medida (R, 1) sea resonante.

Teorema 4.34. (Teorema de representacion de Luzemburg)

Sea p una funcion norma invariante por reordenamiento definida sobre
un espacio de medida resonante (R, ). Entonces existe una funcion norma
invariante por reordenamiento p sobre (R*,m) tal que

p(f)=p(f), feMFR p). (4.57)

Ademds, si o es cualquier funcion norma invariante por reordenamiento
sobre (R, m) que representa a p, en el sentido de que

p(f) = U(f*)v VS MJ(R’ M)? (458)

entonces la norma asociada p' de p se representa de la misma manera por la
norma asociada o' de o, esto es,

p'(g)=0d'(g"), ge€MJ(R,p), (4.59)
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Demostracion. Si p esta definida sobre Mg (R, m) por
) =sup{ [ g o) <1}, (1.60)
0

entonces es claro de (4.50) que (4.57) se cumple. Para mostrar que p es una
funcion norma sobre (R, m), tenemos que ver que se verifican las propieda-
des (P1),...,(P5) de la Definicion 3.5.

Para la desigualdad triangular, supongamos que h; y hy son funciones
arbitrarias de M (R, m). Entonces, como en la prueba del teorema anterior,
(h1+ha)* < hi+ hi. Por tanto, usando el Lema de Hardy (Proposicion 4.23)
y (4.60), obtenemos

p(hy + hy) < p(hy) + p(ha),

que era lo que queriamos demostrar. Las propiedades restantes de (P1) son
faciles de probar. La propiedad de monotonia se sigue de la propiedad (1) de
la Proposicion 4.8 y de (4.60), y la propiedad de Fatou (P3) es consecuencia de
la propiedad (4) de la Proposicion 4.8, (4.60) y del Teorema de Convergencia
Monétona.

El funcional p es evidentemente invariante por reordenamiento asi que
para verificar la propiedad (P4) es suficiente mostrar que p(xp,) es finito
para cada t > 0. Esto es claro si ¢ esta en el rango de u, ya que en ese caso
existe un subconjunto medible F' de R con medida p(F') = t. Dado que p(xr)
es finito por la propiedad (P4) de p, esto implica que ;(X[O,t)) es finito por
(4.57). La desigualdad triangular para p establece el mismo resultado para
cualquier integral miltiple de ¢, y el resultado para un ¢ arbitrario se sigue de
aplicar la propiedad de monotonia (P2). La prueba de (P5) es similar, luego
p es una funcién norma invariante por reordenamiento.

Sea ahora o una funcién norma invariante por reordenamiento sobre
(R, m) que representa a p en el sentido de que (4.58) se cumple. Dado que
(R*,m) es resonante (Teorema 4.16), la norma asociada ¢’ de o se puede
expresar en (4.49) por

o' (k) = sup { /Ooo h*(s)k*(s)ds : o(h) < 1}, k€ MI(RT,m).

En particular,

o' (g°) = sup { | e ot < 1}, (4.61)
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para cualquier g de My(R, ). Por tanto, se sigue de (4.58) y de (4.49) que

p'(g9) <o'(g"), g€ MF(R,p). (4.62)

Para la desigualdad inversa, sea H la clase de funciones simples decre-
cientes no negativas h que tienen soporte en el intervalo [0, u(R)) y satisfacen
que o(h) < 1. Dado que o’ tiene la propiedad de Fatou, se sigue de (4.61)
que

o'(g") = sup { /OOO g (s)h*(s)ds : h € ’H} (4.63)

Si (R, p) es no atémico, entonces cualquier funcion h de H es reordenada
decreciente de una funcion simple f de R (Ejemplo 4.7 (b)). Por tanto, es
claro de (4.49) y de (4.63) que la igualdad se cumple (4.62). Esto establece
el resultado (4.59) que queriamos.

Dado que (R, i) es resonante, el tinico caso que queda es que (R, ) sea
un espacio de medida completamente atémico con todos los 4tomos teniendo
la misma medida, y supongamos que es « (Teorema 4.16). En ese caso, las
funciones h en la clase H que hemos considerado anteriormente no necesa-
riamente son constantes en los intervalos Iy = [(k — 1)a, ka), con k € N,
entonces podria suceder que que esas h no las podamos representar como
las reordenadas decrecientes de funciones simples f definidas en (R, u). El
remedio es simplemente promediar cada funcién h de H sobre cada intervalo
Ii.. Las integrales en (4.63) no cambian porque ¢g* es constante en cada Iy, y
la o-norma del promedio de h no puede exceder o(h) por el Teorema 4.32.
Por tanto, con esta modificacién de H, podemos proceder exactamente como
antes para concluir que (4.59) se cumple para p’ y para o’ ]

El teorema de representacion de Luxemburg (Teorema 4.34) en particu-
lar muestra que los espacios invariantes por reordenamiento sobre espacios
de medida resonante (R, i) estan completamente determinados por el espa-
cio invariante por reordenamiento sobre (R*,m). La representacion p — D
es de hecho tnica si (R, ) es no atomico y tiene medida finita, aunque este
no es el caso general. Por ejemplo, la norma de L! sobre el intervalo fini-
to [0,1) se puede representar por ambas funciones normas invariantes por
reordenamiento,

o1 (h) = /0 W (s)ds, oa(h) = /0 1 (s)ds

sobre (R*,m). La unicidad se obtiene si cambiamos R* por [0, u(R)) (o en
el caso atomico, por un espacio discreto adecuado).
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En los espacios de medida que no son resonantes (por tanto son una
mezcla de una parte atoémica con una parte que no es atémica, o mezcla de
atomos pero de distinta medida), el concepto de invariancia por reordena-
miento tiene un significado préactico pequeno. Como uno espera, muchos de
los resultados anteriores no son verdad en tal escenario. Por ejemplo, puede
haber una norma invariante por reordenamiento en tales espacios de medida
que no se puede generar por ninguna norma invariante por reordenamiento
definida sobre R*. Para los que surgen de las normas sobre R™ (como en el
Teorema 4.33), algo de la teoria puede ser salvado. Estos son las llamadas
normas universalmente invariantes por reordenamiento.

4.5. La funcion fundamental

Ciertas propiedades de dualidad y separabilidad para un espacio de Ba-
nach de funciones arbitrario fueron establecidas en el Capitulo 3. Vamos a
considerar esas propiedades nuevamente en esta seccion para los espacios
invariantes por reordenamiento y reformularlas en términos de una cierta
funcion ¢x, la funcion fundamental de X, asociada a un espacio invariante
por reordenamiento X. A la luz de tales resultados es natural intentar cla-
sificar los espacios invariantes por reordenamiento de acuerdo con la funcién
fundamental, y en particular preguntar si existe el espacio invariante por
reordenamiento mas pequeno y el més grande con una funcién fundamental
dada. Resulta que la concavidad es bastante crucial aqui pero una funcion
fundamental arbitraria no tiene que tener esa propiedad. Sin embargo, siem-
pre es posible remplazar una funcién fundamental px dada por una funciéon
“equivalente” Py que es concava, y con esta modificacion es posible demostrar
que cualquier espacio invariante por reordenamiento X corresponde con dos
espacios invariantes por reordenamiento A(X) y M(X) que son los espacios
invariantes por reordenamiento més pequeno y mas grande respectivamen-
te cuya funcion fundamental es $y. Los espacios A(X) y M(X) se conocen
como espacios de Lorentz y juegan un papel fundamental en la teorfa de
interpolacion.

Definiciéon 4.35. Sea X un espacio de Banach de funciones invariante por
reordenamiento sobre un espacio de medida resonante (R, it). Para cada valor
t que pertenece al rango de p, sea F un subconjunto medible de R con
w(E) =ty sea

px(t) = lIxellx- (4.64)

La funcién ¢x se denomina funcién fundamental de X.
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Observemos que la funcion px dada por (4.64) esté bien definida ya que
si t es un valor que pertenece al rango de py F es un subconjunto medible de
R con u(E) =ty F es otro subconjunto medible de R con medida p(F) = t,
entonces xg v X r son equimedibles y por ser X invariante por reordenamiento
tenemos que |[xgllx = [|xr||x-

Si (R, i) es no atomico, el rango de u consiste en el intervalo [0, u(R)]. En
ese caso, un simple calculo muestra que la funcion fundamental de LP(R, u)
viene dada por

o(t) =tr, 0<t<p(R), 1<p< oo, (4.65)
pr=(0) =0, @r=(t) =1, 0<t<p(R). (4.66)

Por el Teorema 4.16, el otro caso en que el espacio de medida es resonante
es en el que (R, u) es completamente atoémico y todos los dtomos tienen la
misma medida. Un ejemplo tipico de esa clase de espacios de medida es (Z, p),
siendo p la medida de contar. El rango de p en ese caso es ZT = {0,1,2,--- }.
Escribiendo ¢ en vez de LP(7Z, 1), tenemos que

Wp(n):n%, n=0,1,2,---, 1 <p< oo, (4.67)
0r=(0) =0, ppe(t) =1, n=1,2,--- (4.68)

Se observa de estas identidades que el producto de las funciones funda-
mentales de LP(R, ;1) y la de su espacio asociado L¥ (R, ), es idénticamente
igual a t. Esto es cierto en general como muestra el siguiente resultado.

Teorema 4.36. Sea X un espacio invariante por reordenamiento sobre un
espacio de medida resonante (R, ) y sea X' el espacio asociado de X. En-
tonces

ox(t) - oxi(t) =1, (4.69)

para cada valor finito t en el rango de p.

Demostracion. En el caso en que ¢t = 0 no hay nada que probar ya que
cualquier funcion fundamental se anula en el origen. Por tanto, supongamos
que 0 < t < oo. Dado que t esté en el rango de u, tenemos que existe un
subconjunto medible E de R con u(FE) = t, y por la desigualdad de Holder
(3.8), tenemos que

- / dp < Ixellxllxellx = ox Oox ().
E

Para la desigualdad inversa escribimos
ex(t) = Ixelx =swp{ [ lldlollx <1} @70
E
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Ahora bien, para cualquier g con ||g||x" < 1, tenemos por el Teorema 4.32

que la funciéon
1
h = (;/ |g|dM>XE
E

1
(;/ |9|du)90X'(t) = ||Bllx < llgllx <1,
E

luego, tomando supremo sobre las funciones g y usando (4.70) obtenemos

satisface

px(t)px(t) <1
- =1

que era justamente lo que queriamos probar. O]

Corolario 4.37. Sea X un espacio invariante por reordenamiento sobre un
espacio de medida resonante (R, p). Entonces la funcion fundamental de X,
vx, satisface;

(1) px es creciente, y x(t) =0 si y solo sit =0;
(2) px(t)/t es decreciente;
(8) px es continua, excepto quizds en el origen.

Demostracion. El hecho de que ¢x sea creciente se sigue de la propiedad de
monotonia de los espacios de Banach de funciones (Teorema 3.11 (i)). En ese
caso, el teorema anterior muestra que @x(t)/t = 1/@x/(t) es decreciente. La
continuidad de px requiere una prueba solamente en el caso en que (R, i) es
no atémico ya que en otro caso ¢y estd definida en un subconjunto discreto
de R* y por tanto es continua automaticamente. En el caso no atémico,
¢x es una funcion creciente en el intervalo (0, u(R)) asi que en el peor de
los casos puede tener discontinuidades de salto alli. Pero claramente px no
puede tener ninguna discontinuidad de salto en ¢, > 0 ya que (2) no se
cumpliria a la derecha de ty. Esto establece el punto (3). Observemos que
(4.66) nos muestra un ejemplo en que px tiene una discontinuidad de salto
en el origen. [

Vamos ahora a enunciar dos resultados que tienen que ver con conceptos
importantes estudiados en el capitulo anterior, como la separabilidad, sobre
espacios invariantes por reordenamiento.

Recordemos del capitulo anterior que X, es el ideal ordenado de las fun-
ciones de X cuya norma es absolutamente continua mientras que X, es la
clausura en X de las funciones simples. Si (R, i) es completamente atomico,
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con todos los 4tomos (a lo sumo hay infinito numerable) teniendo la misma
medida, entonces X, = X, (Teorema 3.37) y (X;)* = X’ isométricamente
(Teorema 3.38). Ademaés, dado que un espacio de medida (R, p) asi es cla-
ramente separable, se sigue del Teorema 3.47 que X, es separable. Vamos a
resumir esos resultados en el siguiente teorema.

Teorema 4.38. Sea (R, ) un espacio de medida completamente atémico,
que consiste en un conjunto numerable de dtomos de igual medida. Si X es
un espacio invariante por reordenamiento sobre (R, 1), entonces

(1) Xa = Xb,'
(2) (Xp)" = X';
(3) X, es separable.

El resultado analogo para espacios de medida no atémicos requiere una
hipotesis adicional sobre la funciéon fundamental.

Teorema 4.39. Sea (R, 1) un espacio de medida o-finito y sea X un espacio
invariante por reordenamiento sobre (R, ).
(a) Las siguientes condiciones sobre X son equivalentes:

(i) im0+ ox(t) = 0;
(ZZ) Xa = Xb,'
(iii) (X)) = X'

Si, ademds, p es separable, entonces las propiedades (i), (ii) y (iii) son equi-
valentes a

(iv) Xy es separable.
(b) Si limy o+ @x(t) > 0, entonces X, = {0}.

Demostracion. La equivalencia de (ii) y (iii) se sigue del Teorema 3.38. La
equivalencia de (ii) y (iv), para p separable, se obtiene del Teorema 3.47. Por
tanto, la prueba de la parte (a) estara completa una vez hayamos establecido
la equivalencia de (i) y (ii).

Si (i) se cumple, entonces xp tiene norma absolutamente continua para
cualquier subconjunto medible £ de R con medida finita. Si E,, | 0 en c.t.p.,
entonces pu(F N E,) | 0 por el Teorema de la Convergencia Dominada y por
tanto

IxexEe.llx = Ixene, Ix < ex(u(ENE,)) 0.
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Pero por el Teorema 3.37 tenemos que X, = X}, y por tanto se cumple (ii).

Reciprocamente, supongamos que X, = X,. Sea E cualquier subconjunto
medible de R de medida positiva. Dado que (R, i) es no atémico, podemos
elegir subconjuntos de E tales que u(E,) = 27"u(E) y E,+1 C E,, para cada
n € N. La hipotesis X, = X, muestra que en particular que xg tiene norma
absolutamente continua, luego E, | () en c.t.p.,

ex(27"u(E)) = |Ixe.llx = lIxexE.llx 1 0.

Esto, junto al hecho de que px es mondtona, establece (i).

Para probar la parte (b), supongamos por el contrario que X, contiene
a la funcién f que no es nula en un conjunto medible de medida positiva.
Entonces existe € > 0 y un subconjunto medible £ de R con medida positiva
tal que que exg < |f|. Por tanto, xyg también pertenece a X, ya que X,
es un ideal ordenado. Pero entonces, como en la primera parte de la prueba,
podemos concluir que px(t) | 0 cuando ¢ | 0. Esto establece la parte (b). O

Habiamos visto en el Corolario 4.37 que cualquier funcién fundamental
verifica las propiedades (1) y (2) de ese mismo corolario. Nuestra siguiente
meta es mostrar que estas propiedades de hecho determinan completamente
las funciones ¢ que pueden surgir como funciones fundamentales de espacios
invariantes por reordenamiento. Introducimos la siguiente terminologia.

Definicién 4.40. Sea ¢ una funciéon no negativa definida en el intervalo
R* = [0, 00). Si

(i) ©(t) es creciente en (0,00); p(t) = 0 siy solo t = 0;
(ii) @(t)/t es decreciente en (0, 00),
entonces se dice que ¢ es cuasiconcava.

Observemos que cualquier funciéon no negativa concava en [0, 00) que se
anula inicamente en el origen es cuasiconcava. Existe, sin embargo, funciones
cuasiconcavas que no son concavas; por ejemplo, la funcion p(t) = méx{1,t},
para t >0,y ¢(0) =0.

La funcién fundamental de cualquier espacio invariante por reordenamien-
to sobre (R*,m) es cuasiconcava (Corolario 4.37). Reciprocamente, veremos
que cualquier funcién cuasiconcava ¢ es la funcién fundamental de un espacio
invariante por reordenamiento M sobre (R, m).

Definicion 4.41. Sea ¢ una funcion cuasiconcava definida sobre RT. El
espacio de Lorentz M, = M,(R*,m) consiste en todas las funciones f de
Mo(R*,m) cuyo funcional

I£llas, = sup {£*()p(t)} (a.71)
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es finito.

Proposicién 4.42. Si p una funcion cuasiconcava, entonces el espacio de
Lorentz M, es un espacio de Banach de funciones invariante por reordena-
miento cuya funcion fundamental coincide con .

Demostracion. Las propiedades de una funcién norma (P1), (P2) y (P3)
(Definicién 3.5) para el funcional

p(f)= sup {f"()e(t)}, f€ Mo(R",m),

0<t<oo

se sigue facilmente de las propiedades elementales de f** (la desigualdad
triangular es consecuencia del Teorema 4.21). Ademds, M, es obviamente
un espacio invariante por reordenamiento ya que la norma esta definida en
términos de f*. Para verificar la propiedad (P4), sea E cualquier subconjunto
medible de R* con medida p(E) = t. Entonces x}, = xjo4) ¥ obviamente

el = sup (g9} = s {minf1, o @)

S
0<s<o0 0<s<o0

= méx{ sup ¢(s),t- sup S0(8)} = (1),
0<s<t t<s<oo S

dado que ¢ es creciente y ¢(s)/s es decreciente. Como ¢(t) < 0o, esto esta-

blece (P4). Finalmente, si f pertenece a M, y E es un subconjunto medible

de R™ de medida ¢, entonces por (4.29),

/E f()dz

Dado que ¢ se anula en el origen, la constante C; = t/p(t) es finita y esto
establece (P5). Por tanto M,, es un espacio de Banach de funciones invariante
por reordenamiento y la identidad (4.72) muestra que su funcion fundamental
coincide con (. O

ﬁ Oisufoo{f**(s)gp(s)} = OtHfH]\/Lp'

< /Ot [r(s)ds <

El siguiente resultado muestra que M, es de hecho el espacio invariante
por reordenamiento més grande cuya funcién fundamental es .

Proposicién 4.43. Sea X un espacio invariante por reordenamiento sobre
(R*,m). Entonces X — M, , y la aplicacion inclusion tiene norma 1;

[ fllao, < Ifllx, feX (4.73)
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Demostracion. Sea t > 0. Entonces por la desigualdad de Holder (3.8) y
(4.69) tenemos que, para cualquier f € X,

t
t
Fr(s)ds < llxopllxIfllx =—=Iflx-
| 1@ < ool sl = Sl
Por tanto,
f@e) <fllx, t>0,
de donde se sigue (4.73). O

Dada una funcién fundamental ¢, es natural preguntarse si siempre existe
el espacio invariante por reordenamiento més pequeno cuya funcién funda-
mental es ¢. La respuesta es si, pero con algunas calificaciones, y con el fin
de proporcionar la completa necesitaremos profundizar en la relaciéon entre
las funciones céncavas y cuasiconcavas.

Observemos de (i) y (ii) de la Definicion 4.40 que cualquier funciéon cuasi-
concava satisface que ¢(t) < ¢(1) max{1,t}, para cada t > 0. En particular,
¢ esta dominada por la funcién concava ¢(1)(1 + t). Por tanto, el infimo
puntual de una funcion concava es también una funcién céncava, se sigue
que existe una funciéon concava que es la mas pequena, llamémosla @, que
esta dominada por ¢. A la funcién @ se conoce por la menor funcién coéncava
mayorante de .

Si & > 0 esta fijo, se sigue de (i) y (ii) de la Definicion 4.40 que o(t) <
(1+ L)¢p(z) para cada t > 0. Por lo tanto, ¢(t) esta dominada por la funcién
concava 1 (t) = (1+ L)p(x) y por tanto la menor funcion concava mayorante
p satisface que p(t) < 9(t), para cada t. En particular, cuando ¢t = =z,
obtenemos que p(x) < ¥(x) < 2p(z), y de este modo obtenemos el siguiente
resultado.

Proposicién 4.44. Si ¢ es una funcion cuasiconcava, entonces la menor
funcion concava mayorante P de ¢ satisface

T<p<P (4.74)

N —

Recordemos que las funciones cuasiconcavas son aquellas que aparecen
de manera natural como las funciones fundamentales de espacios invariantes
por reordenamiento. Esas funciones no tienen por qué ser concavas, pero con
la ayuda del dltimo resultado, veremos que cualquier norma de un espacio
invariante por reordenamiento se puede cambiar por otra norma equivalente
de manera que dicho espacio con esa nueva norma tenga funcion fundamental
concava.
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Proposicién 4.45. Sea X un espacio invariante por reordenamiento sobre
(R, m). Entonces X se puede dotar de una norma invariante por reordena-
miento equivalente a su norma inicial de manera que X con la nueva norma
tenga su funcion fundamental que sea concava.

Demostracion. La funcion fundamental ¢ = ¢x de X es cuasiconcava por
el Corolario 4.37. Luego, por la Proposicion 4.44, la menor funcién céncava
mayorante @ de ¢ satisface (4.74). Sea M el espacio de Lorentz asociado a
la funciéon P, v sea

v(f) = max (|| fllx. 1 fllar),  f € Mg (RT,m).

Dado que ambos espacios X y Mg son espacios invariantes por reordenamien-
tos, es facil ver que v es una norma invariante por reordenamiento. Ademas,
se sigue de (4.73) y de (4.74) que

Ifllx < v(f) < max([|fllx, 2[| fllar,) < 2] F]x,

entonces v es equivalente a la norma de X. Finalmente, dado que

v(X0.) = max(p(t), o(t) = (1),
vemos que X = X (v) tiene norma fundamental concava @. O

Definicién 4.46. Sea X un espacio invariante por reordenamiento sobre
(RT,m) y supongamos que X ha sido dotado de una norma como en la
proposicion anterior de manera que su funcion fundamental px es concava.
Los espacios de Lorentz A(X) y M(X) se definen como sigue. El espacio
M (X) es simplemente el espacio M, cuya norma viene dada por

[ fllarxy = 1 llar, - (4.75)

El espacio A(X) consiste en todas las funciones de Mg (R™, m) para las cuales

1 llace = / " F(9)dex(s) (4.76)

es finito.

Observemos que la integral en (4.76) estd bien definida porque ¢x es
creciente. Ademés, dado que ¢px es no negativa y concava, entonces px se
puede representar como la integral de una funcién decreciente no negati-
va, digamos ¢x, en el intervalo (0,00). Por otra parte, sabemos que f* es
una funcion continua por la derecha en [0, 00) (Proposicion 4.8), con lo que
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lim, 0+ f*(s) = f*(0) y habfamos visto en (4.8) que f*(0) = ||f| L. Por
tanto, la integral de Riemann-Stieltjes en (4.76) se puede reescribir en la
forma

s—0t

1o = 1m f*(s)px(s) — F*(0)px (0) + /( S @ox(ds (4T

— [ lleix (0F) + / ¥ P (9)ox ()ds.

Teorema 4.47. Sea X un espacio de Banach de funciones invariante por
reordenamiento sobre (RT,m) y supongamos que X ha sido dotado de una
norma de manera que su funcion fundamental px es concava. Los espacios de
Lorentz A(X) y M(X) son espacios de Banach de funciones invariantes por
reordenamiento y cada uno de ellos tiene funcion fundamental px. Ademds,

AX) = X = M(X) (4.78)
y cada una de las inclusiones tiene norma 1.

Demostracion. Dado que M(X) = M,,, las afirmaciones que envuelven
M (X) fueron establecidas en las Proposiciones 4.42 y 4.43.

Para establecer la desigualdad triangular en A(X), recordemos que se
verifica que (f 4+ ¢)* < f*+ g* (Teorema 4.21), y dado que px es concava, su
derivada ¢x es no negativa y decreciente, Por tanto, por el Lema de Hardy

4.23, tenemos que

o0

/0 (4 ) (5)ox(s)ds < / " (s)dx (s)ds + / 4 (s)bx (5)ds,

y esto, junto a la identidad (4.77), establece la desigualdad triangular para la
norma en A(X). El resto de propiedades (P1)-(P3) se sigue facilmente de las
correspondientes propiedades de f*. Para verificar la propiedad (P4) y (P5),
sea F un subconjunto medible de R* de medida m(E) =t > 0. Entonces

Ixellaco = | xan(5)dox(s) = px(®) (4.79)

Esto muestra que la propiedad (P4) se cumple y también que la funcién
fundamental de A(X) es igual a px. La propiedad (P5) para A(X) se sigue
directamente de la correspondiente propiedad de X una vez que hayamos
establecido que la inclusion de A(X) en X tiene norma 1. Esto es,

Ifllx < [l fllaxy,  f € AX). (4.80)
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Dado que ambos normas son invariantes por reordenamiento y tienen la pro-
piedad de Fatou, sera suficiente establecer (4.80) para funciones simples de-
crecientes f = f*. En ese caso, podemos escribir

7= X
k=1

donde ¢, >0y 0 <t; <ty <---<t, (Ejemplo 4.7 (b)). Pero entonces

Iflx <D ellxomlix = crox(te) = /0 [ (s)dex(s) = [l fllacx),
k=1 k=1

como queriamos demostrar. ]

Corolario 4.48. S X es un espacio invariante por reordenamiento sobre
(RT,m) con funcion fundamental ¢x concava. entonces los espacios de Lo-
rentz A(X) y M(X) son respectivamente el espacio invariante mds pequeno
y el mds grande cuyas funciones fundamental es @x.

En la altima parte de esta secciéon hemos trabajado exclusivamente con el
espacio de medida (R*,m). Las definiciones y resultados se pueden trasladar
facilmente a un espacio de medida arbitrario (R, i) resonante mediante el
teorema de representacion de Luxemburg (Teorema 4.34). En efecto, si X es
un espacio invariante por reordenamiento con norma invariante ||-|| x definido
sobre un espacio de medida resonante (R, 1), tenemos por el teorema de re-
presentacion de Luxemburg (Teorema 4.34), que existe una norma invariante
Il - Il sobre (R*,m) de manera que

[l = LN Ve Mo(R, ).

Sea X = {f*: Rt = R| f € X} la representacion de X, en el sentido del
teorema de representacion de Luxemburg, con norma ||| - |||. Un ejemplo de
un resultado que podemos trasladar a X es la Proposicion 4.43. Aplicando
dicha proposiciéon a X, tendriamos que

1o = 1 Wty < NPT = 11F D

con lo que X < || f|la,, ¥ con norma de la aplicacién inclusién igual a 1.

4.6. Los espacios L'+ L* y L' N L*®

Mas ejemplos de espacios de Banach de funciones invariantes por reor-
denamiento pueden ser construidos a partir de los espacios de Lebesgue to-
mando sumas e intersecciones. El procedimiento se ilustra en esta seccién
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mediante la construccion de L' 4+ L y L' N L. Estos espacios juegan un
papel especial en la teoria en los que son el espacio invariante por reordena-
miento mas grande y el mas pequeno respectivamente (Teorema 4.54).

Definicién 4.49. Sea (R, ;1) un espacio de medida o-finito.

(a) El espacio L'+ L> = (L' + L>)(R, i) cosiste en todas las funciones f
de My(R, i) que se pueden representar como una suma f = g+ h con
gen L'y hen L™, Para cada f en L' + L, sea

[z = gl + 1AL}, (4.81)

donde el infimo se toma sobre todas las representaciones de f = g+ h
congen L'y hen L™,

(b) Para cada f de la interseccion L' N L™, sea

[fllzrnzee = max{|[f[cs, [1f]|ze<}- (4.82)

La expresion en la derecha de (4.82) es el méximo de las cantidades
SUP <pcns [y £7(8)ds ¥ SUpgoycq f¥(t), con lo que la norma de L' N L™ tiene
la siguiente descripcion en términos de la funcion maximal f**:

b (o\d
o = sup SIS gy () min) as)

El siguiente resultado proporciona una descripcion analoga de la norma
de L' + L.

Teorema 4.50. Sea (R, 1) un espacio de medida o-finito y sea f una funcion
de Mo(R, ). Entonces

ot gl = ils} = [ pros=er@. s)

para cada t > 0.

Demostracion. La segunda identidad de (4.84) se sigue de la definicion de

f** con lo que necesitamos solo demostrar la primera identidad. Fijemos una

funcion f de Mo(R, ) y t > 0y sea oy el infimo de la derecha de (4.84).
Veamos primero que se verifica que

/O [r(s)ds < . (4.85)
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Podemos suponer que f pertenece a L' 4+ L* ya que en otro caso el infimo
oy es infinito y no hay nada que probar. En ese caso f se puede expresar
como una suma f = g+ h con g de L' y h de L*. La subaditividad de f**
(Teorema 4.21) nos da que

[ s < [+ [ s

y por tanto, por (4.7) y (4.8), tenemos que

t
/f@msmm+wmw
0

Tomando infimo sobre todas las posibles representaciones de f = g + h,
obtenemos (4.85).
Para la desigualdad contraria

oy < /t fr(s)ds,
0

es suficiente construir dos funciones g de L' y h de L™ tal que f =g+ h y

t
ku+Wm@§/f%M& (4.86)
0

Claramente, el lado derecho de la desigualdad anterior se puede suponer que
es finito. La desigualdad de Hardy-Littlewood (4.11) garantiza la integrabi-
lidad de f sobre cualquier subconjunto medible de R de medida a lo sumo
igual a t. Por lo tanto, si E' = {z : |f(z)| > f*(t)} v sea to = u(E), entonces
la propiedad (v) de la Proposicion 4.8 nos da que ¢ty < t, y por tanto f es
integrable sobre E. En particular, la funcion

g(x) = max{|f(x)| — f(1),0} - sgnf(x)

pertenece a L'(R, i), mientras que la funcion

h(x) = min{|f(z)[, f*(£)} - senf(x)

pertenece a L°(R, ) con norma de L* a lo sumo igual a f*(¢). Por tanto,
por (4.29),

HmyzémwaMﬁms[fﬂ@w—mﬂm
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entonces :
0

gl + ]| Al L S/ fr(s)ds + (t —to) f*(2).
0

Pero f* es constante igual a f*(t) cuando ty < s < ¢, con lo que la ultima
estimacion coincide con (4.86). Dado que f = g + h, tenemos que la prueba
estad terminada. O

El teorema anterior muestra, en particular, que la norma de f en L'+ L>®
es simplemente f**(1). Esta caracterizacion nos permitira probar con bastan-
te facilidad que L' + L™ es un espacio de Banach de funciones invariante por
reordenamiento. También nos proporciona un enlace 1til entre la norma de
L'+ L™ y L' N L™, y esto llevara a la identificacion de L' + L* como el
espacio asociado de L' N L> (Teorema 4.52).

Lema 4.51. Sean ¢ yn dos funciones decrecientes y no negativas en (0, 00).
Entonces

/000 Cls)m(s)ds < (/0177(5’)613) 'méX{/ooo C(S)dsvofgwa(S)}. (4.87)

Demostracion. Sea A el maximo en el lado derecho de (4.87). Dado que ( es
decreciente y no negativa, podemos usar (4.83) para expresar A en la forma

A up D C()ds

0<t<oo mfn(l, t)

Entonces, para cada t > 0,

t t
/ C(s)ds < A-min(1,#) < / Avon(s)ds.
0 0

Dado que n también es decreciente y no negativa, podemos aplicar el Lema
de Hardy 4.23 para obtener

/OOO C(s)n(s)ds < /000 Axoyn(s)ds = A/O1 n(s)ds,

que era lo que queriamos probar. O]

Teorema 4.52. Los espacios L'+ L% y L' N L sobre un espacio de medida
resonante son espacios de Banach de funciones invariantes por reordena-
miento, y sus normas vienen dadas por

1
1700 = *(s)d 4.88
T A.f@)s (1.88)
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t o,y d
[l — sup D)4

0<t<oo min(l, t) .

(4.89)

Es mds, los espacios L' + L y L' N L* werifican que uno es el espacio
asociado del otro, esto es,

(L' + L®)Y =L'nL>®;, (L'NnL>®) =L"+L>. (4.90)

Demostracion. Las expresiones (4.88) y (4.89), las cuales se siguen directa-
mente de (4.84) y de (4.83), respectivamente, se pueden escribir en la forma

p(f) = IfllLire = sup {f7(t)p(t)},

donde p(t) = min(1,t), y
o) = Wloroas = sup {7000, (4.91)

donde ¥ (t) = méx(1,t). Por tanto, es claro que L' + L y L' N L* son pre-
cisamente los espacios de Lorentz M, y M,, respectivamente. En particular,
por la Proposicién 4.42, ambos espacios son espacios de Banach de funciones
invariantes por reordenamiento.

Para establecer (4.90), es suficiente mostrar que p’ = v, y una vez probado,
tendriamos que p = v’ por el Teorema 4.16. En una direccion, la desigualdad
(4.87) nos da que

/MWgAmﬁ@f@@smﬁmm

luego se sigue de la definicion de la norma asociada que p’ < v. En la direccion
contraria, la desigualdad de Holder (4.52), aplicada a p y a p/, nos da que

Af@%SMMMszmMHM@-

Se sigue de esto y de (4.91) que v < p/, terminando asi la prueba. O

Corolario 4.53. Las funciones fundamentales de L* + L> y L' N L> vienen
dadas por
Yrisre(t) =min(1,t);  @rinpe = max(1,t). (4.92)

Teorema 4.54. Sea X un espacio de Banach de funciones invariante por
reordenamiento arbitrario sobre un espacio de medida resonante. Entonces

L'NL® — X — L'+ L™, (4.93)
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Es mds, la norma de X se puede remplazar por una norma que sea una
constante por la norma inicial de modo que cada una de las inclusiones de
(4.93) tenga norma igual a 1.

Demostracion. En vista del teorema de representacion de Luxemburg (Teo-
rema 4.34) y las respectivas representaciones (4.88) y (4.89) de las normas
de L'+ L*® y L' N L™, es suficiente probar el resultado en el caso en el que el
espacio de medida es (R, m). En ese casi, usando la desigualdad de Holder
(4.55) obtenemos que

1
/0 £ ()ds < ol llfllx = ex Wl Fllx- (4.94)

En vista de (4.88), esto establece la inclusion X — L' 4+ L*° y muestra que
la aplicacion inclusion tiene norma a lo sumo ¢y (1). En efecto, tomando f
en (4.94) para ser x(o,1) y aplicando el Teorema 3.43, vemos que la inclusién
tiene norma igual a @ x/(1).

De forma, similar, intercambiando el papel de X por el de X'/, obtenemos
que X’ < L'+ L con la aplicacion inclusion teniendo norma igual a ¢x(1).
Por tanto, se sigue de la Proposicion 3.24 y del Teorema 4.52 la inclusion
I'NL>® = Xy

Ifllx < ex (DI fllinzee, (4.95)
para cada f € L' N L*>.

Las desigualdades (4.94) y (4.95) juntas establecen la afirmacion en (4.93).
Ademas, por el Teorema 3.43 las constantes ¢x (1) y ¢x/(1) son mutuamente
reciprocas, es claro que si remplazamos || - || x por ¢x(1)|| - ||x, entonces cada
inclusion en (4.93) tiene norma igual a 1. O

Si (R, p) es finito, entonces || f||zr < p(R)|| f]lL=- Se sigue de (4.82) que los
espacios L' N L™ y L* coinciden y sus normas son equivalentes (ademds son
idénticas en el caso en que p(R) = 1). Por la Proposicion 3.24, los espacios
L' + L> y L! coinciden y tienen normas equivalentes (son normas idénticas
si u(R) = 1). Por tanto, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.55. Sea X un espacio de Banach de funciones invariante por
reordenamiento sobre un espacio de medida finito (R, p). Entonces

L®— X — L. (4.96)

Ademds, si p(R) = 1 y ||1]|x = 1, entonces ambas inclusiones en (4.96)
tienen normas igual a 1.

En el caso discreto, es usual denotar al espacio LP(R, 1) como P, en ese
caso, tenemos el siguiente resultado que es analogo al corolario anterior.
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Corolario 4.56. Supongamos que (R, i) es completamente atémico, que con-
siste en un numero numerable de dtomos y los dtomos tienen la misma medi-
da igual a o, Si X es un espacio invariante por reordenamiento sobre (R, 1),
entones

0t X — . (4.97)

Ademds, si a« =1 y la norma de X de la funcidon caracteristica de un dtomo
es igual a 1, las inclusiones en (4.97) tienen norma igual o 1.

Vimos en el Corolario 4.53 que la funcién fundamental de L' + L™ es
igual a min(1,¢). Dado que esta funcion es concava podemos construir inme-
diatamente los espacios de Lorentz A(L' + L) y M (L' 4+ L>):

AL+ L) = L' + L = M(L' + L*™). (4.98)

Por tanto, en vista del Corolario 4.48, L' 4+ L* es el tinico espacio invariante
por reordenamiento cuya funcion fundamental es igual a min(1,¢).

Para L' N L™, la situacion es ligeramente diferente en esa funcion fun-
damental, que por el Corolario 4.53 es igual a la funcion méx(1,t), no es
concava. Sin embargo, teniendo en cuenta la Proposicion 4.45, existe una
norma equivalente en L' N L> de manera que este nuevo espacio tiene fun-
cion fundamental concava. Es facil ver que si remplazamos la norma

[ llzrnzee = max{ [ fllze, [1f]lzo} (4.99)

por la norma equivalente

1= 1Al + 1 e, (4.100)

entonces la funcion fundamental resultante es igual a t+1, y esta es la menor
funcion concava mayorante de méx(1,t). Calculando los espacios A(L' N L)
y M (L*NL>), vemos nuevamente que ambos espacios coinciden con el espacio
original. Esto es,

AL'NL®)=L'NL>® = M(L'NL>). (4.101)

En particular, L' N L*°, con la norma (4.100), es el tinico espacio invariante
por reordenamiento con funcién fundamental igual a 1 + ¢.

Como comentario final, observemos que la norma asociada de la norma
de (L' + L*) viene dada por (4.99). Por tanto, la concavidad de la funcion
fundamental de X no garantiza la concavidad de la funcién fundamental del
espacio asociado X'.
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Capitulo 5

El operador maximal de
Hardy-Littlewood

En este capitulo vamos a estudiar propiedades del operador maximal de
Hardy-Littlewood. Dicho operador es de gran importancia y aparece con
bastante frecuencia en multitudes de areas del andlisis real.

5.1. El operador maximal de Hardy-Littlewood
sobre espacios L”

Empezamos viendo la definicion del operador maximal de Hardy-Littlewood
como también alguna de sus propiedades.

Definicién 5.1. Sea f una funcién localmente integrable en R™. Se define la
funcion maximal de Hardy-Littlewood de f como la funciéon M f : R® — R
que viene dada por

1
(1)) =sup e | 1y 6.1)

donde el supremo se extiende sobre todos los cubos () que contienen a z en
su interior (de aqui en adelante, supondremos que los cubos tienen los lados
paralelos a los ejes coordenados).

El siguiente lema trata sobre la medibilidad de la funcién M f para una
funcion f localmente integrable en R™.

Lema 5.2. §i f es una funcion localmente integrable en R™, entonces para
cada N\ > 0, el conjunto

Ey={xeR": Mf(x)> A},
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es un conjunto abierto. En particular la funcion M f es una funcion medible.

Demostracion. Sea f una funciéon localmente integrable y sea A > 0. Sea
x € E), con lo que M f(x) > A, es decir,

sup o [ 1)y >
z€EQ ‘Q’ Q
por tanto, existe un cubo (), que contiene a x en su interior de manera que
1
1Qal Ja.

Ahora bien, como x es un punto interior de ()., tenemos que existe r > 0 tal
que B(z,r) C Q.. Veamos que B(x,r) C FE), para ello tomemos z en B(z, ).
Como B(x,r) C Q., tenemos que z pertenece a @, con lo que

[/ (w)ldy > A.

1 / 1
sup — [ [f(y)|dy = |f(y)ldy > A,
es decir, M f(z) > A, con lo que z € E,. Por lo tanto, £ es abierto. H

Es usual encontrarse con una definicion de la funcion maximal de Hardy-
Littlewood ligeramente diferente a la que se ha dado en la Definiciéon 5.1. Por
ejemplo, una variante es

Mﬂmﬁwﬁémmmfe%wm (5.2)

zeP

donde ahora el supremo se toma sobre todos los cubos P centrados en x.
Otra variante es la siguiente

1 n
A@ﬂmzamE@;ﬂL¥ﬂuwwm feLL®).  (53)

r>0

Una pregunta natural que surge es qué relacion existe entre (5.1) y (5.2) o
la que hay entre (5.1) y (5.3). La respuesta a dicha cuestion es que todas estas
definiciones son equivalentes como se enuncia en la siguiente proposicion.

Proposicién 5.3. Sea f una funcion localmente integrable. Entonces

(1)
M f(x) < M f(z) < 2"Mc f(x),

para cada x de R™.
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(2) Ezxisten c, y c,, constantes positivas, que dependen unicamente de n,
tales que
caMpf(x) < Mf(x) < ¢, Mpf(x),

para cada x en R™.

Demostracion. Empecemos probando la igualdad del punto (1). Claramente
se tiene que M fo(z) < M f(x), sea quien sea x de R™. Veamos ahora la otra
desigualdad. Sea x = (z1,--- ,2,) de R™ y sea ) un cubo que contiene a x
en su interior. Podemos suponer que () es cerrado. Entonces () es de la forma
Q = [ay,b1] X - - X [an, by,]. Sea £ la longitud de algin lado de Q). Consideremos

el cubo @ dado por Q = [xr1 — {, 21 + (] x -+ X [, — £, 2, + {]. Tenemos

entonces que @ C Q v |Q] = 2"|Q|. Evidentemente ) es un cubo centrado
en x. Luego, tenemos que

1 1 on
— dy < — < dy = — dy < 2"M
‘Q,/QIf(y)! y < 1] _/élf(y)l y @’/é!f(y)\ y < of(x),

de donde se sigue que M f(x) 2"M fc(z).

Para el segundo punto so6lo se probard la segunda desigualdad pues la
primera desigualdad se razona de manera similar. Para probar la segunda
desigualdad (también sirve para probar la primera desigualdad) vamos a usar
el hecho de que |B(0,7)| = a(n)r™ donde a(n) es una constante que depende
de n. Sea x un punto de R™. Consideremos una bola B(x,r) con r > 0
arbitrario. Sea @ el cubo dado por Q = [z1 —r,x1 + 7| X -+ X [x, —r,x + 7]
Entonces se tiene que B(z,7) C Q. En efecto, si z € B(x,r), tenemos que
|zi—x;| < ||z—=x| < r,paracadai=1,--- n. Luego z;—r < z; < x;+r, para
cada i = 1,--- ,n. Esto nos dice que z € (). La medida de () es justamente
Q| = 2™r", con lo que |B(z,r)| = f(n)|Q| donde S(n) = a(n) - 27". Por

tanto, tenemos que

1 1 1
S [y < o 1y = S [ 1wy
|B(z,7)| B(z,r) |B(z,7)| Q B(n)|Q Q
1
< Mf(2),
de donde se sigue ¢, Mpf(z) < M f(x) para cada = de R", donde la constante
¢, viene dada por ¢, = f(n). O

El operador M que asigna a f su funcién maximal de Hardy-Littlewood
M f se denomina operador maximal de Hardy-Littlewood. Observemos que
dicho operador es un funcional sublineal, es decir,

M(f4+g) <Mf+ Mg, M(Af)=|MMF,
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donde f,g: R™ — R son funciones localmente integrables y A € R.
Observemos también que M es una contraccion en L*°. En efecto, si
f € L*(R™), entonces

= d d
M (2) sup|Q|/|f JIdy < ||f||oosup|Q|/1y 1l

T€Q

sea quien sea x € R". Asi tenemos que

M flloo < 1fllos € L. (5.4)

Sin embargo, M no es una contracciéon en L'(R™) ya que ni si quiera lo

d defini dor de L*(R" { mi lqui
podemos definir como operador de en si mismo pues para cualquier
funcion f de L'(R™) que no sea la funcion nula, se tiene que M f es una
funcion que no es integrable. Esta afirmacion serd consecuencia del siguiente
lema.

Lema 5.4. Si f es una funcion de L'(R™) distinta de la funcién nula, en-
tonces existen R > 0 y ¢ > 0, que dependen de f, tales que

Mf(z) = c/|=[",
para cada x de R™ con ||z|| > R.

Demostracion. Sea f una funcion de L'(R™) distinta de la funcién nula. Por
tanto, tenemos que existe £ un conjunto medible de medida positiva de
manera que | f(z)| > 0 para cada x de E. Ahora bien, tenemos que el espacio
euclidiano R™ se puede escribir como R = Uy~ B(0, k). Luego, tenemos que
existe un ky € N tal que

1BO,K)NE| >0, Yk > k.

Sean R = ko y  de R" con ||z|| > R. Sea Q, = [—||z||, ||=]|]™, que es un cubo
de medida |Q| = 2"||z||". Tenemos que x pertenece a @, pues |z;| < ||z||, para
cadai =1, -, n. Ademas, B(0, R) C Q. En efecto, si z € B(0, R), tenemos
que |z| < ||z|| < R < ||z||, para cada i = 1,--- ,n. Luego z pertenece a Q..
Por otra parte, tenemos que

1 1
M) = sup /Q iy = 5 [ iy > )y

zEQ

1 / 1 1
> 1 oy = -~ / @)y =
Q2| JB0,R)NE z[|™ 2" Jpo,pnE [z ||"

)

Q| Joune

donde c es la constante ¢ = fB(o RNE | f(y)|dy que es estrictamente positiva
pues |B(0,k) N E| >0y |f(y)| > 0 para cada y € B(0,k) N E. O
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Corolario 5.5. Si f es una funcion de L'(R") distinta de la funcion nula,
entonces M f no es una funcion integrable.

Demostracién. Sa f una funcion de L'(R™) que es distinta de la funcién nula.
La proposicion anterior nos dice que existen R > 0 y ¢ > 0 tales que

Mf(x) = cf|=|",

para cada z de R" con ||z|| > R. Luego tenemos que
/ |M f(z)|dz > / |M f(z)|dz > c/ ||| " dx = oo.
R" lzl|>R llzl>R
O
El siguiente objetivo es estimar el tamano de M f para una funcion inte-
grable f, y nos va requerir el siguiente lema, que es una variante del lema de
recubrimiento de Vitali. Antes de enunciar dicho lema, vamos a ver un lema

previo, que informalmente se conoce con el nombre de el pez grande se come
al pez chico.

Lema 5.6. Sean Q y Q4 dos cubos de R™ tales que Q1NQy = 0. Supongamos
que |Q1| < |Q2|. Entonces

@1 C @3,
donde Q)% es el cubo concéntrico con ()2, pero con la longitud de sus lados

tres veces mayor que los de Q5.

Demostracion. Sean ¢ y ¢y los centros de ()1 y (02 respectivamente. Obsér-
vese que ¢y es también el centro de (5. Sean ¢ la longitud de cualquier lado
de Q1 v /5 la longitud de cualquier lado de )5 respectivamente. Tenemos ()1,
Q2 y @5 se pueden escribir de la forma

Qr={x eR": ||z — 1|0 < 1/2};
Q2 ={z eR": [|z — caf|o < £2/2};
Q5 ={z € R" : ||z — 3|0 < 305/2}.
Dado que (] = |Q1| < |Q2] = ¢4, tenemos que ¢; < 5. Sea xg € Q1 N Q.
Veamos ahora que ()7 C @3, para ello tomemos z; de )y arbitrario. Tenemos
que
|z1 — ¢l = ||T1 — co + co — o + o — C2|| 0
< [lz1 = collos + [leo = zolloo + [0 — 2|00
SO )24 024 05)2 < Uy)2+5)2+l5/2
= 30y/2,

con lo que x; pertenece a Q3. O
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Lema 5.7. Sea Q) un subconjunto medible de R™ de medida finita. Sea F una
coleccion de cubos QQ que recubren a ). Entonces existe una subfamilia finita
Q1, -+, Qi de F, con cubos disjuntos dos a dos, tal que

K
2/ <Y 1ol (5.5)

k=1
donde C,, es una constante que depende iunicamente de n.

Demostracion. Por la regularidad interior de la medida de Lebesgue de R”,
el conjunto 2 lo podemos aproximar tanto como se quiera por dentro me-
diante conjuntos compactos. Ademés, cada cubo  de la familia F se puede
remplazar por un cubo abierto més grande con medida tan préoxima como se
quiera a la medida del cubo original (). Por tanto, es suficiente probar el lema
suponiendo que §2 es compacto y los cubos ) de la familia F son abiertos.
Con estas hipotesis, F es un recubrimiento abierto del conjunto €2 que
es compacto, con lo que existe una cantidad finita de cubos de la familia
F que cubren a €). Por tanto, podemos suponer también que la familia F
es finita. Sea ()1 el cubo mas grande en F, sea ()5 el cubo mas grande de
los restantes de F que sea disjunto con (), sea (Y3 el cubo mas grande
de los restantes de F que sea disjunto con @)y, y asi sucesivamente. Como
F es finita, el proceso anterior termina después de un cierto nimero finito
de pasos, resultando asi un ntimero finito de cubos @1, -+, Q. Para cada
ke{l,---,K}, sea Qf el cubo concéntrico con @y pero que tiene sus lados
tres veces méas largos que los lados de Q. Entonces la familia {Q; } | recubre
a 2. En efecto, por reduccion al absurdo, supongamos que no es asi, luego
existe z € Q \ UK Qz, v dado que F recubre a ©, tenemos que x pertenece,
al menos, a uno cubo @ de la familia F. Tenemos que () no pertenece a la
familia {Q; }H< | ya que si Q = Q; para algtin k de {1,--- , k}, tendrfamos que
x pertenece a (07, y llegarfamos a una contradiccion, porque hemos supuesto
que x € Q\ UK Q;.Por construccion tenemos que existe k de {1,---, K}
de manera que Q. NQ # 0y |Q] < |Qk|, porque si Q. NQ = @ para cada
k=1,---, K, entonces el proceso no tenia que haber terminado después de K
pasos. Aplicando el Lema 5.6, tenemos que ) C @5, con lo que x pertenece a
Q5. y nuevamente llegamos a una contradiccion, pues habiamos supuesto que
z € Q\ UK Q. Luego la familia {Q}}f_ | recubre a Q. Consecuentemente,

K K
2 <31 =3 Q.
k=1 k=1

y, como habiamos comentado anteriormente, esto termina la prueba. O
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Teorema 5.8. Si f pertenece a L'(R™), entonces existe una constante C,,
que depende unicamente de n tal que

LML) () < Cullfller, >0, (5.6)

Demostracion. En primer lugar, supongamos que f tiene soporte compacto,
en ese caso, aplicando el Lema 5.4, tenemos que existen R > 0 y una constante
¢ > 0 tales que (M f)(x) > c||z||™™ para cada x € R"™ con ||z|| > R. En
particular, para cada A > 0, el conjunto Ey = {x € R" : (M f)(x) > A} tiene
medida finita pues se tiene que

By C {xeR”: ; §> qu}:B(o, ; ;)

Para cada x € FE), la Definicion 5.1 muestra que existe un cubo (), que
contiene a x tal que

AQu| < /Q 1)y (5.7)

La coleccion de todos esos cubos (), cubren a E)y, aplicando el Lema 5.7 existe
un nimero finito de cubos, Q1, - -, Qk, de esa coleccién y una constante C,,
que depende tnicamente de n, tales que

K
B < C Y 1@Qul. (5.8)
k=1

Por tanto, combinando (5.7) con (5.8), obtenemos

- Cp C
< <= <= L.
REEOIES S 3 NGRS

Dado que |E)| es justamente m (), es decir, es la funciéon de distribu-
cion de M f evaluada en )\, tenemos, por la Proposiciéon 5.10, que lo anterior
es equivalente al resultado deseado en (5.6) para la funciéon reordenada de-
creciente (M f)*.

En el caso general de una funcién integrable, podemos tomar una sucesion
de funciones simples { fx}ren tal que fx T f en c.t.p. Por una parte, es claro
que la sucesion {M fy}ren es creciente. Por otra parte, si x es un punto de
R™ y @ es un cubo de R™ que contiene a x en su interior, tenemos, por el
Teorema de la Convergencia Mondtona, que

i L 1
Jim a7 [ el =y [ 15wl
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Tomando supremo sobre todos los cubos () que contienen a x en su interior,
tenemos que

1
ilelg{,}ggo‘Q,/Q!fk(y)ldy}Zigg@/cg\f(y)ldszf(w)- (5.9)

Veamos ahora que que

) 1
igg{ lgfolo@/Qlfk(y)ldy} —,}ggo{itelg@/czlfk(y)ldy}- (5.10)

Sea () un cubo que contiene a z en su interior. Tenemos entonces

|Q|/|fk Idy_ilelg|Q|/Q|fk(y)\dy,

para cualquier k£ > 1. Luego, tomando limite cuando k& — oo, tenemos que

]}L@O@/m )ldy = lim {21618|Q|/|fk Idy}

Dado que la elecciéon del cubo @ ha sido arbitraria, obtenemos de lo anterior

que
iﬁg{ﬁi%cm/cg'f’f(”'dy} hm{i‘£|@|/ fely 'dy}

Para la desigualdad contraria, fijemos k > 1. Dado que { f }ren es creciente,

tenemos que
d 1 IIl — / d

para cualquier cubo Q que contiene a x en su interior. Luego, tomando su-
premo sobre todos los cubos que contienen a x en su interior, tenemos que

1
Sup —— / Fuly !dy<sup{ lim - / !fk(y)!dy},
+cq | Q| ve@ | k—oe |Q Q

y como esto es cierto para todo k£ > 1. Tomando limite cuando £ — o0,
tenemos que

133?0{22&@/”’“ 'dy} i28{13%|@|/cg'f’“(y)'dy}’

probandose asi la igualdad en (5.10). Ahora bien, combinando (5.9) con (5.10)
obtenemos justamente que M fi, T M f y aplicando la propiedad (iv) de la
Proposicion 4.8, tenemos que (M f)* 1 (M f)*. Tenemos que por el argumento
anterior, la desigualdad (5.6) se cumple para cada f, y como || fi|[zt T 1| f]|z1,
tenemos que (5.6) se cumple también para f. O
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Un espacio de funciones que aparece en este capitulo es el espacio de
Lebesgue L1, llamado espacio de Lebesgue L!-débil. Veamos como se define
este espacio y alguna de sus propiedades.

Definicién 5.9. Sea (R, i) un espacio de medida. Se define el espacio de
Lebesgue L'-débil, y se denota L' = L“°(R, u), como el conjunto de
funciones medibles f : R — K que verifican

1fllpree = suptf*(t) < co. (5.11)

Una expresion alternativa para || - ||p1.~ viene recogida en la siguiente
proposicion.

Proposicion 5.10. Sea (R, i) un espacio de medida. El conjunto de funcio-
nes LV = LY (R, 1) consiste en de todas las funciones medibles f : R — K
tales que

Il = suptyg(t) < oc. (5.12)
>

Demostracion. Vamos a ver que las expresiones (5.11) y (5.12) coinciden.
Para ello, tomemos una funcion f de L1*°. Empecemos viendo la desigualdad
SUPyso 6 () < supysotis(t). Sea t > 0. Supongamos que f*(¢) > 0 pues en
caso contrario no hay nada que probar. Sea € > 0 tal que 0 < € < f*(t).
Sea s = f*(t) — e < f*(t). Aplicando el punto (viii) de la Proposicion 4.8,
tenemos que ¢ < ps(sc). Multiplicando por s. en ambos miembros de la
desigualad anterior, obtenemos justamente que

Hf*(8) = ) < sepip(se) < sup tug(s),

s>0

para cada € > 0 con € < f*(¢). Tomando limite cuando € — 0, tenemos

tf () <suptps(t).
>0

Dada la eleccion arbitraria de ¢ > 0, obtenemos la desigualdad deseada.

Para la desigualdad contraria se razona de manera analoga. Tomemos
s > 0 arbitrario. Supongamos que j¢(s) > 0 pues en caso contrario no hay
nada que probar. Sea € > 0 tal que 0 < € < p15(s). Sea te = ps(s) —e < ps(s).
Aplicando la propiedad (viii) de la Proposicion 4.8, tenemos que s < f*(¢.).
Multiplicando por t. en ambos miembros de la desigualad anterior, obtenemos
justamente

s(py(s) —€) <tefr(te) < Sup tpy(t),
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para cada € > 0 con € < ps(s). Tomando limite cuando € — 0, tenemos

spy(s) < stggtf*(t)-

Dada la eleccion arbitraria de s > 0, obtenemos la desigualdad deseada. [J

Veamos que L1 es un espacio vectorial. Empecemos viendo que LY es
cerrado para el producto por escalares. Sea f una funciéon de L1 y X en K.
Entonces

[Afllpree = sup £(Af)"(8) = [Alsup £ f*(£) = [Al[[fllp1 <00, (5.13)
t>0 t>0

donde hemos usado el hecho de que (af)* = |a|f*, para f de My(R,pn) y
a de K. Veamos ahora que LY* es cerrado para la suma. Sean f y g dos
funciones de L. Tenemos entonces que

1f + gl = iggt(f +9)*(t)

< suptf*(t/2) +suptg*(t/2)

>0 >0
t t
= 2sup - f*(¢t/2) + 2sup =g*(t/2)
>0 2 >0 2

= 2([[fllzree +[lgllLroe) < oo

Un hecho importante en lo anterior es que la constante ¢ = 2 que aparece
en

1f + glloree < 2([f v + llgllzre), (5.14)

no se puede rebajar a 1. Lo que hace que || - ||f1.« sea una cuasinorma.
En efecto, consideremos como espacio de medida (R, ) = ((0,1),m) donde
m denota la medida de Lebesgue restringida a (0,1), y consideremos las
funciones f(x) = <y g(x) = T entonces unos célculos inmediatos muestran
que || fllzr.o = ||g||z1.0 = 1 mientras que || f + g||p1.~ > 4, con lo que

[Fllzree + llgllziee < NIf + gllore.

La siguiente proposicion nos afirma de que L es un espacio cuasinor-
mado.

Proposicion 5.11. Sea (R, 1) un espacio o-finito. Entonces el espacio vec-
torial LY = LY (R, u) dotado de || - |11~ es un espacio cuasinormado.
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Demostracion. La propiedad de homogeneidad es justamente lo que se ha
probado en (5.13), mientras que la desigualdad cuasi-triangular es lo que
hemos demostrado en (5.14).

Nos queda por ver que || f|| 1.~ = 0siy solosi f =0.S5i f =0, tenemos
que f* = 0 con lo que || f|[z1.« = 0. Supongamos ahora que || f||z1.< = 0,
tenemos entonces que ¢ f*(t) < 0 para cada t > 0. Con lo que, f*(¢) = 0 para
cada t > 0. Es decir m,(t) = 0 para cada t > 0. Luego p;(t) = 0 para cada
t > 0, de donde se sigue que f =0 en c.t.p. O

La cuasi-norma || - ||z1. induce una topologia en L'* que es la generada
por las cuasi-bolas B(f,7) = {g € LY : ||f — g||p1~ < r}, donde r > 0 y
f es una funcion de LY. Por lo que tiene sentido hablar de convergencia,
sucesiones de Cauchy, completitud, etc.

La siguiente proposicién nos dice que el espacio LV es un espacio cuasi-
Banach, es decir, que LY* es un espacio completo con la topologia inducida
por la cuasi-norma || - || pr.e.

Proposicién 5.12. LY es un espacio cuasi-Banach.

Demostracion. Tenemos que ver que toda sucesion de Cauchy es convergente
(con respecto a la cuasi-norma || - [|p1.). Sea pues {f,}nen una sucesion de
Cauchy de funciones que pertenecen al espacio L' y sea € > 0. Tenemos
que existe N > 1 tal que si n,m > N, entonces

| fo — Fnll1ee < €%

Teniendo en cuenta la Proposicion 5.10, tenemos que para todo t > 0

tu({r € X« [fu(z) = fn(2)] >t} < [1fa = finllire < €,

de manera que si tomamos t = ¢, podemos escribir

p{x € X 1 [ful@) = ful@)| > 1)) < e,

es decir, que la sucesion de funciones {f,}nen es de Cauchy en medida y
podemos aplicar la Proposicion 2.9 para obtener que existe una subsucesion
{fn;}jen que converge hacia una funcion medible f. Fijemos entonces un
ko > 1 y consideremos la cantidad

|fnk0 - f’ = ]lirgo ‘fnko - fnj‘>
aplicamos la propiedad (iv) de la Proposicion 4.3 para obtener
< T ;
Mty — (1) < Hminfpup, —p (2),
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y a partir de esta desigualdad reconstruimos || - || 1. para llegar a
1o = Fllztee < Uminf [ fr, — fu, ||z

Hacemos ahora tender kg — oo y usamos el hecho de la sucesion {f, }nen
es de Cauchy en LY de manera que la parte derecha de la estimaciéon an-
terior tiende a cero. Obtenemos de esta manera una subsucesion {f,, }ren
que converge hacia una funcion f de LY. Como {f, }nen es de Cauchy con
una subsucesion convergente, tenemos que { f, }nen converge a f en la cuasi-
norma || - || 1. O

Una tiltima, pero no menos importante, observacion sobre el espacio L1>
es que no se puede dotar de una norma que sea equivalente a la cuasi-norma
dada en (5.11), y por tanto L'* no puede ser normado. En efecto, suponga-
mos que existe una norma || - || definida en L1 equivalente a la cuasi-norma
dada en (5.11). Por tanto, existen ¢, co > 0 tales que

allfll < 1fllre < eallfll, Vf € LM (5.15)

Sea { fi}ren una sucesion de L. Tenemos, por (5.15), que
N
> i
k=1

donde K = ¢y/c1, que es una constante que no depende de N. Consideremos
en R la sucesion de funciones {fi}ren dada por

N

>t

k=1

< ¢y

N N
< ) el KD M fellpre, (5.16)
k=1 k=1

LLoo

1
= — :12'
jk($) ’a:__k‘a k y Ly

Tenemos que cada f;, pertenece a LY ya que mediante calculos elementales
se puede ver que || fx||z1.~ < 1, para cada k € N. Esto tltimo junto a (5.16),
nos proporciona que

N

>k

k=1

N
<KDY lfullie < KN (5.17)

L1,00 k—1
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Por otra parte, tenemos que si 1 < x < N — 1, entonces

1 1 1
Jule) = |:E—/£]_Za:—k:+ k—x
k=1 k=1 k=1 ke=[z]+1
N [x] 1 . N—-1 1
S (2] +1—k k=[x]+1 k= 2]
(2] N—-1 N-1 N—[z]-1
1 1 1 1
> _ = Z _
=) mt k— 7] 1t z
k=1 k=[z]+1 I=N—[z] =1
1 1
= Yzlog(N—l)ZélogN, N >4

Luego, si N > 4, tenemos que

N-1 N-1
ka: ZSUptHxER:ka(x)>tH
k=1

L1l,00 t>0

k=1
1 i, 1
> §logN {:U eER: ka(:c) > §logN}'
k=1
1 — 1
> 51ogNH1 <z<N-1:) fulz)> 51ogzv}'
k=1

1 1
= §logN(N —-2)> ZNlogN.
Esto tltimo junto (5.17), nos da que
N-1
> e
k=1
lo que es una contradiccion cuando N — oo.

Una vez introducido el espacio L, notese que de la desigualdad (5.6)
se obtiene que

1
ZNlogN <

L1,00

[Mfllzree < Callfllze, f €L

Es decir, que el operador maximal de Hardy-Littlewood es acotado de L' en
LY,
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Teorema 5.13. (Teorema de diferenciacion de Lebesgue)
St f es una funcion localmente integrable en R™, entonces

|Q|—>0|Q| / 7y “ldy =0, (5-18)

z€Q
en cast todo punto x de R".

Demostracion. Dado la naturaleza local del resultado, es claro que una vez
establecido el resultado para funciones integrables, también sera cierto para
funciones localmente integrables. Sea entonces f € L'(R"). Para cada x de
R™, sea

(©f)() =t | 15— f0)ldy

|Q[—0
zEQ

La prueba termina si (2f)(xz) = 0 en c.t.p. x de R™.
Observemos que

(Qf) () < (M[)(z) + [f(2)],

entonces, para cada t > 0 (propiedad (iii) de la Proposicion 4.8),

@ < o () + 5 (5)

Por tanto, usando la propiedad débil (5.6) de M y el hecho de que
t t 2
fZ) e[ 2 ) < [ 2 L
() =r(3) = (3o

CHNOEST P (5.19)

con la constante ¢ dependiendo tinicamente de n. Se sigue del Teorema Fun-
damental del Célculo que Qf = Q(f—h) cuando h es una funcion continua de
soporte compacto, entonces aplicando (5.19) a f —h en vez de a f, obtenemos
que

obtenemos que

CHNOESITEIPY

Pero el lado derecho en la desigualdad anterior lo podemos hacer tan pequeno
como queramos dado que las funciones continuas de soporte compacto son
densas en L'. Por tanto (2f)*(t) = 0 para cada t > 0, y de aqui concluimos
que Qf(z) =0 en c.t.p x de R™. ]
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Corolario 5.14. St f es una funcion localmente integrable en R™, entonces

1 e
tim o1 | sty = 1), (520)

z€Q
en cast todo punto x de R".

Corolario 5.15. St f es una funcion localmente integrable en R™, entonces

|f(@)] < (M[)(z), (5.21)
en casi todo punto x de R™.

Demostracion. Para cada x de R, M f(z) viene dada por

Mf(w) = sup r@\/ F@idy,

y teniendo en cuenta el corolario anterior, obtenemos que

) = | o / £y dy\ lin /Q F(w)ldy

z€Q T€EQ
1
<sup o [ 1 )ldy = M7 (z),
z€Q |Q| Q
en casi todo punto x de R". O

Observemos si f es de L*°, entonces de la desigualdad (5.21) se obtiene que
I fllo < ||M flloo- Esto tltimo combinado con la desigualdad (5.4), tenemos
que realmente se verifica la igualdad, esto es,

[flloe = 1M fllse

para cada f de L.
Antes de seguir con nuestro anéilisis del operador maximal de Hardy-
Littlewood necesitamos otro lema de recubrimiento. Un recubrimiento que

se obtiene a partir de unos cubos espaciales llamados cubos diddicos (Véase
la Definicion 5.16).

Definicion 5.16. para cada k € Z, sea A = 277", es decir, el conjunto
formado por los vectores de Z" dilatados por un factor 27*. Sea Dj, el conjunto
de cubos de longitud 27 y cuyos vértices estan en Aj. Los cubos diddicos
son los cubos pertenecientes a D = UgczDy. Diremos que dos cubos Q y Q'
no se solapan si la interseccion de sus interiores es vacia.
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Lema 5.17. Sea ) un subconjunto abierto de R™ de medida finita. Entonces
eziste una sucesion de cubos diddicos {Qy }ren, con Q;NQ; =0 sii # j, que
recubre a Q) y satisface

(1) QN #£0, kel
(2) 19 < 2521 1Qk] < 279

Demostracion. Dado que €2 es un abierto, para cada x de €) existe un cubo
diadico, que denotamos por Q(x), de didmetro mas pequeno, que contiene a
x y tiene interseccion no vacia con 2°. Subdividimos @Q(x) en 2" subcubos
diadicos, congruentes, y seleccionamos uno cualquiera de ellos que contiene

a x, y lo denotamos por Q(z) (véase la Figura 5.1).

Q(x)

Figura 5.1: Representacion grafica de la eleccion de Q(x). Realizacion propia.

~

Entonces Q(z) C 2. Luego,

27MQ(x)] = |Q(x)] = |Q(x) N Q| < [Q(x) N Q. (5.22)

Ahora, cualquier par de cubos diddicos tienen la propiedad de que si sus in-
teriores se cortan, entonces un cubo esta contenido en otro. Por tanto, como
Q) tiene medida finita, cualquier x de €2 pertenece a un cubo maximal de la
coleccion {Q(y) : y € Q}. Hay un nimero a lo sumo numerable de esos cubos
maximales (ya que hay un niimero numerable de cubos diddicos), que deno-
taremos por {Qy }ren, v cualquiera dos de ellos sus interiores no se cortan.
Evidentemente cubren a 2 y se cumple por tanto la primera desigualdad del
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punto (ii). La propiedad (i) se cumple por construccion. Ademés, cualquier
cubo @y, satisface una desigualdad del tipo (5.22), y por tanto,

oIl <27 QN0 =279,
k= k=1

Esto establece la segunda desigualdad del punto (ii) completandose asi la
demostracion. O

La funcion f*(t) = %fg f*(s)ds es el promedio de f* sobre el intervalo
(0,t) (véase la Definicion 4.18). f**(t) es el maximo valor entre todos los
promedios de f* sobre los intervalos que contienen a t porque la funcién f*
es decreciente. Por tanto f** es la funcién maximal de Hardy-Littlewood de
la funciéon f*. El siguiente resultado demuestra la equivalencia de la funcion
maximal de una reordenada decreciente y la reordenada decreciente de una
funcion maximal de Hardy-Littlewood. La primera desigualdad de este resul-
tado se debe a F. Riesz, basindose en los trabajos previos de R. M. Gabriel,
mientras que la segunda desigualdad, fue probada primero en una dimen-
sion por C. Herz usando los métodos de martingala mientras que la version
n-dimensional se debe a C. Bennett y R. Sharpley.

Teorema 5.18. Existen constantes ¢ y ¢, dependiendo tnicamente de n,

tales que
c(Mf)(t) < f(t) < (M) (1), t>0, (5.23)

para cualquier funcion localmente integrable f en R™.

Demostracion. Fijemos un t > 0. Para la desigualdad de la izquierda, pode-
mos suponer que f**(t) < 0o, ya que en el otro caso no hay nada que probar.
En ese caso, por el Teorema 4.50, dado € > 0, existen dos funciones g, de L'
y hy de L™ tales que f =g, + h; y

lgellzr + tl|Rell e < EF7(2) + €. (5.24)
Entonces, por (5.6) y (5.4), tenemos que para cada s > 0 que

S

(0115 < (0t (3 ) + Otmy (5) < Sl + el

C
< SUlgellzr + sllhel[ze).

Poniendo s = ¢, y usando (5.24), y haciendo ¢ — 0, obtenemos la primera
desigualdad de (5.23).
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Para la desigualdad de la derecha en (5.23), podemos suponer que se
tiene que (M f)*(t) < oo, ya que en otro caso no tenemos nada que probar.
Teniendo en cuenta el Lema 5.2, tenemos que el conjunto

Q={zeR": (M[f)(x) > (Mf)(t)}

es abierto, y tenemos que Q] < ¢t porque M f y (M f)* son equimedibles.
Aplicando el Lema 5.17, obtenemos una sucesion de cubos diadicos {Qy }ren,
donde los interiores de cualquiera dos de esos cubos no se cortan, que cubre
a () y satisface

QN £0, k=12 (5.25)

y o0
> lQil < 2mjQf < 2t (5.26)

k=1

Sean F' = (U2, Q)¢ y

9=> fxa. h=fxr
k=1

entonces f = g + h. La subaditividad del operador f — f** (Teorema 4.21)
nos da que

kK ok ok 1
@) < g7 (@) + 27 () < Sllglle + 1]z (5.27)
Ahora, por (5.25), cada cubo @ contiene un punto de Q¢ y en ese punto, la

funcién maximal tiene a lo sumo el valor (M f)*(¢) por el modo en que esta
definido 2. Por tanto,

1
Qx| Jo,

luego el valor de ||g||z: se puede estimar por

ol =3 /Q F@ldy < 3 1Qu (M) (1)

Por tanto, usando (5.26), obtenemos

gl < 2"e(M f)*(2). (5.28)

Por otra parte, el conjunto F' esta contenido en €2 y entonces la funciéon ma-
ximal esta acotada por (M f)*(¢) en F. Por tanto, usando (5.21), obtenemos

[Pllee = L xplle < (M F)xplle < (MF)"(2).

Combinando la dltima estimacion con (5.27) y (5.28), obtenemos la desigual-
dad de la derecha de (5.23). O

1F(y)|dy < (M), k=12,
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El dltimo resultado simplifica el problema de establecer la acotacion del
operador maximal de Hardy-Littlewood en espacios invariantes por reordena-
mientos. En efecto, reduce el problema a establecer la acotacion de f**, que
a menudo es mas sencillo ya que f** es un simple promedio y no el supremo
de promedios. Procedemos a establecer la acotacion del operador maximal
de Hardy-Littlewood en el ambiente de los espacios de Lebesgue aunque se
puede hacer sobre espacios méas generales. Para ello vamos a necesitar las
siguientes desigualdades que son cruciales, y se deben a G. H. Hardy.

Lema 5.19. (Desigualdades de Hardy)
Sea ¢ una funcion medible no negativa en el intervalo (0,00) y suponga-
mos que —oco < A <1y 1< q<o0. Entonces

G T a N U SCE
{/ (tl A/ v ds) Cit} —1iA{/Ow<t1‘*¢(t))q%}; (5.30)

(con los pertinentes cambios en el caso ¢ = 00).

Demostracion. Solo se probara (5.29) pues (5.30) tiene prueba similar a la
de (5.29).

Escribiendo v(s) = s~V9'sM%4)(s) y aplicando la desigualdad de Hélder,
obtenemos

1 [t 1 /[t Ve rq gt ) 1/q
—/ P(s)ds < (—/ s%ls) (—/ s/ ¢(s)qu)
tJo tJo tJo
t
- _A>1/q’w/q’1/q( / Ay (s)ids) /e
0

Por lo tanto, intercambiando el orden de integraciéon, obtenemos

e

= (1= /0 s w(s)Q/s t*2dtds.

Realizando la integral sobre ¢ y tomando la raiz ¢-ésima, obtenemos (5.29).
O
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Sean 1 < ¢ < ooy —oo < A < 1. Si consideramos el operador de Hardy
que asigna a cada funcion f, medible no negativa en el intervalo (0, 00), la fun-

cion Sf(t) = %fot f(s)ds, y consideramos el espacio con peso L?((0,00), 1),

con p = 7% entonces la desigualdad (5.29) se puede escribir como

1
1Sl za(o,000) < 7= 1 1 za(0,00).)
Y

es decir, que el operador f +— S f es un operador acotado de L%((0,00), 1)) en
si mismo, y con norma menor o igual que la constante 1/(1—\). Veamos ahora
que la norma del operador S es justamente 1/(1—\). En efecto, consideremos
la funcion 9(s) = s x(0,1)(s), con € > 0. Tenemos por una parte que

© /1 [ Yap) @ 1—A)+e
WWMWMWZ{A G%A¢@“)?}:{J—»Léﬁ”

Por otra parte, tenemos que

o0 dt) @ 1) Ye
||¢|’Lq((o,oo),u))={/0 (t%(t))q%} :{5} .

De donde se sigue que,

1SV za(0,000)) (1—X)+e 1 1
(1= A+e)e(l—N)

Q=

— .
e—0t 1 — A\

%1l £a((0,00).12))

La desigualdad (5.30) también tiene una interpretacion como una acota-
cion de un cierto operador. En este caso, el operador que se acota es el que
asigna a una funcion g, medible no negativa en el intervalo (0, 00), la funciéon
[ g(s)%. E d 1 d jugado del oper

. 9(s)%. Este operador se conoce como el operador conjugado del opera-
dor de Hardy. Si S*g es la funcion dada por S*g(s) = [ g(s)“, entonces la
desigualdad (5.30) nos dice que

\wwhmmwwﬁ—%jwhmwwm
donde ahora v = tl,q‘fﬁ. Es decir, que S* es un operador acotado del espacio
con peso L7((0,00), ) en si mismo. Ademaés, sucede, como en el caso anterior,
que [[S*[| =1/(1 = A).
Ahora podemos establecer la acotacion del operador maximal de Hardy-
Littlewood entre ciertos espacios de Lebesgue.
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Teorema 5.20. (Teorema Mazimal de Hardy-Littlewood)
Sea 1 < p < 0o y supongamos que [ pertenece a LP(R™). Entonces M f
pertenece a LP(R™) y

IMfllee < el flle, (5.31)

donde la constante ¢ depende inicamente de p y de n.

Demostracion. Dado que p > 1, estamos en condiciones de poder aplicar la
primera parte del Lema 5.19 con A = 1/p y ¢ = p. En ese caso, obtenemos
de (5.23) y de (5.29), con ¢ dependiendo unicamente de n, que

1M £ 2o e = ( / ® M) (t)pdt)l/p
< c(/ooo G /Ot f*(s)ds)pdt> 1/p
< Cp/(/ooo f*(t)pdt) 1/p

= || f]| Lo (rn)-
]

El Teorema Maximal de Hardy-Littlewood (Teorema 5.20) se puede con-
siderar como un teorema de interpolacion del operador maximal de Hardy-
Littlewood. El ingrediente crucial en la prueba (Teorema 5.18) afirma que

(Mf) (t) < ef(t), t>0, (5.32)

para cualquier funcion localmente integrable f. En esta desigualdad se es-
conde la propiedad de que M es acotado en L*°;

[M f]|poe = sup(M f)*(t) < ¢ sup f*(t) = c[| fl| .
>0 >0
v que M esta acotado de L' en L1

t
|Mfll e = supt(MF)*(t) < supetf**(t) = supe / JH(s)ds = ¢l fll . (5.33)
t>0 t>0 t>0 0

Observemos que la prueba solo usa (5.32) y la desigualdad de Hardy
apropiada.

Volvamos ahora al operador de Hardy, que asigna cada funcién f de
L . (R*) la funcion

Sf(t):%/of(s)ds, t>0.
11
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Obsérvese que si t > 0, entonces
1
{s : / | f(su)|du > t}‘
0

{2 [t o -
[ st
:%/Ol/ooo|f(su)|dsdu

1 1
= ;/0 1 fll 2t @+ydu

1
= ;||f||L1(R+)’

IA

de donde se sigue la siguiente desigualdad

IS Lroe ety < L@+, (5.34)
es decir, el operador S es acotado de L'(R™) en LM>°(R™).

5.2. Teorema de G. G. Lorentz y T. Shimogaki

En esta seccion lo que vamos a obtener es un teorema de G.G.Lorentz
y T. Shimogaki. Dicho resultado nos va caracterizar los espacios invariantes
por reordenamientos en los que el operador maximal de Hardy-Littlewood es
acotado. Durante la seccion, veremos los indices de Boyd de un espacio de
Banach de funciones invariante por reordenamiento X, (a, @), que son unos
indices de enorme importancia y que satisfacen 0 < a < @ < 1. Estos indices
indican, en algin sentido, la posicion del espacio X en la escala entre L' y
L. Veremos, por ejemplo, que los indices de LP son ambos igual a 1/p y los
indices de LP N LY, p < ¢, son a = 1/q, @ = 1/p.

Necesitaremos ciertos hechos elementales de la teoria de funciones subadi-
tivas. Una funcién real w definida sobre R es subaditiva si

w(s+t) <w(s)+w(t), stekR

Lema 5.21. Sea w una funcion creciente y subaditiva definida sobre R tal
que w(0) = 0. Entonces

—w(—s) <w(s), seR. (5.35)
Ademds, o = lim @ es finito y
S—00
o = Tim 2 — g8 (5.36)
s—o0 8 s>0 8§
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Demostracion. La estimacion en (5.35) se sigue inmediatamente de la subadi-
tividad de w y del hecho de que w(0) = 0:

0=w(0) =w(s+ (—s)) <w(s)+w(—s).

Sea o = Infy-gw(s)/s. Es claro que 0 < a < w(1), por lo que, en particular,
« es finito. Sea € > 0, y sea t > 0 tal que a < w(t)/t < a + €, y tomemos N
natural tal que (14 1/N)w(t)/t < a+ €. Para cada s > Nt, existe un n > N
tal que nt < s < (n+ 1)t. Usando la dltima desigualdad y el hecho de que w
es creciente y subaditiva, obtenemos que w(s) < (n+ 1)w(t), y por tanto

w(s) _ (n+ Dwlt) _ <1+%)M<a+e.

S nt t
Luego, w(s)/s — « cuando s — oc. O

Una funcion no negativa ¢ en (0, 00) se dice que es submultiplicativa si

P(st) < P(s)v(t), 0<s,t<o0.

A cada funcion multiplicativa ¢ en (0, 00), le asociamos una funcion w defi-
nida, sobre R, como
w(s) =logy(e®), seR. (5.37)

Es claro que w es subaditiva. Por lo tanto, si ¥ es creciente y (1) = 1,
entonces w satisface las hipotesis del Lema 5.21. Sea « el correspondiente
limite definido por (5.36) y sea a@(¢)) = a. Entonces 0 < @ < o0y, por (5.36),

1 t 1 t
a() = lim 2890 _ g logvlt), (5.38)
t—oo  logt t>1 logt
Lema 5.22. Sea ¥ una funcion creciente y submultiplicativa en (0,00) tal
que (1) =1, y sea a un nimero positivo arbitrario. Entonces a(y) < a si y
solo si

/1 N tw(t)% < 0. (5.39)

Demostracion. Si @(y) < a, entonces existe € > 0 tal que a(y)) < a — €. Por
(5.38), existe T' > 1 tal que log 1 (t)/logt < a — € para cada t > T. Entonces
(t) < t% ¢ para cada t > T, entonces

o —a dt T —1—a > —1—e€
/1 t w(t)7gzp(T)/1 t dt+/ t17dt < oo.

T
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Reciprocamente, si (5.39) se cumple, entonces s %(s) < 1 para algin
s > 1. Entonces, por (5.38),

() < log v(s) _ logs®
log s log s

como querfamos probar. 0

Para lo que queda de esta seccion, denotaremos por X = X (p) a un espa-
cio de Banach de funciones invariante por reordenamiento sobre un espacio
de medida (R, i) o-finito, infinito y no atémico. En ese caso, el Teorema de
Representacion de Luxemburg (Teorema 4.34) proporciona una tinica norma
invariante por reordenamiento p sobre (Rt m), definida por

o) =sup{ [T ona g <1}, (5.40)

tal que
p(f) =n(f"), (5.41)

para cada f € M{ (R, n). El espacio de Banach de funciones invariante por
reordenamiento generado por p se denotara por X.

Definiciéon 5.23. Para cada t > 0, sea E; el operador de dilatacion definido
sobre Mo(R™,m) por

(E:f)(s) = f(ts), 0<s<oo. (5.42)

Con X y X definidos al principio de este epigrafe, sea hx () la norma del
operador £/, como operador de X en si mismo. Esto es,

hx(t) =By, 0<t<oo. (5.43)

No esta claro que el operador E,; sea acotado sobre X. Veremos que cier-
tamente lo es y daremos una estimaciéon de su norma, pero antes, vamos a
enunciar un resultado de la teoria de interpolacion.

Teorema 5.24. (Calderdn)

Sea X un espacio de Banach de funciones invariante por reordenamiento
sobre un espacio de medida resonante. Si T es acotado de L' en L' y de L™
en L™, entonces T': X — X es un operador acotado y ademds

17| < méx {||T||Loow, ||T||M1}.
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Demostracion. Referencia [1]. O

Proposicion 5.25. Para cada t > 0, el operador E; es un operador acotado
de X en si mismo. La funcion hx es creciente y submultiplicativa en (0, 00),
satisface hx(1) =1, y

hx(t) <méx(1,t), 0<t<oo. (5.44)

Es mas, si X' es el espacio asociado a X, entonces
1
hX(t) = thx (z), 0<t<oo. (545)

Demostracion. Sean t >0y f € L>®°(R",m), entonces

[(Ery) f(s) = |F(s/O] < 1l @emy, 0 <5 <00,

con lo que Ey/; es una contraccion en L*>°(R*,m). Por otra parte, tenemos
que si f € LY(R™, m), entonces

/0 T (Buf)(9))ds = / T f(s/Dlds = ¢ / ) lds = Lo

Es decir, E;,; es un operador acotado de L'(R*,m) en si mismo y ademés
su norma como operador es exactamente igual a ¢. Teniendo en cuenta el
Teorema 5.24, tenemos que Ej/; es un operador acotado y ademas

hx(t) = | Bl < mix{1,2).

La afirmaciéon hx(1) =1 es obvia dado que E} es el operador identidad.
Obsérvese que (Eyf)* = Ei(f*). En efecto, tenemos que

png) = [z 2 0+ (B)(2) > A}l = £z > 0: f(12) > A}
= [/t > 02 f() > A} = 1o > 0+ f(x) > A}

= V),

Para cada A > 0. Por tanto,

(Eef)(s) = mf{A: g, (A) < s} = f{A: pp(A) < st}
= [*(ts) = {E(f")}(s),

para cada s > 0. Se sigue de (4.54) que

Bveflx=sw{ [T (3)o sl <1} Gao)
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para cualquier f de X. Sean ahora 0 < #; < t,. Tenemos, por ser f* una
funcién decreciente, que

S WS
/ (a)ﬁf (;) 520

De aqui es claro que la funcién hy es una funcién creciente. La submultipli-
catividad de hx es una consecuencia inmediata del hecho de que Ey; = E F;,
para cualquier s,t > 0. En efecto, sea f € X y sean t,s > 0. Tenemos que

Buf(u) = f(stu) = (Eof)(tu) = {(E, 0 E)(/)}(u), u>0.

Luego
hx(st) = | Bjull = 1By 0 Bugell < 1 Byjall 1 Evjell = hx () (1)

Veamos ahora la igualdad (5.45). De (5.46), obtenemos que

Bt = { [ (3)or s ol < 1]

= sup {t fr(8)g*(ts)ds : ||gll =y < 1}
0

<t fll=llEgllzy < Sl B

1
— ) il = e (7 )

donde, en la pentltima igualdad, hemos usado el hecho de que (X)' = (X)
(Teorema 4.34). Por tanto, tenemos que hy(t) < thx:(3). Remplazando X
por X', t por 1/t, y usando el hecho de que X” = X (Teorema 3.20), obtene-
mos también que hx/(1/t) < (1/t)hx(t). Esto, junto a la estimacion previa,
llegamos a la igualdad (5.45). O

Definiciéon 5.26. Sea X un espacio de Banach de funciones invariante por
reordenamiento sobre un espacio de medida o-finito, no atémico y infinito,
los indices de Boyd de X son los ntimeros ay y @x definidos por

o = sup log hx(t) Ty = sup log hx (%)
=X ocier logt l<t<co  logt =

(5.47)

Proposicién 5.27. Los indices a = ay y @ = ax de X wvienen dados por

los limites log helt log Bt
ay = lim 280 o g, loghx(t)

5.48
t—o+ logt t—oo logt (5.48)
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y satisfacen

0<a<a<l (5.49)

Ademds, los indices o = ay, y @ = ax del espacio asociado X' vienen
dados por

d=1-@ a=1-aqa (5.50)

Demostracion. Usando (5.45), tenemos que

loghx(t) =logt+loghx/(1/t), 0<t< 0.

equivalentemente,
log hx (t log hx:(1/t log hx/(1/t
oghx(t) _  loghx(1/t) _ | loghx(1/t) (5.51)
logt logt log(1/t)

Las relaciones (5.50) se siguen de lo anterior junto a (5.47).

Vimos en la Proposicion 5.25 que la funcion hy es creciente y submulti-
plicativa en (0,00) con hx(1) = 1. Por tanto, tenemos que @ coincide con la
constante @(hy) definido por (5.38), y de aqui se deduce la segunda identidad
en (5.48). La primera identidad de (5.48) resulta de la segunda aplicAndole
(5.50) y (5.51).

El hecho de que @ < 1 se deduce de (5.44) y (5.47). Aplicando este
resultado a X', obtenemos que « =1 — @' > 0. Por lo tanto, solo nos queda
ver que o < @. Dado que hx es una funcién submultiplicativa, tenemos que
1 =hx(1) < hx(t)hx(1/t). Por tanto, para cada t > 1,

1
log e (1/%) k’g(’”{(“t)) _ log hx (1)
log(1/t) logt —  logt

Tomando limite cuando t — oo, obtenemos de (5.47) que a < @, como
queriamos probar. O

Ejemplo 5.28. Sea (R, ) un espacio de medida resonante. Vimos en la
Proposicion (4.9) que se tienen la siguientes igualdad:

W fllzerpy = 1 lee@tmy, 1< p < oo,

para cada f € LP(R,u). Por tanto, tenemos que la norma invariante por
reordenamiento p sobre (R, m) que nos asegura su existencia el teorema
de representacion de Luxemburg (Teorema 4.34) es justamente la que viene
definida por

(") = [lf e m),
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para cada f € LP(R, u). Por tanto, sit > 0,1 <p<ooy f € LP(RT,m),

1By f 1 e ) :/0 |f(8/15)|”d=9=1ﬁ/0 [f)Pdz =t F e @ -

Esto tltimo nos dice que el operador Ey/ es acotado de LP(R*,m) en si
mismo, y su norma es || Ey || = tV/7. Mientas que si f € L>®(R",m), tenemos
entonces que

1B/ fllzoe s my = sup ess | £(s/t)] = sup ess | £ ()] = [If | @ m)-

0<s<o0

Esto nos dice que el operador E; es acotado de L>(R*,m) en si mismo, y
su norma es ||E; || = 1. Recopilando todo lo que hemos obtenido, tenemos
que hpp(gpy @ (0,00) = R viene dada por

P s 1<p< oo,

hir(rp(t) =
1 St P = Q.

Observemos que hz (g (t) es continua como funcion de la variable p.
Por tanto, tenemos que si 1 < p < oo, entonces

log hie(r,u)(t) . logtl/? 1
Qrp(py = llm ————=——= = lim = -,
’ t—0+ logt t—0t logt D
_ log hpe(r,u)(t) . logtt/? 1
Qre(Ry) = lim —————— = lim =—.
t—o0 logt t—oo logt P
En el caso en que p = oo, tenemos que
10g hLoo (R,u) (t) , lOg 1
Qpeo(py) = 1M = lim =0,
t—0+ logt t—0t logt
log hpe t log 1
Aoy = lim 2 lt) _ gy, logl_

t—00 logt oo logt

En definitiva, hemos obtenido que los indices de Boyd de LP(R, 1) coinciden
con 1/p (tomando 0 como 1/00).
Si ahora 1 < p < ¢ < oo, mediante célculos similares a los anteriores
y teniendo en cuenta que ||E4 | prnre = max{||Eve||lir, || E1jillza}, se llega
a que los indices de Boyd del espacio LP N LY = LP(R,u) N LY(R, u) son
justamente
Qrenre = 1/p; Qponpe = 1/g.
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CAPITULO 5. EL OPERADOR MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD

Vamos ahora a definir dos operadores importantes, que generalizan al
operador de Hardy y a su conjugado.

Definicién 5.29. Sea 0 < a < 1, y sea P, el operador integral definido sobre
Mo(R*,m) por

(P.f)(t) = t_“/o s“f(s)ﬁ, 0<t<o0. (5.52)

S

De forma similar, sea @),, con 0 < a < 1, el operador integral definido sobre
Mo(R*, m) por

(Quf)(t) =11 /too S“f(s)%, 0<t<oo. (5.53)

Obsérvese que @, es el adjunto formal de P, cuando a + b = 1. En otras
palabras, un intercambio de orden de integracion muestra que,

/0 (P (Dg(t)dt = / " 0)(@eg) )t (5.54)

para toda f y g para las cuales dichas integrales existen.

Teorema 5.30. El operador P, es acotado en X siy solo sia>ax, y Qa
es acotado en X sty solo st a < ay.

Demostracidn. Supongamos que P, es acotado en X. Sean f y g dos funciones
— _, .
de X y de X respectivamente, tales que

Iflle <1 gl <1 (5.55)

Entonces fooo f*(s/t)g*(s) decrece con t y por tanto, para cada t > 0 fijo,
tenemos que

/0 e (;) g (s)ds — at“( /O e (;)g*(s)d(S) ( /0 v u“ldu>
< at? /Ol/t (/OOO f*(SU)g*(S)dS) u®du

0o 1/t du
= at® *(s *(su)u— )ds.
e [Cre( [ reoett)
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CAPITULO 5. EL OPERADOR MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD

Sit > 1, podemos extender el rango de integraciéon en la integral interior a
0 < u < 1. Entonces, mediante un cambio de variable, obtenemos de (5.55),

/0 e (;) g*(s)ds < at® /0 g (s) (sa /O s f*(v)va‘i—”) ds
—at* [ g P o)

< at®|| P,]|-

Tomando supremo sobre todas las funciones f y g satisfaciendo (5.55), obte-

nemos que

hx(t) = [[Evpll < at®||Pll, &> 1.
Luego,
log hx(t) _,  log(allFull)
logt logt

Y

cuando t — 00, y de (5.48) se sigue que ax < a. Por tanto, hemos probado
que
|P.]| < 00 = a>ax. (5.56)

Procedemos ahora a obtener la desigualdad estricta a > @x. Sea ¢ > 0
suficientemente pequetio tal que €||P,|| < 1. Entonces el operador I — eP, es
acotado, es invertible y

o

(I—eP)™' =) Py, (5.57)

n=0

donde la convergencia es en la norma de operadores. El operador
T = P,(I — €P,) Z Pt (5.58)

es también un operador continuo de X en si mismo. Veamos que la iteraciéon
P! de P, se puede escribir en la forma

Pn+1 / f logl/s) a—l (559)

La prueba la haremos utilizando inducciéon sobre n. El caso n = 0 se sigue
directamente de la definicion de P,. Supongamos ahora que (5.59) es cierta
para n. Entonces

(P () = P(PR)(8) = / P f ()t

/ ( / f(s logl/s) “_1d5>ra_1dr,
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CAPITULO 5. EL OPERADOR MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD

mediante un cambio de variable u = rs, obtenemos

(P / ([ s Qs sy ) 2.

Intercambiando el orden de integraciéon y haciendo un cambio de variable
v = r/u, obtenemos

wrnn = [ ([ L) et

:[f(ﬁﬂu&ipﬁ?)ﬂmm%wu

_/0 —(lo(il_{/—ul);r f(ut)u**du.

Esto completa la induccion y establece (5.59) para cada n € N.
Combinando (5.58), (5.59), y usando el Teorema de Convergencia Mono-
tona, obtenemos, para funciones no negativas en X,

= (i (clog VA1 sy =ias = [ sty

Mediante la usual descomposiciéon de una funcién en su parte positiva y su
parte negativa, obtenemos la esta ultima identidad para cualquier f de X.
Por tanto, T = P, .. Dado que T es acotado, podemos aplicar (5.56) para
obtener que a — € > ax. Luego, a > ax, como desedbamos.

Supongamos ahora que a > ax. Entonces el Lema 5.22 muestra que

/H@WH@:/tﬂm@7<m. (5.60)
0 1

Por tanto, si f y g satisfacen (5.55),

[Ceawsoa < [T ([ nisas )iata
= [ ([ irnotoar)sras
< [ 1

Usando (5.60) y tomando el supremo sobre todas las funciones f y g que
satisfacen (5.55), llegamos a que P, es un operador acotado en X. Por tanto
hemos probado que P, es acotado en X si y solo si a > ay.
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CAPITULO 5. EL OPERADOR MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD

Si ahora 0 < a < 1, se sigue de (5.54) que Q, es acotado en X si y solo
si P,_, es acotado en X Aplicando lo que acabamos de probar, esto ocurre
siy solosil—a > ayx. Pero @ax = 1 — ay, por (5.50). Por tanto, Q, es
acotado en X si y solo sia < ay. [

Estamos ahora en condiciones de dar una caracterizacion elegante de los
espacios invariantes por reordenamientos en los cuales el operador maximal
de Hardy-Littlewood es acotado.

Teorema 5.31. (G. G. Lorentz - T. Shimogaki) Sea X un espacio de Banach
de funciones tnvariante por reordenamiento sobre R"™. Entonces el operador
maximal de Hardy-Littlewood M es acotado en X si y solo si el indice de
Boyd ax de X satisface que ax < 1.

Demostracion. Se sigue del Teorema 5.18 que M es acotado en X si y solo si
P, es acotado en X. Por el teorema anterior, esto ocurre si y solo si se tiene
que ay < 1. O

Obsérvese que el Teorema 5.20 nos dice que en el caso de los espacios
de Lebesgue LP, con p > 1, se tiene que el operador maximal de Hardy-
Littlewood M es acotado. El teorema anterior ademés de confirmarnos lo
mismo, pues vimos que los indices de Boyd de los espacios de Lebesgue L”
son justamente 1/p < 1, nos dice también que si el operador M es acotado
de LP en LP, entonces p necesariamente tiene que ser mayor que 1.
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Capitulo 6

Dominio 6ptimo para el operador
de Hardy

Sea S' el operador de Hardy definido por

SF(t) = %/Otf(s)ds, £ 0.

para cualquier funcion f € Li.(R1). Sea X un espacio de Banach invariante

por reordenamiento de funciones medibles definidas sobre R*. Recordemos
que X tiene la propiedad de reticulo si para cada g € X y f con |f| < |g],
entonces f € X y || fllx < llgllx- Sea [S, X] el conjunto dado por

(S, X] ={f:R" — R medible : S|f| € X}.

Resulta ser que [S, X]| con la norma ||f|sx] = ||S|f|||x es un espacio de
Banach con la propiedad de reticulo. Obviamente S : [S, X| — X es continuo.
Ess mas, si Y es un espacio de Banach de funciones con la propiedad de reticulo
tal que S : Y — X esta bien definido (y entonces S es continuo, ya que es
un operador lineal positivo entre dos espacios de Banach con la propiedad de
reticulo) es continuamente contenido en [S, X|. Esto es, [S, X] es el dominio
dptimo para S (con valores en X) dentro de la clase de espacios de Banach
con la propiedad de reticulo.

El articulo de referencia para este capitulo ha sido, “Optimal domain for
the Hardy operator” de O. Delgado y J. Soria |5].

Empezamos con un caso particular donde podemos identificar el dominio
optimo de S. Recordemos que el espacio L*>°(R™) es un espacio cuasi-Banach
invariante por reordenamiento.

Proposicion 6.1. [S, LY°(RT)] = LY(R"), con igualdad de normas.
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Demostracion. Dado f € L'(RT) y € > 0, existe z > 0 tal que

/0 F@Idy > (1= 21w Xoo) ().

En efecto, por ser la funcion « — [1] f(y)|dy una funcion creciente tenemos
que

1F s = / F@)ldy = sup / F)ldy

0<z<oo

Luego, si € > 0, tenemos que existe z > 0 tal que

(1= Ol s < / F)ldy < / FWldy, ¢ > =

donde en la ultima desigualdad se ha usado nuevamente el hecho de que
z — [ |f(y)|dy es una funcion creciente. Luego, de esto tltimo, obtenemos
que

Xieooy @) (1 = Ol fll e < / F)ldy, > 0.

Volvemos ahora la prueba de la proposicion, y usando la desigualdad anterior,
llegamos a que

1 [ -
1A llis ey = Supt(—/ If(y)ldy> (t)
t>0 T Jo

> (1- 6)Hf”Ll R+) Sup

. = (1= fllr@-

Si tomamos ahora limite cuando € — 07 en lo anterior, obtenemos la de-
sigualdad || f| L1 e+y < || f]l[s,01.00(r+- Concluimos de esta estimacion, y de la
desigualdad || f||is,creo+) < || f|l1r+) obtenida en (5.34) que se tiene que
I fllzr e+ = |1 fll (5,000 4], se cumple para cualquier f € L'(RT). O

Vamos ahora a considerar los espacios LP(R™T). Es facil ver que se tiene
que [S, L*(R*)] = {0}. En efecto, supongamos por reduccién al absurdo que
existe f € LY(R") con f # 0. Esto es, existe un conjunto medible £ con
|E| > 0 tal que

|f(s)| >0, VseFE.

Como Rt = U22,[0,n), tenemos que
E=ENR"=EN(UL[0,n)) = UpZ (EN[0,n)),
por lo que existe, ng € R tal que

|E 01 [0,710)] > 0.
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Tenemos asi que

o] 1 t
oy = IS\ e = [ 5 [ 1eldsd

:/Ono%/Ot|f(s)|dsdt+/n:0%/Ot|f(s)|dsdt
> (73 [ s = [T ireas [©F -

lo que es una contradiccion. Luego [S, L' (R™)] = {0}.

Para el resto de indices tenemos el siguiente resultado (aunque esto se
seguird del Teorema 6.5, vamos a dar una prueba mostrando, en este caso,
un contraejemplo explicito):

Proposicién 6.2. LP(RT) C [S, LP(R1)], 1 < p < oo.

Demostracion. Empezamos viendo el contenido LP(R*) C [S, LP(R™)]. Sea
f € LP(RT). Teniendo en cuenta la desigualdad de Hardy (Lema 5.19), tene-

mos que

|umﬂwﬂz{[”G[ﬁﬂﬂﬁyﬁFm
{1 (t;%/0t|f(5)lds)p%}l/p
< ]%{/Ooo(tl/plf(tmp%}”p

=;€;{Amuuww}w

_r
p—1

| fllr @ty < o0,

con lo que f € [S, LP(RY)].

Ahora, fijemos a € (—1,0), y sea fo(t) = (1 —t)*X(0,1)(t). Obsérvese que
f1p € LYRT) \ LP(RY), para 1 < p < oo. Célculos inmediatos muestran
que

1—(1—t)1-1/p

=i si O0<t<l,

Sffl/p@) —

~+ =

p%l, si 1<t

Por tanto, obtenemos un contraejemplo ya que Sf_y/,(t) € LY(R"), para
cada 1 < ¢ < 0. O]
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Obsérvese en la demostracion anterior que f*, ¢ [S, LP(R")] y por tanto
[S, LP(R™)] no es un espacio invariante por reordenamiento.
Para un espacio de Banach de funciones X con la propiedad de reticulo,

definimos
Ix ={f:R" — R medible, Sf* e X},

con la norma || f|lr, = ||Sf*|lx, entonces I'x es el espacio de Banach de
funciones invariante por reordenamiento con la propiedad de reticulo mas
grande contenido en [S, X|. En efecto, si f € T'x, entonces S|f| < Sf*e Xy
por tanto f € [S, X], y si Y es un espacio de Banach de funciones invariante
por reordenamiento la propiedad de reticulo contenido en [S, X], entonces
para cada f € Y tenemos que f* €Y y Sf* € X, estoes f € ['y.

Proposicién 6.3. Dado un espacio de Banach con la propiedad de reticulo
X, tenemos lo siguiente;

(a) SiS:X — X, entonces X C [S, X].

(b) Si X es un espacio invariante por reordenamiento, entonces se tiene
que 'y C X N[S, X].

(¢c) SiS:X — X yX esinvariante por reordenamiento, entonces se tiene
que I'xy = X.

(d) Si X es un espacio invariante por reordenamiento, la siguientes condi-
ciones son equivalentes

(d1) Tx # {0}.

(d2) X(0,q) € I'x.

(d3) X0.1)(t) + X100 (t) € X.
(d) (L= N LY<)(R*) C X.

Demostracion. (a) es inmediata. Para probar (b), sea f € I'y, dado que
f* < Sf* € X, entonces f* € X y por tanto f € X. (c¢) se sigue de (a),
(b) y del hecho de que I'x es el espacio invariante més grande contenido en
[S, X]. Finalmente, observemos que para la funcién f = x(o,1), tenemos que
SF(t) = X(,1) + +X[1,00) (1), ¥ las equivalencias (d1)-(d4) se siguen facilmente.
Por ejemplo, si g € (LN LY>)(RT), luego se tiene la desigualdad siguiente;
g*(t) < Cmin(1,1/t) = Cx(1) + TX(1,00)(t)). Por tanto, (d3) implica (d4).

]
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Obsérvese que s6lo hemos necesitado que X sea un espacio invariante
por reordenamiento para probar que (d3) implica (d4). La Proposicién 6.2
muestra que la inclusion en (a) de la Proposicion 6.3 puede ser estricta.

Veamos ahora un ejemplo de un espacio invariante por reordenamiento
con la propiedad de reticulo con el que la inclusion en (b) de la Proposicion
6.3 es también estricta.

Proposicion 6.4. T'(;1;=)w+) C (L' 4+ L®°)(RTY) N [S, (L' + L>)(RT)].

Demostracion. Veamos que S no estd acotado en (L' 4+ L®)(R™). En efecto,

si
1

- t ,
t10g2(62/t)X(0’1)( )

entonces g es una funcion decreciente de (L' 4+ L*)(R™). Sea ahora f la
funcién dada por f(t) = g(t — 1)x@,2)(t). Luego se tiene que, f* = g, Sf
es una funcion de (L' + L>®)(R™") (obsérvese que dado que f € L' y es una
funcion acotada en cero entonces Sf € L™®),y Sf* ¢ (L' + L>)(R"):

g(t) =

I8 Nwreamimn = [ (550t = [ (o) oy

1
/ / s)dsdt
/ 1/ (s)dsdt
s)ds

t Jo slog® 62/8 X(O’l)

1

- dsdt
/t/log e?/s)
/1 YU

t 62/t log u

dt = o0,

donde en la primera igualdad hemos usado (4.88) y en () hemos usado el
cambio de variable u = €?/s.
Por tanto, hemos probado que

F(L1+Loo)(R+) (Ll + LOO)(R+) [S, (Ll + Loo)(R+)]
[l

Ahora vamos a ver que la Proposicién 6.2 se puede extender a cualquier
espacio invariante por reordenamiento. Es decir, siempre que el rango del
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operador de Hardy sea un espacio invariante por reordenamiento, entonces
el dominio 6ptimo no puede ser un espacio invariante por reordenamiento.

Teorema 6.5. St X es un espacio de Banach de funciones invariante por
reordenamiento con la propiedad de reticulo, y S : X — X, entonces

(S, X] ¢ (L' + L) (R").

En particular, X C [S, X] y [S, X] no es un espacio invariante por reordena-
miento.

Demostracion. Vamos a ver que podemos encontrar una funciéon en [, X]
que no pertenece a (L' + L*)(R™), y por tanto, no pertenece a X tampoco.
Empezamos con la siguiente observacion: si f > 0,

f ¢ (L'+ L®)(RT) <= paracadac> 0, fx(s>q & L'(RT). (6.1)
Es claro que si para alguna ¢ > 0, fx{fsc € L'(RT), entonces

f=Ixrsa + [xir<ey € (L' + L2)(RY).

Reciprocamente, supongamos que f = g + h, con h € L>®(R"). Tomamos
¢ = 2||h|| Lo (m+) > 0. Entonces

Ixirser = (9 + )X grns2ibl e ey} < (9 R)XQgI> 1Al ) < 291

Si g € L'(R"), entonces fxir=c € L'(RT). Si X C L'(R"), tenemos que
[S, X] C [S, LY(R™)] = {0}, y por tanto, por la Proposicion 6.3 (a), X = {0}.
Luego, X ¢ L'(R"). Por lo tanto, podemos encontrar una funcion positiva
decreciente f € X tal que si F(t) = f(f f(z)dx, entonces F es estrictamente
creciente y no esta acotada: tomamos f; € X \ L'(RT), f; decreciente (y
por lo tanto f; > 0). Elegimos f, € (L' N L>)(RT), decreciente y positiva
(por ejemplo, fo(t) = (1 + t?)~1). Notese que, dado que X es un espacio
de Banach de funciones invariante por reordenamiento se tiene la inclusion
(L' N L>®)(R*) C X por el Teorema 4.54, y por lo tanto f, € X . Entonces
f = fi+ fo satisface las condiciones exigidas. Ahora tomamos t; = 1, y por
induccion, elegimos #;,,, > t, satisfaciendo que F(tpy1) = 2F (t) = 2FF(1).
Ahora vamos a modificar la funcién F' en cada subintervalo (tx,tg11) de
manera que obtenemos una funcién G absolutamente continua, positiva y
decreciente satisfaciendo que F(t) =~ G(t), y si g(t) = G'(t), para casi todo
t > 0, entonces g ¢ (L' + L>®)(R"). Por tanto, g € [S, X] (Obsérvese que

Slg)=S(f)eX),yg¢ X
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En el intervalo [0,%), definimos G como G(t) = F(t). Ahora observemos
que como

/t M @) = F(t) > Flt,) = /t Y by,

y f es decreciente, entonces t,. 1 —tp > tp,—1t,_1. Por tanto, el tridngulo T}, de-
terminado por los vértices (t541—to+1, F(tgr1)—F(1)), (tps1, F(ter1)—F(1)),
Y (tg41, F(tr+1)) (que es congruente con el triangulo 77 : (1, F'(1)), (t2, F(1)),
y (t2, F'(2))) esta contenido en el triangulo de vértices (tg, F'(tx)), (tps1, F(tr))
v (tgs1, F(tgy1)), para cada k > 1 (obsérvese que Ty, tiene longitud de los la-
dos independiente de k).

En el intervalo [tg,t;41 — to + 1], definimos G(t) como la linea que une
los puntos (tg, F(ty)) v (tke1 — t2 + 1, F(tg41) — F(1)). Para definir G en
el intervalo (txy1 — t2 + 1,t541) usamos el siguiente argumento: fijamos una
funcion convexa h en [1,ts], tal que (1) = F(1), h(ty) = F(ts), y W(t3) = o0
(por tanto, el grafo de g esta contenido en T7). Ahora, usamos la congruencia
entre T} y T) (que llamamos Ay, entonces Ag (7)) = Ty) trasladamos el grafo
de h a Ty, y definimos G(t), sit € (txy1—t2+1,t541), por medo de la igualdad

(£, G(t)) = Ap(t — tst + to, h(t — try + b)),

(por tanto, G((t) = h(t), si t € (1,t3)). Observemos que G es una funcion
continua y creciente en [0, 00). Es més, G(t) < F(t) dado que, por concavi-
dad, el grafo de F' esta encima de la linea que pasa por los puntos (tx, F'(t1))
V (tks1, F(tg+1)), mientras que G esta debajo de esa linea, por construccion.
Por otra parte si t € (t, ;1) entonces

G(t) = Gtx) = F(tr) = F(tra)/2 = F(1)/2,

y obtenemos la otra estimacion.

Definimos ahora g(t) = G'(t), en casi todo punto ¢ > 0. Vamos a ver
que g ¢ (L' + L*)(R™"). Usando (6.1), si fijamos ¢ > 0, y k € N, podemos
encontrar s € (1,ty) tal que g(t) > ¢, si t € (s,t9) (observemos que se tiene
que g(t;) = G'(ty) = h'(t; ) = 00). Entonces,

k+1 t to
/ g(z)dr < Z/ g(z)ds = k:/ h'(z)dx — oo.
{ze(1,tp41):9(x)>c} j=2 Js—t2+t; s k—o0
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Obsérvese que sin la hipotesis sobre X, el teorema anterior es falso. En
efecto, vimos en la Proposicion 6.1, que [S, LV>°(R*)] = L'(RT), que si es un
espacio invariante por reordenamiento. El resultado deja de ser cierto pues
L'*°(R*) no es un espacio de Banach sino cuasi-Banach (Proposicion 5.12).

134



Bibliografia

[1] C. Bennett y R. Sharpley, Interpolation of Operators. Academic Press
Inc,1988.

[2] Y. Brudnyi y N. Krugljak, Interpolation Functors and Interpolation Spa-
ces, Vol. I, North Holland Mathematical Library, 47, Amsterdam, 1991.

[3] D. Chamorro, Espacios de Lebesgue y de Lorentz. Universidad de Evry,
2018. hitps://hal.archives-ouvertes. fr/hal-01801025/document.

[4] J. R. Choksi, El teorema de convergencia de Vitali sobre integracion tér-
mino a término, La Gaceta de la RSME, Vol. 11 (2008), Num. 3, Pags.
475-488.

[5] O. Delgado y J. Soria. Optimal domain for the Hardy operator. Journal
of Functional Analysis, Vol. 244 (2007), Pags. 119-133.

|6] M. Fabian, P. Habala, P. Hajek, V. Montesinos y V. Zizler, Banach Space
Theory. Springer, 2010.

|7] W. Rudin, Real and Complex Analysis. McGraw-Hill International Edi-
tions, 1987.

135


https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01801025/document

	Resumen
	Abstract
	Introducción
	Preliminares
	Espacios de Banach de funciones
	El concepto de espacio de Banach de funciones
	El espacio asociado
	Continuidad absoluta de la norma
	Dualidad y reflexividad
	Separabilidad

	Espacios invariantes por reordenamientos
	Función de distribución y la reordenada decreciente
	Una desigualdad de Hardy-Littlewood
	Una función maximal elemental
	Espacios invariantes por reordenamientos
	La función fundamental
	Los espacios L1+L y L1 L

	El operador maximal de Hardy-Littlewood
	El operador maximal de Hardy-Littlewood sobre espacios Lp
	Teorema de G. G. Lorentz y T. Shimogaki

	Dominio óptimo para el operador de Hardy
	Bibliografía

