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Resumen

Este Trabajo de Fin de Grado constituye la unión entre las herramientas del análisis
armónico matemático y el procesamiento digital de señales, enfocado especialmente en
la compresión de imágenes. A lo largo del Grado, se han estudiado diversos conceptos
tales como la transformada de Fourier, el álgebra lineal o la codificación de información.
Este trabajo analiza todos estos temas y culmina con una implementación práctica de
estos, con el objetivo de construir un clasificador que detecte si una espiral galáctica tiene
sentido horario o antihorario, a través de una imagen.

Palabras clave: Análisis armónico, Álgebra lineal, Transformada de Fourier, Com-
presión de imágenes, Filtros, Procesamiento de señales, Codificación, Clasificación de ga-
laxias.

Abstract

This Thesis represents the convergence of mathematical harmonic analysis tools and
digital signal processing, with a particular focus on image compression. Throughout the
Bachelor studies, various concepts such as the Fourier transform, linear algebra, and in-
formation encoding have been studied. This work analyzes all these topics and culminates
in a practical implementation aimed at building a classifier capable of detecting whether
a spiral galaxy rotates clockwise or counterclockwise, based on an image.

Keywords: Harmonic analysis, Fourier transform, Linear Algebra, Image compres-
sion, Filters, Signal processing, Encoding, Galaxy classification.





Caṕıtulo 1

Introducción y objetivos

El desarrollo del trabajo se estructura mediante dos caṕıtulos teóricos, uno con una
implementación práctica y otro con las conclusiones pertinentes.

En el caṕıtulo 2 desarrollaremos toda la base teórica necesaria para el resto del trabajo,
introduciendo la transformada discreta de Fourier (DFT) y su variante rápida (FFT) en
términos computacionales. Aqúı veremos no solo la definición de estas herramientas, sino
también las demostraciones necesarias para poder entender su utilidad y futuros casos de
uso.

Tras ello, en el caṕıtulo 3, introduciremos el caso de aplicación de las transformadas
mencionadas para la compresión y filtrado de imágenes bidimensionales, incluyendo todos
los procesos requeridos en la cadena desde que importamos la imagen hasta que devol-
vemos su resultado comprimido y/o filtrado en bits. Este es el caṕıtulo más extenso del
trabajo, pues a parte de introducir la transformada discreta coseno (DCT) y su versión
rápida (FDCT), también explica detalladamente los pasos desde el preprocesado de una
señal digital hasta su resultado final codificado, tras haber aplicado los respectivos filtros
usados. También hacemos hincapié en diversas técnicas de codificación usadas y posibles
soluciones a problemas que puedan surgir en todo el proceso de filtrado.

Posteriormente, en el caṕıtulo 4, realizaremos una implementación práctica en código
Python, donde primeramente se evaluará la eficacia de cada una de las versiones de la
transformada de Fourier estudiadas y se aportarán resultados gráficos.

Seguidamente, en este mismo caṕıtulo, y usando también una implementación en
Python, trataremos el apartado de filtros, desarrollando un algoritmo que tendrá como
objetivo clasificar el sentido de rotación de galaxias espirales.

Para finalizar, el caṕıtulo 5 consta de un apartado de conclusiones en el que valoramos
el trabajo en conjunto y presentamos posibles casos de uso distintos a los estudiados en
caṕıtulos anteriores.
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Cap��tulo 2

Fundamentos te�oricos

2.1. La transformada discreta de Fourier

En esta secci�on introducimos la transformada discreta de Fourier (DFT).

De�nici�on 2.1. SeaZN = f 0; 1; :::; N � 1g, de�nimos el espacio

`2(ZN ) = f z = ( z(0); z(1); :::; z(N � 1)) : z(j ) 2 C; 0 � j � N � 1g:

Consideramos estos ��ndices como representantes m�oduloN para todos los enteros.

Se puede probar trivialmente que es espacio vectorial sobreC con la suma y producto
escalar usual. Adem�as,̀ 2(ZN ) es un espacio de Hilbert con producto escalar interno

hz; wi =
N � 1X

n=0

z(n)w(n)

y norma

kzk =

 
N � 1X

n=0

jz(n)j2
! 1=2

:

De�nici�on 2.2. Seaz 2 `2(ZN ). Se de�ne la transformada discreta de Fourier(DFT)[1]
de z mediante el operador

`2(ZN ) ^�! `2(ZN );

ẑ(m) =
N � 1X

n=0

z(n)e� 2�inm=N ; m 2 ZN :

Teorema 2.3. El conjunto
(

aj 2 `2(ZN ) : aj (n) =
1

p
N

e2�ijn=N ; n; j 2 ZN

)

forma una base ortonormal dè2(ZN ).
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2.1. LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

Demostraci�on. Queremos ver quef akgN � 1
k=0 es una base ortonormal dè2(ZN ), es decir,

que
haj ; ak i = � j;k ;

donde� j;k es la delta de Kronecker.

haj ; ak i =
N � 1X

n=0

aj (n)ak(n) =
N � 1X

n=0

1
p

N
e2�ijn=N 1

p
N

e2�ikn=N =
N � 1X

n=0

1
N

(e(2�i ( j � k)=N ))n :

Aqu��, distinguimos dos casos posibles:
Si j = k entonces

haj ; aj i =
N � 1X

n=0

1
N

(e(2�i ( j � j )=N ))n =
N � 1X

n=0

1
N

1n = 1:

Si j 6= k, por lo tanto, jj � kj < N y entoncese(2�i (k� j )=N ) 6= 1, por tanto, podemos
realizar una suma geom�etrica que resulta en

haj ; ak i =
N � 1X

n=0

1
N

(e(2�i ( j � k)=N ))n =
(e(2�i ( j � k)=N ))N � 1

e(2�i ( j � k)=N � 1
=

(e2�i )(j � k) � 1
e(2�i ( j � k)=N � 1

= 0:

Teorema 2.4. Seaz 2 `2(ZN ). La inversa de la transformada discreta de Fourier(IDFT)
est�a de�nida por el operador

`2(ZN ) ^�! `2(ZN );

ẑ(m) =
1
N

N � 1X

n=0

z(n)e2�inm=N ; m 2 ZN :

Demostraci�on. Por la ortonormalidad del conjunto visto en el Teorema 2.3, tenemos

z(m) =
N � 1X

j =0

hz; aj i aj (m) (1)

, y usando

hz; am i =
N � 1X

n=0

z(n)
1

p
N

e2�imn=N =
1

p
N

N � 1X

n=0

z(n)e� 2�imn=N =
1

p
N

ẑ(m); (2)

obtenemos

z(m) =
N � 1X

n=0

hz; an i an (m) =
N � 1X

n=0

1
p

N
ẑ(n)

1
p

N
e2�imn=N =

1
N

N � 1X

n=0

ẑ(n)e2�imn=N :
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CAP�ITULO 2. FUNDAMENTOS TE �ORICOS

Teorema 2.5. SeawN = e� 2�i=N . Entonces, para todoz tenemos

ẑT = WN zT ;

dondeWN es la matriz de Vandermonde de tama~noN � N , con � k = wk
N = e� 2�ik=N .

Demostraci�on. Para cada entrada del vector ^z, su valor es igual a

ẑ(m) =
N � 1X

n=0

z(n)e� 2�inm=N =
N � 1X

n=0

z(n)� m
n ;

estando entonces los valores de cada �la deWN en progresi�on geom�etrica y resultando as��

WN =

0

B
B
B
B
@

1 1 1 ::: 1
1 wN w2

N ::: wN � 1
N

1 w2
N w4

N ::: w2(N � 1)
N

::: ::: ::: ::: :::
1 wN � 1

N w2(N � 1)
N ::: w(N � 1)(N � 1)

N

1

C
C
C
C
A

:

Corolario 2.6. La transformada discreta de Fourier es una transformaci�on biyectiva.

Demostraci�on. WN es una matriz de Vandermonde con� k 6= � j si k 6= j , puesto que se
tiene que� k = e� 2�ik=N 6= e� 2�ij=N = � k al ser 06= jk � j j < N .

Entonces, comoWN es invertible y ẑ = WN z, la DFT puede ser vista como una
transformaci�on lineal biyectiva.

Como podemos observar, el c�alculo de una DFT para un vector arbitrarioz requiere
de un producto de una matriz de tama~noN � N por un vector de tama~noN � 1. Todo
ello constituye un total de (N � 1)2 operaciones producto yN (N � 1) operaciones suma,
resultando en una complejidad computacional de ordenO(N 2).

2.2. La transformada r�apida de Fourier

En esta secci�on tratamos de introducir una variante algor��tmica para el c�alculo de la
DFT, reduciendo as�� su costo computacional.

Consideremos queN = 2p para alg�un p natural. Entonces, podemos dividir el c�alculo
de la DFT en dos subc�alculos m�as peque~nos de la siguiente manera[3]:

ẑ(m) =
2p � 1X

n=0

z(n)wnm
2p =

2p� 1 � 1X

k=0

z(2k)w2km
2p +

2p� 1 � 1X

k=0

z(2k + 1) w(2k+1) m
2p :

Como tenemos quew2
N = e� 2�i 2=N = e� 2�i= N

2 = wN=2,

ẑ(m) =
2p � 1X

n=0

z(n)wnm
2p =

2p� 1 � 1X

k=0

z(2k)wkm
2p� 1 + wm

2p

2p� 1 � 1X

k=0

z(2k + 1) wkm
2p� 1 : (3)
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2.2. LA TRANSFORMADA R �APIDA DE FOURIER

Si denotamos ahora,a(m) = z(2k) y b(m) = z(2k + 1) tenemos entonces la siguiente
expresi�on:

ẑ(m) = â(m) + wm
N b̂(m):

Observando esta f�ormula, vemos que hemos descompuesto el c�alculo en la suma de dos
nuevas DFT, las cuales contienen 2p� 1 sumandos cada una. Este proceso puede repetirse
hasta lograr obtener DFT de tan solo un sumando cada una, siendo el resultado completo
la suma de 2p DFT de tama~no 1. Veamos cu�al es la complejidad aritm�etica de este m�etodo.

Cada problemapadre tendr�a la complejidad aritm�etica de ambos problemashijos
sumada a las operaciones externas de la Ecuaci�on (3), que consisten enN sumas comple-
jas y en N=2 productos complejos, ya que reutilizamos t�erminosW m

N a partir del ��ndice
m = k + 1. Resulta entonces que la complejidad de operaciones externas en cada subdi-
visi�on es deO(N ) = O(2p).

De este modo, la complejidad aritm�etica de la FFT satisface:

T(N ) = 2 T(N=2) + O(N ): (4)

Teorema 2.7. La complejidad computacional del algoritmo FFT es

T(N ) = O(N logN ):

Demostraci�on. Usando (4), tenemos

T(N ) = T(2p) = 2 T(2p� 1) + O(2p)

= 2pT(1) +
p� 1X

k=0

2kO(2p� k)

= 2pT(1) +
p� 1X

k=0

O(2p) = pO(2p)

= O(p2p) = O(N log2 N ) = O(n logN ):

Esto implica que el uso de la FFT conlleva una dr�astica reducci�on en la complejidad
computacional para el c�alculo de la DFT.
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Cap��tulo 3

Compresi�on JPEG

3.1. La transformada discreta del coseno

En el Cap��tulo 2 hemos visto que la DFT es una transformaci�on compleja que asume
que z tiene periodicidadN . Sin embargo, nuestra intenci�on ahora es hallar una transfor-
maci�on similar, pero que act�ue en vectoresz reales con periodicidad 2N y que tengan
simetr��a sobre los valores en el punto medio de cada oscilaci�on. De esta forma, seremos
capaces de representar conz cualquier se~nal real, pues veremos que as�� la componente
compleja propia de la DFT se anular�a y evitaremos, adem�as, que haya discontinuidades al
�nal de cada oscilaci�on. Logrando esto, nuestro vectorz representar�a de manera discreta

Figura 3.1: Comparaci�on de periodicidad entre DFT y DCT.

una medici�on real de una se~nal digital.
Para satisfacer las asunciones propuestas, de�niremos un nuevo vectorx de la siguiente

manera. Seaz 2 `2(ZN ), entonces

x(n) =

(
z(n); 0 � n < N;

z(2N � 1 � n); N � n < 2N:

9



3.1. LA TRANSFORMADA DISCRETA DEL COSENO

Ahora, calculamos la transformada discreta de Fourier del vectorx, sabiendo que m 2
Z2N .

x̂(m) =
N � 1X

n=0

z(n)e� 2�inm= 2N +
2N � 1X

n= N

z(2N � 1 � n)e� 2�inm= 2N : (5)

Haciendo el cambio de variablep = 2N � 1 � n, podemos reescribir la suma como

x̂(m) =
N � 1X

n=0

z(n)e� 2�inm= 2N +
N � 1X

p=0

z(p)e� 2�i (2N � 1� p)m=2N

=
N � 1X

n=0

z(n)
�
e� 2�inm= 2N + e� 2�i (2N � 1� n)m=2N

�

=
N � 1X

n=0

z(n)
1
2

[cos (2�nm= 2N ) + cos (2� (2N � 1 � n)m=2N )

� i sin (2�nm= 2N ) � i sin (2� (2N � 1 � n)m=2N )]

=
N � 1X

n=0

z(n)
1
2

[cos (2�nm= 2N ) + cos (2� (2N � 1 � n)m=2N )]

=
N � 1X

n=0

z(n)
1
2

[cos (2�nm= 2N ) + cos (2� (n + 1) m=2N )]

=
N � 1X

n=0

z(n)
�
cos

�
2�nm= 2N + 2� (n + 1) m=2N

2

��

�
�
cos

�
2�nm= 2N � 2� (n + 1) m=2N

2

��

=
N � 1X

n=0

z(n)
�
cos

�
� (2n + 1) m=N

2

�� �
cos

�
�m=N

2

��

=
�
cos

�
�m=N

2

�� N � 1X

n=0

z(n)
�
cos

�
�
N

�
n +

1
2

�
m

��
:

Como podemos observar, esta transformaci�on solo depende de losN primeros t�erminos
de x, por tanto, podemos aplicar esta variante a un vectorz 2 `2(ZN ). Con esto, y tras
normalizar la transformaci�on para que sea ortonormal (escalamos los coe�cientes para que
la norma sea 1) obtenemos la conocida como DCT-II, v�ease la De�nici�on 3.1. N�otese que
simplemente usaremos la notaci�on DCT para referirnos a esta variante particular, ya que
existen diversas, pero nuestro trabajo se enfocar�a especialmente en esta.

De�nici�on 3.1. Seaz 2 `2(ZN ). Se de�ne la transformada discreta coseno(DCT) de z
mediante el operador

`2(ZN ) ��! `2(ZN );

~z(m) = � m

N � 1X

n=0

z(n) cos
�

�
N

�
n +

1
2

�
m

�
;
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CAP�ITULO 3. COMPRESI �ON JPEG

� m =

8
<

:

q
1
N ; m = 0;

q
2
N ; 1 � m � N � 1:

(6)

3.2. Descomposici�on de se~nales

En esta secci�on trataremos la utilidad de la DCT para estudiar las frecuencias de
diversas se~nales digitales.

Primeramente, hallaremos la transformada inversa de la DCT, y observaremos su
relevancia para expresar una secuencia de datos como una suma ponderada de frecuencias
en funciones coseno.

Teorema 3.2. Seaz 2 `2(ZN ). La inversa de la transformada discreta coseno(IDCT) de
z est�a dada mediante el operador

`2(ZN ) ��! `2(ZN );

~z(n) =
N � 1X

k=0

� kz(k) cos
�

�
N

�
n +

1
2

�
k
�

para n = 0; 1; : : : ; N � 1;

donde el factor de normalizaci�on� k es

� k =

8
<

:

q
1
N ; k = 0;

q
2
N ; 1 � k � N � 1:

Demostraci�on. De�nimos la base ortonormal del espaciò2(ZN ) como

ak(n) = � k cos
�

�
N

�
n +

1
2

�
k
�

; n; k = 0; : : : ; N � 1;

Por la propiedad de ortonormalidad, cualquier vectorz 2 `2(ZN ) puede expresarse
como

z(n) =
N � 1X

k=0

hz; ak i ak(n): (7)

Calculamos el coe�cientehz; ak i :

hz; ak i =
N � 1X

m=0

z(m)ak(m) = � k

N � 1X

m=0

z(m) cos
�

�
N

�
m +

1
2

�
k
�

: (8)

Por de�nici�on, la DCT-II de z es

~z(k) = hz; ak i = � k

N � 1X

m=0

z(m) cos
�

�
N

�
m +

1
2

�
k
�

:
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3.2. DESCOMPOSICI�ON DE SE~NALES

La reconstrucci�on (IDCT) se obtiene entonces como

z(n) =
N � 1X

k=0

~z(k)ak(n) =
N � 1X

k=0

~z(k)� k cos
�

�
N

�
n +

1
2

�
k
�

:

Expresando todo junto, la IDCT est�a dada por

z(n) =
N � 1X

k=0

� k ~z(k) cos
�

�
N

�
n +

1
2

�
k
�

; n = 0; : : : ; N � 1:

Como podemos observar en la f�ormula de la IDCT, las entradas de un vectorz pueden
ser descompuestas en la suma de un producto de funciones coseno multiplicadas por las
entradas del vector ~z resultante al aplicar la DCT az. En otras palabras, los coe�cientes
resultantes al aplicar la DCT representan los pesos ponderados de una serie de cosenos
que, al sumarse, resultan en el vectorz original.

De esta forma, ~z ser�a una representaci�on �el de la importancia de cada frecuencia de
z, con los coe�cientes menores asociados a frecuencias m�as bajas, que de hecho, son las
m�as perceptibles para los seres humanos en sistemas de audio o de imagen.

Ve�amoslo con un ejemplo.

Ejemplo 3.3. Seaz = (4 ; 5; 1; 10), calculamos su DCT para ver su descomposici�on en
frecuencias.

~z(m) =

8
<

:

1p
N

P N � 1
n=0 z(n) cos

�
�
N

�
n + 1

2

�
m

�
si k = 0;

q
2
N

P N � 1
n=0 z(n) cos

�
�
N

�
n + 1

2

�
m

�
si k = 1; 2; : : : ; N � 1;

dondeN = 4. Ahora, calculamos los coe�cientes ~z(m).
Para k = 0:

~z(0) =
1

p
4

3X

n=0

z(n) cos
�

�
4

�
n +

1
2

�
0
�

=
1
2

(4 � cos(0) + 5 � cos(0) + 1 � cos(0) + 10� cos(0))

=
1
2

(4 + 5 + 1 + 10) =
1
2

� 20 = 10:

Para k = 1:

~z(1) =

r
2
4

3X

n=0

z(n) cos
�

�
4

�
n +

1
2

�
1
�

=
1

p
2

�
4 � cos

� �
8

�
+ 5 � cos

�
3�
8

�
+ 1 � cos

�
5�
8

�
+ 10 � cos

�
7�
8

��

=
1

p
2

(4 � 0;92388 + 5� 0;38268 + 1� (� 0;38268) + 10� (� 0;92388))

=
1

p
2

(3;69552 + 1;9134� 0;38268� 9;2388) =
1

p
2

� (� 3;01256)� � 2;13:
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CAP�ITULO 3. COMPRESI �ON JPEG

Para k = 2:

~z(2) =

r
2
4

3X

n=0

z(n) cos
�

�
4

�
n +

1
2

�
2
�

=
1

p
2

�
4 � cos

� �
4

�
+ 5 � cos

� �
2

�
+ 1 � cos

�
5�
4

�
+ 10 � cos

�
7�
4

��

=
1

p
2

�
4 �

1
p

2
+ 5 � 0 + 1 �

�
�

1
p

2

�
+ 10 �

1
p

2

�

=
1

p
2

(2;8284� 0;7071 + 7;0711) =
1

p
2

� 9;1924� 6;5:

Para k = 3:

~z(3) =

r
2
4

3X

n=0

z(n) cos
�

�
4

�
n +

1
2

�
3
�

=
1

p
2

�
4 � cos

�
3�
8

�
+ 5 � cos

�
9�
8

�
+ 1 � cos

�
15�
8

�
+ 10 � cos

�
21�
8

��

=
1

p
2

(4 � 0;38268 + 5� (� 0;92388) + 1� (� 0;92388) + 10� 0;38268)

=
1

p
2

(1;53072� 4;6194� 0;92388 + 3;8268) =
1

p
2

� 0;81424� 0;576:

Resultado �nal:
~z = (10; � 2;13; 6;5; 0;576):

Observando la f�ormula de la IDCT, estos coe�cientes representan el peso de cada frecuen-
cia relativa a la secuencia de datos originalz.

Algebraicamente, al estar trabajando con transformaciones ortonormales similares a
la DFT, podemos expresarlas en funci�on de productos matriciales.

La transformada discreta del coseno en forma matricial se expresa entonces como

~z = Cz;

donde la matriz de transformaci�onC es

Ck;n = � k cos
�

�
N

�
n +

1
2

�
k
�

;

con

� k =

8
<

:

q
1
N ; si k = 0;

q
2
N ; si k > 0:

En este caso, a diferencia de la DFT, esta transformaci�on es ortonormal, as�� que su
inversa podr�a ser representada con un producto matricial cuyo factor es la transpuesta de
C.
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3.3. FILTRADO DE IM �AGENES

3.3. Filtrado de im�agenes

Ahora aplicaremos lo visto en la secci�on anterior pero con el objetivo de �ltrar im�agenes
digitales. Para ello, primeramente entenderemos c�omo se representa una imagen en datos
y luego c�omo podemos aplicar la DCT para tratar estos datos. Trabajaremos en una escala
de grises por simplicidad.

Una imagen digital en escala de grises viene dada por un �unico canal de p��xeles repre-
sentados en una matrizM � N con entradas enteras en el intervalo (0; 255). Cada entero
del intervalo representa la intensidad del gris usado (siendo 0 el negro absoluto y 255 el
blanco), respectivamente, en el p��xel posicionado en la �laM y columna N .

Una vez representado cada p��xel en nuestro espacio, restamos 128 a todas las entradas
de la matriz para centrar los valores en torno al 0 y separaremos la imagen en matrices de
p��xeles 8� 8 disjuntas entre s��, y aqu�� es donde aplicaremos cada DCT. Por tanto, asumimos
que en nuestras im�agenes, la cantidad de �las y columnas de p��xeles son m�ultiplos de 8.

Sin embargo, hasta ahora hemos trabajado con conjuntos de datos unidimensiona-
les, en vectores, as�� que nuestro siguiente paso es extender la de�nici�on de DCT a dos
dimensiones, de manera que podamos trabajar con matrices de datos conservando las
propiedades ya vistas de la DCT.

De�nici�on 3.4. Dada una imagen representada como una matrizZ de tama~noM � N ,
su transformada coseno discreta (DCT) viene dada por

z(u; v) = � (u)� (v)
M � 1X

m=0

N � 1X

n=0

z(m; n) cos
�

�
M

(m +
1
2

)k
�

cos
�

�
N

(n +
1
2

)l
�

:

� (j ) =

8
<

:

q
1

M ; si j = 0;
q

2
M ; si j > 0:

Como ya hemos visto, aplicar una DCT es equivalente a un cambio de base en el
que cada elemento de la base corresponde a una frecuencia determinada. En este caso de
dos dimensiones, podemos entender gr�a�camente los valores de la DCT como los pesos
asociados a cada elemento de la Figura 3.2.

Ejemplo 3.5. Dado un bloqueA de p��xeles 8� 8, lo centramos y aplicamos la DCT.

A =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

255 200 150 100 50 0 50 100
200 150 100 50 0 50 100 150
150 100 50 0 50 100 150 200
100 50 0 50 100 150 200 255
50 0 50 100 150 200 255 200
0 50 100 150 200 255 200 150
50 100 150 200 255 200 150 100
100 150 200 255 200 150 100 50

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:
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Figura 3.2: Bases de frecuencia de la DCT.

Restamos 128 a todas las entradas.

A0 =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

127 72 22 � 28 � 78 � 128 � 78 � 28
72 22 � 28 � 78 � 128 � 78 � 28 22
22 � 28 � 78 � 128 � 78 � 28 22 72

� 28 � 78 � 128 � 78 22 72 127 127
� 78 � 128 � 78 22 72 127 127 72
� 128 � 78 22 72 127 127 72 22
� 78 � 28 22 72 127 72 22 � 28
� 28 22 72 127 72 22 � 28 � 78

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

Aplicamos la DCT.

B̂ =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

� 32;75 � 144;95 39;43 32;57 13;75 15;54 � 2;80 1;94
� 144;95 149;79 352;46 � 32;70 30;71 � 0;83 12;08 5;60

39;43 352;46 � 83;46 � 80;99 9;07 � 6;46 � 8;84 � 4;57
32;57 � 32;70 � 80;99 11;88 � 14;14 11;89 0;70 9;41
13;75 30;71 9;07 � 14;14 38;75 30;48 � 17;29 0;30
15;54 � 0;83 � 6;46 11;89 30;48 � 42;21 � 11;86 11;23
� 2;80 12;08 � 8;84 0;70 � 17;29 � 11;86 8;46 � 3;30
1;94 5;60 � 4;57 9;41 0;30 11;23 � 3;30 35;54

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:
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3.3. FILTRADO DE IM �AGENES

Ahora, como ya tenemos nuestra imagen representada en el dominio de frecuencias,
es aqu�� donde aplicaremos nuestro �ltro, manipulando, seg�un nuestros objetivos, determi-
nadas frecuencias de la imagen. En el caso de una compresi�on JPEG, buscamos eliminar
frecuencias poco sensibles al ojo humano, que justamente son las m�as altas. Para ello,
usaremos la denominada matriz de cuanti�caci�onQ:

Q =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

16 11 10 16 24 40 51 61
12 12 14 19 26 58 60 55
14 13 16 24 40 57 69 56
14 17 22 29 51 87 80 62
18 22 37 56 68 109 103 77
24 35 55 64 81 104 113 92
49 64 78 87 103 121 120 101
72 92 95 98 112 100 103 99

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

Esta matriz dividir�a entrada a entrada los elementos resultantes de la aplicaci�on de la
DCT a cada bloque. De esta manera, vemos que los valores m�as cercanos a la esquina
inferior derecha (frecuencias altas) ser�an los m�as penalizados, reduciendo su valor absoluto
en mayor medida que a los coe�cientes de la esquina superior izquierda (frecuencias bajas).
Todo ello, sumado a que ya de por s�� los valores de altas frecuencias tienen valores peque~nos
en im�agenes suaves (como la de nuestro ejemplo) har�a que la matriz resultante concentre
sus pesos en pocos valores de la esquina superior izquierda. Finalmente, redondearemos
los valores a los enteros para poder identi�car valores nulos.

La elecci�on de esta matrizQ no es arbitraria, es simplemente una matriz que emp��ri-
camente resulta adecuada para eliminar frecuencias poco sensibles al ojo humano en
im�agenes regulares (con transiciones de p��xeles relativamente suaves) en escala de grises.

Ejemplo 3.6. Continuando con el Ejemplo 3.5, dividimos las entradas dêB por las de
Q, o dicho de otra forma, cuanti�camos la matrizB̂ , y redondeamos a los enteros las
entradas.

X =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

� 2 � 13 4 2 1 0 0 0
� 12 12 25 � 2 1 0 0 0

3 27 � 5 � 3 0 0 0 0
2 � 2 � 4 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

Como podemos observar, hemos anulado 43 de 64 entradas, lo que nos permite representar
X con el 32 % de los datos totales.

Luego volvemos a multiplicar por la matriz de cuanti�caci�onQ, aplicamos la IDCT y,
por �ultimo, sumamos 128 a cada entrada, obteniendo nuestro bloque comprimido repre-
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CAP�ITULO 3. COMPRESI �ON JPEG

sentado con la siguiente matriz:

Z =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

251; 83 197; 15 145; 88 107; 20 50; 35 8; 38 43; 02 113; 11
194; 98 160; 96 99; 67 38; 07 13; 88 41; 76 97; 52 139; 54
148; 54 106; 15 44; 94 8; 59 30; 09 97; 44 166; 21 203; 95
106; 28 44; 38 11; 38 47; 88 105; 98 152; 26 203; 21 250; 25
38; 78 11; 87 27; 28 101; 95 173; 33 201; 53 211; 21 222; 66
3; 27 44; 69 98; 27 152; 60 207; 94 234; 44 203; 12 152; 30
48; 73 106; 60 168; 27 204; 27 222; 29 211; 55 154; 40 90; 96
115; 13 140; 87 193; 91 238; 57 224; 47 155; 73 87; 94 56; 21

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

La Figura 3.3 representa gr�a�camente nuestro bloque antes y despu�es de la compresi�on.

Figura 3.3: Comparaci�on de bloques original y comprimido un 32 %.

Como podemos observar, los valores de la matriz son parecidos antes y despu�es de la
compresi�on, y en la representaci�on gr�a�ca se pueden apreciar esas similitudes. Recordemos
ahora que una imagen completa suele estar formada por cientos de miles de p��xeles; por
tanto, a una escala mayor, estas diferencias en los peque~nos bloques transformados ser�an
dif��cilmente perceptibles.

3.4. Convoluci�on

Esta secci�on abarcar�a el proceso de convoluci�on de se~nales discretas. Intuitivamente,
la convoluci�on es una operaci�on mediante la cual aplicamos una especie de se~nal molde o
�ltro a nuestra se~nal principal de manera que modi�camos esta �ultima resaltando ciertas
propiedades. Matem�aticamente, se de�ne de la siguiente forma.

De�nici�on 3.7. Seanx; y 2 `2(ZN ), dos se~nales discretas, su convoluci�on es

z[n] = x[n] � y[n] =
N � 1X

k=0

x[k]y[n � k]:

17



3.4. CONVOLUCI �ON

Teorema 3.8. La convoluci�on discreta satisface las propiedades conmutativa, asociativa
y distributiva.

Demostraci�on. Conmutativa: Seak0 = n � k,

x[n] � y[n] =
N � 1X

k=0

x[k]y[n � k] =
N � 1X

k0=0

x[n � k0]y[k0]

=
N � 1X

k0=0

y[k0]x[n � k0] =
N � 1X

k=0

y[k]x[n � k] = y[n] � x[n]:

Asociativa:

x[n] � (y[n] � w[n]) = x[n] �

 
N � 1X

k=0

y[k]w[n � k]

!

=
N � 1X

l=0

 

x[l ]
N � 1X

k=0

(y[k]w[n � k � l ])

!

=
N � 1X

k=0

 

x[k]
N � 1X

l=0

(y[l ]w[n � l � k])

!

=
N � 1X

k=0

 

x[k]
N � 1+ kX

l= k

(y[l � k]w[n � l ])

!

=
N � 1X

k=0

 

x[k]
N � 1X

l=0

(y[l � k]w[n � l ])

!

=
N � 1X

l=0

  
N � 1X

k=0

x[k]y[l � k]

!

w[n � l ]

!

=

 
N � 1X

k=0

x[k]y[n � k]

!

� w[n] = ( x[n] � y[n]) � w[n]:

Distributiva:

x[n] � (y[n] + w[n]) =

 
N � 1X

k=0

x[k] (y[n � k] + w[n � k])

!

=

 
N � 1X

k=0

(x[k]y[n � k])

!

+

 
N � 1X

k=0

(x[k]w[n � k])

!

= x[n] � y[n] + x[n] � w[n]:

Veamos un sencillo ejemplo que ponga de mani�esto la utilidad de esta operaci�on. El
nombre de `�ltro' es el que damos a la funci�onx que se convoluciona junto a la funci�on
de nuestra se~naly.
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Ejemplo 3.9. Sea nuestra se~naly = [0; 3; 6; 12; 6; 3; 0] y el �ltro de suavizado x =
[1=3; 1=3; 0; 0; 0; 0; 1=3], la convoluci�on resultante es:

z[n] = x[n] � y[n] =
6X

k=0

(x[k]y[n � k]) = x[0]y[n] + x[1]y[n � 1] + x[2]y[n � 2]

+ x[3]y[n � 3] + x[4]y[n � 4] + x[5]y[n � 5] + x[6]y[n � 6]

=
y[n] + y[n � 1] + y[n � 6]

3
=

y[n � 1] + y[n] + y[n + 1]
3

: (9)

Como estamos trabajando con funciones en el espacio`2(ZN ), podemos tratar sin proble-
mas los ��ndices fuera de rango.

El resultado de nuestra nueva se~nal seg�un (9) es

z = [1; 3; 7; 8; 7; 3; 1]:

Como podemos observar, cada entrada de la nueva se~nal es una ponderaci�on entre la
misma entrada y sus dos valores anterior y posterior. Nuestro siguiente paso es generalizar
este concepto al espacio de matrices, considerando tambi�en valores posteriores de nuestras
se~nales.

Cabe recalcar que este proceso tiene sentido al ser la se~nal peri�odica, cosa que bajo
otras condiciones, como veremos a continuaci�on, puede no cumplirse. Adem�as, la convolu-
ci�on tal y como la hemos de�nido, tiene en cuenta solo los valores previos a cada entrada
y la entrada misma, pues en la pr�actica se hace la convoluci�on sobre la informaci�on que
tenemos en ese momento sobre la se~nal. Sin embargo, es com�un usar en otras situacio-
nes modi�caciones de este concepto, para centrar las transformaciones y poder usar as��
tambi�en valores posteriores.

Pasemos ahora a introducir las matrices de convoluci�on. Igual que en el caso de la
DFT, ahora lo queremos es extender el concepto de convoluci�on al espacio bidimensional,
para as�� aplicarlo posteriormente al tratamiento de im�agenes. Informalmente, una matriz
de convoluci�on es una matriz de tama~noM � M (M es semejante al paso en la De�nici�on
3.7) tal que aplica una transformaci�on a cada entrada de nuestra matriz principal de forma
que se calcule con valores de su vecindad. Ve�amoslo formalmente.

De�nici�on 3.10. SeanX , Y matrices de tama~noN � M , la convoluci�on resultante de
ambas matrices se de�ne por

Z [i; j ] = X [i; j ] � Y [i; j ] =
M � 1X

m=0

 
N � 1X

n=0

(X [n; m] � Y [i � n; j � m])

!

;

y ser�a una matriz de tama~noN � M .

Como mencionamos en la Secci�on 3.4, esta transformaci�on podemos de�nirla de tal
forma que el c�alculo sobre cada entrada deY sea realizado respecto a sus vecinos, para
que as�� esa entrada est�e centrada. Adem�as, tenemos que tener en cuenta que aqu�� no
trabajaremos con valores peri�odicos, pues buscamos una de�nici�on de convoluci�on para
im�agenes, y por tanto, extremos opuestos de la misma ser��an vecinos en el caso peri�odico,
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3.4. CONVOLUCI �ON

pero en la realidad pueden tener valores muy distintos. Rede�namos entonces la convo-
luci�on `centrada' usandopadding [2], que es un m�etodo para tratar adecuadamente los
bordes de las matrices. A partir de ahora, trabajaremos con matrices cuadradas y �ltros
cuadrados centrados, que informalmente, ser�an matrices con matrices cuadradas en los
cuatro extremos y el resto de valores nulos.

De�nici�on 3.11. SeanX , Y matrices de tama~noN � N con X �ltro centrado de paso
K impar, su convoluci�on centrada conpadding neutro se de�ne por

Zp[i; j ] =

8
><

>:

X [i; j ] � Y [i; j ]; si i; j 2
�

K � 1
2 ; :::; 2N � K � 1

2

	
;

Y [i; j ]; en caso contrario.

Una vez ya de�nida la convoluci�on con matrices, veamos un caso pr�actico de uso y el
inter�es que tiene a la hora de procesar im�agenes digitales previamente a su compresi�on.
Tambi�en nos ayudar�a a destacar propiedades como, por ejemplo, resaltar las aristas de la
imagen de un objeto, algo muy �util para la detecci�on de bordes por visi�on de computadora.
La Figura 3.4 muestra intuitivamente una convoluci�on de matrices centrada y de paso 3.

Figura 3.4: Convoluci�on centrada de paso 3.

Ejemplo 3.12. Sea la matrizA del Ejemplo 3.5, le aplicaremos un �ltro de desenfoque
X de paso 3.

A =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

255 200 150 100 50 0 50 100
200 150 100 50 0 50 100 150
150 100 50 0 50 100 150 200
100 50 0 50 100 150 200 255
50 0 50 100 150 200 255 200
0 50 100 150 200 255 200 150
50 100 150 200 255 200 150 100
100 150 200 255 200 150 100 50

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

X =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1=9 1=9 0 0 0 0 0 1=9
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

1=9 1=9 0 0 0 0 0 1=9
1=9 1=9 0 0 0 0 0 1=9

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:
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Este �ltro calcular�a el promedio de cada entrada respecto a ella misma y sus vecinos
en una malla 3� 3 siempre y cuando no est�e en los bordes de la matriz, en cuyo caso no
modi�caremos la entrada. Obtenemos entonces, seg�un la De�nici�on 3.11,

Z [i; j ] =

8
>>><

>>>:

7X

m=0

 
7X

n=0

(X [n; m] � A[i � n; j � m])

!

; si i; j 2 f 1; :::; 6g;

A[i; j ]; en caso contrario.

Probemos a calcular una entrada cualquiera:

Z [1; 2] =
7X

m=0

 
7X

n=0

(X [n; m] � A[i � n; j � m])

!

=
1
9

(A[0; 1] + A[0; 2] + A[0; 3] + A[1; 1]

+ A[1; 2] + A[1; 3] + A[2; 1] + A[2; 2] + A[2; 3])

= 100:

El resultado �nal con todas las entradas es
2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

255 200 150 100 50 0 50 100
200 150 100 61 44 61 100 150
150 100 61 44 61 100 150 200
100 61 44 61 100 150 190 255
50 44 61 100 150 190 207 200
0 61 100 150 190 207 190 150
50 100 150 190 207 190 150 100
100 150 200 255 200 150 100 50

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

En la Figura 3.5 podemos ver gr�a�camente el resultado de aplicar el �ltro de desenfo-
que.

3.5. Codi�caci�on

Finalmente, debemos buscar el modo de almacenar los datos necesarios de cada uno de
nuestros bloques de forma que podamos representar la imagen comprimida m�as adelante.
Vamos a usar dos enfoques diferentes y los analizaremos.

3.5.1. Codi�caci�on Run-Length

Necesitamos, por un lado, el Teorema 3.2 de la IDCT (que usar�a la misma f�ormula
para todos los bloques e im�agenes que tratemos) y, por otro lado, la cadena de enteros
que representan cada p��xel del bloque ya comprimido. Sin embargo, en este �ultimo es-
cenario, tenemos una ventaja, y es que habr�a una gran cantidad de valores nulos en la
zona inferior derecha de nuestra matriz. Para aprovechar esto, aplicaremos Run-Length
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Figura 3.5: Matriz original y �ltrada.

Encoding (RLE), que consiste en representar cadenas seguidas de caracteres mediante
dos n�umeros; el primero ser�a un n�umero entero y el segundo indicar�a cu�antos n�umeros
seguidos id�enticos tendremos.

Ahora, como ya hemos visto que la matriz cuanti�cada contiene los valores de frecuen-
cias menores en la esquina superior izquierda de la matriz, y la esquina inferior derecha
tiende a contener un gran n�umero de valores nulos, aprovecharemos esta propiedad para la
codi�caci�on RLE, recorriendo nuestra cadena de valores desde la �la y columna primeras
diagonalmente en zigzag hasta llegar a la �la y columna �ultimas, tal y como indica la
Figura 3.6.

Ejemplo 3.13. La matriz obtenida en el Ejemplo 3.6 se codi�car��a mediante RLE de la
siguiente manera.

X =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

� 2 � 13 4 2 1 0 0 0
� 12 12 25 � 2 1 0 0 0

3 27 � 5 � 3 0 0 0 0
2 � 2 � 4 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

Code= f (� 2; 1); (� 13; 1); (� 12; 1); (3; 1); (12; 1); (4; 1); (2; 1); (25; 1);

(27; 1); (2; 1); (1; 1); (� 2; 1); (� 5; 1); (� 2; 1); (1; 1); (0; 1);

(1; 1); (� 3; 1); (� 4; 1); (1; 2); (0; 18); (1; 1); (0; 24)g:

Vemos que esta codi�caci�on consta de 46 caracteres, lo que supone una compresi�on al
71 % para este caso. Sin embargo, antes vimos que el 32 % de las entradas deX son no
nulas, as�� que en este caso no consigue comprimir los datos adecuadamente.

22



CAP�ITULO 3. COMPRESI �ON JPEG

Figura 3.6: Recorrido de la matriz 8� 8 en zigzag.

La codi�caci�on RLE es muy e�caz, por su naturaleza, cuando hay muchas cadenas
con valores repetidos seguidos; sin embargo, en este caso los primeros valores son muy
diferentes, as�� que evaluaremos otras t�ecnicas de codi�caci�on que aborden este problema
teniendo en cuenta la gran densidad de valores nulos en la zona inferior derecha de nuestros
bloques.

3.5.2. Codi�caci�on por truncamiento

Como ya hemos visto que la matriz cuanti�cada contiene los valores de frecuencias
menores en la esquina superior izquierda de la matriz, y nuestra prioridad es conservar es-
tos datos, almacenaremos simplemente nuestras entradas matriciales de X diagonalmente
desde esa esquina. Almacenaremos tantos valores como ratio de compresi�on busquemos.
Cuantos menos valores almacenados, mayor ser�a la compresi�on, pero tambi�en ser�a peor
la calidad de la nueva imagen.

3.5.3. Codi�caci�on de Hu�man

Este es un m�etodo de codi�caci�on basado en frecuencias que asigna un menor n�umero
de bits a valores m�as frecuentes y un mayor n�umero a valores menos repetitivos [4]. En
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nuestro caso, es adecuado, ya que ser�a capaz de representar los ceros con un n�umero de bits
reducido. Como resultado, obtenemos una cadena de bits (unos y ceros) que representa
el conjunto de la matriz.

Ejemplo 3.14. La matriz obtenida en el Ejemplo 3.6 se codi�car��a mediante Hu�man
de la siguiente manera.

X =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

� 2 � 13 4 2 1 0 0 0
� 12 12 25 � 2 1 0 0 0

3 27 � 5 � 3 0 0 0 0
2 � 2 � 4 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

Code= f 01100111000010000010101110111010010100110011001:::

:::01110000100111011110000001111000101100111111:::

:::11110100101101011101011111111111111111111111g:

Vemos que esta codi�caci�on consta de 135, y si quisi�eramos codi�car directamente los
valores de la anterior matriz, asumiendo que los n�umeros en este caso est�an comprendidos
en un rango entre -13 y 27, necesitar��amos 6 bits por n�umero, al ser 26 = 64, que cubrir��a el
rango. Por tanto, sin una codi�caci�on particular, necesitar��amos un total de 64� 6 = 384
bits. As��, usando la codi�caci�on de Hu�man, comprimir��amos los datos de este bloque al
35 %.

En el caso gen�erico con todos los bloques, usar��amos un mismo decodi�cador para
todos los bloques, puesto que este debe ser tambi�en almacenado y calculado, pero su
espacio ser�a m��nimo en comparaci�on con el conjunto de datos global.

Tambi�en cabe resaltar que estas diversas t�ecnicas de codi�caci�on pueden aplicarse
conjuntamente, lo que supone una mayor compresi�on �nal.

3.5.4. Matriz de cuanti�caci�on adaptativa

Para poder elegir a voluntad una cota de compresi�on m��nima en nuestra implemen-
taci�on algor��tmica, nuestro algoritmo recibe una ratio porcentual r de compresi�on y, en
funci�on de este, escala progresivamente la matrizQ para cada cuanti�caci�on de un bloque
de forma que la matriz cuanti�cadaX contenga tantos ceros como

k =
�

64�
100� r

100

�
:

Una vez obtenida nuestra nueva matriz cuanti�cada adaptada, aplicaremos el m�etodo
de codi�caci�on que consideremos.

La idoneidad de este procedimiento depende en gran parte de la distribuci�on de los
ceros a lo largo de la matriz, pues puede haber cadenas mezcladas en la esquina superior
izquierda. Sin embargo, como ya veremos en la implementaci�on algor��tmica, es un m�etodo
efectivo en el c�omputo global de la compresi�on.
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Cap��tulo 4

Implementaci�on en Python

En este cap��tulo pondremos en pr�actica lo visto anteriormente para tratar de compri-
mir una imagen usando Python manualmente, sin usar librer��as m�as all�a de Numpy (para
gestionar datos como matrices) o Matplotlib (para representaciones gr�a�cas).

4.1. DFT vs FFT vs DCT vs FDCT

Vamos a escribir un c�odigo para comprimir una imagen usando la DFT, FFT, DCT-II
y FDCT, calculando el tiempo de c�omputo y el porcentaje de compresi�on obtenido en los
tres casos. La imagen que usaremos tiene un tama~no de 567� 567 p��xeles. Los inputs de
los c�odigos usados est�an en el Ap�endice.

Cabe recalcar que, pese a ser la DFT y FFT transformaciones complejas como vimos
en el cap��tulo 1, redondearemos parte real e imaginaria a 0 a la hora de cuantizar, y
posteriormente solo devolveremos la parte real de la transformada inversa, adaptando as��
esa transformada a nuestro caso.

N�otese tambi�en que para el c�alculo de la FDCT hemos usado la librer��acv2, puesto
que es una librer��a optimizada que nos permitir�a ver la gran velocidad de compresi�on que
posee usar la versi�on r�apida de la DCT (FDCT) en comparaci�on a las otras transformadas.

Sea el Input 1 el c�odigo para la DFT, el Input 2 para la FFT y el Input 3 para la
DCT-II y el Input 4 para la FDCT, obtenemos los siguientes resultados:

FFT:

1 Porcentaje de compresi �on: 40.7 %.
2 Tiempo total de procesamiento : 4.84 segundos .
3 PSNR: 41.71 dB.

DCT:

1 Porcentaje de compresi �on: 76.8 %.
2 Tiempo total de procesamiento : 14.80 segundos .
3 PSNR: 32.84 dB.

FDCT:

1 Porcentaje de compresi �on: 76.8 %.
2 Tiempo total de procesamiento : 0.17 segundos .
3 PSNR: 32.84 dB.
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DFT:

1 Porcentaje de compresi �on: 40.7 %.
2 Tiempo total de procesamiento : 46.88 segundos .
3 PSNR: 41.71 dB.

Figura 4.1: Imagen original y comprimida un 40.7 % con DFT o FFT.

Figura 4.2: Imagen original y comprimida un 76.80 % con DCT-II o FDCT.

De�nimos el PSNR [5] como una m�etrica de evaluaci�on de compresi�on basada en el
error cuadr�atico medio de los p��xeles de una imagen, de�ni�endose matem�aticamente con
la siguiente f�ormula:

PSNR = 10 � log10

�
MAX 2

MSE

�
;
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donde MAX = 255, N y M son las dimensiones de la matriz de p��xeles de la imagen y

MSE =
1

NM

NX

i =1

MX

j =1

(A ij � A0
ij )2;

siendoA ij un p��xel original y A0
ij su hom�ologo comprimido. Est�a claro que a mayor calidad

conservada, menor MSE y por tanto, al estar en el denominador de un logaritmo, mayor
PSNR; y viceversa. Tambi�en cabe recalcar que los rangos de calidad considerados para
esta medida son: mala (< 20 dB), regular (20 - 30 dB), buena (30 - 40 dB) y excelente
(> 40 dB).

As�� pues, de estos resultados obtenemos varias conclusiones, la primera es que aun-
que DFT y FFT comprimen con igual calidad, como era de esperar, pues esencialmente
realizan los mismos c�alculos, pero obtenemos tiempos mucho menores para esta �ultima
transformaci�on, algo que ser�a m�as notable a�un en im�agenes de mayor tama~no. Y en se-
gundo lugar, vemos que la DCT y FDCT comprimen a distinto ratio en comparaci�on
con las anteriores, por lo que si quisi�eramos compararlas a igual nivel de compresi�on,
necesitar��amos adaptar a nuestro antojo el porcentaje de compresi�on deseado, tal y como
hemos visto en la secci�on 3.5.4. De todas formas, es evidente la mejora en tiempo de usar
la DCT frente a la DFT.

La explicaci�on a este suceso se debe a sobre qu�e valores se divide por la matriz de
cuantizaci�on y posteriormente se redondea. En el caso de la DCT, se realizar�a un solo
redondeo por bloque, mientras que en la FFT se har�an muchos m�as redondeos al aplicarse
un algoritmo del tipo divide y vencer�as.

4.2. Clasi�cador para orientaci�on de galaxias

En esta secci�on aplicaremos el uso de �ltros previamente estudiados para destacar
ciertas caracter��sticas en las im�agenes de una galaxia. En particular, nuestro objetivo
ser�a resaltar los brazos espirales de la galaxia para posteriormente poder clasi�car su
orientaci�on.

La idea principal es lograr una imagen resultante con solo dos valores posibles para
cada p��xel, 0 o 255. De esta forma, no s�olo lograremos un alto valor de compresi�on (que
acelerar�a el proceso de clasi�caci�on de cada imagen), sino tambi�en un claro contraste
gr�a�co del brazo gal�actico.

Para ello, aplicaremos un �ltro convolucional denominado `Filtro de Sobel'. Este con-
siste en un kernel 3� 3 que resalta aristas horizontales:

2

4
� 1 0 1
� 2 0 2
� 1 0 1

3

5 ;

y uno vertical que resalta aristas verticales:
2

4
� 1 � 2 � 1
0 0 0
1 2 1

3

5 :
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Aplicando uno tras otro, logramos un �ltro que resalta notoriamente bordes cur-
vil��neos, que es nuestro caso.

Cabe recalcar que en nuestro c�odigo aplicamos previamente un �ltro gaussiano con la
librer��a scipy para eliminar ruido, debido a que su kernel sigue una distribuci�on normal.
No haremos mayor hincapi�e en esto, pues la parte interesante reside en los �ltros de Sobel.

Como paso �nal, `truncaremos' la imagen, es decir, los valores de p��xeles por debajo de
un umbral los convertiremos a negro puro, y el resto a blanco puro. Experimentalmente,
el umbral que mejor desempe~na para nuestras im�agenes se sit�ua en torno al 10 % para
im�agenes con Sobel aplicado y en torno al 40 % para im�agenes sin Sobel. Es importante
destacar que estos umbrales son escogidos meramente por razones visuales.

Figura 4.3: Imagen `Lena' original, truncada sin Sobel y truncada con Sobel.

Figura 4.4: Imagen `Galaxia 1' original, truncada sin Sobel y truncada con Sobel.

Ahora que tenemos la imagen �ltrada, aprovecharemos esto para encontrar ciertas
propiedades de la espiral gal�actica [6]. En particular, nos interesa su centro y radio, para
posteriormente generar un gr�a�co polar desde ese centro y observar las tendencias de
las pendientes de los p��xeles a medida que nos alejamos hacia el exterior de la galaxia.
Posteriormente, veremos los picos lum��nicos de esta gr�a�ca, que representar�an los brazos
espirales y, en funci�on de si una regresi�on logar��tmica tiene pendiente positiva o negativa
en nuestro gr�a�co polar, podremos clasi�car el sentido de rotaci�on. En nuestro caso,
marcaremos una recta de regresi�on roja en la imagen si la espiral es horaria (desde fuera)
y verde si es antihoraria.
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El motivo de usar una regresi�on logar��tmica es que asemeja el comportamiento espiral
en la gr�a�ca antes de ser polarizada. Este m�etodo se aleja de ser preciso, pero como
veremos en las gr�a�cas, nos muestra la gran utilidad de determinados �ltrados (eliminaci�on
de ruido y contraste de bordes en este caso), lo que nos permite analizar caracter��sticas
sencillas gr�a�camente, como pueden ser estas pendientes logar��tmicas.

A continuaci�on, mostramos una tabla con los resultados reales y predichos por nuestro
clasi�cador, junto con las gr�a�cas generadas por estas im�agenes.

Imagen Sentido real Sentido clasi�cado
Galaxia 1 Horario Horario
Galaxia 2 Horario Horario
Galaxia 3 Antihorario Antihorario
Galaxia 4 Antihorario Antihorario

Lena Sin sentido Sin sentido

Cuadro 4.1: Comparativa entre el sentido de rotaci�on real y el clasi�cado por el algoritmo.

Figura 4.5: Imagen `Galaxia 1' original, en grises, binaria y gr�a�co de intensidad radial
con pendiente logar��tmica. Espiral horaria.
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