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Resumen

El propésito de este trabajo es presentar de manera autocontenida los principales resulta-
dos de la teoria de los espacios de Orlicz y ofrecer una introduccién a los espacios modulares
y de Lebesgue de exponente variable. Los espacios de Orlicz y de Lebesgue variables se
enmarcan dentro de los espacios modulares y constituyen una extension de los clasicos es-
pacios LP. Son caracteristicos por su extraordinaria estructura topologica y geométrica, por
este motivo han encontrado multiples aplicaciones en diferentes disciplinas de las matemaé-
ticas. En este trabajo, primero se recogen algunas propiedades de las funciones convexas y
se presenta el concepto de N-funcién y de N-funciones mutuamente complementarias, para
posteriormente desarrollar los resultados més importantes de la teoria de los espacios de
Orlicz. A su vez, se presentan la norma de Orlicz y la norma de Luxemburg, y se demuestran
las propiedades funcionales mas destacadas de los espacios de Orlicz. En la parte final, se
ofrece un desarrollo de lo que son los espacios modulares, estableciendo relaciones con los
espacios de Orlicz, y se presentan los espacios de Lebesgue de exponente variable junto con
sus principales propiedades funcionales.

Abstract

The purpose of this work is to present in a self-contained way the main results of the
theory of Orlicz spaces and to offer an introduction to modular spaces and variable Lebes-
gue spaces. The Orlicz and variable Lebesgue spaces are framed within the modular spaces
and constitute an extension of the classics LP spaces. They are characteristic for their ex-
traordinary topological and geometric structure, for this reason they have found multiple
applications on different disciplines of mathematics. In this work, first some properties of
convex functions are collected and the concept of N-function and mutually complementary
N-functions is presented, to later develop the most important results of the theory of Orlicz
spaces. In turn, the Orlicz norm and the Luxemburg norm are presented, and the most outs-
tanding functional properties of Orlicz spaces are proved. In the final part, a development of
what modular spaces are is offered, relating them to Orlicz spaces, and finally, the variable
Lebesgue spaces are presented together with their main functional properties.
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Capitulo 1

Introduccion

El proposito de este trabajo es presentar de manera autocontenida los principales resulta-
dos de la teoria de los espacios de Orlicz y ofrecer una introduccion a los espacios modulares y
de Lebesgue de exponente variable. Los espacios de Orlicz y de Lebesgue variables se enmar-
can dentro de los espacios modulares y constituyen una extension de los clésicos espacios L.
Son caracteristicos por su extraordinaria estructura topolégica y geométrica, por este motivo
han encontrado multiples aplicaciones en diferentes disciplinas de las matemaéticas.

En el Capitulo 2 se trataran algunas propiedades de las funciones reales convexas como su
representacion integral (véase el Teorema o la desigualdad de Jensen en su formulacion
finita (desigualdad (2.3)). También se introduce el concepto de N-funcion, esencial en el
desarrollo de la teoria de los espacios de Orlicz, y el concepto de N-funciones mutuamente
complementarias.

Los Capitulos 3 y 4 estan destinados a desarrollar los puntos principales de la teoria de los
espacios de Orlicz. La primera aparicion de estos espacios fue en 1932, cuando el matematico
polaco W. Orlicz publicé un articulo en el que se estudiaban por primera vez, ligados a la
propiedad A, de una N-funcién, (véase [9]), para posteriormente, en el afio 1936, hacerlo
sin ella, de una forma méas general. Fn este trabajo se describen las numerosas implicaciones
que tiene la propiedad A, de cara a las clases y los espacios de Orlicz.

De manera resumida, si ® es una N-funcion, la clase de Orlicz Lg(G) esta constituida
por las funciones v : G — R tales que

plu; &) = / B(u(z)) di < oo,

donde G es un conjunto cerrado y acotado en un espacio euclideo de dimension finita. En
este caso, la propiedad A, de la funcion @ confiere a L una estructura de espacio vectorial
(véase el Teorema [3.16]). Por otra parte, los espacios de Orlicz L} se definen como

Ly (G) = {u G —R: /]u(m)v(mﬂ dxr < oo, para todo v € L\p},
€

donde ® y ¥ son dos N-funciones mutuamente complementarias, y éstos ya traen consigo esa
condicion de espacio vectorial, sin embargo, cuando ® satisface la condicion A, el espacio
adquiere ciertas propiedades interesantes como puede ser la separabilidad (véase el Corola-
rio[4.13)). Al mismo tiempo, L} (G) sera el espacio generado por la clase Lo (G), ademas, clase



y espacio coinciden si, y solo si, la N-funcién que los determina satisface la condicién A,

(véase el Teorema [4.6)).

Para estudiar las propiedades funcionales de estos espacios, se define la norma de Orlicz
de una funciéon v € L3 como

|lu|le = sup /]u(x)v(x)\dx
plv;¥)<1JG

Los espacios L} junto con la norma de Orlicz son espacios de Banach. Por otra parte, se
puede dotar a los espacios de Orlicz con otra norma distinta, equivalente a la anterior (véase
el Teorema, como es la norma de Luxemburg, que también jugard un papel importante
en los espacios modulares, y se define mediante la igualdad

} Uu
ull(@) = mf{k >0:p <E;®> < 1}.

En esta parte del trabajo, se tratan también propiedades funcionales como la dualidad o la
invariancia por reordenamientos (véase el Corolario y el Teorema [1.35)), y se demues-
tran desigualdades clasicas como la desigualdad de Jensen integral (desigualdad ) o la
desigualdad de Hoélder (desigualdad ) Algunas de ellas se plantean, en el contexto de
los espacios de Orlicz, en una variante mas general que en la que habitualmente se suelen
encontrar.

El Capitulo 5 trata, en su primera parte, los espacios modulares. Estos espacios, estudia-
dos por primera vez por H. Nakano, poseen la ventaja de que su topologia puede ser descrita
en términos de un funcional modular, aunque posteriormente este modular pueda inducir
una norma. Ofrecen un marco distinto al de los espacios de Banach para el estudio de otros
espacios y una amplia generalizacion para todos ellos. Un espacio modular X, dado por un
modular p: X — [0, oc], se definen como

X,={ueX: }\l’il[llp()\u) =0},

donde X es un K-espacio vectorial. Como se verd, existe un paralelismo claro entre estos
espacios y los otros dos que se estudian en este trabajo (véanse Observaciones y b.21)).

En la segunda seccion del Capitulo 5 se ofrecerd un estudio de los espacios de Lebesgue de
exponente variable L), El campo de estudio de los espacios LP() variable ha experimentado
un incipiente crecimiento de un tiempo a esta parte. Estos espacios aparecieron también de
la mano de W. Orlicz en 1931 (véase [10]), v su investigacion se ha tornado mas intensa en los
ultimos anos debido a diversas circunstancias, entre ellas, la conexién existente entre estos
espacios y los problemas variacionales de crecimiento no estandar (véase [4, Capitulo 1]).
Un espacios LP0)(G), con p : G — [1,00] una funcién exponente, esta constituido por las
funciones f € M(G) para las cuales puede hallarse un valor A > 0 tal que

p(z)
/ (M) dz + esssup| f(z)| < oo,
G\Goo k el

donde G, = {x € G : p(z) = oo}. En esta parte, se recoge otra variante de la desigualdad
de Holder (desigualdad (5.7)), enmarcada en el contexto de los espacios de Lebesgue de
exponente variable, y algunas propiedades funcionales de estos espacios como pueden ser la
completitud, dualidad o invariancia por reordenamientos (véase Teorema [5.31]).



Capitulo 2

Propiedades de las funciones convexas

En este capitulo se presentan algunos resultados sobre funciones reales convexas, recogidos
esencialmente en Convex Functions and Orlicz Spaces de M. A. Krasnosel’skii y Y. B. Rutickii
(|6, Capitulo 1]), y que componen la base para el posterior desarrollo de los siguientes. En la
segunda parte, se pondré especial interés en una clase especifica dentro de las mismas como
son las funciones de Young.

Definicién 2.1. Sea I C R un intervalo y sea una funcion F : I — R. Se dice que F' es
conveza si para todo uj,us € I, y todo a € [0, 1] se tiene que

Flau; + (1 — a)ug) < aF(uy) + (1 — a)F(ug). (2.1)
Si —F es una funcién convexa, entonces se dice que F' es concava.

Observacion 2.2. Desde un punto de vista geométrico, como ilustra la Figura la con-
dicion (2.1) asegura que el segmento que une dos puntos cualesquiera del grafo de la funcion
queda por encima del grafo de la funciéon entre esos dos puntos.

A

F(u-z) ——————————————————————————————

aF(u)+ (1 —a)F(ug)|------==------=--------

Floui+ (1 —a)ug) p=============---~

F(’lLl) """""

11 auy + (1 — a)us U

Figura 2.1: Funcién convexa

Observacion 2.3. Partiendo de la definicién dada, no es complicado probar que las funciones
convexas tienen la propiedad de ser acotadas en todo intervalo cerrado contenido en su
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intervalo de definicion. Mas adelante, se vera que también puede asegurarse la continuidad
en puntos interiores (véase el Lema[2.11]). Ademaés, si F' es continua y satisface la desigualdad

1

F <“1 ‘; “2) < S(F(u) + F(ua)), (2.2)

entonces F' es una funcion convexa. En efecto, supongamos que no se satisface (2.1)) para
ciertos uy,us € I. La funcién continua

d(a) = Fauy + (1 — aug)) — aF(uy) — (1 — a) F(ug)

alcanza su maximo en [0, 1] y ha de ser un valor positivo M. Sea aq el menor de los valores
tales que ¢(a) = My y 6 > 0 de modo que [ag — d, ag + ] C [0, 1]. Tomando los puntos

uy = (g — O)ug + (1 — ag + §)ug,
uy = (g + 0)ug + (1 —ag — 0)us

en el intervalo [ug, us] y aplicAndoles (2.2)) se tiene que

Fapuy + (1 — ap)ug) < =(F(uy) + F(u3)).

N —

Usando esta desigualdad en ¢ se obtiene
1
lao) < 5 (F(up) + F(uz)) = aoF(ur) — (1 — o) F(ug),

donde el miembro de la derecha es precisamente (d(ag — 0) 4+ ¢(ag + 6)), que se sabe
estrictamente menor que My, ya que ¢ alcanza su maximo por primera vez en «g. Por tanto,

se llega a la contradiccion ¢(ag) < M.

Observacion 2.4. Es posible generalizar la desigualdad (2.2)) de forma que para cualquier
conjunto finito de n puntos se satisface

F(u1+u2+...+un) <

(F(u1) + Fug) + ...+ F(uy)). (2.3)

S|

n

Aplicando de forma recurrente (2.2)) se prueban los casos en los que n es de la forma 2*. En el
caso de un n arbitrario, escogiendo m tal que n+m = 2* y tomando u* = %(ul +ug . . . Fuy),
puede utilizarse (2.3]) de manera que

(F(u1) + Fug) + ... + F(u,) + mF(u")).

n+m T n+m

F<u1+u2+...+un+mu*)< 1
El miembro de la izquierda de la desigualdad es precisamente F'(u*) y despejando conve-
nientemente se llega al resultado. Esta desigualdad es conocida como desigualdad de Jensen
en su formulacion finita.



Ejemplo 2.5. Todas las funciones de la forma F(u) = u”, con 3 <00 3 > 1, son ejemplos
de funciones convexas en [0,00). Como F' es continua, basta probar que se cumple (2.2).
Sean uy,us € [0,00) y @ = 3(u1 + up). En primer lugar, derivando la funcién F se obtiene

F'(u) = Bu=,
F(u) = B(8 — 1)u’~>.

Se puede apreciar que F” > 0 si, y solo si, 5 < 00 8 > 1, y en consecuencia I’ es una
funcion no decreciente para estos valores de 5. Aplicando el teorema del valor medio, se tiene
que existen cy, ¢y tales que u; < ¢; < a < ¢y < ug y se cumplen

F(a)— F
(Cl) (ul) _ F/(Cl),
a — Uy
F - F
(UZ) (CL) — F/(CQ).
Ug — Q
Como F” es no decreciente, se tiene que
Pla) = F(m) _ o < Fli) = Fla)
a — Uy Ug — a

y teniendo en cuenta que a — u; = uy — a, despejando debidamente se llega a (2.2).

Proposicion 2.6. Sea F' una funcion convera y sean uy < us < uz. Entonces,

F(ug) — F(uy) < F(us) — F(uy) < F(us) — F(us)

Ug — Uy o Uz — Up o Uz — Us

. (2.4)

Demostracion. Se tiene que

U3z — U2 Uy — Uy
Uy = (751 + us,
Uz — U Uz — U

y como consecuencia de aplicar la desigualdad (2.1)) con « igual al término que acomparfia a
up en la expresion anterior, se obtiene

Uz — U2 Uz — U1

F(UQ) < F(ul) +

F(Ug)
Uz — U Uz — U
[

Observacion 2.7. Como puede apreciarse en la Figura 2.2] las desigualdades (2.4) se tra-
ducen en que la pendiente de la recta AB es menor o igual que la pendiente de la recta AC,
y ésta, a su vez, menor o igual que la de la recta BC.

Estas desigualdades sobre funciones convexas suponen el eje central en la consecucion del
resto de resultados de este capitulo.

Lema 2.8. Toda funcion convezxa tiene derivadas laterales izquierda f_(u) y derecha fi(u)
en cada uno de los puntos interiores de su intervalo de definicion. Ademds

f-(u) < fo(u). (2.5)
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F(us)

F(us)

F(uy)

uy U9 us

Figura 2.2: Ejemplo desigualdad (2.4)

Demostracion. Sea F' : I — R una funcién convexa y sean 0 < hy < ho lo suficientemente
pequenos. De acuerdo con (2.4]), se tiene que

F(u) — F(u — hs) < F(u) — F(u — hy) < F(u+hy) — F(u) < F(u+ hy) — F(u)
hg - hl - hl - h2 ’

para todo u en el interior del intervalo /. De la primera desigualdad se deduce que el valor
de +(F(u) — F(u — h)) no decrece cuando h — 07 y estd acotado superiormente, luego
1

existe su limite y es f_(u). Analogamente, ;(F'(u + h) — F(u)) no crece al hacer h — 07 y

esta acotado inferiormente, siendo su limite fi(u). Ademas, por la segunda desigualdad, se
cumple f_(u) < f, (u). =

Definicién 2.9. Sea [ un intervalo de R. Una funcién F': I — R es absolutamente continua
si para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que, para toda familia {(a;,b;)}?_; de subintervalos
disjuntos dos a dos de I tales que > 7 | |b; — a;| < 0, se cumple la desigualdad

Z |F(b;) — F(a;)| < e.

Definicion 2.10. Sea I un intervalo de R. Una funcion F' : I — R es lipschitziana (o
satisface la condicion de Lipschitz) si existe una constante L > 0 tal que

|F(u1) — Fuz)| < Lluy — usl,
para todo uy,us € 1.

Lema 2.11. Sea I un intervalo de R y sea F' : I — R una funcion convexa. Entonces,
F es absolutamente continua y satisface la condicion de Lipschitz en todo intervalo cerrado
contenido en el interior de I.

Demostracion. Sea [a,b] contenido en el interior de I y sean u; < ug en el intervalo [a, b].
Obsérvese que, de la demostracion del Lema [2.8] se sigue

fotwy < TOENZEW - PO PR g ), (2:6)




para todo h > 0. De acuerdo con estas dos desigualdades y con las desigualdades (2.4]), se
cumple

F(u) — Fa—7) < Fup) — F(uy) < F(b+7v) — F(up) <
u —(a—v) — Uy — Uy - (b+y)—u T

frla—7) < f-(b+7),

con v > 0 lo suficientemente pequefio como para que [a —v,b+ ] C I, y por tanto
[F(u1) = F(u2)| < Mlur — s,

para todo uy,uy € [a,b], donde M = méax{|fi(a —7)|,|f-(b+ )|} es una constante. Basta
tomar L = M y § < &/M en las Definiciones y [2.9] respectivamente. ]

Observacion 2.12. En particular, toda funcion convexa es continua en los puntos interior
de su intervalo de definicion.

Lema 2.13. La derivada por la derecha fi de una funcion convexra I es continua por la
derecha y no decreciente.

Demostracion. Sean u; < ug y h > 0 tal que u; + h < ug — h. Se puede asegurar via (2.4)
que
h - h ’

y en consecuencia, haciendo h — 07, se tiene que

fi(ur) < f-(u2). (2.7)

Por el Lema[2.8] se puede asegurar que f4(u1) < f-(us) < fi(u2), luego f4 es no decreciente.
Para ver que f, es continua por la derecha, la desigualdad (2.6) garantiza

F(u+h) — F(u)

f—l—(u) S h )

para todo h > 0. Fijando h y haciendo u — ug, puede apreciarse que la continuidad de F
asegura la existencia del limite en el miembro de la derecha de la desigualdad, y la monotonia
de f,, en el de la izquierda. Consecuentemente, haciendo h — 07 en la expresion obtenida,
se tiene que

lm fi(u) < lim Fluo + h) = Fluo) = f+(uo)-

Ademas, si u < g, entonces fy(u) > fy(ug), de nuevo por la monotonia de f,. Por tanto,

M fi(u) < fi(up) < lm fy(u),
de donde
lim f+(u) = f1(uo),

+
U*}UO

siendo la funciéon f, continua por la derecha. O
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Observacién 2.14. De manera analoga se prueba que la derivada por la izquierda f_ es
una funcion continua por la izquierda y no decreciente.

Lema 2.15. Sea I un intervalo de R y sea F': I — R una funcion convexa. Entonces, F'
es deriwable en casi todos los puntos.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, puede considerarse la funcion F' definida en un
intervalo cerrado [a,b]. La funcion f_ es mondtona, por lo tanto, sus puntos de discon-
tinuidad en [a,b] conforman un conjunto numerable. Efectivamente, f_ dnicamente tiene
discontinuidades de salto, y considerando el conjunto

Du={uwe o tin - tim f0> 1]

u—ug uU—ugy

de los puntos en los que el salto de f_ es superior a 1/n, entonces D, tiene a lo sumo
n(f(b) — f(a)) + 1 puntos. El conjunto D de todas las discontinuidades de f_ en [a, b] es

D= G D,
n=1

y por consiguiente, es un conjunto numerable. Por otra parte, si ug es un punto de continuidad
de la funcién f_, en consonancia con (2.5 2.7), si ug < u, entonces
) ’ 0 ;

f-(uo) < fi(uo) < f-(u).

En virtud de la continuidad de f_ en wu, haciendo el limite cuando u — ug, queda

f-(uo) < fi(uo) < f-(uo).

Por tanto, f_(ug) = fi(ug) y se puede concluir que F' es derivable en todos los puntos en
los que f_ es continua. Esto es, F'(u) = f(u) = f_(u) a.e. O

Teorema 2.16. Toda funcidn convera F : I — R tal que F(a) = 0 admite una represen-
tacion de la forma

F = [ " dt,

donde f es una funcion continua por la derecha y no decreciente.

Demostracion. Del Lema F'(u) = fy(u) a.e., y fi es continua por la derecha y no de-
creciente. Puesto que, en virtud del Lema[2.11] F' es absolutamente continua, por el teorema
fundamental del calculo (véase [3, pagina 163]) queda probado. O

A continuacién, se presenta uno de los conceptos fundamentales en el desarrollo de la
teoria de los espacios de Orlicz: las llamadas N-funciones o funciones de Young. Esta clase de
funciones atina un importante espectro de propiedades que seran clave durante los siguientes
capitulos.



Definicién 2.17. Se dird que una funcion F' es una N-funcion (o también funcion de Young)
si admite una representaciéon de la forma

Ju
Flu)= [ 7@ (2.8)

donde f :[0,00) — R es continua por la derecha, positiva para t > 0 y no decreciente, tal
que

f(0)=0 y th f(t) = oo. (2.9)
—00
Observacion 2.18. De la representacion (2.8), es inmediato que toda N-funcién es continua,
par y positiva para u # 0.

Observacion 2.19. La composicion de dos N-funciones es también una N-funcion. Si Fy
y I3 son dos N-funciones, entonces la derivada por la derecha de la composicion F; o Fy es
f = fi(Fs(u)) fo(u), donde fi y fo son las respectivas derivadas por la derecha de F; y Fo.
La funcion f es continua por la derecha, positiva, no decreciente para u > 0 y satisface .

Ejemplo 2.20. Las funciones del tipo F(u) = |u|?, con 8 > 1, son N-funciones. No es dificil
comprobar que su derivada, F’(u) = B|u|’~!, se ajusta a las condiciones de la Definicién m

Ejemplo 2.21. La funcién F(u) = |ul?(Jlog|u|| + 1), con B > (3 + 1/5), es una N-funcion
(véase |11}, pagina 11]). Su derivada, F’(u) = u”~'(B|logu| + 8 + 1), para u > 0, es continua
por la derecha, positiva para u > 0 y creciente, y satisface (2.9).

Ejemplo 2.22. Si F' es una N-funcion, entonces G(u) = e’ — 1 también lo es. Efectiva-

mente, g, (u) = fi(u)e”™ es continua por la derecha, positiva para u > 0, no decreciente, y
satisface las condiciones (2.9).

Es usual encontrar otra definicién de este tipo de funciones equivalente a ésta. Paralela-
mente, se define una N-funcién como una funcién F : [0, 00] — R continua y convexa tal
que

F(u F(u
F(u) >0 , h'mﬁzo y limﬁzoo
u—0 U U—00 u
Obsérvese que, asumiendo la paridad de F', es posible extender el dominio de la funcién a
toda la recta real, y por el Teorema se llega a su representacion integral (mas en detalle
en |6, pagina 9]). En lo sucesivo, se considerara la primera definicion dada de N-funcion,
y, de los resultados que se van a extraer a partir de ella, se desprende la equivalencia entre
ambas.

Se probaran a continuacién algunas propiedades importantes de las N-funciones, entre
las que se encuentra la de ser convexas. Para demostrar la convexidad de una N-funciéon F,
considérense dos puntos u; y us arbitrarios. Por ser una funcién par y creciente para valores
positivos, se tiene que

F(uy + uz) = F(|luy +ug|) < F(|luy| + [ual).
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Por tanto, basta ver que se cumple la condicion (2.2)) para 0 < u; < uy. En virtud de la
monotonia de f, se tiene que

w At us\ (ul+u2)/ 1 (u14uz)/2 ug
F( 5 ) _/O dt</ f&)dt+ = (/ f(t )dt+/(u1+u2)/2f(t)dt>
(/ f(t dt+/ f(t dt) ( (ur) + F(uz)),

quedando patente que F' es una funcién convexa.

Continuando con las propiedades de las N-funciones, si se considera us = 0 en , se
tiene que, para todo u,

F(au) < aF(u), (2.10)
con a € [0,1]. De la primera condicién de , unida a que la monotonia de f asegura
F(u) < |u|f(u) , se deduce que

F(u)
lim

u—0 U

= 0. (2.11)
Y de manera similar, la segunda condicion asegura que

i £ oo (2.12)

u—o00 U

Volviendo a , obsérvese que la igualdad se da si, y solo si, a = 0, 1 o u = 0. En efecto,
suponiendo que ex1stan u#0yae(0,1) tales que F(au) = aF(u), por (2.11), deberfa
tenerse

0 — lim F(au) _ F(u)7
a—0 au Uu

y esto no es posible ya que F' es positiva para valores distintos de cero. Consecuentemente,
para todo u # 0 y todo 0 < a < 1 se cumple la desigualdad

F(ou) < aF(u). (2.13)

De ella se sigue que si 0 < u; < ug, entonces tomando convenientemente o = u; /us se tiene
que F(ui) = F({tus) < 12 F(uz), de donde

F(uy) - F(U2).

Uy U2

(2.14)

Estas son algunas de las caracteristicas destacables, ademas de las propias de las funciones
convexas, v cada una de ellas tiene su traduccion geométrica en la grafica de la funcion. La
propiedad supone que el eje de abscisas sea tangente al grafo de la funcién F' en el
origen, asi como y marcan el comportamiento de las pendientes de las rectas
secantes, en cada uno de sus puntos y en el origen, al grafo de F'.

Es interesante comprobar que si £ : [0,00) — R es la inversa de una N-funcion F),
considerada tinicamente para valores no negativos, entonces F~! es una funcién concava, es
decir satisface (2.1)) cambiando el signo de la desigualdad. Es claro que F'~! es creciente, ya
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que F' lo es para valores positivos, con lo cual, para todo vy, vy > 0, tomando u; = F~*(v;)
v uy = F~1(vy), se cumple

F Y aF(uy) + (1 — a)F(uy)) > F Y (F(au; + (1 — a)uy)),

y por tanto
F_l(cwl + (1 —a)vy) > aF_l(vl) +(1- oz)F_l(vg),

siendo F~! una funcién céncava.

Por otro lado, en virtud de la monotonia de la funcion f, se tiene que

1| uz|

F(uy) + F(uy) = i f(t)dt + i f(t)dt
1| [u1 [+ |uz|

< [ rwyar / F(t)dt = F(jus| + Jual).

0 |u1]

Y de acuerdo con esta tltima desigualdad, si a = F(u;) y b = F(ug) son dos valores no
negativos, entonces
Fla+b) < F'(a)+ F1(b).

Definicién 2.23. Dada una funcion f : [0,00) — R no decreciente, continua por la derecha,
positiva para valores mayores que cero y que satisface las condiciones , se define la
funcién g : [0,00) — R como
g(s) = sup t.
fH)<s
Se suele denominar a g inversa a la derecha de f (o también inversa generalizada o pseudo-
inversa de f). Reciprocamente, la funcion f es la inversa a la derecha de g.

Se puede apreciar que esta funcién g posee las mismas propiedades que f destacadas en
la definicion anterior, y si f es continua y estrictamente creciente, entonces g es la inversa
de f propiamente dicha.

Definicién 2.24. Sea f : [0,00) — R una funcién no decreciente, continua por la derecha,
positiva para valores mayores que cero y que satisface las condiciones ((2.9). Sea g la inversa
a la derecha de f. Las N-funciones

|ul [v]
o) = [ wa vy )= / o(s) ds

reciben el nombre de N-funciones mutuamente complementarias.
Ejemplo 2.25. Las funciones

o) =15y w:%,

con p > 1y qtal que 1/p+ 1/¢ = 1, son N-funciones mutuamente complementarias.
Derivando la primera, se puede ver que ® cumple con los requisitos para ser una N-funcién,
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va que ®'(u) = |u[P~! es continua, positiva para u > 0, no decreciente (®”(u) > 0 para
u > 0) y satisface las condiciones (2.9). Ademés, g(s) = s*/®~Y es la inversa de @', y

o] -1 q
| oty s = =R - IS
0 P q

concluyendo que, efectivamente, ¥ es su complementaria.

Ejemplo 2.26. Dada la N-funcién

su complementaria sera
[v]
U(v) = / log(s+1)ds = (Jv| + 1) log(|v| + 1) — |v|.
0

En ciertos casos, partiendo de dos N-funciones ® y ¥ mutuamente complementarias, seré
necesario considerar la N-funcion @, (u) = a®(bu), con a,b > 0. Bajo estas circunstancias,
la derivada por la derecha de ®; es f; = abf(bt), donde f es la derivada por la derecha de
O,y g1(s) = (1/b)g(s/ab) es la inversa por la derecha de f;. De todo esto, se sigue que

W) = [ " i) ds = & / "g(2) ds=a / " g ds.

Consecuentemente, la N-funciéon complementaria de ®; puede definirse mediante la igualdad

v
!h@ﬁza@(aﬁ. (2.15)
Proposicion 2.27 (Desigualdad de Young). Sean ® y U dos N-funciones mutuamente
complementarias. Entonces,

uw < ®(u) + ¥(v), (2.16)

y la igualdad se da si y solo si v = f(|u|) sgn(u) o u = g(|v|) sgn(v), donde f y g son las
derivadas por la derecha de ® y de V, respectivamente, y sgn es la funcion signo.

Demostracion. Sea un u arbitrario. En el caso donde u = 0 el resultado es inmediato, por
tanto, se considerard u # 0. Si v = f(|u|) sgn(u), la Figura ilustra claramente como la
propia construccion de las funciones f y g garantiza que las adreas acotadas por sus graficas
componen un rectangulo de area |u|f(|u|). Esto es,

Jul f(Jul) = ®(u) + (f(|u])). (2.17)
Anéalogamente,
[vlg(lv]) = ®(g(lv]) + ¥ (v).

Obsérvese que, en el caso en el que sgn(u) # sgn(v) no puede darse la igualdad en (2.16)), ya
que @ y ¥ son no negativas.
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Considérese ahora v € [0,00). Puede suponerse, sin pérdida de generalidad, u > 0y
f(u) <wv. Alser g(s) = sup;y<, t, si f(u) < s <o entonces u < g(s) < g(v), y por tanto se

tiene que
v

u(v — f(u) < / o(s) ds.

fu)
Combinando esta ultima desigualdad con (2.17)) se sigue que

v

u f(w)
w = uf(u) +u(v— f(u)) </0 f(t)dt+/0 g(s)ds—l—/f( )g(s)ds:(I)(u)+\Il(v).

Al tener ambas N-funciones de partida la propiedad de ser pares y mayores o iguales que
cero, la desigualdad anterior es valida para todo u y para todo v. O

F(t),s A

u t,q(s

=

Figura 2.3: N-funciones complementarias

Observacion 2.28. De la Proposicion se sigue que VU(v) > wwv — ®(u) y, para u =
g(|v]) sgn(v), se tiene la igualdad. Es por esto que

W(0) = méxc{ulo] - B(w)}.

Es muy comiin encontrar esta igualdad como definiciéon en si misma de N-funciéon comple-
mentaria.

Observacion 2.29. Sean p,q > 1 exponentes conjugados, esto es %—F% =1, ysean a,b > 0.
Entonces
a? bl
ab < — + —. (2.18)
p q

Esta desigualdad se obtiene particularizando en (2.16)) con las N-funciones complementarias
O(u) =uP/py ¥(v) =v?/q.

Observacion 2.30. Sean f y g dos funciones positivas e integrables en €2, y p,q > 1 tales
que % + % = 1. Entonces

1

[ rwsta< ([ s dt)’l’ YRCOR (219)



14 CAPITULO 2. FUNCIONES CONVEXAS

Para ver que esto es asi, si A > 0, considerando a = A\f y b = g/X en (2.18), e integrando a
ambos lados de la desigualdad, se tiene que

rgmd <2 [ rw pdt+— £)4dt. (2.20)
frosan < | - 5

Para reducir el tamano de los calculos, se definen a = [, f(t)?dt, = [, g(t)?dt y la funcion
1 1
©(A) = =NPa+ -\"10.
p q
Derivando esta funcion,
¢\ = X la — A" g,
e igualando a cero, se tiene que, si A > 0 satisface N’ = A793, entonces ¢ alcanza su valor

minimo. Notese que ¢”(\) = (p — DN 2a + (¢ + 1)A"@+23 > 0 para todo A > 0. En
consecuencia, sustituyendo este valor de A en (2.20)), se sigue

/f t)dt < Apa+qva—(v a)pte = (Xa)r(AIB)7 = (/f pdt) (/Qg(t)th) .

Esta desigualdad es conocida como desigualdad de Hoélder.

Observacién 2.31. Si ® y ¥ son dos N-funciones mutuamente complementarias, entonces,
considerando su la rama positiva, se cumple

v< & V)0 (v) < 2v,

para todo v > 0. La segunda desigualdad se obtiene directamente de la desigualdad de
Young. En cuanto a la primera, si f y ¢ son las correspondientes derivadas por la derecha
de ® y W, como se ha visto, g(s) = sup;)<st, y por ello, si f(t) > s, entonces g(s) < ¢, y si
g(s) > t, entonces f(t) < s. Por tanto,

t

i {10,260}

S t

para todo ¢, s > 0. Finalmente, si t = ®~(v) y t = ¥"!(v), entonces
v =min{®(t), U(s)} < min{tf(t),sg(s)} < st = D (v)¥ ! (v).

Teorema 2.32. Sean @, y ®y dos N-funciones tales que ®1(u) < Po(u), para u > ug. Sean
Uy y Uy sus N-funciones complementarias. Entonces, se cumple que Vqo(v) < Wy(v) para
todo v > vg = fa(ug), donde fo es la derivada por la derecha de ®,.

Demostracion. Sea gy la derivada por la derecha de W,y. La funcion go es no decreciente y
satisface

g2(v) = sup w,
fo(u)<v

luego go(v) > wy para v > vy = fo(up). De acuerdo con (2.17) y con la desigualdad de
Young (2.16)), se tiene que

D5(92(v)) + Wa(v) = ga(v)v < 1(g2(v)) + V1 (v).

Por hipotesis, se cumple ®1(g2(v)) < P3(g2(v)), para v > vg. De esta forma, se concluye que
Uy (v) < Wy(v) para todo v > vy = fa(up). O
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Con objeto de comparar como de rapido es el crecimiento de dos N-funciones se determina
una relaciéon de orden parcial entre funciones.

Definicién 2.33. Sean dos N-funciones ®; y ®5. Se dice que @5 domina cerca del oo a P,
y se escribe ®; < ®, si existen dos valores ug > 0y k > 0 tales que, para todo u > wy,

Se dice que dos funciones son comparables si se relacionan via <, en un sentido o en otro.

Ejemplo 2.34. Sean 1 < 3; < 3. Las N-funciones ®;(u) = |ul?* y ®3(u) = |u|”* cumplen
que ®; < Py, para todo v > 1. En definitiva, &; < .

Definiciéon 2.35. Se dira que dos N-funciones ®; y @5 son equivalentes, y se denota ®; ~ P,
cuando ®; < &y y Py < P;.

Teorema 2.36. Sean dos N-funciones ®1 y ®y tales que P1 < ®y. Entonces, sus respectivas
N-funciones complementarias satisfacen la relacion Wy < Uy.

Demostracion. Como @1 < o, existen k, ug > 0 tales que ®1(u) < Py(ku), para todo u > wuy.
Considerando la funcion ®(u) = ®5(ku), en virtud de la identidad (2.15)), su complementaria
serd W(v) = Wy(v/k). Obsérvese que ®y(u) < ®(u), para u > ug, y de acuerdo con el
Teorema se tiene que ¥(v) < Wy (v), para todo v > vy = f(ug), donde f es la derivada
por la derecha de ®. Por tanto, Wy(v) < Wy (kv), para todo v > vy /k. O






Capitulo 3

Clases y espacios de Orlicz: propiedad As

El objetivo tltimo de este capitulo es presentar los espacios funcionales de Orlicz, pasan-
do, en primer lugar, por plantear el concepto de propiedad A, o propiedad doblante de una
funcioén, y el concepto de clase de Orlicz.

Propiedad A,

Los espacios de Orlicz aparecieron por primera vez de la mano del matemaético polaco
W. Orlicz en 1932 asociados a la condicion As.

Definicion 3.1. Se dice que una funcion F satisface la condicion Ay para grandes valores
de u (o para todo u), y se escribe F' € Ay(o0) (0 F' € Ay), si existen constantes ug > 0y
k > 0 tales que

F(2u) < kF(u), (3.1)

para todo u > ug (o para todo u > 0, respectivamente).

Observacion 3.2. Obsérvese que si F' es una N-funcion, aplicando (2.13) con o« = 1/2 'y
u = u/2, se tiene que F'(2u) > 2F (u) para todo u # 0. Por tanto, necesariamente debera
ser k > 2 en la definicién anterior.

Proposicién 3.3. Una N-funcion F satisface la propiedad Ay para grandes valores de u (o
para todo u) si y solo si existe ug > 0 que cumple que, para todo | > 1, existe k(l) > 0 tal
que

F(lu) < k() F(u), (3.2)

para todo u > ug (o para todo u > 0, respectivamente).

Demostracion. Dado [ > 1, si F satisface la propiedad A,, escogiendo n € N tal que 2™ > [,
se tiene que
F(lu) < F(2"u) < k"F(u) = k(1) F(u),

en virtud de (3.1) y de la monotonia de F' para valores positivos. Reciprocamente, tomando
n € N tal que 2 <™, se sigue de (3.2)) que

FQ2u) < F(I"u) < E"(1)F(u) = kF(u).

17
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Observacion 3.4. Atendiendo a la definicion de limite superior, se tiene que F' € Ag(00) si

T F(2u)
2 Fw

De la misma forma, F' € Ay si y solo si

— F(2u) - — F(2u)

1.

Ejemplo 3.5. La N-funcion F(u) = k|u|?, con k > 0 y B > 1, satisface la propiedad A,
para todo u, ya que F(2u) = k2°|u|® = 28 F(u).

Ejemplo 3.6. La N-funcién

con p > 2 (consultar |11, pagina 10]|) satisface la propiedad A,. Su primera y segunda
derivadas son

_ puP e+ u)loge +u) — uP

Fp( ) (U T 6)(10g(€ I U))2 > 0,
v puP(((e+ u)log(e 4+ u) —u)? 4 g(u))
Fy(w) = (e + u2(log(e + 1)) >0,

donde
2 2 2,292, 19 2 2,292, 19
g(u) = (p—2)(e+u)*(log(e+u))*—u —i—z—)u +]—?u log(e+u) > (p—2)u”—u —i—}—)u +]—?u > 0.

Esto prueba que F, es una /N-funcion (F]ﬁ es positiva, creciente y continua en valores positivos,
y satisface (2.9))). Por otro lado,

— F,(2 2P 1 2

lim it u): im —Og(e—{—u):th,m ute = 2P < o0,
u—oo F,(u)  u—oco log(e + 2u) u—oo 2u + 2e

— I, (2u) 2P log(e + u)

lim

=2 <
us0 Fo(u) w0 log(e + 2u) o

luego F, € As.

Proposicion 3.7. Sea una N-funcion F' € Ay(c0) y sea H otra N-funcion tal que F ~ H.
Entonces, H € Ay(00) y eziste una N-funcion G en la clase de equivalencia de F' tal que

G e A,.

Demostracion. Supongamos que F satisface la propiedad A, para todo u > ug. Alser F ~ H,
existen a, f > 0y uy > 0 tales que H(u) < F(fu) y F(au) < H(u), para todo u > u;. Sin
pérdida de generalidad, se puede suponer a < 2(. En consecuencia, para u > méax{ug, us}

se tiene que How) < F (a_ﬁu) <k <%> Flau) <k (%) H (u).

(0% (0% o
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Por otro lado, se define
) Fwol gyl s Jul < uy,
u) = 0
F(u) si |u| > w,

donde o = ug f(ug)/F(ug) > 1, siendo f la derivada por la derecha de F'. Se puede apreciar
que GG es una N-funcién, ya que su derivada por la derecha

«
Uo

w MMa—l, s1 0 < u < wo,
u pr—
9+ f(u), si |u| > ug.

es continua por la derecha, no decreciente, positiva para u > 0 y satisface (2.9)). Ademaés,
claramente F' ~ (G, y para todo u > 0, se tiene que

G(2u) < max{2% k}G(u),
luego G satisface la propiedad A, para todo u > 0. O]

Teorema 3.8. Una N-funcion F satisface la propiedad Ay para grandes valores de u (o para
todo u) si y solo si existen constantes ug > 0 y a > 0 tales que, para todo v > gy (o para
todo u > 0, respectivamente),
u
fw _
F(u)

donde f es la derivada por la derecha de la N-funcion F.

(3.3)

Demostracion. Atendiendo a la igualdad (2.8) y a la monotonia de la funcion f se deduce
que uf(u) > F(u). Ahora, asumiendo que se cumple (3.3), dividiendo por u e integrando a
ambos lados de la desigualdad, se tiene que

F(u) [ f(t) dt
In F(u) = mdt<0(/u ?—1ﬂ27

u

equivalentemente, F'(2u) < 2*F(u). Para la implicacion inversa, si F'(2u) < kF(u) para
U > U, entonces

kF(u)2F(2u):/0uf(t)dt>/uf(t)dt>uf(u),

cumpliéndose (3.3)) para u > uy. O

Clases de Orlicz

Tras haber mostrado en el Capitulo 2 el abanico de propiedades que poseen las N-
funciones e introducido al inicio de este el concepto de condicién Ay, estamos en disposicion
de introducir las clases de Orlicz. De ahora en adelante, se denotara por G a un conjunto
cerrado y acotado en un espacio euclideo de dimension finita, en el que se consideraré la
medida usual de Lebesgue.
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Definicion 3.9. Sea ® una N-funciéon. Se define la clase de Orlicz Le(G) de las funciones
reales definidas en G como

Lo(G) = {u G R p(u D) = /GQ(u(x))dx < oo}.

Caben dos puntualizaciones: en este contexto, cuando se habla de una funcién, en realidad
de hace referencia a la clase de equivalencia de las funciones que son idénticas a ella en casi
todo punto, y en las situaciones en las que no haya lugar a equivoco, se escribird L, en lugar
de L@(G)

Observacion 3.10. Se puede ver facilmente que toda funcién acotada pertenece a Ly, ya
que si |u(z)| < M, entonces p(u; @) < |G|P(M) < oc.

Observaciéon 3.11. Toda funciéon u integrable en GG pertenece a alguna clase de Orlicz. En
efecto, considerando los subconjuntos G, = {x € G : n—1 < |u(x)| < n}, se puede apreciar
que

[e.9]

Zn\Gn| < /|u(x)|d$—i— |G| < oc.
¢

n=1

A partir de esta desigualdad es posible construir una sucesion creciente o, — oo tal que
o0
Zann|Gnl < 00. (3.4)
n=1

En efecto, si A, = > m|G,,l, la secuencia definida como

1
N VAm+1+ \/Am’

diverge a infinito, puesto que A,, — 0. Ahora,

1 A1 — VA,
&”H|G”|:n|G"|\/71_1+¢A_:”|Gn| I = =V An = VAni1,
m-—+ m

por lo tanto, se tiene la siguiente serie telescopica

o
Z a,n|G,| =
n=1

Asi, se ha construido una sucesion «,, — oo que satisface (3.4)). De todo esto, la funcion

Qn

m Am+1

t sio<t<1,
a, sin<t<n+l1,

tiene las propiedades necesarias para que

[ul
()= | )
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sea una N-funcién, ademas,
B(n) = / F(8) dt < ann.
0

De acuerdo con la aditividad respecto al dominio de integracién como consecuencia del
teorema de la convergencia monotona (véase [3, pagina 86]) y haciendo uso de (3.4), se sigue
que

/GQ(u(a:))dx = ;/Gn O (u(z))de < nz::lcb(n)|Gn| < ;aannl < 00,

y por tanto que u € Lg.

Teorema 3.12 (Desigualdad de Jensen integral). Sea ® una funcidn conveza, y sea una
funcion positiva p Z 0 e integrable en G. Entonces, si existen todas las integrales en cuestion,
se satisface la desigualdad

Joup(t)dit\ _ [ P(ult)p(t) dt
q’( Jop(t) dt )S Topitydt (3.5)

Demostracion. Sea

N = qu(t)p(t) dt‘ (3.6)

Jop(t)dt

La funcion ¢ es convexa y, del capitulo 2 (Lema y su demostracion), se tiene que, si
u; < ¥y ug > 7y, entonces
D(uz) — @(v)

cb(V) —CI)(u1> < f (’Y) <
Y SIS uy—y

donde f, es la derivada por la derecha de ®. Por tanto, para todo u, se tiene que
D(u) = D(7) > fr(7)(u—7).

Reemplazando u por u(t), multiplicando por la funcién positiva p(t) e integrando a ambos
lados, se obtiene

[ ewwwra—a6) [ sz o) ([ aopoa- [

G

p(t) dt) .

Sustituyendo 7 de acuerdo a (3.6)), se observa que el miembro de la derecha es igual a cero, y
despejando convenientemente, gracias a que p es positiva, se llega facilmente al resultado. [

Corolario 3.13. Si u € Lg es integrable, entonces se satisface la desigualdad

Jo u(t) dt Jo @ (u(t)) dt
o () < e &9)

Demostracion. El resultado es inmediato tomando p(t) = 1 en ({3.5)). O
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Teorema 3.14. Sean ®; y @2 dos N-funciones, y sean Ly, y Lg, sus respectivas clases de
Orlicz. La inclusion
Lq;l C L<1>2

se cumple, sty solo si, existen a >0 y ug > 0 tales que
Dy (u) < adq(u),
para todo u > uyg.

Demostracion. Sea una funcion u € Lg, cualquiera. Entonces,

plu ) = [ a(ula)) do < )]Gl + 0 [ Oi(ule)do < o,

quedando demostrada la condicion suficiente. En cuanto a la condicion necesaria, suponiendo
ue no se diera, para cada ug > 0 v cada a > 0, existiria u > ug tal que ®9(u) > ad;(u). En
) 0 ) 0
base a esto, puede construirse una sucesion creciente u,, — oo que satisfaga
b n

CI)Q(Un> > 2”‘131(’&”),
n=1,2,... Se consideran subconjuntos disjuntos de GG cuya medida venga dada por

(I>1(u1)

Gl = 21 (uy,)

|G-

Obsérvese que esto es posible ya que, al ser ®; creciente para valores positivos, se cumple
? Y

que
Ul
613 ) <1y 2
La funcién definida como

u(z) = U, six € G,
10 siz g U, G,

cumple que

- 2,(u1)|G
RO Z/ @, (u(x)) dr = Zcb ()]Gl = 30 2] g, < o0,

n=1

y por tanto u € Lg,. Sin embargo,

/G Oy (u(z)) do = f: / Oy (u(z)) do

vy u & Lg,, que contradice la hipotesis Lo, C Lg,. O
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Corolario 3.15. Dos N-funciones ®1 y @y determinan la misma clase de Orlicz si, y solo
st, existen a,b > 0 y ug > 0 tales que, para todo u > uy,

a®y(u) < Oy(u) < bdy(u).

Para estudiar la estructura de las clases de Orlicz, en primera instancia, es de interés
recalcar que cada una de estas clases es un conjunto convexo. En efecto, si uy,us € Lg,
entonces

p(tg; @) = /Gq)(ozul(x)—i-(l—oz)uz(:v)) dr < a/

Gq)(ul(x))dx—i—(l—oc)/ B(up(x)) d < o0

G
En base a esto, a continuacion se demuestra uno de los principales resultados de la teoria de
los espacios de Orlicz.

Teorema 3.16. La clase Lg constituye un espacio vectorial si, y solo si, ® € Ag(00).

Demostracion. Supongamos que u € Lg y ® € Ay(00). Por la Proposicion , para cualquier
[ > 1, existe una constante k(l), y un uy > 0, a partir del cual ®(lu) < k(1)®(u). Es claro
que, si 0 < [ < 1, también se cumple la desigualdad con k(l) = 1. Por consiguiente, para
todo [ > 0,

pllu; @) < D(uo)|G] + plu; @) < oo,

esto es lu € Lg. Sumado a esto el hecho de que Lg es un conjunto convexo, puede asegurarse
que si uy,us € Lg, entonces auy + fus € Lg. Reciprocamente, supongase que la clase Lg se
comporta como un espacio vectorial. Si v € Lg, entonces 2u € Lg, es decir Ly C Lg, con
®;(u) = ®(2u). Por tanto, de acuerdo con el Teorema [3.14] existen constantes positivas a y
ug tales que, para u > uy,

Dy (u) = P(2u) < ad(u).

]

Es natural plantearse como serd el comportamiento de una clase de Orlicz cuando la N-
funciéon que la define no satisface la propiedad As. En este caso, si u es una funcion acotada,
u pertenece a Lg v es claro que Su con S > 0 también forma parte de la clase de Orlicz.
El conjunto de todas las funciones ug = Bu, 8 > 0, recibe el nombre de rayo a través de
u. Por el contrario, si u no es una funcion acotada puede ocurrir que una parte del rayo
no pertenezca a la clase de Orlicz de ®. Se denota por 5, al nimero tal que fu € Lg para
B < Boy Pu ¢ Le para > . Bajo estas circunstancias, puede ocurrir que fSou € L 0 que
Pou ¢ L. A continuacion se presentan dos ejemplos representativos de esta situacion que
seran de utilidad mas adelante.

Ejemplo 3.17. Sea ® una funcién de Young que no satisface la condicion A,. Se construira
una funcion u* tal que fu* € Lg si § < 1,y pu* & Le si § > 1. Por la Proposicién para
todowu >0,1> 1y k>0, existe ug > u tal que ®(lug) > k®(ug). Por consiguiente, puede
construirse una sucesion creciente de nimeros u,, tal que u, — oo, ®(uy) > 1y

o ((1 + %) u) S 2 (u), (3.8)
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para todo n = 1,2,... A su vez, es posible tomar subconjuntos disjuntos G,, C G que
satisfagan
G|
Gl = —F—, 3.9
Gul = Frpr (39

ya que, al ser ® creciente y ®(u1) > 1, se tiene

AR SIS
n=1 n=1
Con todo esto, se define la funciéon «* mediante la igualdad

{un six € Gy,

3.10
0 sizdglU 2, G (3.10)

u'(r) =

Esta funciéon pertenece a Lg:

00 00 00 G
p(u*; @) = / d(u*(z)) de = Z/ O(u*(x)) dv =Y |G| ®(uy) = 1G] < 0.
¢ n=17¢ n=1 1 2"

Ademas, de acuerdo con (2.13)), si < 1, entonces ®(fu*(z)) < SP(u*(x)), cumpliéndose
que fu* € Lg. Por el contrario, si # > 1, entonces, usando (3.8)) y (3.9), se tiene que, para
p>1+(1/n),

/Gn O(fu*(x)) dr = D(Pu,)|Gn| > P ((1 + %) Un> G| > |G,

de donde, por la aditividad respecto al dominio de integracion, consecuencia del teorema de
la convergencia monotona, (véase [3, pagina 86|), se sigue que

plu" ®) = / B(Bu* () da
:Z/G (I)(ﬁu*<£€>>d$2 Z /G @(ﬁu*(m))daﬁ> Z |G’:OO,

1+1<p 14+5<8
concluyendo que fu* & Lg.

Ejemplo 3.18. Sea ¢ una funciéon de Young que no satisface la condicion A, y sean G,

n=1,2,...,subconjuntos disjuntos de G tales que se cumple (3.9). Se construira una funciéon
u* para la cual fu* € Lg si B <1,y fu* & Lg si f > 1. Se define u* como
1+ YHw, sized,,
w(z) = (1+3)u PrE (3.11)
0 siz & U, — Gn.

De acuerdo con (3.8) y (3.9), se tiene que, para § > 1,
p(u's®) = [ @(eu(a)) e = [ (u(@)da
n=1 n

G

00 1 >
=Yoo (145 ) ) 16 = X206l =,
n=1 n=1
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y por tanto, fu* ¢ Le. Sin embargo, para 3 < 1, se tiene que, si f(1+ (1/n)) < 1, entonces

/n ®(Bu*(z))dx = ® (5 (1 i %) ) G| < I;\

p(ﬁu*;q)):/GCI) dx—Z/ (Bu*(z)) dz < oo,

de donde

y fu* € Lg.

Espacios de Orlicz

Como se ha visto, las clases de Orlicz son convexas, sin embargo, la propiedad A, se
presenta como condiciéon necesaria y suficiente para que éstas adquieran comportamiento
de espacio vectorial con las operaciones usuales. Los espacios de Orlicz, por contrapartida,
solventarédn este problema. Ademéas de presentar esta ventaja en su estructura, constituyen
una generalizacion de los clasicos espacios de Lebesgue.

Definicién 3.19. Sean ® y ¥ dos N-funciones mutuamente complementarias. Se define el
espacio de Orlicz L (G) como

Ly(G) = {u G—R: /|u ()| dx < 0o, para todo v € L\p}

Al igual que con las clases de Orlicz, se escribira L} en lugar de L} (G) cuando esté claro
que las funciones actiian sobre el conjunto G, y aquellas que difieran en un conjunto de
medida de cero seran consideradas iguales.

Observacion 3.20. Es facil ver que el conjunto L} constituye un espacio vectorial con las
operaciones usuales. Es més, puede asegurarse que Ly C Lj gracias a la desigualdad de

Young (227):
/|u z)|dr < /(@(u(x)) + U(v(x)))dx = p(u; @) + p(v; ¥) < oo. (3.12)
G
Mas adelante, se determinaran las condiciones bajo las cuales Lo = L} (véase el Teore-

ma [1.6)).

Teorema 3.21. Sean ® y ¥ dos N-funciones mutuamente complementarias, y v € L.
Entonces,

sup /\u x)|dx < oo.

p(v,0)<1

Demostracion. Suponiendo que no se cumpliera esta afirmacion, existiria una funciéon vy €
L} y una sucesion de funciones v, € Ly con p(v,; V) < 1 tales que, para cada n,

/|u0(:1c)vn(:z:)| dr > 2", (3.13)
G
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Counsiderando la sucesion creciente de funciones

convergente a.e. a la funcion

de acuerdo con la convexidad y paridad de U, al aplicar sucesivamente (2.2)), se sabe que
~ 1 = 1
vy gElue(@)] ] < > o Y (vk(2)).
k=1 k=1

Por consiguiente, como p(v,; V) < 1 para todo n,

En virtud de la continuidad y de la monotonia de ¥ en valores positivos, y sabiendo que
sn, € Ly para todo n, es posible hacer uso del teorema de la convergencia moné6tona sobre
la sucesion creciente de funciones positivas ¥(s,,), de modo que

/G\If(s(x)) de = lim [ U(s,(z))dr = lim p(s,; V) < 1.

n—oo G n—oo

De aqui que s € Ly. Por otra parte, via (3.13), se tiene que

/G\uo(x)sn(a:)] dr = ;/G?]uo(x)vk(az)\ > 2 ; % > n.

En la misma linea, la sucesion creciente de funciones integrables |ugs,| converge a.e. a la
funcién |ugs|, por tanto, de nuevo, por el teorema de la convergencia monotona, se sigue que

/|u0 x)| dx = hm /|u0 )sn(x)| dz = oo

Esto supone una contradicciéon ya que s € Ly y ug € L. O

Este ultimo resultado habilita la definicion de la norma de Orlicz mediante la igualdad

lulle = sup /|u )| da. (3.14)

p(v,¥)<1

Se suele denominar espacio de Orlicz al espacio vectorial normado (L}, ||-||¢). La norma

(3.14) esta bien definida:

(1) |Julle >0, v |julls = 0 si, y solo si, u = 0 a.e.,
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(2) llaulle = |alllull,
(3) llur + uslle <flurfle + fuzlle-

Para probar (1), supongamos que u(x) # 0 en un subconjunto G’ C G de medida positiva.
Como la N-funcion ¥ es continua, creciente y ¥(0) = 0, existe vy > 0 tal que |G|V (vp) < 1.
Dado que p(vo; ¥) = |G|¥(vy) < 1, la funcion constante v = vy delimita un valor minimo
para la norma de u, esto es,

llu|le = sup /|u |dx>/|u U0|de‘>/|u Yvo| dz > 0.
p(v;¥)<1

Por otro lado, si u(x) = 0 a.e., entonces u(x)v(x) = 0 a.e. y |Julle = 0. La propiedad (2)
queda demostrada viendo que

sup /|ku x)|dx = |k| sup /\u x)| dz.
p(v;0)<1 p(v;0)<1

Por ultimo, (3) se desprende de la desigualdad triangular junto con las propiedades inherentes
al supremo:

sup /| uy () + ue(z))v(x)| de < sup (/|u1 |+/\uz \d;z:)
p(v;¥)<1 p(v;¥)<1
< sup (/|u1 ) sup (/|u2 |da:) :
p(v\ll )<1 p(v;¥)<1

Ejemplo 3.22. Como se ha visto en el Capitulo 2, las N-funciones

[uf? [0
O(u) = — y V() =—,
(w) == (v) =7,

con p> 1y qtal que 1/p+ 1/q = 1, son mutuamente complementarias. Si se considera una

funcion u; € L}, tal que
1/p
oy = [ lmtoras) =1,
G

(u; = 1/|G|YP serviria), de acuerdo con la desigualdad de Holder (2.19), para v € Ly que
satisfaga p(v; ¥) < 1, se cumple que

[t < [ up ) " ([1orar) T (ol <

obteniendo una cota superior para ||u||¢. Por otra parte, es facil comprobar que la funcion
vo(z) = ¢/ uy (2)|P~  sgnuy (x) satisface p(vo; ¥) =1,y

/Gul( z)vo(r) dx = ¢/ /|u1( P ——
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Por tanto, ||uile = ¢/9. Ahora, si se considera una funcién u € L} arbitraria, entonces
v = u/|lu||, satisface ||v/||, = 1y, en consecuencia,

1/p
lullo = gV ( [t dx)
G

De esto se concluye que la norma de Orlicz en L}, con ®(u) = |ul’/p, p > 1, y la norma
usual definida en el espacio de Lebesgue L” son equivalentes.

Ejemplo 3.23. Se denota por x; a la funcién caracteristica de un conjunto J C G. Si
v € Ly cumple que p(v; ¥) < 1, entonces, en virtud de la desigualdad de Jensen integral

(-7,
(fJ > < fJ\I’(v(x))dx < L
|| - || — I

De esto tltimo se sigue que, al ser U1 creciente,

|—11]|/Jv(x) de < Ut (ﬁ) :

Considerando la funcion vy(x) = W=1(1/[J|)xs(x), la cual claramente satisface p(vg; W) = 1,

se tiene que
[re= [ ()=t ()

De todo esto, se concluye que

Il = sup /m 2)do = sup /|v )| de,

p(v;¥)<1 p(v;¥)<1

y como en vy se alcanza este supremo, entonces

Ixslle = [J]¥" (&‘) (3.15)



Capitulo 4

Propiedades funcionales y norma de
Luxemburg

Los espacios de Orlicz destacan especialmente por sus propiedades funcionales. En este
cuarto capitulo se abordaran aquellas que se consideran mas importantes, habiendo tomado
como principales referencias Convex Functions and Orlicz Spaces ([0, Capitulo 2|) y Function
Spaces (|5, Capitulo 4]).

Completitud

Se empezara probando que el espacio L} junto con la norma de Orlicz es un espacio de
Banach, esto es, un espacio vectorial normado completo.

Teorema 4.1. Todo espacio de Orlicz L} es completo.

Demostracion. Sea una sucesion de Cauchy de funciones u,, € L, n=1,2,..., esto es
lim |Ju, — tplle = 0. (4.1)
n,Mm—00

Es claro que, para toda funcién v tal que p(v; ¥) < 1, se cumple

/G (tn — tum)o(@)|dz < sup /G (t — )0 ()],

p(v;¥)<1

y por tanto, por la propia definicion de la norma |||, se tiene que

lim (U, — um)v(z)|dx < lim ||u, — Up|le = 0.
n,m—oo J @ n,Mm—00

De esto altimo se concluye que [, |(ty — Uy )v(x)| dz — 0 cuando n,m — oo, y la sucesion uy,
converge en L', por consiguiente, existe una subsucesion suya u,, convergente a.e. a alguna
funcion ug (véase |3, pagina 181, Teorema 1.1|. Por otro lado, de acuerdo con , dado un
e > 0, existe un N € N tal que, para todo k,k + p > N, se tiene que

/ e, (2) — ()] 0(2)] dz < e,
G

29
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para cualquier v € Ly que satisfaga p(v; ¥) < 1. Tomando el limite cuando p — oo en la
desigualdad anterior, y en virtud del lema de Fatou,

/G uo(2) =ty (@) |0(2) | dz < Tim [ gy, (&) = wn, (@) [0(a) | do <. (42)

p—oo JG

De esto ultimo, se sigue que uy—u,, € Lj para todo ny y, en consecuencia, dada la estructura
de espacio vectorial de L}, se tiene que ug € L%. Ademés, por (4.2)), es claro que

[uo = n, flo <é,

luego la subsucesion u,, converge a ug, y necesariamente, la sucesion inicial w, también
converge a . O

Desigualdad de Holder

En el Capitulo 2 qued6 demostrada la desigualdad de Holder, sin embargo, puede ob-
tenerse una forma mas general de esta desigualdad en base a la teoria de los espacios de
Orlicz.

Lema 4.2. Sea ¢ la deriwada por la derecha de una N-funcion ®. Sea ¥ la funcion com-
plementaria de ®. Si u € Ly cumple que ||ulle < 1, entonces la funcion vy(z) = ¢(Ju(x)]|)
pertenece a Ly y p(vg; ) < 1.

Demostracion. En primer lugar se demostrard que para cualquier funcion v € Ly se cumple
que

(4.3)

‘/G“(x)”(x)dx =\ lulop(e: ©), s p(o:¥) > 1.

La primera desigualdad es trivial atendiendo a la propia definiciéon de la norma de Orlicz. En
cuanto a la segunda de ellas, tomando o = 1/p(v; ¥) en ([2.13)) e integrando a ambos lados
de la desigualdad, se tiene que

Esto dltimo supone que p(v/p(v; ¥); W) < 1, y por tanto, puede asegurarse via la primera
desigualdad de (4.3) que
v(z)
o) da| < e,
‘ /G p(v; )

de donde se obtiene directamente la segunda desigualdad. Una vez probadas las dos des-
igualdades iniciales, sea u € L} con |lulls < 1, y sean las funciones w, € L}, definidas
€omo

{Hun@, si p(v; ) < 1,

Un (1) = {U(x) st [u(z)] <,

0 si|u(x)| > n,
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n=1,2,... Cada u, esta acotada por el valor n, y ¢(|u,(z)|), a su vez, estd acotado por
¢(n). Es por esto que ¢ o |u,| pertenece a Ly. Supongamos que la funcion vo(z) = ¢(ju(z)|)
no satisface la condicion del enunciado y p(vg; ¥) > 1, entonces existiria un ng € N tal que

Pl ¥) = [ W({Jung ()} do > 1.
De acuerdo con la Proposicion y mas en concreto con la igualdad (2.17)), se tiene que
(@ (Jtng (2)]) < Pty (2)) + W(P(|ting (€)])) = [ty (2)|O(|tng (2)])-

Integrando a ambos lados de la desigualdad, como ¢(|uy,,|) pertenece a Ly, se puede usar la
segunda desigualdad de (4.3) de modo que

[ 6@y de < [ (@l (@D de < gl | (@) de
y despejando queda que ||up,|le > 1. Finalmente, como wu,,(x) < wu(xz) y por hipotesis
|lulle < 1, se tiene que ||un,|le < ||ulle < 1, lo cual supone una contradiccion. O
Lema 4.3. Siu € L} y ||u|le <1, entonces u € Lg y
p(u; @) < [lufle. (4.4)

Demostracion. De acuerdo con el lema previo, la funcion vy = ¢(|u(x)|) sgnu(x), donde ¢
es la derivada por la derecha de ®, cumple que p(vg; ¥) < 1. Aplicando (2.17)), se obtiene

u(@)vo(r) = P(u(r)) + ¥(vo(z)) = ®(u(x)),
e integrando a ambos lados se tiene que

plui®) = [ wlute))dr < [ Suw) de+ [

G\If(vo(zv))dx = / u(z)ve(z) de < ||ul|e.

G

Corolario 4.4. Siu € L}, entonces

/ch (ﬁgﬁ) dr < 1. (4.5)

Demostracion. Aplicando el lema anterior a la funcion «'(x) = u(x)/||ulle se obtiene el
resultado. [

Teorema 4.5 (Desigualdad de Hélder). Para todo par de funciones u € Ly y v € L se
satisface la desigualdad

< [lulleflv]lw- (4.6)

/Gu(x)v(x) dx

Demostracion. De acuerdo con (4.5]), se tiene que

(wwr®) = 2 () 4=
AT

y despejando se obtiene (4.6]). O

Por tanto,

() dr| < lvflw,
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Relaciéon entre clases y espacios de Orlicz

La desigualdad (4.5) es de gran importancia de cara a establecer una relacion definitiva
entre la clase L y el espacio L.

Teorema 4.6. Sea ® una N-funcion, y sean Lg y L sus respectivas clase y espacio de
Orlicz. La igualdad
Lo = Ly,

se mantiene si, y solo si, & € Ag(00).

Demostracion. La desigualdad asegura que si una funcién u pertenece a L3, entonces
u/||lul|le estd en Lg. Consecuentemente, el espacio de Orlicz L} es el espacio generado por
la clase Lg. En virtud del Teorema [3.16], una clase de Orlicz esta dotada de la estructura de
espacio vectorial si, y solo si, ® € Ay(00). Por tanto, se puede concluir que la propiedad A,
es condicion necesaria y suficiente para que se de la igualdad. O]

Separabilidad

De cara a estudiar las condiciones bajo las cuales un espacio de Orlicz es separable, es
necesario introducir una nueva nocién de convergencia.

Definicién 4.7. Se dice que una sucesion de funciones u,, € Lj converge en media a ug € L}
si

lim [ ®(uy(x) — up(z)) de = 0. (4.7)
n—oo G
Observacion 4.8. De la desigualdad (4.4) se sigue que la convergencia con la norma de
Orlicz en L} siempre implica convergencia en media. El reciproco, como regla general, no se
cumple (un ejemplo en [0, paginas 75-76]).

Teorema 4.9. Sea ® una N-funcion y L} su correspondiente espacio de Orlicz. Si ¢ €
Aq(00), entonces la convergencia en la norma de Orlicz es equivalente a la convergencia en
media.

Demostracion. Sea una sucesion de funciones u,, € L} convergente en media a una funcion
ug € L%, y sea € > 0 arbitrario. Eligiendo k& € N tal que 1/2*"! < ¢, al ser ® € Ay(00),
de la desigualdad se sigue que ® (2% (u,(r) — ug(z))) < C*®(u,(z) — up(z)) para cierta
constante C' > 0, y por tanto, de la convergencia en media, se tiene que

lim [ ®(2%(u,(x) — up(w))) dw = 0.

n—oo G

En base a esto, puede elegirse un ng € N de modo que para n > ng se cumpla

/ (2" (up () — ug(z))) dz < 1.
G
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Y utilizando la desigualdad de Young ({2.27) se sigue que

12 (un — wo)llo = sup /3\2'“(%(96)—%(96))@(%)!%

p(v;¥)<1

< sup /G(<P(2k(un(x) —up(x))) + V(v(x)))dx.

p(v;¥)<1

Eligiendo en la expresion anterior una funcién cualquiera v tal que p(v; ¥) < 1, se tiene que

12 (t — o) < /G (2 (un () — up(2))) dr +1 < 2,

de donde |Ju, — uolle < 1/28! <&, O

Definicién 4.10. Se denotara por Eg a la clausura en L} del conjunto de todas las funciones
acotadas, en el sentido de la norma de Orlicz.

Proposicion 4.11. Eg C Lo y, st ® € Ay(00), entonces Eg = L.

Demostracion. Veamos primero que, si se considera la convergencia en media, el conjunto
de funciones acotadas es denso en la clase Lg. En efecto, como se vio anteriormente, toda
funcién acotada pertenece a la clase Lg, v para una funciéon cualquiera u € Lg, la sucesion
u, de funciones acotadas definidas como

() — u(z) siju(x)] < n,
(@) {0 si|u(z)| > n,

por la continuidad de ® unida al teorema de la convergencia mondtona (véase [3, pagina
86]), satisface , esto es, u, converge en media a u. Notese que si la N-funciéon @ satisface
la condicion Ay, sabemos que Ly = L} y que la convergencia en media equivale a la con-
vergencia con la norma de Orlicz. Es por esto que, en este caso, el conjunto de las funciones
acotadas es denso en Lg, también en el sentido de la convergencia con la norma de Orlicz,
y By = L.

Para demostrar la primera inclusion, sean uy € F¢ v u; una funcién acotada tal que
|luo —u1|le < 1/2. Obsérvese que es posible encontrar esta funcion u; atendiendo a la propia
definicion de Eg. De acuerdo con el Lema , se sigue que 2ug — 2u; € Lg. Como u; € Lg
por ser acotada, y en virtud de la convexidad de Lg, la funcion up = 5(2ug — 2u1) + 5(2uy)
pertenece también a Lg. O

Ademas de estas propiedades, el conjunto Eg tiene la categoria de espacio vectorial con
las operaciones usuales. En efecto, si u,v € Eg, entonces u,v € Ly C L} y existen sucesiones
u, y v, de funciones acotadas que convergen en norma a u y v, respectivamente. Por tanto,
la sucesiéon de funciones acotadas au,, + Sv, converge a au+ fv € L}, y au+ v estd en la
adherencia en L} del conjunto de las funciones acotadas.

Teorema 4.12. El espacio Eg es separable.
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Demostracion. Sea una funcion acotada u tal que |u(z)| < M. Del teorema de Lusin (véase
[3, pagina 64]), se sigue que, para todo n € N, existe una funcién continua w, tal que
u(x) # u,(x) Gtnicamente en un conjunto G,, C G, con |G,| < 1/n,y

sup|u, ()| < suplu(z)| < M.
zeG zeG

Por tanto, para todo n € N,

lu—wills = sup /|u — un(@))o(a)| de

p(v;¥)<1

<oM sup /|v ) de = 2M sup /\v X6 (2)] dz = 2M]|x, o,

p(v;¥)<1 p(v;¥)<1

donde xg, es la funcion caracteristica en G,,. En virtud de la ecuaciéon que ofrece la norma
de Orlicz de la funcion caracteristica (3.15)), se tiene que

1 2M
— Uplle = 2M|G,, |0 < —v!
= wlle = 221160 (157 ) < 200,

y finalmente, como
2M ) 1
Jim =SV ) = 2M Mmoo =0,
se llega a que

lim [|u — u,lle =0,
n—oo

y la sucesion u,, converge en norma a u. En conclusion, el conjunto de las funciones continuas
es denso en Fg. Ademés, como consecuencia del teorema de aproximacion de Weierstrass
(véase [I, pagina 177]), para cualquier funcién u continua en G, existe una sucesion de
polinomios con coeficientes racionales que converge uniformemente a u. En definitiva, el
conjunto de polinomios con coeficientes racionales es numerable y denso en el espacio Fg,
luego F¢ es separable. O]

Corolario 4.13. i ® € Ay(oc0) entonces L} es separable.

Demostracion. Por la Proposicion como ® € Ay(c0), entonces Ep = L}, v por el
teorema previo, Fg es separable. O

Definicién 4.14. Se define el conjunto de funciones de L} que estan a una distancia menor
que r > 0 de E$ como

(Eg;r) ={u € L} : d(u, Eg) = 1enbf |lu —w|e < r}.
wEFE

La clausura de este conjunto sera designada como I1(Eg; 7).

Teorema 4.15. Sea ® una N-funcion que no satisface la propiedad As. Entonces

=
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Demostracion. En primer lugar, veamos que, para toda funcion ug € Fe, la bola abierta de
centro ug y radio unitario, B(ug, 1), esta contenida en Lg. Sea u € L} tal que ||[u—up||le < 1.
Es posible escoger 0 < a < 1 suficientemente pequeno que satisfaga ||[u — uplle < 1 — a.
Por ser Eg un espacio vectorial, la funciéon ug/a pertenece a Eg. De modo que, como la
Proposicion [4.11) asegura que Eg C Lg, entonces ug/a € Lg, y al ser ||(u—ug)/(1—a)||s < 1,
de acuerdo con (4.4), la funcion (u—ug)/(1 — @) también pertenece a Le. Por consiguiente,
de la convexidad de Lg¢ se sigue que, escribiendo u como combinacién convexa de estas

funciones, o — (1 (u(x) _ uo(I)) N an(m)j

l—« o

u también estd en Lg, quedando patente la primera inclusion. Por otra parte, en el Ejem-
plo 3.17 se construy6 a través de la igualdad una funcién u* € Lg tal que Su* € Lo
sif<1,ypu* ¢ Lesif > 1. Veamos que u* & II(Eg;1). Suponiendo que se cumple que
d(u*, Egp) < 1, entonces puede tomarse 5 > 1 suficientemente pequeno para el cual se tiene
que

(" o) = fnf (|0 = wlla = 5 inf [[u” — wlo < 1

donde la categoria de espacio vectorial de Fg posibilita la segunda igualdad. Por tanto, fu* €
II(Eg; 1) y, como ya qued6 probado que II(Fg;1) C Lg, esto significaria que Su* pertenece
a la clase Lg, lo cual contradice la propia naturaleza de u*. En conclusion, u* € II(Fg;1) y
u* € Lg, luego II(Eg; 1) C Lg. Para ver la segundad inclusion, sea una funciéon v € Lg. En
virtud de la densidad de las funciones acotadas en Lg respecto a la convergencia en media
(ver la demostracion de la Proposicion , para todo € > 0, puede encontrarse una funcion
acotada u. € Fg tal que

/Gq)(u(x) —u(x)) dx < e.

De manera que, de acuerdo con la desigualdad de Young ({2.16)), se sigue

[ = telle = sup /GI(U(iv)—ua(x))v(x)! d

p(v;¥)<1

< s (/ch(u(x)—ug(w>>dx+LW(v(x))dx) <l+e,

de donde, como u, € Eg,

d(u, Eg) = i [[u—w|e < ||lu—ulle <1+e.
wEFEg

Y haciendo £ — 0 se concluye que d(u, Fp) < 1, luego Lo C II(Eg;1). Por otra parte, en
el Ejemplo se definia mediante una funcién u* € L tal que Sfu* € Lg si 8 < 1,
y Bu* & Lg si > 1. Se demostrara que u* € II(Eg; 1), esto es d(u*, Ep) = 1. Si no fuese
asi, como u* ¢ Lg, necesariamente d(u*, Eg) > 1, por la primera inclusion. En base a esto,
existirfa § < 1 suficientemente cercano a la unidad tal que fd(u*, Eg) = d(fu*, Es) > 1.
De modo que tendriamos una funciéon Bu* € L que no pertenece a II(Eg;1), y como se
ha demostrado, Ly C II(Eg; 1), lo cual seria una contradiccion. Asi, queda demostrado que

Ly C II(Eg; 1). 0
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Lema 4.16. Siu € L}, entonces
lim ||U - U,anp = d(u, Eq>),
n—o0

donde .
() = {u(x) si lu(x)] < n,

0 si lu(x)| > n.

Demostracion. La sucesion de funciones |u(z) — u,(z)| es decreciente, por lo que es claro
que ||u — uy,||l¢ también lo es, y como las funciones u,, son acotadas, esta norma no puede ser
menor que d(u, Eg). Asi, se tiene que

T u = walle = inf lu—wle = du, Fo).

Por otro lado, sean ¢ > 0y a > 0 tales que se cumple

1 1
<< 0.
d(u, Ep) + 2¢ “ d(u,Ep) +¢

Gracias a la estructura de espacio vectorial de Eg, se tiene que

d(u, Ecp)

— < 1.
d(u, E.:p) + €

d(au, Eg) = wiéné{p”au —w|e = ozwl'élEfJu —w|e <

Ademas, como au € L, se cumple [, ®(au(x))dr < oo, y como au, converge en media a
au (véase la demostracion de la Proposicion [4.11), existe un ng tal que, para todo n > ny,
se satisface la desigualdad

/ O (au(x) — auy(x)) de < ae.
G
Aplicando la desigualdad de Young (2.27)), se tiene que
llow — auy|le =  sup /\(au(x—&un(x))v(x)\ dx < 1+/ O (au(x) — au,(z)) de < 1+ ae,
p(v;¥)<1JG G

o equivalentemente,

1

|lu — uplle < — 4+ ¢ < d(u, Eg) + 3.
!

Haciendo € — 0 se llega a ||u — uy||le < d(u, Eg). Al haber obtenido esta desigualdad y su
inversa queda demostrado el enunciado del lema. O

Teorema 4.17. Sea ® una N-funcion que no satisface la condicion Asy. Entonces el espacio
de Orlicz L} no es separable.

Demostracion. Sea {u, : n=1,2,...} un conjunto numerable de funciones en L}. En virtud
del teorema de Lusin (véase [3, pagina 64]), para todo €; > 0 existe un subconjunto cerrado
G1 C G tal que |G\ Gy| < g1 y la funcién u; es continua en G;. De nuevo, por el teorema de
Lusin, dado g5 > 0, existe un subconjunto Gy C G tal que |G1 \ Ga| < €5 ¥ us es continua
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en Go. Repitiendo este argumento sucesivamente y eligiendo ¢, < |G|/2", se obtiene una
familia de subconjuntos {G,, : n =1,2,...} tales que G,,.; C G,, para todo n € N. Ademaés,

%:ﬁ@
n=1

cumple que

G
Gol = 161 - EJG\GMﬂ—M% §2%>Kﬂ >

n=1

Gy es un subconjunto de G cerrado, acotado y de medida positiva en el que todas las
funciones del conjunto {u, : n = 1,2,...} son continua. Ahora, considerando el espacio
de Orlicz L§(Gy) y las funciones continuas w, : Go — R dadas por w,(z) = u,(z), es
claro que w,, € Eg(Gy), n =1,2,..., y de acuerdo con el Teorema existe una funciéon
w € L5 (Gy) tal que d(w, Es(Gy)) > 1. Por otro lado, la funcion definida como

M@:{w@>gxeGm

0 six e G\ Gy,

es acotada, luego pertenece a Lj. De todo esto, se sigue que

lu — tllo = “pl/' ) — tn(2))(2)] de

p(v;¥)<1
> sup |(u(@) — un(z))v(z)| do
p(v;¥)<1 J Gy
= sup [(w(z) —wn(z))v(z)|de = [[w — wylle > 1,
p(v;¥)<1 J Gy

va que d(w, Eg(Gp)) > 1. Consecuentemente, no es posible hallar una sucesion de funciones
en {u, : n=1,2,...} que converja a w y el conjunto {u, : n =1,2,...} no es denso en
Lk, O

Corolario 4.18. El espacio de Orlicz L} es separable si, y solo si, ® € Ay(00).

Demostracion. El Corolario y el Teorema [4.17] aseguran las condiciones suficiente y
necesaria, respectivamente. ]

Norma de Luxemburg

El espacio L} puede dotarse de una norma distinta de la norma de Orlicz para obtener
un espacio de Banach. En este contexto, W.A.J. Luxemburg introdujo por primera vez en
su tesis Banach Function Spaces la norma que lleva su propio nombre (véase |7, pagina 47]).
Se define la norma de Luxemburg mediante la igualdad

u
Hu\|(q>):1'nf{k>02 p(E;®> Sl}. (4.8)
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Teorema 4.19. El funcional cumple

(1) |lul|@) >0, y ||ull@) =0 si, y solo si, u=0 a.e.,
(2) lloull@) = lalllull@),

(3) llur + vzl @) < lJurll@) + [Juzll(@),

i.e., define una norma en el espacio L.

Demostracion. Para ver (1), puede apreciarse que ||ul|(@) = 0 es equivalente a que p(u/k; ) =
Jo ®(u(x)/k) dz < 1 para k > 0 arbitrariamente pequeno, y esto se cumple si, y solo si, u = 0
a.e., ya que ®(u) — oo cuando u — oo. En cuanto a (2), se sigue de

k
o) @) = inf{kz ~0: p (%;@) < 1} - ]ayinf{m L p (%;@) <1, k> 0} = o] l|ulla).

Si ||url[@y = 0 o [Juzl/@) = 0, la desigualdad en (3) es trivial, asi que se asume que ambos
valores son mayores que cero. Obsérvese que

(o) - o Yo
Jull@) +e ¢ \llull@) +e¢

y en virtud del lema de Fatou y de la continuidad de ®, se puede hacer € — 0, obteniendo

p (L;@) = / o (M) dr < 1. (4.9)
[l (@) G [ull (@)
Finalmente, de la convexidad de ®, aplicando (2.1)), se tiene que
q)( ui () + up () ) < [[uall @) q)< uy () ) n [[uz]| @) <I>< us () )7
[utl[@) + lluzl @) [uill@) + lluall@)  \lwill(@) [uill@) + lluzll@)  \uall(@)
e integrando a ambos lados y aplicando la desigualdad (4.9), se llega a
/<I>< u () + ug(z) ) <1
¢ \lull@) + [luzlle)

De manera que ||u1||(0) + ||uz||(0) delimita un valor méaximo para ||u; + us||(e) dando validez
al tercer axioma. O

Ejemplo 4.20. Sea 1 < p < oo. Entonces el espacio de Orlicz dado por la N-funcion
®(t) = |t|P coincide con el espacio de Lebesgue LP. Ademas, la norma de Luxemburg coincide
con la norma usual definida en este espacio:

ull @) :inf{k >0 (/G\u(x)ypdx> < kp} - </G|u(x)]pdx) )

Corolario 4.21. Las normas de Orlicz ||-||o y de Luzemburg ||-||(s) son equivalentes. De

hecho,
[ull@y < llulle < 2[ul|@)- (4.10)
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Demostracion. En efecto, de la desigualdad (4.5)) se sigue que p(u/||ul|o; ) < 1,y ||ulle > 0,
por tanto,

[ull@) < llulle-

Por otro lado, en virtud de (3.12]), se tiene que

lulle = sup (u,v) < p(u; @) + 1. (4.11)
p(v;¥)<1

Usando esta tltima desigualdad y (4.9)), se sigue que

’ §p<L;<b>+1§2,
® 2|l ()

y finalmente, despejando se llega a ||ulle < 2||ul|(a). O

|l (@)

Por consiguiente, ambas normas inducen la misma topologia en Lj.

Dualidad

En esta seccidén comenzaremos probando un resultado importante que relaciona la normas
de Orlicz y de Luxemburg.

Teorema 4.22. Sea ® una N-funcion y u € L.

(a) Si||lull@) <1, entonces p(u; @) < [|ul| (@)

(b) Si ||ul|@) > 1, entonces p(u; ®) > ||ul|(a)-
Consecuentemente, |lul|@) <1 si, y solo si, p(u; ®) < 1.

Demostracion. Supongamos ||u/@) < 1. Si ||ul/@) = 0, entonces u =0 a.e. y p(u; @) = 0. Si
|ull(@) =1, entonces p(u; ®) < 1 = ||uf|(a). Si 0 < |Jul|@) < 1, de acuerdo con (2.13) y (4.9),

se tiene que
1
—/ O (u(z))dr < / o <LI)> dr <1,
ulli@) Jo ¢ \lull@

luego p(u; ®) < ||ul(@), quedando demostrado el primer apartado. Asumiendo ahora que
|| (@) > 1, de acuerdo con (2.13)), se tiene que

W/ch(u(x))dx > /ch (#) dz > 1,

para todo 0 < € < [Jul|(s) — 1. Es por esto que
[ull@) — & < p(u; @),

para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno, y por tanto, haciendo € — 0, se obtiene |lu|(@) <
p(u; @). O
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Observacion 4.23. De este teorema se desprende una definicion alternativa para la norma
de Orlicz:

|lulle = sup /G|u(x)v(x)|dx (4.12)

llv]l ey <1

Ademas, de (4.12)) se sigue que, si u € L} y v € L}, entonces

JRC dx\ < llulle,

[v]]cw)
y por tanto
/Gu(x)v(:c)dfc < llullellvllw).-
Anéalogamente,
/Gu(x)v(x)dx < lull@ llvflw-

Estas dos tltimas son las conocidas como desigualdades de Holder reforzadas.

Definicion 4.24. Sea X un espacio de Banach determinado por la norma ||-||x. Se define
X', el espacio asociado de X, como

X' ={f:G—R: |f|lx < oo},

donde ||-||x+ se conoce como la norma asociada de ||-||x, y viene dada por la igualdad

I /G 1 (@)g(a)| da

llgllx <1

Corolario 4.25. Sean ® y VU dos N-funciones mutuamente complementarias. Entonces el
espacio (L, ||||(w)) tiene como espacio asociado (L, ||-||s)-

Demostracion. Sea X = (Ly,|||(v)). Atendiendo a la definicién norma asociada y a la

expresion (4.12)), se tiene que
lgllx = sup /G!f(fv)g(xﬂdl‘ = llglle-

11wy <1

Aplicando la definicion de espacio asociado,

X' ={f:G—R: [[flle <00} = (Lo |-llo)-

Invariancia de la norma por reordenamientos

Durante esta seccién sera necesario referirse al espacio de funciones medibles definidas en
G que son finitas en casi todo punto. Se denotara por My(G) a este espacio, y por Mg (G)
al subconjunto de funciones no negativas de My(G).
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Definicién 4.26. Sea f € My(G). Se define la funcion de distribucion asociada a f como
la funcion g : [0, 00) — [0, 00) dada por

pp(s) =p{t € G [f(B)] > s}

Observacion 4.27. La funcion de distribucion py es no negativa, decreciente y continua
por la derecha. Ademas, si a # 0, se tiene que p,f(s) = ps(s/lal) (demostracion detallada
en [2, pagina 37]).

Ejemplo 4.28. Considérese la funciéon simple no negativa definida en el conjunto G
ft) = Z a;xE;(t), (4.13)
j=1

donde los Ej; son subconjuntos disjuntos dos a dos de G, xg; es la funcién caracteristica
de E;, CGya >ay > ... > a, > app1 = 0. Se puede apreciar que si s > a;, entonces
pp(s) = 0, ya que {t € G : |f(t)] > a1} = 0, ysis € [aj11,0a;), 7 = 1,...,n, entonces
pr(s) = pft € G : |f(t)] > aj} = p{U_, E;}. Generalizando, la funcién de distribucion
de f viene dada por la identidad

pr(S) =D MiXiayra) (), (4.14)
=1

para s > 0, donde
j
m; =Y _|Ei|. (4.15)
=1

Geométricamente, los bloques situados verticalmente en la grafica de f quedan colocados
horizontalmente en orden decreciente de longitud para formar la grafica de ps (ver Figu-

ras 2.2y [4.2).

Ky

p(Es)

w(Es)

w(Er)

as a2 a

Figura 4.1: Funcion de distribucion.

Definicién 4.29. Se dice que dos funciones f,g € M, son equimedibles si tienen la misma
funcion de distribucién, esto es, p1f(s) = p,(s) para todo s > 0.
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a7

a9 A

as

E, Ey Es my ma M3

Y

Figura 4.2: Reordenada decreciente.

Definicién 4.30. Sea f € M(G) y s su funcion de distribucion. La reordenada decreciente
de f es una funcion f* : [0,00) — [0, 00) definida como

fr(t) =inf{s: ps(s) <t} (4.16)
Por convencion, inf () = oo.

Observacion 4.31. Sila funcién de distribucion iy es continua y estrictamente decreciente,
entonces f* es su funciéon inversa. Ademaés, al construir la funciéon de distribucion de la propia
distribucion piy, se llega precisamente a la reordenada decreciente f* de f. Esto es inmediato
a partir de la siguiente igualdad

o) =inf{s: pp(s) <t} =sup{s: ps(s) >t} = p, (), (4.17)

justificada gracias a la propia definicion de funcion de distribucién y a que pif es una funcion
decreciente. Por tanto, f* comparte propiedades con la funcién de distribucion al ser una
distribucién en si misma. En particular, es no negativa, decreciente, continua por la derecha,
y si a # 0, entonces (af*) = |a|f*.

Ejemplo 4.32. Tras haber calculado la distribucién de una funciéon simple no negativa f en
el Ejemplo [4.28] sera de utilidad calcular la reordenada decreciente de esta misma funcién

(4.13). Atendiendo a (4.16]), puede observarse que f*(t) = 0sit > m,, y sit € [mj,mji1),
entonces f*(t) = a;;+;1. Por tanto, la reordenada decreciente de f viene dada por la igualdad

f*(t) = Z an[mj_l,mj)(t)v (418)
j=1

para t > 0, y donde mg = 0. Geométricamente, la grafica de la funcion f* esta formada por
los bloques verticales de la grafica de f situados consecutivamente por orden decreciente de

longitud (ver Figura [1.2).
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Definicion 4.33. Una norma |[|-|| se dice invariante por reordenamientos si

1A= Tlgll

para todo par de funciones f, g € M™ equimedibles. En tal caso, el correspondiente espacio
de Banach determinado por la norma |[|-|| se dice invariante por reordenamientos.

Lema 4.34. St ® es una N-funcion y u € Lg, entonces

/G O(u(z)) do = /G O(u*(2)) da.

Demostracion. Al ser ® una funciéon par, puede suponerse que u es no negativa, y como
es bien sabido, toda funcién positiva e integrable es el limite de una sucesion creciente de
funciones simples no negativas e integrables (véase [3, pagina 50]). De modo que, si {u,}7°,
es tal sucesion, entonces, para todo n, se tiene que

/GQ)(un(m))dx < /Gq)(u(x))dx < o0,

luego u,, € Lg. Puede suponerse que las u,, son de la forma (4.13)), de manera que

/G<I>( ()dx—/ <ZaJXE >d$—Z(I>a]|E|
_ ;d)(aj)(mj —mj_1) = /G<I> (Zan[mjhm].)(:p)> dr = /Gq)(u;;(x))d%

=1

donde se ha usado (4.18)) y los m; son como en (4.15)). Haciendo n — oo en ambos extremos
de la igualdad, y por el teorema de la convergencia monoétona, se concluye

/G O(u(z)) de = /G ®(u*(2)) dz.

Teorema 4.35. La norma de Luxemburg es invariante por reordenamientos.

Demostracion. Sean u; y us dos funciones equimedibles. Estas comparten la misma funcion
de distribucion y, por , su reordenada decreciente es la misma. Por tanto, basta probar
que ||u1||@) = [|ui||(@). Como (u1/k)* = uj/k para k > 0, y por el lema anterior, p(u1/k; ®) =
p(uf/k; ®), se tiene que

]| @y = mf{k >0: p(T59) < 1} — mf{k >0: p (?;cp) < 1} — Jlillce)






Capitulo 5

Espacios modulares y espacios de
Lebesgue de exponente variable

Este tdltimo capitulo estara dividido en dos partes. En la primera, fundamentada esen-
cialmente en Orlicz Spaces and Modular Spaces de J. Musielak (|8, Capitulo 1]), se presenta
una breve introduccion a los espacios modulares, y en la segunda parte, basada en Variable
Lebesgue Spaces: Foundations and Harmonic Analysis de D.V. Cruz-Uribe y A. Fiorenza (|4,
Capitulos 1-2]), se introducen los espacios de Lebesgue de exponente variable. Como se vera,
existe cierto paralelismo entre los espacios de Orlicz y estos dos nuevos espacios, ofreciendo
los espacios modulares una amplia generalizaciéon para algunos de los espacios funcionales
que se conocen.

Espacios modulares

Los espacios modulares son el contexto ideal para el desarrollo de diferentes clases de
espacios funcionales, entre los que se encuentran los espacios de Orlicz o los espacios de
Lebesgue de exponente variable. Estos ofrecen una conexién entre todos ellos, y el hecho de
poder describir su topologfa en términos de un modular, frente a hacerlo en términos de una
norma, ofrece ciertas ventajas.

Definicién 5.1. Sea (K') un cuerpo y X un K-espacio vectorial. Una funcion p : X — [0, 0o]
es continua por la izquierda si A — p(A\x) es continua por la izquierda, i.e. limy ,;- p(Azx) =
p(x) para todo x € X.

Definicion 5.2. Sea X un K-espacio vectorial. Una funcion p : X — [0, 00| se llama
semimodular en X, si se cumplen

1

)
2) p(Ax) = p(x) para todo x € X, A € K con || =1,
3)
)

p €s convexa,

4) p es continua por la izquierda,

(
(
(
(

45
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(5) si p(Az) = 0 para todo A € R, entonces z = 0.

Se dice que un semimodular p es un modular en X si
(6) p(z) =0 implica z = 0.

Un semimodular p se dice que es continuo si

(7) A — p(A\x) es continua en [0, 00) para todo = € X.
Observacion 5.3. De la convexidad de p y del Teorema [2.16[ se sigue que

p(\z) < [Alp(z) si A <1,

p(Az) > [A|p(x) si|A > 1. (5.1)

Definicién 5.4. Sea X un K-espacio vectorial y sea p un semimodular, o un modular, en
X. Se define el espacio semimodular, o espacio modular, respectivamente, como

X, = {ueX: }\ILI[I]/)(AU) :O}.

Observacién 5.5. Puede definirse alternativamente el espacio X, como

X, ={ue X : p(lu) < oo para algin A > 0}, (5.2)
Efectivamente, es claro que si p(Au) 22% 0 entonces p(Au) < oo para algin A > 0, y en

virtud de (5.1]), si p(Au) < oo y X' < A, entonces

p(Nu) =p (%)\u) < %p(x\u) 220,

Observacién 5.6. X, es un K-espacio vectorial. En efecto, sean ui,us € X, y a € K. Es
claro que 0 € X, y que p(aiu) — 0 cuando A — 0, y por tanto que au € X,. Por otro lado,
debido a la convexidad de p puede asegurarse que
1 1 A—0
p(A(ur + ug)) < §p(2)\u1) + 5p(2)\u2) ==0.

Observacioén 5.7. Los espacios de Orlicz estudiados en los capitulos anteriores son una
particularizacion de los espacios modulares. Si se considera una N-funcién @, entonces el
funcional

mm@:wamm

cumple con las condiciones de la Definicion siendo un modular en el espacio M de las
funciones medibles. Si u € M(.¢), entonces existe A > 0 tal que p(Au; ®) < oo, luego Au
pertenece a L}, y por la estructura de espacio vectorial de los espacios de Orlicz, se tiene que
u € L. Por tanto, M.y C L. Suponiendo ahora que u € Lg, si se aplica la desigualdad
([2-13)), para A > 0 tal que Al|ulle < 1, se tiene que

/G@(Au(x)mx:/ccp <)\Hu|]¢%) de < )\Hqu>/GCI> (%) dz,
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y en virtud de (4.5)), haciendo A — 0 en el miembro de la derecha, se llega a que
}\li% p(Au; @) = 0.

Por tanto u € M,.0) y Ly € M,(.0). En conclusion, Lg es el espacio modular determinado
por p(-; @) en el espamo de las func1one medibles M.

Al igual que en los espacios de Orlicz, un espacio semimodular X, puede dotarse con la

norma dada por
Hu\|p—1'nf{)\>0 ,0()\> < 1} (5.3)

Esta norma, presentada ahora en el caso general de los espacios semimodulares, recibe
el nombre de norma de Luzemburg en X,. El funcional también es conocido como
funcional de Minkowski del conjunto {u € X : p(u) < 1} y fue introducido por Kolmogorov
antes de la aparicion de la norma de Luxemburg.

Teorema 5.8. El funcional cumple
(1) ||ull, >0, y ||lull, =0 si, y solo si, u=0,
(2) |locull, = lalllull,,

(3) llux + wall, < fluallp + [luall,,

(4) llull, < oo para todo u € X,

e., define una norma en el espacio X,,.

Demostracion. Respecto a la propiedad (1), es claro que ||u]|, > 0 y que [|0]|, = 0. Supon-
gamos que |lul|, = 0. Entonces, p(u/A) < 1 para A > 0 arbitrariamente pequeno, y se tiene

gracias a (5.1 que
p(5) <Br ( w) 8,

para todo A > 0y 5 € (0,1]. Asi, p(Au) = 0 para todo A > 0, y por las propiedades del
semimodular, u = 0. El axioma (2) se sigue de

laull, = inf{A >0 p( N ) < 1} |a]1nf{)\ >0 p (A) < 1} = Jot/|ful],

Para probar (3), sean u,us € X. Obsérvese que si alguno de ellos, o ambos, son cero, el
resultado es trivial utilizando la propiedad (1). Por tanto, se supone que uj,us € X \ {0}.
Dado que, atendiendo (5.3), p(ui/|luill,) < 1y p(ua/|juzll,) < 1, por la convexidad de p,
puede aplicarse de modo que

p< Uy + U )S [Juall, p( (3 )+ [[uall, p( (P )Sl.
[uillp + [zl Juillp + lluall,” \Mwllo ) lully + Juall,” \[luzll,

Esto se traduce en que |luy + uq|| < [Jui||, + [Juz||,. Por ltimo, si u € X,, entonces, como

p(Mu) 225 0, existe A > 0 tal que p(u/A~) < 0o, luego |ull, < A™' < oo cumpliéndose (4).
0
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Proposiciéon 5.9. Sea X un espacio vectorial, sea p un semimodular en X yu € X. En-
tonces p(u) <1 si, y solo si, |ul|, < 1.

Demostracion. Se desprende de la propia definicién de la norma de Luxemburg. O
Proposicion 5.10. Sea X un espacio vectorial, sea p un semimodular en X yu € X.

(1) Si|jull, <1, entonces p(u) < ||ull,.

(2) Si||ull, > 1, entonces p(u) > ||ull,.

(3) Se satisface ||ul|, < p(u) + 1.

Demostracion. Si u = 0 los resultados (1) y (3) son inmediatos, asi que, asumiendo 0 <
l|lull, < 1, por la proposicién anterior, como ||u/||ul,||, <1 se tiene que

p (ﬁ) <1, (5.4)

de donde, por con A = 1/||ull, se llega a p(u) < ||ul|,. Suponiendo ahora que ||ul|, > 1,
por la definiciéon de la norma, para todo A € (1, ||u|,), se cumple p(u/A) > 1. De acuerdo
con (B.1)), (1/A)p(u) > p(u/A), por tanto p(u) > X para todo A < ||u||,. Haciendo A — ||ul|,
se obtiene (2). La propiedad (3) es consecuencia directa de las dos anteriores. O

Proposicion 5.11. Sea X un K-espacio vectorial, sea p un semimodular en X, y sea {x,}5°,

una sucesion en X. Entonces lim, |||, = 0 si, y solo si, lim,_,o p(Az,) = 0 para todo
A>0.

Demostracion. Supongamos que lim,,_,||z,||, = 0 y sea A > 0 arbitrario. Para todo K > 1,
existe ng € N tal que, para todo n > ng, se cumple que

nll < ——-
Jealls < 25
Por la Proposicion al ser ||[KA\z,|| < 1, entonces p(K\x,) < 1 para n > ng, y por (5.1),
se tiene que

1 1 1
= —K < —p(K < —.
p(Azn) p(K Amn) < Kp( Az,,) < %

Como para K arbitrariamente grande puede encontrarse un ng € N tal que p(A\x,) < 1/K
si n > ng, se concluye que p(Az,) = 0.

Para probar la implicacion en la otra direccion, supongamos que lim,, ., p(Az,) = 0 para
todo A > 0. Entonces, puede encontrarse un ng € N tal que, si n > ng, entonces p(Ax,) < 1.
De nuevo, por la Proposicion se tiene que [[Az,||, <1, luego ||z,|/, < 1/X para n > ny.

n—o0

Como A puede ser arbitrariamente grande se concluye que ||z,|, — 0. O

Definicion 5.12. Sea X un K-espacio vectorial, sea p un semimodular en X, y sea {z,,}>°,
una sucesion en X. Se dice que {z,}>2, converge modularmente a algin z € X si

lim p(z, —x) = 0.

n—o0
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Observacion 5.13. Obsérvese que la convergencia en media en los espacios de Orlicz es
precisamente convergencia modular.

Observacion 5.14. De la Proposicion se sigue que si X es un espacio modular, entonces
la convergencia en norma siempre implica convergencia modular.

Proposicion 5.15. Sea X un espacio modular. Entonces la convergencia modular en X es
equivalente a la convergencia en norma si, y solo si, p(x,) —— 0 implica p(2x,) —— 0.

Demostracion. Suponiendo que la convergencia modular y en norma son equivalentes, sea
{,}°° | una sucesion en X tal que p(z,) —— 0. Por la Proposicion , 20, 2% 0y, de
nuevo, aplicando este resultado con A\ = 2, se concluye que p(2x,,) 2% 0. Reciprocamente,
n—oo . . n—oo 00 .,
supongamos que p(z,) — 0 implica p(2x,) —— 0, y sea {z,}°2, una sucesion en X tal
que p(x,) 2% 0. Para todo A > 0 puede hallarse un m € N tal que A < 2™, y por tanto,

p(2™x,) =% 0. Ahora, en virtud de (5.1)), se sigue

lim p(Az,) < 2% lim p(2"x,) = 0.

n—oo n—o0

Esto es, para todo A > 0 se cumple que p(Az,) —— 0, y aplicando la Proposicion m,
se tiene que ||z, , ~— 0. En definitiva, la convergencia modular implicaria convergencia

en norma, y como la convergencia en norma siempre implica convergencia modular, las dos
serfan equivalentes. O

Espacios de Lebesgue de exponente variable

Recientemente, una nueva clase de espacios ha experimentado un importante crecimiento.
Estos son los llamados espacios de Lebesgue de exponente variable, o espacios LP(), que en
estrecha relacion con los de Orlicz, también constituyen una generalizacion de los clasicos
espacios funcionales de Lebesgue y se desarrollan en el marco de los espacios modulares.

Definicién 5.16. Sea P(G) el conjunto de todas las funciones medibles p(-) : G — [1, 00].
Los elementos de P(G) son denominados funciones exponente.

Se escribira p(-) para diferenciar del exponente constante p.

Definicién 5.17. Para una funciéon p(-) € P(G) y E C G, se denotan

pmax(E) = €85 supp(x) y pmm(E) = €8S Hlfp(l’),
zeFE zel

Ademas, se definen los siguientes subconjuntos de G:
Gi={ze€G: p(x)=1},

Goo = {x € G: p(z) = o0},
Go={re€G:1<p(r) < oo}

Si el dominio de la funcién exponente es claro, se escribe simplemente ppaz = Pmae(G) ¥
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Definicion 5.18. Sea p(-) € P(G) y sea f una funcion medible. Se define el modular asociado
a p(-) como

poiy () = /G @P dr -+ esssupl (o) (5.5)

r€G

Cuando la funcion exponente sea clara se escribira p en lugar de p,(..

Observaciéon 5.19. El funcional es un modular definido sobre el espacio de funciones
medibles M(G). Es facil ver que para todo f € M(G) se cumple que p(f) > 0 y que
p(f) = 0si, y solo si, f =0 a.e. De modo que, atendiendo a la Definicion es claro que
p: M(G) — [0, o0] satisface las propiedades (1), (2), (5) v (6). Como p(z) > 1 para todo
z € G, la funcion t — t**) es convexa, y ésto sumado a la convexidad de la norma usual
en L>, conduce a la convexidad de p. Por tltimo, como |Af(z)| < |f(z)| para todo A <1y
x € GyUGH, por el teorema de la convergencia dominada (véase [3, pagina 90]), se tiene que

lim p(Af) = p(f),

A—=1-
cumpliéndose la propiedad (4).

Definiciéon 5.20. Sea p(-) € P(G). Se define el espacio de las funciones medibles en G tales
que existe un k£ > 0 para el cual se satisface

p(z)
/G . <‘f§:)‘> dx + esssup| f(z)| < oo. (5.6)

CEEGOO

A este espacio se le llama espacio de Lebesgue de exponente variable (o también espacio de
Lebesgue generalizado), y se denota por LPO)(G).

De nuevo, cuando se habla de una funcién en realidad se hace referencia a la clase de
equivalencia de las funciones que son idénticas a ella en casi todo punto.

Observacion 5.21. Obsérvese que la condicion (5.6 equivale a que p(f/k) < oo para algin
k, y segun la definicion alternativa de espacio modular dada en (5.2)) se concluye que L) es
el espacio modular asociado al modular p en M.

Observacién 5.22. Si f pertenece a LP), entonces f € M.

Ejemplo 5.23. En la Definicion ((5.20)), se consideran G = [1,00), p(x) =z y f(z) = a, con
a € R\ {0}. Tomando k > 0 tal que |a/k| < 1 en (5.6) se tiene que

|ak™"|

P(f/k‘)zm < o0,

por lo que f € L*([1,00)). Sin embargo, puede comprobarse facilmente que para todo 0 <

p < oo constante,
1/p
= ([ _tPar) ==
[1,00)

ie., f & LP([1,00)) para cualquier valor de p constante.
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Ejemplo 5.24. Considérese la funcion f(z) = |z|7%/3. Se puede comprobar ficilmente que,
para todo 0 < p < oo, la integral [,|f(z)[Pdz es divergente y ||f|lc = o0, por tanto
f & LP(R), 0 < p < oo. Sin embargo, si se toma la funcion exponente

1 sizel-1,1],
p(x)_{z sizeR\[-1,1],

la funcién f pertenece a LPC)(R). En efecto,

1
p(f) :/ || ~%/3 dx+/ 2|42 de = 12 < .
-1 R\[—1,1]

Obsérvese que, para no dividir el dominio, se puede considerar la funciéon exponente

Az +1
2z + 1

q(x)
que es creciente, satisface ¢(0) = 1y ¢(z) == 2, por lo que

o(f) :/|x,<8x|2>/(6x|+3> dr S/
R

e [ o o,
—1,1] R\[—1,1]

de donde f € L0),

Como se ha visto, LP() va a heredar todas las propiedades de los espacios modulares,
empezando por su estructura de espacio vectorial, y de igual manera, puede equiparse con

la norma de lJllXembllng
P =1 f )\ ) - <

Definicidon 5.25. Sea p(-) € P(G). Se define la funcion exponente conjugada de p(-) como

p) g ] < p(z) < oo,

p(z)—1
pr)=<1 si p(x) = oo,
00 sip(z) =1

Teorema 5.26 (Desigualdad de Holder). Sea p(-) € P(G). La desigualdad

/G F@)g(@)] dz < Kooy | F ooy gl (5.7)

se cumple para todo f € LPO(G) y g € LPO(Q), donde

1 1
Ko = I lloo + e e + Il (1 T ) | (5:5)

min Pmaz
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Demostracion. Supongamos que || flyc), |9y # 0y |Go| > 0, en otro caso a desigualdad
es trivial. Se puede desglosar la integral de | fg| en los conjuntos disjuntos G, G1 y Go. Asi,
si x € G, se tiene que p(z) = co y p'(z) = 1, entonces

[ Ml el
G

o Mflollglye = Iflleollgllyeo
_ Ifxeslbollgxeallyo - 1 lollglo ) 1
£ 1loo gl ||f||p y1gllp )

Anélogamente, cambiando p(-) por p/(-), se obtiene la desigualdad para G,

| f(x)g(x)]
VASTEAS I P
/c1 I ollelyo =

Por otra parte, para casi todo x € Gy se tiene que 1 < p(z) < oo, |f(x)],|g(z)| < oo.
(

Aplicando la desigualdad de Young (2.18) con a = f(x)/|| fllyc), b = 9(x)/||g9llp), p = p(2)
v ¢ = p'(z), e integrando sobre G se obtiene que

|f(z)g(z)| |f(z)]p@ lg(z) [P @
/Go Flolslyn = /Go @) fTo T /GO @)l

<essup e (1) s oo (i)
(SR sup eSS sup p /(. —_—
veenl p(@) O\l ) T et @7 gl

1 1
S + 1-— )
Pmin Pmazx
donde en la tultima desigualdad se ha utilizado la relacion (5.4) y que zﬁ =1- p(x

)
Finalmente, para cualquier E subconjunto de G, ||xgllcc = 1 si |E| > 0,y [[xe|lcc = 0 si
|E| = 0, por consiguiente, se concluye que

Pmin Pmaz

1 1
/ F(@)g(a)| dz < ((1+ - )||><GO||OO+ ol + ||x(,~1||oo> 1o gl
]

Al igual que en los espacios de Orlicz, los espacios LP¢) pueden dotarse de una norma
distinta de la norma de Luxemburg.

Definicién 5.27. Sean p(-) € P(G) v f € M(G). Se define el funcional

T —— / fa (5.9)

P ((9)<1

No es dificil comprobar que (5.9) satisface la propiedades de una norma en M(G).
Lema 5.28. Sea f € LPV)(G). Si £,y <1, entonces

o) (f) < oyl f gy (5.10)

donde
() = IXalloo + XG0 lloo + XG0 lloo- (5.11)
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Demostracidn. En primer lugar supongamos que p,)(f) < co. Se tiene que

o) () = X loopp) (F1) + XG0 ooy (fo) + IXa looppe) (Foo), (5.12)

donde f; = fxq,, i = 1,0,00. Sea la funcion g;(z) = sign fi(z). Al ser p'(z) = oo en Gy, se
tiene que

Py ((91) = esssup|gi(x)| = 1.
ze€Gy

Ahora, sea la funcion go(z) = | fo(2)[P®@ ' sign fo(z). Puesto que p,)(fo) < 0oy Il folll o
entonces pp)(fo) < 1. En caso contrario, si fuese p,)(fo) > 1, como A — pp, ()\f) es
continua por la izquierda y decreciente, existiria A > 1 tal que ppy(f/A) = 1. De esta forma,
puede comprobarse sin dificultad que la funciéon g(z) = |fo(x )/)\|p($) Usign fo(x) cumple
Pp()(9) = ppy(fo/A) = 1, y por consiguiente, se llegaria a la contradiccion:

p(z)
|Hf0|Hp( / fo(z)g(z) dz = /G f0< ) 51gnf0( ) dx = APp(- (f0/>\) =A>1

0UGY AP

Por tanto, al ser p,)(fo) < 1, se sigue que

(5 (90) = i |f ()P dz = p(fo) < 1

Asi, se ha probado que py(y(g;) < 1,4 =0,1, de donde, para i = 0, 1, se tiene que

A1, > /G F(@)gi(2) di = poo (f). (5.13)

Por otro lado, si |Go| > 0, es facil ver que para todo § € (0,1) puede encontrarse un
subconjunto G5 C G, de medida positiva tal que

|f ()] = desssupl|f(y),

YEG oo

para z € Gs. Asi, considerando las funciones g., 5(z) = |Gs| ' xq, () sign f(x), se tiene que

sign f(x
o |Gs|

lo cual justifica que

1
WAy = /Gf(ﬁf)goo;a(ﬁf) dr = i@l /s |f(2)|dx = dess sup|f(x)] = 0pp() (foo)-

G§| yeGoo

Haciendo 6 — 17 en la expresion anterior, se obtiene

Po(y (foo) < MMl (5.14)

Finalmente, aplicando (5.13) v (5.14) a la expresion (5.12) se concluye py()(f) < cp) [l flll -

Suponiendo ahora que no se cumpla pp()(f) < 00, puede tomarse la sucesion de funciones
fn(z) = min{n, |f(z)|}xq, (x), donde los G, son conjuntos de medida finita tales que G,, C
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Gpi1 C G para todo n € N, y G = J,;Z, Gy De esta forma, py)(fn) < ooy [[£alll,(,
£,y < 1. Asi, de acuerdo con la primera parte de la demostra(;lon se tiene que

pp() (fn) < oy 1 fnlllpey < MMy

para todo n € N. Usando el teorema de la convergencia monotona (véase [3, pagina 86|, al
hacer n — oo, se concluye que pp)(f) < () [1f (- O

Teorema 5.29. Sea p(-) € P(G). Las normas |||y y [l son equivalentes. De hecho,
si f € M(G), se verifica

ol flloe) < Hlf\l\,,(.) < Kp(y [ flln (5.15)
donde cp(.y es la constante - y Ky es la constante (5.8)).

Demostracion. Sea f € LPV)(G) y sea g una funcion tal que ppy(g) < 1. Por la Proposi-
cion 5.9]se tiene que ||g||) < 1, y en virtud de la desigualdad de Hélder (5.7)), se tiene

/ F@g@) dz < Kol hollgle < Koo 1o,

de donde se sigue la segunda desigualdad. Para comprobar la primera, asumiendo que 0 <
I £ll,,.y < o0, como 1 < ¢y < 3, se tiene que

-
oy 1 F gy

De acuerdo con esto tltimo, puede aplicarse (5.10) de manera que

Pp(-) . - < Cp() /
" Cp(')H|f|Hp(.) -

Cp(')|||fmp(.) 20)
luego, por la Proposicion se tiene que
f

_ o

Cp(-)

—1
= &p()Cpy = Ly

- J <1,
oL Moy 1y

y despejando se llega a la primera desigualdad. O

Teorema 5.30. Sea p(-) € P(G). El espacio (LPV),||-||,()) tiene como espacio asociado a

(L7 Ol )

Demostracion. Sea X = (LPO), ||||,()). Atendiendo a la definicion, lI[ll() es la norma aso-

ciada de ||-||,(). Por una parte, la inclusion Lp/() C X’ se desprende de la desigualdad de
Holder (5.7). En efecto, sean f € LP'0) y g € LPO) tal que lgllp¢) < 1. Entonces

Il = sup / F@g(@)de < | Fllyes lglloer < 1l < o,

|g|p( <1

v f pertenece a X'. Reciprocamente, si f € X" entonces || f[,, < oo, y por la equivalencia
entre normas ([5.13), se tiene que || f||,/.) < co. Por tanto, como p(f/||f|ly)) < 1, se tiene
que f/||flly) estd en LP'C) luego f € LPO) y X' C LFO). O
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Teorema 5.31. Sea p(-) € P(G). El espacio LP") es completo.

Demostracion. Sea una sucesion de Cauchy de funciones f, € LP0). n=1,2,..., y seae > 0.
Puede encontrarse un ny € N tal que, si m,n > ng, entonces

/ @) = Fu@lg@)| o < o — Full,) < (5.16)

para toda funcién g tal que py()(g) < 1. Ahora, sea {Gx};2; una familia de subconjuntos
de G disjuntos dos a dos y de medida finita tales que

G=|]JG
k=1
Se definen las funciones (2)
XG \T

r) =

k=1,2,..., que satisfacen
1 Xa, (2) |G| 1
iy (gx) = —dx—i—esssup < + =1.
oy (9) /Gk\gm (Gl M S TG S TG T T (G

Particularizando (5.16) en g, se tiene que

(@) = fo(2)| do < e(1 4 |Gil),

para m,n > ng, k € N. Asi, la sucesion {f,}°°, es de Cauchy en el espacio de Lebesgue
LY(Gy). Como L'(Gy) es completo (véase [3, pagina 182]), la sucesion { f,,}°°, es convergente
en norma. Ademaés, para k = 1, existe una subsucesion suya {f,gl)} convergente a.e. x € G
a una funcion f) € LY(G,) (consultar [3, pagina 181, Teorema 1.1]). De la misma forma,

para k = 2, puede hallarse {f,(f)} subsucesion de {fél)} que converge a.e. + € Gy a una
funcion f € L'(G,). Repitiendo este argumento para todo k € N, se obtiene una sucesion

de subsucesiones, de forma que { f&m) o°_, es subsucesion de todas ellas y

m—r0o0

lim f(m) Z f® T)Xa, (7) = f(x)
k=1

a.e. Por (5.16)), sustituyendo f,, por fr(nm) y usando el lema de Fatou (véase [3, pagina 88]),
se tiene que, para toda funcion g tal que p,()(g) <1,

J11@) = h@la@ldr < tm [ 170 = fu@llo@) da
< sg/w @)llg(o)] do < e

para todo n > ng. En consecuencia,

lfo = Sl <€



56 CAPITULO 5. ESP. MODULARES Y DE LEBESGUE DE EXP. VARIABLE

Observacién final. Los espacios LP, 0 < p < oo, de exponente constante, son invariantes
por reordenamientos (véase [2, pagina 43]), por lo que es natural plantearse si los espacios LP()
variables van a tener esta propiedad. La respuesta sera que los espacios LP©) de exponente
no constante no son invariantes por reordenamientos (véase [4, Ejemplo 3.14]). En cuanto a
las inclusiones entre espacios, si p(-),q(:) € P(G) y |G| < oo, entonces L1 (G) C LPO(G)
si y solo si p(z) < q(z) a.e. (véase [4, paginas 35-40]). También es posible demostrar que si
p(-) € P(G) N L=(G), entonces LPY)(G) es separable (véase [5, paginas 447-449]).
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