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Resumen:

Este trabajo tiene como objetivo el estudio de la convergencia de las series de Fourier,
una herramienta fundamental en multiples dreas de las matemaéticas. En primer lugar, se
introduce la teoria de series de Fourier mediante definiciones clave y propiedades, poste-
riormente se abordan teoremas de convergencia puntual.

La memoria incluye hechos relevantes como el fenémeno de Gibbs, el comportamiento
del niicleo de Fejér y la importante relacién entre el espacio L?(T) y el espacio de sucesiones
¢2(Z). Por 1ltimo, se analiza la utilidad de las series de Fourier en la resoluciéon de EDP’s,
lo que permite apreciar su importancia en el &mbito de la Fisica.

Abstract:

This work aims to study the convergence of Fourier series, a fundamental tool in
multiple areas of mathematics. First, the theory of Fourier series is introduced through key
definitions and properties; subsequently, pointwise convergence theorems are addressed.

The manuscript includes important topics such as the Gibbs phenomenon, the beha-
vior of the Fejér kernel, and the significant relationship between the space L?(T) and the
sequence space £2(7Z). Finally, the applications of Fourier series in solving partial differen-
tial equations (PDEs) is analyzed, allowing to appreciate their importance in the field of
Physics.
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Capitulo 1

Resultados previos

En esta seccion se presentardn algunos resultados fundamentales que seran utilizados

en el futuro del trabajo.

Teorema 1.1. Teorema del Valor Medio para Integrales: Sean fi, fa :

[a,b] — R tales que

f1 es mondtona creciente en [a,b] y fa es continua en [a,b]. Entonces existe una constante

0 € [a,b] tal que se cumple:

/fl ) fa(w)dz = fi(a /f2 )dx + fa(b /fz

Demostracion. Primero definimos la funcién:

) = /b Fo(t)dt

Noétese que h es derivable y su derivada es:

W(x) = —fa(x)

Ahora integremos por partes la siguiente expresion:

b b
| @) f@ds = - A@hEk+ [ e =i / bt + / h(z)df (z)

Ahora por el Teorema del Valor Medio, existe § € [a, b] tal que:

b
/ h()dfi(z) = h@E)(FL07) — fila®)).

Sustituyendo:

/f1 Vo) = — fi(a /fz )t + h(E)(f1(b) — fu(at).

3



4 CAPITULO 1. RESULTADOS PREVIOS

Ahora como h(§ fb fa(t)dt, llegamos a que:
/f1 ) @)z = fi(a /fz )it + fi(b /fz
con lo que llegamos al resultado deseado. O

Teorema 1.2. Teorema de Tonelli: Si (X, A, 1) y (Y, B,v) son espacios métricos o-finitos,
sea f: X XY — [0,00] es una funcién no negativa, se tiene que:

/X(/Yf(:x,y)dy)dx:/y(/x f(a:,y)dx)dy:/}(ny($7y)d(w7y)_

Demostracion. Su demostracién la podemos encontrar en el libro [3, Teorema de Tonelli,
pg.112]. O

Teorema 1.3. Teorema de Baire: Si X es un espacio métrico completo, entonces para
cada coleccion de conjuntos abiertos densos {U,}52, su interseccion NS, U, # (.

Demostracion. Su demostracién la podemos encontrar en el libro [7, Teorema de Baire,
pg. 97]. O

Para introducir el Teorema de los Residuos, un resultado fundamental en el anélisis
complejo, comenzaremos presentando las definiciones de funcién holomorfa, de residuo y
de indice de una funcion.

Definicion 1.4. Sea Q2 un subconjunto abierto de C, sea zg € Q y sea f: Q) — C. Se dice
que f es holomorfa en zy si existe:

lm f(z0+h) — f(z0)
h

h—0

= f

Ademds, si f es holomorfa en cada punto de ), entonces se dice que f es holomorfa en )
y se denota por f € H(Q).

Definicién 1.5. Sea f € H(D'(a, R)), llamamos residuo de f en a al coeficiente c_1(f),
es decir:

Res(f,a):cl(f):,/f(w)dw, ~v=D(a,r) ,0<r<R.

Definicién 1.6. Sea v un camino cerrado y z un punto que no pertenece a la traza de 7,
se define la funcion indice de la siguiente manera:

1 1
Ind(z,v) = 5 / dw.
g

™ w—z



Teorema 1.7. Teorema de los Resitduos: Sea 2 C C un conjunto abierto, sea v un camino
cerrado nulo en Q y sea P C Q\ v un conjunto finito . Si f es holomorfa en Q excepto en
los puntos de P donde tiene polos, entonces:

1

3wt | FM= Y md ) Res(f ),
weint(yNP

donde Ind(w;~y) denota la funcidn indice.

Demostracion. Su demostracién la podemos encontrar en el libro [5, Teorema de los Re-
siduos, pg.114]. O

Proposiciéon 1.8. Definimos la funcion Si: R — R dada por la expresion:

Sz’(x)—/ SN .
0

u

Esta funcion verifica:
1. Si(z) € C*(R)
2. limg 4 Si(x) = 5

Demostracion. Si(z) € C®(R) se deduce directamente del Teorema Fundamental del
Calculo y por ser senu/u infinitamente derivable.
Para la segunda afirmacién nétese que la funcién Si(x) es par por lo que se tiene

lim, 4 Si(z) = 3 [ *2%du. Ahora, se tiene:

R R
/ SN = 1fm SR = 1im Im( / Senudu)
R

u R—o0 R u R—o0 —R u
-7 Liu R _iu
—  lim Im(/ edu—i—/ “du).
R—o00,r—0 _R U r u
Consideremos la funcién f(z) = % y el camino cerrado y(R,r) = I(R,r) * J(R,r) *
C(R) * C*(r) en el plano complejo. Sean I = [—-R, —r], J = [r, R] y C semicircunferencia

de centro (0, 0) recorrida en sentido antihorario y C* la semicircunferencia de centro (0, 0)
en sentido horario, es decir:

C(R)

CH(r)

NS

IRyr) IR

Figura 1.1: Representacién del camino cerrado (R, ) en el plano complejo.
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Por el Teorema de Cauchy de los Residuos (1.7) tenemos lo siguiente:

Ademi4s se puede escribir:

/ edz:/ edz+/ edz+/ edz+/ € dz
v(R,r) # I(Ryr) # J(Ry) # *(r) * C(R) #

:II+IQ+13—|-I4.

Ademsds se puede observar lo siguiente:

Por lo que para obtener el resultado deseado basta calcular I3 e I4. Para calcular I3, como
z =0 es un polo de orden 1 de f(z) se tiene:

lim dz = hm/ f(z
r—0 C*() r—0

Ahora calculemos I4:

7 oiRcost—Rsent ) T T
‘/ 7d2’ ’/ - Ri@ztdt’ < / |echost7Rsent‘dt — / |67Rsent|dt
C(R) * Re? 0 0

/2 T
_ 2/ e~ Rsent 1y < 2/ 6_2Rt/7rdt _ (e—R _ 1) Riio 0.
-R
0 0

Con esto tenemos:
1 1 —-r _iu R _iu 1
/ N == 1lm Im(/ 6du—k/ 6—du) =— lm Im(l1+ 1)
2/ u 2 R—o00,r—0 _R U r U 2 R—o00,r—0
1
=—— lim Im(I3+14) ==

2 R—o0,r—0

O

Teorema 1.9. Teorema de Aproximacion por Funciones Simples: Toda funcion medible
extendida con valores reales, f, es el limite de una sucesion {s,}nen de funciones simples.

Demostracion. Su demostracion la podemos encontrar en el libro [4, pg.85]. O



Capitulo 2

Introduccion a las Series de
Fourier

En este capitulo introduciremos las series de Fourier que son esencialmente una suma
infinita de polinomios trigonométricos obtenidos a partir de una funcién inicial dada. El
objetivo principal de este capitulo es introducir las principales definiciones y propiedades
bésicas de estas series, asi como estudiar bajo qué condiciones una funcién 2mw-periédica
dada admite una representacion de esta forma, mediante teoremas que nos aseguren su
convergencia. Las principales referencias usadas en este capitulo son [9] y [8].

2.1. Series de Fourier de funciones

Un polinomio trigonométrico de grado n es una funcién de la forma:

p(t) = Z cjet, con |en| + |e_n| # 0, (2.1)
l71<n

donde n nos indica el grado del polinomio y ¢; son ntimeros complejos. Definimos T como
un intervalo de longitud 27 y vemos que los valores de c; son:

1 -
= e Ytat, |j
Cj o ’]I‘p( Je lj| #n
ya que se tiene:
1 y 0 si j#0
/e_”tdt: st 770, (2.2)
2 Jr 1 si 57=0.

Con esto, llamamos a las constantes c¢; los coeficientes de Fourier de f.
Denotaremos por L'(T) a aquellas funciones medibles en el sentido de Lebesgue cuya
norma es finita, es decir:

1
£l = %/Tlf(tﬂdt < 5

7



8 CAPITULO 2. INTRODUCCION A LAS SERIES DE FOURIER

Sujeto a estas condiciones L!(T) es un espacio de Banach. Ademas definimos LP(T) como:
1 1
LP(T) = {f : T — C| 2r-periédica, medible, || f|, = (7 / | f(t)|pdt) " < oo}
T Jr

Definicién 2.1. El coeficiente de Fourier j-ésimo asociado a una funcion f € LY(T) se

define como:
1 ,
() = 5= | fOe Tt

Definicion 2.2. Una suma parcial simétrica asociada a un polinomio trigonométrico se

define como:
Sn(fa t) = Z Cjeijt

l7]<n

De momento no asumiremos nada sobre la existencia del limy_, o s,,(f,t) Va € T.
Cuando f es real es conveniente utilizar las series de Fourier en forma de coseno y
seno, es decir:

n
sn(fit) = co+ Z(Cjeijt + et

J=1

= ¢o+ i((cj + ) cos(jt) + i(e; — c-j)sen(jt) )

J=1

n
= % + Z(aj cos(jt) + b; sen(jt)),
7j=1
donde a y b son valores reales y son:

1
aj =cj+c_j= 7T/Tf(t) cos (jt)dt

bj =c; —c_ /f sen (jt)d

Si la funcién f(t) es par, es decir, f(t) = f(—t) entonces los coeficientes b; se anu-
lan, porque la integral fT sen(jt)dt es 0 y los coeficientes a; serdn de la forma:
= fo ) cos(jt)dt. En cambio, si la funcién es impar, es decir, f(t) = —f(—t) entonces
los coeﬁ01entes a; serdn todos 0, y los coeficientes b; seran de la forma 2 [ f(t) sen(jt)dt.

A continuacién vamos a ver algin ejemplo de cédlculo de una serie de Fourier, los cuales
utilizaremos posteriormente:

Ejemplo 2.3. Vamos a escribir la serie de Fourier de la funcion f(x) = z. Primero
vamos a calcular los coeficientes ¢, (f):

= iﬂ /7; f(ac)e*m"”da:.
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_e—inx

Ahora integrando por partes con uw = x y dv = e~ tenemos que du = dx y v = —,
entonces haciendo un calculo se tiene que co(f) =0 y para n # 0:

T ) —INT 4 1 T —inx 2 1 ™ . -2
f(z)emmody = £ } —/ < dxzw(—l)"—/ ety = —=T(—1)",

—in _x —in m m J_, n

Por lo que tenemos que c,(f) = (—1)"T!/in para n # 0 y la serie de Fourier de f(x) es:

n _ j+1€ija:
sn(f, @) = Z (1) eV

=
i>1 J

—_— ) = x

Serie de Fourier con N=1 términos

Serie de Fourier con N=3 términos
—— Serie de Fourier con N=5 términos

Serie de Fourier con N=10 términos

Serie de Fourier con N=20 términos

fix)
=]

=3

Figura 2.1: Representacién de f(z) =z y sp(f, x).

En el siguiente ejemplo vamos a ver el calculo de una serie de Fourier, la cual utiliza-

remos para calcular el limite de > | %:

Ejemplo 2.4. Consideremos la funcion f(x) = x? en [—m, 7], es fdcil ver que es una

funcion para por lo que los b; se anulan. Calculemos los coeficiente se Fourier a;:

Para los a, haremos la siguiente integral resolviéndola por partes y quedaria:

1 (" 4
2% cos(jz)dr = (=1) .

w = L
Toom ), j



10 CAPITULO 2. INTRODUCCION A LAS SERIES DE FOURIER

Por lo que se tiene que la serie de Fourier de f(x) es:

w2 - g4
fu(z) = o+ > (=1)"—5 cos(kx).
3 k
k=1
Entonces por el Teorema de Dini 3.1 tenemos que fn(x) — f(z) en todo punto de T, y
como f(0) = 0:
2 o)
.7 g4
0=

Ahora, para demostrar el resultado, hagamos un paso intermedio que consistird en demos-
trar Y oo, # =2 Z;ozl(—l)k#, para ello:

k=
1 o (_1)2k ot (_1)2k+1

A=) (D'E=) G T e

k=0

Ahora sumemos S y A, entonces vemos que se cancelan los términos impares, es decir:
(o) (o]
1 1 1
STA=2) 32

Pero tenemos que > - 4 k% =S5, asi que:

1

Con esto llegamos a lo que queriamos, y finalmente:
o0 2

— 1 1o
2z =2 (W=

=1

Proposicién 2.5. Sila suma parcial simétrica, s, (f,t) de la serie trigonométrica converge
en LYT) a f € LY(T), entonces cj(f) = cj.
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Demostracion. Fijado un j, observamos que f,(t) = (f(t)—sn(t))e"¥% n = 0, 1... converge
a 0 en L(T). Por lo que los coeficientes de Fourier de dicha serie serén:

(0) = 5= [0t = o [ (50 = su)e e+ o [ sutear

con un calculo tenemos que:

27 Jr 1 si j=0.

Por esta razén tenemos que la segunda integral de ¢;(f) es ¢; cuando |n| > j. Haciendo
uso de [¢;(f)| < || f]]1, llegamos a que |¢;(f) —¢;| < || fnlli = 0 cuando n — oo, con lo que
tenemos que ¢;(f) = ¢;. O

Teorema 2.6. Teorema de Riemann-Lebesgue: Sea f € L*(T). Entonces ¢; — 0 cuando
|7] = oo.

Demostracion. Utilizaremos el hecho de que los polinomios trigonométricos son densos en
L(T), como se establece en la Proposicién 6.5. Dado un & > 0 demostraremos que |¢;j| < &
cuando |j| > ng. Sea p un polinomio trigonométrico tal que ||f —p|[1 < e, y sea ng el grado
de p. Dado un |j]| > ng tenemos que:

1
2

o= 5= [ £O = 5 [ (0 = o)t

y como |¢;| < ||f —plli <e. O

p(t)e Ytdt =0 si |j] > no
T

Veamos ahora que s,(f, ) también se puede escribir de la siguiente forma:

sn(f, ) / £(t) _”tdt

\J\<n

- i/ 105 X a

l7]<n

- /f (@ — t)dt. (2.3)

Definicion 2.7. Denotamos por Nicleo de Dirichlet de orden n a:

1 .
Dy(t) = 3 D et n=0,1,2,.. (2.4)

l71<n
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10

VAW VA MNLOA N T
B A S/AVS ; VRN S/

4

Figura 2.2: Representacién de D,,(t) para los valores n = 3,5 y 10.

Vamos a estudiar algunas de sus propiedades, para ver la primera propiedad haremos
la suma geométrica de (2.4):

i(2n+1)t
Dy (t) = %e—mtE ((eit _) 1) 2
1 ei(nt)t _ —int
T 2ei/2(il/2 — ¢-it/2)
1 itn+1/2)t _ —i(n+1/2)t

9 elit/2 _ o—it/2
Isen((n+ 1/2)t)

=— =0,1,2,... 2.
2 sen(t/2) 02 (25)

También tenemos que por (2.2):

1 2
- / Dt)dt== | Dut)dt=1 n=0,1,2,.. (2.6)
™ Jr ™ JI0,7
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Podemos estimar D,,(t) sabiendo que |e¥f| = 1:
1 . 2n+1 1
[Da(D)] < 5 Z B ——=nt5; n=012.. (2.7)
lil<n
Ademas se puede deducir:

1

T
- T 0<t<m. 2.8
Ssin(t/2) 2t P USUST (28)

Vamos a ver como se puede llegar a esta desigualdad, para ello consideremos la funcién:

sen(t/2
o = =242,
Demostrar la desigualdad equivale a demostrar que:
1 T
2f(t) — 2’
lo cual es cierto si se cumple que:
e
- 7""

para 0 < t < 7, se sabe que:
2
senx > —x para 0<t<m.
T

Sustituimos z = %, y obtenemos:

2t t
sen(t/2) > — - = = —
T 2
Dividimos ambos lados por ¢:
sen(t/2) _ 1
> =,
t T
Esto implica que:
1
t) > —.
OE
Con lo que llegamos al resultado buscado.
A partir de esto y con (2.5) tenemos que:
|Dy(t)] < ﬁ para 0<t<m y n=0,1,2, ..

A veces, es de ayuda sustituir D, (t) por D} (t) = (Dp—1(t) + Dy(t))/2, haciendo uso de
esto:

sen ((n —1/2)t) 4+ sen ((n + 1/2)t) sennt

Dn(t) = 2 sen (£/2) = Stan(t/2)

n=0,1,2,.. (2.9)
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Ademas tenemos que D, (t) — D} (t) = (Dn(t) — Dyp—1(t))/2 = cos(nt/2), asi podemos
escribir:

sn(f,z) = % /Tf(t)D:L(x —t)dt + % /11‘ f(t)cos(n(x —t))dt = s (f,x) + A,.  (2.10)

Llamamos al término A,, el error, en el sentido de que tiende a 0 cuando n — oo uni-
formemente en x, y por lo tanto podremos ignorarlo. Es facil ver utilizando cos(a — b) =
cosacosb + senasenb, que A, se puede escribir como:

1 1
cos(nx)ﬂAf(t) oS (nt)dt+sen(nx)ﬂ/Tf(t) sen (nt)dt.

Utilizando ahora el teorema de Riemann-Lebesgue tenemos que ambas integrales tienden a
0 cuando n — co. Ahora vamos a trabajar con D} (t) y estudiar algunas de sus propiedades.
Por (2.6) es facil ver que:

1 2
L/Dﬂﬂﬁ: Di(tydt=1 n=0,1,2,...
TJT T J[0,]

Utilizando (2.7) también podemos obtener:

(n—1)+3+n+3

|D;(t)] = (Dn—1(t) + Dn(t))/2 < ;

=n n=20,1,2,..

También por el hecho de que D} (t) es una funcién par tenemos que s} (f,x) se puede

L [ (fle+t)+ f@—1) .
- /Tr y DX (t)dt. (2.11)

escribir como:

Proposicién 2.8. Sea [a,b] C T. Entonces existe una constante C' > 0 tal que para todo
n € N se cumple que:

b
/ Dn(:c)dx‘ <C.

Demostracion. Por (2.5) se tiene que:

b bsen((n +1/2)x)
Z/a Dy, (x)dx :/a sen(z/2 dx =

- /ab sen((n + 1 /2)$)(Sen(1x/2) B ;2 ) s /ab sen((nx—;21/2)x) .

La segunda integral se puede acotar mediante la Proposicion 1.8 de la siguiente manera:

/b sen((n+1/2)x
a sen(z/2

)dx‘ = |2[Si(b(n +1/2)) — Si(a(n + 1/2))]I.
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Por las propiedades demostradas en la Proposicién 1.8 se tiene que la integral anterior esta
acotada por una constante K. Para acotar la primera integral, empleamos el desarrollo en
series de Taylor del seno y el cambio de variable u = /2 y tenemos:

1 1

b b
[ e o)l < e~ 7

b2 1 1 b/2 4 — senu
= —_— = —‘du = )7‘du
a/2 1sen(u) u a/2 | usen(u)

/b/2 u— (u—u?/3l+ O(ud)) ‘

da

/2 usen(u)
b2, 4 b/2
= / lu/3! + O(u?)|dx < Mdx
a/2 sen u a/2
b—a
B ( 2 )M‘
Por lo que con C'= M + K tenemos el resultado. O

Teorema 2.9. Principio de Localizacion de Riemann: Sean f,g € L'(T), si existe § > 0
tal que:
f(x) =g(x) paratodo x € (xg— 98,20+ 9),

entonces se tiene que sy(f — g,x) —3 0 para todo x € (xo — 0,20+ 6) .

Demostracion. Sea h = f— g, por hipétesis, h(z) = 0 en un entorno abierto (zg—9,xg+9).
Para x € (xg — 0, x0 + 6) existe € > 0 tal que h(x —t) = 0 si |¢| < e. Entonces usando que
h(xz —t) en un entorno del origen:

sn(h, x) = /7r h(z — t) Dy (t)dt = /

-7 [t|>e

h(z — ) Dy (1) + / Wz — Dy (1) = I + I
[t|<e

En el caso de I se tiene que h es 0 por lo que su integral también. Ahora veamos qué

pasa con Is:

su(h, )] < /| ICRRIEAO

Pero D,,(t) estd uniformemente acotado fuera de cualquier entorno de 0 y como h(z) €
LY(T), se tiene que I — 0. Esto completa la demostracién. O

2.2. Series de Fourier de funciones continuas

En esta seccion vamos a tratar las series de Fourier de funciones continuas, podriamos
pensar que las funciones continuas cumplen el teorema de Dini, es decir, que verifican (3.1).
Sin embargo, (3.1) puede divergir en puntos de continuidad, este es el caso de puntos en
los que la funcién es continua pero su crecimiento no esté acotado.
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Proposicién 2.10. Si f(t) es una funcion continua en T entonces f(t) € L>(T).

Demostracion. Supongamos que f(t) es continua en T, que es un compacto entonces por
el teorema de Weierstrass tenemos que f(t) es acotada y alcanza maximos y minimos, con

lo que tenemos el resultado.
O

Definicion 2.11. Las constantes de Lebesque Ly, se definen por:
1
Ly, =2||Dy|i = = [ |Dn(t)|dt, n>0.
T Jr
Esta definicién viene de que por (2.3) y porque Dy (t) = D, (—t):

1
0 <+ [ 1OUDu01dt =~ [ 17OIDuOIdr < £ L
Por lo tanto al definir f(t) = sgn(Dy(t)),t € T, es decir:

1 si Dy(t) >0,
fa(t) =190 si Dy(t) =0,
—1 si Dy(t) <0,

podemos ver quel|f,|| = 1, y entonces:

sup [sn(f,0)] =
FeL>(D),| flllo <1

Como la funcién f,(t) toma valores reales y es discontinua en un nimero finito de puntos
(esto se debe a que D, (t) = 0 en un ndimero finito de valores). Entonces ahora utilizando
que las funciones continuas son L>(T) en entornos cerrados y acotados tenemos que:

sup |5n(f’0)‘ =L,
FeC(T),|Iflo<1

Entonces ahora se puede ver la importancia de estudiar el comportamiento de L,,.
Proposicién 2.12. L, ~ (%) Inn, cuando n — oo.

Demostracion. Como D, (t) = Dy, (—t) y por (2.5), tenemos que:
1/2)t
/‘sen n+1/2)t ‘dt /
2sen(t/2) [0,7]

/ dt
+ =
T Jom]

sen((n +1/2)t) = A, + By,
Se ve que A,, = O(1). Ahora vamos a ver que pasa con B,. Realizamos el cambio de
variable (n 4+ 1/2)t = s y queda:

sen((n +1/2)0) (288111@/2) _ %)dt
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2 d 2 d
Ba= [ sl = [ sl 00 = B+ 00
T J{0,(n+1/2)7] 5 T Jixna] 5

Asi habremos terminado si demostramos que
, 4

Entonces:

n—1

B;LZQZ/ |sens|d5
T ke, (k+1)7) S

:Z/ |senk7r+t]dt
0 ]C7T+t
2 1
== t dt
W/[Om](sen )<k:1 /mr—l—t)

La expresion dentro de los corchetes se puede sustituir por arriba y abajo por:

4 1
sz ) < ;S;Z%

Entonces ya tenemos el resultado buscado porque utilizando el criterio de Stolz llegamos
S Vk 1 O

Inn

a que lim,_,
Corolario 2.13. Si f € L*>(T), entonces sy(f,z) = O(lnn).

Teorema 2.14. Teorema de Banach-Steinhaus (Principio de Acotacion Uniforme): Sea
E un espacio de Banach, F un espacio normado y sea W un subconjunto de L(E, F') (ope-
radores lineales acotados de E en F') tal que para cada x € E, sup{||Tz|rp: T € W} < 0.
Entonces se tiene:

sup{||T|| : T € W} < 0.

Demostracion. Para cada n € N sea:
F,={x € E:|Tz| <n,paratodo T € W} = Npew T *(B(0,n)).

Como cada T € W es acotado, Fj, es cerrado para todo n. Ademas, dado cualquier z € E,
puesto que sup{||Tz|r: T € W} < oo, podemos encontrar un n tal que sup{||Tz|r: T €
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W} < ny asi tenemos x € F,,. Luego E = U2 | F,,. Por el Teorema de Baire 1.3, existe
xog € E, m € Nyr >0 tal que B(xg,2r) C F,,. Por lo tanto si ||| <1y T € W, se tiene:

1 1 1
ITell = |[T( -0 +2) = T(~a0)|| = ~IIT20 + r2) = T(ao) |
1 1 1 2m
—|1T(zo + rz)ll + ~[[Tzo] < ~(m +m) = —.
T T T T

IN

Por lo tanto:

2m
sup{||T|| : T € W} = sup{sup{||Tz||p: ||z|]| <1} : T e W} < o < 0.

Ahora apliquemos el Teorema de Banach-Steinhaus 2.14 con E = C(T) y F = C,
entonces tenemos que:

T f = 5,(f,0) = iAf(t)Dn(t)dt, n>0.

lo cual implica que:

4
sup [T f| ~ — Inn.
Iflcm<1 m

Pero utilizando el Teorema de Banach-Steinhaus 2.14 esto implicaria que existen una
constante c¢ tal que % Inn < ¢, para todo n lo cual es imposible. Entonces, sabemos que
tiene que existir una funcién continua f tal que sup, |s,(f,0)] = oco. Claramente esta
funcién no tiene una serie de Fourier convergente en 0.

Ahora trataremos de probar la existencia de esta funcién continua. Definimos f en
(0, 7] y la extendemos como una funcién par, es decir:

oo
f(z) = Z cpsen(ngt)xr, (t), 0<t<m,
k=1
con ¢ — 0y xr, es la funcién caracteristica en el intervalo [7/ng, m/ng_1). Empezaremos
con la eleccién de ¢; = 1,n; = 2y I} = (7/2,7], con n; < -+ < ng_q. Ademas,
introduciremos la siguiente funcién:

hit) = | e cisen(ngxe, (8) st te (w/m,m,
0 en otro caso.

Entonces h(t)/t esta acotada haciendo la eleccién de ¢; = 1/n;, ya que si t ¢ (7/ng_1,7]
estd acotada y si t € (w/ng_1, 7| tenemos:

h(t) c;sen(n;t) sen(n;t)
‘ }:‘ ’ ’ )Zlcj\)if ‘|nj|=\0j”j!<00'
t t n;t
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Aplicando ahora el Teorema de Riemann-Lebesgue 2.6 llegamos a:

lim hit) sen(nt)dt = 0.

n—o0 [0771,]
Escogemos ny, suficientemente grande para que verifique:

‘/ hit)sen(nkt)dt <1. (2.12)
0,7

Con esta eleccién de ny ponemos I, = (w/ng, m/ng—1] y f(t) = cisen(ngt). Ahora para
estimar las sumas parciales sy, (f,0) lo hacemos de la siguiente forma:

2 dt 2 dt
— ftsennt:/ f(t)sen(ngt)—
7 o [Osen(mD w<(o,ﬂ/nk]” ()’
dt dt
+/ f(t) sen(ngt)— +/ f(t) sen(nkt)—)
(7 /nge,m/ng—1] t (7/ng—1,7] t
= A, + B + Cj.

Por (2.12) tenemos que Cy = O(1). Ademés, independientemente de la eleccién de ¢i que
hagamos llegamos a:

|Ay| < / [sin(net)| L < enp ™ = 0(1).
(07/mx] t o

Finalmente, vamos a ver qué ocurre con Bj. Tenemos que:

dt 1-— 2nit
By = ck/ (sin(nkt))27 = ck/ C()Qst(nk)dt
Iy,

Iy,
1 dt ¢ dt
—e [ mpt) s = B + B
CkQ/Ikt 5 Ikcos( nk)t . + By

Sea Nj, > 2%, con la eleccién de ¢ = (In N;)7%,0 < € < 1, tenemos que ¢ — 0, entonces:

1
By, = §(lnNk)1*€ — oo, cuando  k — o0.
Ahora con By integramos por partes con u = %, dv = cos(2nyt)dt, entonces du = —t%dt, v =
% y nos queda al integrar:

B .
k an an t2

Por la eleccién de los nj tenemos que el término ya integrado tiende a 0 cuando k — oo,
y con el término de la integral hacemos lo siguiente:

/ sen(2nkt)dt’< 1 / dt—O(l),
Iy,

2ny 21— % [ /1 00) ? N
con esto llegamos a que s, (f,0) ~ (In Ny)17¢ + O(1).

/N

B sen(2nkt)]7r/nk_1 +/ sen(2nyt) dt
I
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2.3. Propiedades elementales de las series de Fourier

En esta seccién estudiaremos algunas de la propiedades elementales de la series de
Fourier, que nos seran tutiles para trabajar con dichas series en un futuro. En primer lugar
vamos a ver la linealidad de las series, es decir:

f~ Zc]e y g~ xz et entonces  cj(f +Ag) =c¢;f + A5 (g).
Definicién 2.15. Sea a € R, llamaremos a fq(t) = f(t + a) la funcién desplazada de f.

Observacion 2.16. Los coeficientes de Fourier de la funcion desplazada de f se pueden
obtener realizando el cambio de variable u =1t + a y du = dt de tal manera:

. 1 mt+a .
/f e Yldt = > /Haf(U)e”(“a)du
zja

=e€ f( Je Ty = €ija0j(f), para todo j.

or J_
Es decir, fo ~ Y c;(f)e(atD),

Ahora vamos a estudiar como actiian algunas operaciones usuales sobre las series de
Fourier como lo son la diferenciacién, la integracién y la convolucién.

Proposicién 2.17. Sea f € L(T) y sea F(t) su integral indefinida, es decir:

F(t)y=c+ f(s)ds, teT.

(0,4]
FEntonces,
F(t) —co(f)t ~ Co + Z Meiﬁ, con Cy constante.
0
Demostracion.

F(t+2m)— F(t) = /(tt+2 ]f(s)ds = /Tf(s)ds = 2meo(f).

Entonces tenemos que F'(t) es periddica si ¢o(f) = 0. Ahora vamos a trabajar con H(t) =
F(t)—co(f)t, esta funcién es periddica y absolutamente continua por ser la integral de una
funcién de L'(T) al igual que H'(t) = f(t) — co(f). Ahora vamos a calcular los coeficientes
de Fourier de H(t), si j # 0:

; H(t)e Ytdt
i o /

—zyt 1
} + 2mij

¢(f)

ij

/ (F(8) — colf))eFdt =
T

27r —i j -
Entonces:

F(t) = co( )t = H(t) ~ Co+ Y cﬂ ) gt
J#0
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Proposiciéon 2.18. Si f es absolutamente continua, entonces:
f1~Y igei(f)et,
J

ademds, cj(f') = o(ﬁ).

Demostracion. Como se tiene que f(t) = F(—m) + f(,ﬂ 1 f'(s)ds, con lo que quedaria
aplicar la Proposicién 2.17 . O

Corolario 2.19. Sea f € C*(T). Entonces sea D*f la k-ésima derivada de f, tenemos
que:

D f ~ Y (i) e (f)e .
J
Ademds, cj(D¥f) = o(1/|j|¥).
Ahora vemos que pasa con el operador convolucién en L'(T).

Definicion 2.20. La convolucion de f con g se denota por f x g y se define como:
1
(Fr9)@) =5 [ fo =ttty
TJT

Teorema 2.21. Sea f,g € L*(T). Entonces para casi todo x, la funcion f(x —t)g(t) como
funcion de t es integrable, ademds se tiene que f* g € LY(T) y ||f = gll < Ifllillglls v
también:

ci(f*g) =cj(f)cj(g) para todo j.
Demostracion. Vamos a probar ambos resultados mediante el Teorema de Fubini. Para
1f =gl < [[fll1llg]lx tenemos que:

I gl = [ 17 < a)e)dn = [ |- [ fo=gt)at|aa

< /T = /T £~ Dg(D)]dr)dr < /T S-lo(t) /T f(w — t)dadt

Ahora haciendo el cambio de variable u = x — ¢:

1 1
Il < 5= [ lo@1( [ reau)de= 5171 [ laide =11 lglh

Con lo que llegamos a que || f * g|| < ||f|l1]|g]|1. Ahora para probar c;(f * g) = ¢;(f)c;(9g)
utilizaremos también el Teorema de Fubini.

f9) = 5= [ (5 [ 7o = awat)e s
o (5 [ e =0zt = ey £)ey(9).

Finalmente tenemos ¢;(f * g) = ¢;(f)c;(g). -
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Corolario 2.22. Si f € LY(T) y p(t) = 2olil<n cj(p)eVt, entonces f x g es el polinomio
de grado menor o igual que N, tal que:

(fp)(@) = ¢;(f)ei(p)e,

7SN

Proposicién 2.23. Sea f,g, fg € L'(T), entonces:
ch )ej-k(g
Demostracion. Sea f(x) =3, cj(f)e’® y g(z) =3, ck(g)e’ ™, entonces:

OIUCEL

ademas sabemos que:

= l(fg)e™”.
K

Pero en nuestra expresién anterior, cada término ¢ T%)% aparece con coeficientes ¢;(f)cx(g),
y la suma recorre todos los posibles valores de j y k. Por lo tanto el coeficiente de Fourier
ck(fg) se obtiene sumando todas las combinaciones que sumen k, es decir:

ECJ Ck]



Capitulo 3

Criterios de convergencia

La principal referencia utilizada en este capitulo ha sido [9]. Nos centraremos en de-
mostrar bajo qué condiciones f se tiene que lim,_,~ s, (f, x) converge a f, es decir, cudndo
la serie de Fourier converge a f. Comenzaremos con uno de los teoremas mas relevantes
que trata sobre la convergencia puntual:

Teorema 3.1. Teorema de Dini: Sea f € LY(T) y sea € T. Si existe una constante A

tal que:
™
/

entonces lim, oo sp(f, ) = A.

Fla+t)+ fle—t) dt

Demostracion. Por (2.10) es suficiente probar la afirmacién de s,(f,x) reemplazdndolo
por s (f,x). Ahora utilizando (2.9) y (2.11), tenemos:

. 2 flx+t)+ f(z—1) sennt
salfrw) — A= /{Om]( 2 - A) 2 tan(t/2)

™

Ahora utilizando (3.1) tenemos que la funcién:

f(:v+t)+f($—t)_A> 1

> stan(i) < L (@

F(t) = (
ya que cerca de 0 tenemos que tan(t/2) ~ t/2, y ahora aplicando el Teorema de Riemann-
Lebesgue 2.6 a F,(t) tenemos que lim,,_,~ fT F,(t)e="dt — 0 tiende a 0 cuando n — oo.
Lo que implica lim,, o $p(f, z) = A. O

A tomar en cuenta sobre este resultado que si z es un punto de discontinuidad de salto
entonces: A = lim;_,g w En los puntos de continuidad de la funcién se tiene
A = f(x). Ademéds, si limy,o f(z +t) — f(x —t) =0(|t|*),a > 0 entonces la serie de
Fourier de f converge a f(z). Esto equivale a decir que si f/(z) existe y es finita entonces
la serie de Fourier de f converge a f(x), adem4s si esto se satisface en un intervalo entonces

sn(f,z) converge uniformemente a f(x) en dicho intervalo.

23
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Teorema 3.2. Teorema de Stone- Weierstrass: Sea € > 0 arbitrario y f € C(2). Entonces
existe un polinomio trigonométrico T(x) tal que | f(x) —T ()| < €, es decir, los polinomios
trigonométricos son densos en C(§2).

Demostracion. Fijemos € > 0 arbitrario y sea x € T, y definamos T'(z) de la siguiente
manera:

T(x) = an /Tcos "(u/2) f(x + u)du

Ahora tomamos a,, para que cumpla:

an, /Tcos "(u/2)f(x +u)du =1 (3.2)

Donde, evaluando en la integral se tiene que:

2n-(2n—2)---4-2<
Ay = n
"2m-(2n—1)---5-3

De (3.2) se deduce que ¢, [ cos*™(u/2) f(z)du = f(z). Por lo tanto se tiene que para algtin
0 < d < 7 se tiene que:

T(x) = f(2)| =

an /7r cos®™(u/2) f(x +u) — f(u)du

é
San/ cos?™(u/2)|f(x + u) — f(u)|du

—0

=5
+ an/ cos®™(u/2)|f (x + u) — f(u)|du

—T

—i—an/ﬂcos "(u/2)|f(x +u) — f(u)|du =1 + I
5

Ahora vamos a estimar por separado cada I;. En primer lugar, por ser f continua en T
tenemos que para todo = € T:

Fe+w) - f@)] < 5.

Por lo tanto,

6
L < san/ cos®™ (u/2)du <<
2 | 2

Ahora vamos a ver que ocurre con Io. La continuidad de f garantiza que existe una
constante M > 0 tal que |f| < M en T, entonces:

—6

I, < 2Man</ cos®™(u/2)| f(x + u) — f(u)|du

—Tr
K

—|—an/67rcos "(u/2)|f(x+u) — (u)\du) <4Mn/5 cos® (u/2)du



25

por ser ¢, < n. Ahora, para 6 < |u| < 7 se tiene que:
cos®™(u/2) < cos®™(6/2) = o*"

para algin 0 < ¢ < 1. Como no?® — 0 cuando n — 0o, para un n suficientemente grande
se tiene que Iy < 4M7no?" < /2. Finalmente se tiene que para todo = € T:

|T(z) — f(x)] <e/2+¢e/2=c¢.
Por lo que tenemos |T'(z) — f(z)| < € como queriamos probar. O
Para establecer otro criterio, vamos a introducir la siguiente definicion.

Definicién 3.3. Denotaremos por wi(f,z) al L-mddulo de continuidad de f y se define
como:

wﬂﬁ@=é;AV®+t—ﬂmﬁ-

Teorema 3.4. Teorema de Marcinkiewicz: Supongamos que f € L*(T) y que:

/ w(f, t)@ < 00.
[0,7] t

Entonces lim,,_,o sn(f, z) = f(z) en casi todo T.

Demostracion. Sea:

dt
I@) = [ I+t - @)l 20
07

Ahora utilizando el Teorema de Tonelli 1.2:
1 1 dt
o [ 1@ _/T%(/M Fa+1) — @) T
| dt
= [ o ([0 s@na) g

dt
:/ wl(f,t)7<oo.
(0,7]

Por lo que I(x) < oo en casi todo punto de T y por lo tanto:
dt ,
|fx+t)+ flx —t) — 2f(:n)]7 < oo en casi todo T
[0,7]

Concluimos utilizando el teorema de Dini con A = f(x), y llegamos a que lim,,_soc sp(f, z) =
f(x) en casi todo T. O

A continuaciéon vamos a ver otro resultados relevantes sobre la convergencia puntual
de las series de Fourier
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Teorema 3.5. Teorema de Dirichlet-Jordan: Sea f € L'(T) una funcion creciente en un
entorno de un punto xg € T, entonces se verifica:

i s (1.0  100) + 7(aE)

n—oo 2

Demostracion. Supongamos T = (—m, m) y sea § > 0 tal que f es creciente en el intervalo
(xo — d,z0 + 9), entonces por (2.3) se tiene:

sn(fyxo) — f(xOJr) / f(t)Dyp(xg — t)dt — ]‘(:Ua');f(sa)
xb) — f(sy
/f%_t ot — L) 1)
/ f(zo +t) D, (t)dt — W
— = [+~ s D0
1 0
+ 7_[_/_ [f(.’L'() + t) — f(.l‘a)]Dn(t)dt = Il + IQ.
Ahora acotemos I1, y para Is se realizaria de manera andloga:
L] <= ‘/ (zo+1t)— dtM/ (wo+1)— f(ad)] Dn dtD 2 (1A +|B))

donde |B| — 0 cuando n — oo por el Teorema de Riemann-Lebesgue 2.6. Ahora, aplicando
el Teorema del Valor Medio para Integrales 1.1 tenemos que existe v € (0,0) tal que:

é
Al = 150+ 8) = )| [ Dattrat]< Clf o +8) = s,

donde la ultima desigualdad se obtiene del Teorema 2.8. Finalmente bastaria tomar § > 0
tal que |f(zo+6) — f(zd)| < £/2C para algiin € > 0 y de esta forma tenemos que |A| — 0
cuando n — oo. O



Capitulo 4

L*(T): Espacio de Hilbert

En el contexto de las series de Fourier, el espacio L?(T) juega un papel crucial por
razones que veremos a continuacién. Para dar comienzo a esta seccién comenzaremos
definiendo lo que es un producto interno y un espacio de Hilbert:

Definicion 4.1. Un espacio vectorial V' sobre K se dice un espacio con producto interior
si existe una funcion (.,.) : V. x V. — K que satisface las siguientes condiciones para todo
x,y,z€V yle K.

i) (x,z) >0y (z,x) =0 solo si x = 0.

i) (x +y,2) = (x,2) + (y, 2).

i) (Ax,y) = Mz, y).

w) (T, y) = (y,x). A la funcion(.,.) se le llama un producto interno o producto escalar en
V.

Definicion 4.2. Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interior que es completo
para la norma que induce el producto

Trabajaremos en un espacio de Hilbert con el siguiente producto interior:
1 _
{f.9) =5 | f{H)g(t)dt.
T JT

Ademas, en este espacio de Hilbert las exponenciales {e”t}]?‘i_oo forman una base orto-
normal. A continuacién, vamos a ver algunas propiedades béasicas de las series de Fourier
en el espacio de Hilbert.

Definicién 4.3. Sea {x4}aca una base ortonormal, definimos el coeficiente de Fourier
de x como:

z(a) = (x, xq)

[e.9]

Lema 4.4. Sea {x;}32, es una base ortonormal y x = 3 72, cjx;, entonces ¢; = (x,x;)

conl<j<oo,y|zl? = Z;; e

27
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Demostracion. Para la primera parte como z = Y -2 ¢;x; tenemos que:

7=1
n

(x,z) = <Z cjTj, o)) = cx (T, T) = C-
j=1

Para la segunda parte tenemos:
o0 oo o0 o0
21> = eiewlag,an) =Y g = el
j=1k=1 j=1 j=1
O

Corolario 4.5. Si {l'j} 1 es una base ortonormal en H y c; es una sucesion de nimeros
complejos tal que 2\01]2 < o0, entonces Y cjx converge en H. Ademds se tiene que
cn =z(n).

. . . . N
Demostracion. Para ver la convergencia del sumatorio es suficiente ver que sy = > =1 G

es de Cauchy en H, ya que los espacios de Hilbert son completos. Por el Lema 4.4 se tiene:

M

lsv —sul®> =D e, N <M.
j=N+1

Por el Teorema de Riemann-Lebesgue 2.6 tenemos que ¢; tiende a 0 cuando N, M — oc.
Ademas se tiene que z(n) = imy oo (SN, Tn) = Cp. O

Teorema 4.6. Teorema de Mejor Aprozimacion: Sea {xj};-";l una base ortonormal y sea

x € H se tiene:
o0 o0
Hx—Zx(g)xjH < “x—ZAjmj“. (4.1)
j=1 j=1

La igualdad solo se cumple si \j = x(j),1 < j < 00, y en este caso:

0< |z =Y 2G| = llzI? = Y 2P
j=1 J=1

Demostracion. g Se tiene:

Hx—iAmH — |z - Zm Zm +Z|A|2
j=1

sea \j = a; +1if; y x(j) = a; + ib; entonces:

o0

2] =) " (a(2a; — aj) + Bj(2b; — ;).

=1
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Es facil ver que la funcién f(t) = t(a — t) tiene un maximo en t = a/2, entonces tenemos
que el maximo del sumatorio se alcanza en o; = a; y 8 = b;, es decir:

Aj=xz(j), 1<j<n. (4.2)
Por lo que la igualdad en (4.1) se alcanza cuando se cumple (4.2). O

Teorema 4.7. Desigualdad de Bessel: Sea {iﬁj};; una base ortonormal entonces:

o0

> N,z < ).
j=1

Demostracion.
oo o0 o
e = G, z)ayl* = [l2ll® = (2, (@, 2p)a) — O e, z5)x;, x)
j=1 j=1 =1
o o
+ Z<.ﬁlf,-’1)j>2 = HxHQ - Z<xaxj>|2
Jj=1 Jj=1

Por lo tanto:

oo
> Nz < .

j=1
O

Teorema 4.8. Teorema de Riesz-Fischer: Sea {x,}nen una base ortonormal en H y
supongamos Y, |An|? < 00, entonces se tiene que existe v € H tal que x =Y. A\pn.

Demostracion. Como Y, |An|?> < oo basta aplicar el Corolario 4.5. O

Teorema 4.9. Sea {x,}nen una base ortonormal en H, entonces cada una de las siguien-
tes propiedades implica otra:

1. {x,}0°, es una base ortonormal de H.
2. Si(x,xn) =0 paran =1,2,.., entonces z = 0.

3. span{s, = n € N} es denso en H, es decir, todo vector de H es el limite de una
sucesion de vectores de span{s, =n € N}.

4. Identidad de Parseval: Para x € H se tiene que ||x||? = Y00, [{z, x,)|?.

n=1
5. Para todo x € H se tiene:

o0

(2,9) = S, 20) (7r70)-

n=1



30 CAPITULO 4. L*(T): ESPACIO DE HILBERT

Demostracion. 1)— 5). Pongamos S, = > 0t | < &, Tp > Tn,Tm = 90y < Yy Tn > Tn.
Ahora utilizando la continuidad del producto interior obtenemos lo siguiente:
m oo
<377 y> = rr}gnoo<8m’ Tm> = lim <xa xn) <y7 xn) = Z(xa xn) <y7 xn)-

m—00
n=1 n=1

5)— 4). Resulta de tomar en v) x=y.

4)— 3). Dado cualquier x € H, usando iv) deducimos que:

m o0
|z — Z(xaxn)fﬁnﬂz = Z |z, 2,)|*> = 0 cuando m — co.
n=1 n=m+1

3)— 2). Si (x,x,) = 0 para n = 1,2,... se tiene que =z L span{x,, = n € N}. Por
la continuidad del producto interior, deducimos entonces que x es ortogonal al cierre del
span{x, =n € N} que es H. Luego L = y asi = = 0.

2)— 1). Sea z € H arbitrario. Pongamos w = > - (2, Zn)Z, que es una serie con-
vergente por la por la desigualdad de Bessel 4.7 y el Corolario 4.5.Para cada k& € N se
tiene:

m
(x —w,xp) = (z,21) — n%gnw E:I 2, Tn)TnTr) = (2, xk) — (z,2%) = 0.
-
Por 2) deducimos que:
o0
z=w= Z(z, Tp) T,
n=1

O

Una de las conexiones méas profundas entre el andlisis funcional y el anélisis de Fourier
es la existencia de un isomorfismo isométrico entre el espacio de funciones L?(T) y el
espacio de sucesiones (2(Z). Esta que asocia a cada funcién f € L?(T) su secuencia de
coeficientes de Fourier ¢, . Dicho isomorfismo no solo es lineal y biyectivo, sino que ademaés
preserva el producto interno y la norma, es decir, la estructura completa de espacio de
Hilbert y es un isomorfismo isométrico. A continuacién definiremos ¢2(Z):

Definicién 4.10. Definimos el espacio (2(Z) al conjunto de sucesiones de niimeros com-
plejos tal que:

o
2(2) = {(@nnez| Y lanl? < o0}
n=—oo
Este conjunto, provisto del producto interno,

[e.o]

<an7bn>: Z ana'

n=—oo
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Forma un espacio de Hilbert, es decir, un espacio vectorial completo con respecto a la
norma inducida por ese producto interno:

ool = (3 Tanl?)"

n=—oo

Definiciéon 4.11. Dos espacios de Hilbert Hy y Hy son isométricamente isomorfos si
existe un operador lineal biyectivo T : Hy — Ho tal que:

(Tf,Tg)n, =(f,9)n,, paratodo f,g € H.

Este conjunto, provisto del producto interno,

oo

<an7bn>: Z ana'

n=—oo

Ahora, con estas definiciones por demostrar el Teorema del Isomorfismo Isométrico
entre L(T) y ¢%(Z).

Teorema 4.12. Teorema del Isomorfismo Isométrico entre L?(T) y ¢*(Z): Sea F la si-
guiente aplicacion:
F:L(T) > 4(2),  f = en(f),

es un isomorfismo isométrico de espacios de Hilbert.

Demostracion. 1. Linealidad: La aplicacién F' es lineal por la linealidad de la integral.
2. Preservacién del producto interno: Se tiene aplicando la Identidad de Parseval 4.
3. Inyectiva: Sean f,g € L*(T) y que F(f) = F(g), es decir, los coeficiente de Fourier
son iguales. Queremos demostrar que esto implica que f = g en L?(T). Para ello definimos
la diferencia de las funciones f — g. Como F(f) = F(g), entonces se tiene que:

en(f—9g) =cn(f) —cn(g) =0 para todo n € Z.

Por lo tanto, la serie de Fourier de f — g es la secuencia de coeficientes ¢, = 0 para todo
n € Z. Ahora por la Identidad de Parseval 4, tenemos:

o0

=gl = S Jealf—gP = S 00

n=—oo n=—oo

Entonces se tiene que ||f — gH%2 = 0 lo que implica f = g en L?(T), por lo que tenemos
la inyectividad
4. Suprayectiva: Dado cualquier {c,}nen € £2(Z), se tiene que la serie:

y por el Teorema de Riesz-Fischer 4.8 f(z) converge en L?(T), por lo que se tiene que f
estd definida en L?(T) y finalmente F' es suprayectiva. O






Capitulo 5

Fenémeno de Gibbs

El contenido de este capitulo ha sido principalmente obtenido de [6]. Las Series de
Fourier permiten aproximar funciones periédicas mediante combinaciones de funciones
trigonométricas. El problema de estas aproximaciones aparece en los puntos de disconti-
nuidad, donde, en general, el valor aproximado de s, (f,z) segtin el Teorema de Dirichlet-
Jordan 3.5 converge al punto medio del salto. Usualmente, las oscilaciones de las Series
de Fourier disminuyen a medida que se incrementa el niimero de términos, es decir, al
aumentar s,(f,t). Sin embargo, esto no sucede en los puntos de discontinuidad ni en sus
proximidades, donde los picos de las oscilaciones persisten incluso al aumentar el niimero
de términos. Este comportamiento se conoce como el fenémeno de Gibbs. A continuacién,
observaremos este fendmeno en la llamada funcién salto definida en T:

f(gc)_{—l si —r<x<0,

1 si 0<z<m.
La serie de Fourier asociada a f es
4 Ksen((2n — 1))
lfon) =20 T

n=1
A continuacién en la Figura 5.1 podemos ver un grafico que muestra en azul la funcién
salto y en rosa su serie de Fourier. Se puede apreciar las protuberancias de las que antes
hemos hablado y ademas vemos que nos disminuye cuando hacemos mas y mas iteraciones.

Derivando término a término la serie s, (f)(x) tenemos:
4 oo
sh(f)(x) = = Z cos((2n — 1)x).
n=1

Ahora reordenando y multiplicando por sen(x) a ambos lados de la ecuacién:

n n—1
msenzs, (f)(x) = 4seancos((2j — 1) = 4seancos((2j + 1)x)
j=1 Jj=0

33
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Figura 5.1: Representacién de f y s,(f,x) para n = 10,30,100 respectivamente. Los
circulos senalan donde ocurre el fenémeno de Gibbs.

Ahora usando la férmula de suma de cosenos con argumentos en progresién aritmética
dada por:

n—1 nd (n—1)d

sen(%-)cos(a + ~—5—

Zcos(a+jd): (%) cos( 7 )

j=0

sen(d/2) ’
entonces aplicando esto a nuestra serie:

_sen(nx)cos(nx)  sen(2nx)

n—1
Zcos((2j +1)x) =
=0

sen x 2senx

Con esto hemos llegado a la siguiente expresion:
msenzs, (f)(x) = 2sen(2nx),

por lo que el méximo de la funcién S, (f)(x) se alcanza en x = 7/2n, donde tiene el
siguiente valor:

sn(f)(m/2n) = %Z sen((zgj__liﬂ/%)‘

J=1

Con esto observamos que la Serie de Fourier de la funcion f alcanza picos cerca de los
puntos de discontinuidad como se puede apreciar en la Figura 5.1.



Capitulo 6

Nucleo de Fejér

En este capitulo trataremos el método de sumacién de Fejér, el cual consiste en tomar
los promedios de las sumas parciales y luego pasar al limite. De este modo, se obtiene
una nueva sucesiéon de funciones que converge, incluso en algunos casos donde la serie de
Fourier original no lo hace.

Definicién 6.1. La suma de Fejér de orden n de f € L*(T) se define como:
. SO(fax) ++3n(f7$)
Un(fa .f) - n+1

A continuacién, vamos a ver otra forma de expresar o, (f,z). A continuacién vamos a
expresar cada sumando del numerador de o, (f, x):

, neN.

so(f, ) = co
si(fyx) = c_1€7® 4 o+ €™

Sn(f, aj‘) = C,ne_i”x gk Cneinx.
Si hacemos la suma de todos estos sumando obtenemos que es igual a:
C_nefinx + 26-n+167i(n71)$ + .4 (’I’l + 1)60 4ot Cnein:p’

ahora dividiendo por (n + 1) llegamos a:

on(f,z) = Z (1 _ il )cjeijx, (6.1)

‘ n+1
l7]<n
por (2.3)
_ [#2Dg(x) 4 -+ f % 2Dy (x)
Un(fa :E) - n+1
* (25" Di(x
_LACTDE) o)

Esto permite introducir la siguiente definicién:

35
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Definicién 6.2. El niicleo de Fejér de orden n de f € L'(T) se define como:

- T2t

10

Figura 6.1: Representacién de K, (t) para los valores n = 3,5 y 10.

Utilizando (6.1) y (6.2) tenemos que el nicleo de Fejér se puede escribir de la siguiente

-5 o

lil<n

forma:

A continuacién vamos a ver algunas propiedades del nicleo de Fejér, en primer lugar

tenemos que por (2.2):

1/ 2
— [ Ky(t)dt = — K,(t)dt =1. 6.3
=3 REICEE R0 (63)
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También es inmediato estimar K, (t), ya que utilizando (2.7) tenemos lo siguiente:

n+1 n 1
Kon(t) < nHZID )<~ ;%(”2)
D )2
Similarmente como calculamos en (2.8), se tiene:
Kn(t) < —2 o<l < (6.4)
2(n+ 1)t

Ahora vamos ver otra forma de expresar K, (t) utilizando la definicién de convolucién,
de que es una funcién y (6.2):

s

1A(ﬂx+w;f@—w>Kdﬂﬁ o 1AQﬂx+w+f@_wﬂQ@mt (6.5)

T
Con estas propiedades de K, (t) podemos obtener el siguiente resultado.

Teorema 6.3. Teorema de Fejér: Sea f € LY(T), f ~ 3" c;et. Si el limite f(x+0) existe,

entonces:
o0

Z ¢jeilt = (f(x*'o)‘gf(x—o))'

j==o0

En particular, si f es continua en todo punto de un intervalo I C T, entonces la conver-
gencia es uniforme en I.

Demostracion. Podemos asumir f(z) = (f(x+0)+ f(x—0))/2. Entonces por (6.3) y (6.5)

se tiene: 5
ol = 1) =2 [

[0,7]

(f@+¢%+ﬂw—ﬂ

. ~ [(@)) Kn(t)dt.

Entonces, para 0 < n < 7, vemos que:
2 fle+t)+ flx —1) B
()= f@=2(f + [ ) . — @|Eatdt =1 + I (66)

Primero vamos a estimar I7, sabemos que dado un € > 0, existe § > 0 tal que:

’ﬂx+ﬂ+f@—ﬂ

5 —f(a:)‘ga para 0 <t <.

Si ponemos 1 = § en (6.6), se tiene:

2
I <e— K, (t)dt <e.
[0,0]
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Para aproximar 5 introducimos My, (§) = méxs<;<r Ky (t), entonces utilizando (6.4) tene-

mos que:
Cc

(N + 1)0%

Ahora como lim,, o, M,,(§) = 0, para cada d > 0 se tiene:

M, () <

I2<Mn((5)72T/ (If(x+ )|+ |f(z—t)] +2|f(x)|)dt = o(1) cuando n — oco. (6.7)

0,7

Esto completa la demostracion. Pero ademads si f es continua e un intervalo cerrado I C T,
entonces (6.7) se cumple uniformemente sobre I. O

Corolario 6.4. Sea f € C(T), entonces dado un e > 0 existe un polinomio trigonométrico
p tal que:
|f(x) —p(x)] < e para todo x €T.

Demostracion. El candidato para ser p es el polinomio trigonométrico o, (f,x) para un n
suficientemente grande. Por el Teorema 6.3 o,,(f,z) lo cumple. O

Proposicién 6.5. Sea f € LY(T), entonces dado un e < 0 existe un polinomio trigo-
nométrico p tal que:

If =plli<e

Demostracion. Por [2, Teorema de Tonelli, pg.8] se tiene que para toda f € C(T), e <0
existe un polinomio trigonométrico p tal que |f(x) — p(z)| < € para todo = € T. En

particular:

1 2m 1 2m
£ =plh =5 [ 170 —p@)do< 5 [ edo =<,
™ Jo 2 0

Ahora, sea f € L(T), como C(T) es denso en L'(T), dado un ¢ > 0 podemos encontrar
g € C(T) tal que ||f — p|l1 < €/2, entonces por 3.2 existe polinomio trigonométrico p tal
que ||g — pll1 < /2. Por ultimo:

g E
If=plli <IIf =gl +llg —pllh < sts=¢



Capitulo 7

Aplicaciones y resolucion de
EDP’s

Las series de Fourier han demostrado ser una herramienta fundamental en el andlisis
y la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales (EDP’s), especialmente en el contexto
de problemas fisicos que involucran fenémenos como la difusién del calor, la propagacién
de ondas o la distribucion de potenciales. Este capitulo se enfoca en explorar como pueden
emplearse las series de Fourier para obtener soluciones a ciertas EDP’s clédsicas, bajo
condiciones especificas de contorno e iniciales. El contenido presentado ha sido extraido

de [1].

7.1. Ecuacién del calor en un rectangulo

En esta seccidén resolveremos el problema que motivé a Fourier a desarrollar su teoria.
Se trata de encontrar una solucién a:

up — gy =0 en Q={(z,t) eR?*:0< 2z < L,t>0} (7.1)

con ¢ un coeficiente constante, el problema consiste en encontrar una solucién de la forma

u(z,t) que sea C2(Q)NC(Q) en la variable z y C1(Q)NC(Q) en la variable ¢, para que asf
(7.1) tenga sentido. Si suponemos que u(z,t) se puede expresar como producto de X (z) y
T'(t) se tiene que la ecuacién (7.1) es:

X (2)T'(t) — X" (2)T(t) =0

T X'
ATt X(z) ’

para cierto A € C. Resolviendo ambas ecuaciones se tiene:
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CZ;(Z) = AN=T )+ *T(t)=0=T(t) = Ke <t
S
Yo = = Y@@ =0,

Por tanto, el polinomio caracteristico de la ecuacién es P(z) = 22 + X cuyas soluciones son
21 =V Ay 22 = —V i, por lo que la solucién general es:

X(z) = BeVXiT 4 Ae~VAir (7.2)

A continuacién, analizaremos los distintos problemas en funcién de sus respectivas condi-
ciones de contorno.

Condiciones de tipo Dirichlet

Las condiciones de Dirichlet nos proporcionan informacién sobre el valor de la funcién
en las fronteras de €2, de la siguiente manera:

u(0,t) =u(L,t) =0 para todo ¢t >0
u(z,0) = up(z) para todo t € (0, L),

con ug € L?(0,L). Ahora si sustituimos en la primera ecuacién del sistema por X (z) y
T'(t) se tiene un nuevo sistema tal que asf:

X(0)T(t) =0 = X(0) =0
X(L)T(t) = 0 = X(L) = 0.

Ahora sustituyendo esta informacién por (7.2), y utilizando la propiedad trigonométrica
e — 7 = 2isen(if) se tiene:

X(0)=B4+A=0= A=—-B= X(2) = BleV*" — ¢V}%) = B*sen(vAz), con B*

2
X(L) = B*sen(VAL) =0 = VAL =naVAL = A =\, = (%) con n € N.

Asi, obtenemos que las soluciones son de la forma:
Un (2, 1) = Bnel Tt sen(vAz) con n € N.

_ 00 nm : _ 2 rL nm
Entonces como ug(z) = Yooy Bysen (%Fx), se tiene que B, = # [, uo(z)sen (% x) da.
Ahora aplicando el principio de superposicién se tiene que la solucién es:

[e.e]
u(e,t) = 37 BueE sen (“Fa)

=B
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Llegados a este punto nos podriamos preguntar si la serie u(x,t) converge, pero utilizando
la desigualdad de Bessel 4.7 y que B,, = (ug, sen (%x)) se tiene que:

oo
> 1Bal < Jluol72 < oo

n=1

Por tanto, concluimos que u(x,t) converge y esta es la solucion.

Condiciones de tipo Neumann

Ahora estudiemos el problema (7.1) con las condiciones tipo Neumann dadas por el
siguiente sistema:

uz(0,t) = uy(L,t) =0 para todot >0
u(z,0) = up(z) para todo t € (0,L),

con ug € L?(0,L). Ahora sustituyendo por las funciones unidimensionales X (z) y T'(t) se
tiene:

X'(0)T(t) = 0 = X'(0) =0
X(L)T(t) = 0 = X'(L) = 0.

Con un simple cédlculo tenemos X'(z) = VieVXiE 4/ Nje=Vhiz, por lo que:
X'(0) =VNi(B-A)=0= B=A=— X(x) = C cos (\&x) :
con C' como variable libre. De la misma manera:

2
X'(L):—Cﬁsen(ﬁL):0:>\F)\L:n7r:>)\:\5 :(%) conn € N.
Entonces, llegamos a que las soluciones del problema son de la forma:

up(z,t) = Ape VP cog (%x) con n € N.

Ahora, aplicando de nuevo el principio de superposicién tenemos que la solucién general
al problema (7.1) con condiciones de tipo Neumann es:

u(w,t) = Z Ape™ (Tt gog (nfﬂx)
n=1

Al igual que hicimos en el caso del problema con condiciones tipo Riemann, aplicamos el
mismo procedimiento aqui para determinar los valores de A,,, dado que:

u(z,0) = i Ay, cos (%az) ,
n=1
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entonces:
2 nm

A, = 7 /OL uo(x) cos (fx> dx.

De nuevo, aplicando la desigualdad de Bessel 4.7 tenemos que u,(x,0) converge. En ambos
tipos de condiciones debemos anadir la condicién de que exista el limite de > "7, B,n®y
fo:l A,n? para asegurar la existencia de u; y tgy.

7.2. Ecuacion de onda

Uno de los ejemplos clésicos del uso de las series de Fourier en la resolucién de ecua-
ciones en derivadas parciales es la ecuacion de onda. Este modelo surge de analizar cémo
se propaga una perturbacién en una cuerda sujeta por sus extremos dados por x = 0 y
x = L. Si desplazamos ligeramente la cuerda en algin punto y luego la soltamos, esta
comenzara a vibrar. Lo que queremos modelar es como se propaga esa perturbacion a lo
largo de la cuerda con el tiempo, que vendra dado por u(zx,t), esta funcién nos dard el
desplazamiento vertical de la cuerda en el punto z en el tiempo ¢. A continuacién veamos
c6mo es el problema:

Upz — gy =0
u(0,t) =u(L,t) =0
u(z,0) = up(x)

ug(x,0) = vo(x).

Donde wup(x) es la forma inicial de la cuerda y wvo(z) es su velocidad inicial. Entonces
el objetivo consistird en encontrar una funcién u(z,t) que sea C?(2) N C(Q) en ambas
variables.

Para resolver el problema, usamos el método de separacion de variables, asumiendo
una solucién de la forma u(z,t) = X (x)T'(t). Sustituyendo en (7.3) se tiene:

(7.3)

X”(CL‘) B T”(t)

X(z) TE) A

X"(x)T(t) = X ()T (t) —

Lo que nos lleva a:
X"(z) + XX (z) =0, T"(t)+ \T(t) = 0.

Busquemos soluciones no triviales lo que ocurre cuando A > 0, es decir, A = p?. Por
las condiciones de contorno tenemos que X(0) = 0y X(L) = 0, o y supongamos que
X (z) = Acos(ux) + Bsen(uz), entonces:

X(0)=A=0= A=0,
X(L):Bsen(,uL):O:u:n%.

Por tanto:
nwx

Xy (x) = sen (T) .



7.2. ECUACION DE ONDA 43

Ahora resolvamos la ecuacién asociada a T'(t), es decir:

nmc

TWﬂ+M3ﬂﬂ=0:$T%@+(L

)2Tu):0.

La solucién general serd entonces T),(t) = A,, cos (%t) + B,, sen (mt) Por lo que se tiene

L
que las soluciones son de la forma:

nmwc

up(z,t) = [An cos <Tt> + B,, sen (%tﬂ sen (?) .

Ahora como u,(x,t) converge cuando n — oo por la desigualdad de Bessel 4.7, si aplicamos
el principio de superposicion tenemos que la solucion general es:

u(z,t) = i [An cos (%t) + By, sen (%t)} sen (?) . (7.4)

Por lo que solo faltarfa dar los valores de A,, y By, para que u(z,t) cumpla las condiciones
u(x,0) = ug(z) y ur(x,0) = vo(x). Sustituyendo en (7.4) por t = 0 se tiene:

u(z,0) = iA" sen (?) :
n=1

Por lo que:

2 (F nwT
An—L/O uo(ac)sen( 7 )dl’.

Ahora como:

) = 32 [ (P0) o (5 ()

n=1

Esto hace anadir la condicién de que > >°, Byn'y Y .-, A,n converjan y evaluando en

t=20: -
nmwe nww
u(z,0) = Z B, —— sen <—) .
ot L L
Entonces se tiene que B, es:

2 L
B, = pmrl) vo(x) sen (?) dx.

Con esto hemos conseguido dar una solucién general al problema de onda (7.3).
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