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Abstract

In this work, we present an overview of the field of differentiation of integrals from a different perspective.
We start from Lebesgue’s differentiation theorem in its classical version and seek to generalize it with respect to
associated families of sets and measures as thoroughly as possible. This process allows us to intuitively familiarize
with this area and develop a corresponding rich theoretical framework, sometimes with its own inherent interest,

that touches upon various fields of Mathematics: Geometry, Measure Theory, Functional Analysis, among others.

Resumen

En este trabajo presentamos una visién general del campo de diferenciacién de integrales desde una perspectiva
diferente: partimos del teorema de diferenciacién de Lebesgue en su version cldsica y buscamos generalizarlo con
respecto a las familias de conjuntos y medidas asociadas hasta donde se pueda llegar. Este proceso nos permite una
intuitiva familiarizacién con esta drea y desplegar un rico desarrollo tedrico, a veces con interés propio, que toca

distintos campos de las Matematicas: Geometria, Teoria de la Medida, Andlisis Funcional, entre otros.
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Introduccion

Antecedentes

El Teorema Fundamental del Célculo establece que para una funcién continua en R, si definimos la funcién
F(z) = [ f(t)dt entonces se cumple F'(z) = f(x).
Una prueba intuitiva y rdpida para comprender este fendmeno es la siguiente. Partimos de un intervalo centrado

enx, (xr — h,z + h), podemos encontrarnos en la situacién de la Figura 1.

olb-----

T

Figura 1: Representacion de la funcién f en el intervalo (z — h,z + h).

Consideramos la derivada de F'(x), que denotamos F”(z), desde la siguiente definicién equivalente a la tradicional:

F(zx+h)—F(x—h)

Ii ¢
Fi(@) = Jim 2h ’
pero esto es lo mismo que decir
x+h
L2 F@ae 1 [oth
/ R x—h . o
Pa) = i S i [ S0 ©

Bajo esta tltima expresién, podemos observar que intuitivamente lo que se hace es integrar la funcién en
el intervalo centrado que hemos establecido, dividir esto por la longitud (medida) del intervalo (esto es lo que
entenderemos por un promedio), y pasando al limite y por tanto «contrayendo el intervalo sobre x», recuperamos

el valor de f(z).

Este célebre resultado establecido bajo la integral de Riemann tiene su andlogo en funciones integrables Le-
besgue. Siguiendo un modo de proceder muy similar al del primer caso, podriamos enunciar la generalizacion de

() en el siguiente teorema, inspirdndonos en el enunciado en [12, p. 104]:
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Supongamos que f es una funcion real integrable Lebesgue. Entonces, salvo en un conjunto de medida

nula, se cumple

1
im ———— dy —
h—0 |B(x, h)| B(I,h)f(y) y = f(=),

donde |B(z, h)| es la medida de Lebesgue de la bola euclidea en R™ de centro x y radio h.

Este resultado y sus versiones similares son conocidas bajo el nombre de Teorema de Diferenciacién de Lebes-
gue. No obstante, el teorema puede generalizarse atin mas exigiendo unicamente funciones localmente integrables
en espacios reales multidimensionales, y trabajando sobre familias de conjuntos que exhiban ciertas propiedades
adecuadas, de las cuales las bolas/intervalos son solo casos particulares. Nosotros entenderemos por «teoremas
de diferenciacion», en abstracto, las distintas versiones alternativas del Teorema de Diferenciacién de Lebesgue
sobre diferentes familias de conjuntos, espacios de funciones y espacios de medida. Este tipo de resultados pueden
enunciarse en forma general a partir del enunciado en [5, p. 98], que puede escribirse en los siguientes términos

accesibles:

Supongamos que f es localmente integrable. Entonces, salvo en un conjunto de medida nula, se cum-
ple

B 1
liy s /E W) duty) = 1)

para toda familia { E,.},~o con ciertas propiedades adecuadas, donde 11(E,.) es la medida de E,.

La idea subyacente a este resultado constituye el objetivo principal de todo un campo denominado como teoria
de diferenciacién de integrales, de la cual Miguel de Guzman fue uno de sus principales impulsores. Este célebre
matemdtico espafiol, tenido en gran estima entre los miembros de la Facultad de Ciencias Matematicas de la Uni-
versidad Complutense de Madrid (donde se inscribe el presente trabajo), contribuy6 en gran medida al desarrollo
de este campo: gran parte de sus investigaciones se recogen en el trabajo Differentiation of Integrals ([7]), al que
referiremos continuamente. La capacidad de Miguel de Guzman de relacionar diversos dmbitos de la matematica
en sus trabajos fue clave en el desarrollo de la teoria de diferenciacién de integrales, que como hemos podido
apreciar en esta introduccion, conecta resultados diversos de los campos del andlisis matemadtico y la geometria

[8].

Objetivos y plan de trabajo

Una vez introducido el dmbito de estudio en el que se inserta el trabajo, nosotros nos ocuparemos de presentar
los resultados principales del drea desarrollando por el camino un rico y variado corpus tedrico, lo que constituye
el ejercicio y la puesta en practica de todos los conceptos y habilidades adquiridos durante el Grado.

Para ello, nuestro enfoque con fines diddcticos serd partir del Teorema de Diferenciacién de Lebesgue en
su version cldsica e ir estudiando hasta dénde podremos generalizar este resultado con respecto a los espacios,
medidas y familias de conjuntos de partida; es en ese proceso donde desplegaremos los conceptos y resultados

auxiliares de diversas areas de las Matematicas.
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El proceso ascendente de generalizacién que nos proponemos articula de forma natural el plan de trabajo. En
este sentido los objetivos concretos serdn cada una de las generalizaciones que a continuacién vamos a presentar y
que hemos estructurado en capitulos.

En el Capitulo 1 nos ocupamos de introducir la teorfa preliminar bésica para manejar la teorfa de diferenciacién
de integrales. Si bien unos preliminares fundamentales son conocimientos de Grado de Andlisis Matematico y
algunas nociones bdsicas de Andlisis Funcional, un repaso asi seria improductivo. Por tanto, los preliminares
indispensables de los que se ocupard nuestro capitulo serdn otros: primero, en la Seccién 1.1, un breve resumen
de la asignatura optativa Teoria de la Medida cuyos conceptos se encuentran omnipresentes en todo el trabajo; y
segundo, en la Seccién 2.3, un estudio de los espacios de Lebesgue L? y de tipo débil, con el fin de conocer los
espacios en los que trabajaremos a lo largo de la memoria.

En el Capitulo 2 nos centramos en desarrollar la teoria necesaria para luego llegar al hito que supone enunciar
y demostrar el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue en su version cldsica, el Teorema 2.13. Esta teoria sobre
la que se fundamenta el resultado consiste en, primero, introducir en la Seccién 2.1 de un teorema de cubrimiento
(Teorema 2.2); y segundo, en la Seccién 2.2, presentar los operadores maximales de Hardy-Littlewood y sus res-
pectivas propiedades. Estos operadores, que pueden ser tanto centrados como no centrados en bolas de norma p
arbitraria, determinan cada uno su correspondiente familia de conjuntos sobre la que se articularia un respectivo
Teorema de Diferenciacion de Lebesgue. En este capitulo emprendemos el primer paso natural de cefiirnos ini-
cialmente al operador maximal «estdndar», que es el que definiremos como centrado sobre bolas euclideas. En la
Seccidén 2.3 es cuando gracias al teorema de cubrimiento de este capitulo podremos demostrar en la Seccién 2.3
lo que llamaremos la acotacién débil (1, 1) de este operador (Teorema 2.12), lo cual supondr el punto de partida
para luego concluir en una demostracién del Teorema de Diferenciacion de Lebesgue clésico.

En el Capitulo 3 nos encargamos de proporcionar las primeras generalizaciones. En la Seccién 3.1 nos ocupare-
mos primero de demostrar la equivalencia puntual entre todos los operadores maximales vistos hasta el momento:
los centrados y no centrados, sobre bolas euclideas y no euclideas. Esto supone que gracias a haber demostrado el
Teorema de Diferenciacién de Lebesgue para el operador maximal estdndar, la equivalencia puntual permite que
se verifiquen automaticamente los teoremas de diferenciacién correspondientes para cada uno del resto de estos
operadores.

Posteriormente nos proponemos generalizar el resultado de diferenciacion por la via de las medidas: hasta el
momento estdbamos trabajando con la tan natural y canénica medida de Lebesgue, haciendo uso de sus respectivas
buenas propiedades. Por ello nos preguntamos hasta qué punto podemos generalizar la forma en la que medimos
las bolas. Necesitaremos previamente desarrollar en la Seccién 3.2 un resultado de cubrimiento conocido como el
Teorema de Besicovitch (Teorema 3.8), mds poderoso y general que el resultado de cubrimiento del capitulo ante-
rior. A continuacién en la Seccién 3.3 es donde usamos este teorema y otros auxiliares para demostrar resultados
con medidas mds generales. Entre otras conclusiones, llegaremos a que el hecho de que una medida sea lo que
conoceremos por doblante es en general la condicidn suficiente para obtener resultados de diferenciacién sobre
bolas. El Cuadro 3.3.2 listard cudles de los operadores maximales estudiados hasta el momento son débil (1,1) (y
por tanto, cudndo existe un correspondiente teorema de diferenciacién en cada caso), concluyendo asi el estudio

de la diferenciacién de integrales sobre familias de bolas de norma p.
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Finalmente, en el Capitulo 4 dejamos atras el estudio bajo las bolas de norma p para adentrarnos en familias de
conjuntos mds generales. Sin embargo, inmediatamente empieza a haber problemas: para las familias de rectangu-
los arbitrarios, no existe ninguna acotacién satisfactoria del operador maximal asociado. Por tanto, damos un paso
atrds y nos restringimos a las familias de intervalos (rectdngulos alineados con los ejes): pese a ello, el correspon-
diente operador maximal sigue sin cumplir la acotacién débil (1, 1); o, dicho correctamente, no lo cumple bajo los
espacios localmente integrables o L., que son los espacios de funciones donde habfamos estado trabajando duran-
te todo el trabajo. Sin embargo, si nos restringimos a un espacio algo menor, el llamado L(1+log™ L), obtenemos
una acotacion de tipo débil equivalente en la préctica a ser débil (1, 1), de modo que tendremos un correspondiente
teorema de diferenciacién de Lebesgue sobre familias de intervalos para funciones f € L(1+log™ L). Esta acota-
cidn de tipo débil constituye el Teorema de Jessen-Marcinkiewicz-Zygmund (Teorema 4.3), que en la Seccién 4.1
nos encargamos de enunciar y demostrar. En la Seccién 4.2, finalmente, estudiamos algunas propiedades del ope-
rador maximal de intervalos con interés teérico propio. Para un trabajo de estas caracteristicas podemos decir que
hemos finalizado el recorrido de hasta dénde podemos generalizar la diferenciacién de integrales; hemos llegado

asf al final del trabajo y alcanzado los objetivos propuestos.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo incluiremos las definiciones y resultados preliminares necesarios para el desarrollo teérico del

Capitulo 2 en adelante.

1.1. Conceptos basicos de Teoria de la Medida

Esta siguiente introduccidn de conceptos basicos de Teoria de la Medida, asi como la Definicién 1.14, ha sido
elaborada a partir de los apuntes recogidos en la asignatura de Teoria de la Medida impartida en el curso 2024/25

por Maria del Mar Jiménez Sevilla (Universidad Complutense de Madrid).

Definicion 1.1. (c—algebra)
Sea X un conjunto, A C P(X). Decimos que A es o —élgebra en X si:
(a) X € A.
(b) Si A € A, entonces A € A (A es cerrado por complementarios).

(c) Si{A;}2, C A, entonces | J;-, A; € A (A es cerrado por uniones numerables).

Definicion 1.2. (Medida)

Sea X un conjunto y A una o—4élgebra en X. Una medida es una funcién x : A — [0, 0o] que verifica:

() p(@) =0

(ii) @ es contablemente aditivo (o numerablemente aditivo). Es decir,

w (U Az‘) = Z#(Avi)
i=1 i=1
para cada sucesién {4;}7°, C A de subconjuntos disjuntos dos a dos.

Definicion 1.3. (Espacio medible, espacio de medida)

Bajo las notaciones anteriores, llamamos (X, .4) espacio medible y (X, A, ) espacio de medida.

Definicion 1.4. (Medida exterior)

Sea X un conjunto y P(X) la familia de los subconjuntos de X . Una medida exterior p* : P(X) — [0, 00] es
una funcién que cumple:

i) p(0) =0.

ii) Si A C B C X entonces p*(A4) < p*(B) (monotonia).
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iii) Si {Ax}32, C X, entonces p* ({J,; Ay) < >0 ) 1*(Ay) (subaditividad).

Definicion 1.5. (Medida exterior de Lebesgue en R™)

Definimos la medida exterior de Lebesgue en R™ como

= inf {Z Vi 1A C U R; y cada R; es un intervalo n—dimensional abierto en R”}

i=1

con A C R™.

Es facil demostrar que efectivamente esta es una medida exterior y que asigna a cada intervalo n—dimensional

su volumen (n—dimensional).

Definiciéon 1.6. (1*—medible y conjunto medible Lebesgue)
Decimos que B C X es p* —medible (o medible con respecto a ;1*) si cumple la condicién de Carathéodory,
esto es,

W (A) = (AN B) + p* (AN B°), VAC X,

En particular, en R” diremos que un conjunto es medible Lebesgue si es A}, —medible.

Se puede demostrar que una medida exterior restringida a conjuntos p* —medibles es una medida, lo que nos

permite llegar a la siguiente definicién de medida de Lebesgue.

Definicion 1.7. (Medida de Lebesgue)
Si A ¢ P(R™) — [0,00] es la medida exterior de Lebesgue en R”, consideramos M- la o —dlgebra de los
subconjuntos de R™ A} —medibles (0 medibles Lebesgue en R™). La medida de Lebesgue en R™ es A, := A, |, ,

y denotaremos la medida de Lebesgue de un conjunto por | - |.

Definicion 1.8. (Funcién medible)
Si (X, .A) es un espacio medible y A € A, una funcién f : A — [—o0, o0] es medible con respecto a A (o

A—medible) siVt e R, {z € A: f(z) >t} € A

Definicion 1.9. (Integral, existencia de integral, funcion integrable, integral de Lebesgue)

Sea (X, A, i) un espacio de mediday f : X — [0, oo] una funcién .A—medible. Entonces se define la integral

/fdu—sup{/ gdu:968+yg§f},
X X

donde g € S* son funciones simples no negativas, es decir, s = Y .-, a; x4, para algunos ay, ..., a, € [0,00)y

A, ..., Ay € Asondisjuntos, y donde [y gdp :=>7"; a;pu(4;) € [0, oc].

de f en X como

Se extiende la definicién a f : X — [—00, 0o] A—medible definiendo la integral de f en X como

/fdu—/f*du /f .

Diremos que existe fX fdp si al menos una de las integrales fX frdué fX f~ dp es finita. Si ambas son

finitas diremos que f es p—integrable (o integrable).
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Decimos que f es integrable sobre A € A si f - x4 es integrable (nos referimos a la funcién que contenida en

/Afdu :=/Xfx,4du.

Si X =R"y u = A\, (lamedida de Lebesgue en R™) las anteriores definiciones corresponden a la integral de

Asea f,yes 0 fuerade A) y definimos

Lebesgue en R oen A € M, .

Ahora introducimos una definicién fundamental con la que trabajaremos constantemente.

Definicion 1.10. (Propiedades en casi todo punto)
Sea (X, A, 1) un espacio de mediday A C .A. Diremos que se cumple una determinada propiedad P(z) con
x € A se verifica en p—casi todo punto (u—c.t.p.) de A si el conjunto {x € A : P(x) es falso} es p—nulo, es

decir, que existe B € Atal que u(B) =0y {z € A: P(z) es falso} C B.

El siguiente es un resultado muy poderoso de convergencia ampliamente conocido.

Teorema 1.11. (de la Convergencia Dominada de Lebesgue)
Sea (X, A, ) espacio de medida, g : X — [0, 00| una funcion A—medible y j1—integrable, y sean las funcio-

nes f, fn : X = [—00, 00] A—medibles de manera que

(1) flz) = lm_fu(2)y

n—oo

(2) |fu(@)| < g(z) VneN

se verifican en p — c.t.p, x € X. Entonces f y f, son u—integrables y
/ fdp= lim / fdu.
X n—oo X

Finalmente, unas herramientas de las que nos serviremos posteriormente: la primera se conoce como el lema

del «layer-cake», que enunciamos de [13].

Lema 1.12. (del «layer-cake»)
Si j es una medida positiva en un espacio medible X,y f : X — [0, 00) una funcion y1—medible no negativa,

entonces

/ flz)dp(x) = /OC p({r € X : f(z) > t})dt.
X 0

Finalmente, su versién generalizada.

Corolario 1.13. (Lema del «layer-cake» generalizado)
En las mismas condiciones que en el lema anterior, para 1 < p < 0o tenemos que
o0
0

[ @ an@ =p [ o tulte ez p@) > e
X
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Demostracion.

Partimos de la igualdad del lema anterior, recordando que f es no negativa:

- f(z)dx = /Ooou({x € X : f(x) > t})dt.

En las condiciones del enunciado tenemos que f? > 0, por lo que se le puede aplicar el lema anterior y por tanto

oo

() da = /OOO p{z € X fP(x) > 1) dt = /O w{z € X« f(z) > 7)) dt.

Rn

Realizando el cambio de variable u = ¢1/? , deducimos t = u? = dt = pu?~! du, de modo que

P@yde= [ ulfe e X 1@ > wper d
R™ 0

con lo que obtenemos la igualdad del enunciado. O

1.2. Estudio de los espacios L”

Una vez introducidos los preliminares de Teoria de la Medida, vamos a estudiar los espacios LP.

Definicion 1.14. (Espacios L7, 1 < p < o0)

Sean (X, A, 1) un espacio de mediday 1 < p < co. Definimos
LP(X, A, RY) ={f: X - R": fes A—medible y |f|” es integrable} .

En R™ consideramos la relacién de equivalencia ~ tal que f ~ g si f = g en p—c.t.p. de X. Entonces
Ly (X7A7M7R) = LP (XaA7MaR) / ~.
Para el caso p = oo, primero diremos que una funcién f : X — R que es A—medible es esencialmente

acotada si existe M > 0 tal que | f(x)| < M en y—c.t.p. de X. Entonces definimos
LP(X, A u,R")={f: X - R": fes A—medible y esencialmente acotada} ,

y asimismo L™ (X, A, 1, R) := L= (X, A, u,R) / ~.

Introducimos la siguiente definicion elaborada a partir de [5, §6.1], que extiende la norma p del contexto de las

bolas para ahora las funciones en el espacio L”.

Definicién 1.15. (Norma || - ||, asociada a L?)

Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Se define en el espacio LP la norma p por
1/p .
(fx [f(2)[P dp) ® i1 <p< oo,

mf{a >0: p({z:|f(z)| >a}) =0}sip=cc.

1fllp =

1

Se puede comprobar que, en efecto, es una norma. Finalmente, introduzcamos los espacios L,

definicion de [5, p. 95].

a partir de la

Definicién 1.16. (Espacio L. )

loc

Una funcién medible f : R® — C se dice localmente integrable (con respecto de la medida de Lebesgue) si

S5 | f(2)] d < co para todo conjunto medible y acotado K C R™.

1

Vemos que es inmediata la inclusién LP C Lj.,

paral < p < oo.



Capitulo 2

Teorema de diferenciacion de Lebesgue

2.1. Resultados basicos de cubrimiento

En este capitulo trabajamos en el espacio normado R™, n > 1, con la norma || - ||,, 1 < p < oo, ala
que denotamos por simplificar notacién por || - |. Recordamos en este contexto que entendemos por el conjunto
B(a,r) :={z € R": |la — z|| < r} la definicién de bola centrada en a € R™ y de radio r € R. Introducimos la
notaciéon B*(x, r) := B(x, 3r) la cual serd usada en estos resultados de cubrimiento. Empezaremos enunciando el
Lema 2.1, al que informalmente aludiremos por «el lema del pez grande que se come al chico». En la Figura 2.1

podemos apreciar el concepto geométrico que motiva a bautizarlo asi.

Lema 2.1. («Pez grande que se come al chico»)

Seanr,s € Rconr < s.8i B(z,r) N B(y, s) # 0, entonces

B*(y,s) = B(y,3s) D B(x,r).

Figura 2.1: Representacién visual del Lema 2.1.

Demostracion. Sea a € B(z,r) N B(y, s) # (. Tenemos por definicién ||y —al| < sy ||z —al| = ||a — z| < 7.
Por tanto,

ly—all +lla—=f <s+r
Aplicando la desigualdad triangular en la desigualdad izquierda, y » < s en la desigualdad derecha,

ly—zll=lly—ata—z]| <ly—al+lla-z] <s+r<s+s=2s @1
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Es decir, x € B(y, 2s).

Sea b € B(x,r) genérico. Entonces ||z — b|| < r; sumando esta desigualdad a (2.1), obtenemos
Iy — all + o — bl < 25+ 7.
Nuevamente, aplicando la desigualdad triangular en la desigualdad izquierda, y » < s en la desigualdad derecha,
ly=bll =lly—z+z—bll <y ==l +[lv—bll <2s+7r < 3s,
por lo que ||y — b|| < 3r; es decir, b € B(y, 3s). Hemos demostrado por tanto que
B(x,r) C B(y,3s) =: B*(y, s).
O

Una vez demostrado este lema, estamos en condiciones de demostrar el Teorema 2.2, que nos serd de gran
utilidad posteriormente. Este resultado de cubrimiento y la idea del lema previo pueden encontrarse en [5, p. 95],

[6, p. 88], [12, p. 102]; nosotros proporcionamos demostraciones originales.

Teorema 2.2. (de cubrimiento)
Dada F = {Bj }j:L---,N familia finita de bolas con B; C R", existe una subfamilia G C F de manera que

Bi,...,Ba € G con M < N son disjuntas y

Figura 2.2: Ilustracion del Teorema 2.2.

Demostracion.

El paso preliminar es ordenar las bolas de la familia finita 7 de mayor a menor radio, y las nombramos como
B, := B(ay,71),...,Bn = Blan,rN).

El algoritmo con el que construiremos la familia G es el siguiente: sea k& € N, con caso base k = 1.

Si k = 1, partamos de Fj_1 un conjunto idéntico a F que a continuacién modificaremos. Si k > 1, partamos

de Fi_1 un conjunto idéntico a Fj_s que a continuacién modificaremos.

¢ Caso card(Fj_1) = 0.

10
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Fin del algoritmo.
* Caso card(Fj_1) # 0.

Elegimos By = B(ag,Tr) € Fp—1 (familia finita), que por construccién verifica 1, > r; para todo j =
k,...,card(F). Se tiene que la familia de «vecinos» de By, definida por Vi :={B € Fx_1 : BN By # 0} esun
subconjunto no vacio de Fj,_; (al menos contiene Bk); se tendrd, por el Lema 2.1, que BZ := B*(ax, ) D B
para todo B € V), de modo que BZ ) UBevk B. Definiendo F}, := Fj,_1\Vk, hemos visto que en esta iteracion

se verifica:

1. card(Fy) < card(Fp_1).

2. By es disjunto con todas las bolas de Fy; eso supone en el proceso iterativo que para todo j < k, Bj es

disjunto con By,.
3. B, > Upey, B.

Comenzando desde k = 1, en cada paso k se verifica card(Fy) < card(F_1); como partimos de Fy := F

conjunto finito, el nimero de pasos del algoritmo hasta que Fj = {) es finito; el algoritmo siempre para.

Suponiendo que el algoritmo termina en k = M para algin M € N, se verificard por construccién que
U£1 V; = F. Supongamos por reduccién al absurdo que no: o sea, que existe un B € F que B ¢ V; para
j=1,...,M.Como B € Fy:=Fy B ¢ Fu = 0, necesariamente existe un; € Ntalque B € F;_1y B ¢ F;.
Por la construccién del algoritmo, como F; := F;_1\V; entonces necesariamente B € V/;; contradiccion con el
hecho de que habfamos supuesto que B ¢ V; paraj =1,..., M.

Entonces, dado que Uf\il V;=Fy B;—* D UBGVZ Bparatodo: =1,..., M, podemos deducir

M M N
UzoU(Us)-Us-Us
i=1 i=1 \BeV; BeF j=1
con B; N Bj = (parai # jconi,j € {1,..., M}, puesto que como se fue sefialando durante el proceso iterativo,
paratodok =1,..., M, By es disjunto con Bj con j < k.

Por tanto, hemos construido una subfamilia de F que verifica el teorema, G := {Bj cj=1...,.M}ycF. O

2.2. Introduccion a los operadores maximales de Hardy-Littlewood

Introducimos ahora los operadores maximales de Hardy-Littlewood, cuyas propiedades nos serviran para de-

mostrar las versiones del teorema de diferenciacion de Lebesgue que estudiaremos en este texto.

Definicion 2.3. (Operadores maximales de Hardy-Littlewood)
Sean (X, A, z1) un espacio de medida, f € L{.(R™) y una norma fijada || - ||, en 1 < p < oc. Definimos los

siguientes operadores M, M, : LL.(R™) — M, (R™), donde M, (R™) denota el espacio de todas las funciones

A—medibles en R":

11
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= Operador maximal de Hardy-Littlewood centrado:

1
Mpyf(z) = fglg m /Bp(m) Lf ()] du(y),

donde B, (x,r) constituye la bola de centro x y radio r en norma p.

= Operador maximal de Hardy-Littlewood no centrado:

M3 s = s s [ 15601 dut)

1
=sup{ ——— / |f(y)| du(y) : = € By, para alguna bola B, C Aennormap ;.
1(By) Ju(s,)

Todos los operadores maximales de Hardy-Littlewood tienen las siguientes propiedades, enunciadas a partir de

[7, p. 35]:

Proposicion 2.4. (Propiedades de los operadores maximales de Hardy-Littlewood)

Todos los operadores maximales de Hardy-Littlewood, denotados de forma genérica por M, verifican:

1. Positividad: para cada f € L, (R") yxz € R™, M f(z) > 0.

loc

2. Subaditividad: para cada f1, f> € L}, (R™),
M(fi + f2)(x) < M fi(z) + M fa(x).

3. Positividad homogénea: para cada f € L} (R"), A € Ryx € R", M(Af)(x) = |[A\|M f(z).

loc
Demostracion.

1) Trivial por la no negatividad de los valores absolutos y de la medida de un conjunto.

2) Sea fi, fo € LL.(R™). Se tiene |f1 + f2| < |f1| + |fz|, en particular punto a punto dentro de una bola.

loc

Integrando y dividiendo por u(B) obtenemos por propiedades elementales de la integral de Lebesgue que

1 1 1
@/Bthrled,uSM/Blfllduij/Blledu-

Al tomar el supremo sobre todas las bolas que contienen a x se conserva la desigualdad:

M(f + f2)(@) ZSUPﬁ/B\flJrfﬂdu

zeB

1 1
Silelg (M(B)/B|f1dM+M(B)/B|f2|du)
1

1
Ssupi/ f du+811p7/ faldu
S B) Jp P gy [,

Notese que este argumento sirve tanto para M, (bolas centradas) como para M, (bolas que contienen a ).

3)SeaA € Ry f € LL_(R").

loc

Observemos que |Af(y)| = A £()].

Entonces, para cualquier bola B, de nuevo por propiedades de la integral de Lebesgue

1 1 1
@/BW(?/)W@) = @/JBIAI\f(y)Idu(w =l @/Bmy)mu(y)_

12
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Al tomar el supremo sobre todas las bolas que contienen a x se obtiene

1
MO)@) = A sup— [ 7)) duty) = A M (o),
r€EB ,u(B) B
y nuevamente este mismo argumento es valido para bolas centradas. O

A partir de ahora en todo este capitulo consideraremos, como caso preliminar simplificado, que la medida . con
la que trabajaremos es la medida de Lebesgue, que las bolas corresponden a las bolas euclideas (reescribiremos
la notacién de bolas B := B; en R, B := By en R” n > 2), y trabajaremos con el operador centrado. Nos
referiremos de forma abreviada y en un abuso contextual como «el operador maximal estdndar» (o, simplemente,
«el operador maximal») al operador maximal de Hardy-Littlewood con estas especificaciones:

M) =swp o [ |j)ldy.
r>0 |B(@,7)| /B2

Mis tarde estudiaremos los casos del operador no centrado, y consideraciones en otras normas.

Necesitaremos ahora la propiedad de que el operador maximal sea una funcién medible. Para el operador maxi-
mal que nos concierne, el operador maximal de Hardy-Littlewood centrado, este resultado no es trivial. Partiremos

de la idea general que tiende a emplearse para demostrarlo (véase [5, p. 96]).
Teorema 2.5. El operador maximal de Hardy-Littlewood centrado en bolas euclideas es una funcion medible.

Demostracion. Fijemos r € R y definimos

1 1
©@) = ) Lo O = 2 [ e ) i

donde ¢, := |B(0,1)| en R™.

Vamos a demostrar que ®,- es continua en x € R”. Para ello, fijemos x € R™ arbitrario y consideramos la
sucesion {xzy },, C R™ de manera que x;, — x € R™; querremos probar que ®,.(xy) — @,.(z) € R™.

Ciertamente X g(z,,r)(¥) = XB(z,r) () €n casi todo y € R™:

» Siy € int(B(x,r)), entonces |y — x| < r; como x; — x para k mayor o igual que un cierto ko € N entonces

|y - xk| <r< XB(w;mr)(y) =1Vk>ky = limp,e XB(zk,r) (y) =1= XB(z,r) (y)

» Siy ¢ adh(B(z,r)), entonces |y — x| > r como x; — x para k mayor o igual que un cierto k), € N

entonces |y — x| > 7 < XBan(¥) =0VE > ko = Mmoo XBow,rn) (¥) = 0= XB(n (Y)-

» Siy € 0B(z,r) los elementos de la sucesion {x, },. pueden alternar infinitamente su posicién fuera y dentro

de la bola, con lo que puede no existir el limite. Pero dB(x, ) es un conjunto de medida nula.
Ademds, existe R > 0 tal que para k suficientemente grande B(zy,r) C B(z, R), lo que implica que
W) xB@e.n®) < 1fW)XB@R) 1),

y ciertamente | f(y)|x B(z, k) (y) es integrable pues f € Li, . (R").

loc

Por tanto, por el Teorema 1.11,

/n | F W)X B g (y) dy — /Rn |f (W)X B (y) dy.

13
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1

Cnr™”

Multiplicando por el factor se concluye que ®@,.(x) — D,.(z); luego P, es continua, y en particular, medible.

Un argumento similar nos proporciona asimismo la continuidad de ®,, donde ahora se fija x € R" y se varia
r € RT: dada una sucesion {r;}, C R, ciertamente X p(s,r,)(¥) = XB(a,r)(y) Yy asimismo existe R’ > 0 de
manera que | f(y)|XB(z,r) (¥) < [f(¥)|XB(«,r)(y) a partir de un k suficientemente grande.

Ahora, obsérvese que M f(x) = sup, o P (x); estas funciones f, ahora sabemos que son medibles, pero se
estd tomando un supremo sobre un conjunto no numerable [5, p. 45], y el supremo no numerable de funciones
medibles no tiene por qué ser medible. Sin embargo, esta propiedad si se verifica para cuando hablemos del
supremo numerable [5, p. 45]. Por tanto, todo se reducird a demostrar que

Mf(z):=sup®, = sup P,.
>0 reQt
Trivialmente sup,. g+ ®» < sup,~o .

Para la desigualdad inversa, fijemos 2 € R™ y rg € RT. La densidad de Q en R nos permite considerar una
sucesion {ry }r C QF de manera que rj, — 7.

El haber probado que ®,(r) es continua nos permite asegurar que @, () — @, (). Pero asimismo tenemos
®,, (r) < sup,cq+ P, paratodo k € N, de modo que @, (x) < sup,.cq+ .. Como 79 € RT era arbitrario, se

tendrd sup,.. g @, < SUp,cq+ ®,., lo que se pretendia demostrar. O

El operador maximal arroja el supremo de los promedios locales de f. Observamos intuitivamente que, para
que se verifique el teorema de diferenciacidn de Lebesgue, se tendrd que verificar que, como minimo, este supremo

deba estar acotado de algtin modo. Posteriormente manejaremos un concepto mds fino de acotacion.

De momento, podemos ver que la acotacién en L°° es inmediata:

Proposicién 2.6. El operador maximal M f(x) = supm fB(m " |f(y)|dy estd acotado de L>°(R™) en
r>0 ’ ’
L>(R™).

Demostracion. Si f € L*°(R™), entonces para todo x y todo r > 0,

1
T/ N dy < e )
FIEX] /| L @l <)

por lo que tomando supremos en r, M f(z) < || f||o para todo x.
Se tiene entonces que

1M flloo < [[flloo < 00,

luego M es acotado de L>° en L. O

Sin embargo, la acotacién en L es una condicion demasiado fuerte para demostrar el teorema fundamental de
Lebesgue; necesitaremos movernos en espacios mas amplios. Por desgracia, el operador maximal no estd acotado
de L'(R™) en L'(R™), como veremos a continuacién. La buena noticia es que si lo estd de LP(R") a LP»>°(R")
para 1 < p < oo, siendo LP°°(R™) un espacio que posteriormente introduciremos, lo cual nos permitird demos-
trar la acotacion del operador maximal, precondicidon para demostrar el teorema de diferenciacion de Lebesgue.
Procederemos a la forma habitual de demostrar este resultado (es decir, siguiendo las sugerencias en [5, p. 100],

[6, p. 871, [12, p. 146]).
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Teorema 2.7. El operador maximal M f(x) = supm fB(w " |f(y)| dy no es acotado de L*(R™) en L*(R™).
r>0 ’ ’

Demostracion.
Vamos a demostrar, de hecho, un resultado mas fuerte: si f € Ll(R") yMf e Ll(R”), entonces f = 0; esto
implica necesariamente que M no puede ser acotado en L*.

Supongamos por reduccion al absurdo que f # 0; entonces,

{z € R : |f(z)| > 0} > 0y por la propiedad
de regularidad de la medida de Lebesgue (véase [2, p. 23]) podemos asegurar que existen constantes r > 0 y un
conjunto compacto K C R™ tales que 0 < |K| < ooy |f(z)| > r para todo 2 € K. Entonces podemos asegurar
inmediatamente que [, |f(y)|dy > r|K]|.

Seaun R > 0tal que K C B(0, R). Consideremos ahora un punto x fuera de esta bola, de modo que |z| > s
con un cierto s € R™. Entonces, necesariamente se tendrd [, [f(y)|dy < [, (@ |z]) | (v)| dy, por lo que podemos

establecer la cadena de desigualdades

/ \f<y>|dyz/ F@)] dy > r|K].
B(z,|z|) K

Se tiene que | B(z, |z|)| = |B(0,1)||z|™ = ¢,|x|™ para cierto ¢,, € RT, habiéndonos servido de la invarianza

por traslaciones de la medida de Lebesgue (véase [2, p. 25]). Dividiendo entre este | B(z, |z])],

1 1 1
MI0) 2 (5 T o Y1 2 T35 T 0010 > T 1
por lo que
Mf()> HEL_ C
A N
para cierta constante C' € R™. Hemos llegado por tanto a que M f(x) > z% para |z| > s. Pero en R™ se cumple
flr\>s % dx = 0o, de modo que necesariamente
M f(z) dx = oo,
R
lo cual por definicién contradice que M f(z) € L*(R"), y asi hemos llegado a un absurdo. O

Observacion 2.8. Esta misma demostracién puede emplearse para el mismo resultado en el operador maximal no

centrado.

2.3. Espacios > e implicaciones para el operador maximal estandar

Como ya hemos adelantado, tendremos sin embargo una acotacién de interés del operador maximal en los
espacios LP*°°. Introducimos a continuacién el desarrollo tedrico habitual para presentar estos espacios, en las
lineas de [5, p. 198] y [6, p. 5].

Seal < p < ooy f una funcién medible en R™. Para todo ¢ > 0 se tiene

P
\{weR”:\f(x>|>t}\=/ 1dms/ @,
{zER™:|f(2)|>1} no 1P

donde en este tltimo paso hemos aplicado el resultado conocido como desigualdad de Chebyshev, que podemos

encontrar enunciado en [5, p. 193].
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Se tiene entonces que
1715

o e R |f(@)] > 1} < =

Multiplicando por tP y tomando raices,
t- o e R":|f(@)] > t}'/7 < || £ll,-

Se tendr4, por tanto, que
1 £llp.o0 := supt - [{a = | ()] > HVP < || £l
t>0
Observacién 2.9. Este operador || - ||.oc DO €s una norma, pues no se verifica la propiedad triangular. Analicemos

en p = 1 el contracjemplo prototipico que suponen las funciones f(z) = 2x(o1)(z) y g(z) = T x(0,1)(x). Para

calcular || f||1,00, fijamos ¢ > 0 y observamos que
1 1
{J:G]R":|f(z)|>t}—{ze(O,l):’x‘ >t}—{x6(071):t>z}.

Cuando 0 < ¢ < 1, {|f| >t} = (0,1); cuando ¢ > 1, {| f| > t} = (0, 1 ). Por tanto, deducimos

1, 0<t<l,
>ty =
{171 > 8 {m, .
luego
t, 0<t<l,
t- >ty =
{171 > 8 {17 o1

Tomando supremos en ¢t € R,

fll1,00 = 1. Andlogamente, de g(z) = 2= x(0,1)() tendremos que medir

{xeR":|g(x)|>t}:{xE(O,l):‘lim‘>t}:{m€(0,l):az>1—1}.

Cuando 0 <t <1,1—1 <0y portanto {|g| >t} = (0,1); cuando t > 1, {|g| >t} = (1 — 1,1). Luego

gl > £} = 1, 0<t <],
g | 1 >0,
de modo que
t, 0<t<l,
t- >t =
il >t} {1, 1

Tomando supremos en t € R,

gll1,00 = 1. Se tiene que (f + g)(z) = ﬁx(m)(x), y por tanto fijadoun ¢ > 0
tendremos que medir

{xeR”:|(f+g)(x)|>t}:{x€(0,1):1>x—x2}. (2.2)

La pardbola formada por y = = — 22 en (0, 1) tiene (3, 1) como médximo global, por lo que si + > } o equiva-

lentemente ¢ < 4 entonces |{|f + g| > ¢}| = 1. Si por el contrario ¢ > 4, cortando la recta y = % con la pardbola

x — 22 querremos conocer la medida en el eje de abscisas entre 0 y el primer punto de corte, mds entre 1y el

segundo punto de corte, pues serd en estos dos intervalos donde se verificard la desigualdad en (2.2). Resolviendo

14++4/1—-4/t
la ecuacion de segundo grado pertinente deducimos que x = f/ y por tanto, parat > 4,
1—/1-4 1+ ﬁ 1
R B L e R RTA
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Por tanto,
) t <4,

t- +g| >ty =
Wred>di=13 ", o3 o,

La funci6n h(t) = ¢ — t,/1 — % esté indefinida en [0,4) y decrece en (—o0, 0) U (4, +00); su mdximo global es
h(4) = 4 y por tanto finalmente deducimos || f + ¢||1,co = 4; tenemos por tanto que este contraejemplo verifica
2 =|fll,00 + lgll1,00 < IIf +9ll1,00 = 4, luego || - [|1,00 N0 cumple la desigualdad triangular y por tanto no puede

SEr norma.

Sin embargo, || - ||p,c €s cuasinorma, la cual es una propiedad exactamente andloga a la de norma salvo
que ahora presenta una desigualdad triangular menos fuerte. Por tanto, estamos hablando de que una cuasinorma

constituye un espacio vectorial que verifica, para todos f, g funciones medibles en R,

1. No negatividad y definicién positiva: || - ||p.00c > 0,y || f|/p.c0c = 0 < f = 0 en casi todo punto.
2. Homogeneidad: [ \f .00 = [Al[fll.00-
3. Existe una constante C' > 1 tal que || f + g|p.co < C(||fllp,00 + 19llp.00)-

En efecto, la tercera propiedad viene a sustituir a aquella de la desigualdad triangular en normas.
Comprobemos que || - ||p,00 €5 cuasinorma en la linea de las sugerencias de [6, p. 6]. Sean f, g funciones
medibles en R",

{z e R™: |f(z) +g(z)| > t}] <[{z e R" : |f(2)| + |g(x)] > t}].

Una propiedad aritmética elemental es que si la suma de dos niimeros es mayor que ¢, al menos alguno de los dos

es mayor que t/2. Por tanto,

)

(€ R : |f(z) + g(z)| > t}] < erRn | f(z)] > ;}’+ erR" Hg(x)| > ;}

lo cual implica, trabajando en ambos lados de la desigualdad,

(R U)ot > 1Y ¢ (e €R > B4 R ) > ;}|>”p.

5 5 (2.3)

Las funciones céncavas g verifican g(Aa + (1 — A\)b) < Ag(a) + (1 — X)g(b) para todo A € [0, 1]. En particular,

aplicando la desigualdad para la funcién céncava g(t) = t'/? en el caso A = % podremos decir

(l{x:mx) > )]+ |{:lo(w)] > 3!)”” e @ > B+ | lotw) > I

2 2

Retomando la desigualdad (2.3), podemos entonces asegurar

{o € B 1| f(@)+g(a)| > )]'/7 < 217 (; eer 1> 4

Multiplicando por ¢ obtenemos

1/p

tlfo € R 5 [f(@) + g(o)| > th1/7 < 210 (; - Hx eR 1) > 3

t n E
+2~Hx€R .|g(x)|>2}

< 2Y2( fllp.oo + l19lp,cc).
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y tomando supremos sobre ¢ > 0 obtenemos finalmente

1F + gllp.oo < 2211 fllp.c0 + 19]lp.0)-

Por tanto, 2'/7 es la constante C' de la definicién de cuasinorma aplicada a || - |

p.oo- El Testo de propiedades de la

cuasinorma se verifican rutinariamente.

Finalmente, un ultimo apunte con respecto a las propiedades de || - ||, 0o que extraemos de [6, p. 54]. Los
espacios LP'*° son completos con respecto a su cuasinorma y son por tanto son lo que se llaman «cuasi-espacios
de Banach». Es mds: para p > 1, LP>**° es un espacio normable; en el contexto de este trabajo nos limitamos a

sefialar que estos espacios pueden ser normados para convertirse «de facto» en espacios de Banach.

Definimos LP*° como el espacio LP>° := {f : f medible en R", 1 < p < 00, || f||p,00 < cc}. El haber mos-
trado que || f||p,co < ||f|lp nos sefiala directamente que LP C L.

Ya sabfamos que no podfamos acotar M : L'(R") — L'(R™). Sin embargo, sf podremos acotar la medida de
los conjuntos {z € R™ : M f(x) > A} con A > 0 para M f : L'(R") — L%°°(R"); en esto consiste demostrar

que M f es de tipo débil (1, 1). Introducimos la definicién de operador de tipo débil (p, p) extraida de [7, p. 35].

Definicion 2.10. (Operador de tipo débil (p, p))
Un operador T : L (R") — M(R") subaditivo, donde M (R") es el espacio de las funciones medibles en

R™, se dice que es de tipo débil (p, p) donde 1 < p < oo cuando la siguiente desigualdad se tiene para cada A > 0

P
c
o771 > 0 < (A e
donde c es una constante independiente de f y A.

Conectando con el desarrollo tedrico anterior, T es de tipo débil (1, 1) si y solo si tanto T'f € LP**>° como

p
1T fllp,o0 < (%) paratodo f € LP.

Introducimos asimismo de [7, p. 36] la definicién de operador de tipo fuerte (p, p), que manejaremos en algunos

momentos puntuales.

Definicion 2.11. (Operador de tipo fuerte (p, p))
Un operador 7" : L _(R™) — M (R™) que es subaditivo se dice que es de tipo fuerte (p, p), donde 1 < p < oo,

loc

si para todo f € LL_(R"™),

loc

ITFllp < ell fllp,

donde c es una constante independiente de f.

La observacién inmediata que se hace en [7, p. 36] es que si T es de tipo fuerte (p, p) con p tal que 1 < p < oo,

entonces 7' es de tipo débil (p, p). Para ello, utiliza la desigualdad de Chebyshev antes citada, de forma que

o s> o < () < (k)

La siguiente demostracion del resultado, conocido como el Teorema de Hardy-Littlewood, parte de la prueba

en [7, p. 37], a la que inicamente hacemos las adaptaciones pertinentes para poder usar el teorema de cubrimiento

visto en este capitulo. Una aproximacion similar se da en [6, p. 88].
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Teorema 2.12. (de Hardy-Littlewood) El operador maximal de Hardy-Littlewood centrado en bolas euclideas es

un operador de tipo débil (1,1).

Demostracion.

Seaun A > 0 arbitrario fijo, A = {z € R" : M f(x) > A}.

Si|A| = 0, se verifica la desigualdad deseada (2.4) trivialmente.

Si por el contrario |A] > 0, por la propiedad de regularidad de la medida de Lebesgue existe un subconjunto
compacto K C A de medida no nula.

Sea z € K C A arbitrario. Como en particular x € Ay por la definicién del operador maximal, podemos
escoger una bola B(z, ) para cierto r; > 0 de manera que Wlm)\ fB(w,m) |f(y)| dy > A

Consideramos la familia de todas estas bolas { B(z,r,) : © € AN K = K} que recubren a . Como K es un
conjunto compacto, existe un subrecubrimiento finito F = {B(z;,7,) : 1 <i < N, z; € AN K}.

Por el Teorema 2.2, existe una subfamilia de bolas disjuntas G = {B(:z:ij,rzij) 1< < M} C F con

M < N de manera que
M N

U B* (@i, 72.,) 2 | Bliyra) D K. 2.5)
j=1 i=1

Denotamos como G* a esta la familia que parte de las bolas de G con radios triplicados.

La expresion (2.5) nos permite deducir

M M
K| <|UFI<|UGT <Y B (@i, 7, :3”2\3(%7% )|
j=1 j
3n M
< sy, =, 5 [Vwiay < [ seia= S
A j—zl/B(J«zﬂj,?“z_) dlsjuntos

Como A es un conjunto medible Lebesgue (por ser M f medible Lebesgue, Teorema 2.5), de la propiedad de

regularidad de la medida de Lebesgue sabemos que |A| = sup {A(K) : K C A subconjunto compacto}, y por

tanto deducimos |A| < % Il £+, con lo que se cumple la desigualdad (2.4) para M f en el caso p = 1. O

Este tltimo teorema nos permite demostrar el teorema de diferenciaciéon de Lebesgue, que lo enunciaremos y

demostraremos a partir de [5, p. 97].

Teorema 2.13. (de diferenciacion de Lebesgue)

Sea f € L,OC(R”). Entonces, para casi todo x € R"™, se tiene

P—I}% \B x,7)| / B(ar) = J@) 2.6)

Demostracion.

El hecho de que f € Li (R") implica que f es L' sobre el espacio ambiente conformado por cualquier bola,

loc
pues son conjuntos medibles y acotados; podemos pues restringir nuestro espacio a una bola lo suficientemente
grande sin cambiar nada, gracias a la naturaleza del limite en (2.6). Sea esta bola B C R" el espacio ambiente
durante esta demostracion.

Como f € L'(B), podemos usar el Teorema 2.41 en [5, p. 70] y por tanto podemos asegurar que, fijado un

€ > 0, existe una funcién continua g sobre B tal que [ |f(y) — g(y)|dy < e.
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Dado que g es continua, ¥e’ > 03§ > 0 tal que si |z — y| < d con z,y € B, entonces |g(y) — g(x)| < €. Por

tanto, podemos asegurar en la misma situacién que

g(s)ds — g(x)

1

1
<= / e ds=
0 JB(.s)

1
’|B($75)| B(x.9)

el s=¢.

SN

con lo que se verifica la identidad (2.6) para g.

Por tanto,
/ : = limsu ; s) — als)ds
hrfj(l,lp M/]g(z,r)f(s)dsf(x) =1 Tﬁop |B(3377°)|/f( )—g(s)d
1
e / 9(s) ds — g(z) +9(z) — f(x)

< lim sup m/f(s)—g(s) ds

r—0
Vg1 B(;,T” / o(s) ds — g(z)

Estudiemos el valor de cada uno de estos tres tltimos términos:

+ lim sup

r—0

+ limj(L)lp lg(x) — f(x)].

1. limsup,_,q ‘wﬁ [ £(s) = g(s) ds] < 5D, 5k Saem 1 (5) — 9(s)|ds = M(f — g)(a).
2. limsup,_,, ‘m Jg(s)ds — g(x)’ = lim,_q ‘m [ g(s)ds —g(z)| = 0.
3. lmsup, o |g(z) — f(2)| = |g(x) = f(z)].

Por tanto, prosiguiendo con las desigualdades,

f(s)ds — f(a)] < M(f — g)(x) +|g(z) — f(=)]. @7

)

es de medida nula. La desigualdad (2.7) nos permite ver que esto se puede obtener verificando que los conjuntos

{z eR": |M(f —g)(x)] > A}y {x € R": |g(z) — f(z)| > A} son ambos de medida nula.

lim sup
r—0

‘B(l‘, T)| B(z,r)

Para demostrar (2.6), es suficiente ver que para cada A > 0 el conjunto

{x eR™: ll'_r)%sup f(s)ds — f(x)

|B(x’7a)| B(z,r)

En el caso del primer conjunto, retomando el valor de € considerado al principio, por el Teorema 2.12 se tiene

, c c
o € RS M(f - )@ > M < F17 ~glh = 5 [ 150 - gt dy < 5
A A B A
y en el caso del segundo conjunto, por la desigualdad de Chebychev (véase [5, p. 193]),

fre B () — (o) > 2} < Lol €

Dado que ¢ es arbitrario, se sigue que ambos conjuntos son de medida nula. O

1

Acabamos de demostrar equivalentemente que si f € L

(R™), entonces

R™\ {CCGR” im (f(y)—f(x))dy=0}

=0 |B(x,7)| JB(ar)
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es un conjunto de medida nula. Podemos probar algo mds fuerte reproduciendo las ideas en [5, p. 97], [7, p. 41] y

[12, p. 106]: que lo que se considera como el conjunto de Lebesgue definido por

1
rEeR:lim———— [ |f(y) ~ f@)dy =0
{ =0 |B(x,7)| JB(ar)
verifica que su complementario es de medida nula, o equivalentemente,
1
lim ——— |f(y) — f(x)| dy = 0 para casi todo x.

r—0 |B(I7 T‘)‘ B(z,r)

Corolario 2.14. Si f € L} (R™), entonces el complementario del conjunto de Lebesgue de f es un conjunto de

medida nula.

1

ioc (R™) obtenemos que, salvo en

Demostracion. Siq € Q", aplicando el Teorema 2.13 a g,(z) = |f(z) —q| € L

un conjunto de medida nula F,, se verifica la identidad

1
lm [f(y) —gqldy = [f(x) — gl
r—0 |B(l‘, T)| B(z,r)
Sea £ = | qeqn Eq> que verifica |E| = 0 por ser la unién numerable de conjuntos de medida nula (véase

[5,p.26]). Si z € R™ con x ¢ FE tendremos que para cada ¢ > 0 podemos escoger un cierto g. € Q™ con

|f(z) — ¢c| < €, de manera que

1f () = F@) = 1f () = ¢ + ¢ = F(@)] < [f(y) — el + [f (@) = g < [f(Y) — el + &

Entonces podemos afirmar

1
- _ dy < ——
B Jom T IO < B0 L

1
S
‘B(‘T"a T)| B(x,r)

1
W/B( )|f(y)fq5|dy+s.

Aplicando limites superiores en ambos lados de la ecuacion,

|f(y) — q=| dy

edy

lim sup |f(y) — f(z)| dy < limsup |f(y) — qcldy + ¢

r—0 |B(1‘,T)| B(z,r) r—0 |B($5T)| B(z,r)
=|f(2) —ge| + e <2,

con lo que hemos concluido la demostracion al ser € > 0 arbitrario. O

21



Capitulo 3

Operador maximal para bolas y medidas

arbitrarias

En el anterior capitulo establecimos el teorema de diferenciacién de Lebesgue para un operador maximal muy
concreto: el centrado en bolas euclideas (norma p = 2). La Definicién 2.3 considera no obstante bolas de norma
1 < p < oo (siendo el caso p = oo cubos) y los que hemos llamado «no centrados». Mads tarde veremos incluso
que podemos no restringirnos Gnicamente a bolas de norma p sino también a otros tipos de familias de conjuntos

m4s generales.

3.1. Operadores maximales asociados a normas no euclideas

En esta seccion nos ocuparemos de demostrar el resultado de diferenciacion para el resto de operadores con-
templados en la Definicién 2.3. Afortunadamente, la equivalencia puntual que se dard entre estos operadores nos
permitira llegar a algunas propiedades que ya vimos que tenia el operador maximal estdndar. Esta es una forma de

proceder habitual (véase el comentario en [3, p. 30]).

Definicion 3.1. (Equivalencia puntual de operadores)
Diremos que dos operadores 7'y T” definidos en el mismo espacio de funciones F son puntualmente equiva-

lentes si existen constantes ¢, C' > 0, independientes de f € F y de x € Dom f, tales que
c-Tf(x) <T f(x) < C-Tf(x)paratodo z € R".
Se comprueba ficilmente que esta es una relacion de equivalencia, hecho al que haremos referencia posterior-

mente.

Reproducimos previamente un lema sobradamente conocido y un corolario que recoge unas propiedades que,
como veremos, tienen lugar gracias a ciertas caracteristicas especiales de la medida de Lebesgue que no todas las

medidas comparten.

Lema 3.2. (Equivalencia de normas en R")

Para todo 1 < p,q < oo existen constantes 0 < cp o < Cp 4 < 00 tales que

pallzlly < llzllp < Cpgllzlly Vo e R™
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Corolario 3.3. Para todos1 < p,q < oo, x € R" yr > 0, se cumple que By(x,1) C By(x,Cp o) y asimismo
|Bp(@,7)] < (Cp,g)"|Bg(,7)|.

Demostracion.
Siy € By(x,r), entonces ||y — z||, < r. Por el Lema 3.2, tenemos que existe una constante Cp, , > 0 de

manera que ||z]|, < Cp4l12]l4 V2 € R™; particularizando esta desigualdad para z := y — z € R™,
ly = zllg < Cpqlly — llp < Cpgr,

luego y € By(z, Cyp 47).

Finalmente, para demostrar |By(z,7)| < (Cp 4)"|Bg(z,7)| partimos de By(z,7) C By(z,Cp 1), y por la
propiedad de monotonia de las medidas (véase [5, p. 25]), | Bp(x,7)| < |By(z, Cp 47)|. La propiedad de invarianza
por translaciones de la medida de Lebesgue nos permite establecer |B,(z, C, 4r)| = |B4(0,Cp 47)|. Asimismo,
por la propiedad de la medida de Lebesgue de «comportamiento simple frente a dilataciones» (véase [5, p. 37]),
en R" se tiene

|B4(0, Cpqr)| = (Cp,g)"[Bq(0,7)],
y por la invarianza por traslaciones de la medida de Lebesgue,
(Cp,g)"[Bg(0,7)[ = (Cp,g)" | By(a, 7)].

Juntando ambas ecuaciones,

| Bp(,7)| < (Cp,g)"|Bq(,7)|-
O

Llegamos entonces al resultado de equivalencia puntual de los operadores maximales de Hardy-Littlewood
presentados en la Definicién 2.3. Seguiremos maneras de proceder similares a las de la demostracién del Teorema

2.7, junto con las sugerencias habituales presentadas en fuentes como [5, p. 100], [6, p. 871y [7, p. 44].

Teorema 3.4. Los operadores maximales de Hardy-Littlewood de la Definicion 2.3 son todos ellos puntualmente

equivalentes entre si.

Demostracion.
Sean 1 < p, g < oo fijos arbitrarios. Demostraremos que M), es puntualmente equivalente a M, y que asimismo
M,, 1o es a M. Una vez conseguido esto, las propiedades de simetria y transitividad de la relacién de equivalencia

puntual nos proporcionan el resultado del enunciado.
= Demostracion de la equivalencia puntual de M, y M,.

Dado que p, ¢ no poseen ninguna relacién de orden establecida, es suficiente demostrar la desigualdad M, f (x) <
CM,f(x).
Sea r > 0. Por el Corolario 3.3 podemos asegurar By,(z,r) C Bq(x, Cp qr) y |Bp(x,7)| < (Cp.q)"|Bg(z, )]
para un cierto C}, ; > 0, de modo que podemos decir
1 | By(z, Cpq7)] 1
e [ ()] ds < PA /
|Bp(117,7°)| By (z,r) |Bp(.’L',T‘)| |Bq(fE,Cp’qT)| By (z,Cp qr)

Denotando C” := |By(x, Cp q7)|/|Bp(x,7)| y tomando supremos obtenemos la desigualdad deseada.

|/ (s)] ds.
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= Demostracion de la equivalencia puntual de M), y M

La desigualdad M, < M, es trivial. Por otra parte, si z € B,(y,r) para algunos y € R™ y r > 0, entonces

By, (y,r) C By(x,2r) por la desigualdad triangular de la norma || - ||,,. Usando esta inclusién y la monotonia de la

/ |f(s)lds S/ |£(s)| ds.
By (y,r) By (x,2r)

Ademds, usando |B,(y,r)| = |Bp(0, |-y |Bp(x,2r)| = \Bp(O7 1)|- (2r)™ = 2™ - |B,(y, r)| deducimos que

s)|ds < / )| ds.
|B y,r |/p(yr) |B Z 2T| (z,27) ‘

Tomando supremos sobre todas las bolas B, que contienen a z, concluimos que M, f(z) < 2" M, f(z). O

integral, obtenemos

Necesitamos demostrar la medibilidad Lebesgue de todos los operadores maximales para que tenga sentido el

concepto de ser débil (p, p).
Proposicion 3.5. Todos los operadores maximales definidos en la Definicion 2.3 son medibles Lebesgue.

Demostracion.
= Demostracion para los operadores maximales no centrados

Sea A > 0y definamos
A= {z e R": M, f(z) > A}.

Queremos ver que A es un conjunto medible Lebesgue. Todo conjunto boreliano en R™ es medible Lebesgue (por
definicién, véase [5, p. 37]) y por tanto todos los abiertos de R™ lo son, por lo que sera suficiente ver que A es
abierto para concluir que es medible Lebesgue.
Sea z € A. Queremos demostrar que existe una bola que contiene a = y que estd contenida en A.

Para lo primero, como z € A, se verifica entonces sup,cp, ﬁ i) B, |f(s)|ds > M. Por la definicién del
supremo existe entonces una bola abierta B, (y,r) con algunos y € R" y r > 0,y tal que x € B,(y,7) y
W pr(y)T) [f(s)|ds > M.

Ahora solo queda demostrar que B,(y,r) C A. Si z € B,(y,r), entonces por la definicién de operador

1
maximal no centrado M f(z) > W pr(y ") |f(s)] ds > A. Por tanto, z € A, luego B, (y,r) C A.

= Demostracion para los operadores maximales centrados
El argumento es idéntico al visto en la Proposicién 2.5, dado que la demostracién proporcionada es realmente

independiente del valor de p. O

Una vez hemos verificado la medibilidad ya tiene sentido plantearse la cuestién de la condicién de ser débil
(1,1): a continuacién veremos que si un operador es débil (1, 1), entonces un operador puntualmente equivalente
a aquél también lo es. Eso nos permite deducir automaticamente que todos los operadores maximales de Hardy-

Littlewood que hemos definido, con norma 1 < p < oo centrados o no centrados, son débil (1, 1).

Proposicion 3.6. Dados dos operadores My, Mo puntualmente equivalentes y medibles, si My es de tipo débil

(1,1), entonces M, también lo es.
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Demostracion.

Por definicién, M, es de tipo débil (1, 1) si existe ¢ > 0 independientes de f y A tales que
{z € R™: Maf(z) > \}| < ; Afl YA > 0.
Al ser My y M puntualmente equivalentes, M f(z) < C'Ms f(x) para todo x € R™. Por tanto,
{z eR": My f(z) > A} C{z e R": CMyf(z) > A} ={x e R": Myf(z) > \/C}.

Como la desigualdad se cumple para todo A > 0, en particular se verificard para A/C, de modo que

c c-C
{z € R": Myf(z) > A} < [{z € R" : Maf(x) > A/C}| < o £l = == - Il
y C’ := ¢- C > 0 es una constante independiente de f y A, por lo que M; es de tipo débil (1,1). O

Ahora ya podremos demostrar el Teorema de Diferenciacion de Lebesgue considerando ya no solo bolas eu-
clideas centradas en z € R™ y de radio » € R, sino bolas de norma 1 < p < oo centradas o no centradas en
r €R.

La demostracion es andloga a la del Teorema 2.13: es independiente de la norma 1 < p < oo que se escoja, y
en el caso de los operadores maximales no centrados, siempre podemos reducirlo al caso estdndar escogiendo bolas
centradas en x de un radio suficiente para cubrir las bolas no centradas en x. En particular, si © € B,(z,r) para
algunos z € R™ y r > 0, podemos trabajar con las bolas centradas en = € By, (z, 2r) pues B,(z,r) C By(z,2r)
por la desigualdad triangular. Este argumento no es sino es un caso particular de lo que [5, p. 98] define por familias
de conjuntos borelianos que, rebautizdndolo en castellano, «se encogen de buena manera», familias mediante las

cuales también se llega a un correspondiente teorema de diferenciacion.

Observacion 3.7. La equivalencia puntual de operadores implica la acotacion de todos ellos, y por tanto se cumple
el Teorema de Diferenciacion de Lebesgue para las familias de conjuntos asociadas a dichos operadores. Sin
embargo, se puede demostrar el teorema de diferenciacion asociado a las bolas no centradas sin pasar por demostrar
la equivalencia puntual, y eso es precisamente lo que se hace en [5, p. 98]. Replicando dicho argumento, sea

x € B,(z,r). Entonces se puede deducir

1 1
B fo = sl < s [ - sl

|Bp(z,2r)] 1 /
= |f(y) — f(2)|dy
|BP(Z7 T)| |Bp(x7 QT)‘ Bp(z,2r)
1
—on £(y) — F() dy.
|B(£L', 2T)| B(z,2r)
Cuando r — 0 también 2r — 0, y por el Corolario 2.14 la expresién de mds a la derecha tiende a cero y por
1
tanto también m I ) | f(y) — f(z)| dy, con lo que en particular se sigue el teorema de diferenciacion.
(2,7 p(%;

En esta seccién hemos demostrado que el teorema de diferenciacion aplica en z € R™ para
= Bolasde norma 1 < p < oo centradas en z € R”,

= bolas de norma 1 < p < oo no centradas en z € R”,

25



Operador maximal para bolas y medidas arbitrarias

= y usando la medida de Lebesgue.

En efecto, con respecto a lo ultimo, hemos hecho uso en repetidas ocasiones de las propiedades descritas de inva-
rianza por traslaciones y «comportamiento simple frente a dilataciones», algo que no cumplen todas las medidas.
Observaremos que la medida de Lebesgue es un caso particular de las medidas doblantes, que son medidas mas

generales con las que también se verificard el teorema de diferenciacion.

3.2. Teorema de Besicovitch

Si bien el primer resultado de cubrimiento que vimos, el Teorema 2.2, destacaba por su sencillez y por ser
aplicable en buena cantidad de situaciones, en esta seccidn mostraremos un resultado mds general que nos permitird
establecer en la Seccién 3.3 la acotacién débil (1,1) de operadores maximales mds generales en cuanto a las
medidas de partida. Enunciamos y demostramos lo que se conoce como Teorema de Besicovitch desde [7, p. 2], y

nosotros nos hemos encargado de completar los detalles y argumentos que alli se dejan al lector.

Teorema 3.8. (Teorema de Besicovitch version general)
Sea A C R™ acotado, y para cada x € A se tiene un cubo cerrado Q)(x) centrado en x. Entonces de la familia

F ={Q(z) : x € A} podemos extraer una sucesion {Qy, }i, (posiblemente finita) de manera que:

1. AC Uka

2. Ningin punto de R™ estd en mds de 0(n) (un niimero que solo depende de n) cubos de la sucesion {Qy, }r,

es decir, para cada z € R"

Z XQk (Z) < (9(71)

3. La sucesion {Qy} puede ser distribuida en &(n) (un niimero que solo depende de n) familias de cubos

disjuntos.

Demostracion.
i) Sea
so = sup{l(Q(z)) : = € A}
donde ¢(+) es la funcién que a cada cubo le corresponde su longitud lateral.
Si sg = oo entonces podemos escoger un tnico cubo Q(x) de manera que A C Q(x), con lo que concluiria
este apartado i).
Si 59 < o0, por definicién de supremo podemos escoger Q1 := Q(x1) € {Q(x) : € A} tal que 3 < £(Q1).

Sea ahora

s1 :=sup{l(Q(z)) : x € A\Q1}

Escogemos ()3 con centro 3 € A\Q; tal que 3 < £(Q2), Si tras haber escogido Q1, ..., Q,, se tiene que

A\ U~ Qi = 0, paramos. Si no, definimos
o £ SUD {aQ(x» cre A Qk}
k=1
y elegimos Qi1 := Q(Zm+1) conz € A\ U}~ Qx tal que 2= < £(Quy1).
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En cada iteracion tendremos que %si_l < (Q;) < s;—1. Si por el contrario £(Q;) > s;—1, eso querria decir
que existe un cubo de lado superior al del supremo, es decir, £(Q;) > sup {{(Q(z)) : € A\ U, Q}, absurdo
por construccién. En definitiva, obtenemos una sucesién (finita o infinita) {Qy }x que verifica %si_l < (@) <
si—1 para ¢ > 1. Ademds, otra propiedad inmediata ligada a aplicar supremos sobre estos conjuntos encajados es
que sgj, €s una sucesion no creciente.

Suponiendo por reduccién al absurdo que quedara algiin z € A no cubierto (caso solo potencialmente posible
si la sucesién de cubos es infinita), entonces = € A\ U,;“;l Q. Por definicién de los s;, se tiene entonces que
0 < ¢(Q(x)) < am para todo m € N, por lo que a,,, > ¢ > 0 para todo m € N. Pero como z; ¢ Q(z;) si
1 > j, tenemos una sucesion infinita de puntos (los x;) separados por una distancia minima ¢ > 0; contradiccién
con el hecho de que A sea un conjunto acotado. Por tanto, se puede asegurar que A C |J,, Q. lo que se pretendia

demostrar.

ii) Primero vamos a demostrar el resultado auxiliar de que si Q;, Q; € {Qx}» (familia obtenida tal y como en
el apartado anterior), entonces %Qi N %Qj = () para i # j (denotamos por %Q el cubo con mismo centro que @) y
longitud lateral reducida a un factor %).

Supongamos por reduccidn al absurdo que existen ¢ # j de manera que %Qi N %Qj # (), y sin pérdida de
generalidad, supongamos ¢ > j. Vamos a probar la relacién £(Q;) > %E (Q;) para i > j, que nos servird como
herramienta.

Por construccion, respectivamente £(Q;) > %sj,l y Q;) > %si,l, y como s;_1 > s;—1 al ser {sy }, una
sucesion no creciente, entonces £(Q;) > %Sj_l > %si_l y por tanto £(Q;) > %si_l.

1

De la relacion 5s;_1 < £(Q;) < s;—1 sabemos s;_1 > £(Q;) y por tanto, juntindolo todo,

UQ;) > 8i-12 #(Qi)-
Por tanto, /(Q;) > 3(Q;) parai > j.

Supongamos ahora que existe un y € %Qi N %Qj. Esto implica necesariamente que

(4(Q4)/3) (£(Q5)/3)
ly = zilloe < Sy — e < RS
y por la desigualdad triangular,
i = @jllco < [l = ylloo + 1y = Zjlloc = ly = Zilloo + 1Y = 2 loo-
Por tanto,
0Qi) | UQj) 200Q;) | UQy) _ 4Qj)
i = zjlloo < lly = @illoo + lly = @jlloc < == + 6] SUQy) > FUQ) s> g o 6] - 2J

Sabiendo que £(Q;) > $4(Q;) sii > j,

0Qi) | Q) _ 20(Q;) | UQy) _ UQy)
i~ Tilleo < < = .
i — ;| s T e T % 5
Pero entonces la distancia entre x; y x; es menor estrictamente que @ por lo que z; € Q;. Esto es absurdo

por la construccién de la sucesion {Qy }x pues ¢ > j. Por tanto, %Qi N %Qj = (.

Una vez probada esta herramienta auxiliar, sea z € R™. Proyectemos z sobre el eje 1 < k < n de coordenadas,

(2)1. Ahora que ya sabemos que todos los cubos que recubren z verifican %Qi N %Qj = () para i # j, imaginemos
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estos cubos contraidos a un tercio y que no se solapan, proyectados sobre el eje de coordenadas. La situacién

general podria ser una como la mostrada en la Figura 3.1.
(%Qil)k (%Qw)k (%Q%)k (%QM)k (%QiS)k

e T e, e O e e

Figura 3.1: Cubos contraidos a un tercio y no solapados sobre el eje k£ de coordenadas.

El enunciado de ii) se reduce a preguntarnos, en cada eje, /cudntos de estos intervalos sin solapar puedo
disponer como maximo de manera que multiplicando su longitud de lado por 3 cubran todos ellos a (z);? Vamos
a demostrar que a uno de los lados de z, el nimero maximo de intervalos son tres.

Supongamos por reduccién al absurdo cuatro de estos intervalos dispuestos, sin pérdida de generalidad, a

la izquierda de (z);. Renombremos estos intervalos a ng = (%Q%)k . Supongamos que los intervalos estdn

!/ / / /

dispuestos de izquierda a derecha Q; ,Q;,, Q. , Q;,,

ij 6{1,...,4}.

sin ninguna relacién de orden a priori entre los distintos

Trabajamos ahora, en lugar de con el operador longitud lateral ¢(-), con el operador radio r(-), que constituye
el semilado del cubo. Contraer la longitud de lado del cubo a % supone reducir en este mismo factor su radio.

Para que (Q;, )r = 3 - @}, pueda cubrir a (z), deberd verificarse como minimo que
3r(Qi,) > 2r(Q;,) +2r(Q;,) +2r(Q5,),

pues 27(Q;,) + 2r(Q;,) + 2r(Q;,) < d((zi, )k, 2x)-

! /! / /

i1 iz i3 Z'4
e TR
/ !/ / /!
;) i, i, zj, (2)k

(i )k r(Q)

2

> 2r(Qj,) +2r(Q;,) +2r(Q7,)
Figura 3.2: Ilustracion del argumento que terminard en contradiccion.
Sea j € {2,3,4}.
= Sigy <y,
Si¢; < i, entonces

20(Qi)) > 6(Qi,) & 2:3-0Q;) >3-4Q;,) & 20Q;) > Q)
e UQ;) <20Q;) & (@) <2r(@)

L] Sl’Ll > ij,
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Si i1 > i, entonces
0Qi) <sip—1 <852 < ... < 85,401 <85, <8451,
por lo que

UQi) _ Si—1
2 = 2

T(Qil) =

Como 4(Q,,) € (S"LQ’1 , sm_l] se cumple s;, 1 < 2£(Q;;) o equivalentemente Si];l < 2r(Qy,), de modo

que finalmente

r(Qi) <2r(@i) & (@) <2r(Q).

Por tanto, independientemente de la relacién de orden entre los distintos i; € {1,...,4} se puede asegurar

7(Qi,) < 2r(Q;;) paratodo j € {2,3,4}. Sumando todas estas consecuentes desigualdades,

r(Qi) = 3r(@Q;,) < 2r(Q3,) +2r(Qi,) +2r(Q7,) < d((2i))k, 2k)

por lo que z ¢ Q;,, absurdo.

Por tanto, solo puede haber tres intervalos contraidos a la izquierda de (z)g, tres a la derecha, y quizds un
intervalo contraido que ya contenga a (z): en total, una cota superior de siete.

Llevando a cabo el mismo procedimiento en todas las n coordenadas, podemos establecer la cota de que no

mads de 6(n) = 7" cubos de {Q }x cubren a z, una cifra que depende tGnicamente del espacio R™:

3 xau(z) < 0(n) = 7"

iii) Un cubo interseca con otro si y solo si uno cubre alguno de los vértices del otro. Cojamos cualquiera de
los vértices de un cubo Q); € {Qy }x. Por el apartado anterior, a lo sumo 7" cubos de {Q }+ cubren este vértice.
Repitiendo la operacion para cada uno de los 2" vértices de (), se tiene que (); tiene alguno de sus vértices
cubierto por un nimero de cubos no superior a 7" - 2" = 14™.

Se pueden establecer un maximo de {(n) = 14™ + 1 subfamilias disjuntas de cubos. Si la sucesién {Qy }x, es fi-
nita y de nimero de elementos menor o igual que £(n), es trivial. Si no, sean inicialmente Q1 € F1,...,Q14n41 €
Fian41. Necesariamente (Q14» 12 debe ser disjunto con alguna de las familias (unitarias de momento) Fy, con al-
glin kg = 1,...,14™ + 1, por la cota establecida y por el principio del palomar. Entonces afiadimos Q14n 12 € Fy,
y por tanto F; mantiene su propiedad de ser familia disjunta de cubos. Se puede hacer lo propio con k = 14™ + 3,

k = 14™ + 4, y asf sucesivamente. O

Observacioén 3.9.
Es pertinente incluir algunas de las observaciones que en [7, p. 5] se introducen en relacién con este resultado,
pues nos permite usarlo en mds escenarios que los que el enunciado sefiala. En particular, el teorema precedente es

valido para los siguientes escenarios:
1. El teorema es vdlido si A no es acotado pero el supremo de las medidas de los cubos es finito.
2. El teorema es vdlido cuando también consideramos cubos () no cerrados.

3. El teorema es vélido si trabajamos con bolas de norma 1 < p < oo.
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4. En el teorema los puntos z no tienen por qué estar centrados en )(x), mientras no estén en la frontera de

Q(z) o arbitrariamente cerca de la misma.

3.3. Operadores maximales asociados a medidas arbitrarias

Si queremos estudiar versiones mds generales del operador maximal de Hardy-Littlewood, podemos ir por la
via de generalizar los familias de conjuntos, o bien considerar otras medidas diferentes de la de Lebesgue.

La primera opcién es corta: hasta ahora hemos trabajado en bolas de norma p, pero si tan solo damos el
siguiente paso, en el que pediremos que la familia de conjuntos sean rectangulos de lados paralelos a los ejes de
tamafio arbitrarios (el caso que generaliza a los cubos, siendo estas bolas de norma p = oo en R"™), empezamos
a ver comportamientos patolégicos que imposibilitan llegar a un teorema de diferenciacién. En el Capitulo 4
desarrollaremos en mayor profundidad esta cuestion.

En esta seccion estudiaremos qué ocurre partiendo de otras medidas. Recordemos que a lo largo del trabajo
hemos usado en todo momento la medida de Lebesgue, obteniendo muchos resultados por medio de usar ciertas de
sus propiedades que no comparten todas las medidas. Nuestra tarea serd ver hasta qué punto podremos generalizar
la medida conservando el teorema de diferenciacion.

Empezamos considerando una medida y en R™ a la que solo le pediremos las siguientes propiedades bésicas:
que sea boreliana, regular, c—finitay 0 < pu(B) < oo para toda bola B.

Consideremos, sobre bolas de norma p, el operador maximal centrado

1
M, f(x) =su 7/ d )
nf (@) =sup B B(W)If(y)l 1(y)
y el operador maximal no centrado
1
M f(x) = su 7/ d .
o (@) SUD 5 Blf(y)l 1w(y)

Notemos inmediatamente que M, f(x) < M f(x) para todo f € Lj,.(R™), z € Domf.
Recordemos que la manera de proceder que seguimos es demostrar que el operador con el que estemos traba-

jando esté acotado adecuadamente para controlar el tamafio de los promedios locales; en el contexto del teorema

1

de diferenciacién de Lebesgue en L,

(R™), esto se traducia a verificar que se cumple que el operador sea de tipo
débil (1,1). La pregunta a resolver serd para qué operadores y bajo qué circunstancias esto ocurre. Las siguientes

secciones se ocupardn de dar las respuestas.

3.3.1. Caso operador centrado

Afortunadamente, el operador centrado es débil (1, 1) sin necesidad de exigir nada més de las premisas gené-
ricas que hemos planteado. Para probar este hecho procederemos de una manera muy similar a la demostracién
del Teorema 2.12. Esta demostracién es independiente de la norma p que se escoja para las bolas, y la medida
1 comparte con la de Lebesgue las propiedades de regularidad y o—finitud que se usan de esta. No obstante,
como veremos a continuacién, en la cadena de desigualdades que concluyen en el resultado se usa la propiedad
|B(x,3r)| = 3"|B(z,r)| para x € R™, r > 0; ciertamente esta caracteristica de la medida de Lebesgue no la
comparten todas las medidas, y es un caso particular de la propiedad que ya hemos presentado con el nombre de

«comportamiento simple frente a dilataciones». Esta vez deberemos emplear un cubrimiento de tipo Besicovitch.
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Teorema 3.10. El operador maximal de Hardy-Littlewood centrado en bolas de norma 1 < p < oo es un operador

de tipo débil (1,1).

Demostracion.

Seaun A > 0 arbitrario fijo, A = {z € R" : M f(x) > A}.

Si|A| = 0, se verifica la desigualdad deseada (2.4) trivialmente.

Si por el contrario |A| > 0, por la propiedad de regularidad de la medida de Lebesgue existe un subconjunto
compacto K C A de medida no nula.

Sea z € K C A arbitrario. Como en particular x € Ay por la definicién del operador maximal, podemos
escoger una bola B(z, ) para cierto r; > 0 de manera que Wlm)\ fB(w,m) |f(y)| dy > A

Consideramos la familia de todas estas bolas { B(z,r,) : © € AN K = K} que recubren a . Como K es un
conjunto compacto, existe un subrecubrimiento finito F = {B(z;,7,) : 1 <i < N, z; € AN K}.

Por el Teorema 3.8 existe una subfamilia (finita) de bolas H de manera que K C UH 'y > pq XB(2) < 0(n)

para todo z € R™. Tenemos pues que, empleando la forma de argumentar en [7, p. 37],

Kl <lum= S IBl< 3 > [ wld=5 [ 15w xe)dy
o) [ b oy
<% swlar< B2 [l = "

Como A es un conjunto medible Lebesgue (por ser M f medible Lebesgue, Teorema 2.5), de la propiedad de
regularidad de la medida de Lebesgue sabemos que |A| = sup {A(K) : K C A subconjunto compacto}, y por

tanto deducimos |A| < @ I 1]1, con lo que se cumple la desigualdad (2.4) para M f en el caso p = 1. O

3.3.2. Caso operador no centrado

Desafortunadamente el operador no centrado M ; sin plantear ninguna hipétesis adicional sobre y no es débil
(1,1). La demostracién que se utiliza para el operador centrado no puede ser adaptada sin més; el teorema de
Besicovitch solo aplica a bolas «mas o menos centradas» (véase la sexta observacion de [7, p. 7]).

Por otra parte, ciertamente nuestro primer teorema de cubrimiento, el Teorema 2.2, no exige bolas centradas.
(Podremos llegar a una acotacién con ella a pesar de que nuestra medida p pueda no ser una medida con «compor-
tamiento simple por dilataciones»? En realidad, en el caso de R™ en general, basta con pedir algo ligeramente mas
débil que esto: que sea doblante. Transcribimos gran parte de la definicién de [11], modificandola para nuestros

fines.

Definicion 3.11. Dado un espacio de medida (X, A, i), donde p es una medida boreliana y regular, se llama

doblante si existe una constante C}, > 1 de manera que, paratodox € X yr > 0,
(Bp(x,2r)) < Cup(Bp(z, 7))
para algin 1 < p < oc.

Notese que en X := R", la equivalencia de normas (Lema 3.2) entrafia que si una medida es doblante para
alginpen 1 < p < oo, lo es para todos estos p. Como antes, esto nos permite en adelante aligerar la notacién

prescindiendo del p.
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Si p es doblante podremos seguir usando el cubrimiento del Teorema 2.2 de la siguiente manera, nuevamente

reutilizando la estructura del Teorema 2.12.

Teorema 3.12. Consideramos en R™ una medida 1 boreliana, regular, c—finita y 0 < p(B) < oo para toda bola
B. Si yw ademds es doblante, el operador maximal de Hardy-Littlewood no centrado en bolas de norma 1l < p < oo

es un operador de tipo débil (1,1).

Demostracion.

Seaun A > 0 arbitrario fijo, A = {z € R" : M f(z) > A}. Si u(A4) = 0, se verifica la desigualdad deseada
(2.4) trivialmente.

Si por el contrario p1(A) > 0, por la propiedad de regularidad de p existe un subconjunto compacto K C A de
medida no nula.

Sea x € K C A arbitrario. Como en particular x € A y por la definicion del operador maximal, podemos
escoger una bola B(x, r;) para cierto r, > 0 de manera que m fB(I,rz) [f(y)|dy > A

Consideramos la familia de todas estas bolas {B(x, ;) : * € AN K = K} que recubren a K. Como K es un
conjunto compacto, existe un subrecubrimiento finito 7 = {B(z;,7,,) : 1 <i < N, z; € ANK}.

Por el Teorema 2.2, existe una subfamilia de bolas disjuntas G = {B(xij,r%) 1< < M} C F con

M < N de manera que

M M
H(K) < p(UF) < p(UG7) < Y p (Bl 8r2)) < 37 (Bla, 4,
=1 =1
M ’ M ’ 02
<G n(Bloiy,2m,)) £ C2 Y0 (Bl ra)) <o < LU f
Jj=1 j=1

Como A es un conjunto p—medible, podemos afirmar que de la propiedad de regularidad de p establecemos
2
w(A) = sup {A(K) : K C A subconjunto compacto}, y por tanto deducimos | 4| < % | /|1, conlo que se cumple

la desigualdad (2.4) para M f enel casop = 1. O

Para el caso particular de n = 1, en R, no es necesario que la medida i sea doblante. Un lema de cubrimiento

sencillo y directo que nos permite llegar a ello es el siguiente, que puede encontrarse en [3, p. 31].

Lema 3.13. Dado un conjunto C, donde para cada x € C se tiene ademds una familia finita de intervalos

I, = {I C R : x € I} que cubren a x, podemos extraer una subfamilia (finita por tanto) I, que verifica

card(Z;) =2y UIeIZ I= UI’GI.’T I

Demostracion. Esto se consigue sin mds que escogiendo el intervalo con extremo izquierdo mds alejado de z, y el

intervalo con el extremo derecho mds alejado de x; la unién de estos dos intervalos cubren a todos los demds y a x.

Formalmente, si Z, = {[a;,b;] : a;,b; € R;i =1,...,n} familia finita (asumiendo sin pérdida de generalidad
que estos intervalos son cerrados), existen j,k € N tales que valores a; = min{a; : i = 1,...,n} € Ry
by = méx{b; : ¢ = 1,...,n} € R. Si establecemos Z/, := {[a;, b;], [ak, bx]}, tendremos que = € I para todo

I € T/, y asimismo UZ, = UZ,. Veamos esto tltimo:
» UZ, C UZ,: trivial por cémo hemos construido Z,,.

» UZ, C UZ,:
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[a, b5

x
S
|
|
|
|
|
|
|
|
!
|

[ak, bk]

Figura 3.3: Tlustracién del argumento de la demostracion del Lema 3.13.

Siy € [ar, b)) € Z, para algiin [ € N, entonces necesariamente a; < a; y b; < by. Puede ocurrir bien que y < x
o que y > z; en el primer caso, como a; < a; y = € [a;, ;] entonces y € [a;,z] C [aj,b;]; en el segundo caso,
como b; < by, y x € [ay, bg] entonces y € (z, bg] C [ag, bg]. Por tanto, en cualquiera de los dos casos, y € I para

algin I € 7. O
Nuevamente llegamos al resultado correspondiente reutilizando la estructura de los teoremas previos.

Teorema 3.14. Consideramos en R una medida p boreliana, regular, c—finita y 0 < p(B) < oo para toda bola
B. Entonces el operador maximal de Hardy-Littlewood no centrado en bolas de norma 1 < p < 0o es un operador

de tipo débil (1,1).

Demostracion.

Seaun A > 0 arbitrario fijo, A = {z € R™ : M f(z) > A}. Si u(A) = 0, se verifica la desigualdad deseada
(2.4) trivialmente.

Si por el contrario p1(A) > 0, por la propiedad de regularidad de la medida de Lebesgue existe un subconjunto
compacto K C A de medida no nula.

Sea x € K C A arbitrario. Como en particular x € Ay por la definicién del operador maximal, podemos
escoger una bola B(z, r,) para cierto r,, > 0 de manera que m fB(mM) [f(y)|dy > A

Consideramos la familia de todas estas bolas {B(x, ;) : * € AN K = K} que recubren a K. Como K es un
conjunto compacto, existe un subrecubrimiento finito F = {B(x;,75,) : 1 <i < N, z; € AN K}.

Por el Lema 3.13 existe una subfamilia (finita) de bolas H de manera que K C UH 'y > 4, xB(2) < 2 para
todo z € R. Entonces, empleando la forma de argumentar en [7, p. 37],

p) <uo < Y uB <3 Y [ 1wl =5 [ 1wl Y e

BeH BeH BeH

Como A es un conjunto p—medible, podemos afirmar que de la propiedad de regularidad de p establecemos
|A] = sup {A\(K) : K C A subconjunto compacto}, y por tanto deducimos [A| < 2| f||1, con lo que se cumple la
desigualdad (2.4) para M f enel casop = 1. O

Para R™ con n > 2 el operador no tiene por qué ser débil (1, 1) cuando se deja de imponer que la medida sea
doblante. En [14] se provee la caracterizacién de que este operador es débil (1, 1) cuando a la medida se le pide que
sea doblante en un sentido algo menos estricto, y que ademds sea invariante por rotaciones; ademds, en este trabajo
se referencia el contraejemplo cldsico de [10], que demuestra que en R? el operador maximal no centrado en bolas
con la medida gaussiana estdndar du(z,y) = e~ @ +°)/2 gy dy (no doblante), con la funcién f(x,y) = §(9,q+1)

(delta de Dirac en el punto (0, a + 1)) para a > 0 suficientemente grande, no es de tipo débil (1, 1).
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Tipo de op.

max./Dimension n=1 nz2
Centrado en Débil (1,1)
bolas (Teorema Débil (1, 1) (Teorema 3.10)
1<p<x 3.10)
Medida doblante Medida no doblante

No centrado General Invariante por rotaciones

en bolas

Débil (1,1)
(Tma. 3.14)

Débil (1,1) Caracterizacién de débil (1,1)
lspsoo (Teorema 3.12)

No débil

bajo algunas pocas premisas
(1,1) [10]

adicionales [14]

Cuadro 3.1: Tabla esquematica que determina si los operadores maximales son de tipo débil (1, 1) segin tipo,
dimension y medida.



Capitulo 4

Operador maximal fuerte: base de

intervalos

Durante el trabajo hemos estado empleando en todo momento familias de bolas; nos preguntamos ahora qué
ocurre si damos el siguiente paso inmediato y, en vez de cubos (bolas de norma p = 00), partimos de rectingulos
o intervalos.

Entendiendo por rectdngulos en R"™ el producto cartesiano de n intervalos unidimensionales rotados en cual-
quier direccién, en esta base el operador maximal asociado (denominado a veces como el operador maximal
universal), ademas de no ser de tipo débil (1, 1) ni estar acotado en LP para p finito, ni siquiera es capaz de dife-
renciar funciones caracteristicas [4, p. 10]. Demostrar esto en detalle requiere el desarrollo de un corpus tedrico
adicional que en conjunto excederia la longitud razonable de un trabajo de estas caracteristicas.

En este capitulo nos restringimos entonces a un tipo de rectdngulos: la base de intervalos (en R™ el producto

cartesiano de n intervalos unidimensionales paralelos a los ejes).

Definicion 4.1. (Operador maximal basado en intervalos)

Sea f € L} _(R™). El operador maximal basado en intervalos de R" se define como

Mz, f(@) = s [ 1) d.
A/

Este operador maximal, denominado a veces operador maximal fuerte, seguird verificando el teorema de dife-

renciacién aunque bajo algunas nuevas restricciones que estudiaremos en la siguiente seccion.

4.1. Teorema de Jessen-Marcinkiewicz-Zygmund

El operador maximal de intervalos no es débil (1,1) ni en L (R™) ni en L'(R"). Sin embargo, la situacion

serd distinta en los espacios de tipo L(1 4 log™ L), cuya definicién extraemos de [7, p. 60].

Definicion 4.2. (Espacio L(1 +log™ L))

Es el espacio de todas las funciones medibles f : R™ — R tales que

[ 1560+ 108 () ds < o,

donde recordemos que logt a = 0si0 < a <1ylogta=1logasia > 1.
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En estos espacios el operador maximal de intervalos sigue sin ser de tipo débil (1, 1) tal y como hemos ido
estudiando a partir de la Definicién 2.11, pero la situacién aqui no obstante serd distinta. El Teorema de Jessen-
Marcinkiewicz-Zygmund, también llamado teorema maximal fuerte, establece que los operadores maximales sobre
intervalos en R™ estdn acotados bajo una determinada desigualdad débil que a la postre nos proporcionara los
resultados de diferenciacién esperados. Vamos a enunciarlo y demostrarlo extrayéndolo de [7, p. 45], que presenta
una prueba para el caso n = 2, mas sencillo. Nos limitamos a reescribir nosotros las notaciones e introducir las

explicaciones pertinentes.

Teorema 4.3. (Teorema de Jessen-Marcinkiewicz-Zygmund)

Sea Mz, el operador maximal basado en familias de intervalos de R?. Entonces, para cada f € Li (R?)y

{z €R*: Mz, f > A} Sc/ W;)'<1+1og+f&3)> ds
R?

donde c es una constante positiva, independiente de f y de ).

cada \ > 0 tenemos

Demostracion.

Sea f > 0 sin pérdida de generalidad, f € Ljo.(R?). Dado (71, 22) € R? definimos

Ty f(xy,w2) := sup {|I| /f (s,m2)d }7 Ty f(w1,22) := sup {|;|/ A _,,Yé(x1>S)T1f(9U17S)dS}~

ICR JC]R

Dado « > 0, consideramos la notacién A4, ,, := {(x,y) € R?: |g(z,y)| > a}.

El primer paso consiste en demostrar
A
AMIwaA = {(‘T,y) € RQ : Msz(xvy) > /\} c {(x,y) € ]R2 : Tgf(l',y) > 2} = ATQf,%'

Si probamos esto, tendremos que |Ans, ,

; por tanto, podemos trabajar desde ‘AT2 .3

T2 f,5

desigualdad del enunciado y por tanto la heredara

Fijemos un punto (z1,z2) € Az, f,1- Queremos probar que (x1,22) € ATQfV%. Dado que (z1,22) €
Ay, .10 existe un intervalo I x J de R® tal que 1 € I, zp € J y

1
‘IXJ| IxJ

f(s)ds > A 4.1)

Ahora dividimos el intervalo I x J en dos conjuntos C7, Cs, cada uno siendo una unién de segmentos del tamaiio
de I paralelos al eje x de la siguiente manera. Sea I x {yo} con yg € J uno de esos segmentos. Si para cada punto
(z,90) € I x {yo} tenemos T f(z,yo) > 4 establecemos I x {yo} C C;. De lo contrario, es decir, si hay algtin

punto (z,y0) € I x {yo} tal que T} f(z, o) < % establecemos I x {yo} C Co. Por tanto,

¢ = {Ix{y} Vo e I Tif(z,y) > ;}

yeJ

o >

{Ix{y} Jr € I, T f(z,y) <
yeJ

/. flods = / ( [ ) dm) dy,

Procedamos a calcular la integral
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donde H C J son todos los y € J tales que I x {y} C Cs. Observemos que I x {yo} C C> implica en particular

que
1 A A
— <Z < 2I
7 [femas<g o [ rewds< G,
por lo que
A A A
| seas= | (/ﬂx,y)dm) ay < [ iy =3ical < 511 % gl
Cs g \J1 a2 2 2
Por (4.1),
f(s)ds + f(s)ds = (s)ds > A|I x J|,
C1 C> IxJ

por lo que necesariamente deducimos que fCI f(s)ds > %|I x J|.

Podemos ademds escribir, gracias a 71 f(x1,y) y la definicién de T5, que
1
Tof(oras) > = [ xa,,, (@00 Tf o) dy
PANEE
> @0 [ Sy ded
— x — x x
7‘J| JXATlf:% 1)y|I| 7 7y y

1
=Wl dz dy.
- \IXJ|/HXATlf%(xlay)/If(xyy) x dy

Por la definicion de Cy y Aq, g 2., si (z,y) € Cy entonces (z1,y) € Ar, . 2y entonces partiendo del dltimo

miembro de la cadena de desigualdades anteriores obtendriamos

A
> - Z
e f(z,y)dvdy > X

Ta f(1, w2)
por tanto, (v1,22) € Ap, £.3 de modo que acabamos de probar A Mz, fx C Ap, £3 Ahora vamos a ver que
Ar, s, 2 satisface la desigualdad que estamos buscando.

Podemos asumir f € L(1 4+ log™ L), puesto que de otro modo no hay nada que probar. En el siguiente

argumento c serd una constante absoluta no siempre la misma en cada ocurrencia, independiente en particular de

fyA

Gracias al tipo débil (1,1) de la base unidimensional Z; de intervalos (véase el Teorema 3.14), para casi todo

punto zy € R fijo podemos escribir
R Taf(o0,) > § P < 575 [ Xan,, y o) Taf (a0 p)d
: T — —= T x
Y 2/ (Zo, Y 2 (1= N2 RXATlf% 0,Y)L1J(Zo,y) ay
Por tanto, si integramos sobre todo = € R e intercambiamos el orden de integracion, tenemos

XAT A(x’y)Tlf(x’y)
=H(m,y)eR2;T2f(x,y)>;ch/R/R L 2 dz dy.

La expresion de dentro del integrando es o bien cero o bien un valor superior a i—;; = 1 > 0; en definitiva, son

‘AT2f>%

valores no negativos; por tanto, podemos aplicar el lema del «layer-cake» (Lema 1.12) para asi obtener

o0 XA, 5 (@y)Tif(2,y)
< C/R/O {:17 eER: > o}

A2

- [C/R/Ol[...}] + [C/R/loo[...]} €5+ 5.

do dy

’AT2f7%
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Si (z,y) € ATlf 2, entonces T f(z,y) > %; por tanto, si 0 < o < 1, tenemos

L Fa by Tf )
|{x€R: XTf’Z(x)\y/; 1/e,9) >O’}|— erR:Tlf(x,y)>

()

|
Ast, por el tipo débil (1,1) para Z; en R, obtenemos

S1=C/R {xER:Tlf(x,y)>;degc/R/Rf(x)\’y)d d

Para estimar S5 definimos para un o > 0 fijo,
- ) flzy), sif(xy) <
0, si f(z,y) >
de modo que, trivialmente, f(z,y) = f(z,y)+ 17 (x
Esclaroque Th f <Th fr +T1f7 yTh f7 < ’\4—".

" _ 0’ si f(xvy) S %
) fo'( ’y) { f(g;’y), si f(ﬂivy) > )\TJ

,y) paratodo o > 0. Para ser breves denotemos f = fr+f7.

LR

Parao > 1, XAz (z,y)T1 f(z,y) > 5 y por tanto

‘{ XATlf A(x,y)Tlf(x,y) }
zeR: = >0

= Hx eER: XATlf,%(w7y)T1f(x7y) S A;H

A2

Ao
< ’{xeR:XATlf’é\(wvy)Tlf(x7y) > 4}’

Para o > 1 asimismo x4 _ A (z,y)T1 f(z,y) > 3 y por tanto podemos decir
g

) XATlf)%(x’y)Tlf(x’y)
zeR: 52 >0

Ao
(xvy)Tlf(xvy) > 4} :

<Hx€R:XA

Tif.%

dady<c// (/fm/4 )dody
//’(4 >dgdm@

4f(w

Por tanto,

&<9//

{xeR T fr(z,y) > }

El integrando es no nulo solo cuando o < 4 (w N por tanto, podemos evaluar 1 < g < %) - Asimismo, como
el integrando es no negativo, podemos usar el teorema de Tonelli y asi intercambiar el orden en el que aplicamos

las integrales. Tendremos entonces

s [T i) way—c | /ww ([ ) wa
://f +ﬂA)M@

~—— ——
logt L”;VU) +logt 4

= c// f@.y) log™ f(@.y) +log™ 4 dx dy.
rRJrR A A

Sumando S; y S5 obtenemos finalmente

|47, 7.5 1) <1 +log* f(;)> ds,

para cierta constante C' > 0, y esto implica la desigualdad del teorema segtin lo comentado. O
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Observacion 4.4. La demostraciéon asume por simplificacion la medibilidad de ciertos conjuntos; sin embargo,

puede comprobarse que esto es cierto en [7, p. 49].

4.2. Comentarios finales

Tal y como se observa en [7, p. 51], a partir del Teorema de Jessen-Marcinkiewicz-Zygmund (Teorema 4.3), se
puede llegar a un teorema de diferenciacién de Lebesgue en los espacios L(1+log™ L) bajo la familia de intervalos
en R™. De hecho, en el trabajo original de Jessen, Marcinkiewicz y Zygmund se muestra que L(1 4 log™ L) es el

mayor espacio en el que podemos obtener este resultado de diferenciacion [9, p. 197].

Ahora, sea f € Li, (R™). El operador maximal de Hardy-Littlewood M (centrado o no centrado, sobre bolas
o cubos; hemos visto que son equivalentes) verifica por el Teorema 2.12, la acotacién de tipo débil (1,1): es
decir, M : L*(R™) — LY°°(R™); por otra parte, se verifica ademds la acotacién en el espacio L, es decir
M : L*®(R™) — L*°(R™) (Proposicién 2.6). La pregunta natural que surge en este punto es ;qué ocurre en los
espacios intermedios?

La respuesta es que tendremos acotacion de tipo fuerte M : LP(R™) — LP(R™) con 1 < p < oo. Este hecho
se prueba con lo que se conoce como el Teorema de Interpolacién de Marcinkiewicz; no obstante, para el caso que
nos ocupa seguiremos un argumentario similar pero mas simplificado. En concreto, reproducimos la demostracién

de [1, Lema 12] completando nosotros los detalles.

Partimos de f € Li_(R" ladesigualdad de tipo débil (1, 1) proporcionada por el Teorema de Hardy-Littlewood:

loc

fweRm i@ >N < S [ Ifwldy @2

R

Consideremos la descomposicion f = f - Xr>a/2) + - X{r<r/2) &ef f>x/2 + f<x/2- Usando la subaditividad del

operador maximal (Proposicién 2.4), se sigue que
{z e R" : M f(x) > A} < [{o € R™: M foy)a(z) > A2} + {z € R™ : M f<yja(x) > A/2}.

Notemos que, por la definicién de la acotacién fuerte en p = oo, [|M f<r/2llcc < [[f<n/2llc < A/2. De esta

forma, el dltimo término en la desigualdad superior es igual a 0, puesto que por la Definicién 1.15,
IM farso(@)loo = f{a > 0: pu({e < [Mfen)a(a)] > a}) = 0} < /2.

Por tanto, hemos «automejorado» la desigualdad (4.2), que ahora supone una acotacién donde partimos de un

conjunto mas pequefio,

{reR": Mf(@)} > A < S

dy.
. /{MRTWM}f@n y

Ahora, para probar la acotacién fuerte en L” con 1 < p < oo, mostraremos siguiendo su definicién que se verifica

M fll, < Cpllf|lp- Seaentonces 1 < p < oo fijo, y partamos de

st = ([ nseras)

Esto es equivalente a decir

sl = [ s e
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Ahora, aplicando el lema del «layer-cake» en su version general (Corolario 1.13), tenemos

IMfIE = / M (@) dz < Cp / AP / ()| dy A,
R~ 0 zeRm:|f(z)]>23 }

Con unos pasos inmediatos dejamos esta dltima desigualdad como

IMfIE < Cp / / N2 F()] - Xwernial oyong dy dA.
0

Por el Teorema de Tonelli, intercambiando el orden en el que se aplican las integrales,
IMF5 < CP/ / N2 F()] - Xwern2 f(2) 52} AA dy
RJO

oo
ZCP/R\f(y)I (/ AP72 X (R 2| f (1) > A} dAdy)
0

2| f(y)l
_ —2
—Op/Rf(y)l</O % dA) dy

p—1 Cp2r—1 Cp2r—1
e L

y estableciendo C), := Cz fo " obtenemos que M es un operador de tipo fuerte (p, p).

Asimismo en [1, Lema 13] se demuestra que el operador maximal basado en intervalos verifica una acotacion
de tipo fuerte para p > 1 usando un argumento de interpolacién andlogo al que acabamos de ver. Sin embargo,

también podemos verlo directamente con el siguiente argumento en R?. Sea entonces

1 1
Mz, f(x,y) == sup ——— f(s)|ds = sup 7//fuv dv du.
(@) rcr,Jcr [ x| I><J| ) reracer | [|J] Jr J| ()
zel,yeJ zel,yeJ
Consideremos asimismo Mz, f(z) := suprcr ﬁ J; |f(s)|ds. No obstante, emplearemos la notacién anterior
xzel

M := Mz, pues los intervalos en R son bolas, por lo que podemos usar la propiedad que acabamos de probar.
Vamos a ver que Mz, f(z,y) < M (M f)(x,y). Esto es directo por lo siguiente: sean x,y € Re I,J C R tales

quex € I,y € J. Tenemos

|I1|J/I/J|f(u,v)dvdu:|}|/l<|}/J|f(u71))dv> du,

‘—}” /J Fluyv)] dv < Mf(u,y).

Paracadau € I,

Por tanto,

1 1
7 e oldvdu < o [t du < MO @)

Tomando supremos sobre I y J, obtenemos finalmente

Msz(may> < M<Mf>($7y)

Con esta desigualdad observamos que, como M es acotado en LP(R) para 1 < p < oo, se tiene la acotacién fuerte
Mz, : LP(R?) — LP(R?) paral < p < oo.

Vamos a probar no obstante que Mz, no es débil (1,1) (en general, en toda dimensién n > 2); para ello,

1

L (R?), vamos a

reproducimos la demostracion en [1, Proposicién 9] completando nosotros los detalles. Si f € L
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ver que no existe ¢ > 0 tal que

o e : My f@) > M < 5 [ 1)

donde f = Xjo,1)x[0,1]- Consideremos el conjunto A := {z = (21,72) € R? : 21,79 > 1} y escojamos un

x = (x1,22) € A. Obtenemos de esta manera que

Mgz, f(x) = sup / |f(y)|dy = bup/ \X[o,1 01]( )| dy
RCR2 RC]R2 [0,1]x[0,1]
TxER ER
= up 00
RCR? ‘R| RCR? ‘R|
TER TER

1

Podemos observar que [0, z1] x [0, 22] C R?, que verifica (21, 72) € [0, 21] x [0, 22], cumple = . Entonces

T1T2

. 1
necesariamente Mz, f(z) > .

Ahora, para 0 < A < 1, sea E := {z € R? : Mz, f(x) > A}. Como z1, x5 > 1, tenemos que
2 1 2 1
|Ex] > |z eR?: A > =Rz eR”: 1119 < —
X1T2 A
1
erRQ l<m<—,1l<azy<= }’ / dxy dxs
)\JJ {1<w1<v1<12< }

Ux 1 Y 1 1 1. 1
= — 1 —— Zdre —(1/N—1 log~)+1—~~-log~
[ (G- de=g [ - = sy ) +1- 5 = floss,

donde en el dltimo paso las funciones en ambos lados de ~ son comparables para A — 0T: ciertamente

1 1 1 1

1(logl)+1-1 11 A1 1-A
lim 3 ( gl)‘) —2 = lim 1+ —2 = lim 1+ T = lim 1+ =1¢€(0,00).
A—0t Xlogx A—0+ <+ lo by A—0t logx A—0t log)\

Obtenemos finalmente que una desigualdad de tipo débil (1, 1) no puede ser posible; de lo contrario, tendriamos
~log l < 57
A AT A
lo cual es absurdo si A — 0T. Por tanto, Mz, no es de tipo débil (1, 1).
Finalmente se indica en [1, p. 104] que este contraejemplo se podria generalizar a R™ considerando ahora el

cubo unitario n—dimensional [0, 1]™.
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