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Resumen:

Este trabajo tiene como objetivo desarrollar el tema de diferenciacion de integra-
les de Lebesgue, que extiende el Teorema Fundamental del Célculo (para funciones
continuas), a la clase de funciones localmente integrables (sin ningtn tipo de regula-
ridad). Tendremos diferenciabilidad de la integral pero ahora para casi todo punto,
es decir, en todo punto considerado exceptuando un conjunto de medida cero.

Para demostrarlo, estudiaremos las principales caracteristicas del operador ma-
ximal de Hardy-Littlewood, el cual nos facilitara la prueba del teorema de dife-
renciacion de Lebesgue. Sera necesario el estudio de teoremas de cubrimiento y de
resultados para medidas mas generales (no necesariamente la medida de Lebesgue),
profundizando principalmente en las medidas doblantes.

Abstract:

This paper aims to develop the topic of differentiation of integrals of Lebesgue,
which extends the Fundamental Theorem of Calculus (for continuous functions), to
the class of locally integrable functions (without any kind of regularity). We will
have differentiability of the integral but now for almost every point, that is, at every
point considered except for a set of measure zero.

To demonstrate it, we will study the main characteristics of the Hardy-Littlewood
maximal operator, which will facilitate the proof of Lebesgue’s differentiation theo-
rem. It will be necessary to study theorems and results for more general
measures (not necessarily the Lebesgue measure), focusing mainly on doubling mea-

sures. . .
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Capitulo 1

Introduccion

Dada una funcién f continua e integrable segin Riemann sobre R, si considera-

mos .
-/ Sy

el teorema fundamental del calculo afirma que F’'(x) = f(x) para todo z € R. Este

teorema podriamos expresarlo afirmando que la velocidad con que varia el area bajo

la curva de la funcién f es igual al valor de la funcién en el punto considerado,

si la funcion es continua. Este panorama cambiaria si solo le pedimos a f que sea

Riemann integrable, al existir funciones que no tienen derivada en algunos puntos.
Si consideramos

Losiz ="y m.ecdm,n)=1
flay=qn S wymedmn)
0, sizel

Sea F(x f f(t)dt+C, entonces F'(x) = 0 en todos los puntos, pero f no, porque
tiene valor distinto de 0 en los racionales. Este ejemplo nos permite sospechar que la
relacion tal vez se puede extender al caso para casi todo punto, pues tenemos F'(x) =
f(x) salvo en un conjunto de medida 0. El objetivo de este trabajo es demostrar el
Teorema de Diferenciacion de Lebesgue, extendiendo el Teorema Fundamental del
Calculo a funciones medibles (que contienen a las funciones continuas) y a funciones
localmente integrables. De esta forma, tendremos que una funciéon f medible sobre
R™ y localmente integrable, cumplira

llir(l) Bl ’/ . y)dy = f(x) para casi toda z € R".

Para llegar a este resultado estudiaremos como principal herramienta el operador
maximal de Hardy-Littlewood, analizando sus principales caracteristicas.
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Hemos dividido el trabajo en cinco capitulos, ademas de la introduccion. El pri-
mero lo dedicamos a estudiar aspectos de la teoria de la medida necesarioggara
desarrollar el resto del trabajo. Cabe destacar que en cuarto curso del actuao
de Matematicas se imparte la asignatura obligatoria de seis créditos, Teoria de [a Me-
dida, pero al ser estudiante de un Doble Grado, no la he cursado. Los conocimientos
que tenia de Teoria de la Medida eran los vistos en Ampliaciéon de Probabilidad. Es
por ello que en este primer capitulo estudiamos los principales resultados de Teoria
de la Medida.

En segundo lugar, estudiamos lemas de cubrimiento, cuyo estudio es muy im-
portante en la teorfa de diferenciacién. Por medio de estos lemas, dado un conjunto
arbitrario del espacio euclideo, encontramos una familia con ciertas caracteristicas
que cubre el conjunto. Nos hemos centrado en un teorema de recubrimiento elemen-
tal, que conoceremos como el pez grande se come al chico, el teorema de cubrimiento
de Besicovitch y un teorema de cubrimiento de una famila de intervalos en R, los
cuales nos ayudaran a acotar los operadores maximales que veremos en los siguientes
capitulos.

Posteriormente estudiaremos el operador maximal de Hardy-Littlewood, viendo
diferentes generalizaciones, en funcion de si es centrado o no centrado, y para bolas o
para cubos, viendo que los anteriores operadores son equivalentes. Después veremos
ciertas propiedades caracterizan al operador maximal de Hardy-Littlewood.

El operador maximal de Hardy-Littlewood nos facilitara en el siguiente capitulo
la prueba del teorema de diferenciacion de Lebesgue. En ese capitulo estudiaremos
también el conjunto de puntos de Lebesgue y el Teorema de densidad de Lebesgue.

Finalmente, veremos diferentes resultados, considerando medidas mas generales
(puesto que el operador maximal de Hardy-Littlewood considera la medida de Lebes-
gue). Estudiaremos el significado de que una medida sea doblante, y como se puede
acotar el operador maximal (ya sin considerar la medida de Lebesgue) en funcion
de si la medida considerada es doblante o no, y en funcién de si nos encontramos en

dimension n =1 o
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Capitulo 2

Definicién y propiedades funcionales
de los espacios de Lebesgue L”

En este capitulo veremos conceptos de teoria de la medida. Primero de todo,
daremos la nocién de funcién medible para, a continuaciéon, definir la integral de
una funciéon medible. Veremos la integral como una medida. Estos conceptos son
la base para definir los espacios de Lebesgue, por lo que desarrollaremos la teoria
fundamental entorno a los mismos. Los espacios de Lebesgue constituyen una cla-
se fundamental en el ambito del anélisis funcional. Ademés de poseer interesantes
propiedades en si mismos, son la base de muchos conceptos en matematicas. Prime-
ro, veremos el espacio de Lebesgue L', es decir, las funciones integrables. Después,
generalizamos este concepto a otros valores, LP, tratando con funciones cuyo va-
lor absoluto tiene potencia p-integrable. Los espacios LP seran clases de funciones
medibles definidas en términos de integracion.

Por tanto, el principal objetivo en este capitulo es analizar la estructura de los
espacios de Lebesgue y sus principales caracteristicas, lo que servira para abordar
el estudio de la acotacion de operadores.

2.1. Conceptos introductorios de teoria de la medi-
da

La teoria de la medida es una rama del analisis y de la geometria que investiga las
medidas, las funciones medibles y la integracion. En esta seccidén, vemos conceptos
bésicos de la teoria de la medida. Definimos a continuacion espacio medible.

Definicion 2.1. Sea X un conjunto. Una o-algebra de X es una familia A de
subconjuntos de X tal que:
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1. X € A.

2. Si B, € Apara k=1,2,..., entonces U E, € A
k=1

3. SiPe Ay Q € A, entonces P\ Q € A.
Al par (X, A) se le llama espacio medible.

Ya definido espacio medible, podemos hablar de medida.

Definiciéon 2.2. Sea (X,.A) un espacio medible. Una aplicacion u : A — [0, 00| se
dice que es una medida si:

1. u(@)=0

2. u es completamente aditiva, es decir, para cada sucesion Ej de elementos de
A tal que E; N E; = @ si i # j, se verifica

u( O Ek) = iu(Ek)

La terna (X, A, i) se denomina espacio de medida.

Consideraremos ahora un espacio medible (X, .4) o un espacio de medida (X, A, u),
tal que u es no negativa y completa (subconjuntos de conjuntos de medida cero de
la o-algebra pertenecen a la o-algebra), y funciones definidas en X con valores en la
recta ampliada [-00,00]. Dado el espacio medible (X, .A), de entre todas las funciones
definidas, tienen gran interés las funciones reales f definidas en X tal que f~(G)
es medible, esto es, pertenece a A para cada abierto G de los reales. Esta idea nos
conduce a definir funcién medible.

Definiciéon 2.3. Sea (X, .A) un espacio medible, y f una funcion definida en X con
valores en [-00,00]. Se dice que f es A-medible si f~!([—o00, a]) € A, para « € R.

Sea un espacio de medida completo (X, .A, pt). Diremos que dos funciones medi-
bles f y g son equivalentes si existe un conjunto Z de medida cero tal que

flz) =g(x), stz e X\ Z.

Se expresa entonces que f y g son iguales para casi todo punto, lo escribimos abre-
viadamente:
f=gctp. enX.

Esta equivalencia define un conjunto cociente en la familia de funciones medibles.
Asi, en casi cualquier contexto nos fijaremos en el conjunto cociente més que en
la funcién, pudiéndose sustituir la misma por otra de su clase. Cada clase queda
entonces determinada por una funciéon definida en casi todo punto de X, es decir,
en un subconjunto cuyo complementario tiene medida nula.



2.2. INTEGRACION Y TEOREMA DE RADON-NIKODYM 7

2.2. Integracion y Teorema de Radon-Nikodym

En esta seccion, queremos definir ahora la integral de una funciéon medible. Em-
pezamos definiendo la integral en funciones simples. Consideremos una medida
o-finita (X es la unién numerable de conjuntos medibles con medida finita), com-
pleta y no negativa, definida en una o-algebra de un conjunto X. Se designa J el
conjunto de funciones simples

n
Z o X E4
k=1

tales que pu(Ey) < oo, para k = 1,2,....,n. Para cada elemento de [J se define su

integral mediante
X k=1 k=1

Es facil ver que J es un espacio vectorial real y la integral es una forma lineal
positiva definida en J. Continuamos viendo la definiciéon de integral, para ello,
aproximamos una funcién mediante funciones simples, esto es, de 7.

Proposicion 2.4. Sea f una funcion medible tal que 0 < f(x) < oo para casi todo
x € X. Existe una sucesion mondtona no decreciente {ay} de funciones de J no

negativas que verifica
lim{ay} = f c.t.p. en X (2.1)

Si {by} es una sucesion con las mismas propiedades que {ay}, los limites de
{/ akdu} Y {/ bkdu}
X X

Su demostracion puede verse en el Teorema 4.2.1 de [3|. De esta forma, este
teorema nos permite definir la integral de cada funciéon medible

existen y son iguales.

f:X —[0,00]

/ fd,u—hm/ apdp

siendo {ay} una sucesion monotona que cumple (2.1). Tienen la misma integral, por
tanto, dos funciones que son iguales en casi todo punto de X. Por ello, la integral
antes definida puede considerarse como un funcional sobre el conjunto cociente de
las funciones medibles no negativas respecto de la relaciéon de equivalencia definida
anteriormente “f = g c.t.p. en X"

mediante
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Es posible extender la definiciéon de integral a algunas funciones medibles f que
tienen valores positivos y negativos, considerando:

er = méx{(), f}afi = _ml,n{oa f}

De esta forma, la integral de una funcién medible arbitraria f se define como:

/X fp = /X Fdp - /X fdp. 2:2)

cuando esta diferencia tiene significado, es decir, cuando no son infinito las dos
integrales de la derecha.

Ya definida la integral, diremos que una funcion es integrable cuando (2.2) no es
0o. El conjunto de las funciones medibles con integral finita, o mas concretamente,
el conjunto cociente respecto de la equivalencia “ f = g c.t.p. en X” se designa L'(p).
Esto quiere decir que f € L'(u), si, y solo si, [y |f|du < oo, puesto que

/X\f\duzfxﬁdwr/)(fdu-

Proposiciéon 2.5. L'(u) es un espacio vectorial, la integral es una forma lineal en
él, y la aplicacion || - || definida por

1l = /X|f|du

para f € L'(u) es una norma.

Su demostracion puede verse en el Teorema 4.2.3 de [3]|. De esta forma, con la
anterior proposicién concluimos que L'(u) es un espacio vectorial, y hemos definido
una forma lineal y una norma en el mismo. Ahora veremos la integral como medida.
Dada una funcién integrable f, dado un conjunto medible F, la integral en F de f

s
/E fp = /X Fxed.

La funcién de conjunto que asf se tiene es acotada si, y solo si, f € L'(u), y
en otro caso tomara alguno de los valores -oo 0 +00. Ademaés, puede tomar valores
positivos y también negativos. Puede, por tanto, ser una medida con signo definida
sobre la misma o-algebra que pu.

Teorema 2.6. Sea p medida o-finita, que sea no negativa y completa definida en
una o-dlgebra A de X, y una f funcion integrable respecto de p. Para cada medible
E sea

o(E) = /E fdu.

Entonces, v es una medida con signo, o-finita y continua respecto de yi.
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Su demostracion puede verse en el Teorema 4.3.1 de [3]. Por tanto, tenemos lo
que queriamos, y vemos la integral como medida, si se dan las condiciones necesarias
del teorema anterior.

Planteamos ahora un problema inverso. Dada v medida o-finita continua respecto
de u, existe f tal que

v(E) = / fdu
E
para cada E medible. Lo vemos en el Teorema de Radon Nikodym.

Teorema 2.7. Sean p medida no negativa y v medida con signo continua respecto de
W, ambas o-finitas definidas en una o-dlgebra A de un conjunto X. Ezxiste entonces
una funcion medible f tal que

o(E) = [ fu (2.3)
E
para cada E € A.

Su demostracion puede verse en el Teorema 4.3.3 de |[3].

2.3. Espacios L?

Los espacios de funciones juegan un papel muy importante dentro del anélisis
matematico y, entre ellos, los espacios de Lebesgue constituyen una clase fundamen-
tal en el &mbito del analisis funcional. Ya en la anterior seccién definimos el espacio
de Lebesgue L'. Ahora generalizamos este concepto a otros valores de p y tratamos
con funciones cuyo valor absoluto tiene potencia p-integrable. Por ello, nuestro ob-
jetivo en esta seccion sera analizar los espacios de Lebesgue, y sus caracteristicas
principales.

Podemos ver que existen funciones medibles f que no pertenecen a L'(u), y
|f|P si pertenece para algin p > 0. Un ejemplo de esto seria la funcion f definida
por f(z) = 27! en el intervalo real [1,00), siendo u la medida de Lebesgue en dicho
intervalo. Ademas, puede pasar que f pertenezca a L'(u), y que alguna potencia | f|?
con p > 1 no pertenezca. Un ejemplo de esto serfa la funcion f definida por f(x) =
271/2 en el intervalo real (0, 1], siendo p la correspondiente medida de Lebesgue, con
| f|? no perteneciendo a L*(u).

Definicion 2.8. Sea p una medida o-finita no negativa definida en una o-algebra de
un conjunto X, y sea una funcion f tal que f(z) < co. Se designa LP(u) el conjunto
de las clases de equivalencia de funciones medibles f tales que |f|P € L'(u).

L>(u) es el conjunto de clases de funciones medibles esencialmente acotadas, es
decir, funciones f tal que existe real o que verifica u{x € X : |f(z)| > a} = 0. Las
clases de equivalencia se refieren a la relacion “f = g c.t.p. en X"
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Es facil comprobar que LP(u), 1 < p < 0o, es un espacio vectorial.
Cuando la medida p es finita, existen algunas relaciones de inclusion entre estos
espacios.

Proposicion 2.9. Sea p una medida finita y 1 < p < g < co. Se verifica entonces
que LP(p) O LA(p) D L>(p).

Demostracion. Si f € L®(u) y « es una cota esencial para f, resulta entonces
Sl flPdp < [ a%dp = afp < co y asi, f e LY ().

Suponemos ahora que f € L9(u), y se consideran los conjuntos A y B tal que
A={ze X :|f(x)| <1}, B={z e X :|f(z)| > 1}.

Se obtiene

Joispau= [1svans [ < [ 1aus [ a4l < oo

lo cual prueba que f € LP(u). O

Las normas para f € LP(u) con 1 < p < 0o se definen ast:

1
£l = AP

1flloe = iuf{a > 0: p{z € X : |f(2)] > a} = 0}.

Ya definidas las normas, definimos ahora una relacion simétrica que desempena
un papel muy importante. Dos elementos p y p’ € [1, 0] son conjugados entre si si

1 1
—+==1
p p

El siguiente resultado, la desigualdad de Holder, es una propiedad asociada a esa

conjugacion.

Teorema 2.10. Si p y p' son conjugados, f € LP(u) y g € LP (i), entonces fg €
L) y 1 falle < 11 fnllglly

Demostracion. El caso p =1, p’ = oo se prueba facilmente. Para p > 1 la desigual-
dad de Holder esta basada en la siguiente:

al/Ppl/? < a + E,

p P
en donde a y b son numeros reales no negativos. Para probarla se considera la
siguiente funcién v(t) = t* — st — 1 con 0 < s < 1. Esta funcion verifica v(1) =

V(1) =0,0'(t) >0 para 0 <t <1,y (t) <0parat> 1.
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De esto resulta que v(t) < 0 para 0 < ¢, y poniendo t = ab™! y s = p~', se
obtiene el resultado.

Sean ahora f € LP(u) y g € L (1). Si ||fll, o llgll,r son cero, la desigualdad de
Holder es trivial. En otro caso, para casi todo x € X se puede utilizar la desigualdad
obtenida anteriormente poniendo a = |f(x)[?| f|l;? y b = |g(:1:)]p/||g\|;,pl y resulta

@@ _ @ o)l
I Llgl = PIFE " gl

Como |f[P v |g|P" tienen integral finita en X, la desigualdad anterior prueba que
asi resulta también para |fg|, y

1 1
el 11
Ifllpllglly =2 p

[]

De esta forma, si f y g pertenecen a espacios L”(u) conjugados, fg es integrable,
y la integral la podemos acotar por || f||,[/g]l,-

2.4. La dualidad en los espacios LP(j)

Recordamos que un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y comple-
to en la métrica definida por su norma. Esto quiere decir que es un espacio vectorial
sobre el cuerpo de los nimeros reales o complejos con una norma tal que toda suce-
sion de Cauchy con respecto a la norma tiene un limite en el espacio vectorial.

Sean dos espacios de Banach reales 'y F', y una aplicaciéon lineal 7" de F en F.
La norma en ambos espacios se designa || - ||. Una aplicacion T" es acotada si existe
un namero real M positivo tal que ||T'(z)|| < M||z|| para todo = € E. La propiedad
de que T es acotada, es equivalente a que es continua.

Sea T una aplicacion lineal continua de E en F'. El infimo del conjunto de los
nameros positivos M que verifican ||T(z)|| < M||z|| para todo x € E se llama
norma de 7T, y se designa ||T||. Esta definiciéon es equivalente a decir que ||T|| =
M = sup{|[T(x)]| : 2 € B, |Ja] < 1}.

Se comprueba facilmente que asi se define una norma en el espacio vectorial
L(E, F), de las aplicaciones lineales y continuas de E en F.

Ademéas, L(E, F') es un espacio de Banach respecto de la norma antes definida.
En efecto, si {T}} es una sucesion de Cauchy, para cada = € F resulta

ITi(z) = T3(2)]| = |

(Ti = T) (@)l < T = Tyll|=
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y asi {Tk(z)} es una sucesion de Cauchy en F. Si se define T'(x) = Um{Ty(x)}, se
comprueba facilmente que T pertenece a L(E, F') v que {T}} converge a T en la
norma L(E, F).

Es particularmente interesante el caso en que F' = R. El espacio de Banach
L(E,R) se designa entonces E* y se llama dual de E, y sus elementos se llaman
formas lineales continuas en E.

Describimos a continuacion la teoria elemental de los espacios de Hilbert. Estos
son un tipo especial de espacios de Banach en los que la norma se obtiene a partir
de un producto escalar.

Definicién 2.11. Un espacio vectorial H sobre R es un espacio de Hilbert real
cuando a cada par ordenado de elementos x,y € H se asocia un ntumero real (x,y),
llamado producto escalar de x e y, que verifica las siguientes propiedades:

1. Para cada y € H, la aplicaciéon x — [(z,y)] es una forma lineal en H.
2. (x,y) = (y,z) para todo x,y € H.
3. (z,x) >0sixz#0.

4. H es completo respecto de la norma definida mediante ||z| = (z,z)"/2.

El espacio L*(11) es un ejemplo interesante de espacio de Hilbert.

Teorema 2.12. Sea H un espacio de Hilbert. Fijado z € H, la aplicacion T,(x) =
(x,z) es una forma lineal y continua en H y su norma es ||z||. Reciprocamente, para
cada forma lineal y continua T definida en H, existe un unico z € H tal que T'=T,.
En consecuencia, H es isomorfo e isométrico a su dual H*.

Su demostracion puede verse en el Teorema 7.1.4 de [3]. Ya se ha indicado que
L?(u) es un espacio de Hilbert. Por serlo, y por el teorema anterior, sabemos que es
isomorfo e isométrico a su dual. Si p y P’ son conjugados, a cada f € LP(u) se puede
asociar la forma lineal definida en L” (1) mediante

/ fgdp.

Este resultado se conoce como el reciproco del teorema de Holder.

Teorema 2.13. Sea f una funciéon medible tal que la forma lineal T" dada por

_ /X Fody

esté definida y es continua en L¥ (u), siendo 1 < p’ < oo. Entonces, si p y p’ son
conjugados, resulta que f € LP(u) y || fll, = ||IT|l-
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Su demostracion puede verse en el Teorema 7.1.6 de [3]|. De esta forma, tnica-
mente cuando f € LP(u) la forma lineal

T(g) = /X fgdu

es continua en P (). Si queremos ver que LP(j) es isomorfo e isométrico al dual de
L (1), habra que ver si cada forma lineal y continua en L¥ (1) es de la forma

T(g) = /X fgdu

para alguna funcion medible f, la cual perteneceré a LP(u) segun el teorema anterior.

Teorema 2.14. Sean p y p’ conjugados, y 1 < p < oo. La aplicacién que a cada
f € L” (i) asocia la forma lineal T definida en L por

T(g) = /X fgdu

es un isomorfismo isométrico entre LP (1) y el dual de LP(p).

Su demostracion puede verse en el Teorema 7.1.7 de [3].






Capitulo 3

Lemas de cubrimiento

La teorfa de la diferenciaciéon es una combinacién de lemas de cubrimiento y
propiedades de diferenciacion de ciertas familias. Ahora hablaremos de algunos re-
sultados de cubrimiento. Estos resultados nos ayudaran a encontrar una familia
numerable de cubos o bolas que recubren un conjunto arbitrario del espacio eucli-
deo. Si se tiene una funciéon f : R — R continua e integrable sobre R y se considera
F(z) definida para z € R como

F(z) = / " Fy)dy,

el teorema fundamental del calculo afirma que F’'(x) = f(x) para todo = € R. Esto
significa que
L [Flath) -~ Pl

h—0

= f(x) para c.t.p,

o equivalentemente

f;+h fd

lim r_ f(z) c.t.p.

h—0 h
Esta relacion F'(x) = f(x) c.t.p. se puede expresar mediante la contraccion de una
sucesion de intervalos a x en los cuales x es un extremo, pues de este modo estamos
haciendo tender A a 0, y tomar el limite de la medida de estos intervalos. Es decir,

lo expresaios como:
lim Ju (0t

dm = = f(z), c.t.p.

donde (I;) es una sucesion arbitraria de intervalos, de cada uno de los cuales x
es un extremo, tal que |I;|, medida de Lebesgue (forma estandar de asignar una
medida a subconjuntos del espacio euclidiano n-dimensional, siendo paran = 1,2, 3,
coincidente con la medida estandar de longitud , drea o volumen) de [y, tiende a 0

15
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cuando k tiende a infinito. Se dice entonces que (I;) se contrae a z , y se denota

Para generalizar el teorema a funciones de R” a R que sean localmente integrables,
un camino que parece correcto es elegir una clase V' de conjuntos abiertos y acotados
de R™ que jueguen el papel de los intervalos acotados de antes y, por otro lado, dar
sentido a la convergencia (Ry) — x, con R, € V y € R". Una clase asi, V, junto
con la definiciéon de convergencia, constituird una base de diferenciacion para R™.
Ejemplos de bases importantes seran las de cuadrados y discos en R?. De esta forma,
dada una base de diferenciacién, podemos definir la derivada, en sentido puntual,
de la integral de la funciéon. Dadas una base de diferenciacién )V y una funciéon f de
R™ a R que sea localmente integrable, y fijado un = de R"™, puede considerarse el

g fB)dt
sup lim sup =—%———,

donde el supremo esté considerado sobre las sucesiones (Ry) tales que Ry € V' y
(Ry) se contrae a x. Este supremo se designa derivada superior en z, respecto de
V, de la integral de f, y sustituyendo supremo por infimo y limite superior por
inferior tendremos la definicion de derivada inferior. Si coinciden, este valor comun
se llamara derivada en x, respecto de V, de la integral de f, y se designa

e

Definicién 3.1. Sea f una funcién localmente integrable, y ¥V una base de diferen-
ciacion. Que f tiene la propiedad de Lebesgue respecto de V significa que para casi
todo punto z de R" existe la derivada, respecto de V, de la integral, y F'(z) = f(z),

con F(z) = f_xoo f(y)dy.

Vista la definicion de la propiedad de Lebesgue, veamos los teoremas de recubri-
miento de Vitali. Los teoremas de recubrimiento de Vitali estdn muy vinculados a
la teoria de diferenciaciéon de integrales.

Definicion 3.2. Sea )V una base de diferenciacion, y A un conjunto medible de R™.
Un subconjunto V' € V es un recubrimiento de Vitali para A si para cada z € A
existe una sucesion de elementos de V' que se contrae a x.

Diremos que V tiene la propiedad fuerte de Vitali si para cada conjunto medible
A, cada recubrimiento V' de Vitali para A extraido de V, y para cada € > 0, existe
una sucesion disjunta (Rj) de elementos de V tal que

LA\ [ R =0.
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2. [|JRi\ Al <e

La propiedad fuerte de Vitali implica que se cumple la propiedad de Lebesgue para
las funciones localmente integrables.

Diremos que V tiene la propiedad débil de Vitali si para cada conjunto A de
medida finita, cada recubrimiento V' de Vitali para A extraido de V, y para cada «
positivo menor que 1, existe una sucesion (Ry) de elementos de V tal que

LA\ |JR) =0.
2 Sul ) < ()

en donde p designa la medida del espacio abstracto considerado.

La propiedad débil de Vitali tiene su importancia, pues es condicién necesaria y
suficiente para que una base de diferenciacion satisfaga el teorema de densidad de
Lebesgue (que veremos en el tema 5).

3.1. Teorema de recubrimiento elemental

Veamos ahora otra propiedad de cubrimiento. Nos referiremos a ella como “el
pez grande se come al chico”. En este teorema de recubrimiento elemental, vemos
que si 2 bolas tienen intersecciéon no vacia, siempre podemos encontrar un radio que
seré igual a 3 veces el radio de la bola con mayor medida, tal que una bola centrada
en donde lo estaba la grande y con este radio contendré la totalidad de la pequena.

Proposicion 3.3. Sean B(xi,71), B(x2,73), donde B(xz,r) es la bola abierta de
centro x y radio r, tal que B(xq1,7m1) N B(x2,72) # 0, y sea |B(x1,r1)| > |B(xs,12)],
es decir, mayor la medida de Lebesgue de la primera que de la sequnda. En ese caso
se tiene que B(xy1,3r1) D B(xa,12).

Demostracion. Por ser |B(xy,r1)| > |B(22,72)], se tiene que ry < r1. De esta forma,
se tiene que B(za,71) D B(xg,79). Por ser interseccion no vacia, la distancia a lo
sumo entre x; y 2 es de 2ry. Es por ello que la bola B(z1,3r1) D B(xy,r1)UB(x9,71),
pues sea un z € B(xq,r1), y sea d un punto que pertenezca a B(xy,r1) N B(xa,79),
entonces

ey — 2| < ||z = d|| + ||d = 2|| <1+ 2rg <1y +2r; =31

y como ro < 11, B(x1,3r1) D B(xy, 1) U B(22,71) D B(22,72).
Il

A continuacién probaremos otra proposicion, la cual nos ayudaré, junto a la
proposicion anterior, a demostrar el Teorema de Hardy-Littlewood.
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Proposiciéon 3.4. Sea {B;} una sucesion finita de bolas. Existe entonces una su-
cesion de bolas { Ry} tal que {Ry} C {B,}, tal que se cumple que Ry N Ry =0, para

k#1,y que
UB clU~r:
stendo R la bola R; a la que se le ha triplicado el radio.

Demostracion. Sea el conjunto {B;} de bolas. Cogemos de todas ellas la de mayor
radio. Como sabemos por la proposiciéon anterior que si dos bolas intersecan el
triple de la grande contendra a las pequena, en nuestro conjunto final {R,} no
consideraremos las bolas pequenas que intersecan con la grande. Sea {S;} la sucesion
de las bolas tal que intersecan con la bola grande considerada. De esta forma, ahora
consideramos el conjunto {B;} \ {S;}, y del mismo seleccionamos la bola con el
segundo radio méas grande. Volvemos a realizar el procedimiento anterior, con {7;} la
sucesion de las bolas que intersecan con la bola con el segundo radio més grande. De

esta forma, ahora considerarfamos <{Bj} \ {St}> \{7;}. Si seguimos recursivamente,

quedard un conjunto de bolas { R} que no intersecan (pues hemos ido eliminando
las bolas que intersecan con una de un radio mayor), que {R,} C {B;}, y que por
la proposiciéon anterior, |J B; C |J R;,.

O

3.2. Teorema de cubrimiento de Besicovitch

A continuacion, presentaremos el Teorema de Cubrimiento de Besicovitch. Para
probarlo, primero demostramos una versiéon mas elemental cuya prueba contiene la
principal idea del teorema.

Teorema 3.5. Sea {Q)}72, una sucesion decreciente de cubos cerrados centrados en
el origen de R"™. Asumamos también que N2, Qy = 0. Sea A un conjunto acotado de
R™. Para cada x € A tomamos un entero positivo i(x) y escribimos Q(x) = &+ Qy()-
Entonces existe una sucesion {xy} C A posiblemente finita tal que:

1. El conjunto A estd cubierto por la sucesion {Q(xy)}, esto es,
Ac Q).
2. Cada punto z € R™ estd como mucho en 2" de los conjuntos Q(xy), esto es,

Z Xk(z) < 2n7

donde i, es la funcion caracteristica de Q(zy).
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3. La sucesion {Q(zx)} puede ser distribuida en 4™ + 1 familias disjuntas.

Demostracion. Cogemos un x; tal que Q(x;) es de maximo tamano. Asumimos que
X1, To, ...L, han sido ya escogidas. Si

AN Q) =0,

entonces el proceso de seleccion se ha acabado. En otro caso seleccionamos un pun-
to 1 € A\ Ui, Q(zx) tal que Q(xp41) es de maximo tamafio. La sucesion
{Q(xmy1)} que hemos obtenido entonces satisface las siguientes propiedades:

1. Sii# j, entonces z; ¢ Q(x;).

2. Lasucesion {6(Q(xy))} de didmetros de los conjuntos Q(zy) es o finita o tiende

a 0 cuando k tiende a oo, desde que los conjuntos xj + % son disjuntos.

Si el proceso de seleccion para, entonces la primera propiedad es trivial. Si {Q(zx)}
es una sucesion infinita y hay un z € A\ J,—, Q(zx) entonces existe un j, tal que
el diametro de Q(x) es mayor que el de Q(xj,). Esto significarfa que @(z) ha sido
infravalorado en nuestra seleccion. Luego tenemos A C |JQ(xy). Probamos ahora
que cada z € R™ estd como mucho en 2" de los conjuntos ()(xy). Para hacerlo
consideramos sobre z n hiperplanos paralelos a la coordenada n del hiperplano y
consideramos 2" hipercuadrantes cerrados sobre z determinados por ellos. En cada
hipercuadrante hay como mucho un punto z; tal que z € Q(z;). Si hubiese dos
puntos z;, z;, el mayor de los dos conjuntos ((x1), Q(z2), contendria el centro del
pequeno y este lo hemos excluido en nuestra construccion. Queremos ahora probar
el tercer punto del teorema. Para ello, sea un Q(x;) de los {Q(z)}, debido al punto
2 demostrado, como mucho 2" miembros de la sucesiéon contienen un vértice fijo de
Q(z;). Cada cubo Q(xy) con k < j es de un volumen mayor o igual que Q(z;) y
entonces si

Qzr) N Q(z;) # 0
con k < j, entonces Q(z) contiene como minimo uno de los 2" vértices de Q(z;).
Asi, para cada QQ(x;) hay como mucho 2" x 2" conjuntos de la coleccién

{Q(xl)a Q(mQ)a sy Q(xj—l}

con intersecciéon no vacia con Q(z;). Este hecho nos permite distribuir los conjuntos
Q(zr) en 4™ + 1 sucesiones disjuntas de la siguiente forma: Establecemos Q(z;) € I;
parai=1,2,...,4"+1. Como Q(x4n12) es disjunto con Q(xy,) para algin kg < 4”41,
estableceriamos Q(z4n42) € Ii,. De la misma forma @Q(z4n3) es disjunto con todos
los conjuntos en algun Iy, luego podemos establecer Q(x4n13) € Ij.. Esto prueba la
tercera parte, y con ello el teorema.

O
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De esta forma, ya podemos probar el Teorema de Besicovitch. Este teorema
tiene gran importancia en teoria de la diferenciaciéon y en muchos otros campos de
Analisis. El teorema original de Besicovitch trata con bolas euclideas de R™, pero la
siguiente version es més simple y elemental.

Teorema 3.6. Sea A un subconjunto acotado de R™. Para cada v € A, sea @, un
cubo cerrado con centro x y lados paralelos a los ejes coordenados. Entonces, uno
puede elegir, de los anteriores Q, considerados, una coleccion {Qr} posiblemente
finita tal que:

1. El conjunto A estd cubierto por la sucesion {Qy}, esto es,
Acl
2. Ningin punto estd en mds de K, cubos de la sucesion {Qy}, esto es,
Z X, (2) < K.

3. La sucesion {Q} puede ser distribuida en €, familias de cubos disjuntos.

Demostracion. El proceso natural de selecciéon consistiria, como en la prueba ante-
rior, en elegir primero los conjuntos més grandes y excluir la parte de A ya cubierta
por ellos. El hecho de que el supremo de los didmetros de los cubos puede ser inal-
canzable nos obliga a elegir los cubos entre los mas grandes. Sea

ag = sup{0(Q(x)) : x € A}.

Si ap = oo entonces un cubo Q(x) convenientemente elegido es suficiente para cubrir
A. Siag < oo elegimos Q; € (Q(x))zea con centro z; € A tal que §(Q;) > . Sea
ahora

a; =sup{0(Q(z)) :x € A\ Q1}.

Elegimos @, con centro zp € A\ @ tal que 6(Q2) > %. Y asi sucesivamente. Ob-
sérvese que no podemos afirmar que si ¢ # j entonces z; ¢ QQ(x;). Esto ciertamente
pasa si ¢ > 7, pero no necesariamente si ¢ < j. Por el contrario podemos siempre
garantizar que

1 1
ng‘ N ng =0,

donde %Qk es el cubo con mismo centro que @, y cuyo tamano es 1/3 el tamano de
Qk- De hecho, si por ejemplo ¢ > j, entonces z; ¢ Q); y 6(Q;) > %Ql, y esto implica
la afirmacion precedente. De esta forma obtenemos el primer punto que queriamos
demostrar. Los puntos 2 y 3 son esencialmente lo mismo que el Teorema 3.5 usando
el mismo argumento que hemos usado para probar el punto 1. O
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Veremos entonces una serie de observaciones: En primer lugar, el teorema de
Besicovitch demostrado puede ser valido para A no acotado. Si A no es acotado,
pero

sup{d(Q(x)) :x € A} =M < o0

el teorema demostrado sigue siendo valido cambiando convenientemente las cons-
tantes K,, €,. Para mostrarlo, es suficiente con particionar R™ en cubos disjuntos I;
de tamano M y aplicar el teorema de Besicovith a la interseccion de A con cada uno
de estos cubos I;.

Ademas, en el teorema de Besicovitch podemos considerar Q(z) no cerrados.
Obsérvese que el hecho de que Q(x) es cerrado es irrelevante para la prueba del
teorema. Asumir que Q(z) es un cubo centrado en x con parte del perimetro cambio
solo las constantes calculadas K, €,.

En tercer lugar, podemos definir el teorema original de Besicovitch. Sea A un
subconjunto acotado de R™. Para cada x € A, sea B(z,r(z) una bola cerrada con
centro z y un radio r(x) dado. Entonces, uno puede elegir, de las anteriores B(x, r(x)
considerados, una coleccion { By} posiblemente finita tal que:

1. El conjunto A esta cubierto por la sucesion { By}, esto es,
AcC U Q.
2. Ningun punto esté en mas de K,, cubos de la sucesion {Qx}, esto es,

Z XQx (2) < K.

3. La sucesion {Q)y} puede ser distribuida en ¢, familias de cubos disjuntos.

3.3. Cubrimiento de una familia finita de intervalos
en R

Para acabar este capitulo de lemas de cubrimiento, vemos un tltimo teorema,
el cual nos dice que dada una familia finita de intervalos, podemos un extraer un
subconjunto de intervalos de la misma familia, de forma que cada punto contenido
en la unién de todos los intervalos estd contenido en el subconjunto considerado,
y estd como mucho en 2 intervalos de este subconjunto considerado. Lo vemos a
continuacion.

Teorema 3.7. Dada una coleccion finita de intervalos de R, {I;},=1,; existe una
subcoleccion { Ry }r=1,..;m C {I;}j=1,.1 tal que Y -, xr,(z) <2, para todo x € R.
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Demostracion. Sea I = U§:1 I;, y esta union de intervalos puede verse como una
union de intervalos disjuntos, supongamos I = (a1, b1) U (ag, by) U ... U (ag, bg). De
esta forma, llevamos a cabo un proceso de recubrimiento para cada intervalo. Con-
sideramos el primer intervalo de I, esto es, (a1, b;). El proceso de recubrimiento es
el siguiente. Como queremos recubrir el intervalo completo, en primer lugar conside-
ramos los intervalos de la forma (aq, d), de los cuales seleccionamos el que tex@ O
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Capitulo 4

Operador maximal de
Hardy-Littlewood

En el siguiente capitulo hablaremos del Operador maximal de Hardy-Littlewood.
Este operador esta definido sobre el espacio de las funciones localmente integrables
L} .(R™). Veremos diferentes generalizaciones de este operador, en funcion de si esta
definido en bolas o en cubos, y en funcién de si esté centrado o no centrado en los
mismos. Veremos que dada una funciéon con estas caracteristicas, el operador sobre
esta funcion es medible. Definiremos que un operador sea de tipo débil y de tipo
fuerte, y veremos que el operador maximal de Hardy-Littlewood es de tipo fuerte
(p,p) cuando 1 < p < oo, para lo cual se necesitara ver que es de tipo débil (1,1).
El anélisis del operador maximal de Hardy-Littlewood es importante, pues el mismo
nos facilitaré, en el siguiente capitulo, la prueba del Teorema de Diferenciacion de

Lebesgue.

Definicion 4.1. Se define el espacio Li..(R") de las funciones f : R" — R localmente

loc
integrables como el conjunto de funciones Lebesgue medibles que verifican

[ lr@lde < o

para todo conjunto acotado A en R".
Dada esta definiciéon, vemos el siguiente teorema.

Teorema 4.2. Toda funcion f del espacio LP(R™), para 1 < p < oo, es localmente
integrable.

Demostracion. Para ver esto, basta considerar la funcién caracteristica xx de un
conjunto compacto K de R”, entonces se tiene

1/ 1/
\/ e qzj/ 1de| " = (K7 < oo,
n K
23
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donde ¢ es el niimero positivo que cumple la desigualdad de Holder,esto es,

__|__:1
P q

y u(K) es la medida de Lebesgue de K. Entonces, por la desigualdad de Holder se
tiene que:

» 1/p 1/q 1/q
[ stde = [ ipddo < [ gspas] | [ ] = splaope < o
K R” R K

y por tanto f es localmente interable. O]

Téngase en cuenta que en el anterior teorema, se puede realmente considerar
LP(X) en vez de LP(R™), siendo X abierto.

En definitiva, visto el espacio L{ _(R), para una funcion f € L{ (R) Hardy y
Littlewood introdujeron una nueva funciéon M f, que juega un rol fundamental en la

teoria de variable real:
1 x+h

Mf(x) = s oy | |f(y)|dy.

Existen diferentes generalizaciones de este operador, cuyo comportamiento es muy
informativo en la teoria de la diferenciacion. La generalizacion mas natural consiste
en definir, para f € L] _(R"), con z € R",

loc

1
M f(z) = sup W /Q(:c,r) |f(y)|dy,

r>0

donde Q(x,r) denota el intervalo ctibico abierto de centro x y lado 2r y |Q(z, )]
denota su medida de Lebesgue.

4.1. Propiedades del operador maximal de Hardy-
Littlewood

El operador M definido asi satisface las siguientes propiedades:

i) Mf(x) >0Vf e L (R"),Vz € R".

11) M(fl + fg)($) S Mfl(il?) + Mfg(ﬂ?) Vfl, f2 € LIIOC(Rn).

iil) MO\f)(z) = [NMf(z) Vf € LL (R?),\ € R,z € R",
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Nos referiremos a estas propiedades diciendo que M es positivo (i), subaditivo (ii) y
positivamente homogéneo (iii). Definiremos ahora el Operador Maximal de Hardy-
Littlewood centrado en bolas, y no centrado para cubos y para bolas. A continuacion,
vemos que son equivalentes, esto es, dos operadores Ty T" son equivalentes (1" ~ T")
si de, C' > 0 tales que ¢T' < T" < CT.

1. Operador Maximal de Hardy—Littlewood Centrado en Bolas, M§ f(x)

Mg f(x) :=sup ——— |B X / y)|dy,

r>0

donde B(z, ) es la bola abierta de centro z y radio r.

2. Operador Maximal de Hardy—Littlewood no centrado para Cubos, Mg f(z):

Mo f(x):= sup / )|dy.
Q() xGQzT‘ |QZT| zr |
3. Operador Maximal de Hardy-Littlewood no centrado para Bolas, Mpf(x):
1
Mpf(x) = sup ———uu |f(y)ldy.

zE€B(z,r) ‘B(Z T)| B(z,r)

Vemos ahora que tanto M f(z), como Mg f(x), Mg f(z)y Mpf(z), son equivalentes.

Demostracion. Primero, veamos que M ~ M. B( r) C Q(z,7), luego

1 Q(z, 1)
TR [f(y)ldy < y)ldy.
’B(l‘,?")’ B(z,r) ‘B({E r HQ z,r | (z,r)
Por otro lado, sabemos que |Q(z,7)| = r" y |B(z,r)| = C,r". Sustituyendo en el
término de la derecha,
1
O] o, FOM < Cops [ 5wl
|B(ZE,T>| B(z,r) | (z,r)

Tomando supremos llegamos a que Mz < CnM . Razonando de un modo parecido,
como Q(z, f r) C B(z,r), se demuestra ¢, M < Mj,. De esta forma, M ~ Mg,

Pasarnos a ver que M§ ~ Mpg. Es facil ver que M§f < Mgf, pues el conjunto de
bolas que contienen a un punto es méas grande que las bolas centradas en el punto.
Sea ahora un = € B(z,r), se tiene que B(z,r) C B(x,2r), y ademas |B(z,2r)| =
2"|B(z,1)|, luego

: )l < s [ 1f

Tl L N Y< ——— Y.
‘B(Z,’l“)| B(z,r) |B €, QT ’ B(z,2r)

Concluimos Mpf < 2"M§f y, por tanto, M ~ Mp. De forma anéloga se puede ver
que M ~ Mg, lo que dejaria demostrado la equivalencia de operadores. O
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De esta forma, vemos que los diferentes operadores son equivalentes, por lo que
se pueden intercambiar. Operaremos con uno u otro segin convenga.

Por otro lado, la funcion M f es medible, si el conjunto { M f > A} es abierto para
cada A > 0. Las generalizaciones del operador maximal son medibles. Es sencillo
ver que los operadores no centrados Mg y Mp son medibles, pues los conjuntos
{z : Mpf(x) > A\} y {& : Mgf(xz) > A} son abiertos. Lo vemos para Mg, la
demostracién para Mg es analoga.

Proposicién 4.3. Dado f € Li
centrado.

oey Mpf es medible, siendo Mp el operador no

Demostracion. Sea z € {z : Mpf(x) > A}, por la definicion de una funciéon maximal,
existe una bola P tal que z es punto interior de P y cumple

|—}3| / F@)ldy > A

Por lo tanto, el conjunto {z : Mpf(x) > A} es abierto. O

Comprobar que los operadores centrados M y Mf son medibles requiere més
esfuerzo. Lo vemos para M, la demostracion para Mf es andloga.

Proposicién 4.4. Dado f € L. ., M f es medible, siendo M el operador centrado.

loc?

Demostracion. En primer lugar, vemos que en la definiciéon del Operador Maximal
de Hardy-Littlewood el supremo se puede tomar sobre los niimeros racionales. Por
la propiedad del supremo, 4R > 0 tal que

€
M - = )dy < M 4.1
1) =3 < G Lo O < M) (1.1
Sabemos que existe una sucesion {q.} C Q% creciente tal que limy oo ¢z = R.

Entonces, |Q(z, qx)| — |Q(x, R)|, y las funciones x¢(z,4,) forman una sucesion mo-
nétonamente creciente que converge a Xq(s,g)- De esta forma,

M{f(z) =su )|dy = su d
f() 7“>IO)|BZT|/ZT |y T€Q11|BZT|/ZT |y

Sabemos que Q es un conjunto numerable y que la funciéon

/ y)ldy
x qk ’ 7qk
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es medible. Entonces, aplicamos que el supremo de una colecciéon numerable de
funciones medibles es medible, cuya demostracion puede verse en el Teorema 4.1.3
de [3], concluimos que

1 /
SUp | f(v)|dy
reQ+>0 |B(Z, T)| B(z,r)
es medible. O

Acabamos de ver que los operadores maximales de Hardy-Littlewood son medi-
bles, luego podemos escribir

M : L (R") — M(R™).

4.2. Acotaciéon del operador maximal de
Hardy-Littlewood

Sea M el operador maximal asociado a una base de diferenciacion V. Queremos
ver qué relacion existe entre desigualdades de la forma |[{z € R™ : M f(xz) > A\}| <
C(A, f), en donde C' cumple que para cada f € LP(R"™) se verifica que tiende a 0
cuando A tiende a 0o, con el hecho de que las funciones de LP(R™) tienen la propiedad
de Lebesgue respecto de V. Miguel de Guzmén prueba que son equivalentes que:

i) Cada funcion f € L'(R™) tiene la propiedad de Lebesgue respecto de V.

ii) el operador maximal M de Hardy-Littlewood asociado a V es de tipo débil
(1,1) en L*(R™).

Vemos ahora para ello la definicién de que un operador sea de tipo débil.

Definicion 4.5. Sean T : L{ _(R") — M(R™) un operador y 1 < p < co. Decimos
que T es de tipo débil (p,p) siy solo si YA > 0 se tiene

e Tr 2y < (L),

con c siendo independiente de f y A.
Veamos que el operador maximal de Hardy-Littlewood es de tipo débil (1,1).

Teorema 4.6. El operador mazimal de Hardy-Littlewood es de tipo débil (1,1).



28 CAPITULO 4. OPERADOR MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD

Demostracion. Tenemos que ver que

o+ MA@ > A < S

Sea K cualquier conjunto compacto de {|M f(z)| > A}. Si lo demostramos para este
K arbitrario, por la regularidad de la medida de Lebesgue, quedara demostrado el
teorema. Para cada = € K, escogemos una B(z,7;),

1 /
[f(W)ldy > .
|B($7r$)| B(z,re)

K esté contenido en la uniéon de estas bolas B(z, ;). Por la proposicién 3.4 podemos
encontrar un recubrimiento ();, de bolas disjuntas, a partir de las anteriores bolas
consideradas B, tal que |J B; C JQj vy se tiene, por tanto:

3TL
IR SICHESD SICHEE S 9 MO
k k Y@k

3" 3" 3"
= fW)ldy = ~ FW)ldy = [ 11l
v iy = [ sl = S
De esta forma, haciendo 3" = C' queda demostrado. O]

A continuacién definimos lo que es que sea de tipo fuerte. Veremos también que
el operador maximal es de tipo fuerte (p,p) para cada p tal que 1 < p < oo

Definicion 4.7. Sean T : L (R") — M(R") un operador y 1 < p < co. Decimos

que T es de tipo fuerte (p,p) si Vf € L (R") > 0 se verifica

loc

1T Fllp < el fllp

donde ¢ es una constante independiente de f.

Recordamos que

= 1P = ([ 1rras)
Rn
Ifllsd=nf{a>0:p{z e X :|f(z)| > a} =0}.

1
loc

Como estamos trabajando en el espacio L, .(R™), los valores || f|l, v || fllco podrian
no ser finitos.
Para la siguiente proposicion usaremos la desigualdad de Chebyshev, que nos

dice que para toda funciéon medible f, ¢ >0y p > 0,

1
o e R f@] >t <5 [ £ )Py,
{zeR™:|f(z)|>t}|
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Proposicion 4.8. Si T es de tipo fuerte (p,p), entonces T es de tipo débil (p,p).

Demostracion. Para cada f € Li(R") y A > 0,

L [V R T R e G e

Teorema 4.9. M es de tipo fuerte (p,p) para 1 < p < co.

Demostracion. Comenzamos viendo que es de tipo fuerte (0o, 00). Se cumple que

1M flloe < [ f1lo05

pues |f| < [|f]le en casi todo punto, y por ello:

1
i L < o [ ey = 1l > 0
I r | (z,7) (I7T)| Q(z,r)

Tomando supremos queda demostrado entonces para p = oo. Tenemos ahora que
demostrar que podemos obtener

M f(z)]l, < Cpllfllp con 1 < p < oo.

Para hacerlo, de ahora en adelante lo realizaremos mediante la division de f en dos
funciones, siendo nuestra prueba un caso sencillo del Teorema de Interpolacion de
Marcinkiewicz. Definimos f = f; + fs, tal que

fo=Ixqrse

y f2 queda definido por f — fi. Es claro que M f(x) < M fi(x) + M fo(x), luego

t

Mf(@) > 1y < {Mf) > %} o{Mp) > 5}
{M fo(z) > £} =0, por lo que

s> 1< [{unw > g <G [

Aplicamos ahora el teorema de Fubini que nos dice que dado un f > 0,

/ /OOO ptP I (t)dt
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siendo A¢(t) = [{z : |f| > t}|. Veamoslo.

/ ptp_lx\f(t)dt:/ ptp_l/ dxdt
0 0 [f1>t
|f ()]
= p/ </ tp_ldt>dx = |f(x)|Pdz.
n 0 R

De esta forma combinando las dos ecuaciones anteriores se tienen que

||Mf||Z:/ Mf(x)pdx:p/ P\ (1) dt<pC/ - 2/ )| dadt
Rn 0 |f1>5

AE@ Cp
=0 [ 1@ [ etaedn = [ iparde = Gl
R 0 -

R”
Esto se verifica para todo p > 1, pues de lo contrario el denominador se anula. [J

Veamos ahora un contraejemplo para ver que el operador maximal no es de tipo
fuerte (1,1). Sea en R la funcién caracteristica del intervalo [0,1].
Sea x > 1. Para ese «,

1 T+r
VI =swp ey | 1wy = s [l

r>0 r>0 r—r

Seaun z —1>r >0, al valer f(y) =0 paray € (x —r,z + ), en ese caso el valor
de la integral fﬁr |f(y)|dy = 0 y del promedio es 0.

Siz—1<r<u, f;jﬂ |f(y)|dy = r — 2z + 1, luego el valor promedio serfa “=%+1

2r
cuyo valor es creciente respecto de r, y valor maximo se alcanza en x = r, siendo i
Por tltimo, si consideramos un r > z, el valor promedio es decreciente, al ser
T+r : :
[0 f(y)|dy = 1, luego el valor promedio al ser el valor de la integral constante
xr—r
decrecerd a medida que aumenta el intervalo considerado r. El valor maximo de los

promedios se da entonces en r = x, siendo M f(z) = 5. Por tltimo, M f(z) = 5=

2x
paraxz > 1y
o 001
M dr = —dx =
| s@te = [ s =



Capitulo 5

Teorema de diferenciacion de
Lebesgue

Ya estudiado el anélisis del comportamiento de los promedios mediante la fun-
cion maximal de Hardy-Littlewood, tenemos lo necesario para demostrar nuestro
teorema de diferenciacién de Lebesgue. Después de demostrar este teorema, defini-
remos el conjunto de los puntos de Lebesgue, y definiremos el teorema de densidad
de Lebesgue, que es un caso particular del teorema de diferenciacion de Lebesgue.

Teorema 5.1. Si f € L (R"), entonces

loc

1
lim ——— fy)dy = f(x) para casi toda x € R".
r—0 ’B(:L‘, 7ﬁ)| B(z,r)

Demostracion. Dado N € N, notemos que si [z < N y r < 1, los valores de
m fB(m) f(y)dy dependen de las y que cumplen |y| < N +1. Asi, no hay pérdida
de generalidad al suponer que f € L'(R™) puesto que podemos reemplazar f por
/ XB(0,N+1)-

Para € > 0 podemos encontrar una funcién continua g de soporte compacto tal
que ||f — g|l1 < €. Ademaés, por continuidad de g obtenemos

er)\/m )g(y)dy%g(m)

31
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si r — 0. De aqui vemos

h'msup ) |/ y)dy — f(x)

r—0

:h'msup ) |/ ) — g(y)]dy +

r—0

m/ (y)dy — g(x )]

+9(z) = f(z)] < M(f = g)(x) + 0+ | f(z) — g(x)].

Para o > 0 sean

Eq

{x € R" : lim sup

r—0

|wa/;T v)dy = f(2)) >

Fo={z eR": |f(z) = g(z)| > a},

entonces

Ey CFopU{z eR": M(f —g)(x) > a/2}
y como

SFual < [ 17(e) = gla)lde <

Fa/2

aplicando el Teorema 4.6 con C' = 3" se tiene que
2e
|E,| < E(l +3").

Al ser € arbitrario llegamos a que |E,| = 0 para todo «, y de aqui se deduce el
resultado para casi todo . O

Veamos ahora un ejemplo de lo que nos quiere decir el teorema anterior. Consi-
deremos la funciéon f : R — R dado por la expresion

f(:v)z{l ey

—1, sixz<O.

y analicemos lo que sucede en z = 0. En este caso el limite del valor promedio en el
punto x = 0, esto es,

HO| M’/f dy— /f dy+/f dy —hmm(r—r) 0,
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cuyo valor es distinto a f(0) = 1. Sin embargo, veamos qué sucede para cualquier
otro punto. Sea un = > 0, se tiene que

lim ——— /1dy lim — 27’—1—f( ).
rr|

r—0 | r—0 | ’

Sea un r < 0, se tiene que

lim# T(—l)dy lim — ! (=2r)=—-1= f(x).

P [ 1] 0 2r

—-r

De esta forma, en el ejemplo anterior la igualdad del Teorema de Diferenciacién de
Lebesgue se cumple para casi todo punto, pues en x = 0 falla.
A partir de este teorema, podemos llegar a ver una serie de observaciones:

» Del teorema de diferenciacion de Lebesgue se sigue que: | f(z)| < M f(z) c. t@r
pues

1
f(z) = lim |er |/m y)dy < M f(x )—iggm Q(I’T)|f(y)|dy,

con la primera igualdad para casi toda x € R™.

» | Mf(2)||oo = ||flloo- Vimos que M era de tipo fuerte (0o, 00), y se cumplia
que | M flloo < ||flloo- Hay que ver que || M f|leo > ||fllco- Esto es claro pues
[flle = nf{ar > 0: pfz € X o [f(2)] > a} = 0}y |f(z)] < Mf(z)luego

combinando lo anterior

flloo JFp f{a > 0: puf{xr € X : |f(x)] > a} =0}
<M flloo = Inf{a > 0: p{x € X : |[Mf(x)| > a} =0}
Podemos ahora probar un resultado un poco mas fino.

Proposicién 5.2. Sea f € L (R"™). Entonces, para casi toda x € R"

loc

Demostracion. Sea un {g}3>; una enumeracién de numeros racionales. Para cada
k consideramos la funcion | f(y) — qx|, que obviamente esta en L{. (R"). Entonces si
para cada k excluimos un Ej, tal que |Ey| = 0, se tiene para cada x no perteneciente

a Fji que
lim dy = |f — .
10‘B$7°|/ Qk|y |() Qk’


Javier Soria

Javier Soria
p.

Javier Soria


34 CAPITULO 5. TEOREMA DE DIFERENCIACION DE LEBESGUE

Sea E = (J,—; Ex. Obviamente, |E| = 0y si z no pertenece a E, entonces, para cada

k
%B” ,/” y) — qeldy = () — al.

Sea ahora
A={z eR":|f(x)] = c0}.

Claramente |A| = 0. Sea ahora un v que no pertenezca a AU E. Sea ¢ un ntumero
racional tal que |f(v) — qx| < §. Ahora podemos escribir

1
Ii —_ d
S BT o, |[F(y) = fv)ldy
<1 dy + 11 _ — qild
TI—I>I(1)8up|BU7’|/vT Qk’y_'_ 1msup| UT|/UT ) qkly
=2|f(v) —al <e
m
Como podemos observar, si para casi todo x € R™ se cumple
lim dy =0,
0 (3 e ) — S
entonces se cumple para casi todo xr € R”
lim x).
T_>0|BIT|/J:7") f()
Esta conclusion se tiene de manera inmediata, pues
1 y)d = d
) 3o a0~ 1 rﬂ’%wxm/m oty
< lim dy =0
M) (o] gy 100~ 0 =

Ahora vamos a probar que la implicaciéon de regreso no es verdadera. Definiremos
primero el conjunto de los puntos de Lebesgue.

Definicion 5.3. Sea una f € L] _(R™) una z € R". Diremos que x es un punto en
el conjunto de Lebesgue de f si existe un numero A tal que

1 —Aldy =0
r!“%\er/w 4y
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Realizamos una serie de observaciones. En primer lugar, solo existe un A que
cumple la condicion. Esto se sigue del teorema de diferenciacion de Lebesgue, pues

i .
Tl_l;r(l) ’B T, T | / B(z,r) f<x)

Por lo tanto, A es tnico y el limite de la izquierda existe. En segundo lugar, si x
pertenece al conjunto de Lebesgue de f esto es independiente del valor de f(x). En
efecto, f no tiene que estar definida en el punto x. Mas atin, si f = ¢ en casi todo
punto, entonces el conjunto de Lebesgue de f es igual al conjunto de Lebesgue de g.
Por tanto, el conjunto de Lebesgue esta bien definido para cada elemento de Li. .(R™).
En tercer lugar, por el teorema de diferenciacion de Lebesgue, si f € Li (R"),
entonces casi todos los puntos de R" pertenecen al conjunto de Lebesgue de f. Para
casi toda x, el nimero A es justo f(x). Asi, f puede ser modificada en los conjuntos
de medida cero de tal manera que toda x que esté en el conjunto de Lebesgue de f

1

}l_fgm s [/ (y) — f(z)|dy = 0.

Veamos ahora un contraejemplo de lo mencionado, viendo que el punto 0 no esta en
el conjunto de puntos de Lebesgue de f, y, sin embargo,

e ATTORS]] \B (0,7)] / B(O.r) = 0.

Sea

1 siz>0

flx) =43, siz=

0, six<O
Mostraremos que para toda x € R

1 fetr

f(z) = lim — - fy)dy

y que el 0 no esta en el conjunto de Lebesgue. Sea x > 0, observemos que podemos
tomar un radio r suficientemente pequeno tal que (z —r,z + 1) C (0, 00), asi

1 x+r oty
hm—/ fly dy—hm—r/ 1dy—hrn—y} = 1= f(x).

r—0 2r r—0 2r

Anéalogamente, si z < 0, podemos encontrar un radio r suficientemente pequeno tal
que (z —r,xz+ 1) C (—00,0), por lo cual

hm—/ fly dy_hm—/:()dy:ozf(x).

r—0 27‘
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Ahora si z = 0, entonces
T+r

1 10 ’ ;Lo
lim — - f(y)dy}gfg)%(/_TOdy+/o 1dy> —ll_%%yhfgff(“f)-

r—0 2r

Ahora probaremos que el 0 no esta en el conjunto de Lebesgue de f. Supongamos
existe un A tal que

T
h’m—/ |f(y) — Aldy =0,

entonces
hm— / |0— A|dy—|—/ 11— A|dy>—11m—[|A|T—|—|1 Alr ]—hm [|A|+|1 All =

lo que implica que [|A|+ |1 —A|] = 0, que no es posible. De este modo, 0 no esté en el
conjunto de Lebesgue de f. Definiremos ahora el Teorema de densidad de Lebesgue,
que es un caso particular del teorema de diferenciacion de Lebesgue.

Definiciéon 5.4. Se define la densidad aproximada de E en un punto x € R", como:
ENB
BN B, )|
r=0 | B(z,7)|
Teorema 5.5. Para casi todos los puntos x de un conjunto medible de Lebesgue

E € R", se cumple que la densidad aproximada del conjunto es 1 en casi todo
punto, esto es,

. |ENB(x,r)|
lim ———= =1 c.tp. E.
S B TS
Demostracion. Se cumple que
|ENB(x,r)| 1
= Xe(y)dy.
|B<CL',T)| |B([L’,’I“)| B(z,r)

Haciendo tender r a 0, aplicando el Teorema de Diferenciacion de Lebesgue, esto es,
el Teorema 5.1, se tiene para casi todo punto z:

lim y)dy =
rl—>0|Ba:7“|/“ Jdy = xp(x).
O]

De esta forma, vemos que para cada conjunto medible E, su densidad es 0 o 1
en casi todos los puntos de R”, y su densidad es 1 en casi todo punto de E. Esto
nos indica que el borde de E, esto es, el conjunto de puntos en F cuyas bolas estan
parcialmente en F y parcialmente fuera de F, es despreciable.

Sin embargo, si |F| > 0, entonces siempre hay puntos de R" donde la densidad
no es 0 ni 1. Sea un cuadrado en el plano, la densidad de cada punto interior es 1,
pero de cada punto de la esquina del cuadrado la densidad valdra 1/4 y en el resto
de bordes del cuadrado 1/2.



Capitulo 6

Resultados para medidas mas
generales

En este capitulo, en primer lugar definiremos el significado de que una medida
sea doblante, y veremos una serie de propiedades de estas medidas. En la segunda
parte del capitulo, definiremos las funciones maximales centrada M y no centrada
M,, para medidas p cualquiera (téngase en cuenta que cuando considerabamos el
operador maximal de Hardy-Littlewood considerabamos la medida de Lebesgue).
Posteriormente, analizaremos la acotacion débil (1,1) y con ello fuerte (p,p) para
p > 1 de dichos operadores aplicados sobre cierta funciéon, y veremos como afecta el

hecho de que la medida considerada p sea doblante.

6.1. Medidas doblantes

Para realizar la acotacion del operador maximal necesitaremos definir antes las
medidas doblantes, esto es, medidas para las cuales la medida de la bola de radio
doble esté controlada por la medida de la bola. La medida de Lebesgue es un tipo
de medida doblante. Sin embargo, las medidas doblantes son menos restrictivas
que la medida de Lebesgue. Por ejemplo, la medida de Lebesgue es invariante por
traslaciones, mientras que esta afirmacién no es cierta en general para medidas
doblantes.

Definiciéon 6.1. Dado un espacio métrico (X, d) diremos que una medida boreliana
y regular ;1 en X es doblante si existe una constante m tal que para todo z € X se
verifica que

p(B(x,2r)) < mp(B(z,r)),

donde las bolas consideradas son de medida finita y positiva.

37
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Si la medida es doblante, diremos que el espacio de medida métrico (X, d, i) es
homogéneo. De esta forma, si una medida es doblante diremos que la medida de la
bola de radio doble esta controlada por la medida de la bola. A partir de ahora, nos
referiremos a m(u) como la menor constante que satisface la anterior igualdad, esto
es,

p(B(z,2r))
m(p) = sup ———.
= 3 uBan)
La constante m de una medida doblante ha de ser siempre mayor que 1 porque la
bola de radio 2r mide al menos lo mismo que la bola de radio r. De esta forma, ya
tenemos una restriccion sobre m, pero existen otras.

Teorema 6.2. Sea (X, d, 1) un espacio métrico dotado de una medida doblante p,
si X tiene al menos dos puntos, entonces m(u) > HT‘@ = ¢, la razon durea.

Demostracion. Sea una medida doblante p con constante m = m(u). Sean a y b dos
puntos en X, con r = d(a,b). Sea A > 0. Puede que u(B(a,2r/3)) < A\u(B(b,7/3)),
en ese caso, puesto que las bolas son disjuntas y estan contenidas en u(B(a,4r/3)),
tendremos

u(Bla,2r/3)) + pu(B(b,7/3)) < pu(Bla, 4r/3)).

Luego se tendra

(14 ) n(Bla,20/3)) < pu(Bla,20/3)) + w(Bb, /3)
< u(B(a.4r/3)) < mu(B(a,2r/3)).

De manera que en este caso m > 1 + A~!. Por tanto, o bien m > 1+ A~! o0 en caso
contrario pu(B(a,2r/3)) > A\u(B(b,7/3)), y n(B(b,2r/3)) > A\u(B(a,r/3)), luego en
este caso

Au(B(a,7/3)) + p(B(a,r/3))) < u(B(a,2r/3)) + u(B(b,7/3))

<
< m(u(B(b,r/3)) + u(Bla,r/3))).
Por tanto, obtenemos m > A. En definitiva, para todo A > 0 hemos probado

que m > min(\, 1+ A7), Optimizando en A > 0, el valor méas favorable se da en
A =1+ "' y optimizando la anterior ecuacion, se obtiene el resultado. O

Pero podemos ir méas atun, y ver que dado un espacio con més de un punto,
m(p) > 2. Su demostracion puede verse en el desarrollo de [8].

Teorema 6.3. Sea (X, d, 1) un espacio métrico dotado de una medida doblante p,
si X tiene al menos dos puntos, entonces m(u) > 2.
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Para finalizar la secciéon de medidas doblantes, vemos una tltima propiedad de
estas medidas.

Proposicion 6.4. Sea una medida j1 doblante. Se verifica que p(R™) = oo.

Demostracion. Sea una bola tal que B(0, R) y sea una bola centrada en un punto
x de radio R/2 tal que

B(0,R) N B, g) )

B(0,R)U B(x, g) c B(0,2R).

De esta forma, se tiene que

u(B0,2R)) > u(B(0, B) + u(B(x. 3 ).

Ademés, se tiene que

B(0,R) C B(x,?),

pues dado un a € B(0, R), |a — z| < |a| + |z| < R+ 2£ = 3£y con ello

SR

w(B(0, R)) < w(B (m 7)) < C°u(B (:L“ g) ),

por ser u doblante. De esta forma,
R
u(B(0,2R)) > u(B(0, R)) + u(B(x, 5)) > (1+ =3)u(B(0, R)).

Haciendo R = 2!, se tiene que

p(B0,29) > (14 25 )u(BO.27) > (14 &) m(BO. 1)

Asi, haciendo tender k a 0o, se tiene que

’ n I 1 k
lim u(B(0,29) = p(R") > lim (14 =) #(B(0,1)) = o,

luego u(R™) = oo. O
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6.2. Acotacion del operador maximal para diferen-
tes medidas

Para una funciéon localmente integrable f, en el Capitulo 4 definimos el operador
maximal de Hardy-Littlewood como

1
MFw) = swp ey | 1wl
donde Q(z,r) denotaba el intervalo ctbico abierto de centro = y lado 2r y |Q(z, )|
denotaba su medida de Lebesgue. En esta seccion, definiremos el operador maximal
centrado y no centrado para bolas considerando medidas borelianas no negativas,
esto es, sin considerar la medida de Lebesgue como haciamos cuando trabajabamos
con el operador maximal de Hardy-Littlewood. La acotacion débil (1, 1) nos conducia
a la acotacion fuerte (p,p) para p > 1 de este operador, independientemente de
si lo considerabamos para bolas o para cubos, y si lo considerabamos centrado o
no centrado. Pues bien, buscaremos acotar el operador maximal para esta medida
boreliana no negativa cualquiera, y veremos la relevancia en esta acotacion de si
estamos en dimensiéon n = 1 o no y si estamos considerando una medida doblante o
no.

Definimos ahora la funcién maximal M, aplicada sobre una f € L{ .(R").

Definicion 6.5. Sea p una medida boreliana no negativa en R™, si f € L (R"),
definimos la funcién maximal como

M, f(x) = sup L

BT /B Gl

donde el supremo es cogido sobre las bolas B(x) que contienen a z. Si en vez de
bolas que contienen a x hablamos de bolas centradas en x, hablariamos del operador
maximal centrado My, definido como:

1
Mf(@) =sup i [ ()l
: r>0 M(B(‘Ta 7")) B(z,r)
Por aplicaciéon del lema de cubrimiento de Besicovitch, probamos facilmente que
el operador maximal M f satisface que es de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (p, p),
para p > 1, sin ninguna condicién sobre la medida p. Sin embargo, estas propiedades
solo las tiene M, para la dimensién n = 1 sin ninguna hipotesis sobre .

Teorema 6.6. Sea i1 una medida boreliana y reqular. Entonces, el operador mazimal
M f satisface que es de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (p,p), para p > 1. Mds
precisamente, las siguientes estimaciones se verifican. Si f € L'(u), entonces

e TOERES S T
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[ sgspan < [ 1sran
X X

Demostracion. Tenemos que ver que

Sip > 1, entonces

plf M () > ) < Sl

Sea K cualquier conjunto compacto de {|M f(z)| > A}. Silo demostramos para este
K arbitrario, por la regularidad de la medida u, quedard demostrado el teorema.
Para cada © € K, escogemos una B(zx,r,),

1

Aplicamos ahora el teorema de Besicovitch 3.6 obteniendo { By} del conjunto de
las B(z,7;), tal que K esta contenido en la union de estas bolas { By}, y si xx es
la funcion caracteristica de By, tenemos que Y xx < K,,, donde K, es la constante
del teorema. Asi

M(K)SM(UBj)SZu(B _AZ v)ldp
=1/UB |Zxkdu<—/ Dl = 521

De esta forma queda demostrada la acotacion débil de tipo (1,1). Vemos ahora la
acotacion fuerte para p > 1. Dado f € LP(u), definimos f = f1 + fs, tal que

fo=Ixqrs4
y f2 queda definido por f — fi. Es claro que M f(z) < M fi(x) + M fa(z), luego
(MSf(z) >t} C {Mgfl(x) > %} U {Mﬁfg(x) > %}
{Mfo(x) > £} = 0, por lo que

W F@) > 1) < w(MR@ > ) < § [ I

t
[fI>35

Aplicamos ahora el teorema de Fubini. El teorema de Fubini nos dice que dado un

f=0,
/Xfpd,u:/o Pt (t)dt,
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siendo Af(t) = |[{z : |f| > t}|. De esta forma combinando las dos ecuaciones ante-
riores se tiene que

/X IME f(2)Pdps = p / T MEF > 1)dt

> t
<p [ o> Shd
0
S A e
0 1F1>%

2|f|
:C/ |f\/ P2 dtdp
X 0

C
< =L [ o |fpdp.
p—1 X

Esto se verifica para todo p > 1, pues de lo contrario el denominador se anula. [J

De esta forma, hemos probado la acotacion débil (1,1) y la acotacion fuerte
(p,p) para p > 1, del operador M, centrado. Sin embargo, M), no centrado solo
tiene estas propiedades en dimension igual a 1. Sin embargo, si u es una medida
doblante boreliana y regular, entonces M, cumple la acotacion débil de tipo (1,1).

Teorema 6.7. Sea p una medida doblante boreliana y reqular. Entonces, el operador
mazimal M, f satisface que es de tipo débil (1,1). Mds precisamente, la siguiente
estimacion se verifica. Si f € L'(u), entonces

(e M f(w) > ) < 5 [ 1rld

Demostracion. Dado f € L'(X), ver que

(e M, 1) > 3D < 5 [ 1fldu

es una simple aplicacién de la Proposiciéon 3.4. Sea K cualquier conjunto compacto
de {M,f(x) > A}. Para cada € K, escogemos una B(z), esto es, una bola que

contenga a x, tal que
1

e /B >

y aplicando la proposicién mencionada, podemos encontrar un recubrimiento @,
de bolas disjuntas, a partir de las anteriores bolas consideradas B;, de forma que
UB; € UQ;. Recordemos que dado Q; = Bj(z,7), se tiene que Q5 = Bj;(z,3r).
Ademas, sabemos que p es doblante. De esta forma,

u(B(w,4r)) < Cu(B(x, 2r)) < C*u(B(z, 1))
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y como 2 < 3 <4, pu(Q5) < C*u(Q;), por tanto:

) < HUB) < H(UQ) < @) < €D n@y) < AZ /Q y)ldp

C? 02

foldn= [ 15n= [ 171w

)\ UQk UQk

Noétese que hemos usado tanto la propiedad de medida doblante como el que los @),
son disjuntos.

]

Mencionemos que en el caso de X = R, la estimacion de la inecuaciéon de tipo
débil (1,1), y de tipo fuerte (p,p) para p > 1 se mantiene sin ninguna hipotesis de
(1, esto es, si p no es doblante. Vedmoslo.

Teorema 6.8. En dimension n = 1, el operador M, es siempre de tipo débil (1,1)
y de tipo fuerte (p,p) para p > 1.

Demostracion. Sea f € L'(u), con p arbitraria y consideremos el operador maximal
no centrado

M, fa) = sup— / F@)ldaly)

donde el supremo es cogido sobre los 1ntervalos I que contienen a x, y consideremos
un compacto K tal que K C {M,f > A\}. Para todo = € K, existe un intervalo I,
que cumple (Iac flx |f ) du(y) > A, con x € I,,. El compacto K esta contenido en
la unién dei

na subcoleccién
. Asi, usando el

.....

.....

¢ Esta en el capitulo 2?

u<K>s§m; Rk_Azfu i, (1) /(Zm )1 ldn(w)

< XHfHL}‘(R)

Ya teniendo la acotacion débil, llegamos a la acotacion de tipo fuerte (p,p) para
p > 1, con la division de f, de forma que f = fi + fo,

o= Ixqes4

y fo queda definido por f — f1, siendo esta prueba un caso sencillo del Teorema de
Interpolacion de Marcinkiewicz. ]
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¿Está en el capítulo 2?
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P. Sjogren en [7] nos muestra que si hablamos de una medida p no doblante, y
nos encontramos en una dimensiéon n > 2, la funcién M, no tiene por qué ser débil
de tipo (1,1). Concretamente, en el ejemplo demuestra que el operador maximal
asociado a la medida Gaussiana, una medida radial que es claramente no doblante,
no es de tipo débil (1,1). Considera en el caso n = 2, la medida p Gaussiana estéandar,

< dulzy) = e "V Pdzdy. >

De esta forma, hacemos un cuadro resumen de acotaciones de los operadores
maximales centrado y no centrado.

Tabla resumen acotacién débil (1,1) de los operadores maximales M, y M .

Dimension n y medida g M, M

n > 2y medida p arbitraria No, véase P. Sjogren en |7] Si, véase el Teore

n = 1 y medida p arbitraria Si, véase el Teorema 6.8 Si,véase el Teorem
n € N y medida p doblante Si, véase el Teorema 6.7 Si,véase el Teorer'r‘l‘E

6.6
6.6
6.6

Recordemos que si tenemos la acotacion débil (1,1), tenemos la acotacion fuerte
(p,p) para p > 1, por la aplicacion de un caso sencillo del Teorema de Interpolacion
de Marcinkiewicz.
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