UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
FACULTAD DE CIENCIAS MATEMATICAS

Series de Fourier y Funciones Armodnicas
Trabajo de fin de grado del Grado en Matematicas

Curso 2025/2026

REALIZADO POR:
Marcos Sierra Esteso
DIRIGIDO POR:

F. Javier Soria de Diego

Fecha: 15 de abril de 2026






Resumen

Este trabajo es un estudio tedrico que analiza la convergencia de la serie de Fourier de una
funcién periddica. Para ello se han utilizado diversos enunciados y técnicas de Teoria de la Me-
dida, de Analisis Real y de Analisis Complejo, ademds de recursos bibliograficos. Los resultados
principales que se han visto son el Teorema de Dirichlet-Jordan y el test de Dini. Ambos abordan
la convergencia puntual de las series bajo hipétesis adecuadas. En el transcurso de este escrito se
ha desarrollado también demostraciones sobre la convergencia de las series en el espacio L? y se
han explorado los métodos generalizados de Cesaro y Abel. Finalmente, también se han estudiado
las funciones armoénicas y se ha visto la conexién entre ambos conceptos. Esta recopilacion de
resultados permitird tener una vision general de esta teoria, con gran utilidad tanto en el a&mbito
matematico como en otras areas de la ciencia e ingenieria.

Palabras clave: espacio LP?, transformada de Fourier, coeficientes de Fourier, test de Dini,
Teorema de Dirichlet-Jordan, convergencia de Cesaro, convergencia de Abel, funcién armoénica.

Abstract

This work is a theoretical study analyzing the convergence of the Fourier series of a periodic
function. To this end, various statements and techniques from Measure Theory, Real Analysis, and
Complex Analysis have been used, in addition to bibliographic resources. The main results presen-
ted are the Dirichlet-Jordan Theorem and Dini’s test. Both address the pointwise convergence of
series under appropriate assumptions. Throughout this paper, proofs of the convergence of series
in L? space have also been developed, and the generalized methods of Cesaro and Abel have been
explored. Finally, harmonic functions have also been studied, and the connection between these
two concepts has been examined. This compilation of results will provide a general overview of this
theory, which is highly useful in mathematics as well as in other areas of science and engineering.

Keywords: LP space, Fourier transform, Fourier coefficients, Dini test, Dirichlet-Jordan theo-
rem, Cesaro convergence, Abel convergence, harmonic function.
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Introduccion

En el ano 1822 el matemadtico y fisico francés Jean-Baptiste Joseph Fourier (Auxerre, 1768 -
Paris, 1830) publicé su obra mdés célebre: Théorie analytique de la chaleur (Teoria analitica del
calor). En dicha memoria dedujo la expresién de la ecuacién del calor, una de las ecuaciones en
derivadas parciales mas conocidas y logré encontrar sus soluciones explicitas en forma de una serie
infinita de funciones trigonométricas. Pero no sélo se centrd en la resolucién del dicho problema,
sino que también sentd las bases de lo que se conoce actualmente como anélisis de Fourier. El
planteé que toda funcién se puede representar como una serie convergente de senos y cosenos,
aunque no logré mostrar una demostracién rigurosa de la convergencia de dicha serie, ni que la
funcion sea el propio limite. Es méas, ni siquiera enuncié las condiciones bajo las cuales la funcién
se pueda escribir de esa manera.

Mis adelante, numerosos mateméticos (entre los cuales se encuentran Dirichlet o Jordan) tra-
taron de desarrollar criterios de convergencia para las series de Fourier. Durante el siglo XX se
realizaron grandes avances en dicha tarea gracias a la aparicion de la teoria de la medida y la
integral de Lebesgue. En esta época se definié la nocién de conjunto de medida nula, el concepto
de convergencia en casi todo punto (a.e.) y se establecieron las propiedades de los espacios L”. De
este modo, el estudio de las series de Fourier se llevé a cabo desde un nuevo enfoque que ayudé a
extender el andlisis de Fourier desarrollado hasta entonces a funciones que se encuentran en dichos
espacios.

Uno de nuestros principales objetivos para este trabajo es estudiar algunos de esos criterios de
convergencia para las series de Fourier: puntual, en media, en norma o a.e., ademas de explorar
los métodos generalizados de Cesaro y Abel. Por otra parte, también queremos establecer una
relacién entre las series de Fourier y el otro tema importante de nuestro trabajo: las funciones
armoénicas (que desempenan un gran papel en el estudio de funciones complejas o de las ecuaciones
en derivadas parciales y en otras disciplinas como la fisica o la ingenierfa). Y, por ultimo, aunque
no aparezca como un capitulo de nuestra memoria, hemos visto a lo largo del trabajo algunas de
las aplicaciones de las series de Fourier y las funciones arménicas (el célculo de sumas de series de
numeros reales o la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales).

Esta memoria se estructura de la siguiente manera: consta de cuatro capitulos, el primero de
preliminares y los tres siguientes de desarrollos teéricos. Para su realizacién se ha hecho una revision
bibliografica, donde se han utilizado principalmente las referencias [6] y [7]. Por otra parte, a lo largo
del desarrollo se han presentado ejemplos y graficas (elaboradas con el software de GeoGebra) para
comprobar la aplicacién de enunciados tedricos y el comportamiento de algunas funciones definidas
durante el transcurso del trabajo.

En el primer capitulo se desarrollan preliminares que seran de gran importancia durante el
desarrollo de la memoria. Principalmente, se explica la teoria de los espacios LP, aunque también
hemos definido los distintos tipos de convergencia que se explorardn a lo largo del trabajo y hemos
introducido resultados de Andlisis Real y Complejo que se usaran para la demostracién de los
teoremas principales que se verdn en los capitulos siguientes. En el segundo capitulo definimos
los conceptos de transformada de Fourier, coeficientes de Fourier y nicleo de Dirichlet y vemos
algunas primeras propiedades. También se definen las sumas parciales de una serie de Fourier de
una funcién f en L!([—7,7]), que serdn nuestro objeto de estudio durante los siguientes capitulos.



INDICE GENERAL

En el tercer capitulo estudiamos uno de los temas principales de nuestro trabajo: la convergencia
de las series de Fourier, o mejor dicho, la convergencia de la sucesion de sumas parciales de la serie
de Fourier de una funcién. En las distintas secciones se estudian diferentes tipos de convergencia. En
la primera seccién se explora la convergencia puntual de las series de Fourier. El primer criterio que
se introduce en el texto es el principio de localizacion (véase el Teorema 3.4) y, posteriormente, se
presentan dos de los resultados més importantes del trabajo: el Teorema de Dirichlet-Jordan (véase
el Teorema 3.13) y el test de Dini (véase el Teorema 3.5). En esta seccién también desarrollamos
algunos ejemplos del célculo de la serie de Fourier de una funcién. En particular, se aborda un
posible caso que puede ocurrir al trabajar con una funciéon con una discontinuidad de salto: el
fenémeno de Gibbs. Por otro lado, en la segunda seccién se estudia la convergencia en medias de
Cesaro, analizando este método de convergencia generalizada para las series de Fourier. En este
caso, el resultado mds importante que veremos es el Teorema de Fejér (véase el Teorema 3.20). Y
en la tercera seccién se desarrolla la convergencia de las series de Fourier en el espacio L?([—7,7]).
Los resultados mds importantes de esta seccién son el Teorema de convergencia en L? (véase el
Teorema 3.31) y la Identidad de Bessel-Parseval (véase la Proposicién 3.32). Ademds, se presenta
también una aplicacion de este tltimo resultado: el calculo de la suma de series de niimeros reales.

Por 1ltimo, el cuarto capitulo comienza con la definicién de la convergencia en el sentido de
Abel de una serie. En la segunda seccion se define el niicleo de Poisson y se establece la convergencia
en el sentido de Abel de la serie de Fourier de una funcién en L!([—m,7]) a la propia funcién en
casi todo punto (para ello, véase el Teorema 4.7). En particular, el Teorema de Poisson (véase el
Teorema 4.6) garantiza que dicha convergencia es uniforme para funciones continuas en el intervalo
[—7, 7). Para acabar, en la tltima seccién se introduce el concepto de funcién arménica, se ven
algunas de sus propiedades y relacionamos este concepto con las series de Fourier a través de la
Proposicién 4.14 y del Teorema 4.15. Finalmente, usando la teoria que se ha desarrollado a lo
largo del capitulo, hemos logrado demostrar la unicidad de soluciones de uno de los problemas mas
importantes del campo de las ecuaciones en derivadas parciales: el problema de Dirichlet asociado
a la ecuacion de Laplace en el disco.



Capitulo 1

Preliminares

Este primer capitulo del trabajo pretende introducir conceptos de otras disciplinas que se
estaran utilizando a lo largo del trabajo debido a su relacién con el tema principal.

1.1. Un repaso de Teoria de la Medida

Definicién 1.1. Dado un espacio medible (X,.A) diremos que una funcién f : X — R es medible
si la preimagen de todo boreliano es un conjunto A-medible.

Proposicién 1.2. Sea (X, A) un espacio medible y sea f : X — [0,00] medible. Entonces existe
una sucesion no decreciente (Sp)nen de funciones simples, medibles, con s, : X — [0,00) y tales
que lim,, o0 sp(z) = f() para todo x € X (en particular, que cumpla que s,(x) < f(x) para cada
reX)

Demostracion. Para cada n € N consideremos los conjuntos

k k+1
En,kZ{xEXQn<f(x)<2—:},]6:0,1,,772"—1

Enoo={zxeX: f(z) >n}.

Puesto que f es medible, estos conjuntos son todos medibles para cualquier n y k. De esa

. Ny o n2" -1 g
forma, definimos la funcién s, = > .2, 5= XE

y medible por su definicién. A continuacién vamos a probar que s, = min{n, %} donde
|z] =méx{k € Z: k <z}
Dado n € N, consideremos en primer lugar que f(z) = oo. De esa manera, obtenemos que

[2"f(z)]
2’71

f(z) < n. Si ocurre la primera situacién, entonces se verifica que s,(z) = n = min{n,
En caso contrario, existe un cierto k € {0,1,...,n2" — 1} tal que £ < f(z) < L, de tal manera

+ nXg, . Claramente es una funcién simple

n,k

}. En caso de que f(z) < oo, entonces o bien f(z) > n o bien
LQ"QJ”(I)J}_

sn(x) = n = min{n,

" 277. 271 )
que k = [2"f(z)]. Y asi es cierto que s,,(z) = 25 = min{n, %}
Comprobemos que dicha sucesién de funciones simples es no decreciente. Si k = |2" f(x)]

entonces obtendriamos facilmente que 2k < [2"F! f(z)]. Por lo tanto, ocurre asf que

sote) =min {n 2L <ot fri1, Wf(x”} = s (@)

2n 2n+1

y la sucesién es, en efecto, creciente.

Por dltimo, comprobemos la convergencia puntual. Distinguimos dos casos: si f(z) = oo o
f(z) < oo. En el primer caso, se cumple que s,(x) = n y tenemos que lim,,_, s,(x) = f(z).
Mientras tanto, si f(z) es finito entonces se verifica que existe un natural ng tal que f(x) < ng. De

esa forma, ocurre que s, () = p’gﬂ = 2ﬁ y, utilizando que 2ﬁ < f(z) < k;;l, obtenemos que
|sn(z) — f(z)| < 5. Por lo tanto, limy, o |sn(z) — f(z)| = 0 y asi finaliza la demostracion. O



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.3 (Teorema de la convergencia dominada). Sea (X, A, 1) un espacio de medida
y sea (fn)nen una sucesion de funciones medibles tales que existe una funcion integrable g > 0 que
cumple que |frn| < g a.e. y Imy, o0 fro = f ace.

Entonces tanto las f, como f son funciones integrables y ademds se satisface que:

lim fndu:/fdp.
X X

n—o0
Demostracion. Para esta demostracion se recomienda la lectura del capitulo 2 de [2]. O

Definicién 1.4. Dado un espacio de medida (X,.A, x) diremos que una sucesién de funciones

(fn)n converge en casi todo punto a una funcién f si la convergencia puntual a la misma se da en

p-casi todo punto, o lo que es lo mismo, que {z € X| lim f,(z) # f(x)} C N con u(N) =0.
n—oo

Definicién 1.5. Sea (X, A, p) un espacio de medida y sean (fy,), y f funciones medibles. Diremos
que (fn)n converge en medida a f si para cada € > 0 se satisface que

Um pu({x € X < |fale) — f(@)] > €}) = 0.

Definicién 1.6. Sea (X, A, u) un espacio de medida y sean (f,), y f funciones integrables. Se
dice que (f,)n converge en media a f si se verifica que

i [ 1fa— fldp =0
n—oo X

Definicién 1.7. Sea (X, A, 1) un espacio de medida y sea 1 < p < oo. Se define LP(u) como el
conjunto de funciones medibles f : X — R que cumplen que | + [fIP dp es finito.

Definicién 1.8. Sea (X, A, ;1) un espacio de medida y sea 1 < p < co. Se define el espacio L (1)
como el resultante de tomar el espacio cociente en £P(u) dado por la relacién de equivalencia
f ~g<= f =g en p-casi todo punto.

Proposicién 1.9 (Desigualdad de Young). Sean p,q € (1,00) tal que %—F% =1yseana,b>0.
Entonces ab < ap% + bq%.

Demostracion. Si a = 0 o b = 0 entonces el resultado es trivial, asi que vamos a suponer que
ambos son no nulos. Sea f(z) = % —x+ %, x > 0. Esta funcién satisface que f/(x) = xP~1 — 1,
f"(x) = (p—1)2P~2 de tal manera que f(1) =0, f/(1) =0y f”(1) = p—1> 0. De esta forma, en
el punto x = 1 hay un minimo relativo, que es de hecho absoluto.

Luego f(z) = % —x+ % > f(1) = 0 para cada = > 0. Por lo tanto, sustituyendo = =

multiplicando por b? > 0 y considerando que % + % = 1 obtenemos el siguiente resultado:

B

)

3

b

p P q p q
- BN AV IS
pb?  pr g D q P q

O

Proposicién 1.10 (Desigualdad de Hélder). Sea (X, A, u) un espacio de medida y sean dos
valores p,q € (1,00) tales que % + % =1.8i feLP(n) yge Ln) entonces fg € LY (u) y

Il = [ |fgdu<|f||p||g||q:( / Iflpdu)p< /. Iglqdu)q~ (L.1)

Demostracion. Si ||f]l, = 0 entonces tenemos que la funcién f es nula en p—casi todo punto, de
tal manera que || fg||1 = 0 y la desigualdad es cierta. Este mismo razonamiento sirve también para
el caso en que ||g||; =0, por lo que vamos a suponer que ambas cantidades son no nulas.

Definimos a continuacién las funciones F'(z) = “{JST‘)I y G(z) = ‘ﬁ;‘ﬁ)‘ para x € X, que satisfacen
p q
debido a su definicién que ||F|, = 1 = ||G||q. De esa forma, Yo € X aplicamos la desigualdad de

Young a F(x) > 0, G(z) > 0 y asi obtenemos que F(z)G(x) < W + W.



1.1. UN REPASO DE TEORIA DE LA MEDIDA

Integrando en la desigualdad que hemos obtenido, tenemos asi que

FGd 1 1 1 1 1 1
I POt [ paan<! [ mawst [ avap=tiepg s+ Hang =241 <
IEIIG,  Jx pJx q Jx p q poq
y lo hemos logrado demostrar. O

Teorema 1.11 (Desigualdad de Minkowski). Sea (X, A, 1) un espacio de medida, 1 < p < 0o
y f.g € LP(n). Entonces |[f +gllp < |[fllp + llgllp-

Demostracion. En el caso de p = 1 tenemos que gracias a la desigualdad triangular y a que
f,9 € LY(p) se cumple que

1+ glls = /X (@) + g(@)] du(z) < /X (17 ()] + 9(@)]) du(z)
- /X (@) dp() + /X l9(@)] duz) = 17111 + llglh-

Dado 1 < p < o0, consideramos q¢ = p’%l y asi ocurre que gracias a la desigualdad (1.1) vista
en la proposicién anterior

||f+g||§;:/ |f+g\pdu=/ |f+g|\f+g|”’1du§/ \f||f+g|p’1du+/ Il + 9P~ d
X X X X

1

P ’ q(p—1) ¢ D ’ q(p—1) z
< (/Xfl du) (/leJrg du) +</Xlg| du) (/X|f+g du)
- ( [ 1+ du) "1l + lgll)-

Usando la definicién de ¢ obtenemos que

q

1+ gll2 < (1l + ||g||p>( [ 17+ gl du>q — (1l + ||g|p>( / |f+9|”du)
X X
= (11l + gl 1 + ol

_r
y de esa forma resulta que ||f + gll, = ||f + gy @ < Il fllp + llgllp, lo cual concluye la prueba. O

A continuacién, vamos a ver la desigualdad integral de Minkowski en el intervalo [—m, 7], que
serd relevante para la demostracion del Teorema 3.22 y que se puede probar usando exclusivamente
el Teorema de Fubini y la Proposicién 1.10.

Proposicién 1.12. Dada f € LP([—m, 7] X [—m,7]) para 1 < p < 0o, se verifica que

L e a) < [ (L [ ora) o

Demostracion. Para p =1 el resultado es cierto gracias al Teorema de Fubini. Veamos qué ocurre
para p > 1. Para ello, definimos F(t) = ffﬂ |f(z,t)|dz. El objetivo es probar la desigualdad
IFllp < S 1 f (@) lp da

En primer lugar, consideremos que

b~

T F(t)F(t)p‘ldt:/ﬂ </ﬂ |f(x,t)|dx)p(t)p-1dt.

-7 —T —T

De esa forma, al emplear el Teorema de Fubini, logramos intercambiar el orden de integracién,

resultando _ _
IIFII,’jz/ (/ |f(x,t)|F(t)”1dt) dz.



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Sea ¢ = -5 € R de tal modo que % + é = 1. De esa manera, si aplicamos la Proposicién 1.10
a la integral respecto de t obtenemos que

[ iorrartas ([ |f<x,t>|pdt)’l’< / 7;<F<t>p1>qclt)é.

D
Asi, como ¢(p — 1) = p, el segundo término del producto es ||F||;. Por lo tanto, tenemos la
desigualdad

191 < [ 1 lEN de = 121 [ 15 )l da

P
Y si dividimos por ||F||7, lograrfamos la desigualdad que buscdbamos (ya que p — % = 1),

terminando la prueba. O

Lema 1.13 (Lema de Fatou). Sea (X, A, u) un espacio de medida y sea (fn)n una sucesion de
funciones medibles y positivas. Entonces f = liminf, f, es una funcion medible y se cumple que

fX fdp <liminf, fX fndu.
Demostracion. Para una demostracion véase el capitulo 2 de [2]. O

Definicién 1.14. Sea (X, A, ) un espacio de medida. Se define £>°(u) como el conjunto de
funciones medibles de la forma f : X — R que tienen supremo esencial finito, donde

esssup,ex|f(z)] =mf{M >0: p{fz e X : |f(z)| > M} = 0}.

Definicién 1.15. Dado (X, A, 1) un espacio de medida, se denomina espacio L () como aquel
que se obtiene a través del cociente del conjunto £°°(u) por la relacién de equivalencia que viene
definida por f ~ g <= f = g en pu-casi todo punto.

Definicién 1.16. Sea (X, A, 1) un espacio de medida y sean (f,)n, C LP(n), f € L£P(p) (donde
1 < p < 00). Decimos que (f,), converge a f en norma p si

Jim [ fn = fllp = 0.
En particular, la convergencia en norma 1 es lo mismo que la convergencia en media.

Definicién 1.17. Sean f,g € L'(R) (respecto a la medida de Lebesgue). Entonces la convolucién
de fy gen xeslafuncién f*g(x) = fR flz—t)g(t)dt.

Proposicién 1.18. Si f,g € L'([—n,7]) entonces se verifica que f* g = g * f.

Demostracion. Si aplicamos un cambio de variable x — t = y, tenemos asi que

& T—T T4
frglx)=[| flz—1t)g(t)dt= —/ fWglz —y)dy = / fy)g(x —y)dy.

—r +m T
Para comprobar que dicha integral es igual a g * f(z) vamos a demostrar un resultado auxiliar.
Definamos I(0) = eﬂ_tf h(t)dt— [ h(t)dt para una funcién h € L' ([—, 7). Esta funcién cumple

que I(0) = 0y que I'(0) = h(m + 0) — h(0 — w) = 0, luego es constantemente 0. De esa forma,

ocurre que ;_tf h(t)dt = [T _h(t)dt para 6 € R.

Por lo tanto, obtenemos que f;j: fglz —y)dy = [T fy)glz —y)dy = g f(z) y la
demostracion estd completa. O

Proposicién 1.19. Si f,g € L'(R) entonces f g € LY(R) y ||f * gll1 < | fll1]lgll:-

/Rf(a:t)g(t)dt‘da:g/R(/Ru(xt)g(t)|dt> dz.

Demostracion.

Hf*gH1:/R|f*g(x)\dx:/R




1.2. RESULTADOS DE ANALISIS FUNCIONAL

Por el Teorema de Fubini se cumple que el término a la derecha de la desigualdad queda

[ ([ire=nawia)as= [ ( [ire—ngwiar)a= [ ([ i) gl

y de esa forma, haciendo el cambio de variable x — t = y, obtenemos lo siguiente:

IIf*glllé/R</R|f(wt)ldx>|g(t)ldtA(Alf(y)ldy)lg(t)ldt

— [1dy [ lgte)lde = 111l
R R

Asf ya hemos probado la segunda parte del enunciado. Y como f,g € L*(R) entonces || f|l; < ooy
llgll1 < oo, por lo que ||f * g|]l1 < 0o y eso concluye la demostracion. O

Proposicién 1.20. Sea (X, A, u) un espacio de medida con u(X) < oo y sean 1 < ¢ < p < 0.
Entonces LP(u) C L(u). En particular se cumple que L (u) C LP(p).

Demostracion. Supongamos que f € LP(u) y consideremos r = g, " = L5 € (1,00). De esa

forma, gracias a la Proposicion 1.10 aplicada a las funciones f y g = 1 obtenemos que

15l = [ 151 da < 10 e = (/X(f|qydﬂ>i</xlr, dﬂ>:,
(Lo 'pd“>g<ﬂ<X>)l_g — A0

Si aplicamos la raiz ¢g—ésima a ambos lados de la desigualdad, obtenemos asi como resultado
que ||flgy < ||f||p(u(X))%7% Como || f]l, < oo (debido a que f € LP(u)) v u(X) < oo hemos
comprobado que f € L(u).

A continuacién, para ver la segunda parte de la proposicién consideremos || f|lc = M < oo.
De esa manera, tenemos que || f[|) < MPu(X) gracias a las propiedades de la integral de Lebesgue
y a la definicién de la norma || - |- Por lo tanto, tenemos asi que f € LP(u) y eso concluye la
prueba. O

1.2. Resultados de Analisis Funcional

Teorema 1.21. Sea (X, A, 1) un espacio de medida y sea 1 < p < co. En el espacio LP(u) se
define || f|l, = ([ |f|? du)*/? . Entonces se cumple que el par (L?,||-|,) es un espacio de Banach.

Demostracion. En primer lugar, vamos a comprobar que dicho par se trata de un espacio normado.

Claramente, dada f € LP(u) se cumple por definicién que ||f|l, > 0y que [|[Af]l, = A fllp
para A € R.

Ifllp =0 < intx|f|?du =0 <= f =0 a.e. (como consecuencia, la clase de f y la del 0
coinciden).

La desigualdad triangular es cierta gracias al Teorema 1.11.

A continuacién, sea (fy,)n C LP(u) (se puede tomar en LP(u) también identificando los f, con
sus clases) una sucesién de Cauchy. Entonces para cada e > 0 existe un N € N tal que para cada
n,m > N se cumple que ||f, — fmllp < €. De esa forma, se satisface que existen unos naturales
ny <ng < ... tal que || fn,,, = fn,llp < 5% para todo k € N.

Sea fn, = 0. De esa manera, tenemos que fp, ., = Z?:o( fnjo1 — fn,;) ¥y asi consideramos la
funcién f = Y07 ( Jnjs1 — fn,) alli donde esté definida. Las funciones f,, son medibles y asi f
también lo es en su dominio por la definicién que hemos dado como limite de funciones medibles.

Ademds, para cada k € NU {0} se tiene que

k k
1
ousalle € 30 Whnsis = Fosll < 32 35 <2
Jj= =
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y en consecuencia, por el Lema 1.13:

12 = / lPdu = / ltminf |fo,,,[Pds < lim inf / s IPdp < 27.
X b'e k—oo k—oco b'e §

Por lo tanto, ||f|l, < 2y se cumple que f € LP(u). De esa forma, f estd bien definida y es finita
en pu—casi todo punto.

Ahora vamos a comprobar que la sucesién (f,), converge en norma p a la funcién f. Para ello,
veamos en primer lugar que (f,, )r converge a f en norma p. Tenemos que

%) oo oo 1
||fnk+l - pr = Z (fnj+1 - fnj) < Z ||fnj+1 - f’ﬂj”p < Z 57
j=k+2 P j=kt2 j=k+2

donde este tltimo término converge a 0 cuando k crece (gracias a la aplicacién del Lema 1.13
obtenemos la peniltima desigualdad).

Finalmente, vamos a ver que lim, o ||fn — f|lp, = 0. Sea ¢ > 0. Entonces existe un natural
N € N tal que para todo n,m > N se cumple que || f, — fm|l, < §. Si ng > N ya hemos visto que
| fn,, — fllp < § v asi obtenemos que || frn — fllp < || fn = faillp + [ far — fllp < € lo que termina la
demostracion. O

Teorema 1.22. Sea (X, A, u) un espacio de medida. Dada una funcion f € L™ definimos asi
| flloo = esssup,cx|f(z)|. De esa forma el par (L™, | - |ls) es un espacio de Banach.

Demostracion. Al igual que en la demostracién del teorema 1.21 vamos a comprobar inicialmente
que se trata de un espacio normado.

Por definicién es cierto que || f||o > 0 para cualquier f € L (u).

Si suponemos que || f|lcoc = 0 entonces para cada € > 0 ocurre que u({z € X : |f(z)| > €}) = 0.
Por lo tanto, tomando € = % y considerando la unién numerable de esos conjuntos es cierto que
f = 0 fuera de un conjunto de medida nula. Y si f = 0 a.e. entonces claramente ||f||.c = 0 por
definicién.

Si M = ||fllc vy A € R entonces sabemos que |f| < M a.e. y asi [fA] < |[A\M a.e., luego
I Alloo < |A|M. De esa manera, si tomamos el infimo sobre los M sacamos que || fA|loo = |A||| f]loo-

Sean M = ||fllcc ¥ N = [|glloc- Asf ocurre que [f| < M y |g| < N a.e., luego se satisface que
If+gl <|fl+lgl <M+ N aecyl|f+glloc <M+ N. De esa forma, al tomar el infimo sobre M
y N se cumple la desigualdad triangular.

Comprobemos ahora que el espacio es completo. Consideremos (fy,)nen C L°°(1) una sucesién

de Cauchy en la norma || - ||c. Asi para cada € > 0 existe un natural N tal que para todo
n,m > N se cumpla que ||f, — fm|| < €. Por ello u({z € X : |fn(x) — fm ()] > €}) = 0 para cada
n,m > N, debido a la definicién de la norma || - [[oc. Definimos para cada k € N Zy =, ,, Ak

y consideremos el conjunto Z = U:i1 Z. Puesto que los conjuntos Z; son uniones numerables de
conjuntos de medida nula estos conjuntos también tienen medida nula y entonces u(Z) = 0.

Sea €, = % para cada k € N. Debido a lo que hemos visto para cada k existe un natural Ny tal
que para todo n,m > Ny se satisfaga que ||f, — fml|loo < L. Vamos a considerar pues para cada
n,m > Ny el conjunto A% = {z € X :|fu(z) — fm(z)] > %}, que satisface que p(Af ) = 0.

De esa forma para cada x ¢ Z y para cada k natural tenemos que si n,m > Nj entonces
|fa(z) = fm(x)| < £. Luego para todo = ¢ Z la sucesién (f,(z))nen es de Cauchy en R (que es
completo) y entonces If(x) = lim, oo fn(z) para cada x ¢ Z. Definimos f = 0 en Z y asi ya
tenemos una funcién definida en todo X. Como cada funcién f, es medible y f =lim, . f, a.e.
entonces f también es medible.

Como (fn)nen es de Cauchy en la norma || - ||« existe un ng € N tal que para todo n > ng
| fro — frlloo < 1. Por lo tanto p({x € X : |fo(x) — foo(x)] > 1}) = 0 para n > ng y, en
consecuencia, | fn(z)| < |fn,(®)|+1 para p—casi todo x. De esa forma tenemos pues que se satisface
que Sup,, >, [1fnlloo < [lfnolloc +1 < oo

A continuacidn, si consideramos © ¢ Z (f,,(x)), converge a f(z) y estd acotada por || frg|loo + 1,
luego |f(z)| < || fnolloo+1 paratodo z ¢ Z. Por ello f es acotada en su dominio salvo en un conjunto
contenido en un conjunto de medida nula y || f|lco < || fnolloo + 1 < 00. Por lo tanto, f € L (u).

Por tltimo, veamos la convergencia en norma || - ||oo. Consideremos € > 0 y sea k € N tal
que % < €. Asi, para dicho k se cumple que existe un natural Ny tal que para todo n,m > N
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|fn(2) = fm(z)] < & para cada © ¢ Z. Fijemos n > Nj. Asi dado = ¢ Z y tomando el limite
cuando m tiende al infinito en la desigualdad anterior se obtiene que |f,(z) — f(z)| < £. Por lo
que p({z: |fol@) = f(@)] > £}) S u(Z) =0y || fo— flloo € + < € para todo n > Ny y eso termina
la prueba. O

Proposicién 1.23. Dado 1 < p < oo el conjunto de funciones simples en [—m, | es denso en el
espacio LP([—m,7]).

Demostracion. Este resultado lo vamos a comprobar para funciones que toman valores reales. La
demostracién para funciones complejas es muy similar, trabajando de forma separada con las partes
real e imaginaria.

Sea f € LP([—m,x]). Si consideramos las funciones f* y f~, se cumple por la Proposicién 1.2
que existen dos sucesiones ($p)nen ¥ (tn)nen de funciones positivas, medibles y simples tales
que ft = lim, oo 8n ¥y f~ = lim, o0 . Definimos asi una nueva sucesién (r,,)nen dada por
Tn = Sp — bn.

Dichas funciones son también medibles, simples y satisfacen que lim,, o, r,(z) = f(x) para
todo x € [—7, w]. Ademds, se verifica que

rn(@)] = [sn(2) = ta(@)] < [sn(@)] + [ta(@)] < f7(2) + F (2) < |F(2)].

De esa forma, si aplicamos el Teorema 1.3 a la potencia p-ésima de las funciones r,, y f tenemos
que

lim ||r, — f||, = 0.
n—oo
De esa manera, se da por terminada la prueba. O

Definicién 1.24. Sea I = [a,b] un intervalo cerrado y acotado en R. Una funcién de paso (ya sea
real o compleja) en el intervalo I es una funcién f para la cual existen nitimeros reales cg, ..., ¢y,
tales que @ = ¢g < ¢1 < ... < ¢, = by f sea constante en cada subintervalo (¢;, c;11) para
i€{0,1,...,n—1}.

Proposicion 1.25. Sea 1 < p < oo. Entonces el conjunto de funciones de paso en el intervalo
[—7, 7] es denso en LP([—m, 7).

Demostracion. Es claro que si f es una funcién de paso entonces f € LP([—m,7]). Gracias a la
Proposicién 1.23, sabemos que el conjunto de funciones simples en [—7, 7] forma un conjunto denso
en LP([—m, x]). De esa forma, si comprobamos que dada una funcién simple g y un € > 0 arbitrario
existe una funcién de paso f tal que ||f — g||, < €, habriamos demostrado este resultado.

Para ello, serd suficiente con probar que si B C [—m, 7] es un boreliano y 6 > 0 es arbitrario
entonces existe una funcién de paso f tal que || f—Xg||, < 0. Sea pues § > 0 arbitrarioy B C [, 7]
boreliano.

Utilizando la definicién de la medida exterior de Lebesgue, consideremos una sucesion de in-
tervalos abiertos (an,by) tales que B C USZ,(an,bn) ¥ Dorey(bn — an) < AM(B) + 8. Ademds, esa
desigualdad nos indica que la serie > >~ (b, — a,) es convergente, por lo que existe un nimero
natural ng € N tal que E;o:noﬂ(bn —ap) < 0.

Sean f y h las funciones caracteristicas correspondientes de los conjuntos [—m, 7]V (U5%  (an, by ))

y [=m, 7] N (U2, (an, by )). De ese modo, la funcién f es una funcién de paso que satisface que

1X8 = fllp < 1€ = Pllp + 12 = fllp

< ()\( G(an,bn)—B)>; + <)\( D (ambn))>; < 6% + 07 = 20%.

n=1 n=no+1

Y como ¢ era una cantidad arbitraria, eso prueba el resultado y concluye asi la demostracién. [

Proposicién 1.26. Sea 1 < p < oo. Entonces el conjunto de funciones continuas en el intervalo
[—7, 7] es denso en LP([—m, 7).
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Demostracion. Claramente, toda funcién continua en el intervalo [—m, 7| pertenece a LP([—m,7]).
Gracias a la Proposicién 1.25, lo inico que harfa falta comprobar para ver la veracidad del resultado
es que, dada una funcién de paso f y un € > 0 arbitrario, existe una funcién continua g tal que
1 =gl <e.

Sea f una funcién de paso en el intervalo [—m, 7] y consideremos M = sup{|f(x)| : ¢ € [-m, 7]},
0 > 0 arbitrario. La idea es construir una funcién g continua en el intervalo [—m, 7] de tal manera
que sup{|g(z)| : z € [-m, 7|} < M y A{z € [-nm, 7] : f(x) # g(z)}) < 0. Para ello, basta con
considerar una funcion lineal definida a trozos adecuada respecto a la definicién de f.

De esa manera, se cumple que

1= gPan< MPA(a € [-ma]: Fla) £ 9(a))) < (2076,
por lo que || f — gl < 2067 . Por lo tanto, como el § es arbitrario y la constante M sélo depende
de la funcién f (que hemos tomado arbitrariamente en el conjunto de funciones de paso), la prueba
ya estd completada. O

Proposicién 1.27. Sea f € C(|—m,7]). Entonces para cada ¢ > 0 existe un polinomio trigo-
nométrico T tal que |f(x) —T(x)| < € para todo x € T.

Demostracion. La idea de esta demostracion se basa en considerar polinomios trigonométricos
positivos Q,, tales que [ Q,(t)dt =1 Vn € Ny que cumplan que lim, o f§<|t|<ﬂ Qn(t)dt =0
para cada § > 0. De esa forma, si definimos T,,(z) = f * @, (z) tenemos un nuevo polinomio
trigonométrico.

Como f € C([—m,7]), entonces f es uniformemente continua en dicho intervalo y asf ocurrirfa
que, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que si |z —t| < § entonces |f(x) — f(t)| < 5.

Por lo tanto, dado « € [—7, ] obtenemos que

1) = 1@l =| [ s 0Quwa- se)

= ‘/_ﬂ (f(z =) = f(2))Qn(t) dt
S/t|<6|f(x—t)—f(x)|Qn(t)dt+/ f(z—t) — f(2)|Qn(t) dt.

s<ltl<n

Utilizando las propiedades de @,, y la continuidad uniforme de f sobre el miembro de la derecha
de la desigualdad se deduce que, dado € > 0 arbitrario, se verifica que |T,,(z) — f(x)| < € para cada
x € [—m, 7], lo cual termina la demostracion. O

Observacion 1.28. Maés adelante en la Proposicién 3.19 vamos a ver un polinomio trigonométrico
que cumple dichas condiciones que se dan en el polinomio trigonométrico @,, de la demostracién
anterior. Sin embargo, la demostracion estd hecha para un polinomio cualquiera que cumpla esas
propiedades.

Teorema 1.29. Sea f € L*([—7,7]). Entonces para cada € > 0 existe un polinomio trigonométrico
T tal que || f —T|1 <e.

Demostracion. Sea e > 0 arbitrario. Por la Proposicion 1.26 se cumple que existe una funcién
g € C([—m, ) tal que |f(t) — g(t)] < § para todo t € [—m,7].

Mediante un argumento similar, por la Proposicién 1.27 se verifica que existe un polinomio
trigonométrico T tal que |g(t) — T'(t)| < § para cada t € [—7, 7].

De esa forma, dado t € [—m, 7] se satisface que

Lf(t) =T @) < 1f) = g(®)] + |g(t) = T(t)| <e.
Asi, aplicando esta desigualdad, se demuestra el resultado de forma muy sencilla. O

Definiciéon 1.30. Sea V un espacio vectorial complejo. Un producto interior o escalar es una
aplicacién de la forma

() VxV— C,
(x,y) — (z,y)

que cumple las siguientes propiedades:

10
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L (z,y) = (y,2).

2. (x+y,2) = (z,2) + (y,2).

3. (Az,y) = Mz, y).

4. (z,2) > 0y se cumple que (x,2) = 0 si y solo si z = 0.

Proposicién 1. 31 En el espacio de funciones L?([—m,7]) se verifica que el producto funcional
dado por (f, g) f f(®)g(t) dt define un producto interior.

Demostracion. La segunda y tercera propiedad que caracterizan el producto interior se satisfacen
gracias a la linealidad de la integral. Para la prueba de la cuarta, basta con utilizar la definicién
para concluir que (f, f) = 5=||f||3. De esa forma, usando el Teorema 1.21 se cumple el resultado
al ser || - ||2 una norma.

Por ltimo, comprobemos la primera propiedad mediante un calculo sencillo.

) =5 [ fwaa =5 [ Fawa =5 [ g i =TT
O
Corolario 1.32. El espacio (L*([—7,7]),{(-,-)) es un espacio de Hilbert.
Demostracion. Es consecuencia directa del Teorema 1.21 y de la Proposicion 1.31. O

1.3. Resultados de Analisis Real y Analisis Complejo

Teorema 1.33 (Segundo teorema del valor medio). Sean f,g : [a,b] — R dos funciones
reales tales que g es mondtona y f sea integrable Riemann en [a,b]. Entonces se verifica que existe
un punto & € [a,b] tal que

b £ b
x2)g(x)dxr = g(a x) dx b x)dx
Aﬂmu m%fu wULﬂ)

Demostracion. Para una demostracién véase el capitulo 6 de [5]. O

Proposicién 1.34. Sea (f,)nen C CH([—7,7]) y sean g y h dos funciones tales que se satisface
que lim,, oo fn(z0) = g(x0) para un cierto xy € [—m, 7] y lim,— f},(z) = h(z) uniformemente en
[—7, 7).

Entonces se verifica que lim,_, frn(z) = g(x) uniformemente en [—m, 7], de tal modo que
geC([-mm) yg =h.

Demostracion. Para una demostracién véase el capitulo 8 de [1]. O

Definicién 1.35. Sea 2 un subconjunto abierto de C. Por otra parte, una funcién holomorfa en
) es una funcién de la forma f : 2 — C para la cual existe el limite

f(z0 +h) — f(20)
h

para todo zp € Q. Dicha cantidad se denota por f’(z) en caso de que exista. El conjunto de las
funciones holomorfas en ) se denota por H ().

Lema 1.36. Sea Q2 un abierto de C y f € H(2) con u = Ref, v=Imf. Entonces se verifica que

I'(2) =z +iy) = uz(z,y) + ivg (2, y) = —iuy(z,y) + vy(z, y).

En tal caso, las funciones u y v cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

11
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Demostracion.

w@ +hy) —ulz,y) +i(e+hy) —vz,y)

Uz (2, y) + ivg(z,y) = lim w

h—0 h h—0
heR heR
gt . gt I P2 f(z+2h)_f<z)
= Platiy) = /) = Jin T T
heR
_ e uw@y+h) —umy) +ilv(z,y+h) —ozy)
heR
Asi queda demostrado el resultado. O

Definicién 1.37. Sea v : [a,b] — C un camino cerrado y z un punto que no estéd en la imagen de
~. La funcién indice de z respecto de 7y es la funcién que viene dada por

nd(z7) = 5 [ o
:

2mi ), w— 2

Definicién 1.38. Un camino nulo en un abierto © de C es un camino cerrado 7 : [a,b] — Q
contenido en él que cumple que {z € C\ v([a,b]) : Ind(z,v) # 0} C Q.

Un conjunto simplemente conexo es un conjunto abierto, conexo y en el que todo camino cerrado
contenido en €l es nulo.

Proposicién 1.39. Un conjunto abierto y conexo 2 es simplemente conexo si y solo si para toda
f € H(Q) existe una funcion F € H(Q) tal que F' = f.

Demostracion. Para una demostracién, véase [3]. O

Lema 1.40. Sea f(z) = u(x,y) + v(z,y) para z = x + iy en un abierto , donde u y v son
dos funciones reales y tienen primeras derivadas parciales continuas en 2. Si u y v satisfacen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann (u, = vy, uy, = —v,) en £, entonces f € H(Q).

Demostracion. Sea z = x + iy € . Puesto que  es abierto, existe un r > 0 tal que D(z,7) C .
A continuacién, consideremos h = p + iq € C tal que |h| < r. De esa forma, como u y v verifican
las ecuaciones de Cauchy-Riemann, se obtiene (tras aplicar el Teorema del Valor Medio) que

f(z+h) — f(z) _p(U(Hp,erq)u(m,y+q)+iv(x+p7y+q)v(x,y+q)>
h h P p
+‘1<U(fc7y+q)—u(w,y)+iv(x,y+Q)—v(a?7y))
h q q
=fb(ux(erap,erq)+ivw(w+ﬁp,y+q)>
(vl o0+ iutey )

.q
—unla+ amy )+ % (sl +60) o apy+0))

+ivg(z + Bp,y + q) + Z(vx(x + Bp,y +q) — ve(x,y + 5Q)>

q

donde 0 < «, B, ¢ 0 < 1. En consecuencia, como ’E y las derivadas parciales de u y v son

continuas, al hacer el limite cuando h tiende a 0 se saca que la expresién anterior converge a
ug(z,y) + iv.(2,y). Por lo tanto, la funcién f es holomorfa en z y asi concluye la prueba. O

12



Capitulo 2

Series de Fourier

El objetivo principal de este capitulo es definir el concepto de serie de Fourier y estudiar sus
principales propiedades, las cuales se utilizaran a lo largo del trabajo.

2.1. Transformada de Fourier

A lo largo del trabajo se van a emplear esencialmente funciones f que sean 2w —periddicas, por
lo que vamos a utilizar principalmente el intervalo T = [—7, 7] para trabajar con ellas a no ser que
se indique lo contrario.

También serd recurrente el uso de sucesiones, por lo que comenzaremos introduciendo espacios
que seran relevantes a lo largo del trabajo.

Definicién 2.1. Dado 1 < p < o0, el espacio ¢P(Z) viene dado por
o0
*(Z) = {(an)nez cC: Z lan|P < oo}.
n=-—o0o
En particular, el espacio £*°(Z) es aquel compuesto por las sucesiones (ay)rez acotadas.
Definicién 2.2. La transformada de Fourier es la aplicacion definida por

LY(T) = ¢2(2),
/ — (ex(f))rez

donde para cada k € N el ntimero ¢(f) = 5= ["_ f(t)e”**" dt es el coeficiente n—ésimo de Fourier
de la funcién f.

Observacién 2.3. Los coeficientes de Fourier de una funcién L' en el intervalo T estédn bien
definidos, puesto que [ec(f)] < & [7 [F(O)]dt < &£l < oc.

= 2

Proposicion 2.4. Los coeficientes de Fourier dados en la Definicion 2.2 cumplen las siguientes
propiedades:

1. cx(Mf + pg) = Aew(f) + per(g), Vf, g € LNT) y YA, u e C.

2. cp(f*g) =cx(ferlg), Vf,g € LY(T).

3. Si f € C™(T) (m € N) entonces se cumple que c,(D™f) = i"k™c(f), donde D™ f denota
la derivada m—ésima de la funcion f.

Demostracion. La primera propiedad es cierta gracias a la linealidad de la integral.
Para ver la veracidad de la segunda propiedad basta con hacer calculos analogos a los realizados
en la Proposicién 1.19 en las operaciones con las integrales.

13
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A continuacién, vamos a comprobar el tercer apartado utilizando induccién. Consideremos el
caso m = 1. Si usamos la periodicidad de la funcién f, las propiedades de la exponencial y la
integracién por partes obtenemos lo siguiente:

1 [T ) 1 , 1 4 :
o= | F®e ™ dt = —[f(t)e T + 5tk F(t)e™™* at
W —7

27 J_ . 27

e (f')

Lk f)e *t dt = ikeg(f).
27 o

Finalmente, si suponemos que se cumple la hipdtesis para un cierto m € N vamos a ver que
también se satisface para m -+ 1. Tenemos que cx(f D) = ¢, ((f™)’). De esa forma, si aplicamos
el mismo procedimiento que en el caso base, obtenemos que ¢ (™) = ikey, (™). Por lo tanto,
aplicando la hipétesis de induccién, se obtiene el resultado que buscdbamos. O

Como consecuencia directa de este resultado podemos enunciar las primeras propiedades de la
transformada de Fourier.

Corolario 2.5. La transformada de Fourier tiene las siguientes propiedades:

1. La transformada de Fourier es una aplicacion lineal.

—

2. Dadas dos funciones f,g € L*(T) se cumple que (f * g) = (cx(f)ex(9))kez-

3. Sea f una funcion de clase k en el intervalo T. Entonces (Em\f) = (@"k"ck(f))kez-

A continuacién, vamos a proceder a enunciar uno de los resultados principales de este trabajo:
el Teorema de Riemann-Lebesgue. Para ello, vamos a considerar el espacio Co(Z) de sucesiones
(ak)kez que convergen a 0.

Teorema 2.6 (Teorema de Riemann-Lebesgue). La imagen de la transformada de Fourier

LY(T) 2 02°(Z) estd contenida en el espacio Co(Z). Por lo tanto, se cumple que cn(f) — 0
cuando |n| — oo.

Demostracion. Sea e > 0 arbitrario. Gracias al Teorema 1.29 sabemos que para dicho € existe un
polinomio trigonométrico 7" tal que || f — T'[|; < §. De esa forma, podemos expresar ¢, (f) como
sigue:

1 T 1 i 1 4
=— te "Mdt = — t)=T)e "™dt+— [ T(t)e " dt.
D)= 5= [ fie 3 | GO-To) a5 [ T

Puesto que T es un polinomio trigonométrico (luego estd acotado en T) y se cumple que
J7 e dt = 0sin # 0 se satisface que 1m0 % [T T(t)e~" dt = 0. Si logramos comprobar
que se cumple que 1im,| o % ffﬂ(f(t) — T(t))e~ "t dt = 0 asi habriamos verificado que ambas
cantidades tienden a 0 cuando |n| tiende a co.

Si ng es el grado de T y consideramos n > ng tenemos asi que

= [ @ -Teeta < 17—l <

2 J_ .
Y eso prueba lo que buscdbamos, terminando asi la demostracién. O

Definicién 2.7. Un polinomio trigonométrico de grado m es una funcién con una expresién de la
forma T'(2) = > a,e"*, donde a,, # 00 a_,, # 0.

n=—m

Definicién 2.8. La suma parcial de la serie de Fourier de una funcién f € L(T) es el polinomio
trigonométrico de grado n dado por

n

Sa(f,t) = Y elf)e™,

k=—n

para un cierto n € N.
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2.2. NUCLEO DE DIRICHLET

Supongamos que f € L'(T) es una funcién real. Entonces se verifica que c_,(f) = ¢,(f), de
tal manera que podemos obtener la siguiente expresién para S, (f,t) :

Sn(f,t) = col(f) + Z (Ck(f)eikt + C_k(f)e—ikt>

=co(f) + > _((er(f) + cor(f)) coskt + (cx(f) — c—k(f)) sen kt)

= -|-Z(ak(f)coskt—i—bk(f)senkt),

donde ax(f) y br(f) son cantidades reales. Esta expresién de la suma parcial de la serie de Fourier
de f se denomina suma parcial de la serie de Fourier de senos y cosenos de f.

Ademés, dichas cantidades ag(f) y bx(f) cumplen la relacién 2¢,(f) = ar(f) — ibx(f) (para
funciones complejas también), donde

ar(f) = = ’ f(t)cosktdt, by(f) :% ' f(t)senkt dt.

Si la funcién f fuera par entonces se cumpliria que b (f) = 0 para k natural y la integral en la
definicién de los coeficientes ag(f) estarfa definida entre 0 y 7. Un caso similar ocurre si la funcién
f es impar, salvo que en este caso se invertirian los papeles de ax(f) y de bi(f).

Observacién 2.9. A través del Teorema 2.6 y de la igualdad 2cx(f) = ar(f) — ibr(f) podemos
deducir que ambas sucesiones (ax(f))kez v (b(f))rez son convergentes a 0.

Observacion 2.10. A lo largo del siguiente capitulo del trabajo vamos a estudiar si la sucesién
de sumas parciales de la serie de Fourier de una funcién f € L'(T) es convergente. En caso de
que asi sea, también comprobaremos a qué funcién converge y analizaremos los distintos tipos de
convergencia que hemos introducido en el Capitulo 1 para dicha sucesién.

2.2. Ntcleo de Dirichlet

Consideremos la suma parcial de la serie de Fourier S,,(f,0) = Y_1_ ¢ (f)e*? para una cierta
funcién f € L'([—m,7]) y un cierto n € N. Si desarrollamos la expresién nos resulta que

n

SuF.0) = 3 P - Z (;T C dt)e“” | (;Tk;e”“””)f(t)dt'

k=—n k=—

1 n iks

5= D he_n € ° se denomina

Definicién 2.11. Dado n € N el polinomio trigonométrico D, (s) =
nucleo de Dirichlet de orden n.

Observacion 2.12. De esa forma, usando la definicién y el desarrollo que hemos hecho previa-
mente de S,, tenemos que S,,(f,0) = [7_D,(0 —t)f(t)dt = D, * f(6).

Proposicion 2.13. Dado n > 1 el nicleo de Dirichlet D,, cumple las siguientes propiedades:

1. Para cada s € R se cumple que D, (s) = AL sen(natj)

2m sen 5
2. Para cada s € R se tiene que |Dy(s)| < L(n+1).
3. [T Dy(s)ds=1.

Demostracién. Consideramos la expresién del niicleo de Dirichlet D, (s) = 5= > e***. Enton-
ces se cumple que

is is ]. ; ; ].
2sen %Dn(s) =D,(s)e? —D,(s)e” 2 = 7 <615(”+5) - e”("é)) = —sen (ns + %)
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CAPITULO 2. SERIES DE FOURIER

De esa forma, queda probado (1).
Ademéds, al considerar la definicién de D,, podemos obtener la desigualdad dada en (2).

L ik 1 1
Do) < 5 3 I e Z 1= @nt1)= (n+2).
=—n

En ultimo lugar, para demostrar (3) consideremos que ffw efsds =0sik e Zyk#0. Por
tanto, se obtiene de esa forma que

Dy ( =5 Z 1k9d5—27r z_:/ e ds = 1.

-7 T k=

s

O

A continuacién, vamos a comprobar en las siguientes imagenes el comportamiento del nicleo
de Dirichlet conforme aumenta el valor de n.

Figura 2.1: D3

FATAY /\ /\ JANANEV.N
AN AN NN NS NG N T\ vu\ya \/ v W/ T\ F WS Mo e N an

Figura 2.2: Dy
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Capitulo 3

Convergencia de las series de
Fourier

En este capitulo (como ya se adelanté en la Observacién 2.10) vamos a estudiar la convergencia
de la sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier de una funcién f € L!(T). Para empezar
veremos la convergencia puntual, considerando como resultados importantes el test de Dini y el
Teorema de Dirichlet-Jordan. A continuacién, vamos a estudiar criterios relativos a la convergencia
en media. Y en el final del capitulo vamos a estudiar la convergencia en L?(T), viendo resultados
como la identidad de Bessel-Parseval o propiedades de la transformada de Fourier al restringir a
dicho espacio.

3.1. Convergencia puntual de las series de Fourier

Volvamos a considerar el nicleo de Dirichlet D,, visto en el capitulo anterior.

Definicién 3.1. Dado n € N el ntcleo de Dirichlet modificado de orden n es el polinomio trigo-
L : . «+ _ Dp+Dp_1 o .
nométrico que viene dado por la expresién D, = ==5==. De forma similar, podemos definir la

suma parcial modificada de la serie de Fourier de una funcién f € L*(T) como S (f,z) = D} x f(x).

Proposicién 3.2. La funcion D}, cumple las siguientes propiedades:

. % __ 1 sen (ns+5)+sen (ns—35) 1 senns
1. Para cada s € R se tiene que Dy (s) = - Son I = % fan g -

2. Para cada s € R se verifica que |D;,(s)| < 2.
3. [T _Dr(s)ds=1.

Demostracion. Para la demostracién de estas propiedades es suficiente usar la definicién que hemos
dado de la funcidn, las férmulas del seno de la suma y de la resta de dngulos y las propiedades
vistas en la Proposicién 2.13 del ntcleo de Dirichlet. O

Lema 3.3. Sea f € LY(T) una funcién tal que ffﬁ |@| dt < co. Entonces se cumple que

lim S,(f,0) = 0.

n—o0

Demostracion. Por lo visto en la Observacién 2.12 y la Proposicién 2.13 tenemos que

™ 1 (7 sen (nt + %)
-D _ Do (— _ i S 4
Su(£,0) = Dux f(0) = | Du(-Of(0)dt =5 f(t) sent
B 1 ™ 1 4 cos%
= 271_/_Trf(t)cosntdt—l—277/_Trf(15)sen§Senntdt
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CAPITULO 3. CONVERGENCIA DE LAS SERIES DE FOURIER

t
Sin embargo, gracias a la hipdtesis del enunciado se satisface que ¢(t) = f (t):s% € LY(T).
= 2

Vamos a comprobarlo rapidamente. Tenemos que

/_7; g(t)dtZ/_;l Ig(t)ldtju/_l1 |g(t)dt+/1w lg(t)| dt.

Si consideramos la primera y la tercera integral, ambas son finitas puesto que la funcién g es

continua en dichos intervalos (al no anularse la funcién sin% en ellos). Y en la segunda integral

basta con aplicar la hipdtesis del enunciado y las desigualdades |cosz| < 1y |senz| > %|x\ para
probar que fil lg(t)] dt < oo.

Por ello y por el Teorema 2.6 tenemos que ambos sumandos convergen a 0, terminando asi la
demostracion. O

Teorema 3.4 (Principio de localizacién). Sean f,g € L*(T) tal que existe un intervalo abierto
I C T donde f(z) = g(x) en todo x € I. Entonces se cumple que

lim S, (f —g,2) =0,z € 1.
n—oo

Demostracion. Consideremos la funcién h = f — g. Dicha funcién cumple por hipétesis que h es
idénticamente 0 en todo punto del intervalo I. Consideremos un punto xy € I arbitrario. De esa
manera, existe un € > 0 tal que (xg — €, x9 + €) C I. Por tanto, y usando la expresién de Sy, (h, x)
dada en la Observacién 2.12, obtenemos que

1 T . —t xo—t
S, (h.20) = Dy » h(zo) = 7/ W) sen (n(zo )_j‘ ) gt
2r J_ . sen ==
1 To—€ —t + xo—t 1 ™ —t + zo—t
- 7/ G )4 =) gy 4 —/ (S L =) 4.
2r J_ . sen 0=+ 27 Joote sen *o—=

h(t)

xp—t *
2

xo—t

Consideremos asi la funcién F(t) = Como la funcién sen no se anula en los

sen
intervalos [—m, 29 — €] ¥ [zo + €, 7] y estd acotada por cantidades no nulas en ellos, tenemos que
F € LY(T). Por lo tanto, y usando la Observacién 2.9 en las dos integrales, obtenemos que

lim Sn(h,xo) =0.

n—oo

Como el zy € T era arbitrario, la hipotesis se cumple para todo punto de I y eso termina la
demostracion. O

Teorema 3.5 (Test de Dini). Si f € LY(T) y para un cierto x € T existe una constante A para

la cual
|

entonces lim, o0 Sy (f, ) = A.

fatt) +f@—t) Jdt_
2 t ’

Demostracion. Recordemos la definicién que dimos del nticleo de Dirichlet modificado de orden n
y de la suma parcial modificada de la serie de Fourier de f. Si consideramos la suma parcial de la
serie de Fourier de f, podemos escribirla como
s 1 T
Sn(f,z) = f@)Dr(x —t) dtJr% f(t)cosn(z —t)dt = S (f,z) + A,
—Tr —T
gracias a que D, (t) — D! (t) = D"'(t)_QD””(t) = cosnt,
Por el Teorema 2.6, A,, tiene limite 0 cuando n tiende a infinito, por lo que vamos a demostrar
que lim,_,o S} (f,z) = Ay asi el resultado serd cierto.
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3.1. CONVERGENCIA PUNTUAL DE LAS SERIES DE FOURIER

Un sencillo calculo nos proporciona una expresion equivalente de la suma parcial modificada
(mediante el cambio de variable s = —t, homogeneizando las variables y utilizando que D}, es un
polinomio trigonométrico):

™ T 0
Splf,e) = [ fla—t)Dp()dt = [ fle =)Dy (t)di+ [ flz—t)D;(t)dt

—T

o o

:/ f(xft)D;(t)dtf/ o+ 5)D% (—s) ds
0 T

:/ f(x—t)D;;(t)dH/ f(x+t)D;;(t)dt=/ (Flx+1) + flz — £)D2 () dt.
0 0 0

Haciendo uso de la primera y la tercera propiedad del nicleo de Dirichlet modificado (dadas
en la Proposicién 3.2), obtenemos que

S;“L(f,x)A—/(Jﬂ(f(x+t)+f(m_t)A) sennt QL

t
2 mtan 5

A continuacion, definimos la funcién

gI(t)=<f(x+t)+f(x_t)—A) 1

17
7rtan2

que cumple que g, € L'(T). Eso es fdcil de demostrar usando la desigualdad |tan £| > |£| (que se
satisface para todo ¢t € (—m, 7)) y la hipétesis del enunciado.

Por ello, si utilizamos el Teorema 2.6, tenemos que lim,,_, o (S} (f,z) — A) = 0 y eso concluye
la prueba. O

Teorema 3.6 (Teorema de Marcinkiewicz). Si f € L*(T) y se cumple que la integral

I (5 [ o= sisnas)§

es finita entonces se verifica que limy, oo Sp(f,z) = f(x) a.e. en T.
Demostracion. En primer lugar, consideremos la funcién

dt

1) = [ U+ 0 - @I 5 20

Utilizando el teorema de Fubini tenemos que, gracias a la hipétesis del enunciado

1 wI(x)da::/Oﬂ1</7r |f(x+t)—f(x)|dx>cf<oo.

o o 2 \ J_,

Por lo tanto, la funcién I es finita en casi todo punto de T y también lo serd la integral
foﬂ |f(x+1t)+ f(x —t) — 2f(x)| %. En consecuencia, el Teorema 3.5 con A = f(z) se cumple en
casi todo x € T y asi concluye la demostracion. O

Definicién 3.7. Una funcién f definida en un intervalo cerrado de la forma [a, b] es de variacién
acotada (y se denota por f € VA([a,b])) si se cumple que existe un nimero M > 0 tal que

sup { 3176 = S| (1o € Pf < M

(donde P es el conjunto de particiones del intervalo [a,b]). Ademds, definimos la variacién de f en
el intervalo [a, b] como la cantidad Vi, p)(f) = sup{> 7 [f(t:) — f(ti=1)| - {t:}7— € P}.

Ejemplo 3.8. Claramente, toda funcién constante es de variacién acotada cuya variacién en
cualquier intervalo cerrado en R es 0.
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CAPITULO 3. CONVERGENCIA DE LAS SERIES DE FOURIER

Ejemplo 3.9. Consideremos a continuacién la siguiente funcién definida en el intervalo [—2, 2]:

1, siz=1lozxz=-1
flz) = : -
0, size[-2,2lyxz#1,-1.

El supremo de las sumas » ., |f(t;) — f(ti—1)| se alcanza con una particién que cumple que
ti=—-1yt;=1paraij € {2,..,n—1} con j > i+ 1. De esa forma, al realizar los célculos, el
resultado es 4. Asi, definiendo M =4, f es una funcién de variaciéon acotada por la definicién.

Ejemplo 3.10. Toda funcién g monétona en un intervalo cerrado [a, b] es de variacién acotada. Se
puede sacar de la definicién que si {t;}7, es una particién de [a, b] entonces todas las diferencias
g(t;) —g(ti—1) parai = 1,...,n serdn todas con el mismo signo. Luego la serie Y, |g(t;) — g(t;i—1)|
serd una serie telescépica y su suma serd g(b) — g(a) o g(a) — g(b). Y como dicha funcién es
mondtona en un intervalo cerrado, ocurre que alcanza el maximo y el minimo en [a, b], por lo que
esa diferencia es finita y entonces g serd una funciéon de variacién acotada.

Ademés, como ya se ha podido ver en el razonamiento, su variacién en dicho intervalo es el
valor absoluto de la diferencia entre las imagenes de los extremos del intervalo.

Proposicién 3.11. Dada una funcion u : [a,b] — R, se cumple que v € V A([a,b]) si y solo si
se puede escribir como la diferencia de dos funciones reales, acotadas y crecientes.

Demostracion. Para demostrar la primera implicacién, consideremos la funcion V (z,u) = Vig 4 (u)
y definamos asi las funciones

) = YOG )

Viz,u) — u(x)
— s

Estas dos funciones son acotadas (gracias a que u € V A([a,b]) y a que la variacién de u siempre
serd acotada), cumplen que u = u; — ug y son ambas reales. Si probamos que son crecientes eso
bastara para demostrar el resultado.

Utilizando que Vi, 41(u) = V(y,u) — V(z,u) (la demostracién de esta igualdad es muy sencilla
usando propiedades del valor absoluto y la definicién de supremo) se obtiene, gracias a la definicién
de variacion, que u(y) —u(z) < [u(y) — u(z)| < Vi; 4 (u). De esa forma

ur(y) —up(x) = V(y,u) — V(x, 7,2L) + u(y) — u(zx) o

De manera similar, y considerando que u(y) — u(x) < |u(y) — u(x)|, se prueba que se satisface
la desigualdad us(y) — uz(x) > 0. Por lo tanto, ambas funciones son crecientes y asi termina la
prueba de esta parte.

Comprobemos la implicacién contraria. Ya hemos visto en el Ejemplo 3.10 que toda funcién
monétona es de variacion acotada. Asi, consideremos u; y us son las funciones reales, acotadas y
crecientes tales que u = uy — us. Dichas funciones seran, pues, funciones de variacién acotada en el
intervalo [a, b]. En consecuencia, utilizando la desigualdad triangular (|u(x)| < |uy (z)|+]|ue(x)| para
cada z € [a,b]) y este hecho, se deduce que Vi, p)(u) < Vigp)(u1) + Viap)(u2) y que u € VA(la, b]).
Asi concluye la demostracion. O

Corolario 3.12. Dada una funcién f : [a,b] — C de la forma f(z) = u(z) + iv(x), se cumple
que f € VA([a,b]) siy solo siu yv se pueden escribir como la diferencia de dos funciones reales,
acotadas y crecientes.

Demostracion. Sisuponemos que f € V A([a, b]), entonces se cumple que v y v son también funcio-
nes de variacién acotada (se puede probar facilmente usando la definicién de funcién de variacién
acotada, que f € VA([a,b]) v que |Rez|,|Imz| < |z| para todo z € C). De esa manera, por la
Proposicién 3.11 es cierta la primera implicacion.

Para ver la otra implicacién, basta con volver a aplicar la Proposicion 3.11. Por ese resultado y
las hipdtesis, tenemos que tanto u como v son funciones de variaciéon acotada. Por tanto, y usando
la desigualdad triangular, se obtiene que Vi, 4 (f) < Via,p)(u) + Viap)(v). Por ello, f € VA([a,b]) ¥
eso termina la demostracion. O
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3.1. CONVERGENCIA PUNTUAL DE LAS SERIES DE FOURIER

Teorema 3.13 (Teorema de Dirichlet-Jordan). Sea f € VA(T). Entonces en cada punto

+ z
x € T la sucesion (S, (f,))nen converge puntualmente a % En particular, si la funcion
| es continua en un punto xo se cumple que el limite de la sucesion es f(xq).

Demostracion. Inicialmente, si procedemos como hicimos con la suma parcial modificada de la
serie de Fourier de f en la demostracién del Teorema 3.5 llegariamos a la igualdad

&unazéﬁﬂx+w+ﬂx—mDaww

Utilizando la tercera propiedad del niicleo de Dirichlet vista en la Proposiciéon 2.13 y que D,
es un polinomio trigonométrico (luego es una funcién par), obtendriamos que

fl™)+f flat) + fla™) [T

Su(.0) - HE D a0+ 1w - oppaoae - £ Dy(0)

—T

—A?ﬂx+w+f@—w—fuﬂ—fu)ﬂ%@ﬂt

Gracias a la Proposicién 3.12 se verifica que si f(x) = u(x) + iv(x), entonces u y v se pueden
expresar como la diferencia de dos funciones reales, crecientes y acotadas (u = uy —ug y v = v1 —v2).
De esa forma, podriamos descomponer la integral de manera que quede como una suma de integrales
de la forma [ (g(z+t)+g(x—1t) —g(a™) — g(x7)) Dy (t) dt, donde g es una funcién real, monétona
y acotada. Debido a esto, si comprobamos que el resultado se satisface para esta clase de funciones
ya habriamos finalizado la demostracion.

Queremos comprobar que lim,, o [y (9(z +t) + g(z — t) — g(z¥) — g(x7))Dn(t) dt = 0. Por
comodidad, denotemos ¢,.(t) = (g(x +1) — g(a*)) — (9(a~) — g(z — 1)) = G (t) — dua(t). Am-
bas funciones ¢, 1 v ¢ 2 cumplen ser de variacién acotada (al serlo g) en T, monétonas y con
im0+ a1 () = Hmy o+ da2(t) = 0.

Vamos a probar que lim,,_, foﬂ ¢21(t)Dp(t) dt = 0. Para ¢ 9 el resultado se podria ver de
forma totalmente andloga, asi que si comprobamos que dicho limite es 0 entonces seria cierto que
lim,, o0 foﬂ ¢, (t) Dy (t) dt y ya habriamos terminado.

Para hacerlo, vamos a dividir la integral en dos sumandos. Dado m > § > 0 pequefio, podemos
escribir

T ) T
A¢mwmmﬁzl¢mmmww+é¢mmmmﬁ

¢m.1(t)

Dado t € (9, 7], tendriamos que la funcién es una funcién del espacio L*(T). Luego, por

27 sen %
el Teorema 2.6, ocurriria que
fm [ on(®)Da(t)dt = tim [ LoD e (nt + 7) dt = 0.
n—oo fs 7 n—oo 5 2msen § 2

Falta comprobarlo para el intervalo [0, d]. Pero gracias al Teorema 1.33 existe un punto £ € [0, d]
tal que

5 3 ) )
/O G0t () D (t) dt = 601 (0) /0 Do(t) dt + o1 (5) /ﬁ Du(t) dt = b1 (5) /ﬁ Do (t) dt.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que £ > 0. De esa manera, gracias al Teorema 2.6

v a que la funcién ﬁ estd en L'(T), se obtiene que
2

1)
lim o1 () / Dy (t)dt =0
n—oo &

y asi finaliza la demostracion. O

Antes de pasar a la siguiente seccién del capitulo, vamos a ver algunos ejemplos de series de
Fourier a los que les podamos aplicar los resultados que hemos enunciado.
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CAPITULO 3. CONVERGENCIA DE LAS SERIES DE FOURIER

Ejemplo 3.14. Sea g la funcién definida por

(2) 1+2, size[-m0)
x) = :
g 1-2 sizecl0n]

Puesto que esta funcién es par, tenemos que los coeficientes by (g) son todos nulos. Calculemos
los coeficientes a(g) para obtener la suma parcial de la serie de Fourier de g.

1 [7 1 4 0 t
ao(g) =— [ g(t)dt=— (1——) dt+ [ (14 =) at
™ — ™ 0 T o T
1 t2qm 270
=—(|t—- = t — =1.
77([ QW}O—’_[ +27Ti|—7r)
1 1 77 t 0 ¢
an(9) = — g(t) cosnt dt = — (1 - 7) cosnt dt + (1 + —) cosnt dt
™ Qo 0 o —r s
1 0 9 [T
== tcosntdt+ tecosntdt | = —— t cosnt dt
—T T 0
2 t t 1 2—2(—-1)"
:_2<[ senn ] ——/ senntdt> —/ sennt dt = %,neN\{O}.
T n 0o nJy
Por lo tanto, la suma parcial de la serie de Fourier de g viene dada por
a(9) | < 1 G 2-2(—1)F
Sn(g, ) 5 +kZ:1ak(g)COSkx— §+k§::1 =y coskx

Gracias al Teorema 3.13 y a que la funciéon g es continua en T la sucesién de sumas parciales
de la serie de Fourier de g converge a la propia funcién g puntualmente.

Gracias a este resultado, somos capaces de obtener la suma de series de nimeros reales para
las cuales no existe un procedimiento con el que calcularlas. Por ejemplo, para el punto z = 0 se
verifica que

I = 2—2(—1)" ) 2 —2(—
§+;77r2k2 —nh_>rroloSn(g =1 <= Z 2k2 =_.

Con las siguientes imdgenes vamos a ver ¢cémo se aproxima la sucesién de sumas parciales de
la serie de Fourier de g a la funcién que hemos determinado como su limite puntual.

Figura 3.1: S5(g)
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3.1. CONVERGENCIA PUNTUAL DE LAS SERIES DE FOURIER

Figura 3.2: S100(g)

Ejemplo 3.15. Consideremos la funcién

fz) =

1, sixzel0,n]

{—1, six € [-m,0)

A continuacién, vamos a calcular los coeficientes de Fourier de f.

1 ™ 1 T 0
colf)=o-[ [f)dt=- / dt— [ at)=o.
2 J_, 27 0 e
1 " —int 1 " —int 0 —int
= — f(t)e dt = — e dt — e dt
2 J_, 2 0 o
1 (e [e]° (-1)"—1
=5 - = — 7\ {0}.
(=, [ - e
Como la funcién f es impar entonces, al considerar los coeficientes a(f) (que son nulos) y

bi(f), tenemos que S, (f,z) = >p_, b (f) sen kxz, donde by (f) = —2ci(f). Por lo tanto, la suma
parcial de la serie de Fourier de f viene dada por

en(f

~

n n k

Sn(f,x) = Zbk(f)senkx = Z #senkx.

k=1 k=1

Calcular el limite puntual de la suma parcial de la serie de Fourier de f serfa complicado. Sin
embargo, la funcién f es mondétona en el intervalo T, luego es de variacion acotada. En consecuencia,
por el Teorema 3.13, se verifica que

B -1, siz€[-m0)
lim Sn(f,x):wz 0, siz=0

n—00 2
1, size (0,7

De nuevo podemos utilizar el resultado que hemos obtenido para calcular la suma de series de
numeros reales. Por ejemplo, si consideramos el punto = = 1 entonces se cumple que

=2 - 2(—1)k
=" senk= lim S,(f,1)=1.
2 T ek = i a4

Al igual que en el ejemplo anterior vamos a ensenar cémo evoluciona la sucesién de las sumas
parciales y como se va aproximando a la funcién limite.
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B 48 26 44 22 2 -8 -6 14 -2 1 -G8 -06 -04 02 0 o2 os o6 o8 { 12 14 W6 18 ¢ 22 24 26 28 3

Figura 3.3: S5(f)

2 2 -8 -6 14 -2 1 08 -06 04 02 0 o2 os o6 o8 {1 12 14 W6 18 2 22 24 26 28 3

Figura 3.4: S100(f)

Como se ha podido ver en las imagenes anteriores del ultimo ejemplo, estamos ante un caso
singular que tiene lugar al calcular series de Fourier de funciones con discontinuidades de salto en
un punto. Ese comportamiento oscilatorio cerca del 0 de la suma parcial de la serie de Fourier de
f se debe al denominado fenémeno de Gibbs, que vamos a describir a continuacién.

Supongamos que una sucesién (f,,(z))nen converge para g < x < xg + h a f(z) y que existe
f(xd) = lim, at S (x). Si al hacer el limite cuando n tiende a infinito y x tiende a xq se verifica
que limsup f,(x) > f(z) o que liminf f,(x) < f(zg) entonces se dice que (f,,())nen presenta
el fendmeno de Gibbs en un entorno a la derecha de z = xy. De forma andloga, se puede describir
para un entorno a la izquierda de x = xg.

En particular, si existe lim, o fn(x) = f(x) v f es continua en zy entonces el hecho de que
el fenémeno de Gibbs no se produzca en el punto zy es equivalente a que la sucesiéon converja
uniformemente en xg.

Para mas informacién, véase [4] o [8].

3.2. Convergencia en media de las series de Fourier

Definicién 3.16. Una sucesién (z,,)nen C C converge en el sentido de Cesaro a L si se cumple
, T1+..+x

lim —— """ — .

n—oo n
En tal caso, lo denotaremos por lim,, o x, = L(C, 1).
Definicién 3.17. Dada una sucesién (z,,)neny C C consideremos las sucesiones (ap)nen ¥ (bn)nen
dadas por a, = Z?Zl x;y by = Z:Tla Si s = lim,,_, b, entonces diremos que la serie Zzozl Tp

N 1 oo

es sumable Cesaro a s y lo escribiremos como )~ ; z, = s(C, 1).
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3.2. CONVERGENCIA EN MEDIA DE LAS SERIES DE FOURIER

Sea S,,(f,-) la suma parcial de la serie de Fourier de una funcién f € L!(T). Definimos de esa
forma para cada n € N la siguiente funcion:

So(f,0) + ...+ Su(f,0
i) = LD 5alS0)

Utilizando la expresion dada en la Observacion 2.12 tenemos asi que dicha funcién se puede
expresar como sigue:

_ Do* f(0) ..+ Dk f(6)  (XioDy) *10)

Definiciéon 3.18. El nucleo de Fejér de orden n es el polinomio trigonométrico que viene dado

w, donde D; representa el nicleo de Dirichlet de orden j.

Proposicion 3.19. El nicleo de Fejér satisface las siguientes propiedades:

por la expresién K, (s) =

sy 2
1. Para cada s € R y para cada n € N se verifica que K,(s) = 2(ni1)ﬂ (sens(‘;szi)) . Por lo
2

tanto, el niucleo de Fejér K, es positivo para todo n natural.

2. Para todo s € R y para cada n € N se cumple que K, (s) < "Ttrl

3. [T Kn(s)ds=1.
4. Para cada 6 > 0 se satisface que lim,, f5<|8‘<7r K, (s)ds =0.

Demostracion. La demostracion de la tercera propiedad es sencilla utilizando lo que vimos en la
Proposicién 2.13. Usando que [ :rﬂ D,,(s)ds = 1, la definicién del nicleo de Fejér y la linealidad de
la integral se deduce el resultado.

Para probar 2) vamos a usar de nuevo dicha proposicién. Como D, (s) <
la definicién de K,, tenemos asi que

1 & 1 (. 1\ 1 (nn+1) n+l\ n+l
K¢L(5)§n+lsz(3)|§W§<J+2>_(n+l)7r< 2 T )‘ or

L(n+ 3), si usamos

A continuacién, comprobemos que se satisface la primera propiedad. Consideremos la cantidad
n i ‘_;'_L s . . . - o . .
Im (30 e (4+3)%). Se trata de la parte imaginaria de una serie geométrica finita, luego podemos
calcular su valor:
is(n41) is(n+1)
2 —_ 2

oo o 1 — ets(nt1) is(n - —3
Im <Z 61(J+é)s) — Im (615 116) — Im (e(;'l) e _ eig )
— s e~z —e2

=0

(sen (ns + £))?

s
sen b

_ sen (ns—|— %)Im (ei(n—i-l)g) _

s
sen b

De esa forma, obtenemos la siguiente expresiéon para el nticleo de Fejér:

n

Ko (s) = 1 ZDH(S): 1 Zsen(js+%)

n+1 2(n+ )7 = oseng

n . )
;Im Z ei(j+%)s _ 1 sen (ns + 5) |
27(n + 1)sen § = 20n + —
Por tltimo, probemos la iltima propiedad. Gracias a 1) tenemos que

N
1 sen (ns + 5 1 1
5<|s|<n 2(n+ 1w Js<s)<n sen 3 2(n+ 1w Js<is<n sen? §

Como la funcién sen § es continua y no se anula en el intervalo [4, 7] para cada § > 0, la integral
que aparece a la derecha de la desigualdad es finita. Y asi ocurre que

1
i L = ds=0
nggo 2(77, + 1)7‘( /5<|5<ﬂ. sen? % 8 ’

por lo que el resultado es cierto y asi termina la prueba. O
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CAPITULO 3. CONVERGENCIA DE LAS SERIES DE FOURIER

Al igual que con el nicleo de Dirichlet, vamos a comprobar cémo evoluciona la grafica del
ntcleo de Dirichlet a medida que aumenta el valor de n. Para ello, véanse las siguientes imagenes:

Figura 3.5: K3

Figura 3.6: Ko

Teorema 3.20 (Teorema de Fejér). Sea f € L'(T) y sea x € T. Si existen los limites laterales
f(z™) y f(z™) entonces se cumple que

; f@) + fz7)
E cn (e = C,1).
neL ( ) ( 2 )( )

Si f cumple adicionalmente ser continua en un intervalo I C T, entonces dicha convergencia
es uniforme en I.

Demostracion. Inicialmente, definamos f(z) = w Consideremos la tercera propiedad de
K,, vista en la Proposicién 3.19 y la expresién siguiente (obtenida a partir del cambio de variable
s = —t, homogeneizando las variables y por la paridad del niucleo de Fejér al tratarse de un
polinomio trigonométrico)

T 0
nlla) = (e K)@) = [ fa-nK0d= [ fe-ox ﬁ+/'fx—t () dt

/fx+t dt+/fx—t (t)dt = /Oﬂ(f(xu)—f(x—t))Kn(t)dt.

De esa manera, se obtiene que

oAﬁmf@»Qéﬂ(ﬂ$”+f“*t)ﬂ@)Kuwﬁ,

2
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3.2. CONVERGENCIA EN MEDIA DE LAS SERIES DE FOURIER

flz—t)+ flz+1)
2

— f(2)|Kn(t) dt.

ou(fi2) — f()] < 2/0”

Ademds, como existen los limites laterales f(z%) y f(z7), dado € > 0 existe un 6 > 0 tal

f(ﬂ?+t)-5f(r—t) — f(a)

que para todo 0 < ¢t < § se cumple que ’ < €. Consideremos la siguiente

descomposicién de la integral de la derecha:

d X — X
ontr) — s <2 [ |HEZEIEED ) i, 1y
+2/W J@=0FF@HD ok, @) de = Ay + 4».
5 2

Para estimar A; basta con emplear lo anterior que hemos comentado y en consecuencia, gracias
a las propiedades de K, dadas en la Proposiciéon 3.19, ocurre que

é T

A< [ K@) dt§2e/ Ko(Wdt=c [ Ko(t) =
0 0

—T

Ahora intentemos aproximar A,. Para ello, introducimos el valor M,,(0) = maxs<i<r K, (t).
Dado s € (9, 7), si utilizamos la expresién de K,, dada en la Proposicién 3.19 y la desigualdad
% < sen% para 0 < t < 7, obtenemos que

K,(s)=

1 (sen(ns+§))2< T - T
2(n+1)w sen § 2(n+1)s2 = 2(n+1)62°

De esa forma, se verifica que M, (d) < W. Luego lim,,_,~ M, () = 0 para cada § > 0y,

usando que

Ay <

MT;T((S) /OW(|f(x+t)| + | f(x =) +2|f()]) dt

se puede comprobar el resultado deseado.

Para la segunda parte del teorema, si consideramos f una funcién continua en un intervalo
I C T, la demostracion seria similar a la de la primera parte. La tnica diferencia estd en la
desigualdad que hemos visto para As, que se cumple uniformemente para los puntos de I. Por ello,
el resultado es cierto y asi concluye la prueba. O

Lema 3.21. Dada f € LP(T), 1 < p < 00, se verifica que

Jim i/ﬂ F(E+h) — f(O)P dt = 0.

—T

Demostracion. Dado € > 0 arbitrario sabemos que, gracias a la Proposicién 1.26, existe una funcién
g € C(T) tal que |f(t)—g(t)| < § paratodot € T. Ademas, esa funcién g es uniformemente continua
en el intervalo T. De esta manera, existe un ¢ > 0 tal que si 2,y € T con | — y| < § entonces
lg(x) — g(y)| < 5.

Por lo tanto, si h es tal que ¢, t +h € T y |h| < J, al juntar estos resultados se obtiene que

T us

e =P o= [ ifeen - g nPar oo [ lgtern) - gop a

21 o T T ) .
1 (7 P g €P
— t)— f(t < —.
5 | la0) = o< o
Puesto que € era arbitrario, el resultado esta probado. O

Teorema 3.22. Si f € LP(T) para un cierto 1 < p < oo entonces se verifica que

Jim{low(f,-) = fllp = 0.
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CAPITULO 3. CONVERGENCIA DE LAS SERIES DE FOURIER

Demostracion. Consideremos la funcion

o= (5 [ 1@ —f<x>|pdx)‘1’

Dicha funcién es continua en el punto t = 0 por el Lema 3.21. Por ello, gracias al Teorema 3.20
se verifica que lim,, o 0,,(g,0) = g(0) = 0.
Utilizando la tercera propiedad del niicleo de Fejér vista en la Proposicién 3.19 y el siguiente

desarrollo de o, (f,x) (obtenido por el cambio de variable s = —t)
Un(fax) = f(x_t)Kn(t) dt = — f($+S)Kn(—S) ds = f(x+S)Kn(8) ds,

tenemos asi que

s

oulfz) — f(z) = / (Fla+ 1) — f(@)Kalt) dt.

— T
De esa forma, utilizando la Proposicién 1.12 obtenemos que

s

low(f,) = fllp < / 9(D K () dt = 5,9, 0).

—T

Por lo tanto, se cumple que lim,_, o |65 (f,-) — f|]] = 0 y eso termina la demostracién. O

Proposicién 3.23. Sea f € LP(T) con 1 < p < co. Entonces se verifica que ||on(f,)|lp < | fllp-

Demostracién. Consideremos la definicién de o,,(f,2) = (f * Kp)(z) = [7_f(z — t)K,(t) dt. Si
aplicamos la Proposicién 1.12 y la tercera propiedad del nicleo de Fejér vista en la Proposicién 3.19
entonces tenemos que

Jon( M < [ 7= 0l En(0) e < 1]

Asi concluye la demostracion. O

Lo siguiente que vamos a hacer es enunciar un criterio para comprobar si una serie convergente
de la forma > > c,e™ es la serie de Fourier de una funcién en LP(T) con 1 < p < oc. Este
resultado serd de utilidad para la demostracion del Teorema 4.15.

Teorema 3.24. Una serie Y - cn,e™ es la serie de Fourier de una funcién f € LP(T) (para
1 <p<o0) siy solo si existe una constante K > 0 tal que ||oy|, < K, donde o,(t) = %2?21 85
con s, =Y p_y ce™. Ademds, en este caso, se verifica que || f|, < K.

Demostracion. Para una demostracién, véase la seccién 3 del capitulo 2 de [7]. O

Proposicién 3.25. La transformada de Fourier L*(T) -2 (>°(Z) es un operador inyectivo.

Demostracion. Si f € LY(T) y se cample que ¢, (f) = 0 para cada n natural, entonces tenemos que
on(f,0) = 0 para todo 6 € T. De esa forma, si utilizamos el Teorema 3.22 se obtiene que || f|; =0
y el resultado estd probado. O

Corolario 3.26. Sea f € L*(T). Si (Sn(f,t))nen converge uniformemente ent € T a una funcién
— o0 int ;
g entonces se cumple que f = cn(f)e™ uniformemente en t.

n=—oo
Demostracion. Puesto que la sucesion (S, (f,))nen converge uniformemente a la funcién g, se
satisface que g € C(T) c L*(T).

De esa forma, si logramos demostrar que ¢,(f) = ¢,(g) para todo n entero entonces por la
Proposicién 3.25 se cumpliria que f = g y ya estaria probado el resultado. Pero eso se deduce de
la siguiente operacion:

2cn(g)7r:/ g(t)e*intdt:/ (lm S (f.t))e " dt = lim S (f,t)e™ ™ dt

. _p Mmoo m—oo [_
T m B ) m T B )
= Jim [ enete = tim 30 () [ e =2
j=—m j=—m
(gracias a que f:r e*ds=0sikeZyk#0). O
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3.2. CONVERGENCIA EN MEDIA DE LAS SERIES DE FOURIER

Proposicién 3.27. Si los coeficientes de Fourier de una funcién f € LY(T) verifican que c,(f) =
O(#) para m > 2 entonces se cumple que f € C™~2(T).

Demostracion. Esta demostracion la vamos a realizar por induccion.

Veamos en primer lugar que el resultado es cierto para m = 2. Como ¢, (f) = O(#), se cumple
que existe una constante C' > 0 para la cual se satisface que ¢, (f) < - para cada n € N. De esa
manera, ocurre que dado t € T

n n
Sl 1< S lenlP < lao(R+C D 5
k=—n k=—n

k#0

De esa forma, como > p_ k% es convergente, se verifica que la suma parcial de la serie
de Fourier de f converge uniformemente en T. Asi, por el Corolario 3.26, se cumple que dicha
convergencia uniforme es a la funcién f y, por lo tanto, f es continua.

Vamos a ver qué ocurre para m = 3. Razonando como en el caso base anterior, ocurre que

S0 < (Nl +C Y
kk:;é_()n

Si consideramos la derivada de la suma parcial de la serie de Fourier de f entonces obtenemos
que

Sh(fit) =i > kex(f)e™,

k=—n
"1
SL(£ )] < Jeo(HI+C Y i

Por lo tanto, razonando como en el caso m = 2 y aplicando la Proposicién 1.34, tenemos que
f € CY(T). Supongamos que la hipétesis se cumple para un cierto m € N y veamos que también
es cierta para m + 1. Puesto que ¢, (f) = (’)(ln‘,#,ﬁl)7 entonces se cumple que, particularmente,

en(f) = (’)(‘nﬁ) Por lo tanto, ya sabemos que f € C™%(T) y falta comprobar que f € C™1(T).
Eso es lo mismo que comprobar que D™~ 2f € C(T). Para ello, consideremos la tercera pro-

piedad de los coeficientes de Fourier que dimos en la Proposicién 2.4. De esa manera, sabemos que
el coeficiente n-ésimo de Fourier de D™~2f viene dado por

Cn(Dm_2f) _ im—Qnm—2cn (f)

En consecuencia, obtenemos que

Sn(Dm_Qf, t) — Z-m—2 Z km—Qck(f)eikt7

k=—n
1
m—2
S0 (D™ 21,0)] < |eo(f)] +C i

k=—n

k#0
Si repetimos el procedimiento que hemos llevado a cabo en el caso de m = 3 para la funcién
D™2f. se muestra asi que dicha funcién es de clase 1 en T, y eso concluye la prueba. O

Gracias al resultado visto en la Proposicién 3.27 y a la tercera propiedad de los coeficientes de
Fourier que aparece en la Proposicién 2.4 podemos enunciar una nueva propiedad relativa al orden
de los coeficientes de Fourier.

Corolario 3.28. Dada una funcion f € L*(T), se verifica que f € C®(T) si y solo si sus coefi-
cientes de Fourier cumplen que cn(f) = O(ﬁ) (con n # 0) para todo natural m € N.
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3.3. Convergencia de las series de Fourier en >

Definicién 3.29. Sea un espacio vectorial complejo V. Un subconjunto W = {v, }aeca que cumple
que < Vq,Vq >=1y < vq,v3 >=0si a # ( es un sistema ortonormal.

Ejemplo 3.30. En particular, se verifica que {€"},.c7 es un sistema ortonormal respecto del
producto interior definido en la Proposicién 1.31, gracias a la siguiente propiedad:

/” int 2, sin=0
e dt = ) .
—r 0, sin€eZ,n#0

Recordemos el producto interior que definimos en la Proposicién 1.31. De esa forma, para los
resultados siguientes que enunciaremos en breve vamos a definir una nueva norma en el espacio
L3(T) (que lo es gracias al Teorema 1.21):

1
[ fllz2ry = \/7277?”‘]6”2'

Teorema 3.31 (Teorema de convergencia en L?). Sea S, (f,0) = Y.p__, cx(f)e?* la suma
parcial de la serie de Fourier de una funcién f € L*(T). Entonces se cumple que

Demostracién. En primer lugar, consideremos un polinomio trigonométrico T,,(0) = >_;_  ane™™®
arbitrario. De esa manera, usando lo visto en el Ejemplo 3.30, obtenemos que

/_: |Tn(t)—f(t)|2dt:/_: (é:nakei"t )( Z ape” ™ — F )) dt

n us
=27 Z lag|® — 27 Z agcy(f) —2m Z ager(f / f(2)]? .

k=—n k=—n k=—n

En el caso particular de la suma parcial de la serie de Fourier de f ocurre que
/ IS0 (f,8) — F(8)] dt = —2r Z len(f / FO dt.
- k=—n -

De esa manera, si consideramos un polinomio trigonométrico P, (t) = Y_  bye™™ distinto de
Sn(f,t), se verifica que

[P0 = s0P @ = [ 1su(r0 - f@lae =25 3 (- en(P)Er— (D)

- k=—n

=or Z lbw — ci(F)]? > 0.
k=—n

A continuacién, por el Teorema 1.29 dado € < 0 arbitrario se cumple que existe un polinomio
trigonométrico P, (t) tal que |P,(t) — f(t)| < € uniformemente en ¢ € T. De esa forma, para cada
m > n ocurre que

/ 1Sm(fat) — FO)Pdt < / " 1Su(fu) — FO)Pdi < / " Pu) — F(0)P dt < 21,

Como el € < 0 era arbitrario, eso demuestra el resultado. O

Proposicién 3.32 (Identidad de Bessel-Parseval). Sea f € L?(T). Entonces se verifica que
[ fllzz(r) = [{ex(f)}rezllez(z)-
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Demostracion. Consideremos la férmula

[ 1sa0.0 - swrac=—2n 3 P+ [ lroPa

-7 k=—n

que obtuvimos en la demostraciéon del Teorema 3.31. Si aplicamos dicho resultado a la igualdad,
al hacer el limite cuando n tiende a co resulta lo siguiente:

T

0=-20 3 la(nP+ [ I

k=—oc0 -

De esa forma, obtenemos la igualdad deseada y asi termina la demostracion. O

Observacion 3.33. Recordemos la expresion que vimos en el capitulo 2 sobre la expresion de
los coeficientes de Fourier de f € T en funcién de los coeficientes a,(f) v b, (f). Utilizando que

2¢,(f) = an(f) —ibu(f) y que an(f) = a_pn(s), bn(f) = —b_n(f) podemos expresar la Identidad
de Bessel-Parseval de la siguiente manera:

2 o0
12y = 25 4 2D a0 4 0,(09)
n=1

Una de las aplicaciones mas importantes de este resultado es el calculo de series de nimeros
reales. Vamos a ver a continuacién algunos ejemplos sencillos.

Ejemplo 3.34. Consideremos la funcién

fa) = {—1, siz € [-m,0) .

1, sixzel0,m]

Utilizando dicha funcién vamos a ser capaces de calcular el valor de la serie Y- | = utilizando la
Proposicién 3.32.
. . . 2 1 ™
Mediante un célculo sencillo obtenemos que || f[|72(p) = 5 /-,
de Fourier ya se obtuvieron con anterioridad en el Ejemplo 3.14.
Asi, por la identidad de Bessel-Parseval obtenemos que

|f(t)|? dt = 1. Sus coeficientes

o N L N T
L= 11 = Y lealDIE = 3 | - 2 DI e
n€ez n=1 n=1
_Ziw_liL_ﬁ S
T — n2 o2 = (2k+1)2 7?2 e (2k +1)*

Por lo tanto

y concluimos que

e} 1
n=1 n%"

20— 1 (T 443, 7t ;
lg(t)|*dt = 5- |~ _t*dt = ". Por otro lado, los coeficientes de

1 [ 2
co(g) = ﬂ/ t*dt = 3

—1T

Ejemplo 3.35. A partir la funcién g(z) = 22, z € T vamos a obtener el valor de la serie Y
1 ™
2r J—x

2
Tenemos que ||g[|72(p) =
Fourier vienen dados por
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1 T ) 1 t2 —int] T ™ —int 1 ™ .
enlg) = tze”“fdtq ‘ ] 7/ 265 dt) te” " dt =

2 2r\[ —in —r i inm
L ([tezm)™ " e 2= 1 [T, 2(—1)r
= — . dt — o —int dt _ 7 Z .
mnm <[ —in }_ﬂ [W —in > n2 2 7#6 7 n € Z\ {0}

De nuevo, al utilizar la Proposicién 3.32 tenemos que

v , , oo
5 l9llZ2(m) :Z\Cn(gﬂ :§+2Z
neZ n=1

2(-1)" |

n2

4 =1
=—+438 —.
NP
De esa forma, hemos obtenido que
7 = —.
—n 90

Teorema 3.36 (Teorema de Bessel-Parseval-Riesz-Fischer). La restriccion de la transfor-
mada de Fourier

L(T) 5 *(z),
f — (er(f))kez

es un isomorfismo isométrico.

Demostracion. El hecho de que sea una aplicacién isométrica es cierto gracias a la Proposicién 3.32.
Vamos a comprobar que, efectivamente, es un isomorfismo.

La inyectividad ya ha sido comprobada en la Proposicién 3.25 en el espacio L!(T). Usando eso
y la Proposicién 1.20 ya tendriamos que la aplicacién es inyectiva.

Ahora, a continuacién, consideremos (a,)nez € ¢2(Z) y comprobemos que existe una funcién
f e L3(T) tal que (¢n(f))nez = f = (an)nez. Como (an)nez € (2(Z) tenemos asi que dado € > 0
existe un ng € N tal que para todo n, m > ng se cumple que

9 €
E < —.
|ak| 2T

n<|k|<m

Sea T,,(0) = Y1, axe’™™ polinomio trigonométrico y, por tanto, T, € L*(T). De esa forma,
si m,n > ng entonces, haciendo uso de lo visto en el Ejemplo 3.30, obtenemos que

/7;|Tm(t)Tn(t)|2dt/7; > akeiktzdt/ﬂ( > akeikt)< > a‘ke““)dt

n<|k|<m T Na<lk|l<m n<|k|<m

=27 Z lax|? < e.

n<|k|<m

Por lo tanto, la sucesién (7}, )men de polinomios trigonométricos es una sucesién de Cauchy en
un espacio completo. Luego existe una funcién f € L*(T) tal que limy,—o0 || T — f|l22¢r) = 0. De
esa forma, usando este resultado, el Teorema 3.31 y la igualdad

[t - 0P ar = [ 1suts0 - s dr=2m Y o — el

- - k=—m

obtenemos de esa manera que aj, = cx(f)Vk € N, concluyendo asf la demostracién. O
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Capitulo 4

Convergencia de Abel y funciones
armonicas

En este capitulo vamos a desarrollar otro de los conceptos més importantes de este trabajo: las
funciones armoénicas. En la primera seccién vamos a ver la convergencia en el sentido de Abel, otro
tipo de convergencia generalizada como lo fuera la convergencia de Cesaro en el capitulo anterior.
Posteriormente, vamos a definir el niicleo de Poisson y vamos a estudiar algunas de sus propiedades.
Ademas, vamos a ver un resultado de gran importancia relacionado con la sumabilidad de Abel:
el Teorema de Poisson. Y en la tdltima seccién vamos a estudiar la definicién de las funciones
armonicas y algunos resultados relacionados con otros contenidos del trabajo.

4.1. Convergencia de Abel

A lo largo de este capitulo vamos a trabajar principalmente con el disco unidad en el plano
complejo D ={z € C: |z| < 1}.

Definicién 4.1. Sea (an)nenufoy una sucesién de niimeros complejos. Una serie sumable Abel a
L es una serie Y~ a,, de tal manera que, al considerar la funcién f(r) = > °  a,r" definida en
(0,1), se verifica que lim, ;- f(r) = L. En tal caso, lo escribiremos como Y ° ;a, = L(A).

Teorema 4.2. Supongamos que - a, = L(C,1). Entonces se satisface que >~ a, = L(A).

Demostracion. Vamos a considerar las sucesiones (s, )nenufo} ¥ (tn)nenuqoy donde el término ge-
n
: —0 Qn . . . , .
neral viene dado por s, = ZZ:O an v tn = %, respectivamente. Gracias a la hipétesis del
enunciado, tenemos que lim,, ,o t, = L.

En primer lugar, se comprueba rapidamente que para 0 < r < 1

n—1 n—1 J n n
(1—-r) Zsjrj +s,rt=(1—r) Z (Zaj)rj —|—Zakr” = Zajrj.
=0 k=0 Jj=0

7=0 N k=0

En consecuencia, comprobar la existencia del limite cuando n tiende a infinito en cualquiera de los
dos miembros de la igualdad equivale a la existencia en el otro lado y, ademas, los limites seran
iguales.

Por las hipétesis y al ser 0 < r < 1, se cumple que lim, ., s,7™ = 0. Eso es cierto puesto que
Spr™ = tynr™, donde lim, o0 t, = Ly lim,,— oo nr™ = 0 (si consideras la serie 220:1 nr', esta es
convergente por el criterio del cociente y asi el término general converge a 0).

De esa manera, se satisface que

oo o0
_ pd = e
(I1—7) E 51! = E a;r
J=0 Jj=0
en caso de que alguna de las dos series sea convergente.
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CAPITULO 4. CONVERGENCIA DE ABEL Y FUNCIONES ARMONICAS

Mediante un proceso similar, sumando por partes y usando que lim,,_,o, nt,r" ! = 0, se puede
ver que se cumple la igualdad

f(r) 17r22]+1t7’372aj7’j
7=0 7=0

si cualquiera de las series fuera convergente.

Es muy facil comprobar que el término de la izquierda de la igualdad es convergente usando
el hecho de que la sucesién (t,)nenufoy s acotada y la convergencia de las series geométricas de
razon menor que 1 y de sus derivadas.

Vamos a comprobar ahora que lim,_,;- f(r) = L. Queremos ver que dado ¢ > 0 arbitrario
existe un § > 0 tal que si r € (0,1) y |1 —r| < 0 entonces |f(r) — L| < e. Para ello, vamos a utilizar
el resultado que ya conocemos para series de potencias con |r| < 1:

>ori= =
=0 JZO (1=r)

Usando esto y la definicién de f que hemos dado, obtenemos que

oo

fr)—L=(1-r7) <Z+ > >J+1)(tj—L)r-7':I+J.

= j=m+1

Estimaremos las cantidades I, J y asf la demostracién estard completa.

Tenemos que > 22 (j + 1)/ < 3°22,( + )/ = ﬁ De esa forma, si usamos que
lim,, o t,, = L, entonces existe un natural m tal que para todo j > m+1 se verifica que |t; — L[ < §
y entonces podemos probar

1-7)% o ,
< B2 S G <
j=m+1

|

Ahora, utilizando que r < 1y la convergencia de la sucesién (%, ),enuo} (luego es una sucesién
acotada) existe una constante ¢ > 0 tal que

(m+ 1)(m + 2)
¢ 2

I <cl=rP>Y (G+1) = 52.

Jj=0

1 2
Lo s D+ 2)

Por lo tanto, si se escoge ¢ lo suficientemente pequeno para que CW(P < ¢ entonces la

prueba ya esta completa. O

4.2. Nucleo de Poisson

Consideremos la serie Y>>0 pl"le,(f)e™?, 0 < p < 1. Estd bien definida, puesto que se
satisface que [pl"lc,, (f)e™| < pl"lméx,c(r ) (f() v oo p"! es una serie geométrica de
razon menor que 1. Por lo que la serie es absolutamente convergente.

De esa forma, operando con dicha serie obtenemos la siguiente expresién:

oo

> . > N , /1 ,
Z p|n|cn(f)€1n9: Z p|n|eln9% f(t)e—zm&dt:/ (27r Z plnem(e_t)>f(t)dt.

n=-—oo n=-—oo - n—=—oo

Definicién 4.3. Dado p € [0,1), el nicleo de Poisson es la funcién dada por

(oo}

Py(s) = — Z pl"lei™s s e R.

n—=—oo
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4.2. NUCLEO DE POISSON

Observacion 4.4. El ntcleo de Poisson estd bien definido. Para probarlo basta con aplicar el
mismo razonamiento que hemos usado para la serie > o pl™lc, (f)ei™?.
Ademis, la expresion que hemos hallado antes nos permite determinar que

(Ppx 1)O) = > plMlen(f)e’,

n=-—oo

En lo que resta del capitulo vamos a utilizar en multiples ocasiones el operador laplaciano,
definido en coordenadas cartesianas de R? por

02 0?2
~or] " ou3

y en coordenadas polares por
o n 10 n 1 62
0 pdp  p?00%

Proposicién 4.5. Dado p € [0,1), s € [—m, 7], el nicleo de Poisson cumple las siguientes propie-
dades:

1 Py(s) = 5ol

2. El nucleo de Poisson es una funcion par, 2w—periddica y estrictamente positiva.

3. El nicleo de Poisson es creciente en [—m,0) y decreciente en (0, 7] respecto de la variable s.
4. Se cumple que lim,_,1 P,(s) =0 si s € [—m, 7| y s # 0.

5 [T P,(s)ds=1.

6. Dada una funcién f € L'(T), se verifica que (P, x f) = 0 (considerando que estamos
trabajando en coordenadas polares).

7. Sea f € LP(T) con 1 < p < oco. Entonces

15+ fllp < 1 fllp v lim (P f) = fllp = 0.
p—1

Demostracion. Para probar la primera propiedad, consideremos que el niicleo de Poisson tiene la

forma
1 - n _ins - n_—ins
Pp(s):%(gop e +nE:1p e )

Ambas series son geométricas de razén < 1, por lo que podemos calcular su valor y tenemos de
esa forma que

1 1 e~ s 1 (1= pe= ) 4+ (1 — pe's)pe~s

Py(s) = - et _ 1 A—pe™)+( p_)p
2r \ 1 — peis 1 — pe—is 2m (1 = pets)(1 — pe~is)

1 1—p? 1 1—p?

21 1 — pets — pe—is + p2 :%1—2pc0ss+p2'

Eso prueba (1).

Las dos primeras afirmaciones que hemos enunciado en la segunda propiedad se deducen de la
definicién del nicleo de Poisson. Para la tercera afirmacién debemos considerar que p € [0,1) y
que 1 —2pcoss+p?> >1—2p+p?> = (1-p)?>0.

Si utilizamos la férmula obtenida en la primera propiedad para el nicleo de Poisson, tenemos
1 (1—p?)2psens

271 (1—2p cos s+p2)?
propiedades de la funcién seno se puede demostrar (3).

Por otra parte, si tenemos un valor de s en el intervalo [—, 7] no nulo entonces se verifica que
lim, ;1 1 —2pcoss+ p2 > 0, mientras que lim,_,; 1 — p2 = 0. Por lo tanto, se satisface el resultado
enunciado en (4) para dichos valores de la variable s.

que P;(S) = . Usando esto, los valores que puede tomar la variable p y las
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CAPITULO 4. CONVERGENCIA DE ABEL Y FUNCIONES ARMONICAS

Probemos a continuacién la pentltima propiedad. Gracias a la Observacion 4.4 y al hecho de
que ffﬂ e'™® ds = ( para todo entero n no nulo se cumple lo siguiente:

™ 1 0 ™ 1 T
P = i g = — | 1dt=1.
() ds 5 Z p /_ﬂe dt 27r/ dt

- n=—oo -n

A continuacién, para demostrar la peniltima propiedad, basta con aplicar las derivadas par-
ciales pertinentes a la expresion que hemos visto en la Observacion 4.4, ademas de comprobar la
convergencia de esas derivadas parciales del mismo modo que al comienzo de la seccién y usando
en ultima instancia el criterio del cociente.

Y, para finalizar, la ultima propiedad tiene una demostracién andloga a la vista para el nicleo
de Fejér en el Teorema 3.22 y en la Proposicién 3.23. De esta forma concluye la prueba. O

Teorema 4.6 (Teorema de Poisson). Sea f € C(T) y sean (cn(f))nez los coeficientes de Fourier
de la funcién f. Entonces para todo p € [0,1), 8 € T se cumple que

Ji D0 plen(n)e = i B+ D(O)= 10

uniformemente en 6 € T, o lo que es lo mismo, la serie de Fourier de f es sumable Abel a la propia
funcion f.

Demostracion. Tanto el nicleo de Poisson P,(s) como f son funciones 2r—periédicas y asi, apli-
cando la Proposicién 4.5 obtenemos que

™

Py(0 — ) f(t) dt — f(e)‘ - ‘ /;:r Py(0 — ) f(t)dt — /:M P,(0 — ) f(0) dt‘

—T —T

0+m
<[ Rdo-nir-sola= [ Rl - fo)a

-7 [0—t|<5
v ROl - s
0<|0—t|<m
Como la funcién f es continua en el intervalo [—m, 7], se cumple que f es uniformemente
continua en [—7, w]. De esa manera, para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que si |§ — t| < § entonces

|f(8) = f(t)| < 5. Aplicando estas propiedades que hemos visto y las que enunciamos para el niicleo
de Poisson en la Proposicién 4.5 (c6mo es su integral y dénde es decreciente), se obtiene que

[ ne-nrwa—se)< [ ro-ni0- o)

—t|<s

H[ o RO 050 - fO)d < 5+ PO ftn
0<|f—t|<m

Y asi, usando que 6 > 0, se satisface que lim,_,; P,(0) = 0 y se puede demostrar facilmente que
|7, Py — D f(t) dt — F(0)] < e. 0

Este ultimo resultado que hemos enunciado y demostrado ha sido para funciones continuas en
el intervalo T. A continuacién, vamos a enunciar un resultado m4s general para funciones en L*(T).

Teorema 4.7. Sea f € LY(T) y sean (cn(f))nez los coeficientes de Fourier de la funcién f.
Entonces para cast todo t € T se cumple que

lim (P, * f)(t) = f(¢).

r—1—

Demostracion. Para la demostracién, véanse los capitulos 5y 7 de [7]. O
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4.3. FUNCIONES ARMONICAS

Una aplicacién que tienen estos resultados es encontrar una funcién que resuelve uno de los
problemas mas importantes en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales: el problema de
Dirichlet asociado a la ecuacién de Laplace en el disco.

Dicho problema viene dado por

{Au =0, S% (z,y) € Dg 7 (PD)
u=g, si(z,y) €IDgr

donde D = {(z,y) € R? : 22 + y?> < R?} es el disco de centro 0 y radio R > 0 y donde
g € C(0Dg,R). Esta expresion del problema esta escrita en coordenadas cartesianas, mientras que
si lo consideramos en coordenadas polares (x = pcos 6, y = psenf con p € [0, R] y 6 € R) entonces
tiene la forma

G+ 15+ 55 =0, si (p,6) € (0,R) xR
v(p, 0+ 27) = v(p,0), si (p,0) € (0,R) xR. (PD)

v(R,0) = g(Rcosd, Rsenf) = f(0), sifeR

Con ayuda de la ultima propiedad en la Proposicién 4.5 y del Teorema 4.6 hemos comprobado
que la funcién (P, * f) resuelve el problema en el disco unidad. De forma anéloga, se probaria que
la funcién (Pg * f) lo resuelve en el disco D para R > 0 arbitrario.

4.3. Funciones armonicas

Definicién 4.8. Una funcién arménica es una funcién u € C%(Q) definida en un conjunto Q C R™
abierto, con imagen en R y que cumple que Au = 0 en .

Observacion 4.9. En la definicién anterior, el término armonico se puede sustituir por subarmoéni-
co o superarmonico si se cambia Au = 0 por Au > 0 o por Au < 0, respectivamente.

Ademais, es claro por la definiciéon que u es subarménica si y solo si —u es superarménica y que
u es armonica si y solo si es subarmoénica y superarmonica.

Observacion 4.10. La definicién de una funciéon arménica en un abierto de C es andloga a la
Definicion 4.8 para n = 2. Una funcién u : Q@ C C — R es arménica si tiene segundas derivadas
parciales continuas en Q y Au(z) = gz (2, y) + uyy(x,y) =0 con z = x + iy € Q.

Proposicién 4.11. Sea f € H(Q) con Q C C abierto y sean w = Ref, v = Imf. Entonces u y v
son armonicas en ).

Demostracion. Ya hemos podido comprobar en el Lema 1.36 que f’(z) viene dada por la expresién
f(z) = ug(z,y) + vy (z,y) = —iuy(z,y) + vy(z,y) para z = z + iy € Q. Como f es holomorfa
tenemos que Uy, Uy, Uz ¥ ¥y Son continuas y, en consecuencia, las funciones u y v tienen primera
derivada continua.

Si procedemos ahora con la segunda derivada de forma andloga, se prueba asi que las derivadas
parciales segundas de u y v son continuas. De esa manera, se cumple que Ugy = Uyz Y qQUE Vgy = Vyq.
Por ello, si usamos ahora las ecuaciones de Cauchy-Riemann, obtenemos que

Ugy = Uyz = Uy = —Uyy,
Vyy = Ugy = Uyg = —Vzg-
Por lo tanto, ambas funciones son arménicas y asi concluye la prueba. O

Teorema 4.12. Sea (2 C C un conjunto abierto y simplemente conexo y sea u : 1 — R una
funcion armonica. Entonces existe una funcion f holomorfa en Q) tal que Ref = u.

Demostracion. Si existe dicha funcion f = u + iv holomorfa, por el Lema 1.36 las funciones u y v
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Ademds, se cumple que

f/(Z) = uz(xvy) + ivm(m7y) = ux(xay) - iuy(x,y).
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CAPITULO 4. CONVERGENCIA DE ABEL Y FUNCIONES ARMONICAS

En primer lugar, definimos ¢(z) = ug(z,y) — tuy(z,y) para z = x + iy. Vamos a buscar una
primitiva de g. Al ser u una funcién arménica, la parte real e imaginaria de ¢ tienen derivadas
parciales continuas y, al cumplir u la ecuacién de Laplace, tenemos que

Ugy = —Uyy, Ugy = Uyg-

En consecuencia, las componentes de g verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Por ello,
por el Lema 1.40 se satisface que g € H(Q) y gracias a la Proposicién 1.39 sabemos que existe una
funcién F' € H(2) tal que

(ReF), —i(ReF)y = F' = g = uy — iuy,.
De esa forma, obtenemos que
(u—ReF); =0=(u—RekF),

en {2, conjunto abierto y conexo. Por lo tanto, existe una constante k € R tal que u — Re F = k.
Asi, si definimos f = F + k, se tiene que f € H(Q) y con Re f = u, por lo que la prueba estd
terminada. 0

Observacion 4.13. En el Teorema 4.12 hemos probado que, dada una funcién arménica u en €2,
existe una funcién holomorfa con Re f = u. Consideremos ahora la parte imaginaria de f.

Dicha funcién tiene nombre propio y se denomina conjugada arménica de u. Con el teorema
hemos sido capaces de demostrar que para cada funciéon arménica en un subconjunto abierto y
simplemente conexo de C existe su conjugada arménica.

Proposicién 4.14. Supongamos que u € C*(D) es una funcién armdnica. Entonces existe una
sucesion de nimeros complejos (an)nez tal que

(oo}
u(re™) = E anri™e™ rett e D,

n=—oo

Demostracion. Gracias al Teorema 4.12 se verifica que existe una funcién f € H(ID) que satisface
que Re f = u. Como dicha funcién es holomorfa, entonces es analitica y la podemos expresar como

f(z) = Zdnz", |z| < 1.
n=0

De esa forma, por hipétesis tenemos que

u(z) =Re f(z) = ;(Zdnz" + Zd_nz”)7 |2] < 1.
n=0

n=0

Por lo tanto, si consideramos

%d,n, sin <0
1 .
an =1 5(do +dp), sin=
%dn, sin>0
se sigue que u(re’) =3°°° _a,r"e y asi termina la demostracién. O

Teorema 4.15. Sea u una funcion arménica en D y 1 < p < oo de tal modo que
1
1" . v
sup (/ u(re”)pdt> =A< oo.
r<l \ 2T —r
Entonces existe una funcién f € LP(T), con || f|l, < A y que cumple que u(re') = f x P,(t)

(con 0 <r<1).
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4.3. FUNCIONES ARMONICAS

Demostracion. Debido a la Proposicién 4.14 se cumple que existe una sucesién de ntimeros com-

plejos (an)nez tal que u(re) =35> anr!™ei™. Vamos a comprobar que a,, = c,(f) para una

funcién f € LP(T) y para todo n entero. Para ello, definimos las medias de Cesaro
I < ; 1

D)= > D ae™ = n+1 (ane™™ +2appre” "D 4L

n .
i(n—1)t inty _ _ || ) it
+(n+1ag+ ...+ 2a,_1€ + ane™) 7j;n (1 ma1)ue
A continuacién, vamos a usar el criterio establecido en el Teorema 3.24. Si demostramos que
llonllp < A entonces, por el resultado, ya habremos visto que los a,, son los coeficientes de Fourier
de una funcién f € LP(T) con || f||, < A y la prueba estard completa.
Si escribimos

on(t) = (on(t) = (o0 * Pr) () + (0 % Pr)(t) = I(t) + J (1)

basta con que estimemos la norma de cada sumando.
En primer lugar, gracias a lo visto en el Ejemplo 3.30 tenemos que

(onx P)(t) = /7T on(t — s)P.(s)ds

—T

AR 1/ ij(t—s) il ik
| (Z (l_n—l—l)aje” S>< Z rile’ s)ds

j=—n k=—oc0

n

1J i i
= 1—7>a-rme”t.
Z ( n+1/"
j=—n
De esa manera, obtenemos que

I(t) = En: (1- %)(1 — rlil)g it = (1) En: (1 il ) 11__7”? a;eldt = (1 —r)Iy(t).

. : n +1
j=-n j=—

En consecuencia, al ser I; un polinomio trigonométrico, ocurre asi que ||I||, < (1 —7)||L1]lp ¥
Hmr—>1_ ||I||P =0. .

Por otra parte, un simple cdlculo nos permitiria obtener que J(t) = (u(re”) * K,)(t). De esa
forma, por la Proposicién 1.12 obtenemos que

171l < llu(re™) Il Knll < A

Por lo tanto, gracias a las estimaciones que hemos hecho se verifica que ||o, ||, < Ay asi concluye
la prueba. O

Proposicién 4.16 (Principio del maximo). Sea Q C R™ un conjunto abierto, conezo y acotado
conn > 2y seau € C3Q)NCQ) una funcién subarmdnica. Entonces maxg u = maxyq u.

Demostracion. Vamos a analizar dos situaciones: cuando Au(z) > 0 y cuando Au(xz) > 0 para
todo x € Q.

En el primer caso, como u € C(Q) y € es un conjunto compacto, existe un punto xo €  tal
que u(xg) = méx,eq u(z). Supongamos que g € Q. De esa manera, al ser xp un punto donde se

2
alcanza el maximo, se satisface que %(mo) < 0 para cada j € {1,...,n}. Por lo tanto, se obtiene
J

que Au(zg) < 0. Pero eso es absurdo, luego zg € 99 y el resultado es cierto.

A continuacién, vamos a comprobarlo para el segundo caso. Dado € > 0, consideremos la funcién
w(z) = u(z) + €|z|?. De esa forma, w € C%(Q) N C(Q) y verifica que Aw(z) = Au + 2ne > 0. Asf,
la funcién w cumple que tiene su maximo en la frontera de 2 por el primer caso y tenemos
que max,cq(u(z) + €|z?) = maxzeon(u(x) + €z|'). Ahora, usando que Q2 es acotado, se deduce
que |x|? es acotado en €. Por lo tanto, al hacer el limite cuando e tiende a 0, se obtiene que
maxg v = Maxgo u y asi concluye la prueba. O
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Corolario 4.17 (Principio del minimo). Sea Q C R™ un conjunto abierto, conezo y acotado
conn > 2y seauc C?(Q)NC(Q) una funcion superarmdnica. Entonces ming u = mingg u.

Demostracion. Gracias a las hipdtesis, tenemos que —u es una funcién subarménica. De esa manera,
por la Proposicién 4.16 se cumple que

minu = — méx(—u) = — midx(—u) = min u,
Q Q a0 o)

y asi termina la demostracién. O

Corolario 4.18 (Principio del méaximo y del_minimo). Sea Q@ C R™ un conjunto abierto,
conezo y acotado con n > 2 y sea u € C3(Q) NC(Q) una funcién armdnica. Entonces se verifica
que méxg |u| = méxpq |ul.

Demostracion. Utilizando la Proposicién 4.16, el Corolario 4.17 y la definicién del valor absoluto
de una funcién, obtenemos que

méx |u| = max { max{u, —u}} = méx { MAax u, méx(—u)}
Q Q Q Q
= méx { max u, m&ix(fu)} = méx { méax{u, fu}} = max |ul.
o0 oQ o0 o0
De esa forma, el resultado ya ha sido comprobado. O

Gracias a estos resultados somos capaces de demostrar la unicidad de soluciones del proble-
ma (PD). De esa manera, la solucién que hemos encontrado en la seccién anterior serd la tnica
solucién del problema.

Corolario 4.19. Sea Q C R™ un congjunto abierto, conexo y acotado (conn > 2) y sean f € C*(Q)
y g € C(0R). Entonces el problema

{Au =f enQ (P)

u =g, en 09’

tiene una tinica solucién u € C*(2) N C(Q).

Demostracidn. Supongamos que u; y us son dos soluciones de (P) y sea w = u; — us. Entonces,
dicha funcién w es solucién del problema

Aw =0, en(
w=0, end’

De esa manera, w € C2(2) NC(Q) y w es arménica en (2. Por lo tanto, por el Corolario 4.18 se

cumple que méxg |w| = méxpq |w| = 0 y la funcién w es constantemente 0. Asf ocurre que u; = ug
y el resultado ya estd demostrado. O
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