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Resumen:

En este Trabajo de Fin de Grado se desarrollan los conocimientos bésicos de éreas
de las matematicas como la teoria de la medida, los espacios vectoriales topologicos y la
transformada de Fourier para un correcto entendimiento de la teoria de distribuciones. A
partir de ello se introducen los capitulos centrales tales como el teorema del nucleo de
Hormander y los conceptos de multiplicadores de Fourier para terminar enunciando un
resultado bastante reciente como lo es el Teorema del multiplicador de la bola.

Abstract:

In this Final Degree Project, basic knowledge of areas of mathematics such as measu-
re theory, topological vector spaces, and the Fourier transform is developed for a proper
understanding of distribution theory. From this foundation, the central chapters are in-
troduced, including Hoérmander’s kernel theorem and the concepts of Fourier multipliers,
concluding with a relatively recent result known as the Ball Multiplier Theorem.
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Capitulo 1

Introduccion

A lo largo de este trabajo iremos adquiriendo los conocimientos necesarios para poder
llegar a comprender qué son los multiplicadores de Fourier, asi como algunos resultados
importantes acerca de ellos. Comenzaremos con un detallado resumen de los conocimien-
tos previos que debemos tener para poder desarrollar los capitulos venideros, dividido en
tres principales apartados. En primer lugar, haremos un repaso de algunos resultados de
Teoria de la Medida, tales como el Teorema de Convergencia Monotona, el Lema de Fa-
tou o el Teorema de Convergencia Dominada, asi como las desigualdades de Young y de
Holder. Continuaremos con una seccion dedicada a la topologia en espacios vectoriales,
algunos enunciados y definiciones como la de Vi y de pny que seréan importantes de cara a
la construccion de la topologia sobre el espacio que posteriormente denotaremos por Zg.
En la tercera seccién de este capitulo nos adentraremos en la Transformada de Fourier. La
definiremos tanto para el espacio L', como para L?, asi como para los L con p € (1,2).
Veremos también el Teorema de Inversion de Fourier y algunas propiedades y resultados
de la transformada tales como la igualdad de Plancherel.

En el tercer capitulo, haremos una introducciéon a la Teoria de Distribuciones. Veremos
las definiciones de multi-indice y de los espacios Z y ., a partir de las cuales comen-
zaremos a desarrollar el concepto de distribuciéon. Comentaremos como operar con ellas,
realizar derivadas, convoluciones con funciones o como aplicarles la transformada de Fou-
rier. Veremos también propiedades de la transformada que nos seran de gran utilidad en
los proximos capitulos para poder desarrollar resultados de gran importancia.

A continuacion, nos sumergiremos principalmente en el Teorema del Nicleo de Hérmander,
teorema entorno al cual desarrollaremos el capitulo. Para ello, definiremos conceptos tales
como qué es un operador, qué significa que esté acotado y propiedades de aquellos que
cumplen estas caracteristicas. Una vez visto esto, finalmente podremos adentrarnos en qué
afirma este teorema, el cual nos garantiza que bajo condiciones determinadas, podemos
expresar ciertos operadores como convolucién de una funcién con una distribucién.

Por ualtimo, hablaremos acerca de qué son los multiplicadores, definiremos los espacios
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L, los conjuntos M,] y estableceremos ciertas relaciones entre ellos apoydndonos en resul-
tados demostrados en capitulos previos. Finalmente, enunciaremos uno de los problemas
mas interesantes en este &mbito de estudio en los dltimos anos, el Teorema del multipli-
cador de la bola. Después de algunas aproximaciones al problema y de ciertas acotaciones
que se demostraron que debian cumplirse, fue finalmente Charles Fefferman quién logrd
demostrarlo en 1973. Veremos también como ejemplo, qué es la Transformada de Hilbert,
y cual es la transformada de Fourier de este nuevo concepto.

En cuanto a la bibliografia empleada, nos hemos basado en las referencias [1] y [3] pa-
ra el capitulo introductorio en cuanto a las nociones previas de anélisis y [8] para la parte
de la transformada de Fourier, mientras que los ultimos capitulos se han basado en un
estudio algo mas detenido de [5].



Capitulo 2

Resultados previos

Vamos a introducir, para comenzar, algunos resultados que necesitaremos mas adelante.
Se separaran segun el ambito matematico al que pertenezcan, de forma que iremos viendo
de ciertas ramas de las matematicas algunos conocimientos interesantes que utilizaremos
en los capitulos sucesivos para profundizar en este trabajo.

2.1. Teoria de la Medida

En esta seccién repasaremos tres de los teoremas més importantes de la teoria de la
medida y algunas de sus demostraciones.

Teorema 2.1 (Teorema de la Convergencia Monoétona). Sea f,, una sucesion de funciones
medibles positivas tales que fn, < fant1 a.e. x. Sea f medible positiva tal que lim, f, = f

a.e. x. Entonces
h’m/ fn d,u:/ fdu. (2.1)
noJx X

Demostracion. Véase la demostracion en [1, Capitulo 3, Teorema 1.1] O

Lema 2.2 (Lema de Fatou). Sea f,, una sucesion de funciones medibles positivas, entonces
se cumple

/ liminf f, dp < lim inf/ fndu.
x " n X
Demostracion. Por la definicién de limite inferior

lfw inf f, = I ( f £,),

k—oo \n=>k

siendo

Fy = ;ng{fn},

donde las Fj, son medibles positivas y Fj, < Fiy1. Vemos por otra parte que Fj < fi, pues
Fy. es el infimo de los elementos de la sucesion posteriores o iguales a fr. Ademés como

7
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lim £, es medible, aplicando el Teorema 2.1,
n

/h’minffndu:/ h’kadu:h'm/ deugh'minf/ fndpu.
x n x k ko Jx nooJx

Queda, por tanto, demostrado el lema. O

Veamos ahora un resultado que nos garantiza la convergencia de funciones bajo unas
determinadas condiciones menos restrictivas que hasta ahora.

Lema 2.3. Sea {f;} una sucesion de funciones tal que fj — f a.e. x y ||fillp < || fllps

entonces
Jj—00

L = il =0

Demostracion. Sea g; = |f|P + |f;|P — |f — f;|P. Vemos g; > 0y g; — 2|f[P ae. z.
Aplicando el Lema 2.2:

/h’mlinfgj dr < h’m'inf/gj dz.
J J
Aplicando el limite en el lado izquierdo y sustituyendo en el derecho
20111 < mint (1715 + 15505 = 17 = f5115) < vimint (2115~ 17 = £15)
= 2| I —timsup (11 — £;112)
J

Entonces

0 <limsup (|| — fli5) <.
J

es decir, obtenemos lo que queriamos, pues

If = filly = 0=1If = fillo = 0.

O

Teorema 2.4 (Teorema de la Convergencia Dominada). Sea {f,} una sucesion de fun-
ctones medibles tales que

= Fxiste lim, f, = [ a.e. x.

» Eriste g medible positiva tal que |f,| < g a.e. x, para todo n € N, / gdu < oo.
X

entonces, h’m/ fndu = / lim f,, du.
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Demostracion. Modificando f,, v g en conjuntos de medida nula, podemos suponer que
para todo x, existe lim,, f,(x) y |fn(z)] < g(z). Entonces

—g(z) < fn(z) < g(z), para toda z — {

Veamos primero que el limite inferior de la integral es mayor o igual que la integral del
limite de las f,, . Por el Lema 2.2

/liminf(fn—i-g)dugliminf/(fn—i—g)d,u,
x " " X

por lo que

/lfminffndu—i-/gdugliminf/ fndu+/gdu.
x " X " X X

Sabemos que si existe lim f,, entonces

liminf f,, = lim f,, = limsup f,, (2.2)

y como por definicién hemos tomado / gdu < oo, obtenemos la desigualdad
b'e

/ lim f,, dp < lim inf/ fndu.
x n n X

Reciprocamente, y aplicando (2.2),

/liminf(g—fn)dugliminf</ gd,u—/ fndu),
X n n X X

/ng,u—/de,ué/ng,u—l—h’n%linf/x(—fn)du. (2.3)

(—fn)dp=— h’msup/ fndp, es decir,
n X

y asi

Por otra parte, podemos ver que lim inf /
n X

/gdu—f—liminf/(—fn)dy:/ gdu—limsup/ fndp.
X n X X n X

Sustituyendo en (2.3)

/gdu—/ fdu</gdu—1fmsup/ fd,
X X X n X

y una vez mas, aplicando / gdup < oo,
X

limsup/ fndug/ lim f, dp.
n X x n
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Uniendo las implicaciones de ambos apartados llegamos al siguiente resultado

h'msup/ I d,ué/ lim f, du < h’minf/ fndu,
n X x n m X

lo que nos lleva a concluir que

h’m/ fndu:/ lim f,, du,

lo que termina la demostracion. O

Queremos demostrar la desigualdad de Holder, pero para ello veamos antes el siguiente
lema.

1
Lema 2.5. Sean a, b > 0 reales no negativos y p > 1, p’ > 1 reales tales que — + — =1,
p P

entonces ,
al b
p p
;< : zP 1 ! -1
Demostracion. Definimos f(x) = — + — —x en [0, 00). Entonces f'(z) = 2P~" —1, con lo
p D
que

fllz)=0<=aPl=1=z=1.
Como f”(1) > 0, f tiene un minimo en x = 1. Por tanto,

P Pl
f@) = f)=0= "4 - —2>20=—"+— >
p p p p

1 /
Tomemos ahora x = ab'-», y asi, 2P = aPbTor = aPbP , donde obtenemos esta relacién
entre p y p’ del enunciado. Sustituyendo y trabajando para obtener la desigualdad que
buscamos obtenemos

abtr < b 4 = = ab < a—(blfp) (blf’%) + —,(blf;> —ab< T
p p p p pp

O
Definamos ahora los espacios LP, concepto que necesitaremos para el teorema posterior.

Definicién 2.6. Llamamos LP, 1 < p < 00, al espacio de clases de equivalencia de funciones
en R™ con potencia p-ésima del valor absoluto integrable, y escribimos

oty = ( [ weypan) e e,

Llamamos L§°(R™) a las funciones de L>°(R™) que tienden a 0 en el co.
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/ 1 1
Teorema 2.7. Sean f, g funciones medibles tales que f € LP, g € LP con — + — =1,
p P
entonces

1fglly < [[fllpllgllp-

A esta desigualdad se le conoce como desigualdad de Hélder.

Demostracion. Sean A = || f||,, B = ||g||,. Observamos que A # 0 y B # 0, pues sino el
resultado se obtiene de forma trivial. Aplicamos el Teorema 2.5 tomando

_ @), lg@)]
= b=

Entonces

_ f@g@)| _ [f@P | lg@)P o b
w=""4p S pAP + o BY _7+7

g [ @eldn < = [+ ,Bp/|g|p I

pero AP = [ |f|Pduy B” = [ |g|” du, por lo que

1
19l < + = =1=1fglls < lIfllpllglly-

HprHng

2.2. Espacios Vectoriales Topolbgicos

En esta nueva seccion veremos algunas definiciones y observaciones relacionadas con
los espacios vectoriales topologicos.

Definicion 2.8. Sean L un espacio vectorial sobre K y 7 una topologia en L. Se llama
espacio vectorial topologico sobre K al par (L, .7) si cumple

» (z,y) — x + y es continua de L X L en L.
s (\,2) — Az es continua de K x L en L.

Definicion 2.9. Sea p una seminorma sobre un espacio vectorial X, entonces cumple las
siguientes propiedades:

» p(z) > 0, para todo z € X.
= pz +y) <p(x) +py).
» p(ax) = |a|p(z), para todo « escalar.

Observacion 2.10. Una norma es una seminorma que cumple p(z) =0 < x = 0.
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Definicion 2.11. Una familia & de seminormas en X se dice que separa puntos si para
cada x # 0 existe un p € & tal que p(z) # 0.

Definicion 2.12. Se dice que un espacio X es localmente convexo si existe una base local
P cuyos elementos son convexos.

Definicion 2.13. Sea &2 una familia de seminormas en un espacio vectorial X que separa
puntos. A cada p € & y a cada entero positivo n asociamos el conjunto

Vn, p) = {x:p(:c) < i}

Llamaremos # a la coleccion de todas las intersecciones finitas de los conjuntos V(n,p).

Teorema 2.14. La base & definida anteriormente es una base local convexa y equilibrada
para una topologia 7 sobre X que convierte a X en un espacio localmente convezo, tal que

a) cada p € P es continua.
b) un conjunto E C X es acotado si, y sélo si, cada p € & es acotada sobre E.
Demostracion. Véase la demostracion de |7, Teorema 1.37]. O

Observacion 2.15. Cabe destacar que en el caso de restringirnos a una familia numerable
de abiertos con p fija, por construccion, seria suficiente trabajar con el abierto asociado a la
mayor n. Veamos que podemos asociar una nocion de monotonia a las V' (r,p) en r. Vemos
que si r < R, tenemos que 1/R < 1/r, y por tanto, V(R,p) C V(r,p). Por otra parte, en el
caso de trabajar con una familia creciente de seminormas {p; }9”:1, tal que, p;(x) < pj+1(z),
si trabajamos con m fijo, a la hora de calcular la interseccion de las V(m, p) generadas por
dicha familia, encontramos una gran simplificacion, pues V(m, pj+1) C V(m, p;), de forma

que (ViZy V(m, pj(x)) = V(m, pm(z)).

Teorema 2.16. Si X es un espacio vectorial topoldgico con una base local numerable,
entonces existe una métrica d sobre X tal que

= d es compatible con la topologia de X .
= [as bolas abiertas centradas en 0 son equilibradas.
» d es invariante: d(x + z,y + z) = d(x,y) para z,y,z € X.
Demostracion. Véase |7, Teorema 1.24]. O

Observacion 2.17. Si, ademés, X es localmente convexo, entonces se puede elegir d
verificando el Teorema 2.16, de forma que ademas se cumpla que todas las bolas son
convexas.

Observacion 2.18. Si & = {p; : i = 1,2,3,... } es una familia numerable de seminormas
sobre X que separa puntos, el Teorema 2.14 prueba que & induce una topologia 7 con
una base local numerable. Ademas, empleando el Teorema 2.16, 7 es metrizable.
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Definicién 2.19. Un espacio de Fréchet es un espacio vectorial topolégico X tal que:
= La topologia puede ser inducida por una familia numerable de seminormas.
» X es Hausdorff, es decir, para todos z, y existen entornos E,, E, tal que E,NE, = 0.
s Hay completitud en la familia de seminormas.

Definicion 2.20. Se dice que un espacio vectorial topolégico X tiene la propiedad de
Heine-Borel si todo subconjunto cerrado y acotado de X es compacto.

Definiremos ahora una topologia en C*°(£2) que necesitaremos mas adelante.

Definiciéon 2.21. Sea {K;}; una familia de conjuntos compactos tal que K; C int(K;4+1),
y sea ) = |J K;. Definamos seminormas px sobre C*°(€2) como

pn(f) = mé&x{|Df(z)]: x € K, |a| < N}.

Estas seminormas definen por el Teorema 2.14 una topologia, de la cual los conjuntos

Vi = {f € O (): py(f) < ;7}

forman una base.

2.3. Transformada de Fourier

Veamos algunas propiedades de la transformada de Fourier, asi como las definiciones
de la propia transformada en L', en L? y en L para p € (1,2).

Definicién 2.22. Sea f € L'(R"), definimos la transformada de Fourier como

~

FO = fl@e ¢ dz, £ R,
Rn

siendo x - £ el producto escalar de los vectores &, x en R".

A partir de ahora escribiremos x¢ en lugar de x - £ por simplicidad.

Observacion 2.23. Es sencillo ver que la trasformada de Fourier es lineal, es decir, si
f.g € LY(R™) y c, B escalares, entonces (af + 8g) = a.f+39. La demostracion se desprende
de la linealidad de la integral.

— ~

Observacion 2.24. (1,f)(€) = f(£€)e*™ ¢ donde 11, f(x) = f(z + h).

Lema 2.25 (Riemann-Lebesgue). Sea f € L'(R"), entonces

~

lm | f(§)[ = 0.

€] =00
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Demostracion. Nos centraremos en el caso n = 1, pues para dimensiones mayores se prueba
de forma similar. Sea f continua de soporte compacto. Tomamos £ # 0 y sustituyendo x

1
por x + E concluimos que

= /Rf(x)e%rixf dor = Af(x + 215) 6727”'96{677”' dr = _/Rf<x+ 21£>€27T’L'If dz.

Llegamos entonces a la conclusiéon de que esta es una segunda férmula para calcular f(f),

y por ende
Ol<y [ - 1ot 5)|a

Queremos aplicar el Teorema 2.4, asi que veamos que se cumplen las hipétesis. Primero,

flw) - f(a: n 215)

para encontrar una cota, vemos que por ser f una funcion continua de soporte compacto,
existe un cierto Ky tal que sop(f) C Ky. Ahora, si tomamos [£| > 1, |£| — oo, existe un K

tal que sop(f)Usop (f <a:+

observamos que lim¢| o = 0 por continuidad de f. Por otra parte,

1
—)) C K. Finalmente, tomando g = 2|| f||co Xk, cOmprobamos

28

1
finalmente que |f(z) — f(x + %N < g y podemos aplicar el Teorema 2.4 para llegar a

@)= £ (a4 5¢ )

si [¢€] — 0o. Sea f una funcién integrable arbitraria, puede ser aproximada en la norma L'
por una funcién continua con soporte compacto. Dado € > 0, podemos tomar una cierta
funciéon g continua con soporte compacto tal que || f — g||;1 < €. Entonces

/g(m)GQﬂ*ixé dx
R

que — 0 si || = oo para todo z € R y vemos que |f( )| converge a 0

+1im sup <e+0=e

|§|]—o0

lim sup \f( < lim sup ’ / f(x) )e 2T .

|¢| o0 €00

Como hemos tomado de forma arbitraria € > 0, obtenemos que |f(£)| —0si [ 00 O
Teorema 2.26. Sea f € LY(R"), entonces f € Co(R™) y || Flloe < |I£]I1-
Demostracion. Para demostrar este teorema veamos lo siguiente:

a) f bien definida se deduce a partir de la Observaciéon 2.23 y de le?m2¢| = 1, por lo
que [f(E)] < [If]1-

b) limi¢| 00 |f(§)| = 0 por el Teorema 2.25, que ya hemos demostrado.

c) f es continua. Para esto definimos f E+h) = [gn f( e~ 2zl e =2mizh da v compro-
bamos que estamos en las condiciones de aplicar el Teorema 2.4. Por una parte,
limy,s0 f(2)e 27520 = [(2)e=2m9E y por otra, |f(x)e 2 e 2| = [f(z)],

que es integrable. De esta forma concluimos que limy_,o f(§ +h) = f(£) y por tanto,
que f es continua.
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Ejemplo 2.27. Sea f({) = x[—1,1], calculemos su transformada de Fourier.

00 1 —ize =1 —it _ i€
ey —omizé .. _ —omizé 5. _ € _ € €
f(é) - /Oo f(x)e dx = /1 € dx = 725 —1 - 71{

_cos(—=¢) +isen(—E) — cos(§) —isen(§) 2sen(&)
N —i¢ e

Como sabemos que ‘senx’ no es integrable en R, entonces J?gé L'(R).

Recordemos la definicién de convolucién y veamos algunas propiedades més de la trans-
formada de Fourier.

Definicion 2.28. Sean f y g funciones medibles y definidas en R”. Si existe a.e. x € R",
la funcion

(f xg)(x) = . [ —y)g(y) dy,
se denomina convoluciéon de f y g.
Introducimos la siguiente notacién, que nos sera util méas adelante.
Definiciéon 2.29. Denotamos por @ a la funcion definida como u(y) = u(—y).

Proposicién 2.30. Sea f € L',

s Sea g;; € L', entonces (ggj) & = 27”'59‘]?(5)-

S o ~

» Sea x;f € L', entonces (—2miz; f)(§) = %€ (€).
J

Demostracion. Pueden encontrarse en los apartados 1.31 y 1.32 de [3]. O
Lema 2.31. Si f(z) = e—rerHZ; entonces, f(f) = e~llEl*,

Demostracion. Veremos el resultado para dimensién uno, pues podemos considerar el caso

de la integral en R™ como el producto de n integrales en dimensién uno por el Teorema de
.. . 2 ., ., . .

Fubini. Es sencillo comprobar que f(z) = e ™" es solucion de la ecuacion diferencial

{ u'(x) + 2mzu(z) =0
u(0) =1

Utilizando la Proposicién 2.30, vemos que f también verifica la ecuacién diferencial, pues

F(0) = /]R J(@) da = /R e gy — 1,

Por la unicidad de la ecuacion diferencial, llegamos a que ]?: f. O
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~

Lema 2.32. Sea g(x) = A" f(A\x), entonces g(§) = f(X), para A > 0.
Demostracion. Lo encontramos en el apartado 1.30 de [3]. O

Teorema 2.33. Sean f,g € L'(R™), entonces:

flz)g(x)do = | f()g(x)dz.
R Rn

Demostracion. [, Flz)g(z) da = Jan Jon f(@)g(x)e ™ dz d¢ = [5. f(2)g(z) da. O

Teorema 2.34 (Teorema de inversion de Fourier). Sea f integrable, entonces podemos
expresar f en funcion de f de la siguiente manera,

f@) = [ Jleyermds,

donde podemos modificar la funcion en un conjunto de medida nula para que sea continua
en R™.

Demostracion. De los Lemas 2.31 y 2.32 obtenemos que

f@)gOa)de = [ fm)A g\ '2) da.
R" R"

Realizamos el cambio de variable y = Ax para obtener

FO WG dy = | Fly)g(Zly) dy,
R~ R»

y haciendo A\ — o0, llegamos a

£0) [ Gwdy=90) [ Flo)dy

Rn
Escogemos g(y) = e~llyll® y aplicamos el Lema 2.31, obteniendo:

~

fO) = [ (&) dg,
Rn

que es el caso y = 0 de la féormula de inversion. Aplicamos a continuacién 7, f a la Obser-
vacion 2.24 para obtener:

o) = ()0 = [ mH©de= [ Foea

Teorema 2.35. Sean f,g € L'(R™), entonces

a) Jan f(@)g(x)de = [5, f(x)?(a:) dzx.
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~

b) (F*9)(x) = flz) - g(x).
¢) (f-9)(x) = f(z) * g(x).
a)

Demostracion. Sea x = g vy apliquemos el Teorema 2.34 para obtener

W@ = [ 3@ e = g(a).

Ahora basta aplicar el apartado a) reemplazando g por .

b) Se deduce de la definicién y del Teorema de Fubini.

¢) Tenemos (f * §)(z) = (2m)"f(—z)(27)"g(—x) por un lado, y por otro (f/\g)(x) =
f(=x)g(—x), de lo que se desprende la igualdad buscada.

Corolario 2.36. Si f € L'(R") y f: 0, necesariamente f = 0.
Demostracion. Se deduce directamente de la formula de inversion. O

En el caso de L2, para definir la transformada de Fourier en este espacio, nos apoyaremos
en las funciones f € L'NL?, de modo que definiremos la transformada en L? como extension
de las transformadas de las f.

1
Proposicién 2.37. Sean f € L, p(z) = ezl y p, = " -p<x

: ) , entonces:

(f *pe)(x) — Lt f en L' cuando t — 0.

Demostracion. Para ver que f * py — f en L', comprobemos que |(f * pt — f)|1 =9,

Desarrollemos:
1 y
Feo=tis [ [ 1r@=n= @l oY) dvas,

puesto que fRn p(x) dx = 1. Observamos que empleando el cambio de variable u = y/t, te-
nemos que || f(z—tu)— f(x)||1 — 0. El objetivo buscado para completar esta demostracion
va a ser aplicar el Teorema 2.4. Separemos los siguientes casos:

= Si f es continua con soporte compacto, entonces podemos aplicar directamente el
Teorema 2.4.

= Sea ahora f tal que no es continua con soporte compacto. Podemos encontrar una
sucesion { f,}52, de funciones f;, continuas con soporte compacto tales que f, — f
por un argumento de densidad de las funciones con soporte compacto en L' como

€
veremos en la Observacion 3.11. De esta forma Je; > 0 tal que ||f, — fl1 < —1.

Aplicando el primer caso, Jea > 0 tal que ||(fn * pr — fu)|1 < %2, y Jdes > 0 tal que
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|(f *pt— fnxpe)l1 < % De este modo, tomando € = max{ey, €2, €3} y aplicando la

desigualdad triangular, llegamos a que:

1(Fxoi—F)ll < I(Frpi—Farp) i+ Faxor—Fu) i+ fa—Fll < 24242 < 3.

€ _
37373 3 ©

Asi, concluimos la demostracion.

O

Proposicién 2.38 (Igualdad de Plancherel). Sea f € L' N L2, entonces fe L? y Hng =
[1£1l2-

x
Demostracion. Tomamos de nuevo p(z) = e l#lI* y p, = t_"p<t> con t > 0, y conside-

ramos la funcién f * p; € L' N L?. Tenemos, por la Proposicién 2.37, que lim; f * p; = f en

S

L'y en L?, luego existe lim; f * Pt en L? y converge a f uniformemente. Asi, lim; f * p; = f
en L2, de modo que | fl]2 = || f]l2. O

Observacion 2.39. Como L1 N LQH'”2 = L?, podemos extender la trasformada de Fourier
L'nr? 2 2
Llamemos F a esta aplicacién, de modo que

2 L2

tal que si f € L' N L2, entonces Ff = .

2
Definicién 2.40. Sea f € L2, f; € L' N L? tal que f; N f, entonces, definimos la
transformada de una funciéon de L? como Ff = lim fj- Asi, tenemos que

Ff(§) = lim f(z)e 2™ dg en L2
R—o0 lz|<R

Teorema 2.41. F: L? — L? es un isomorfismo isométrico y

f(z) = lim FF(€)e>™ ™ d¢ en L2
R—o0 l€|<R

es la inversa de la transformada de Fourier en L.

Demostracion. Por una parte, por el Corolario 2.36, se trata de una aplicacion inyectiva,
y por la Proposicién 2.38 comprobamos que se trata de una isometria. Resta comprobar
que esta aplicacion es sobreyectiva, lo que se puede encontrar en [3, Teorema 1.41]. O

Por ultimo, veamos como definir la transformada para las funciones de LP con 1 < p < 2.
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Definicién 2.42. Sea f € LP, 1 < p < 2 podemos realizar la siguiente descomposicion:
f=fi+ fasiendo f1 € L'y fo € L?. Asi, la transformada de f puede verse como

fl@) = filz) + Ffalz).

Observacion 2.43. Cabe mencionar que esta definicién no depende de la descomposicion.
Supongamos que existen dos descomposiciones f = f1 + fo = g1 + g2 con fi,q1 € L' y
f2, g2 € L?. Observamos que f; — g1 = g2 — fo € L' N L?, pues el lado izquierdo pertenece
a L' por ser resta de funciones de L' y la parte derecha a L? por ser resta de funciones
L?. Aplicando ahora la transformada a ambos lados de la igualdad, obtenemos

fi=Gi=Fg2— Ffo = fi + Ffo = Gi + Fog>
Tras estas definiciones de la transformada, podemos generalizar el Teorema 2.26.

’I‘eorema 2.44 (Teorema de Hausdorff-Young). Si f € LP con 1 < p < 2, entonces
Fer? 1p+1/p=1y ~
£l < 1f -

Demostracion. Los casos particulares p = 1,2 quedan vistos en el Teorema 2.26 y la
Proposicion 2.38, mientras que el caso 1 < p < 2 se sigue de |6, Teorema 7.1.12]. O






Capitulo 3

Introduccion a la Teoria de
Distribuciones

Vamos a introducir ahora el concepto de multi-indice, el cual necesitaremos de cara a
definir el espacio Z.

Definicién 3.1. Sea a = (ai,...,ay) un multi-indice, donde |a| = a1 + -+ + an ¥
a; € Z*, paratodoi € {1,...,n}, definimos el operador diferencial asociado al multi-

indice como 5\ 5 \o
DY = | — R .
(83:1 ) < o0z, )

El concepto de multi-indice nos va a resultar muy ttil de cara al espacio . que veremos
a continuacién, que serd ademés donde definiremos las funciones.

Definiciéon 3.2. Sea un conjunto abierto y no vacio 2 C R", se dice que una funcion f
pertenece a C*°(Q2) si D*f € C(2), para todo o multi-indice. Se define Z(f2) al espacio
de las funciones ¢ € C*°(£2) que tienen soporte compacto.

Definicién 3.3. Definimos Zk al conjunto formado por las funciones que tienen soporte
compacto en K.

Observacion 3.4. El conjunto Zk es un subespacio cerrado de C*°(2).

Definicion 3.5. Sea K C Qy ¢ € 2(Q), se define la norma ||¢| g como
16llx = max{| D¢ (z)|: x € Q, |a] < N},
y con esta norma, podemos definir las seminormas

1

Vy = {(b € 9k H(bHN < N} . (3.1)

Por el Teorema 2.14 esta familia de seminormas genera una topologia.

21
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Observacion 3.6. Veamos que la topologia definida por la Definicién 3.5 sobre Pk es la
misma que la que genera la Definicién 2.21. A cada K podemos asociarle un entero Ny tal
que K C Ky para todo N > Ny, y entonces, para estos N, ||¢||x = pn(¢), con ¢ € Pi.
Ademas, como [|¢||n < ||¢llnv+1 Y pN(0) < pns1(d), las topologias inducidas por ambas
sucesiones de seminormas no varian si N toma valores mayores o iguales a Ng. Asi pues,
ambas topologias sobre P son idénticas, y (3.1) es una base local de dicha topologia.

Definicién 3.7. Sea () un conjunto abierto no vacio de R”.

a) Para todo compacto K C €, 7x denota la topologia de Pk generada por las semi-
normas Vxy de la Definicién 3.5.

b) 5 es la coleccion de todos los conjuntos convexos y equilibrados W C Z(Q) tales que
9k NW € 1x para todo compacto K C (.

¢) T es la coleccion de todas las uniones de conjuntos de la forma ®+W donde ® € Z(12)
y W epg.

Teorema 3.8. 7 cumple las siguientes afirmaciones.

a) T es una topologia en Z(2), y B es una base local de .

b) 2(2) dotado de la topologia T es un espacio vectorial topoldgico localmente convezo.
Demostracion. Ver |7, Teorema 6.4]. O

Definicion 3.9. Sea 2 C R", donde €2 es un abierto conexo. Llamamos distribucién a una
forma lineal definida en 2(£2), que sea continua respecto de la topologia de la Definicion 3.7.
El espacio de todas las distribuciones se representa por 2'(€).

Ejemplo 3.10. Sea f € L () = {f: @ — C: f-xx € L', para todo K C Q compacto}

y ¢ € 2(Q), entonces L¢(¢) = / ¢(z) f(x) dxr es una distribucion. Veamos primero que
Q

esta bien definida.

‘ [ owrrte)as

. ] | o1 as

< r¢<z>uoo/K ()] dz < oo,

Por otra parte, la linealidad es inmediata, por lo que falta ver que es continua. Sea ¢, iy 10)

en 2(1), entonces

‘ [ 1@en@yde— [ sa)ota) ds

:' /K (@) () der — /K F(2)é(x) da
:' /K F(@)(da(z) — $()) dx

< /K (@) dz - [[fn(x) — 3()]]oo,
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y finalmente
/K F(@)]dz - 6n(2) — $() oo "2 0,

por lo queda comprobada la continuidad de Ly, pues

lin [ f@ou@)de = [ fa)o()do.

n—oo K
Queda asf visto que Ly es una distribucion.
Observacién 3.11. Z2(R") es denso en L'(R").

Demostracion. Se puede encontrar la demostracion en [1, Capitulo 5, Corolario 3.1]. O

Caractericemos ahora la continuidad y la convergencia de sucesiones en 2'(€2).

Teorema 3.12. Una forma lineal u es continua en 9'(Q) si para cada compacto K C Q
existen un entero Ni y una constante Ci tales que

(@) < Cx Y 1Dk , con ¢ € Z'(Q).

la| <Nk
Demostracion. Véase la seccion 6.2 de [2]. O

Teorema 3.13. Sea {u;} una sucesion de distribuciones en Dy, entonces uj — 0 si y solo
si existe K tal que para todo j, sop(u;) C K y para todo oo, D*uj — 0 uniformemente en
K.

Demostracion. Ver |2, Teorema 6.5]. O

Observacion 3.14. Para ver que una sucesion de distribuciones {u;} tiende a u basta con
ver que la sucesion {u; — u} tiende a 0.

Definicion 3.15. Llamamos . al espacio de funciones infinitamente diferenciables v que
cumplen

Pa,p(u) = sup ’xﬂDau(x)} < 00
X

para cualesquiera « y 8 con « y [ multi-indices, y con la topologia del Teorema 2.14,
conformada por las seminormas p, g(u). Al espacio dual de . lo denotamos por .’ y a
sus elementos los llamaremos funciones temperadas.

Definamos la derivada en el sentido distribucional.

Definicion 3.16. Sean T € (), g € #(Q). Definimos la derivada en el sentido de
distribuciones como

(D°T)(g) = (-1)*IT(D*g).
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Observacion 3.17. Veamos que esta definicién de derivada distribucional es razonable
con un ejemplo. Sea de nuevo T' = L tal que f € C'™ tiene soporte compacto y ¢ € 7.
Entonces integrando por partes obtenemos

[ro=rto- [0

pero f¢ tiene soporte compacto, por lo que evaluando en R vale 0, es decir,
[ro=-[1s.

Ly =(-Lf) = (Ly) =Ly,

Obtenemos asi que

por lo que resulta natural extenderlo a u'(¢) = —u(¢') para u una distribucion cualquiera.

Veamos ahora algunos ejemplos de derivadas de distribuciones y de funciones que pue-
den o no ser derivables en el sentido ordinario. Por construccién hemos visto que la derivada
en el sentido distribucional de una funcién derivable coincide con su derivada ordinaria.
Veamos que ocurre con la derivada distribucional de una funcién que no sea derivable en
el sentido ordinario.

Ejemplo 3.18. Sea f(z) = |z|. Sabemos que si z # 0

f’(w):{ l1siz>0

—1siz<0 °

de modo que no podemos considerar la derivada usual de f(x) en todo R pues no esta
definida para x = 0. Veamos que ocurre con la derivada en el sentido distribucional.

Consideremos L¢(¢) = / |z|p(x) dx con ¢(z) € Z(R). Aplicando la expresion obtenida

en la Observaciéon 3.17,

/_O; 2| p(x) de = — /Z |z|¢ (z) dz = /io 2|¢/ () do — /OOO 2|8 (z) daz

= [ o [Towar= [ @ i

donde
1siz>0

sgn(x) = 0siz=0
—1siz <0

Por tanto, tenemos que f/(x) = sgn(x) en el sentido de las distribuciones.
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Ejemplo 3.19. Veamos un ejemplo con el que nos sera tutil contar para mas adelante.
Sean H(r) = X(0,c) la funcién de Heaviside y ¢ € ., entonces

(Lu)(6) = — /R ¢ (2)H () do = — /0 " (@) dr = ko] + H(0) = 6(9).

Obtenemos que H' = ¢. Es trivial ver que ¢ es lineal, y es continua porque ¢ lo es. A la
distribucién § se le conoce como distribucion é de Dirac.

Ejemplo 3.20. Calculemos en esta ocasion la derivada de una distribucion. Queremos
calcular la derivada de . Por el anterior ejemplo, tenemos que H' = §, siendo H la funcién
de Heaviside, de modo que H” = ¢'. Asi, repitiendo el proceso anterior, llegamos a que

Lyr = Ly = —¢'(x), siendo ¢ € 2(R).

Definicion 3.21. Se llaman funciones de decrecimiento rapido a las funciones f € C>°(R"™)
que verifican la condicién

pn(f) = sup sup (14 [z[*)"|(() 71D f)(2)] < o0
|o| <N z€R™

para todo N € Z*, donde |z|?> = 3_ ;2. Esto implica que, siendo P(z) y «a respectivamente
un polinomio y un multi-indice cualesquiera, P(z) - (i)~1*/Df es una funcién acotada en
R"™. Ademés, puesto que dicha condicién se cumple con (1 + |z|?)"V P(z), resulta que todo
P(z) - (i)~1*ID>f pertenece a L'(R™). Las funciones de decrecimiento rapido forman un
espacio vectorial, que llamaremos ., donde la coleccion numerable de las py(f) define
una topologia localmente convexa por el Teorema 2.14.

Observacion 3.22. Es sencillo ver que Z(R") C .77

Veamos un resultado similar al del Teorema 3.12, que podemos encontrar en [2], de
forma que nos permita determinar la continuidad de una forma lineal para el caso de ..

Teorema 3.23. Una forma lineal u es continua en & si eristen un entero N y una
constante Cn tales que

[u(¢)| < Cnpn(9) = Cn sup sup (1+ [*)V|((5)7*D¢) ().
|a|<N z€R™

Demostracion. Véase la seccion 6.2 de [2]. O

Observacion 3.24. De forma equivalente, si tomamos ¢ € ., N € N, p > 1, podemos
acotar la norma p de una funcién de la siguiente manera:

/n ()P do = /n(l + \m|2)NP(1’f(‘f5|)!;M dx < (pn(6)) /Rn (HTZCQ)W

Haciendo un cambio de variables a coordenadas polares,

/ dx _/‘X’ =1 J
e (L4 2N~ Jo T+ )8
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Es sencillo ver que cuando r — 0, el valor de la funcién tiende a 0, por lo que basta ver
o0

como se comporta en el infinito. Como sabemos que - dr < oo <= p > 1, esta

tltima integral es convergente si y solo si deg(r"~!) + 1 < deg((1 + |z|?)"P), es decir, si
n

(n—1)+1 < 2Np, o lo que es lo mismo, despejando N, si N > o De este modo, seleccio-
P

nando N de forma adecuada y arrastrando las constantes que van apareciendo al plantear

1/p
las desigualdades, vemos que [p, [¢(x)|P dx < oo, y por ello, (/ |p(x)[P dr < co.
R’FL

Podemos ver a partir de este, un resultado similar para las derivadas de las distribuciones,
aunque en este caso N también dependera de |a| de la siguiente manera:

n
1D%]l, < Capx(9) ; con N > mix {QP a|} .

Asi, vemos que podemos acotar la norma p tanto de una distribucion como de sus derivadas,
y por el Teorema 3.23, obtenemos la continuidad de estas distribuciones.

Volvemos ahora con las distribuciones temperadas. Sabemos que son los elementos que
', pero queremos ver como definirlas. Para ello nos apoyaremos en el siguiente teorema.

Teorema 3.25. Se verifican las siguientes relaciones entre los espacios 9 y & :

a) 2(R™) es denso en 7.
b) La aplicacion identidad de 2(R™) en .# es continua.

En ambos apartados tomamos las topologias de Z(R™) y de . como la de la Definicion 3.7
y la de la Definicion 3.21 respectivamente.

Demostracion. Veamos la demostraciéon de cada apartado por separado.

a) Sean f € .7, ¢ € Z(R™), con 1) = 1 sobre la bola unidad de R", y para z € R" y
r > 0, tomamos

fr(@) = f(@)p(rz).

Entonces f.(z) € Z(R"), y para todo polinomio P y todo multi-indice « se tiene

P(z)D(f — fr)() = P(z) Y caB(D* 7 f)(@)rl? DP[1 — 4 (rar)].

B<a

Por la eleccion de 1, vemos que D?[1 — 1 (rz)] = 0 para todo multi-indice 3 cuando
|| < 1/r. Puesto que f € .7, se tiene P - D P f € Cy(R") para todo 8 < a. Por
consiguiente, la suma anterior tiende uniformemente a 0 en todo R™ cuando » — 0.
Asi pues, ||fr — fll — 0, o lo que es lo mismo, f, — f en la topologia de . y con
esto queda demostrado el primer apartado.
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b) Para todo conjunto compacto K de R", la topologia inducida en % por . es, evi-
dentemente la de la Definicion 2.21, pues cada (14 |x|?)V es acotada en K. Por tanto,
la aplicacion identidad de 2 en . es continua. Este apartado es ahora consecuencia
de |7, Teorema 6.6], que nos dice que si A es una aplicacion lineal de Z(2) a un
espacio localmente convexo, que A sea acotada implica que sea continua.

O

Definiciéon 3.26. Seani : Z(R") — .¥ la aplicacion identidad, L una forma lineal continua
en .,y se define
ur, = Loi. (3.2)

Por ser i continua, por el Teorema 3.25, vemos que uy, € 2'(R"); la densidad de Z(R")
en . muestra que dos formas L distintas no pueden originar la misma wuy. Asi pues, la
igualdad en (3.2) define un isomorfismo de espacios vectoriales entre el espacio ./ y un
cierto subespacio del espacio de distribuciones. Las distribuciones generadas de esta forma
se llaman distribuciones temperadas.

Corolario 3.27. Las distribuciones temperadas son aquellas u € 2'(R™) que admiten
extension continua a todo el espacio .. Las distribuciones temperadas en R™ son los ele-
mentos de ..

Ejemplo 3.28. Toda distribucién con soporte compacto es temperada. Supongamos que
el compacto K sea el soporte de una cierta distribucion v € 2'(R"); tomemos ¢ € 2'(R™)
tal que ¥ = 1 en un cierto conjunto abierto que contenga a K, sea f € ., y definamos

u(f) = u(®f).

Si f; — 0 en ., entonces todas las D*f; — 0 uniformemente en R", y por consiguiente
todas las D*(¢ f;) — 0 uniformemente en R"™; asi pues, ¢ f; — 0 en Z(R"). De aqui resulta
que w es continua en .. Puesto que u(¢) = u(¢) para toda ¢ € Z(R™), u es extension de
u.
Observacion 3.29. Veamos que si 1 < p < oo, entonces LP(R™) C ./, Para ello veamos
/ 1 1
que . C LP (R") con —+— = 1. Sean f € LP(R"), ¢ € .. Sabemos por la Definicion 3.21
p p

que ¢ decrece méas rapido que cualquier polinomio, y en particular, que 1 + |z|™, por lo

que [¢(x)]

. Vista esta desigualdad es facil ver que ¢(z) € L¥', pues

, 1
/ 6(x) dz < / ! <
" R (14 |2|™)P

<7
1+ |z|m

Ahora
< | fllpllolly < o0

[ ot

por el Teorema 2.7. Como Lf(¢) = [p, f(2)d(x)der = Ly € .#'. De esta forma, hemos
visto que podemos establecer una relacion entre los elementos de LP(R™) y los de .7,
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tomando la funcion g : LP(R") — ., f —— Ly, por lo que vemos que en efecto, a través
de esta funcion g, toda funcion de LP(R™) es elemento de .¥, lo que demuestra el enunciado.

Ya hemos visto la definicién de derivada distribucional, veamos ahora algunas otras
operaciones entre distribuciones. Teniendo en cuenta la definicién de convolucién de dos
funciones vista en la Definicion 2.28, veamos las caracteristicas de la misma.

Corolario 3.30 (Desigualdad de Young). Si f € LP y g € L4, entonces f xg € L" con
I/p+1/g=1/r+1y
1 gllr < [f1lpllgllq-

Demostracion. Fijando f € LP, es inmediato que

1 glly < I Fllpllglls ¥

1S * glloo < S lIpllgllp
y empleando [3, Teorema 1.42| a Tg = f * g. O

Definicion 3.31. Sea h € R™, denotamos por 73, al operador traslaciéon que cumple
(thu)(z) = u(x — h).
Un operador lineal acotado A de LP(R"™) en LI(R"™) se dice invariante por traslaciones si
A = Ay,

Definicion 3.32. Sean T' € .¥/(Q), g € (), € R™. Definimos la convolucion de Ty
g como

(T x g)(x) = T(729),
con la definicién de g dada en la Definiciéon 2.29.

Observacion 3.33. La definicién tiene sentido pues 7,9 € %. 7,4 es continua ya que g
y g lo son. Por otro lado, es facil ver que 7,(f + g) = 7of + 729, lo que prueba que 7, es
lineal.

Observacion 3.34. Para ver que esta definicidon es razonable veamos lo siguiente. Sabemos
que la definicién de una convolucién entre una funcién y una distribucién debe ser una
extension a las distribuciones de la convolucién ordinaria, es decir, si aplicamos la definicién
que planteamos a dos funciones, debe coincidir con su convolucién.

Vamos a tomar como distribucion 7' la funcién Ly, donde f € C y tiene soporte compacto
y g€, conL(g) = [ fg. Veamos primero que efectivamente L es una distribucién. La
linealidad es directa, pues

Li(¢p+1) = L¢(¢)+ Le(), por la linealidad de la integral.

1

Por otra parte, la funcién es continua por ser f € L;__ ,

Entonces

por lo que Ly esta bien definida.

Lf*g—/g(af—y)f(y) dy—/g(y—x)f(y) dy = Ly(729),

donde g € . Como esta nueva definiciéon conserva las propiedades de la convolucidn,
podemos extrapolarla a una distribucién cualquiera.
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Veamos ahora algunas propiedades de la transformada de Fourier.

Teorema 3.35. Sean f,g € L'(R"), x € R™. Entonces

a) (nf)(€) = e 2 €h f(¢).
b) (27wh f(2))(€) = Th (€).

~

¢) (F+9)(€) = F©)3(©).
d) SiA>0yh(z) = f(z/N\), entonces h(&) = A"F(AE).

Demostracion.  a) (ﬁ)(&) = [(thf)-e 228 = [ for_p-e 208 = [ f. 7 2mith  o—Imind —
e T (E) F(©).

b) (627”th(:17))(£) — j‘e27rixh . f e~ 2mizg — ff . e—2m’(§—h)a: — (Tmf)(g)
c¢) Se obtiene empleando el Teorema de Fubini.

d) Aplicamos un cambio de variable en la definicién de f

Definicién 3.36. Sca u € .%/, definimos 7(¢) = u(3).

Observacion 3.37. Veamos que la definicion es coherente. Tomamos Ly la misma que en
la Observacién 3.34. Tenemos entonces que, aplicando el Teorema de Fubini,

~ ~

Li(0) = Ly(0) = | F@aayde = | f@)ila)de = Ls(3).

Teorema 3.38. Sean ¢ € ¥ yu € .. Entonces

a) uxp e CPR"), y
DY(u* @) = (D) * ¢ = u* (D)

para todo multi-indice .
b) El valor absoluto de u * ¢ estd mayorado por un polinomio, es decir, u* ¢ € .
¢) (uxg) = ou.
d) (ux @)« =ux(px1), para cada p € .
¢) Wx o= (pu).

Demostracion. Véase |7, Teorema 7.19]. O






Capitulo 4

Teorema del Nticleo de Hormander

En este capitulo veremos uno de los teoremas més importantes de este trabajo, el
teorema del ntcleo de Hormander, que nos permite expresar un operador que cumple
ciertas propiedades como una convoluciéon de una funcién con una distribucién, conceptos
que definiremos en este capitulo. Veamos los siguientes teoremas y definiciones, donde se
tomaré como medida la de Lebesgue.

Definicion 4.1. Se dice que un operador A es acotado si cumple
[Az]| < Cllz|

para todo z € A. Al minimo valor de C, que se denota por [|A||, se llama norma del
operador A.

Recordamos la definicién de operador invariante por traslaciones.
Definiciéon 4.2. Sea h € R", denotamos por 7, al operador traslacion que cumple
(thu)(z) = u(x — h).
Un operador lineal acotado A de LP(R™) a LI(R™) se dice invariante por traslaciones si
WA = ATy,
Recordamos u de la Definicion 2.29 como u(y) = u(—y).

Teorema 4.3. Sea A es un operador acotado invariante por traslaciones de LP(R™) a
LYR"™) yp>q =1, entonces A =0 sip < oo y coincide con la restriccion de A a L (R™)
8% p = 00.

Demostracion. Lo primero que observamos es que si p < oo, u € LP(R"™)
lu + mhully = 2P Jullp, b = oo; (4.1)

lo mismo ocurre para p = oo dado u € L§°(R™). En el caso de p < 0o, esto ocurre debido a
que las funciones con soporte compacto en LP(R™) son densas en el propio espacio LP(R"™).
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De esta forma, podemos tomar funciones v, w de forma que u = v + w, v tiene soporte
compacto y |lw||, < e. Esta descomposicién nos servird para probar la observacion del
comienzo de la demostracion. Tomamos ahora un |h| lo suficientemente grande como para
que se cumpla que los soportes de v y de 7,v sean disjuntos, de modo que

o+ mhllp = 2"/7|[oll.

Veamoslo; sea K tal que sop(v) C K :
o+ moll? = / (@) + v(@ — h)Pde = / (@) Pdz + / (e — h)Pda
Rn K K+h
= [ wtoiras+ [ ol = 2ol
n Rn

De esta forma

I ||v + 70l = 27|l
[h| =00

Ademés sabemos que ‘Hva - ||u|]p‘ <€y ’Hv + |y — ||U+Thqu’ < 2€, veamos entonces

(4.1). Sea {vi}ren € C(R™) tal que vy L, u, k — oo. Entonces, para toda h € R,
ThUL L, Thu, k — 0o. Dado § > 0, sea kg € N tal que

wl 0 0
kg = wlly < min § 2 S
Fijado k¢ € N, sabemos que existe un N > 0 tal que si |h| > N, entonces
1/p 0
[k, + kg llp = 277 o | < 5.
Finalmente,
e+ mweally = Nl < [l + 7wally = Wokg + Tk | + [0k + Tk lp = 277 kol

0
+ |22l Ilp = 272wl | < llu = vigllp + 7 = Tavi | + 5

3
1/p 0 1/p g
+ 27y — ully < 2w = vyl + 5 + 2P
6 & 6
<2 —-4+-4+-=9
6+3+3

si |h| > N. Obtenemos por tanto finalmente que |||u + mull, — |Jull,| < d si |h] > N, de

modo que queda probado (4.1). Asumamos ahora
[Aully < Cllully, we LP(R™), (4.2)
con g < p < oo. La linealidad y la invariancia por traslaciones de A nos da

[Au + 7 Aullg = | A(u + Thu)llg < Cllu + hullp.
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Cuando h — oo se sigue de (4.1) que
1Aullg < 2779 C lully,

lo cual mejora la cota previamente obtenida en (4.2) puesto que el exponente es negativo.
Podemos considerar que C' denota el minimo valor con el que se verifica la desigualdad
de (4.2), de este modo entramos en contradiccion con la minimalidad de la cota salvo que
C =0, o lo que es lo mismo, A = 0. Podemos aplicar el mismo argumento sip =00 > ¢ > 1
reemplazando L (R™) por L3°(R™). Con esto, la prueba queda terminada. O]

Antes de probar el siguiente teorema, veamos algunos resultados previos que necesitare-
mos de cara a su demostracion. Veamos que el cociente incremental de una funciéon u € &
coincide con lo esperado, es decir, es la derivada parcial, asi como otros lemas previos.

Lema 4.4. Sea ¢ € ., h >0, j € {1,...,n}, entonces
/ d(x1, ..., xj+h, ... xn) — @(x) p

h
Demostracion. Primero vemos que

gb(xl,...,mj—l—h,...,a:n)—(b(x)
h

da < [|0z;¢|[5.

1 h
— Dj,hé(ac) = h/(; 8.%'j(b(.%'1, N +t,... ,xn) dt,

entonces

I 1 h
IDsadlly < - [ 10001, g+ b allyde = 0wl [ da =0zl

h
pues / dx = h. Finalmente obtenemos la desigualdad
0

1D;n¢llp < 102;]lp, y equivalentemente, || Djnoll} < [|0z;4]l7,
lo que completa la demostracion. O
Finalmente llegamos al resultado que buscamos.
Lema 4.5. Sea p € ./, 1 <p<ooyje{l,...,n}, entonces

Hqﬁ(wl,...,xj—i—h,...,xn) — ¢(x)
h

h—0
— 0.

p

— 0z (x)

Demostracion. Como Dj ¢ — Ox;j¢ a.e. x, por el Lema 4.4 obtenemos

1D nollp < 1|0,
De este modo y por el Lema 2.3, llegamos a que

h—0
1D;n¢ — 0|l == 0.

Esto concluye la prueba. O
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Lema 4.6. Sea A un operador acotado invariante por traslaciones de LP a LY y u € &,
entonces se cumple

D (Au) = A(D%u) (4.3)
en el sentido de las distribuciones.

Demostracion. Para probar esto es suficiente considerar la derivada de primer orden. Sea
v = Au y definimos up(x) = u(z1 + h,xa,...,2,) y vp(z) de forma equivalente. Como A
es invariante por traslaciones tenemos que Auj, = vy, y entonces

Uup — U Vp — U
A = .
() ="
Tomando h — 0, por el Lema 4.5, (up, — u)/h converge a du/dx1 en LP, vemos entonces
que (v, —v)/h converge a A(Ou/0x1) con la norma de LY. Queda con esto visto (4.3). O

Lema 4.7. Si una funcion v en R™ y sus derivadas de orden k con k < n son localmente
LP, podemos redefinir v en un conjunto de medida nula para hacerla continua. Entonces,
existe una constante C

1/p
pwl<c Y ( /| er%<y>|de> | (4.4
y—a|<

|al<n

Demostracion. Las suposiciones acerca de v se satisfacen también con p = 1y (4.4) se
sigue del Teorema 2.7 para todo p si se prueba para p = 1. Supongamos ahora que z = 0
y que v tiene soporte compacto en la esfera unidad. Sea ¢ una funcion de C§° con soporte
en la esfera unidad y que tenga valor igual a 1 en un entorno del 0. Sea ahora w = v¢, que
tiene soporte compacto en la esfera unidad. La formula de las derivadas de Leibniz nos da

> [irumlay<c ¥ ( /| D%l dy ).

la|<n la|<n

Entonces, si probamos el lema para w, obtendremos que v es continua en un entorno
del origen salvo como mucho en un conjunto de medida nula y que (4.4) es vélido para
x = 0. El enunciado general del lema se sigue de su invariancia por traslaciones. Sea
h(z) = H(x1)...H(zy) donde H es la funcion de Heaviside, la cual vale 1 si x > 0y 0 si
x < 0. Entonces, aplicando el Ejemplo 3.19:

J"h

ox1...0x, =90

en el sentido de las distribuciones. Ahora, como w tiene soporte compacto, tenemos que,
aplicando la definicion de convoluciéon en el sentido distribucional, (w * §) = §(w,) =
wg(0) = w(zx), a partir de lo cual obtenemos

J"h 0"w

wzw*d:w*axl...axn:axl...amn*h‘
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En la parte derecha tenemos una convolucién entre una funcién integrable y una acotada,
y por tanto una funcién continua. w se diferencia de esta funcién continua Gnicamente en
un conjunto de medida nula, y cambiando su definiciéon obtenemos

o"w
< -
()] \/‘81'1...83%

lo que completa la prueba. O

dx,

Teorema 4.8. Sea A es un operador invariante por traslaciones acotado de LP(R™) a
L1(R™), entonces hay una inica distribucion T € " tal que

Au=T*u, u e 7.

Demostracion. Por el Lema 4.7 podemos modificar la funcién Au en un conjunto de medida
nula para que sea continua si u € ., obteniendo

[(Au)(0)| < C Y [IDull,.

laj<n

Como, por el Teorema 3.23, (Au)(0) es una forma lineal continua en . podemos escribirlo
como

(Au)(0) = T(u) = (T * u)(0),

donde u queda descrito en la Definicion 2.29 y T € .’. Dado que ambos lados de la
igualdad son invariantes por traslaciones, obtenemos

(Au)(z) = (T x a)(x)

para todo z, lo que prueba el teorema debido a que la unicidad de T se sigue de la
demostracion. Si p < oo, el espacio . es denso en LP y el operador A se toma como la
clausura de u — T xu. Si p =00 y ¢ < 00, tenemos que T" = 0 por el Teorema 4.3. Por
altimo, si p = ¢ = oo, la distribucién T es una medida acotada. O






Capitulo 5

Multiplicadores de Fourier

En este capitulo comenzaremos a trabajar con los conceptos de los multiplicadores de
Fourier, asi como desarrollar resultados relativos a ellos.

Definicion 5.1. Llamamos L} al espacio de las distribuciones T € . tales que
1T * ullq < Cllully , u e (5.1)

donde C' es una constante. La menor constante que cumple la desigualdad (5.1) la denota-
mos por L(T).

Definicién 5.2. El conjunto de transformadas de Fourier T' de distribuciones T € L} se
denota por M y MZ(T) = L}(T). A los elementos de M los llamamos multiplicadores
del tipo (p, q).

Teorema 5.3. Sea T # 0 una distribucion. El conjunto de los puntos (z,y) € R? tal que

1/y
T e Ll/z

es un subconjunto convexo del tridngulo
0<z<L,0<y<Ly<uz, (5:2)
que es simétrico respecto a la recta v +y = 1.
Demostracion. Ver demostracion en |5, Teorema 1.3]. O
Teorema 5.4. Se cumplen las siguientes igualdades
LP =1 =1, p<oo; L =Li=M,
donde también se dan las tgualdades de las respectivas normas.

Demostracion. En virtud del Teorema 5.3, es suficiente probar que Lp® = LF y que L =

M. La primera igualdad se deduce de que L¥ es el dual de LP cuando p < 00, y por
otro lado, la segunda desigualdad es la definicion de medida acotada, dada al final de la
demostraciéon del Teorema 4.8. O
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. 1/y
Corolario 5.5. T € Ll/x

para todo (z,y) del tridngulo (5.2) si y solo si T € L' N L.
Demostracion. Ver [5, Corolario 1.1]. O

Corolario 5.6. Seap < qyl/p—1/qg=1—1/a. Entonces tenemos que L, C L} y

L3(f) < I fla- (5.3)
Ademds, si a = 1, podemos sustituir L* por M.

Demostracion. Por el Teorema 5.4 el corolario se cumple para p = a/, ¢ = oo y para
p =1, ¢ = a. El caso general se deduce de las propiedades de la convexidad del Teorema 5.3.
Vemos que de hecho (5.3), es exactamente

1S * ullg <[ fllallullp, f €L ue s
Con esto quedaria probado. O
Teorema 5.7. M2 = L™ y también se da la igualdad de las normas.

Demostracion. Sea T € L3, de modo que T e M3. Entonces T * u € L? para todo u € .7,
por lo que la transformada de Fourier T4 € L?, y

(T2 = T * ull2 < L3(T)ull2 = M3(T)]all2

para todo @ € .. Esto prueba que T es localmente L2 y entonces que |T(€)| < MS(T\)
en casi todo punto. Por otro lado, si [T(£)| < C en casi todo punto, el mismo argumento

~ ~

prueba que M2(T) < C. Asi, M2(T) es el supremo de T, lo que prueba el teorema. O]

Antes de ver el siguiente resultado, comentaremos el Teorema de Diferenciacion de
Lebesgue, resultado que necesitaremos més adelante.

1

loe(R™), entonces

Corolario 5.8 (Teorema de Diferenciacion de Lebesgue). Sea f € L

, 1
}%‘RO/BTf(x—?J)dyf(HT)y a.e. X.
Por tanto, concluimos que |f(x)| < M f(z), a.e. x.

Teorema 5.9. Sea M} = {m tales que T,,,: L’ — L9}, se tienen los siguientes resulta-
dos:

a) Sip>q, My ={0}.

b) Sip=q=2, M2 = L®(R").
q_ agp P _ agP

C)M —Mq/ yMp—Mp/-

Demostracion.  a) Se deduce del Teorema 4.3.
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b) Para ver esta igualdad veamos el doble contenido. Veamos primero L* C M3. Sea

m € L>®, queremos ver si T}, esté acotado de L? en L?. Tenemos que m =m- fy
empleando la Proposicién 2.38:

[T fll2 = [Tmfllz = [Imfll2 < Imllcoll fll2 = Imllco L £112;

por lo que concluimos que || Ty, |22 < [|m| - Para comprobar que M3 C L,
supongamos que Ty,: L? — L? Sean z € R*, r > 0y f € L? de modo que

1
fy) = ——=——=XB(n(y) € L. Por lo tanto,

|VB(x,r)|
T £13 = 1T F1I3 = llmf1I3 < CIFII3,
y analogamente

1
|B($, ’I“)’ B(z,r)

b
| B(z,7)]

Haciendo tender 7 — 0, podemos aplicar el Corolario 5.8, llegando a que |m(z)|? <
Cae x= me L™

Im(y)]> dy < C |B(z,r)| = C.

Comenzamos comprobando la primera afirmacion. Sea T' € My, es decir, T: LP — L4
estd acotado. Veamos entonces que T € M. 5,/, es decir, que T es un operador de L
en LP'. Nos paramos primero a ver que podemos definir la relacion entre los espacios
LPy L¥ como

(f,g) = / " @)l do,

con f € LP,g € L¥, que esta bien definido por el Teorema 2.7. Definimos ahora el
operador adjunto de T' como T*: LY — L¥ de modo que satisface:

(Tf,g) = (f, T*g), para todo f € LP, g € L. (5.4)
Como partimos de que T es acotado, existird una constante C' tal que para toda
funcién f € LP,
| T flle < C| fllze-

De este modo
(KTl < T fllzallgll e < Clflizelgllpa- (5.5)

Ahora, uniendo lo obtenido en (5.4) y en (5.5), llegamos a la conclusiéon de que T
debe ser acotado de L7 en Lp/, y de hecho, debe serlo con la misma constante C.
De esta manera, hemos probado que si tomamos un operador T' € My, entonces su

operador adjunto T € M ;’,/. Repitiendo el proceso en el sentido inverso, llegariamos
aquesi T € M 5,/, su operador adjunto T7"* € M}, de modo que podemos concluir

que los espacios M, y M;J,/ mantienen una relaciéon de dualidad, con lo que llegamos
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/ /
a que M} = M(f,. Para terminar, vemos que el caso M} = MIIDD,, es simplemente
una particularizacion del caso general cuando p = ¢, por lo que se deduce de la
demostracién previa.

O

Teorema 5.10. Sean 1 < po,p1,q0,q1 < 00, 0 < 8 <1 y definamos p y ¢ como

1 1-6 6 1 1-60 0

== +—, == +—.

p Po b1 q 4o Q1
Si T es un operador lineal de LPO + LP' en LY + L9 tal que

HTfHQO < MOHprO para f € LP°

1T fllgy < Ml fllpy para f € L,
entonces,

ITfllg < My~ *MY||f|lp para f € LP.

Demostracion. Puede encontrarse en |3, Teorema 1.42]. O

Observacion 5.11. Por el Teorema 5.10, sean T7: LP — LP, T5: LV — P con 1 <
p < 2 < p' < oo, entonces la aplicacion T: L™ — L" esta bien definida para toda r tal
quep <7 <p. Ademéassi p<r<2= M} ¢ M ¢ M2 = L.

Corolario 5.12. Para todo p tenemos que My C L™, y || flloo < ME(f), f € M.
Demostracion. Ver |5, Corolario 1.3]. O

Teorema 5.13. Se satisfacen las siguientes inclusiones:

MlcLy, sip>2 MICL] s q<2. (5.6)
Demostracion. Como My = M é’,l por el Teorema 4.8, es suficiente probar la segunda mitad
de (5.6). Sea T € Li, q < 2. Para todo u € .% tenemos que T'xu € L% y por el Teorema 2.44,
obtenemos que Tu € Lq/, para todo u € %, y por tanto, para todo u € .. Esto prueba el
teorema. O

Teorema 5.14. Sea 2 < p<Lg<rop<qg<r<2. Entonce&sifeMg ygEM(;
tenemos que fg € My y

M;(fg) < M(F)M(g).

El operador invariante por traslaciones correspondiente a fg es el producto de los corres-
pondientes a las funciones f y g.

Demostracion. Véase |5, Teorema 1.7]. O

Corolario 5.15. Para todo p, M} es un anillo normado con las operaciones de suma y
producto.
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Teorema 5.16. Sea f € M) y g € ., tenemos
gf € M sir <p;gf € M, sis>q.
Demostracion. Véase |5, Teorema 1.8]. O

Veamos a continuacién uno de los resultados méas importantes demostrados recien-
temente, el Teorema del multiplicador de la bola. Se queria estudiar un problema de
acotacion de p tal que m € M}, siendo m la funcién caracteristica de la bola, para
1 <p<2<yp < oo, siendo p,p’ coeficientes conjugados. Hasta un cierto momento,
se sabfa que dicha p, debia ser estrictamente mayor que 1 y menor o igual a 2, y por
simetria, que p’ debia ser mayor o igual que 2 y estrictamente menor que infinito, pero no
fue hasta 1973, cuando Charles Fefferman probé que la funcién caracteristica de la bola
pertenece a M} < p = 2.

Teorema 5.17 (Teorema del multlphcador de la bola). Sea m = XB, stendo B la bola de
dimension n € N. Tenemos que TBf = XBf, donde Tp f(x fB )e2mE dE - entonces
podemos dividir el estudio de p para que m € M} en los szguzentes dos €asos:

» Sin =1, entonces m € M,, con 1 <p < oo.
» Sin =2, entonces m € My, <= p = 2.

Ejemplo 5.18 (Transformada de Hilbert). Definimos la transformada de Hilbert H f como:

Hf(z) =v.p. 7f(y) dy = v.p. 7‘}((:6 —Y) dy,
R L — Y R™ Yy
donde
v.p. 7f($ —Y) dy = lim 7‘]((&6 —Y) dy.
R Yy 0 Jecly|<1/e Yy

Para aplicar la transformada de Fourier a H f, realizamos un paso previo, que es darnos
cuenta de que podemos expresar H f en términos de una convolucién, de modo que

@) =vo [ LD a4y (vp (1) o),

Ahora, aplicando el segundo apartado de 2.35, llegamos a que

Calculemos ahora
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1
Definimos la transformada de Fourier de v.p. <> como
x

T e ) —2mix€
(V.p. (1>) &) = / V.p. (1>6_2ﬂm€ dr = lim c dx.
x — oo T e—0 6<|I|<1/6 T

Por otro lado conocemos la siguiente igualdad e=2™*¢ = cos(2nz€) — isen(27x€), por lo
que

—2mix€ ;

e cos(2mxé) — 1sen(2mwx
lim dr = lim ( ¢) ( §)
e—0 e<|w|<1/e X e—0 e<|z|<1/e X

dz.

Examinemos ambas integrales por separado. Por un lado, la funciéon cos(27z€) tiene sime-

) 1 . o cos(2mz€)
tria par, y por otro, la funcién — tiene simetria impar, por lo que el producto ——==
x x

tiene simetria impar y
3 cos(2mx
lim 7( 3 d
=0 Je<|z|<1/e Zz

Tz = 0.

Por otra parte, la funcion sen(27rz€) tiene simetria impar, y como — tiene también simetria
T

sen(2wzf)

impar, el producto tiene simetria par. De este modo, reducimos el calculo a

lm cos(2mx€) — isen(2wxf) dr — —ilim sen(2mxf)

=0 Jeclaz|<1/e x €0 Jec|z|<1/e x

dz.

Al estar trabajando en R™, podemos olvidarnos de la unidad imaginaria, y enfocarnos en
resolver la integral

lm sen(2mxg)

20 Jeclz|<1/e T

dz.

Distinguimos dos casos:

= Si € > 0, entonces aplicando el cambio de variable u = 27x€, tenemos que

2
lim SenTE) 1y — tim sonv) g, - .
=0 e<|z|<1/e T =0 e<|z|<1/e u
» Si £ < 0, entonces tenemos que sen(2wz(—¢§)) = —sen(2wz€), ahora con £ > 0.

Aplicando el cambio de variable u = 27z, tenemos que

sen(2mz(~¢)) —sen@rag)

lim dz = lim
€0 Je<|z|<1/e x €0 Jec|z|<1/e x
B sen(u
= —lim ) du = —m.

=0 e<|z|<1/e u
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De este modo, podemos expresar

lim sen(2mxg)

€0 Jec|z|<1/e z

(p/@) (6) = —msan(e).

Ahora, por una cuestién de consistencia en la definicién de la transformada de Fourier,

reescribimos la expresion como
/1
v (=) )(© = sen(©) (53)

Uniendo lo obtenido en (5.7) y (5.8), llegamos a la conclusion de que

dx = msgn(§),

de donde concluimos que

~

Hf(§) = sgn(§) £(S),
donde la funcion sgn(z), estaba definida de la siguiente forma:
1siz>0

sgn(z) = Osiz=0
—1siz <0

Por otro lado, podemos comprobar tomando f = x(g,1), que H f ¢ L'. De hecho, se puede
concluir que H € L, <=1 < p < oo ayudandonos de [3, Teorema 2.5|.
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