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https://cvdof.ucm.es/moodle/mod/forum/view.php?id=521523

Grupo DGIIM

TEORIA Y PROBLEMAS

@ Profesor: Juan Carlos Felipe

@ Mail: jcfelipe@ucm.es ~ Uso del Foro de Consultas del CV

Despacho: QB-646 (Facultad de Quimicas, Edificio B, planta 62)

Horario de clase:

L-XJ- 10:00 - 10:50
Aula S-116
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- Jueves 11:30-13:00 & 15:00-16:30
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METODOS
NUMERICOS
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@ MATLAB
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Evaluacién

o Entregas de Problemas
@ Précticas de Matlab

e Examen Final (14 Mayo)/ Extraordinario (12 Junio)
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Evaluacién

o Entregas de Problemas
@ Précticas de Matlab

e Examen Final (14 Mayo)/ Extraordinario (12 Junio)

15% Problemas
Nota Final ={15% Practicas
70% Examen
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Motivacion

iPor qué estudiamos Métodos Numéricos? )
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Motivacion

iPor qué estudiamos Métodos Numéricos? )

@ Muchos resultados matematicos demuestran la existencia de cierto
objeto (la solucién de nuestro problema) pero no nos dicen cémo
construirlo

Presentacién Métodos Numéricos Curso 23/24



Ejemplo 1

; Cémo calcular L7
¢ V2
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https://en.wikipedia.org/wiki/Fast_inverse_square_root

Ejemplo 1

; Cémo calcular L7
¢ V2

iPor qué querriamos obtener eso?
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https://en.wikipedia.org/wiki/Fast_inverse_square_root

Ejemplo 1

. 1
iCom Icular —=7
iCémo calcula 7 J

iPor qué querriamos obtener eso?

@ Calcular de forma rapida y precisa es crucial en la programacién

§|H

de videojuegos 3D ~ La iluminacién y sombreado de superficies
requiere el calculo de vector normal
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Ejemplo 1

; Cémo calcular L7
e V2

iPor qué querriamos obtener eso?

o Calcular de forma rapida y precisa ﬁ es crucial en la programacion

de videojuegos 3D ~ La iluminacién y sombreado de superficies
requiere el calculo de vector normal

v 1

T e (1, 2,13
W~ g )

V:(V17V27V3) ~

Presentacién Métodos Numéricos Curso 23/24


https://en.wikipedia.org/wiki/Fast_inverse_square_root

Ejemplo 1

; Cémo calcular L7
¢ V2

iPor qué querriamos obtener eso?

o Calcular de forma rapida y precisa ﬁ es crucial en la programacion

de videojuegos 3D ~ La iluminacién y sombreado de superficies
requiere el calculo de vector normal

v 1

T ————— (1,2,
W~ s geg )

V:(V17V27V3) ~

Algoritmo Fast Inverse Square Root )
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https://en.wikipedia.org/wiki/Fast_inverse_square_root

Ejemplo 2

i Cémo encontrar la Gnica solucién de la ecuaciéon e™ = x? J
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Ejemplo 2

X

i Como encontrar la Gnica solucién de la ecuaciéon e™ = x? J
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Ejemplo 2

i Cémo encontrar la Gnica solucién de la ecuaciéon e™ = x? J

@ No hay solucién en (-o0,0]
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Ejemplo 2

i Cémo encontrar la Gnica solucién de la ecuaciéon e™ = x? J

@ No hay solucién en (-o0,0]

@ Por Bolzano, hay al menos una solucién en (0, +o0)
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Ejemplo 2

i Cémo encontrar la Gnica solucién de la ecuaciéon e™ = x? J

@ No hay solucién en (-o0,0]
@ Por Bolzano, hay al menos una solucién en (0, +o0)

@ Por monotionia, hay como mucho una solucién

Presentacién Métodos Numéricos Curso 23/24



Ejemplo 2

i Cémo encontrar la Gnica solucién de la ecuaciéon e™ = x? J

@ No hay solucién en (-o0,0]
@ Por Bolzano, hay al menos una solucién en (0, +o0)

@ Por monotionia, hay como mucho una solucién

Método de biseccién / Método de Newton / Método de Punto Fijo J
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Motivacion

i Por qué estudiamos Métodos Numéricos? )

@ Muchos resultados matematicos demuestran la existencia de cierto
objeto (la solucién de nuestro problema) pero no nos dicen cémo
construirlo

@ A veces, aun sabiendo como construir un objeto/solucién, el
procedimiento no es a priori factible en la practica
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Motivacion

i Por qué estudiamos Métodos Numéricos? )

@ Muchos resultados matematicos demuestran la existencia de cierto
objeto (la solucién de nuestro problema) pero no nos dicen cémo
construirlo

@ A veces, aun sabiendo como construir un objeto/solucién, el
procedimiento no es a priori factible en la practica ~ limite
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Ejemplo 3

(e
i Cémo calcular la integral / t02etdt? J
0
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Ejemplo 3

(e
i Como calcular la integral / t 02etdt? J
0

@ Por definicién de integral impropia

0 L
/ t702etdt = lim / t702 et gt
0 =0 /.

L—+00
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Ejemplo 3

(e
i Cémo calcular la integral / t02etdt? J
0

@ Por definicién de integral impropia

oo L
/ t702etdt = lim / t702 7t gt
0 =0 /.

L—+o0
@ Por la construccién de la integral de Riemman

b N
b- b-
/a f(t)de=lim Na,zlf(a” Na)

—+00
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Ejemplo 3

[ee)
i Como calcular la integral / t 02etdt? J
0

Por tanto,

(o) _ N — -0,2 Py
/ t%2etdt= Iim L-e > (5 + iL 6) e (i)
0 e—0 N i=1 N

L,N—+oo
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Ejemplo 3

(o]
iCémo calcular la integral / t02etdt? J
0

Por tanto,

% - L—8N L« -0,2 - e
/ t02etdt=lim Z(a+, ) e (%)
0

e—0 N i=1 N
L,N—+oc0 =
Cuadraturas de Newton-Cétes / Cuadraturas de Newton J
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Motivacion

i Por qué estudiamos Métodos Numéricos? )

@ Muchos resultados matematicos demuestran la existencia de cierto
objeto (la solucién de nuestro problema) pero no nos dicen cémo
construirlo

@ A veces, aun sabiendo como construir un objeto/solucién, el
procedimiento no es a priori factible en la practica ~ limite

@ Para conseguir la solucién se requiere un niimero de operaciones
inasumible a mano pero si para un ordenador
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Motivacion

i Por qué estudiamos Métodos Numéricos? )

@ Muchos resultados matematicos demuestran la existencia de cierto
objeto (la solucién de nuestro problema) pero no nos dicen cémo
construirlo

@ A veces, aun sabiendo como construir un objeto/solucién, el
procedimiento no es a priori factible en la practica ~ limite

@ Para conseguir la solucién se requiere un niimero de operaciones
inasumible a mano pero si para un ordenador ~ Matlab
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Ejemplo 4

i Como resolver un sistema lineal de un millén de ecuaciones? J
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Ejemplo 4

i Como resolver un sistema lineal de un millén de ecuaciones? J

iPor qué querriamos hacer eso?
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Ejemplo 4

i Como resolver un sistema lineal de un millén de ecuaciones? J

iPor qué querriamos hacer eso?

@ En Procesamiento de Imagenes, la mayoria de transformaciones se
reducen a la resolucién de un sistema lineal
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Ejemplo 4

i Como resolver un sistema lineal de un millén de ecuaciones? J

iPor qué querriamos hacer eso?

@ En Procesamiento de Imagenes, la mayoria de transformaciones se
reducen a la resolucién de un sistema lineal

o Cada pixel viene representado por 3 variables ~ Composicién RGB
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Ejemplo 4

i Como resolver un sistema lineal de un millén de ecuaciones? )

iPor qué querriamos hacer eso?

@ En Procesamiento de Imagenes, la mayoria de transformaciones se
reducen a la resolucién de un sistema lineal

o Cada pixel viene representado por 3 variables ~ Composicién RGB

3 !'f]* | v‘lw
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Ejemplo 4

i Como resolver un sistema lineal de un millén de ecuaciones? J

iPor qué querriamos hacer eso?

@ En Procesamiento de Imagenes, la mayoria de transformaciones se
reducen a la resolucién de un sistema lineal

o Cada pixel viene representado por 3 variables ~ Composicién RGB

Métodos directos ~ Cramer / Gauss / Factorizacién LU / Cholesky

Métodos iterativos ~ Gauss-Seidel / Relajacién
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Objetivo de la asignatura

Encontrar la solucién (de forma exacta o aproximada) a problemas de
Algebra Lineal y Anélisis J
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Objetivo de la asignatura

Encontrar la solucién (de forma exacta o aproximada) a problemas de
Algebra Lineal y Anélisis J

@ Disenar algoritmos
@ Analizar algoritmos

@ Implementar algoritmos

Presentacién Métodos Numéricos Curso 23/24



Objetivo de la asignatura

Encontrar la solucién (de forma exacta o aproximada) a problemas de
Algebra Lineal y Anélisis J

@ Disenar algoritmos
@ Analizar algoritmos

@ Implementar algoritmos ~ Matlab
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Objetivo de la asignatura

Encontrar la solucién (de forma exacta o aproximada) a problemas de
Algebra Lineal y Anilisis J

@ Disenar algoritmos
o Analizar algoritmos

@ Implementar algoritmos ~ Matlab

ENTRADA roritmo
Aleort SALIDA

(Datos)
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Diseno e Implementacién de Algoritmos

PRECISION

RAPIDEZ
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Contenidos

Introducciéon y Anélisis de Errores
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Introducciéon y Anélisis de Errores

Parte I: Algebra Lineal Numérica
@ Complementos de Algebra Lineal
@ Condicionamiento de Sistemas Lineales
© Métodos Directos de Resolucion de Sistemas Lineales

Q@ Métodos lterativos de Resolucidn de Sistemas Lineales

Presentacién Métodos Numéricos Curso 23/24



Introducciéon y Anélisis de Errores

Parte I: Algebra Lineal Numérica
© Complementos de Algebra Lineal
@ Condicionamiento de Sistemas Lineales
© Métodos Directos de Resolucién de Sistemas Lineales

@ Métodos lterativos de Resolucién de Sistemas Lineales

Parte Il: Andlisis Numérico
© Interpolacién (polinémica y splines)
@ Diferenciacidon Numérica
@ Integracién Numérica

@ Métodos de Resolucién de Ecuaciones NO Lineales ~  Polindmicas
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Métodos Directos para Sistemas Lineales
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Dada una matriz invertible A € M ,(K) y un vector b € K" queremos
resolver el sistema
Ax=b

de la forma més eficiente posible.
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Coste computacional de operaciones basicas

@ Producto de matrices (o vector):

p
Dados B € Mpyp(K) y C € Mpym(K) ~ (BC)ji= > bk cij
k=1

nm[p+(p-1)]=nm(2p—-1) operaciones

@ Cidlculo de determinante:

n
Dada B e M,(K) ~ |B| = Y sign(o) [ a0

oeS,

nl(n-1)+(n'=1)=nn!-1 operaciones
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Método basado en la inversa

Proposicién

Dada una matriz invertible A € M ,(K) tenemos que
=il ij
(A )/J = Ta0
Al
donde
a1l 000 ai j-1 a1,j+1 000 dln
i = (_1)i+j di-11 .- di-1j-1 dj-1j+1 --- di-1n
i=
J 4j+1,1  --- di+l,j-1 di+1j+1 --- Qdi+ln
anil . dn,j-1 dnj+1 . dnn

El coste computacional de calcular la inversa asi es

2

n’nl —n?® - 1w e"'o8n

operaciones
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Método basado en la invers

Por tanto, si calculamos la solucién del sistema
Ax=b como x=A1b
se necesitan:
o Cilculo de la inversa
n’nl —n*-1 operaciones
@ Producto inversa por vector

n(2n-1)=2n? —n operaciones

Coste total: n’nl+n®>-n-1 operaciones J
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Método de Cramer

Proposicién
Dada una matriz invertible A € M, (K), la solucién del sistema
Ax=b

viene dada por
|(a1,...,3i-1,b,8i41,---,an)|
|Al

i =

Por tanto, si calculamos la solucién del sistema des esta forma se necesita

o Célculo de (n+1) determinantes nx n ~ (n+1)nn! —n—1 operac.

@ Cilculo de n divisiones

Coste total: n(n+1)! -1 operaciones

Métodos Directos Métodos Numéricos Curso 23/24



Sistema con matriz diagonal

Cuando la matriz del sistema es diagonal A = D, entonces

d 0 ... 0\ /x1 by
0 o 0 N N
0 0 ... d,J\x, bn

es equivalente a resolver

dixj=b; paratodo ie{l,... n}.

Por tanto
x; = b;/d; paratodo ie{l,...,n}.

Coste total: n operaciones J
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Sistema con matriz triangular inferior

Cuando la matriz del sistema es triangular inferior A = L, entonces

/11 0 cee 0 X1 b1
b1 b2 Off:]_1:
It T2 oo Ian/ \Xp by,

se puede resolver con el algoritmo de sustitucién hacia adelante

x1=b1/h1

i-1
Xj = b,' - Z/’JXJ //,','
j=1

n
Coste total: > (2i-1) = n® operaciones J
i-1
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Sistema con matriz triangular superior

Cuando la matriz del sistema es triangular superior A = U, entonces

uir Ui ... Uin X1 b1
0 w2 wa |l ]
0 0 ... up/ \Xn b,

se puede resolver con el algoritmo de sustitucidn hacia atrds

Xp = bn/unn

Xi:(bi— > Uinj)/U,',‘

j=i+1

n
Coste total: > (2n-2i-1) = n® operaciones J
i-1
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Método de Gauss

Ax=b
AL - A A A AM =y
b = p T 1gm T @ oo B RO N
Ux=5b

Una vez trasformado el sistema en uno triangular superior resolvemos con
algoritmo de sustitucién hacia atras.
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Método de Gauss

Permutacién (paso k € {1:n—1}): (AR p(R)) (AWK 5Lk

(k)T
@y

LT

Actualizacién de la matriz i

a[(k) T

Actualizaciéon del término independiente

Métodos Directos Métodos Numéricos

_ T

Ik

_ al((k) T

_ a(k) T

(k)
k

Bk

Ik

Bk

si ik, ik

_ 0
Ik

_ 4k
by

= b0 s ik, i
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Método de Gauss

Eliminacién (paso k€ {1:n—1}):

(A(k)’g(k)) ~ (A(k+1)’ b(k+1))

ol
lik = a'(—kk) multiplicador
kk
V filajie{k+1:n} a’(jku) _ algjk)_,ika’((jf) V col. je{k+1:n}
D = gt g gk

Coste total:

n-1 . 3
k=1

+ —n“——n operaciones
2 6
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Método de Gauss

Cada uno de los pasos se puede entender como un producto de matrices
@ Permutacién
AK) = pkilic oK)
@ Eliminacién
A1) _ k) g(k)
donde

E( - B
~hs1 e 1

“Ink 1
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Método de Gauss

El proceso del Método de Gauss se puede resumir en
U=AM - (E("—l)p("—l)...E(l)p(l)) A= MA
y por tanto

Ax = b~ (MA)x = (Mb)

Teorema

Sea A € M,(K) una matriz invertible. Entonces existe M € M ,(K)
también invertible tal que MA es triangular superior.

U=MA
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Factorizacion PALU

Teorema

Sea A€ M,(K) una matriz invertible. Entonces,
PA=LU,

donde L es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal, U es una
matriz triangular superior y P es una matriz de permutacién.

1 Uil U U1n
b1 1 U2 U2p
L= : , U= :
/n—l,l 1 Up-1,n-1 Un-1,n
R

Unn

'D=(eo(l)aea(2)a-~,eg-(n)) con o€S".
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Factorizacion PALU

Lema [Problema 16 (Hoja 1)]

Sea

con ke {l1,2,...,n—1}. Entonces,
Ex=Ild+lcel v (E)t=Id-lel
donde /x = (0,...,0, lks1.4,- -, /nk) . Ademds
EiEy--Epq = Id + nf/ke[.

k=1
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Factorizacion PALU

Dados j > i > k, sean Ek:Id+/keZ—y

i) 5
i _
P —(el, €, ..., &, ..., €, ...e,,).

entonces B B
PIEPI=E =Id+1Iel,
donde
k) i J)
le=PPl=(0, 0, ..., 0, lsiks «-or Dy ovr ey o)
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Introduccién a la aproximacion
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Aproximacién e Interpolacién



Aproximacién constante
T

3 T T

Funcion

Aproximacion Constante
2 -
1 F .|
0 4
= i
2k




lineal

04

02

uncion
proximacion Lineal




Aproximacién cuadritica
T

uncion
proximacion Cuadrdtica




—— Fundién
——— Aproximacion Constante

Aproximacion Lineal
Aproximacion Cuadrética

04

02




T
Funcién
Aproximacion Trigonométrica




Funcién
Aproximacion Trigonometrica
Aproximacion Polinomica




Aproximacién e Interpolacién



O Fundén
——— Aproximacion Constante
Aproximacion Lineal
Aproximacion Cuadrética

04

02




Interpolacién Polinémica

Funcion
Interpolacion




Interpolacién Trigonométrica

Funcion
Interpolacion




Interpolacién Polindmica y Trigonométrica




Interpolacién Polindmica
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Polinomio interpolador

Teorema

Dada f:[a,b] > Ry {xp,...,Xn}, existe un tnico p € P, tal que

p(x;) =f(x;) paratodo i€{0,1,...,n}.
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Polinomio interpolador

Teorema

Dada f:[a,b] > Ry {xp,...,Xn}, existe un tnico p € P, tal que

p(x;) = f(x;) paratodo i€{0,1,...,n}.

Ademas, viene dado por la expresion

p(x) = z"gfoq) Li(x).
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Polinomio interpolador

Teorema

Dada f:[a,b] > Ry {xp,...,Xn}, existe un tnico p € P, tal que

p(x;) = f(x;) paratodo ie{0,1,...,n}.

Ademas, viene dado por la expresion

p(x) = i:)f(x,-) Li(x).

Recordamos que la base de Lagrange se define

n

Li(x) = .

' g X = Xk
k=i

X — Xk
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Base de Newton

Teorema

Dada f:[a,b] > Ry {x0,...,Xn}, €l polinomio interpolador p € P, es

n

p(x) = > flxo,...,xi] Ni(x).

i=0
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Base de Newton

Teorema

Dada f:[a,b] > Ry {x0,...,Xn}, €l polinomio interpolador p € P, es

p(x) = ﬁ(:]f[xo, ooy Xi ] Ni(x).

Recordamos que la base de Newton se define

i-1
Ni(x) = TT(x = %),
k=0

y las diferencias divididas se obtienen recursivamente

flxi] = £(x),
f[X,', '--7Xi+k] _ f[x;,...,x,-+k,1‘]—f[x,-+1,...,x,-+k] '

Xi=Xi+k
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Férmula de Newton

p(x) = if[xo, ()

i Cémo vamos a calcular los coeficientes? J
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Férmula de Newton

p(x) = ﬁ(:)fl:XO, e ,X,'] N,'(X)

i Cémo vamos a calcular los coeficientes? J
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Férmula de Newton

p(X) = ﬁ(:)fl:XO, e ,X,'] N,'(X)

i Cémo vamos a calcular los coeficientes? J
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Férmula de Newton

p(X) = ﬁ(:)fl:XO, e ,X,'] N,'(X)

i Cémo vamos a calcular los coeficientes? J
f[Xo] f[Xo,Xl]
f[x1] fx1,x2]
fl:Xz

] f[XQ', X3]

f[x;_l] f[x,,_:l, Xn ]
fxn]
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Férmula de Newton

p(X) = ﬁ(:)fl:XO, e ,X,'] N,'(X)

i Cémo vamos a calcular los coeficientes? J
flx]  flxo,xi] f[x0,x1,x2]
flal  flxi,x] fx1, x2, x3]
fl:Xz

] flxe,x3] fx2,x3,x4]
f[Xn—Qa Xp-1, Xn]

f[x;_l] f[x,,_:l, Xn]
fxn]
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Férmula de Newton

p(X) = i(:)f[XO, e ,X,'] N,'(X)

i Cémo vamos a calcular los coeficientes de forma sencilla? J
f[Xo] f[Xo,Xl] f[Xo,Xl,Xg] f[Xo,...,Xn_l]
flal  flxi,x] flxi,x2, 3] = flx1,..., ]
fl:Xz

] flxe,x3] fx2,x3,x4]
f[Xn—Qa Xpn-1, Xn]

f[x;_l] f[x,,_:l, Xn ]
fxn]
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Férmula de Newton

p(X) = ﬁ(:)fl:XO, e ,X,'] N,'(X)

i Cémo vamos a calcular los coeficientes? J
f[xo] f[x0,x1] f[x0,x1,%2] o F[X0y. ey Xno1]  F[X0y- -y Xn)
flal  flx,x] flxi,x2,x3] = flx1,...,xp]
flxe]  flxe,x3] flx2,x3,xa]

: : f[Xn—ZaXn—laXn]
f[Xn—l] f[Xn—laXn]
fxn]
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Férmula de Newton

p(x) = if[xo, ()

i Cémo vamos a calcular los coeficientes? J
fxo] f[x0,x1] f[x0,x1,%2] o F[X0y. oy Xno1]  F[X0y- -, Xn)
f[x1] fx1,x2] fx1,x2,x3] o X1,y Xn]
fixx]  flx2,x3] fx2, X3, xa]

: : f[Xn—ZaXn—laXn]
f[Xn—l] f[Xn—laXn]
fxn]
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Férmula de Newton

p(X) = Zn[:)f[Xo,.. .,X,'] N,'(X) + f[Xo,.. . 7Xn+1] N,H.l(X)

i Como vamos a calcular los coeficientes? )
f[XO] f[XOaxl] f[X07X17X2] fl:XOa"an]

f[fl] f[Xl., x2] fx1,x2,x3]
Flxo1] D1, 0]

fxn]
f[Xn+1]

Si anadimos un nuevo punto, actualizar el polinomio es muy sencillo J
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Férmula de Newton

p(X) = Zn[:)f[Xo,.. .,X,'] N,'(X) + f[Xo,.. . 7Xn+1] N,H.l(X)

i Como vamos a calcular los coeficientes? )
f[xo] f[x0,x1] f[x0,x1,x2] o f[X0y-e oy Xn]  F[X0s .o Xnet]

f[Xl] f[Xl,XQ] f[Xl,X2,X3] f[Xl,...,X,H.l]
f[Xn—l] f[Xn—laXn] f[Xn—17Xn7Xn+1]

f[xn]  f[Xn,%n+1]
f[Xn+1]

Si anadimos un nuevo punto, actualizar el polinomio es muy sencillo J
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Error en la aproximacion

iDisminuye el error al aumentar el nimero de puntos de la interpolacién? J
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Error en la aproximacion

iDisminuye el error al aumentar el nimero de puntos de la interpolacién? J

s Interpolacién de (x) = [x] con 10 puntos equiespaciados
T T T T
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Error en la aproximacion

iDisminuye el error al aumentar el nimero de puntos de la interpolacién? J

s Interpolacién de (x) = [x] con 12 puntos equiespaciados
T T T T
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Error en la aproximacion

iDisminuye el error al aumentar el nimero de puntos de la interpolacién? J

s Interpolacion de (x) = [x] con 14 puntos equiespaciados
T T T T
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Error en la aproximacion

iDisminuye el error al aumentar el nimero de puntos de la interpolacién? J

| Interpolacién de (x) = [x] con 16 puntos equiespaciados
T T T T
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Error en la aproximacion

iDisminuye el error al aumentar el nimero de puntos de la interpolacién? J

Interpolacién de (x) = [x] con 18 puntos equiespaciados

25 T T T
A A
[\ [
21 | [ H
I\ [
I [
[ [
[ [
[ [
wl | [
L |1
\ | l
L |
\
‘*\\ /?/i
*\\ A
N =
n \S\\ / )
0 1 1 1 1 = 1 1 1 1
-1 08 06 0.4 0.2 0 0.2 0.4 06 0.8 1
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Error en la aproximacion

iDisminuye el error al aumentar el nimero de puntos de la interpolacién? J

s Interpolacién de (x) = [x] con 20 puntos equiespaciados
T T T T

-
N
J

&
————S L
—

T
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Error en la aproximacion

iDisminuye el error al aumentar el nimero de puntos de la interpolacién? J

00 Interpolacién de (x) = [x] con 20 puntos equiespaciados
T T T T

c00 | M

200

I
wl | I

-100
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Error en la aproximacion

iPodemos entonces hacer algo para disminuir el error de la interpolacién? J
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Error en la aproximacion

iPodemos entonces hacer algo para disminuir el error de la interpolacic’m?J

Teorema

Sea f € C"([a,b]) y p € P, su polinomio interpolador en los puntos
{x0,--.,xn} c[a,b]. Para cada x € [a, b], existe & € [a, b] tal que

f”+1 (EX

1) =p0) =7 0 ]

)T H(X Xk)-
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Error en la aproximacion

iPodemos entonces hacer algo para disminuir el error de la interpolacién?J

Teorema

Sea f € C"([a,b]) y p € P, su polinomio interpolador en los puntos
{x0,...,xn} c[a,b]. Para cada x € [a, b], existe & € [a, b] tal que

n+1)
{ORORO ) (CR)

Si tenemos posibilidad, elegir los puntos donde interpolar nos permite
modificar el error
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Puntos para la interpolacién

fn+1 (§X

00 - = TS T (x-00.
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Puntos para la interpolacién

fn+1) (fx)
f(x)- =—=" - Xk)-
(9 =00 = P T
Dados los puntos {x,...,xn} c [a, b], entonces
(b _ a)n+1
2 22n+1
L (a,b)

Ademads, se alcanza la igualdad si escogemos los puntos de la forma

a+b b-a 2k+1)m
+ cos .
2 2 2(n+1)

XK =
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Puntos para la interpolacién

fn+1) (fx)
f(x)- =—=" - Xk)-
(9 =00 = P T
Dados los puntos {x,...,xn} c [a, b], entonces
(b _ a)n+1
2 22n+1
L (a,b)

Ademads, se alcanza la igualdad si escogemos los puntos de la forma

a+b b-a 2k+1)7
+ cos .
2 2 2(n+1)

XK =
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Puntos para la interpolacién

fn+1) (fx)
f(x)- =—=" - Xk)-
(9 =00 = P T
Dados los puntos {x,...,xn} c [a, b], entonces
(b _ a)n+1
2 22n+1
L (a,b)

Ademads, se alcanza la igualdad si escogemos los puntos de la forma

a+b b-a 2k+1)7
+ cos .
2 2 2(n+1)

XK =
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Puntos para la interpolacién

fn+1) (fx)
f(x)- =—=" - Xk)-
(9 =00 = P T
Dados los puntos {x,...,xn} c [a, b], entonces
(b _ a)n+1
2 22n+1
L (a,b)

Ademads, se alcanza la igualdad si escogemos los puntos de la forma

a+b b-a 2k+1)7
+ cos .
2 2 2(n+1)

XK =
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Puntos para la interpolacién

fn+1) (fx)
f(x)- =—=" - Xk)-
(9 =00 = P T
Dados los puntos {x,...,xn} c [a, b], entonces
(b _ a)n+1
2 22n+1
L (a,b)

Ademads, se alcanza la igualdad si escogemos los puntos de la forma

a+b b-a 2k+1)7
+ cos .
2 2 2(n+1)

XK =
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Polinomios de Tchebychev

Los puntos para la “mejor" interpolacién son, después de un re-escalado,
las raices del polinomio de Tchebychev de orden n+ 1.

Definicién (Polinomios de Tchebychev)

T()(X) = 1,
Ti(x) = x,
Ths1(x) =2x Tp(x) = Tho1(x).
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Polinomios de Tchebychev

Los puntos para la “mejor” interpolacién son, después de un re-escalado,
las raices del polinomio de Tchebychev de orden n+ 1.

Definicién (Polinomios de Tchebychev)

To(X) = 1,
Ti(x) = x,
Ths1(x) =2x Tp(x) = Tho1(x).

Proposicién

a) T, es un polinomio de grado n con coeficiente director 2" y la
misma paridad que n.

b) Th(x) = cos(n arccosx) para todo x € [-1,1].
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Interpolacién en los puntos de Tchebychev

i Evitamos la oscilacién en los extremos (fenémeno de Runge) con estos
puntos de interpolacién?
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Interpolacién en los puntos de Tchebychev

i Evitamos la oscilacién en los extremos (fenémeno de Runge) con estos
puntos de interpolacién?

i6n de f(x) = [x| con 10 puntos de Tchebyhev
T T

1
T
09| -
08 b
07 q
06| // |
\
05 q
04 \ 4
\ //
AN J
03l N\ 74 4
L \\ 4
02 N\
01~ T — -
o I I I I I I I I
gl 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1
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Interpolacién en los puntos de T

i Evitamos la oscilacién en los extremos (fenémeno de Runge) con estos
puntos de interpolacién?

| i6n de f(x) = [x| con 20 puntos de Tchebyhev
T T T
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Interpolacién en los puntos de T

i Evitamos la oscilacién en los extremos (fenémeno de Runge) con estos
puntos de interpolacién?

| i6n de f(x) = [x| con 30 puntos de Tchebyhev
T T T
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i Evitamos la oscilacién en los extremos (fenémeno de Runge) con estos
puntos de interpolacién?

J

i6n de f(x) = [x| con 40 puntos de Tchebyhev
T T

Interpolacién

Métodos Numéricos

Curso 23/24



Interpolacién por Splines Polinémicos
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El spline cuibico asociado a una particién A queda determinado de manera
dnica si conocemos las imagenes y; = s(x;) y los momentos M; = s”(x;) J

Yisr =Y Mj1+2M;
o e (1) [ (x—x)

Mjs1 - M;

6 (xj+1 = ;)

ﬂ0=w+(

M.
+7J(x—xj)2+ (x - x;)* en X € [Xj,Xj:1]
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El spline cuibico asociado a una particién A queda determinado de manera
dnica si conocemos las imagenes y; = s(x;) y los momentos M; = s”(x;) J

Vi1 =Y M +2M;
Xj+1 = Xj 6

S(x) y( on x)) (=)

M; M1 - M;
J 2 J+1 J 3
+—=(x—-x) "+ ————(x—xj en xe€|[x;,x;
2 ( J) 6(XJ+1_XJ)( J) [J’ J+1]
i Coémo podemos calcular los momentos M;? J
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i Cémo podemos calcular los momentos M;? )

Teorema

Dada f : [a,b] > R y una particién A = {xp = a,x1, ..., Xp-1, Xn = b}, sea S
un spline ctbico interpolador asociado a A de Tipo | 6 Il.
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i Cémo podemos calcular los momentos M;? J

Teorema

Dada f : [a,b] > R y una particién A = {xp = a,x1, ..., Xp-1, Xn = b}, sea S
un spline ctbico interpolador asociado a A de Tipo | 6 Il. Entonces los
momentos M, = s”(x;) satisfacen

2 )\0 MO bO
pr 2 A\ My by

2 2 )\2 M2 b2

Mn-1 2 An-1 Mp-1 bn-1
HMn 2 M, b,

Splines Métodos Numéricos Curso 23/24



i Cémo podemos calcular los momentos M;? J

Teorema

Dada f : [a,b] > R y una particién A = {xp = a,x1, ..., Xp-1, Xn = b}, sea S
un spline ctbico interpolador asociado a A de Tipo | 6 Il. Entonces los
momentos M, = s”(x;) satisfacen

2 )\0 MO bO
pr 2 A\ My by

2 2 )\2 M2 b2

Mn-1 2 An-1 Mp-1 bn-1
HMn 2 M, b,
donde \;, 11; > 0 solo dependen de la particién A y satisfacen A\; + u; <1,y

el vector de términos independientes b depende de la particién A y de la
funcién f.
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i Cémo podemos calcular los momentos M;? J

Teorema

Dada f : [a,b] > R y una particién A = {xp = a,x1, ..., Xp-1, Xn = b}, sea S
un spline ctbico interpolador asociado a A de Tipo Ill. Entonces los
momentos M, = s”(x;) satisfacen

2 A\ 121 My by
2 2 )\2 M2 b2

ps 2 A3 Mz | _| bs

Hn-1 2 Ap1 M1 bn-1
/\1 Mn 2 Mn bn
donde A;, ; > 0 solo dependen de la particién A y satisfacen A\; + u; <1,y

el vector de términos independientes b depende de la particiéon A y de la
funcién f.
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Yii=y  Mpa+2M,
Xj+1 — Xj 6
Mj+1 — M;

3
6(Xj+1 _XJ) (X _XJ) en Xx¢ [XJ"XJ'+1]

M.
+ o (x =)

Demostracién (ldea)

Como el spline S € C?([a, b]) entonces en particular satisface

S'(x7)=S'(x{) paratodo j=1,.,n-1
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-yi M1 +2M;
U Mt 2 ) ()

Mj1 - M;

6 (j+1 = ;)

S(x) =y, + (yfl

Xj1 = X

M,
+ o (x =) (x=x)>  en xe[x, %]

Demostracién (ldea)

Como el spline S € C%([a, b]) entonces en particular satisface
S'(x7)=S'(x{) paratodo j=1,.,n-1
Teniendo en cuenta la expresién de S obtenemos

5% = =il Sl = S5

Yi+1=Yi  Yji—Yj-1
Mj_1 + M; + .
6 Xj+1 = Xj X~ Xj-1
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)/J'+1—}/J'_Mj+1+2Mj ' o o
=% e (91— x) | (x=x)

Mj+1 — M;

6 (j+1 = ;)

S(X)=yj+(

M,
+ o (x =) (x=x)>  en xe[x, %]

Demostracién (ldea)

Como el spline S € C%([a, b]) entonces en particular satisface
S'(x7)=S'(x7) paratodo j=1,.,n-1.

Teniendo en cuenta la expresién de S obtenemos

Xj = Xj-1 Xj+1 = Xj-1

Xitl — X; Visl=¥i  Vi—Yie1
M 1+ M.+ 3 I My = G_Yim Vi1

6 / / ! Xjs1 = Xj  Xj— X
Y+1 T y—Aj-1

Finalmente imponiendo las condiciones de Tipo I, Il 6 Il llegamos al

sistema deseado.
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Corolario

Sea f :[a,b] > Ry una particion A = {xp = a,x1, ..., Xp-1, Xn = b}.
Entonces existe un (nico spline clbico interpolador de Tipo I, I1 6 IlI.
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Corolario

Sea f :[a,b] > Ry una particion A = {xp = a,x1, ..., Xp-1, Xn = b}.
Entonces existe un dnico spline clbico interpolador de Tipo I, Il & IlI.

Demostracion

La matriz de los momentos es de diagonal estrictamente dominante.
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Corolario

Sea f :[a,b] = R y una particién A = {xg = a,x1, ..., Xp-1,Xn = b}.
Entonces existe un unico spline cubico interpolador de Tipo I, 1l 6 IlI.

Demostracién

La matriz de los momentos es de diagonal estrictamente dominante.

Teorema

Sea f e C*([a,b]) y A ={x0=a,X1, ..., Xn_1,X, = b} una particién.
Entonces, existen constante C > 0 independiente de A y f tal que

. 5—k
max (Xjy 1 — Xj
g i para k=0,1,2,3.

1F) = 9| < CIIF™)|pe

min |xj.1 — Xj|
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Corolario

Sea f :[a,b] > Ry una particion A = {xp = a,x1, ..., Xp-1, Xn = b}.
Entonces existe un tnico spline clbico interpolador de Tipo I, Il  IlI.

Demostracion

La matriz de los momentos es de diagonal estrictamente dominante

Teorema

Sea f € C*([a, b]) y particién regular A = {x;j=a+i —} Entonces,
existen constante C > 0 independiente de A y f tal que

b-a

4—k
179 - sl < CIF N (Z2)  para k=0,1,2,3,
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Diferenciaciéon Numérica
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Teorema de las Medias

Teorema (de las medias)
Dada f € C([a,b]) sean &; € (a,b) y ¢; >0 para todo i € {0,...,n} tal que

n
2,
i=0

C,'Zl.
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Teorema de las Medias

Teorema (de las medias)
Dada f € C([a, b]) sean &; € (a,b) y ¢; >0 para todo i € {0,...,n} tal que

n
ZC,'Z]..

i=0

Entonces, existe ¢ € (a, b) tal que

zo G (&) = F(B).
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Teorema de las Medias

Teorema (de las medias)
Dada f € C([a, b]) sean &; € (a,b) y ¢; >0 para todo i € {0,...,n} tal que

n
ZC,'Z]..

i=0

Entonces, existe ¢ € (a, b) tal que

zo af (&) = F(B).

demo (idea):

Induccién en n + Bolzano
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Aproximaciones a partir del limite

A partir de la propia definicién de derivada obtenemos

f(z+h)-1(2)

’ T;
Fi(z) = Jim h

Diferenciacién Numérica Métodos Numéricos Curso 23/24



Aproximaciones a partir del limite

A partir de la propia definicién de derivada obtenemos

f(z+h)-1(2) . f(z+hg)—1(2)
h ho

f'(z) = Lerg) si hp pequefio.
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Aproximaciones a partir del limite

A partir de la propia definicién de derivada obtenemos

f(z+h)-1(2) . f(z+ho)-1f(z)

A ho si hy pequeno.

f'(z) = lim
(2) = lim
Alternativamente, también tenemos

f(z+h)-f(z-h)
2h

’ Y
)=l
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Aproximaciones a partir del limite

A partir de la propia definicién de derivada obtenemos

f(z+h)-1(2) . f(z+ho)—-1f(z)
h ho

f'(z) = ,l,',n?) si hp pequefio.
Alternativamente, también tenemos

f(z+h)-f(z-h) f(z+ho)—f(z-ho)
2h ) 2hg

f'(z) = iIIfrrB si hy pequefo.
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Aproximaciones a partir del limite

A partir de la propia definicién de derivada obtenemos

£(2) :,l,'l_rf?) f(z+hf),—f(z) N f(z+hzz_f(z)

si hg pequeio.

Alternativamente, también tenemos

f(z+h)-f(z-h) f(z+ho)-Ff(z-ho)
2h ) 2ho

f'(z) = iIIfrrB si hy pequefo.

iSon buenas estas aproximaciones? J
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Error de la aproximacion

f(z+h)-1(2)
h

f'(z) ~ con h pequefio
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Error de la aproximacion

f(z+h)-1(2)
h

f'(z) ~

con h pequefio

Por el Teorema de Taylor (hasta orden 1) sabemos

f(z+h) = f(z)+hf(z)+ f”({), para algin €€ (z,z+h).
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Error de la aproximacion

f(z+h)-1(2)
h

f'(z) ~

con h pequefio

Por el Teorema de Taylor (hasta orden 1) sabemos

f(z+h) = f(z)+hf'(z)+ f”(g) para algin &€ (z,z+ h).

Obtenemos, reorganizando términos, una expresion para el error de la
aproximacién

F1(2) - f(z+h)- f(z) _h

P f"(g) para algiin £ € (z,z+h).
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Error de la aproximacion

f(z+h)-1(2)
h

f'(z) ~

con h pequefio

Por el Teorema de Taylor (hasta orden 1) sabemos

f(z+h) = f(z)+hf'(z)+ f”(g) para algin &€ (z,z+ h).

Obtenemos, reorganizando términos, una expresion para el error de la
aproximacién

f,(z)_f(z+h)—f(z) h

)22 06, para algin Ee (2,2 + ).

El error de la aproximacién es lineal en h J
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Error de la aproximacion

_f(z+h)-f(z-h)
) 2h

f'(2)

con h pequefio
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Error de la aproximacion

f(z+h)-f(z-h)
2h

f'(z) ~

con h pequefio

Por el Teorema de Taylor (hasta orden 2) sabemos

f(z+h) =f(z)+hf'(z) + — f"(z)+ f"'(f ), paraalgin & € (z,z+h)
y

f(z—h)=f(z)- hf’(z)+ f"( )- f"'(f) para algin & € (z-h,z).
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Error de la aproximacion

f(z+h)-f(z-h)
2h

f'(z) ~

si h pequefio.

Por el Teorema de Taylor (hasta orden 2) sabemos

f(z+h) = f(z)+hf'(z)+ f"(z) f"'(§1) para algin & € (z,z+h)

y

f(z—=h)="1(z2)- hf(z)+ f"() f"'(ﬁg) para algin & € (z-h,z).

Restando ambas expresiones

f(z+h)—f(z-h)=2hnf"(z)+ —f’”(ﬁ )+ —f’"(&g) con &1,& € (z—h, z-
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Error de la aproximacion

f(z+h)-f(z-h)
2h

fl(z) =~

con h pequeno

Reorganizando los términos

f(z+h) —f(z=h) K" (&) + " (&)
- 2h "6 2

f'(z) , con £1,& € (z—h,z+h)
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Error de la aproximacion

f h)-f(z-h
(z+ )2h (z-h) con h pequeno

fl(z) =~

Reorganizando los términos

2 nr
f’(z)-f(“h)z‘hf(z‘h)=-%f (51);f (€2)  on €162 € (z=h, 2+h).

Y por el Teorema de las Medias,

F(z) - 2+ h)z‘hf(z‘ h) —%2f”’(§), con €e(z—h,z+h).

El error de la aproximacién es cuadratico en h )
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Error de la aproximacion

f h)-f(z-h
(z+ )2h (z-h) con h pequeno

fl(z) =~

Reorganizando los términos

F(z)-12* h)z‘hf(z —h)_ -%2 &) ; 0&2)  on €160 € (z-h, 2+h),

Y por el Teorema de las Medias,

f(z) - f(“h)z‘hf(z‘h) :—/gf”’(g), con €e(z—h,z+h).

El error de la aproximacién es cuadratico en h )
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Derivadas de orden superior

Con desarrollos de Taylor también podemos encontrar aproximaciones de
derivadas de orden superior.
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Derivadas de orden superior

Con desarrollos de Taylor también podemos encontrar aproximaciones de
derivadas de orden superior. Asi es,

/ h2 " h3 " h4 4)
f(z+h):f(z)+hf(z)+3f (z)+€f (z)+£f (&1), &1 €(z,z+h),
y

f(z—h):f(z)—hf’(z)+ f”( ) — —f”’( )+—f4)(£2) & e (z-h,z).
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Derivadas de orden superior

Con desarrollos de Taylor también podemos encontrar aproximaciones de
derivadas de orden superior. Asi es,

f(z+h) = f(z)+hf’(z)+ f"(z) hf"'( )+—f4)(§1) &1€(z,z+h),
y

h? K3 h*
f(z-h) = f(z)—hf’(z)+?f"(z)—Ff’”(z)+ﬁf4)(§2), & e(z-h,2).

Sumando ambas expresiones y reorganizando

f(z+h)=-2f(z)+f(z-h)

h2
f"(z) = > —Ef“)(g), con £e(z—h,z+h).
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Derivadas de orden superior

Con desarrollos de Taylor también podemos encontrar aproximaciones de
derivadas de orden superior. Asi es,

f(z+h) = f(z)+hf’(z)+ f"(z) hf"'( )+—f4)(§1) &1€(z,z+h),
y

h? K3 h*
f(z-h) = f(z)—hf’(z)+?f"(z)—Ff’”(z)+ﬁf4)(§2), & e(z-h,2).

Sumando ambas expresiones y reorganizando

f(z+h)=2f(z)+f(z—h) K

f"(z) = - —Ef“)(g), con £e(z—h,z+h).

Aproximacién de orden 2 para la segunda derivada )
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Otras aproximaciones

No es necesario que los puntos donde evaluemos la funcién tengan que
estar equiespaciados.
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Otras aproximaciones

No es necesario que los puntos donde evaluemos la funcién tengan que
estar equiespaciados.

Por ejemplo, con

f(z+2h) =f(z)+2hf'(2) +2h*F" (&), &1 €(z,z+2h),
h2
f(Z— h) = f(z) - hf/(z) + ?f”(éé)v 52 € (Z - h>Z)a

podemos obtener

f(z) = f(z+2h)3; f(z_h)—ghf"(g), con €€ (z—h,z+2h).
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Otras aproximaciones

No es necesario que los puntos donde evaluemos la funcién tengan que
estar equiespaciados.

Por ejemplo, con

f(z+2h) =f(z)+2hf'(2) +2h*F"(&1), & €(z,z+2h),

2
f(z=h)=f(z)-hf'(z)+ %f"(fg), &e(z-h,z),

podemos obtener

f(z+2h)-f(z-h) 10
3h 12

f'(z) = hf" (&), con &e(z-h,z+2h).
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Aproximacion por interpolacién

Dada f : [a,b] = R y los puntos {xp,...,x,} € [a,b], si P€P, es el
polinomio interpolador, entonces podemos hacer la aproximacién

f'(z) ~ P'(2).
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Aproximacion por interpolacién

Dada f : [a,b] = R y los puntos {xp,...,x,} ¢ [a,b], si P€P, es el
polinomio interpolador, entonces podemos hacer la aproximacién

f'(z) ~ P'(2).

Como

F(2) = P(2) = iax,-) Li(2).

entonces obtenemos
f'(z)~ P'(2) = Z f(x) Li(2).
i=1

Es decir, aproximamos la derivada con una combinacién lineal de las
imagenes de f.
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Aproximacion por interpolacién

Dada f : [a,b] = R y los puntos {xp,...,x,} ¢ [a,b], si P€P, es el
polinomio interpolador, entonces podemos hacer la aproximacién

f'(z) ~ P'(2).

Como

F(2) = P(2) = iax,-) Li(2).

entonces obtenemos
f'(z)~ P'(2) = Z f(x) Li(2).
i=1

Es decir, aproximamos la derivada con una combinacién lineal de las
imagenes de f.
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Férmulas numéricas para la derivada

@ Dos puntos (n=1):
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Férmulas numéricas para la derivada

@ Dos puntos (n=1): El polinomio interpolador es la recta

f(x1) - f(XO)
X1 —

P(x) = f(xo) + (x =x0)
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Férmulas numéricas para la derivada

@ Dos puntos (n=1): El polinomio interpolador es la recta

f(x1) - f(Xo)
X1 —

P(x) =f(x0) + (x=x0)

Si tomamos xp =z y x1 = z+ h nos queda

f(z+h)-1(z)

Pl(x) = S,
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Férmulas numéricas para la derivada

@ Dos puntos (n=1): El polinomio interpolador es la recta
f(x1) - f(xo
P(x) = Fx0) + PU=T0) (g)
X1 — Xp
Si tomamos xg = z y x; = Z + h nos queda

Py FEEN 1)
h
por lo que evaluando en x = z obtenemos

F(z) ~ P'(z) = f(z+hf)}—f(z)'
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Férmulas numéricas para la derivada

@ Dos puntos (n=1): El polinomio interpolador es la recta
f(x1) - f(xo
P(x) = Fx0) + PU=T0) (g)
X1 — X0
Si tomamos xg =z y x; = z+ h nos queda

Py - 22 D=1(2)

por lo que evaluando en x = z obtenemos

f(z+h)-1(2)

f(z) = P(2) - =20

Recuperamos la aproximacion de primer orden J
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Férmulas numéricas para la derivada

@ Tres puntos (n=2):
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Férmulas numéricas para la derivada

@ Tres puntos (n =2): El polinomio interpolador es la parabola

P(x) =f (x0) + f(XZ :;fXO)

+( f(Xl)—f(XO) B f(Xg)—f(Xl) )(X_XO)(x—Xl)

(x1-x0)(x0—x2) (x2—x1)(x0—x2)

(x—x0)
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Férmulas numéricas para la derivada

@ Tres puntos (n =2): El polinomio interpolador es la pardbola

Px) =F () + FCD =00 )

+( fa)-flxo)  fle)-f(x)

(x1-x0)(x0—x2) (x2—x1)(x —x2)

)(X—Xo)(X—Xl)

Si tomamos xp =z, xy =z+ hy xo = z— h nos queda

P'(x) = f(z+h/)7—f(2) N f(z+h)—2;(7§)+f(z_h)

(2x = x0 = x1)
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Férmulas numéricas para la derivada

@ Tres puntos (n=2): El polinomio interpolador es la pardbola

Px) =F () + LCU 00 )

+( fxa)-flxo) — fOe)-fx)

(1 -x0)(x0—x2) (x2—x1)(x —x2)

)(X—xo)(x—xl)

Si tomamos xp =z, xg =z+ hy x2 =z— h nos queda

P'(x) :f(z+h/)7—f(z) . f(z+h)—2;(;)+f(z—h)

por lo que evaluando en x = z obtenemos

f(z+h)-f(z-h)
2h '

(2x = xp — x1),

F(z) = P'(2) =
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Férmulas numéricas para la derivada

@ Tres puntos (n=2): El polinomio interpolador es la pardbola

Px) =F () + LCU 00 )

+( fxa)-flxo) — fOe)-fx)

(1 -x0)(x0—x2) (x2—x1)(x —x2)

)(X—xo)(x—xl)

Si tomamos xp =z, xg =z+ hy x2 =z— h nos queda

P'(x) :f(z+h/)7—f(z) . f(z+h)—2;(;)+f(z—h)

por lo que evaluando en x = z obtenemos

f(z+h)-f(z-h)
2h '

(2x = xp — x1),

F(z) = P'(2) =

Recuperamos la aproximacion de segundo orden J
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Error de las férmulas numéricas

Teorema

Si f e C™2([a, b]), entonces existen &1,&; € (a, b) tal que

n+1) y n+2)
©-p0= 5 (e ) + G Tl
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Error de las férmulas numéricas

Teorema

Si f € C™2([a, b]), entonces existen &1,&; € (a, b) tal que

n+1) n ! n+2)
0P - T (fe ) < G e

En particular, si z = x; se tiene

n+1)
() - P2 = ) )

I¢J
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Error de las férmulas numéricas

Teorema

Si f € C™2([a, b]), entonces existen £1,&; € (a, b) tal que

n+1) y n+2)
©-p0= 5 (e ) + G Tl

En particular, si z = x; se tiene
n+1)
f‘/(z) _ P,(Z) _ f (]-5)].')1_[( J _Xl

i#f

Cuando los puntos estdn equiespaciados, x; = xg + hi se obtiene una
aproximacién de orden n en h ya que

ﬁ “x) = h"Ho .

i I¢J
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Integracion Numeérica
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Teorema [Valor Medio Integral Generalizado]

Sea f e C([a,b]) y g:[a,b] = (0,+00). Entonces, existe 0 € [a, b] tal que

/ab f(x)g(x)dx=f(0) /abg(x)dx.
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Teorema [Valor Medio Integral Generalizado]

Sea f € C([a,b]) y g:[a,b] - (0,+00). Entonces, existe 6 € [a, b] tal que

/3 i f(x) g(x)dx = £(6) / bg(x)dx.

Demostracion

Como f es continua, entonces f([a, b]) = [m, M].
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Teorema [Valor Medio Integral Generalizado]
Sea f € C([a,b]) y g:[a,b] - (0,+00). Entonces, existe 6 € [a, b] tal que

/3 i f(x) g(x)dx = £(6) / bg(x)dx.

Demostracion

Como f es continua, entonces f([a, b]) = [m, M].
Adem3ds, como g no cambia de signo es facil de comprobar que

j f(x)g(x)dx

f o x)dx € [m, M] = Im(f).

Integracién Numérica Métodos Numéricos Curso 23/24




Teorema [Valor Medio Integral Generalizado]

Sea f € C([a,b]) y g:[a,b] - (0,+00). Entonces, existe 6 € [a, b] tal que

/3 i f(x) g(x)dx = £(6) / bg(x)dx.

Demostracion

Como f es continua, entonces f([a, b]) = [m, M].
Adem3ds, como g no cambia de signo es facil de comprobar que

b
fa f(x) g(x)dx
b
fa g(x)dx
Por tanto, existe 6 € [a, b] tal que

_ fab f(x) g(x)dx-
I 8(x)dx

€ [m, M] =Im(f).

f(6)
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Formulas de Newton-Cotes

b b
/ f(x)dx~ / p(x)dx con peP,
a a
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Formulas de Newton-Cotes

b b
/ f(x)dx~ / p(x)dx con peP,
a a

e Férmula del trapecio cerrada (n =1, dos puntos)

[ r0ae= TOIO gy oy ccpa

e Férmula del trapecio abierta (n =1, dos puntos)

[ o= [T ) oD ) ¢
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Formulas de Newton-Cotes

e Férmula del Simpson cerrada (n =2, tres puntos)

/bf(x)dxzf(a)wf(%’)w(b) - (b-a)®

- (b-2)-2 - F(©), €e[a.b]

e Férmula del Simpson abierta (n =2, tres puntos)

/b o) = 2f(a+22) - f(a +3%) +2f(a+322) (b-2)
(b_a)S iv
~ 13010 | )(€), €ela,b]
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Formulas de Newton-Cotes

e Férmula del Simpson cerrada (n =2, tres puntos)

b f(a)+4f(ZL)+f
/f(x)dxz — (62) (b)( ) (bzsso)

FY(€), €ela,b]

e Férmula del Simpson abierta (n =2, tres puntos)

/b o) = 2f(a+22) - f(a +3%) +2f(a+322) (b-2)
(b_a)S iv
~ 13010 | )(€), €ela,b]

e Férmula del Simpson 3/8 (n = 3, cuatro puntos)

/b () di = f(a) +3f(a+252) +3f(a+2%2) + f(b)

5 (b-a)

~ (b-a)®

iv)
2 (6), €< o8]
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Error de la aproximacion
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Error de la aproximacion

Teorema

Sea fe C"([a,b]) y {20,...,2a} €[0,1]. Si P € P, es el polinomio

interpolador de f en los puntos {x; = a+ (b— a) z;}, entonces existe
0 € [a, b] tal que

b b — 3)+2
/ f(x)dx=/ P(x)dx+CEi+1§!f”+1)(9).
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Error de la aproximacion

Teorema

Sea f e C"([a,b]) y {20,...,2n} €[0,1]. Si P € P, es el polinomio
interpolador de f en los puntos {x; = a+ (b— a) z;}, entonces existe
0 € [a, b] tal que

b b — g)n+2
/ f(x)dx=/ P(x)dx+%f”+l)(9).

Tomando los puntos equiespaciados z; = i/n (Newton-Cotes)
@ Si n es impar:

b b _oyn+2
/f(x)dx:/ P(x)dx+%f"*l>(e)

@ Si n es par:

b b _ o\n+3
/f(x)dx:/ P(x)dx+%f"*2>(e)
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