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METODO DE GAUSS (RESUMEN)

Ax=b
AN = A A A®) An) — U
O A I R O R R
Uz =b™
Permutacién (paso k € {1 :n — 1}): (AR k)Y s (AR BR)
( a}(ﬂk)T _ a@()/:)T
Actualizacién de la matriz agl’:)T = a,(f)T
\ agk)T = al(k)T si @ # ki
(
(k) (k)
Actualizacién del termino independiente B(k) A
i
L B = o s i ki

Eliminacién (paso k € {1 :n —1}): (AR BI)Y s (AGHD) plE+1)

( RO
Lik = & multiplicador
kk
Vv filaie {k+1:n} agfﬂ) = agf) — Lig a,(!;) Vocol. je{k+1:n}

b§k+1) _ ﬂi(k) L ﬁl(gk)

\

Sustitucion hacia atras:
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Métodos iterativos para resolucién de Sistemas Lineales: Resumen

Dada una matriz invertible A y el sistema lineal asociado
Ax =10

queremos definir una sucesion
¥ = B2 ¢

de forma que su limite (si existe) sea la solucién del sistema lineal. Una forma de
conseguir esto es descomponiendo la matriz A = M — N con M una matriz invertible
y tomando B = M~'N y ¢ = M~'b. La eleccién de las matrices M y N nos dard
diferentes métodos iterativos. Para estudiar algunos de ellos, escribamos la matriz A
de la forma:

dll _f12 _fln
—€21 dao B :
A= : —=D-E-F
_fn—l,n
—€1n-1 T o TCpn—1 dnn

Método de Jacobi:

M=D J:=B=DYE+F)
—
N=E+F c=D"1

El método iterativo componente a componente queda:

i—1 n
k E k-1 E : k-1
€T, = bz - [ ZL']- — Qij ZL'j /au
=1

j=itl

Método de Gauss-Seidel:

M=D-F Ly:=B=(D—E)'F
—
N=F ¢c=(D—-FE)%

El método iterativo componente a componente queda:

i—1 n
k E k § k—1
fL‘i = bz — aij I'j — aij l‘j /CLZZ

j=1 j=i+1



Método de Relajacion Jacobi:

Si en cada paso k hacemos una media ponderada (con parametro w > 0) entre el valor
actual y el que nos daria el método de Jacobi obtenemos:

F=1-w) " +w (J2F 4,
que componente a componente es
i—1 n
b =(1- w)xffl +w (bi — Z i x?il — Z iy xfl> Ja;.
=1 j=it1
Este método se corresponde con la descomposicion A = M — N dada por

glo

_ {B — D‘1<w(E+ F)+(1- w)D)
c=wD1b

M =
N=E+F+L1®

Método de Relajacion:

Del mismo modo, si en cada paso k£ hacemos una media ponderada (con pardmetro
w > 0) esta vez entre el valor actual y el que nos daria el método de Gauss-Seidel
obtenemos:

i—1 n
k k-1 k k—1
v =(1-w)zy +w (bi - E Qij Ty — E Q5 T >/an’>
j=1

j=i+1
que se corresponde con la descomposicion A = M — N dada por

M=2_F L,:=B=(D—-wE)Y(wF+ (1—-w)D)
{N:F+1TWD - { c:w(D—wE)—1b< )

Método de Relajacion para Gauss-Seidel:

No confundir con hacer la ponderacién a nivel “vectorial” en cada paso k:

=1 —w)" " +w (L2 + )

Este se corresponde con la descomposicién dada por

M =D=E B= (D~ E)"(wF+(1-w)(D-E))
{N=F+—“’(D—E) - {c:w(D—E)—lb

1—
w



Método de Relajacion asociado a un iterativo general:
En general, dado un método iterativo 2* = B 2~ +¢, se puede definir uno de relajacién

asociado, de la forma:
h=1-w)" " +w (B +¢) = (wB—I—(l —w)]> 2 fwe

Ademds, si B= M~! N entonces B, := w B + (1 — w) I también viene de una facto-
rizacion A = M,, — N,, de la matriz del sistema. Asi es:

{Bw - M‘1<wN+ (1- w)M>
—

” Cy =WC

M, =M
N’w: +ﬂMw
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Calculo de las funciones spline ctuibicas

Dada una particion A = {a = zg,...,z, = b}, el spline cibica asociado queda de-
terminado de manera unica si conocemos las imagenes y; = s(x;) y los momentos
M; = s"(x;). Asi es,

S([E) =y + (y]-‘rl Y . Mj+1 + QMJ (xj+1 _ x]>) (x _ x])
Tjt1 — Ty 6
Mj1 — M
6 (zj41 — ;)
Esta expresién se obtiene facilmente tras imponer que la funcién sea un polinomio de
grado tres en cada intervalo, asi como los valores de la funcion y la segunda derivada
en los extremos del intervalo. De esta forma se asegura que la funcién S y su segunda
derivada S” son funciones continuas en todo [a,b]. Veamos ahora que imponiendo
continuidad de la primera derivada podemos determinar los momentos M;, y por tanto
el spline quedaria univocamente determinado a partir de las imagenes (y el tipo de
spline).
Como la funcién S € C?([a, b]), en particular satisface

S'(z;)=S"(z]) paratodo j=1,...,n—1

M.
+ 7](.7: — :Uj)2 + (x — a:j)?’ en € [xj, ]

Teniendo en cuenta que
Y~y My +2M;

S'(x) P— 5 (Tj41 — 25) + M;(x — ;)
J J
M1 — M,
T oy e weln,al
j j
obtenemos
S'( j)—mj_;j_lJr (@ =)
y
s M IM.
Sy = L Y T TR ).
Tjr1 — Xy 6
De esta forma obtenemos, para cada j € {i,...,n— 1}
J ; J 1Mj_1+ J+1 g 7 1Mj+ ]+16 ]Mj+1: z]'-i-l_y]' o yJA_y]A 17
j+1— L5 Tj— Tj-1
que es equivalente a
Tj— Tj—1 Li+1 — T 6 Yi+1 — Y Y —Yi—1
MM e M = ( SR — ) :
j+1 — Tj-1 Tjt1 — Tj-1 Tjt1 — Tj—1 \Tj+1 — X5  Tj — Tj1



Esto nos proporciona n — 1 ecuaciones lineales. Para acabar de cerrar el problema
(tantas ecuaciones como incognitas) necesitamos otras dos ecuaciones. Estas las ob-
tendremos imponiendo el tipo de spline.

Tipo I: S"(a) = 5"(b) =0
En este caso las dos ecuaciones extra son triviales

MO = S”<l'0) = S”(Cl) =0

M, = §"(x,) = S"(b) = 0.

Por tanto, los momentos son las tinicas soluciones del sistema tridiagonal

2 0 M, 0
w2 A\ M, by
U2 2 AQ M2 . b2
fn—1 2 >\n—1 Mn—l bn—l
0 2 M, 0
donde
Tj—Tj1 Tjt1 — X; 6 Yiel =Y Y — Y-t
[ = J J ’ )\j: Jj+ J ybj: (J-i— J 9 J )
Tj1 — Tj-1 Tj41 — Tj-1 Tjt1 — Tj—1 \Tj+1 — Ty Tj— Tj-1

Notad que los coeficientes \;, u; solo dependen de la particion A, son positivos y
satisfacen \;+pu; = 1, lo cudl hace que la atriz del sistema sea de diagonal estrictamente
dominante (y por tanto invertible).

Tipo II: S'(a) =y, y S'(b) =y,

En este caso obtenemos por un lado

— My + 2M,
g _9Nn—"Y% _ — ),
Yo (o) £, — o 6 (z1 — 20)
que es equivalente a
6 —
2Mo + M, = (yl o —yg).
1 — Ty \T1 — 2o

Del mismo modo obtenemos

— Yn_ M, 1+ 2M,
/:S/ . :yn ynl n—1 n w—Tn1),
o= (e, = Il Sl S e, )

que es equivalente a

6 n — Yn—
M,y +2M, = ———— (yg—w).
Xz



Por tanto, los momentos son las tnicas soluciones del sistema tridiagonal

2 1 M, bo

w2 A\ M, b1

2 2 AQ M2 . b2
Hn—1 2 >\n—1 Mn—l bn—l

1 2 M, b,

donde para todo j € {1,...,n— 1}

= Tj— X N = T b, — 6 (yj+1_yj _Z/j_yjl)
J ) ) ) J
Tjr1 — Tj—1 Tjr1 — Tj—1 Tjt1 — Tj—1 \Tj+1 — 5 Tj— Tj-1

y

be — 6 yl_yo_y/ b — 6 y/_yn_yn—l
‘ L1 — To \T1 — Zo 0)’ " Tp — Tp- Tomy—xpa )

Notad nuevamente que los coeficientes \;, y; solo dependen de la particion A, son
positivos y satisfacen \;+p; = 1, lo cudl hace que la matriz del sistema sea de diagonal
estrictamente dominante (y por tanto invertible).

Tipo III: S’(a) = S'(b) y S”"(a) = S"(b)
En este caso obtenemos una primera ecuacion trivial
My = 5"(zg) = 5"(a) = S"(b) = S"(x,) = M,.

Por otro lado, como

1% Y1~ Y% M+ 2M y1—Y M +2M,
(o) = . (21 — 20) = T (z1 — 20)
T Zo 6 T Zo 6
y
Yn — Yn—1 Mnfl + 2Mn
S/ Tp) = + Tp — Tn-1),
(0a) = =7 G =)
obtenemos
Tp — Tp— X1 —Tog+ Ty — Ty T — X — n — Yn—
"ML+ 0 [y 0M1:y1 Yo Yn—Y 1’
6 3 6 Ty — Xo Tp — Tp—1
que es equivalente a
Tn Z 8-l hpo 4 oM, + et M,
Tl —To+ Tp — Tp-1 Tl — Ty + Tp — Tp-1
_ 6 (yj+1 —Y Y yj—1>
1 — 2o+ Ty — Tp_1 Tjy1 — Tj Tj; —Tj—



Por tanto, concluimos que los momentos son las tnicas soluciones del sistema

2 )\1 H1 Ml bl
p2 2 Ao M, by
M3 2 )\3 M3 o b3
Hn—1 2 )\n—l Mn—l bn—l
An Ln 2 M, by,
donde para todo j € {1,...,n— 1}
P Rk W W/ 5 Bk B O 6 <yj+1—yj _yj_yj—l)
! Tj41 — %’—17 ! Tj41 — %‘-17 ! Tj41 — Tj—1 \Tj+1 — T3  Tj— Tj-1 ’
Ty — Tp_1 T1 — o
Mn e y >\7l —
Tl — Lo+ Ty — Tp_1 Ty — Lo+ Ty — Tp_1
y
b 6 (yj—f—l_yj_yj_yj—l)‘
T1—Xp+ Ty — Tp_1 \Tjt1 — L5 Tj— Tjq

Como en los casos anteriores, los coeficientes \;, j1; solo dependen de la particién A, son
positivos y satisfacen \; 4 p; = 1, lo cudl hace que la matriz del sistema sea de diagonal
estrictamente dominante (y por tanto invertible) a pesar de no ser tridiagonal.
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Entrega Problemas 1: Representacién de niimeros y propiedades basicas
de matrices

Problema 1:

Dado x € R un nimero maquina normal positivo en formato IEEE con precisién
simple, denotamos por I, al entero de 32 bits (1 bit para el signo, 8 para el exponente
trasladado y los 23 restantes para la mantisa) que lo representa.

El algoritmo Fuast Inverse Square Root se ha utilizado durante anos para calcular
Y = \/LE En un primer paso, aproxima

I, ~0101111100110111 010110011101 1111 — I,,/2.
Leed la pédgina de Wikipedia del algoritmo (link) y explicad por qué la expresién

anterior aproxima el resultado. ;Se puede dar alguna cota del error relativo méaximo
que se comete con esa aproximacion?

Problema 2:

Sean A € M, (K) v B € M, (K) matrices descompuestas en bloques de la forma
AH A12 Bll B12
A - B =
( A21 AQQ ’ 821 322 ’
con Aj; € My, m,;(K) y Bjr € My, (K) tales que ny +ny = n, mi +my = m y

L+l =1.
a) Demostrad que el producto AB € M,,»;(K) se puede escribir por bloques de la

forma
AB — ( Ay By + A Boy ‘ A1 By + A2 Boy > .
A By + Ay Boy ‘ A1 Bra + Az By
b) Extended el resultado al caso en que las matrices A y B estén descompuestas en
un numero arbitrario de bloques compatibles. Puede ser til seguir un argumento
de induccion sobre el nimero de bloques.



https://en.wikipedia.org/wiki/Fast_inverse_square_root

Problema 3:

Dados 1 < 4,5 < n, sea PY € M, (K) la matriz

1 i) J)
1
0 1 )
co 1 :
PZ] = .
1 7)
1 0
1
1
a) Demostrad que dada una matriz B € M,,(K), entonces
bT
1
o | o D )
PiB =] : y BP9=(b ... bj ... b ... b).
BT

Es decir, al multiplicar P¥ por la izquierda/derecha se intercambian las fi-
las/columnas de B. Por esta razén a estas matrices se les denomina matrices de
permutacién.

b) Calculad det(P¥) y probad que (P¥)~! = P4,
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Entrega Problemas 2: Métodos directos para sistemas lineales

Problema 1:

Sea A € M, (R), con n > 2, una matriz donde los tinicos elementos que pueden ser no
nulos son los de la diagonal, a;;, primera columna, a;;, y tltima columna, a;,.

a) Comprobad que

n—1
|A| = (an App — Q1n Gnl) H Qg
i=2
b) Demostrad que si A es invertible, para resolver un sistema lineal Az = b se puede
resolver en primer lugar un sistema de dos ecuaciones lineales para (xi,z,) y
posteriormente un sistema diagonal de n — 2 ecuaciones para determinar el resto
de incégnitas. ;| Cuantas operaciones requiere este procedimiento?

c¢) Probad, mediante el método de Gauss, que si a;; # 0 entonces la matriz A
admite factorizacion LU aunque no tenga por qué ser invertible.

d) Justificad por qué las matrices L y U de la factorizacién tienen ceros fuera de
la diagonal y la primera y tultima columnas. ;Cual seria el coste de resolver un
sistema lineal con la matriz A haciendo la descomposicion LU? Comparadlo con
el obtenido en el apartado b).

Problema 2:

Sea A € M,,(K) una matriz invertible que admite factorizacion LU. Probad que los
elementos de la diagonal de U son de la forma

uyp = 0y,

up = 5= si ke {2,...,n},
donde ¢ es el menor principal de orden k de la matriz A. ;Qué podriamos decir en
caso de que A admitiese factorizacién LU pero no fuese invertible?



Problema 3:

Sea A € GL,(K) una matriz hermitica e invertible con todos los menores principales
no nulos. Demostrad que puede descomponerse de la forma

A=LDL",
con L una matriz triangular inferior con unos en la diagonal, [;; = 1, y D una matriz

diagonal con d;; # 0. Concluid que A es definida positiva si y solo si todos sus menores
principales son positivos.
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Entrega Problemas 3: Métodos iterativos

Problema 1:

Dada una matriz invertible A € M,, y un vector b € K" se define el método iterativo
" = (I — aA) 2" + Bb,
donde o y 3 son dos escalares reales.

a) Demostrad que el método solamente puede ser convergente (independientemente
de la aproximacién inicial z°) si Re(o(A)) C (0,+00) 6 Re(a(A)) C (—o0,0).
b) Asumiendo que se cumple la condicién necesaria de convergencia del apartado

anterior, determinad los valores de o« y 8 para que el método converja a la
solucion del sistema Ax = b.

¢) Comprobad que, para los valores obtenidos de los pardmetros a y 3, este método
iterativo es el asociado a cierta descomposiciéon A = M — N de la matriz.

Problema 2:

Sea A € M,,(R) una matriz tal que

n
> lay| < lai|  paratodo i€ {l,...,n}
j=1
J#L
con al menos todos los elementos de la diagonal, la primera fila y la primera columna
no nulos, es decir,

aii%(), CL177;7£0 Y (IZ'71 7é0 VZE {1,...,77,},
mientras el resto de elementos son arbitrarios (pueden ser nulos o no).

Observacién: A no tiene por qué ser de diagonal estrictamente dominante.

a) Demostrad, dando un contraejemplo en cada dimensién n, que la matriz A no
tiene por qué ser invertible si n > 1.

b) Sea v € R™ tal que Av = 0. Probad que si k € {2,...,n} tal que
’Uk‘ = HléX |Ui|7
1<i<n
entonces
|v1] = [l

y el maximo siempre se alcanza en la primera componente. Usadlo para concluir
que v = (Fc, +c, - -+, 4c)T para alguna constante ¢ € R y eleccién de signos.



Supongamos ahora que ademads existe iy € {1,...,n} tal que

n
E |ai0j| < |ai0i0|'
j=1
J#io
¢) Demostrad que entonces A si que es invertible.

d) Definimos un método iterativo para la descomposicion A = M — N, donde M
es la matriz formada por la diagonal, la primera fila y la primera columna de A.
Probad que el método esta bien definido y es convergente.
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Entrega Problemas 4: Interpolaciéon, diferenciacion e integracién numeérica

Problema 1:

Dados (zg,...,%n) € (Yo,---,Yn), sea S un spline cubico interpolador. Es decir, la
funcién S es un polinomio de grado 3 en cada intervalo [xy, zx41], satisface S(zg) = yi
y ademds S € C*([xg, 2n)).

a) Demostrad, utilizando el Teorema de integracién por partes que
Tn
/ |S"(z)]? dx = S"(x,) S' () — S" (o) S’ (o) ch Ykl — Yk),
Zo
para algunas constantes ci. ;Cudles son esas constantes?

b) Deducid de la expresion del apartado anterior la unicidad de spline cibico in-
terpolador para los tres tipos estudiados.

Indicacién: Notad que la tnica funcién F € C([a,b]) no negativa tal que su

integral se anula, es decir fab F = 0, es la funcién idénticamente cero F' = 0.
Problema 2:
Dado un conjunto {zo, ..., z,} de n+ 1 puntos diferentes y otro punto z € R, supon-

gamos que sabemos que
=S e flan) +d V)
k=0

para toda funcién f € C""!([a,b]), donde £ € [a,b] es un punto que podria depender
de f, mientras que ¢ y d son independientes de f. Demostrad que los coeficientes
¢, y d estan univocamente determinados. Aplicadlo para recuperar los coeficientes de
alguna de las aproximaciones de la derivada vistas en clase.

Indicacién: Usad polinomios como funciones f en la identidad anterior.



Problema 3:

Dada una funcién f € C'([a, b]) y un conjunto de n+1 puntos diferentes {xy, ..., z,} C
la, b], queremos encontrar un polinomio p € P; que interpole tanto la funcién f como
su derivada f’ en los puntos dados. Es decir, queremos que p € P}, satisfaga

pley) = f(w) vy plas) = f'(2:) para todo 7=0,...,n

A ese polinomio p lo llamaremos polinomio de Hermite.

a)

b)

c)

Justificad, sin dar una demostracién, por qué si queremos tener existencia y uni-
cidad del polinomio de Hermite, entonces el grado esperado para ese polinomio
es k=2n+1.

Demostrad que si existe un polinomio de Hermite p € Ps, .1, entonces es tnico.

Dados los polinomios de Lagrange L; € P,, asociados a {xo, ..., x,}, definimos
Hi(z) = L} (@) (1 = 2Li(w) (v — 22)) v Hi(w) = (¢ — 23) L} (2).

Calculad H;(x;), H/(x;), ITIZ(:U]) y ﬁ{(a:]) Usadlo para demostrar que se puede
construir el polinomio de Hermite como combinacion lineal de la familia de
polinomios H; y H;.

Probad que si f € C?*""2([a,b]) y p € Pani1 es el polinomio de Hermite, entonces
2n+2) n
f(z) —plz) = ‘72271 +(2§;> H( —z;)* vparaalgin &, € [a,b] si x € [a,b].

I
=)

7

Indicacién: Fijado z utilizad la funcién

f(z) — p(z) - 2
9W) = 1) —pW) — T 5 L1 — )
[Tiso(z — @) 211
junto con el Teorema de Rolle. Relacionad &, con un cero de alguna derivada de
esta funcién auxiliar g.

Se quiere definir una cuadratura basada en la interpolacion descrita aproximando
la integral de una funcién f por la integral del polinomio de Hermite p € Po,,14.
. Hasta polinomios de qué grado se puede asegurar que la cuadratura es exacta?
Demostrad que la cuadratura tendria la forma

/ab flx)dx ~ i (ozi f(z) + B f,(xi)>.

JPor qué Y joy =b—a?
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Entrega Problemas 5: Integracion numérica y resoluciéon de ecuaciones no
lineales

Problema 1:

Sabemos que

/°° dzx
7‘(’:
N B

y queremos utilizarlo para calcular aproximaciones de 7 utilizando solamente opera-
ciones elementales (sumas, restas, multiplicaciones y divisiones).

/°° dx 1

QS_
; 1+ L
si L >0.

b) Dado L > 0, calculad cuantos subintervalos son necesarios para determinar

/L dx
0 1422

con un error menor que § < 1 utilizando los férmulas (abiertas y cerradas)
compuestas de Newton-Cotes vistas en clase.

a) Probad que

Indicacién: Utilizad que la funcién g(t) = 1/(1 + ¢?) satisface las cotas |¢”] < 2
y |g™)| < 24 en todo R.

¢) Explicad cémo implementarias un algoritmo para aproximar 7 con N decimales
correctos basado en los apartados anteriores. ;Cuantas operaciones requeriria?

Problema 2:

Sea la ecuacién algebraica
2"4+x—1=0, neN, n>2

a) Demostrad que la ecuacién tiene siempre una unica raiz positiva y que depen-
diendo de la paridad de n tiene una o ninguna raiz negativa. ;Es alguna de estas
raices racional?



b)

Probad que la sucesion definida por
(n—1)azp_,+1
nap i +1

T —

puede converger a las dos soluciones dependiendo del valor inicial xy que se elija.

Escoged un valor inicial zg para cada una. jCudntas iteraciones son necesarias
0 6

para garantizar 6 decimales correctos?

Mediante el método de biseccion y el uso de Matlab, determinad un intervalo
de tamafio menor que 10~% en el que se encuentre la solucién positiva. ;Cudntas
iteraciones son necesarias para determinarlo? Explicad con detalle cémo lo en-
contrais.

Fijemos ahora n = 4. Demostrad que la solucién positiva se puede encontrar

también como limite de la sucesién
1

- Tp T 1

independientemente del valor inicial zy € [0, 1]. ;Qué pasaria si comenzasemos
con zg € (1,400)7 jY si zg € (—00,0)7

T
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