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HERRAMIENTAS BASICAS DE ANALISIS

Problema 1. Desigualdad de Cauchy y Young.
a) Prueba que para todo a,b > 0, se tiene

2 b2
b< —+ —.
W=5 T3
Ademas, si € > 0 se tiene
b2
ab < ea® + —.
de
b) Dados 1 < p,q < oo tales que 119 + (11 = 1, demuestra que para todo a,b > 0 se
tiene
a? bl
ab < — + —
p q

Deduce por tanto que si € > 0, entonces
ab < ea” + C. b7,
donde C. = (ep)~%/Pq~.
Indicacién: Utiliza la identidad ab = ev °8(@")+5 los(®") junto con la convexidad

de la funcién exponencial.

Problema 2. Integracion por partes y formulas de Green. _
Sea 2 C R™ un abierto acotado con frontera regular I' = 9Q, y F € C'(Q,R") un
campo vectorial. Entonces, el Teorema de la Divergencia afirma que

/div(F)dx:/F~VdS,
Q r

donde v es el vector normal exterior (unitario) a I'. Deduce:

a) Si f € C1(Q), entonces

i dS.
/ Tv
b) Si f,g € C1(), entonces se tiene la férmula de integracién por partes
99
-dx i dS.

¢)Si feC(Q), Fe Cl(Q,R”), entonces

/QfdiV(F)dxz—/QVf~Fdx+/FfF‘z/dS.

d) Siu,v € C?(Q), entonces se tiene la primera férmula de Green

/Auvdx:—/VU-Vud:v%—/v@dS.
Q Q r ov



e) Siu,v € C?(9), entonces se tiene la segunda férmula de Green

ou ov
/Q(Auv —uAv) dx = /F (av —ua) ds.

Problema 3. Integraciéon en polares.
Por integraciéon en coordenadas polares en R" se tiene

; f(x)dx:/oR< aBTf(a:)dS) dr,

donde r = |z| y B, = {z € R" : |z| < p} representa la bola de radio p > 0 centrada
en el origen.

a) Prueba que
n o d . n—1
|Br| = a, R y |8BR|n_1—ﬁ|BR|—noan ,

donde «,, es el volumen de la bola unidad de R™.
b) Deduce que si f es una funcién radialmente simétrica, entonces

R
dr = nay, =1,
. fx)dr=na /0 flr)r r

¢) Demuestra que
71'"/2
Q, =

- T(n/2+1)

donde I' es la funcion Gamma, que viene dada por
I'(2) :/ t=tetdt.
0

Indicacién: Toma f(z) = e 1" = [[I, e”®" y haz R — oo, integrando en
polares y usando Fubini.

Problema 4. Lema de Urysohn.
Sea 2 C R™ un abierto y K C €2 un subconjunto compacto de §2. Prueba que existe
una funcién xy € C.(Q2) tal que 0 < x(z) <1y x=1len K.

Problema 5. Aproximacién de L! por funciones continuas.
Sea f € L'(R™) una funcién integrable. Demuestra que para todo ¢ > 0, existe una
funcién f. € C.(R") tal que

[ 150 - rwlar <

Concluye que C.(R") es denso en L'(R").

Indicacién: Prueba primero el caso particular en el que la funciéon es la caracteristica
de un conjunto E medible con medida finita y luego recuerda la construcciéon de la
integral a partir de funciones simples para probar el caso general.



Problema 6. Mollifier.
Sea £ : R — [0, 1) la funcién que viene dada por

e/t si t>0,
(1) = .
0 si t<O0.

Esta funcién es el ejemplo tipico de funcién que es infinitamente diferenciable en toda
la recta real, es decir n € C*°(R), pero no es analitica.

a) Si ¢ : R" — R es la funcién radialmente simétrica definida como

¢la) = (1 — [2]*).
Demuestra que ¢ € C*°(R™). ;Cudl es su soporte?
b) A partir de
¢(z)
p(x) o)z
definimos la familia de funciones ¢.(z) = e "p(Z) para todo € > 0. Prueba que
todas satisfacen que fRn () dx = 1. Esboza las graficas de ¢, para distintos

valores de ¢.
Esta familia de funciones se llama sucesion regularizante estandar en R".

Problema 7. Cut-off en la bola.
Sea £ : R — [0, 1) nuevamente la funcién

e~1/t si t>0
t) = ’
£ {0 si t<0.

a) Comprueba que la funcién
£(t)

Gt =

D= mrea-o
es regular, no decreciente y ademés satisface que ((¢) = 0 si t < 0, mientras que
C(t)y=1sit>1.

c¢) Dados a < b < ¢ < d definimos la funcién ¢ : R — [0, 1]

v =¢ (=)< (5=1):

Comprueba que ¥ = 1 en (b,c¢) y »y =0en R\ [a,d].
d) Dados R,r > 0, construye una funcién n € C§°(Bgry,) tal que 0 < n < 1,
n(x) =1 en Bg, y ademés para todo multiindice o € N" se satisface

1Dy < canr™®l entodo R”,

donde ¢, ,, es una constante positiva que no depende de Rnir,y |a] = "

=1 Q.
Esta tipo de funciones se llama cut-off.

Problema 8. Particién de la unidad.
Dado K C R"™ un compacto, sean U; C U/ C U/ abiertos tales que K C U2, U; es
un recubrimiento finito. Supongamos que para cada 1 < ¢ < m, existe una funcién



n; € CXU!) tal que 0 <1m; < 1,1, =1 en U; y ademés 1; = 0 en U \ U/. Definimos
de manera recurrente las funciones

M =, Tigr = (L =m) o (L= m) miga.
Prueba que 7; € C5°(U/), y ademas Z;Zlﬁj =1- H;Zl(l —1;). En particular, se
satisface que ZTZI 7; = 1 en un entorno del compacto K.

Problema 9. Cut-off en un compacto.

Sea ) C R™ un abierto y K C €2 un subconjunto compacto de €. Demuestra que existe
una funcién n € C5°(92) tal que 0 < n(x) < 1, tiene soporte tan préximo a K como se
quiera y 7 = 1 en un entorno de K.
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ESPACIOS LP

Problema 1. Ejemplos radiales.
Sean f,g : R" — R las funciones radialmente simétricas dadas por f(z) = |z|™* y
g(z) = |In(|z|)|? con pardmetros a, 8 > 0.

a) Encuentra los valores de p > 1 (dependientes de la dimensién n y de los pardme-
tros a y () para los cuales f,g € LP(By).
b) Determina los valores de p > 1 para los cuales f,g € LP(R™\ By).

Indicacién: Puedes plantear primero el caso de dimension n = 1.

Problema 2. Generalizaciones de la Desigualdad de Holder.

a) Demuestra que dados 1 < p,q < oo y dos funciones u € LP(Q2) y v € LI(Q),
entonces el producto uv € L™(Q) con & = 110 + %.

b) Sean 1 < p,q,r < oo tal que i + é —1—% = 1, y las tres funciones u € L*(Q2),
v e LY(Q) y w e L7(Q). Prueba que el producto uvvw € L'(Q) y ademds

/Q\uvwl < lullze@yllv|l Ly l|w]

Problema 3. Desigualdad de interpolacion.

Sea 2 un abierto de R" y 1 < p <r < ¢ < oo tales que
1 68 1-46
-—=—-4+—, 0<fO<1.
r p q

Demuestra que si w € LP(Q)NL9(2), entonces w € L™ () y se satisface la desigualdad
de interpolacién

lwllzr ) < 1wl l1wll o).
@)

Problema 4. Algunas inclusiones.

a) Dado 1 < p < oo, encuentra una funcién en LP(Bj) que no pertenezca a L?(B)
para ningin q > p.

b) Sea €2 C R™ un abierto con medida finita, es decir, tal que || < co. Prueba que
si 1 < p < q < oo entonces se tiene

[ullzri@) < Callull L)
Concluye que esa desigualdad implica la continuidad de la inclusién L9(§2) C
LP(Q), es decir, si u, — u en L(€2), entonces también converge en LP(£2). ;Es
la inclusion siempre estricta?
¢) Demuestra que LP(R™) ni contiene ni esta contenido en LI(R™) si p # q.



Problema 5. Resultados de convergencia.

a) Sean p y ¢ exponentes conjugados, es decir, ]lj + % = 1. Deduce que si u,, — u
en LP(Q2) y v, — v en L({)) entonces

h’m/unvn—/uv.
noJo Q

b) Sea € un abierto acotado de R" y 1 < p <r < ¢ < co. Prueba que si la sucesion
{wy, }, es acotada en L4(€)) y convergente en LP(£2), entonces es también converge
(y al mismo limite) en L"(2).
Problema 6. Comportamiento de L? cuando p — oo
a) Sea € un abierto con medida finita, es decir, tal que |2] < oo, y una funcién
f € L>®(Q2). Demuestra que f € LP(Q) para todo p € [1,00). Ademés, satisface

pEEloo o) = [l @)

b) Dado un abierto Q@ C R", sea f € LP(Q2) una funcién tal que || f||zr@) < C para
todo p € [1,00). Prueba que entonces f € L*(€2) y satisface || f||pe@) < C. (Es
cierto que f € L>(Q) si f € LP(Q2) para todo p € [1,00) pero ||f]||rr) = +00
cuando p — +oo?

Problema 7. Dilataciones y traslaciones.

a) Sea f € LP(R™) para algin 1 < p < co. Dado A > 0 definimos las dilataciones

frlz) = f(Az). Prueba que entonces

Ifallzrgny = AP0 f Nl

b) Dada f € LP(R™) para algin 1 < p < co y h € R", definimos las traslaciones
T, f(x) = f(z + h). Demuestra que

1T f | e ry = [ f 1 e @
y ademas

It [ T3.f — fllgogary = 0.

. Qué pasa cuando p = oo?
Indicacién: Utiliza la aproximacién de f en LP(RY) por funciones continuas
de soporte compacto.

Problema 8. Convolucién de funciones.

a) Sean f, g, y h definidas en R". Comprueba que
frg=gxf v [xlg=xh)=(f*g)*h

siempre que estén definidas.
b) Demuestra que

supp(f * g) C supp(f) + supp(g).



¢) ) Prueba la desigualdad de Young: si f € LP(R") y g € LY(R"), entonces
frgeL"(R")y

1 1
1 * gller@y < 1 fllze@m llglle@ny,  con PR
Ademas, si r = 0o, demuestra que f * g es uniformemente continua.
Indicacién: Haz primero el caso r = oo (usando que las traslaciones son conti-
nuas en LP(R™)), después el caso p = g = r = 1, y finalmente los casos restantes.

Definimos el espacio de funciones de decrecimiento rapido o espacio de Schwartz
S = {f c C*(R") tal que sup|z™ D*f(z)| < oo paratoda k,m € N”} )
Rn

d) Prueba que si f,g € S entonces f x g € S y para todo multiindice « € N™ se
tiene
D(fxg)=D"fxg=f=D.
e) Demuestra que si f € LP(R") y g € S entonces f *x g € C°(R™) y para todo
multiindice o € N” se tiene D*(f *x g) = f * D%g.

Problema 9. Aproximacion por funciones regulares.
Sea . € C2°(R™) una sucesion regularizante cualquiera y 2 C R™ un abierto. Prueba
que

a) Si f € LP(RY) con 1 < p < oo, entonces con € — 0

fro.—f en LP(RY).
b) Si f e Lj .(52), entonces con € — 0

[xo.— f en LI ().
c) Si f € C(R), entonces con € — 0

f*v. — [ uniformemente en compactos de (2.

Problema 10. Densidad de C°(2) en LP(Q).

Sea 2 un abierto de RY. Demuestra que C>°(£2) es denso en LP(Q) para todo 1 < p < 0o
pero que no es denso en L>(€).

Indicacién: Utiliza que toda funcién f € LP(2) se puede aproximar por funciones de
LP(§2) de soporte compacto en 2 y luego regularizar estas haciendo la convolucién con
una sucesion regularizante estandar.
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ESPACIOS DE HILBERT Y EL TEOREMA DE
LAX-MILGRAM

Problema 1. Identidad del paralelogramo.
Sea H un espacio de Banach. Prueba que H es un espacio de Hilbert si y solo si
satisface la desigualdad del paralelogramo. Es decir, si

2 2

r+y
2

r—y
2

1
=3 (HJJH2 + HyHQ) , paratodo z,y € H.

. Cémo se puede obtener el producto escalar a partir de la norma? Concluye que LP(£2)
es un espacio de Hilbert si y solo si p = 2 y construye su producto escalar.

Problema 2. Caracterizacién del elemento nulo via producto escalar.

a) Prueba que si f € H es tal que (f,u) = 0 para todo u € H entonces f = 0.

b) Demuestra que si f € H es tal que (f,u) = 0 para todo u € D donde D C H es
un subconjunto denso en H entonces f = 0.

¢) Aplica lo anterior para deducir que si f € L*(Q) y

/ feo =0 paratoda ¢ € CX(Q)
Q

entonces f = 0.

Problema 3. Pitagoras y proyeccion ortogonal en dimension finita.
Sea H un espacio de Hilbert con producto escalar (-,-) y sean fi,..., f,, elementos
ortogonales (y no nulos) de H.

a) Prueba que fi,..., f;, son linealmente independientes y que se satisface el Teo-
rema de Pitdgoras: si a; € R, entonces

m 2 m
doaifi || =D leil’ll il
i=1 i=1
b) Sea V = [fi,..., fm] el subespacio vectorial generado. Demuestra que si f € H,
entonces existe un unico p € V tal que f — p L V. Calcula p como combinacion
lineal de fi,..., fi,. Este elemento p es la proyeccién ortogonal de f sobre V.

Deduce que ||f —p|| < ||f — q|| para todo ¢ € V.

Problema 4. Proyecciéon sobre funciones en una banda.
Dado el abierto Q C R™ y las funciones hy, hy, : Q — [0, 4+00) tales que hy, h, € L*(£2)
y h; < h, en casi todo punto de €2, definimos el conjunto

K = {w € L*(Q) tal que h(z) < w(z) < h,(z) enctp. z€Q}cCL*Q).

Comprueba que K es un cerrado convexo y calcula Pg.



Problema 5. Proyeccion sobre funciones impares.
Dado € C R™ un abierto simétrico respecto al origen (z € {2 si y solo si —x € ), sea
H = L*(Q) y consideramos el subespacio V de funciones impares en H,

V={ueH : ul—z)=—u(z) ct.p. z € Q}.

Comprueba que se puede aplicar el teorema de la proyeccién ortogonal. Determina V+
y calcula la proyeccién Py f de una funcion f € H cualquiera.

Problema 6. Proyeccién sobre funciones que dependen de una sola variable.
Dado un abierto acotado Q C R", sea C = Q x (0,1) Cc R"™ y H = L*(C). Conside-
ramos el subespacio de funciones que solo dependen de la variable axial

V={uecH : u(z,t) =v(t), conve L*0,1)}.

Calcula V* y verifica que H = V @ V+ descomponiendo una funcién cualquiera f € H
como suma de un elemento de V' y un elemento de V+.

Problema 7. Teorema de Stampacchia.
Sea K C H un conjunto no vacio, cerrado y convexo en un espacio de Hilbert H y
a: H x H — R una forma bilineal continua y coerciva. Dado h* € H*, demuestra que
existe un unico elemento u € K tal que

a(u,v —u) > h*(v —u) paratodo v € K.
Si ademas a es simétrica, prueba que u es el inico minimizante del funcional

1 *
éa(v, v) — h*(v)

entre todos los elementos de K.

Problema 8. Convergencia débil.

a) Prueba que toda sucesién débilmente convergente en un espacio de Hilbert, es
acotada en norma.
b) Demuestra que si uy — u débilmente en H, entonces

|lu|| < h’mkinf |||
Concluye que si ademas ||u|| = limy, ||ug||, entonces ux — u en H.

Indicacién: desarrolla ||u,, — u||?
d) Demuestra que si u,, — u débilmente en H y v,, — v fuertemente en H, entonces

Hm (ug, vg) = (u,v).
k—o0
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ESPACIOS DE SOBOLEV

Problema 1. Ejemplos de distribuciones en 1D.
Prueba que las siguientes expresiones definen distribuciones en R:

a) La funcién de Heaviside

o) = [ owdn,  secrm)
b) La Delta de Dirac

0(¢) = ¢(0), &€ CT(R).
c¢) El Logaritmo

L) =ty ([ toglel o), oecEm)

e—0

d) El Valor Principal de 2 (Obs: esta funcién no es localmente integrable)

VPy/.(¢) = lim ( ) dx) , ¢ € C°(R).
|z|>e

e—0 €T

¢) La Parte Finita de & (Obs: esta funcién no es localmente integrable)

PF)),2(¢) = lim ( " @ dr — 2@) . $eCX(R).

e—0 xT
Demuestra ademas que en sentido de distribuciones se tiene:
H =6, 1 VP, y VP’l/x = —PFy/p2.

=] —

Problema 2. Convergencia de distribucién asociada a una funcion.

Sea f. € L},.(Q) una sucesién tal que f. — f en L},.(Q) cuando € — 0, es decir, con-
verge en L' (Q') para todo Q' CC Q. Prueba que las distribuciones asociadas verifican,
cuando € — 0, que

Tfs—)Tf en D/(Q)

Problema 3. Derivacién de distribuciones.
i) Sea T' € D'(Q2), demuestra que entonces para todo i,j = 1,...,n,
o*T  0°T
8@396]- n 895](%1
y por tanto todas sus derivadas cruzadas (de cualquier orden) coinciden. En particular,
para todo multiindice o, D*T" estd bien definida.

ii) Prueba que si 7. — T en D'(2) cuando € — 0, entonces para todo multiindice se
tiene

D*T. — DT en D'(Q).



Problema 4. Distribucion J.

a) Sea u € L'(R™) con la propiedad [g, u(z)dr = 1y tal que supp(u) = B;.
Definimos la familia de funciones

us(x) = "ulx/e).

Prueba que u. — 6 en D'(R™) cuando £ — 0. En particular, concluye que toda
sucesion regularizante ¢, converge a § en D'(R")

b) Calcula, en sentido de distribuciones, las derivadas sucesivas de la distribucién
d (es decir &', 8", 6", etc.).

Problema 5. Convolucion de distribuciones.
Si¢p e CP(R™) y T € D'(R") entonces se define la convolucién

(T 0)(x) = T(6(z =), =€
Prueba que si ¢,¢ € CX(R™) y T € D'(R"™) entonces:
a) T * ¢ € C®(RY) y para todo multiindice se tiene

DT x¢) = DT« ¢ =T x D.

Indicacién: Usa cocientes incrementales para las derivadas primeras y poste-
riormente induccion.

b) %= .

Q) T (¢x0) = (T %) %0,

d) Si T. - T en D'(R"™), con ¢ — 0, entonces 1. * ¢ — T * ¢ uniformemente en
compactos de R". ;Qué ocurre con las derivadas?

e) Si ¢ — ¢ en C°(R™), con € — 0, entonces T * ¢. — T * ¢ uniformemente en
compactos de R™. ; Qué ocurre con las derivadas?

Problema 6. Derivada débil de funciones casi C'.
a) Sea f € C'((—1,1)\{0}) y tal que tiene limites laterales finitos lim, o+ f(x) = a
y lim,_,o- f(z) = b. Supongamos que f’ € L}, ((—1,1)). Prueba entonces que

loc
DTf = (CZ — b)(S—i—Tf/

b) Dado 2 C R™ un abierto y zg € 2, sea f € CH(Q\ {zo}) tal que Vf € L] .(Q)

loc
y im, ., f(2)|z — zo|"' = 0. Demuestra que f € Li () y que las derivadas
débiles de f son g—gj.

Indicacién: Integra por partes en 2\ B.(xg) y toma ¢ — 0.

Problema 7. Funciones de Sobolev en dimensiéon n = 1.
Prueba que si u € W?(0,1) con 1 < p < oo entonces se tiene

lu(z) — u(y)| < |z —y|" Jullwreoy, ct.p. z,y € (0,1),

lo que implica que u € C’O’l/p/([O, 1]). Por otro lado, Prueba que si p = 1 entonces
whi0,1) c C(]o,1]).

Indicacién: Demuestra que si u € W11(0, 1) entonces u se puede recuperar integrando
su derivada débil que coincide c.t.p. con su derivada puntual.



Problema 8. Proyeccién ortogonal en Sobolev.
Sea H=H'(-1,1)y
V={ue H: u(0) =0}
Demuestra que V' es un subespacio cerrado de H y calcula la proyeccién ortogonal en
V de la funcién f = 1.
Problema 9. Funciones radiales en espacios de Sobolev.

a) ;jPara qué exponentes o« > 0y p > 1 se cumple que la funcién u(x) = |z|~®
pertenece a los espacios W'P(B;) y WHP(R™\ By)?

b) ;Cuales son los exponentes 3 para los que la funcién u(x) = |log |z| |5 pertenece
al espacio H'(By3)?

Problema 10. Dilataciones y funciones de Sobolev.
Sea ug € W™P(RY), 1 < p < oo. Si A > 0 probar que definiendo uy(z) = ug(Az) se
tiene, para todo « con |a] < m,

1D urll oy = A7) Dol 1oy

Problema 11. Truncamiento y regularizacién en W'?(R").
Dado R > 0 sea pr € C2°(R") una funcién de cut-off tal que 0 < g <1,

(2) = 1 si |z| <R,
PR N0 s |2 > 2R,

y ademds ||Vpg||z~ < C R™! para alguna constante C' > 0 independiente de R.
Prueba que si u € WIP(RY), con 1 < p < oo, entonces, si R — oo,

wpr —u en WH(R™).

Haciendo la convolucién con una sucesion regularizante, demuestra que C°(R") es

denso en WHP(R™).

Problema 12. Truncamiento y regularizacién en W?(R").
Sea el semiplano

R? = {2z = (2/,2,) e R" ' xR, z, > 0}

yu€ WH(RLY), con 1 <p < 0.
Dados € > 0y R > 0, extendemos u por cero en el complementario de R’ y definimos

e p(x) = u(z', x, +¢)pr(x) paratodo == (z',z,) € R},

donde ¢g es la funcién de cut-off del problema anterior.
Prueba que, sie — 0y R — 00, entonces

Uer —u en WHP(RTY)

Haciendo la convolucién con una sucesién regularizante, concluye que C°(R") es denso
en WHP(R™).
Indicacién: Recuerda que el operador traslacion es continuo en LP.



Problema 13. Operador de extension en el semiplano.
Definimos el operador de extensién E : WHP(R") — WP(R™), con 1 < p < 0o, como

u(z, z,) siox, >0

u(e', —x,) si oz, <0

E(u)(z', x) = {

Prueba que E es lineal y verifica
||E(u)||W1=P(R") < C'||UHW1,p(R1)

para cierta constante C' > 0 independiente de u. En particular, ' es continuo.
Indicacién: Demuéstralo para ¢ € C°(R") y argumenta por densidad.

Problema 14. Aplicacién traza en el semiplano R’ .
Partiendo de la identidad

v(e', x,) = v(2,0) / p. (2, s)
Tn

que se satisface para toda funcién v € C°(R™), aplicala a v = |ulP e integra primero
en z,, € (0,4+00) y después en 2/ € R¥~! parar demuestrar que la aplicacién traza:
Tr(u)(z") = u(a’,0) verifica

HTr(u)HLP(RN—l) < CHUHWW(M)

para toda funcién u € C°(R"). Por densidad, concluye que 7 se extiende de forma
tnica a W'P(R"), con 1 < p < co.

Problema 15. Regla de Leibniz en Sobolev.
Dado © un abierto de R, sean u,v € W'?(Q) N L>°(Q). Demuestra que entonces
uv € WP(Q) N L>(Q) y ademds
0 (uv) ou ov
ox; - ox; +U8$i’
Justifica que el resultado es falso en general si no se pide que las funciones sean L*°.
Indicacién: Para probar la afirmacién sobre las derivadas, fijada una funcién test,

aproximar u, en un entorno del soporte de la funcién test, por funciones regulares y
pasar al limite.

i=1,2,...,n.

Problema 16. Regla de la cadena en Sobolev.
Sea  un abierto de R" y F' € C'(R) tal que F” es acotada.
a) Prueba que si u € L{ _(Q) tiene derivada débil en Q y definimos v = F(u),
entonces se cumple que v también tiene derivada débil y ademas
Ov .\ ou
ox; = F(u) ox;’
Justifica que el resultado es falso en general si no se pide que F” sea acotada.
b) Siu € WHP(Q) con Q acotado, demuestra que F(u) € WP(Q). Justifica que el

resultado puede ser falso si no se pide que 2 sea acotado.
¢) Si F(0) =0y u e W,”(Q), prueba que entonces F(u) € Wy ().

1=1,2,...,n.



Problema 17. Parte positiva y negativa.

a) Demuestra que si u € WP(Q) entonces u™ = max{u,0} € W'?(Q) y comprueba
que

Vu siu>0
Vut = =5
“ {0 siu< 0.

Indicacién: Aproxima ut por F.(u), donde

22— s>0,
Fe(s):{(() ) s<0

y aplica la regla de la cadena.
b) Siu e WhP(Q), concluye que entonces u™, |u| € WHP(Q) y calcula Vu~ y V|ul.

Problema 18. Aplicacién de Riesz-Frechet en Sobolev.
Demuestra que el funcional

Lu:/olu(t)dt

pertenece al espacio H1(0,1) = (H}(0,1))*. Encuentra el elemento en Hj(0,1) que
lo representa.

Problema 19. Desigualdad de Poincaré-Wirtinger.
Sea p > 1y Q C R"” un abierto convexo y acotado. Denotemos por (u)q la media
integral sobre 2 de cualquier funcién u € L*(Q), es decir,

(u)q ::][ u(z) dz.
Q
Demuestra que existe una constante C' > 0, dependiendo solamente de n, p y €2, tal
que se satisface la desigualdad de Poincaré-Wirtinger
lu = (Wallr@) < ClIVullr@),
para toda u € W'P(Q).

Problema 20. Norma equivalente en Sobolev.
Sea {2 un dominio Lipschitz acotado en R™.

(a) Demuestra que
(u,v)o0 = / u|aav|oq do + / Vu - Vudr
) Q

es un producto escalar en H'().
(b) Prueba que la norma

1/2
llon = ( [ ubado [ |Vu|2das)
o0 Q

es equivalente a la estdndar ||| g.
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SOLUCIONES DEBILES Y PRINCIPIO DEL MAXIMO

Problema 1. Soluciones débiles no clasicas.
Consideremos el problema
{ —u" = f($)7

u(—1) = u(1) = 0.
con f = —x(-1,0) + X(0,1)-
(a) {Puede existir una soluciéon C? del problema?

(b) Calcula la funcién wu, : [-1,1] — R, definida a trozos y que viene dada por la
solucion de

—u" = —1,
u(—1) =0, u(0) =a

en el intervalo [—1,0], y por la solucién de

- =1
u(0) =a, u(l) =0
en el intervalo [0, 1].
(¢) Comprueba que u, € Hj(—1,1) para todo valor del pardmetro a € R y calcula
su derivada débil.
(d) Encuentra los valores del pardmetro a € R para los que la funcién u, es solucién
débil de la ecuacion, es decir,

1 1
/ ul ! _/ fe, paratodo ¢ € CX(—1,1).
—1 -1

Comprueba que para estos valores del parametro la funcién pertenece a C'([—1,1])
y H*(—1,1) pero no a C*([—1,1]).

Problema 2. Existencia y unicidad de soluciones en dimensiéon n = 1.
Escribe la formulacion débil del problema

(2> + 1) u” —xu' =sin(27z), 0<z <1,
u(0) = u(1) = 0.
Demuestra que existe una tinica solucién débil u € H}(0,1) y encuentra una constante

explicita C' tal que
HuIHLQ(O,l) S C



Problema 3. Problema de Dirichlet en R".
Dados ¢ > 0y f:R"™ — R consideremos el problema

—Au+cu=f en R"

(a) Si f € L},.(R™), prueba que toda solucién cldsica u satisface

loc
/ Vquo—l—c/ up = fo
n n RTL

para toda ¢ € C2°(R").
(b) Si f € L*(R"), demuestra que toda solucién clasica u satisface la formulacién

débil:

VuVuv + c/ uv = fu para todo v € H'(R").
R

n

R’?’L
(¢) Usando el Teorema de Lax-Milgram, demuestra que existe una tnica solucién
débil u € H'(R") del problema.
(d) Prueba que la solucién débil satisface
[l ey < Ol 2@y
v que ademés minimiza, en H'(R"), el funcional
1

J(v) = Q/Rn (|Vv]* + clof?) — . fu, v e H' (R).

(e) Demuestra que la solucién débil verifica el problema original en sentido de dis-
tribuciones y Au € L?(R™). Concluye que el conjunto

D(A) :={u € H'(R™) : es sol. débil del prob. para alguna f € L*(R")}
viene dado por

D(A) = {u e H'(R"), Auc L*(R")}.

Problema 4. Dual de H'(Q) y de H}(Q).

(a) Sea 2 un dominio acotado y C' y sea g € L*(912). Usando la nocién de traza
en espacios de Sobolev, prueba que la forma lineal

v — T,(v) = / gu
o0

define un elemento del dual de H'(Q) que es nulo sobre H}(Q) y que la aplicacién

g fg es lineal y continua.
(b) Sean f € L*(Q), h; € L*(Q) parai =1,...,ny g € L*(09). Demuestra que
entonces la forma lineal

“ ov
vi— F(v) = /hi——i-/ v+/ v
() ZZI 9) Oz; Qf aszg

define un elemento del dual de H'(Q) y del dual de Hj ().



Problema 5. Problema de Dirichlet con condicion de borde no homogénea.
Consideremos el problema

—Au+cu=f en ()
u=g en 0f)

donde ¢ € [0.00), f € L*(Q) y g es la traza de una funcién G € H'(Q).

(a) Supongamos que u € H'(§2) verifica la ecuacién en sentido de distribuciones y la
condicién de contorno en sentido de las trazas. Prueba que U = G —u € H(Q)
y verifica la formulacién débil:

/VUVv—i-c/Uv— /fv+/VGVv+c/Gv Vv e Hy(Q).

(b) Demuestra que existe una tnica solucién débil u y que depende de forma conti-
nua de f y G, i.e., existe una constante C' > 0 tal que

ull @) < CUIf N2 + 1Gllm@)-

Problema 6. Trazas, EDPs y proyecciones ortogonales.

(a) Sea V = H}(2)*, el espacio ortogonal de H(2) en H'(Q2). Demuestra que todo
elemento v € V satisface que Av = v en sentido de distribuciones.

(b) Dada G € H'(), sabemos que podemos descomponer G = Ppi )G + PvG.
Demuestra que las proyecciones estan caracterizadas asi: PG es la tnica solu-
cion débil del problema

—Au+u=0 -en
u=0_G en Of)

Y PG verifica

/VPH(%(Q)GVQD—F/PHS(Q)GQO:/VGVQO—F/GQO VQDGHé(Q)
Q Q Q Q

Deduce de lo anterior que la correspondencia Tr(G) — u permite identificar a
V' con el espacio de trazas.
(¢) Denotamos por

HY2(0Q) = {Tr(w) : we HYQ)} c L*99Q)
y definimos, para una traza g € H'/?(9%)
Il = (Gl : TH(G) = g}
Prueba que || - ||y es una norma y que satisface

lgllte < [[1PvGllm < ClGllm@ VG e H*(Q) tal que Tr(G) = g.



Problema 7. Existencia y unicidad con desigualdad de Garding.
Sea €2 un dominio acotado y regular. Consideremos el operador lineal de segundo orden
eliptico
Lu := —div(AVu) + b - Vu + cu,
con a;;, b, c € L>(2), y constantes de elipticidad A > A > 0.
(a) Prueba que existe v > 0 (dependiendo solamente de A, ||b;||r=() ¥ |lc—| L))
tal que se satisface la denominada desigualdad de Garding

A
5 el @) < Bulw,w) +7llullzzq)  para todo u € Hy(Q).

Aqui By, es la forma bilineal asociada al operador L.

(b) Demuestra usando el teorema de Lax-Milgram y la desigualdad de Garding que
existe una constante ¢, > 0, dependiente solo de X'y ||b;]| < (q), tal que si ¢ > ¢,
en c.t.p. de ©, entonces para toda f € L%*(§) existe una tnica solucién débil
u € HL(Q) del problema

Lu=f en ()
u=20 en Of).

Ademas, u satisface
ull @) < Cllfll2@),
donde C' > 0 depende solamente de €2 y A.

Problema 8. Problema de Neumann con término de orden cero.
Sea Q un dominio acotado y regular y g € L?(992). Consideremos el problema con
condiciones de contorno de Neumann

{—Au—l—u:f, en €

% =g, en 0f).

(a) Prueba que la formulacién débil del problema viene dada por

/Vqu+/uv:/fv+/ gv, paratodo v & H'(Q)
Q Q Q 00

(b) Aplica el teorema de Lax-Milgram apropiadamente (eligiendo la forma bilineal,
los espacios y la forma lineal correspondiente) para probar existencia y unicidad
de solucién débil.

(c¢) Si cambiamos el operador Laplaciano, —A, por un operador eliptico de segundo

orden puro, L = —div(A V), jcémo habria que adaptar la definicién de condi-
cién de Neumann para este problema? Demuestra existencia y unicidad para el
mismo.

Indicacién: Dadas dos funciones u, v € C?(), integra por partes en fQ ulv, e
identifica los términos de borde.



Problema 9. Problema de Neumann sin término de orden cero.
Sea Q un dominio acotado y regular y g € L?(992). Consideremos el problema con
condiciones de contorno de Neumann

{—Au =f, en(

% =g, en 0.

(a) Prueba que la formulacién débil del problema viene dada por

/Vqu:/fv—i-/ guv, paratodo ve H'YQ).
Q Q 890

Encuentra una condicion necesaria para que el problema tenga solucion. Justifica
que en caso de existencia de solucién, ésta no puede ser tnica.
(b) Definimos el conjunto

V:{veHl(Q):/v:O}.

Prueba que es un subespacio vectorial cerrado de H'(Q2). Demuestra que, asu-
miendo la condicion necesaria para existencia de solucién débil, la formulacion
débil del problema de Neumann es equivalente a

/Vqu—/fv—i—/ guv, paratodo wveV.
Q Q 89

(¢) Aplica el teorema de Lax-Milgram junto con la Desigualdad de Poincaré-Wirtinger
para probar existencia y unicidad de solucién débil en V| una vez asumida la
condicion necesaria. Concluye de esto que la condicién necesaria es también su-
ficiente para tener existencia de solucién débil para el problema de Neumann, y
que dos soluciones siempre difieren en una constante.

Problema 10. Problema de Neumann con término de orden uno.
Encuentra el error en el siguiente argumento y discute si la conclusién es correcta a
pesar de que el razonamiento no lo sea. Dado €2 C R™ un dominio acotado y regular,
consideramos el problema de Neumann

—Au+0b-Vu=f, in € €,
o,u =0, on 0f),

donde b € C'(Q,R") y f € L*(Q). Sea B la forma bilineal asociada al problema
B(u,v) = /{Vu -Vu+uv(b-Vu)}.
Q
Si divb = 0, podemos escribir

/Q(b-Vu)u:%/Qb-vw):%/mu?b.y.

Entonces, si ademés b-v > by > 0 en c.t.p. de 052, se tiene que
B(u,u) > [[Vull 2y + bollulliza0) > Cllulliq)

y B es coerciva. Por tanto, con esas hipotesis el problema tendria soluciéon tnica.



Problema 11. Existencia y unicidad con bilaplaciano.
Sea 2 C R™ un dominio acotado y regular, y A2 = A o A el operador bilaplaciano.
Dada f € L*(Q2), diremos que u € HZ() es una solucién débil del problema

A%y = f en €2,

_8u_0 en 012,

U—@—

si satisface

/ AuAvdr = / fvdxr para toda v € H3(Q).
Q Q

Demuestra que existe una tnica solucién débil del problema, y que si ésta es suficien-
temente regular entonces es también solucién clésica.

Problema 12. Problema de Robin en dimensién n = 1.
Dado el problema

coszu’ —sinzu' —zu=1, 0<z<m/6,
u'(0) = —u(0), u(r/6) =0,

escribe la formulacién débil del mismo y discute la existencia y unicidad de solucién
débil.

Problema 13. Problema de Robin para el Laplaciano.
Sea 2 C R™ un dominio acotado y regular. Consideremos en H'() la forma bilineal

B(u,v):/Vqu—l—/uv—l—/ duv
Q Q 1)
donde d € L>(012).

(a) Prueba que dado f € L*(Q) y g € L*(99), si d > 0 se tiene que existe una tnica
funcién v € H'(Q) verificando

B(u,v) = /va + /{m gv, para todo v € H'(Q).

(b) Obtén razonadamente el problema (ecuacién en derivadas parciales y condicién
de contorno) que se corresponde con la formulacién débil anterior.

(¢) Demuestra que existe una constante dy < 0 tal que la forma bilineal B(-,-) es
coerciva si d(x) > dy. Es decir, la coercividad de B(, -) no se pierde para valores
negativos pero pequenos de d(x).



Problema 14. Principio del maximo en dominios pequenos.
Sea 2 C R™ un dominio acotado y regular. Sea v € H'(2) una subsolucién en sentido
débil del problema

u =0, en 052,

donde ¢ € L*(€2). Demouestra que si la medida de 2 es suficientemente pequena (en
funcién de [|c_||L=(q)), entonces u < 0 en €.
Indicacién: Recuerda como es la constante de la desigualdad de Poincaré.

{—Au+cu:0, en {2

Problema 15. Principio del maximo con término de orden uno.
Sea 2 C R" un dominio acotado y regular. Sea v € H'({2) una subsolucién en sentido
débil del problema problema

—Au+b-Vu+cu=0, en{
u =0, en OS2,

donde b;, ¢ € L>(Q2). Estudia la viabilidad de tener un principio del méximo.
Indicaciéon: Ayudate de la desigualdad de Garding.
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ENTREGA 1

Problema 1.
Elige al menos uno de los tres teoremas que se enuncian a continuacion y demuéstralo
utilizando el siguiente procedimiento:

= Toma un recubrimiento finito adecuado de 2.

= Usando particién de la unidad, descompén las funciones del espacio de Sobolev
como suma de funciones con soporte compacto en cada uno de los abiertos del
recubrimiento.

= “Aplana” la frontera en los abiertos que intersecan el borde aprovechando la
regularidad del dominio.

= Aplica la version para semiespacio del resultado a demostrar.

» Traslada la informacion obtenida a la funcién original.

Definicién. Decimos que un abierto Q C R™ es C' si localmente, en un entorno
de cualquier punto xo € 0X), la frontera se puede escribir, tras una rotacion, como la
grdfica de una funcién C1. Es decir, para todo xq € 0N, existe una rotacion R € SO(n),
un radio r > 0 y una funcion v : R"! — R tal que v € C!,

R(Q2N By(x9)) = {x € B.(Rxog) : &y > y(x1, ..., Tpn-1)}

R(OQN B, (x0)) = {x € B,(Rxo) : &y, = y(x1, ..., xpn1) }.

Teorema A. Sea ) C R™ un abierto C' acotado y p € [1,4+00). Entonces, C>°(R™)
es denso en W1P(Q).

Teorema B. Sea Q C R"™ un abierto C' acotado y p € [1,+00]. Entonces, existe un
operador E : Wh'P(Q) — WIP(R") tal que para toda v € WP ()

» Bu(x) =u(x) six €,

= |[Eullpe@ny < Cllullee),

= |[Bullwisgny < Cllullwre),
donde C' > 0 es una constante que solamente depende del dominio ). El operador E
se denomina operador de extension.

Teorema C. Sea 2 C R" un abierto C' acotado y p € [1,+00|. Entonces, existe un
operador lineal y continuo Tr : W'P(Q) — LP(9Q) tal que Tr(u) = ulpq para toda

funcion u € C*(Q2). El operador Tr se denomina traza.




Problema 2.
Dado un abierto  C R”, una funcién u € L} () y un escalar h € R\ {0}, podemos
definir el cociente incremental de v de tamano h como el vector
D'u = (3, ..., Mu)
donde
~u(xr+ he) —u(r)

OMu(z) = - : ie{l,..,n}.

Esté claro que D"u estd bien definido al menos en ), = {z € Q : dist(z,9Q) > h}.

a) Sea p € [1,400) y u € WHP(Q). Demuestra que entonces, para todo ' CC
se satisface

[1D"ul | Loy < || Dull oo
para todo h tal que 0 < |h| < dist(§Y', 0Q).
b) Sea p € (1,+00) y u € LP(2). Prueba que si existe una constante C' > 0 tal que
|D"u|| ey < C
para todo subdominio Q' CC Q2 y 0 < |h| < dist(2,012), entonces
ueW'(Q) yademés ||Dul|rq) < C.

1 Qué ocurre con el caso p =17

Problema 3.

Demuestra que
2

Vu(z)[* de,
Rn

Ju(z)? 2
do < |——
/n |x|? el P

para toda u € C°(R™) cuando n > 2. Ademds, la constante es éptima y se alcanza si
y solo si u = 0. Comprueba que la desigualdad de Poincaré en H}(Q2) puede deducirse
de la desigualdad anterior cuando {2 es acotado. ;Puedes decir algo, por densidad,
cuando u € H'(R™)? ;Qué pasa si n < 27 ;Podria ser cierta una desigualdad tipo

p
[ Ml <c, [ vutpa,
n ]Rn

[P

cuando p € [1,400) para alguna constante C,,, > 07
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ENTREGA 2

Problema 1.
Dado un abierto convexo y acotado 2 C R™ y una funcién regular estrictamente
concava 1 : 2 — R tal que ¢ < 0 en 0f2, pero méaxqg 1 > 0, sea K el conjunto

K={veH) : v>1y enctp. de Q}.

a) Comprueba que K es un subconjunto convexo y cerrado de Hi ().
J y 0
(b) Demuestra que existe una tnica funcién u € K que minimiza en K el funcional

1
J(w) = §/Q|Vw|2 dz,

y que viene caracterizada por
/(VU — YVu) - Vudzr > 0 para toda v € K.
Q

(¢) Prueba que el minimizante u satisface en sentido débil —Awu > 0 en €.

(d) Supén que u € C(2). Demuestra que satisface —Au = 0 en el abierto {z € Q :
u(z) > (x)} en sentido débil, y por tanto u € C®({x € Q : u(x) > ¥(z)}).

(€) Construye un ejemplo en dimensién n = 1 en el que el minimizante u ¢ C?(2).
Sin embargo, comprueba que si que satisface u € CH1(Q).

Problema 2.
Dado un abierto acotado Q@ C R™ y una funcién f € L1(Q2) para algin ¢ > n/2 > 1,
sea u € H'(Q2) una subsolucién en sentido débil del problema

—Au=f en €2,
u=20 en Of).

(a) Dado k > 0 definimos la funcién u, = (u — k)T y el conjunto Q = {z € Q :
u(z) > k}. Demuestra, combinando la desigualdad de Sobolev y Hélder, que
ng+2qg—2n
IVurl[720) < Cllfllza@) || Vur| |2 [Qu] 2
para alguna constante C' > 0 dependiendo solamente de n y q.
(b) Prueba que

ng+2q—2n
el 2 g < Ol I35
para alguna constante C' > 0 dependiendo solamente de n y q.

(c¢) Dada [ > k, demuestra que €, = {x € Q : u(z) > | — k}. Ademads, se satisface

q—1
0 < ] o g

l—k



(d) Sea ¢ :[0,00) — [0,00) una funcién decreciente que satisface

o < (2 ) B(s)1+8

t—s

para cualquier t > s y ciertas constantes positivas A, a y 3. Entonces, si defini-

B+1 B
mos r = A2 7 ¢(0)a, se cumple que

o(r(1—27")) < 9(0)277,
para toda m € N, y en consecuencia ¢(r) = 0.
(e) Combina todos los resultados anteriores para concluir que

u(@) < C ||l 12 enctp. z de

para alguna constante C' > 0 dependiendo solamente de n y ¢.

Problema 3.
Sea 2 C R"™ un abierto acotado y regular. Demuestra que existe una sucesion de
funciones {ej}r>0 C C°°(Q) que forman una base ortonormal de Hilbert en L?(2) y
satisfacen en sentido débil el problema de Neumann

—Aek = /\kek en Q,

o, = 0 en 0f).

Aqui {A;}r>0 es una sucesién creciente tal que \g = 0, A\, > 0 si & > 0 y ademés
limy,_, oo Ay = 0. jPuedes relacionar A\; con la mejor constante de alguna de las des-

igualdades vistas en clase?
Indicacién: Puede ser de utilidad recordar que si se define el subespacio

V:{weHl(Q):/Qw:O},

entonces, dada f € V existe una tunica funcion u € V' que satisface en sentido débil

{—Au = f en(,



	Contenidos
	EDPs Master
	TITULOS
	EDPs Master
	Preliminares
	Espacios L^p
	Hilbert
	Sobolev
	Soluciones débiles y principio del máximo
	Entrega 1
	Entrega 2



