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Los agujeros negros son objetos exéticos descritos por la teoria de la relatividad de Einstein.
Entre ellos se encuentran los agujeros negros acelerados, que poseen un espaciotiempo descrito por
la denominada C-métrica. En este trabajo vamos a estudiar las propiedades de la esta métrica.
Una de estas propiedades es una singularidad cénica asociada a la presencia de una cuerda césmica
responsable de la aceleracion. Otra de estas propiedades es un factor conforme que delimita el final
del espaciotiempo. Una vez estudiada la métrica, analizaremos la estructura causal de los agujeros
negros mediante geodésicas nulas, construyendo los diagramas de Penrose relevantes. Ademads del
caso habitualmente estudiado en la literatura de aceleraciéon pequena en que 2mA < 1, analizaremos
el caso 2mA > 1 en el que aparece una singularidad adicional. Ademads, consideraremos el agujero
negro acelerado con masa negativa, que demostramos equivale a la misma estructura geométrica
situada maés alld del infinito conforme. Estos resultados los compararemos con el agujero negro
de Schwarzschild para facilitar su comprensién y remarcar el interés de las nuevas propiedades

encontradas.
CONTENTS el tensor energia momento que codifica todo tipo de en-
ergia y materia presente en el sistema, y A es la con-
1. Introduccién 1  stante cosmoldgica. La métrica dicta el movimiento a
través de geodésicas temporales para particulas con masa
1I. C-métrica 2 o geodésicas nulas para la luz, y las ecuaciones de Ein-
stein nos dicen que la materia afecta a la evolucién del
III. Estructura del espaciotiempo 4 espaciotiempo y viceversa. Asi, la materia curva el espa-

IV. Estructura causal de los agujeros negros

acelerados 7
V. Conclusiones 9
Agradecimientos 10
References 10

I. INTRODUCCION

La relatividad general de Einstein describe la inter-
accion gravitatoria geométricamente. La métrica espa-
ciotemporal es solucién de las ecuaciones de Einstein':

Guy + Ag,w = 87711;411’ (1)

donde el tensor de Einstein G, codifica la informacién
de la curvatura del espacio, g,, es la métrica, T}, es

1 En el presente trabajo utilizaremos unidades geométricas, de
modo que ¢ = G = 1. Por otra parte, emplearemos la signatura
(—,+,+,+) de la métrica espaciotemporal.

ciotiempo, y esto provoca un efecto gravitatorio sobre la
materia.

Ejemplos importantes de espaciotiempos son el uni-
verso en expansion, lo cual ha permitido el desarrollo de
la Cosmologia en las ultimas décadas, o el relativo a es-
trellas de neutrones relativistas. Sin embargo, las estruc-
turas més exoticas y fascinantes que se han estudiado son
sin duda los agujeros negros, los cuales han dado mucho
que hablar durante las 1ltimas décadas debido a su in-
teresante termodindmica [1, 2] y a la radiacién de Hawk-
ing [3, 4]. El teorema de no pelo dice que los agujeros
negros se caracterizan unicamente por tres pardmetros:
su masa M, su carga () y su momento angular J. Esto se
aplica para agujeros negros estacionarios asintéticamente
planos, es decir, aquellos en los que lejos del agujero ne-
gro el espaciotiempo se parece al espaciotiempo plano de
Minkowski [5].

Los agujeros negros acelerados son un tipo de agujeros
negros menos conocidos, cuyo interés ha ido en auge en
los 1ltimos anos. El espaciotiempo viene descrito por la
C-métrica, que es una solucién a las ecuaciones de Ein-
stein descubierta por Levi-Civita en 1918. Sin embargo,
no fue hasta 1970 que Kinnersley y Walker interpretaron
que la C-métrica describe un par de agujeros negros uni-
formemente acelerados en direcciones opuestas [6]. Pos-
teriormente, Plebanski y Demidnski, obtuvieron una C-



métrica generalizada con carga y en rotacién que incluye
la métrica de Kerr-Newman [7]. En los tltimos afios se
han realizado varios trabajos con este tipo de agujeros ne-
gros, tanto en el estudio de su estructura [8] como de su
termodindmica [9, 10]. Una propiedad especial de estos
agujeros negros es que poseen una singularidad cénica
asociada a una cuerda césmica responsable de la acel-
eracién.

En nuestro trabajo estamos interesados en el estudio
de la estructura causal de los agujeros negros acelera-
dos. Con este objetivo, estudiaremos las geodésicas nulas
para construir los diagramas de Penrose. Estos diagra-
mas tienen los conos de luz siempre a 45 grados, y el
infinito del espaciotiempo se representa con valor finito
de las coordenadas. Asi, permiten representar de manera
global todo el espaciotiempo [5].

Como ejemplo de estructura causal vamos a presen-
tar la del agujero negro més simple, el de Schwarzschild,
que es esféricamente simétrico, sin carga ni rotacion. La
métrica es solucién a las ecuaciones de Einstein en vacio
sin constante cosmolégica, y viene dada como:

-1
ds?*=— <1 — 2;”) dt*+ (1 - 2;“) dr*+r? (6> +sin’ 6dp?)

(2)
donde {r, 6, v} son las coordenadas esféricas habituales y
t es la coordenada temporal. Dado que los coeficientes de
la métrica no dependen del tiempo, existe un vector de
Killing asociado que serd J;. Esto implica que la métrica
es estacionaria, y como ademas hay ausencia de rotacién
al no haber componentes en la métrica que mezclen la
coordenada temporal con las angulares, la métrica se dice
que es estatica.

La métrica de Schwarzschild asi escrita describe el es-
paciotiempo fuera del agujero negro, cuyo horizonte de
eventos esta situado en r = 2m. Justamente para este
valor de r vemos que una de las componentes de la
métrica diverge, lo que da una singularidad aparente. Sin
embargo, se puede demostrar mediante cambios de coor-
denadas adecuados que la singularidad no es genuina, y se
puede cruzar el horizonte de eventos sin ningtin problema.
Por otra parte, vemos que al cruzarlo, cuando r < 2m,
la signatura de las componentes temporal y radial se in-
vierten, de manera que t pasa a ser una coordenada de
tipo espacio y r de tipo tiempo. Por tanto, un obser-
vador que cae dentro del agujero negro estd obligado a
moverse en la coordenada 7, avanzando hacia otra singu-
laridad en r = 0. Esta singularidad si es genuina como
comprobaremos posteriormente.

En la figura 1 mostramos el diagrama de Penrose para
la métrica de Schwarzschild. En estos diagramas i* rep-
resenta el infinito temporal futuro o pasado, es decir,
donde acaban o empiezan las geodésicas temporales, re-
spectivamente. Por otro lado, Z* representa el infinito
nulo futuro o pasado, es decir, donde acaban o empiezan
las geodésicas nulas. Ademés i°, representa el infinito
espacial. Finalmente, H* representa el horizonte futuro
o pasado.

Figure 1. Diagrama de Penrose del agujero negro de
Schwarzschild. Se observa que la singularidad r = 0 es in-
evitable una vez cruzado el horizonte futuro. Ademads, aparece
una estructura de agujero blanco por debajo del horizonte
pasado. Cada punto interior del diagrama se corresponde con
una 2-esfera parametrizada por 6 y ¢.

Si representamos las geodésicas nulas se obtienen los
conos de luz. Estos apuntan hacia el futuro (puntos del
espaciotiempo accesibles) y el pasado (puntos del espa-
ciotiempo de los que puede provenir) de un observador
situado en el centro del cono. En el diagrama, la regién I
corresponde al espaciotiempo habitual fuera del agujero
negro, es decir 7 > 2m. Hacia el futuro se puede cruzar
el horizonte de eventos futuro en » = 2m hacia la regién
II, que se corresponde con el agujero negro, en la cual
vemos gracias al cono de luz representado que ninguna
geodésica causal es capaz de escapar, y el movimiento es
obligado hacia r decrecientes, llegando a la singularidad.
Por otra parte, en el pasado vemos otra singularidad con
r = 0 en la regiéon III, y observamos que se puede salir
de esta regién pero no entrar a través del horizonte de
eventos pasado, también en r = 2m. KEsta regién de-
scribe entonces un agujero blanco. Finalmente, la region
IV es otra regién similar a la regién 1. Estas dos regiones
inesperadas aparecen tras realizar la extensién analitica
maxima de la métrica, y son resultado de considerar la
métrica de Schwarzschild de forma global. En un caso
mas realista el agujero negro se forma por el colapso grav-
itacional de una estrella en un tiempo determinado, de
modo que la métrica no se puede extender hacia el inte-
rior de la estrella y no aparecen estas regiones.

II. C-METRICA

Para poder estudiar la estructura causal de los
agujeros negros acelerados, primero vamos a analizar
las propiedades de la C-métrica. A partir de la
parametrizacién de Hong-Teo [11] es posible expresar la
C-métrica en unas coordenadas pseudoesféricas similares
a la de la métrica de Schwarzschild. Vamos a estudiar los
agujeros acelerados estaticos no cargados en vacio, cuya
métrica viene descrita por [12]:



ds® = 1 {—f(r)dt2 + ﬁ—k
Q(r,0) f(r)

+ 2 (% +9(9) sin2<0>if§>} (3)

donde t € (—o0,00), 0 € [0,7], ¢ € [0,27), r € [0, 00),

fr) =1 =A%) (1—2m/r), (4)
Q(r,0) =1+ Arcosb, (5)
g(0) =1+ 2mAcos#, (6)

donde m es un parametro relacionado con la masa, e esta
asociado con la carga eléctrica, y A es la aceleracién [10].
Veremos posteriormente que la coordenada r se puede
extender mas alld del valor infinito, hasta llegar al in-
finito conforme marcado por 2. El pardmetro K esta
relacionado con una singularidad cénica que estudiare-
mos posteriormente. Aunque hemos dicho previamente
que esta métrica describe dos agujeros negros, hablare-
mos de ella como si sélo hubiera uno, dada la similitud
con el agujero negro de Schwarzschild en estas coorde-
nadas.

Podemos ver que esta métrica carece de simetria
esférica debido a la presencia de la funcién g(6) # 1 en
las componentes angulares, asi como por el factor con-
forme Q(r,0). Sin embargo, si tomamos el pardmetro
A = 0, entonces el factor conforme (r, ) y la funcién
g(0) valen la unidad, recuperédndose el espaciotiempo del
agujero negro de Schwarzschild que discutimos en la in-
troduccion.

Hemos mencionado que A4 es la aceleracion del agujero
negro. Para darle esta interpretacién recurrimos al limite
de masa nula m — 0, de modo que realizando el siguiente
cambio de coordenadas:

ﬁ_l 1 V1—22 s ® )
=1 = T 1 T, — T
cosf + o p Acosf + - K

la métrica se convierte en la métrica de Rindler en coor-
denadas cilindricas:

ds? = —€2dr? + A72dE? + dp? + p?do?. (8)

El espaciotiempo de Rindler estd asociado a un obser-
vador uniformemente acelerado, de modo que tiene una
aceleracion propia A cuando se encuentra en la coorde-
nada £ = 1, lo cual se corresponde con el origen de co-
ordenadas r = 0 de nuestra métrica. Es por ello que se
interpreta que el agujero negro, que esta centrado en el
origen, tiene una aceleracién propia A.

A. Singularidad cénica

La C-métrica presenta una singularidad conica en los
polos (el polo norte con 8, = 0, y el polo sur con _ = 7)
que se asocia a la presencia de una cuerda césmica con
una tensién y = §/8m, donde 4 es el déficit cénico [13—
15]. Para calcular el déficit cénico, expandimos la métrica
cerca de los polos 8§ = 61, de modo que definiendo 6§ = 6
en el polo norte, y # = m — 6 en el polo sur, la parte
angular de la métrica resulta:

2

r
ds? ~
sangular Qgg(ai)

_ 2(p 52

Ignorando el factor conforme, si realizamos el cambio
de variable ® = K~ 1g(6.)p, obtendrfamos la métrica
de la 2-esfera si ® € [0,27), pero debido a que ¢ €
[0,27), entonces ® sblo recorre desde 0 hasta un valor
AD =2mg(0+)/K. El déficit conico es § = 2 — A, de
modo que la tensién de la cuerda en los polos resulta:

pe = [L— g(62)/K] /4= [L - (1 £ 2mA)/K] /4. (10)

El parametro K se puede fijar arbitrariamente, de modo
que es posible regularizar uno de los dos polos, pero no
ambos a la vez. Es por ello que siempre existe un defecto
(0 exceso) cénico en uno de los polos, que se corresponde
con una cuerda césmica que tira (o empuja) del agu-
jero negro, provocando la aceleracion. En la literatura
se suele fijar K = 1+ 2mA, de modo que se elimina la
singularidad coénica en el polo norte, y queda un déficit
comico en el polo sur. Esto se hace asi ya que en el polo
norte la tensiéon de la cuerda, proporcional a la densi-
dad de energia, seria negativa, es decir, proporcionaria
una presién [8, 9]. En nuestro caso estamos interesados
unicamente en estudiar la estructura de conos de luz, por
lo que no necesitamos regularizar ninguno de los polos, y
tomaremos K = 1 por simplicidad.

Antes de acabar esta seccién, es importante men-
cionar que en 1976 Ernst consiguié eliminar la singular-
idad coénica en la C-métrica cargada acoplandola con un
campo eléctrico, de manera que este campo fuera el re-
sponsable de la aceleracién del agujero negro [16]. Poste-
riormente, realiz6 un trabajo similar para la C-métrica no
cargada acopldandola a un campo gravitatorio que provo-
case la aceleracion. Tras estos dos trabajos, Ernst con-
jeturd finalmente que la singularidad coénica se debe a
la ausencia de un origen fisico para la aceleracién en la
C-métrica [17].

B. Horizonte de eventos y horizonte de aceleracién

Esta métrica tiene unos horizontes cuando la funcién
f(r) de la ecuacién (4) se anula, dando lugar a unas sin-
gularidades de coordenadas. Esto ocurre para la hiper-
superficie con 7 = 2m, que daré el horizonte de eventos



de manera similar a la métrica de Schwarzschild, pero
también se anula para r = 1/A, que es un horizonte de
aceleracién. Este estd relacionado con el hecho de que
un observador uniformemente acelerado asintéticamente
alcanza la velocidad de la luz, y por tanto no puede
ver nada més alld de este cono de luz asintético [9].
La presencia de este nuevo horizonte se podria elimi-
nar introduciendo una constante cosmolégica negativa,
lo cual hacen por ejemplo en [9, 10] para estudiar la ter-
modindmica, ya que la presencia de dos horizontes im-
plicaria tener dos temperaturas diferentes dificultando el
tratamiento. Nosotros vamos a estudiar la estructura del
espaciotiempo en presencia de ambos horizontes.

La C-métrica tiene el vector de Killing K = 0y, por
lo que es estacionaria, y ademds es estatica al no tener
componentes que mezclen el tiempo con los dngulos. El
vector de Killing tiene norma nula sobre las hipersuper-
ficies de los horizontes, y por tanto, se dice que éstos son
horizontes de Killing. A partir de este vector, podemos
calcular la gravedad superficial en los horizontes como [5]:

b=~V K, VK /2, (11)

donde V es la conexién de Levi-Civita. En el caso de
un agujero negro estético, la gravedad de superficie rep-
resenta la aceleracién de un observador estédtico cerca
del horizonte, medida por un observador estatico en el
infinito. Consideraremos que esta cantidad es siempre
positiva, de modo que las gravedades superficiales de los
horizontes de eventos y aceleracién respectivamente son:

kp = |1 —44°m?|/(4m), ka=A|(1-24m)|. (12)

Como veremos posteriormente, estos parametros nos
servirdn para obtener unas coordenadas en las que la
métrica sea explicitamente regular en los horizontes y
poder construir los diagramas de Penrose.

C. Singularidad del origen y del factor conforme

Antes de pasar a estudiar la estructura de estos agu-
jeros negros, observemos que en r = 0 hay una singular-
idad de curvatura. Para verlo calculamos el escalar de
Kretschmann a partir del tensor de Riemann:

48m?(1 + Arcos6)®  48m?2Q°

Bro _
Rapys RO = ;; 6

(13)
Este invariante diverge para r = 0, por lo que la singu-
laridad no se puede eliminar mediante cambios de coor-
denadas. Por otra parte, si A = 0 se recupera el valor de
este escalar para el espaciotiempo de Schwarzschild.

La métrica también es singular cuando 2 = 0. Como
veremos, en realidad €2 = 0 se corresponde con el fin del
espaciotiempo, que ocurre para r = —1/(Acosf). Esta
zona asintoOtica se alcanza para un valor finito de r en el

4

hemisferio sur (7/2 < § < 7). Sin embargo en el hemis-
ferio norte (0 < 6 < 7/2) la coordenada r llega a infinito
antes. Posteriormente veremos que el espaciotiempo se
puede extender mas alla.

III. ESTRUCTURA DEL ESPACIOTIEMPO

Hemos hablado del pardmetro A como la aceleracién
del agujero negro. Sin embargo, todavia no hemos visto
qué valores puede tomar la aceleracién. Si observamos la
ecuacién de la métrica (3) vemos que puede haber otra
singularidad cuando la funcién g(f) = 0. Observando la
ecuacién (6) vemos que g(#) puede anularse para algin
valor de 0 si 2mA > 1. Es por ello que de forma ha-
bitual en la literatura se suele trabajar con 2mA < 1,
de modo que la coordenada 6 recorre desde 0 hasta 7
[8]. En este caso, puesto que el horizonte de eventos estd
situado en rg = 2m y el de aceleracién en r4 = 1/A, ten-
emos g < 4, por lo que el horizonte de aceleracién esta
mas lejos del origen que el de eventos. En la figura 2(a)
mostramos este caso. En ella hemos representado en el
eje de ordenadas r cos 6, mientras que en el eje de abscisas
representamos 7 sin #, es decir, es la seccion transversal de
una 2-esfera parametrizada por {r,0, ¢}, y por tanto la
grafica posee una simetria de revolucién. Ademas, hemos
representado la zona en la que Q(r, 0) = 0 mediante una
linea morada. En la regién entre horizontes la funcién
f(r) > 0, de modo que tendriamos una situacién similar
al exterior del agujero de Schwarzschild. Sin embargo,
para r < rg o1 > ry, la funcién f(r) < 0, de modo que
la coordenada r toma un caracter temporal y el espaci-
otiempo se vuelve dindamico, es decir, es imposible estar
en reposo, tal como pasaba en el interior del agujero de
Schwarzschild.

Nosotros estamos interesados en generalizar la C-
métrica para todo valor de aceleracién. Si tomamos
2mA =1 (Figura 2(b)), los horizontes de eventos y acel-
eracién se situan en la misma posicién. Ademads, en este
caso, para el eje # = 7w aparece una singularidad asociada
a g(#) = 0, que representamos con una linea naranja. Por
otra parte, la funcién f(r) < 0 tanto dentro como fuera
del horizonte, por lo que un observador nunca podria es-
tar en reposo. Finalmente, para el caso 2mA > 1 (Figura
2(c)) el horizonte de aceleracién queda dentro del de even-
tos, al revés que en el caso habitual. Sin embargo, de
nuevo la funcién f(r) > 0 entre los horizontes, y f(r) <0
en el resto de lados. Ademads, la singularidad asociada a
g(0) = 0 se obtiene ahora para un valor 7/2 < 6y < m,
dependiente del valor de 2mA, dando lugar a una zona
singular representada por la linea naranja, que al tener
simetria de revolucién, origina un cono.

Una vez identificadas las diferentes singularidades de
la métrica que aparecen, vamos a proceder a analizarlas
para comprobar si son esenciales o representan simple-
mente la frontera de una carta coordenada.
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Figure 2. Diferentes estructuras para los agujeros negros acelerados en funcién de la aceleraciéon. Representamos las coordenadas
espaciales como si fuesen esféricas, mostrando una secciéon transversal de la 2-esfera. La linea morada se corresponde con la
zona en que 2 = 0, la naranja con la zona en que ¢g() = 0, y las circunferencias azul y roja son los horizontes de eventos y

aceleracion respectivamente.
A. Fin del espaciotiempo, 2 =10

Podemos ver que para 7/2 < 6 < 7 la posible singu-
laridad ©Q = 0 se alcanza con un valor finito de r > 0,
mientras que para § < /2 la coordenada r llega hasta
r = oco. Veamos por tanto en primer lugar qué ocurre
para /2 < 0 < w. Tomando unos dngulos constantes
tal que g(f) # 0, podemos eliminar la parte angular
de la métrica (3). Por otra parte, podemos sacar f(r)
como factor comun definiendo la coordenada tortuga r*
tal que dr/f(r) = dr*. Ademds, expandimos en torno a
un valor 7o tal que Q(rp,0) = 0y f(ro) # 0, de modo
que definiendo r = rg — x, con x < rg, tenemos la sin-
gularidad en # = 0. Con esta definicién, Q? = 22 /rZ, la
funcién f(r) ~ fo = cte a orden mds bajo, dr* = dx/ fo,
y tras reabsorber factores constantes en x la parte radial
de la métrica resulta:

gs?= 0L (—dt* + da?) (14)
foa? ’

Ahora definimos las coordenadas nulas u =t —x y v =

t + x, de modo que la métrica queda:

ds® = idudv. (15)
folu—v)?

Las geodésicas nulas se obtienen tomando u = cte o v =
cte. Si calculamos las ecuaciones geodésicas y tomamos
por ejemplo v = cte se llega a la ecuacion:

i — 2%/ (u —v) =0, (16)

donde el punto indica la derivada con respecto a un
parametro afin A\. La solucién a la ecuacion es:

u(A) =v+1/(a+bA), (17)

donde a y b son constantes arbitrarias. Puesto que x = 0
equivale a u = v, este punto se alcanza para un valor in-

finito del pardametro afin A, indicando que se corresponde
con el final del espaciotiempo. Por tanto, para estos val-
ores de 0, cuando r = ry se alcanza el infinito conforme.
Veamos ahora qué pasa para § = 7/2. En este
caso el factor conforme Q = 1. Para ver qué ocurre
cuando r llega a infinito, expandimos la métrica para
valores grandes de r, eliminando de nuevo la parte an-
gular al tomar unos angulos constantes. La funcién
f(r) ~ —A%r% y absorbiendo la constante A dentro de
las coordenadas, tenemos la parte radial de la métrica:

ds? = r?dt* —r~2dr? = r® (dt*> — r~*dr?). (18)

Definimos una coordenada x tal que dr?/r* = dz?, de
modo que x = 1/r y la métrica resulta:

ds® = % (dt* — da?), (19)
por lo otra vez se obtiene que para x = 0, que equivale a
r = 00, se llega al infinito conforme.

Finalmente, veamos el caso para 0 < 6 < 7/2. Como
ya mencionamos previamente, no hay un valor de r > 0
en el que el factor conforme se anule, y por tanto r puede
llegar hasta infinito. Expandimos de nuevo la métrica
para r grande y angulos constantes, de modo que igno-
rando factores constantes positivos que se pueden reab-
sorber en las coordenadas, el factor conforme Q% ~ 72 y
f(r) =~ r?. La parte radial de la métrica resulta:

ds® = dt* — r~dr?. (20)

Definimos ahora una coordenada x tal que dr/r? = du,
por lo que x = —1/r y tenemos la métrica bidimensional
de Minkowski:

ds* = dt* — da?. (21)
El punto r = 400 corresponde a * = 0~. Pero dada

la forma de la métrica, este punto se alcanza con un
parametro afin finito y ésta es regular, de modo que se



puede continuar desde z = 07 hasta x = +oco. El punto
x = 07 ya no es accesible a la coordenada r que habiamos
definido para la métrica (3). Podemos definir otra coor-
denada a la que seguimos llamando r por simplicidad, tal
que cuando z = 07 toma el valor r = —oo, y avanza ha-
cia r = 0~ cuando x = +oo. Asumiendo que esta nueva
region del espaciotiempo de la métrica sigue siendo la C-
métrica, debemos tener en cuenta que si |r| se hace de
nuevo pequeno, la aproximacion para r grandes deja de
ser valida, y se recupera el factor conforme que puede an-
ularse para r < 0. Por tanto, r sélo llega hasta un valor
concreto rg < 0 donde Q(rg, #) = 0y se vuelve a alcanzar
el infinito conforme, es decir, el final del espaciotiempo.

B. Singularidad angular g(6) =0

Pasamos ahora a estudiar la singularidad que aparece
cuando 2mA > 1, de modo que existe un 6y tal que
g(8o) = 0. Para ello realizamos el cambio de coordenada
r = cosf, de modo que la métrica que utilizamos es:

S2 _ 1 —f(r 2 dL2 7n2 02

ds* = SICIE { f(ryat* + o + r2dQ } (22)
~ dx?

dQ? = @ + G(z)dye?, (23)

G(z) = (1 —2%)(1 + 2mAx + 2 A%2?), (24)

La funcién G(x) tiene como raices la misma que g(6(x)),
asi como 22 = 1. Por simplicidad vamos a estudiar el
caso en que 0y < ™ = z2 # 1, de modo que la funcién
G(z) tenga xy = cosfy como raiz simple. Entonces es-
tamos en el caso de la figura 2(c). Vamos a expandir
la métrica en torno a la singularidad = = xy a un valor
de la coordenada radial r = ro tal que f(rg) > 0 (este
punto aparece marcado en la figura con una X). Vamos
a expandir a cada lado de la singularidad, de modo que
r=x9£&, con 0 <€ <K 1, por lo que el signo positivo se
coge para expandir en la region € < 6, y el signo nega-
tivo para la regién 6 > 6. La funcién G(zg+¢&) ~ £C¢,
ya que G(xg) = 0, y donde C es una constante positiva.
Por otra parte, para sacar como factor comun la funcién
G(z) definimos la coordenada z* tal que:

do* = dz/G(x) ~dE/(CE) = =€, (25)

de modo que el factor angular se convierte en:
d0? = £Ce (da*? + dyp?) . (26)

Realizamos un segundo cambio de variable definiendo
¢? = ¢ de manera que

d0? = + (K1d¢? + K»(dp?) (27)

donde K7 y K5 son dos constantes positivas construidas
a partir de la constante C, cuya forma es irrelevante para
nuestra discusién.

En cuanto a la coordenada r, ésta se expande en
torno al valor g de modo que r = rg + p. La funcién
fr) = fo = cte > 0 a orden mds bajo en p, de modo
que puede reabsorberse en los diferenciales de ¢t y p. Por
otra parte, el factor Q2(rg,0y) = cte # 0, de modo que
puede absorberse también dentro de los diferenciales. En
cuanto al factor 2 que multiplica a dQ2, lo tomamos
como rg. Entonces, tanto esta constante como el fac-
tor  constante se pueden reabsorber en las constantes
K7 y K. Finalmente, la constante K; es positiva y la
reabsorbemos en el diferencial de (.

ds® = —dt* + dp® £d¢* £ r*CPKadp®.  (28)

Hemos dejado la coordenada r(p) sin aproximar junto
con el diferencial de ¢, asi como la constante Ks que lleva
todas las constantes positivas que han ido apareciendo,
de modo que pudiéramos preservar la coordenada ¢ sin
alterar, y por tanto siga recorriendo de 0 a 2mw. Esto
nos permite ver unas singularidades cénicas. Si tomamos
( = cte, tenemos una singularidad cénica en el sector
{p, ¢}, que se corresponde con la singularidad cénica que
estudiamos anteriormente. Sin embargo, si tomamos r =
cte, aparece una nueva singularidad coénica en el sector
{¢, ¢}, asociada al eje ¢ = 0, es decir, § = 6y, donde
ocurre la singularidad que estamos estudiando en esta
seccion.

Finalmente, podemos analizar las geodésicas nulas
cerca de la singularidad tomando p y ¢ constantes. La
métrica antes de la singularidad 0 < 6y queda simple-
mente como la métrica de Minkowski en dos dimensiones
ds? = —dt? +d¢?, por lo que las geodésicas nulas llegan a
la singularidad en £ = 0 con un parametro afin finito. Sin
embargo, no es posible continuar las geodésicas debido al
cambio de signatura en las coordenadas angulares, por lo
que esta singularidad se trata de una singularidad esen-
cial.

C. Geodésicas radiales

Una vez obtenida la estructura estatica del espacio
tiempo de la C-métrica, queremos estudiar cémo se com-
portan las geodésicas para estudiar su estructura causal.
En el caso del agujero negro de Schwarzschild, la simetria
esférica permitia estudiar geodésicas radiales para unos
valores de 6 y ¢ constantes. Sin embargo, en nuestro
caso no tenemos una simetria esférica, de manera que
debemos calcular las ecuaciones geodésicas para ver si
existe tal posibilidad. Si calculamos la ecuacién para 6 y
tomamos 6 y ¢ constantes, llegamos a:

f(r)E2 =72/ f(r). (29)

Esta ecuacion da las geodésicas nula radiales, de man-
era que para tener geodésicas puramente radiales, éstas
necesariamente tienen que ser de género luz.



IV. ESTRUCTURA CAUSAL DE LOS
AGUJEROS NEGROS ACELERADOS

Una vez obtenidos los resultados anteriores, estamos en
disposicion de determinar la estructura causal del espaci-
otiempo de los agujeros negros acelerados, y construir su
diagrama de Penrose. En primer lugar vamos a reobtener
el diagrama de Penrose del caso 2mA < 1 que se encuen-
tra en la literatura [8]. Posteriormente, obtendremos el
diagrama para 2mA > 1 y los compararemos. Ademas,
también estudiaremos un caso sencillo con m < 0.

De forma general, para obtener estos diagramas de
Penrose, debemos encontrar unas coordenadas en las que
las geodésicas nulas estén a 45 grados, donde la métrica
sea regular en los horizontes, y el infinito conforme se
traiga a un valor finito de las coordenadas. Para ello em-
pezamos definiendo de nuevo la coordenada tortuga r*
tal que drx = dr/ fr, obteniendo:

r* =

1 1 1
log |14+ Ar|F—log|1— Ar|£ — log|r—2m|,
0 2K 4 2KE

2K
(30)
donde el signo superior corresponde al caso 2mA < 1y
el inferior a 2mA > 1, ka,kg > 0 son las gravedades
superficiales en los horizontes, y

Ko = A(1 + 2Am). (31)

A partir de la coordenada tortuga definimos las coorde-
nadas nulas de Eddington-Finkelstein u y v, que avanzan
siempre hacia el futuro [5]:

u=t—1r*, v=t+r-. (32)

En términos de estas coordenadas la métrica resulta:

_ 1
Q(r, 0)2

ds? =

{~r(r)dudo + 2402}, (33)

donde r esta relacionada con u y v a través de (30) y
(32), v d0? es la parte angular de la métrica. A partir
de este punto, debemos encontrar coordenadas nulas en
las que la métrica sea regular en los horizontes. Esto
debemos hacerlo para cada horizonte por separado, de
modo que obtendremos un diagrama para cada horizonte,
que se podran unir en uno solo al final. Los diagramas
se corresponderan a secciones 0, ¢ = cte, que aunque no
son totalmente geodésicos, si son véalidos para geodésicas
nulas. En lo que sigue sélo escribiremos la parte radial
de la métrica.

A. Agujero negro subacelerado, 2mA < 1

Empezaremos regularizando el horizonte de eventos del
caso 2mA < 1. Para ello utilizamos unas coordenadas
similares a las de Kruskal-Szeckeres que se utilizan para
el agujero de Schwarzschild [5]. Nos situamos en rg <
r < 14, donde f(r) > 0y definimos unas coordenadas

nulas v’ y v’ de la siguiente forma para este caso:

1 UKE ,U/E _ KEleumE’ (34)

Uy =—kKg e
donde la eleccion de signos en el exponente es tal que
se anulen en el horizonte, y el signo de la coordenada se
escoge para que crezcan hacia el futuro. Como ejemplo
de que la métrica radial queda regular en el horizonte,

mostramos como queda explicitamente en este caso:

—h(r)

2 _ / /

ds® = 0, 6>2duEdvE, (35)
h(r) = (1 — A%2) (1 — Ar)i(Z5+2) (Ap + 1)2~54m

[

de modo que es perfectamente regular en el horizonte de
eventos rg = 2m (pero no en r4 = 1/A pues no es el
que estamos tratando). Fuera de este horizonte tenemos
up < 0y vy > 0. Por otra parte, las geodésicas nulas
radiales parametrizadas por v, o v} acaban su recorrido
para un parametro afin finito. Por tanto podemos re-
alizar una extensién de uy y v desde —oo hasta +oo,
de modo que tendremos cuatro regiones. Estas regiones
estan asociadas con las regiones I, II, III, y IV que vere-
mos en el diagrama de Penrose de la figura 3.

rtir de u v m nir rden
A partir de vy y v}y podemos definir las coordenadas
ry t en las cuatro zonas mencionadas como:

Uty = —(kp) 22 e (), (37)

t = (2kg) ™" log|v/ufg| . (38)

Con ellas podremos ver en el diagrama las curvas a r =
cte o t = cte. Puesto que tenemos coordenadas nulas, las
geodésicas quedan a 45 grados. Falta traer el infinito a
un valor finito de las coordenadas. Para ello utilizamos
las coordenadas:

g = arctan(kpuy), Vg = arctan(kgv). (39)
A partir de estas coordenadas y las definiciones anteriores
de r y t, podemos representar finalmente el diagrama.
Los conos de luz vienen dados por las geodésicas nulas
up = cte y vg = cte. En la figura 3 tenemos en azul
los ejes para estas dos coordenadas. Tal como se han
obtenido estan orientadas hacia el futuro, de modo que
existe una coordenada global (en estas regiones, es decir,
para r < r4) de tipo tiempo 7' = 1 (@ + ¥) representada
por el eje de ordenadas, y una coordenada global de tipo
espacio R = (U — ) en el eje de abscisas. Para obtener
las otras partes del diagrama debemos repetir el proceso
en el horizonte de aceleracion.

Para el horizonte de aceleracion definimos las coorde-
nadas de tipo Kruskal-Szeckeres como:

uly = Kyt A, vy = —ky eV, (40)
y para traer el infinito a un valor finito utilizamos unas
coordenadas ©4 y ua definidas de forma andloga a (39).



Figure 3. Diagrama de Penrose del agujero negro acelerado
con 2mA < 1, para unas coordenadas angulares constantes.
El infinito conforme depende de 6, pero el diagrama es invari-
ante respecto a .

Los ejes de las coordenadas nulas para este caso son las
representadas por lineas rojas. Por otra parte, definimos
las coordenadas r y t como:

’U,;{U;x _ —(EA)_Qe_QNAT*(7')7 (41)

t = (2ka) ™" log|uly /vl (42)

que son expresiones validas en las regiones I, IV, V y
VI. La regién I que se obtiene en este caso coincide con
la regién I para el horizonte de eventos, por lo que los
dos diagramas se deben solapar en esta zona. Ademas,
la region IV también se corresponde con la IV del caso
anterior. Es por ello que se pueden concatenar de forma
infinita, tal como hemos representado en la figura 3.

Hemos comentado que estos diagramas los realizamos
para valores constantes de los dngulos. El infinito con-
forme se alcanza para r = —(Acosf)~!, por lo que de-
pende de . Para 8 = 7 se alcanza justo en el horizonte
de aceleracion, de modo que no habria regiones V y VL.
Para 0 < 6 < 7 se alcanza para un valor de rq < r < oo
0 —o0 < r < —T4, ya que vimos previamente que la coor-
denada r se podia extender a valores negativos. En este
caso se obtiene una curva para el infinito conforme que
cierra las regiones V y VI antes de formar la estructura de
diamante. Finalmente, para 6 = 0, el infinito conforme
se sitia en r = —r 4, cerrando con forma de diamante.

En el diagrama hemos representado una geodésica nula
en verde que parte del infinito conforme en el pasado,
cruza el horizonte de aceleracién pasado y el horizonte
de eventos futuro, y termina en la singularidad r» = 0.
Puesto que las lineas que representan los horizontes estan
inclinadas 45 grados, los conos de luz nos muestran que
una vez que se cruzan no se puede volver atrds. En la
regién VI dada la forma de las lineas r = cte vemos que
un observador estaria obligado a moverse hacia el hori-
zonte de aceleracién y cruzarlo. En la regién I f(r) > 0,
y por tanto la coordenada r es de tipo espacio, y un ob-
servador podria permanecer entre ambos horizontes de
manera similar a la regiéon exterior al agujero negro de

Schwarzschild. En la regién II, dentro del agujero ne-
gro tras cruzar el horizonte de eventos ocurre lo mismo
que en el caso del espaciotiempo de Schwarzschild, y por
tanto todo observador estaria obligado a moverse hacia
la singularidad en 7 = 0. Sin embargo, esta discusién
debemos tomarla con cuidado, pues hemos visto que los
observadores de tipo tiempo no pueden ser geodésicos
para 6, o = cte, y por tanto su movimiento podria salirse
del diagrama hacia otras secciones de dngulos constantes.
En [8] pueden encontrarse diagramas de Penrose 3D que
permiten estudiar la dependencia con el angulo 6. Ten-
emos también un agujero blanco en III, y la zona V en la
que las geodésicas nulas salen a través del horizonte de
aceleracion para llegar obligatoriamente al infinito con-
forme. La region IV es similar a la regién I.

Como ya comentamos en la introduccién, muchas de
estas zonas aparecen debido a que no estamos con-
siderando la formacién del agujero negro por colapso.
Para entender mejor la fisica de estos objetos, sera nece-
sario estudiar en trabajos posteriores la estructura causal
de agujeros negros acelerados formados por colapso grav-
itacional de estrellas. Entonces deberiamos poder ver si
las regiones de mayor relevancia fisica son la I y la V,
que se encuentran en el futuro de la regién I. Asi, un
observador en la region I puede o bien entrar dentro del
agujero negro hasta la singularidad, o cruzar el horizonte
de aceleraciéon y alejarse infinitamente del agujero negro,
sin poder volver a mandar una senal hacia un observador
que no ha cruzado tal horizonte, como ocurre cuando
tenemos un observador acelerado.

B. Agujero negro superacelerado, 2mA > 1

Para este caso, realizamos un proceso similar al ante-
rior. Empezamos de nuevo en la zona entre horizontes,
ra < r < rg, y regularizamos el horizonte de den-
tro, en este caso el de aceleracién, mediante las coor-

denadas u/y = —k "' gxp(—umA) y vy = Kyt exp(v/@A)
Por otra parte, el horizonte de eventos se regulariza con
uly = Kk exp(urg) y vy = —kj exp(—vkp). Exten-

diendo las coordenadas a toda la recta real y llevando
a cabo una compactificacién conforme con unos cambios
de coordenadas similares a (39), obtenemos los diagra-
mas para cada horizonte, y concatenandolos, obtenemos
el diagrama de Penrose de la figura 4.

Para ver las curvas de r y t constantes, definimos es-
tas coordenadas a partir de v’ y v’. Para las regiones
circundantes al horizonte de aceleraciéon tenemos:

wyvly = —(ra) 2P, (43)

= (2ka) ™" log [v)y /ula], (44)

~+

mientras que cerca del horizonte de eventos:

U’/EUIE _ _(KE)—Ze—QREr*(r)) (45)

t = (2kg) ™" log Julp /v . (46)
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Figure 4. Diagrama de Penrose del agujero negro acelerado
con 2mA > 1, para unas coordenadas angulares constantes.
El infinito conforme depende de 6, pero el diagrama es invari-
ante respecto a ¢.

Podemos ver que el diagrama es similar al del caso sub-
acelerado con 2mA < 1. La diferencia esta en que el hor-
izonte de eventos (linea azul) se intercambia el papel con
el horizonte de aceleracién (linea roja), y que mientras
que antes para f = 7 se alcanzaba el infinito conforme en
el horizonte de aceleracién, ahora el valor maximo de 6
es el 0y que hace singular la métrica, situando el infinito
conforme en el horizonte de eventos como se podia ver
en la figura 2(c). Ambos horizontes juegan el papel de
punto de no retorno como en el caso anterior, y aunque
se intercambien, la discusién para la estructura causal en
cada una de las zonas es la misma. Ademads, puesto que
f(r) # 0 para r = —rg, de nuevo para 6 = 0 se alcanza
el infinito conforme en r = —ry4.

Puesto que estamos representando secciones con 6 =
cte no se observa la presencia de la singularidad desnuda
en § = 6y. Sin embargo, debemos tenerla en cuenta,
pues puede afectar a la predictibilidad de los eventos en
el espaciotiempo, y por tanto el espaciotiempo no seria
globalmente hiperbdlico.

C. Agujero negro acelerado con m < 0

En el agujero negro de Schwarzschild tener m < 0 hace
desaparecer el horizonte de eventos, de modo que la sin-
gularidad queda desnuda, afectando a la predictibilidad
en todo el espaciotiempo. En este apartado queremos
ver cémo al acelerar el agujero negro se protege la singu-
laridad, de manera que tengamos regiones globalmente
hiperbdlicas en la que los eventos sean totalmente pre-
decibles a partir de unas condiciones iniciales.

Vamos a tomar 2mA < 1 por simplicidad, de modo
que no aparezca la singularidad de g(6) = 0. Al tener
m < 0, desaparece el horizonte de eventos, de modo que
sélo tenemos el horizonte de aceleracién. Para obtener el
diagrama de Penrose, simplemente es necesario cambiar
m por —|m| en los cédlculos para el horizonte de acel-
eracién con 2mA < 1. Asi, obtenemos el diagrama de la
figura 5. Vemos que el infinito conforme en este caso de-

Figure 5. Diagrama de Penrose del agujero negro acelerado
con 2mA < 1y m < 0, para unas coordenadas angulares con-
stantes. El infinito conforme depende de 0, pero el diagrama
es invariante respecto a (.

pende de nuevo de 6y de la misma forma que el diagrama
de la figura 3.

Podemos ver que en este caso la singularidad » = 0 es
temporal (se representa por una linea vertical en lugar
de horizontal), por lo que un observador en la zona I o
IV dentro del agujero negro no esta obligado a ir hacia
ella (la coordenada r es de tipo espacio). Esta singular-
idad esta desprotegida en las regiones I y IV, por lo que
afecta a la predictibilidad, pues cualquier punto en esta
zona se verd afectado por la informacién que provenga de
la singularidad. Por otro lado, las regiones II y III estan
protegidas por el horizonte de aceleracién. Por tanto, en
este horizonte tenemos también un horizonte de Cauchy,
de modo que a partir de él todo punto del espaciotiempo
estd completamente determinado por las condiciones ini-
ciales que se den sobre una hipersuperficie que cubra el
espacio, ya sea hacia el futuro o hacia el pasado. En-
tonces, para r > r4 tenemos hiperbolicidad global, y la
estructura causal es igual que en el caso m > 0.

Finalmente, queremos mencionar que el espaciotiempo
del agujero negro acelerado con masa negativa es equiv-
alente al espaciotiempo que describiria la C-métrica con
m > (0 en la regién que va desde el infinito conforme hasta
r = 07, la cual no tiene ninguna relacién con el agujero
negro acelerado que estudiamos previamente, que partia
en r = 0T. Para ver esta equivalencia bastaria realizar el
cambio de variable r — —r, 8 — m — 0 y volver a consid-
erar la coordenada r desde 01 hasta el infinito conforme,
de modo que se obtiene la métrica con m < 0.

V. CONCLUSIONES

Hemos estudiado las propiedades de la C-métrica, que
describe el espaciotiempo de agujeros negros acelera-
dos. En ella encontramos una singularidad cénica asoci-
ada a una cuerda césmica responsable de la aceleracién.
También hemos visto que esta métrica posee tanto un



horizonte de eventos asociado al hecho de tener un agu-
jero negro, como un horizonte de aceleracion, asi como
un factor conforme que marca el fin del espaciotiempo.

Mientras que en la literatura se suele restringir el valor
de la aceleracién tal que 2mA < 1, hemos permitido
tomar a la aceleraciéon cualquier valor en nuestro tra-
bajo. Asi, hemos estudiado la singularidad que aparece
para cierto valor de la coordenada angular § = 6y cuando
2mA > 1, observando que se trata de una singularidad
esencial de la métrica, y por tanto la coordenada 6 acaba
su recorrido en ese valor.

Hemos obtenido que las geodésicas puramente radiales
s6lo pueden ser nulas, y a partir de ellas hemos constru-
ido los diagramas de Penrose para agujeros negros acel-
erados con 2mA < 1y 2mA > 1. En ambos casos la
estructura causal es muy similar, con la diferencia de que
los horizontes de aceleracién y eventos intercambian sus
papeles. Ademads, aparece una singularidad desprotegida
para 2mA > 1 para un dngulo 7/2 < 6y < 7 que rompe
la hiperbolicidad global.

También hemos estudiado el agujero negro acelerado
con m < 0, observando que la aceleracién protege la sin-
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gularidad en r» = 0 a diferencia del caso de Schwarzschild,
permitiendo tener regiones con hiperbolicidad global.
Ademiés, hemos observado que el espaciotiempo que de-
scribirfa la C-métrica al otro lado del infinito conforme
equivale a este tipo de agujero negro acelerado con masa
negativa.

Aunque hemos obtenido la estructura causal a partir de
la C-métrica, la relevancia fisica de algunas regiones que
aparecen en sus diagramas de Penrose debe ser estudiada
con mayor profundidad, debido a que no hemos consider-
ado la formacién dindmica del agujero negro. Por ello, en
el futuro seria conveniente estudiar la estructura causal
considerando el colapso gravitacional de una estrella para
formar el agujero negro acelerado.
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