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Pionium y Teoría de Perturbaciones Quiral

Alba Reyes Torrecilla
Departamento de Física Teórica, Universidad Complutense de Madrid, 28040 Madrid, España

En este trabajo presento el cálculo teórico para la vida media del pionium a través de la relación
entre su amplitud de desintegración y la dispersión de piones. Esta última se obtiene tras un cálculo
a segundo orden en Teoría de Perturbaciones Quiral, la teoría efectiva de QCD a bajas energías en
el límite de SU(2). El resultado es τA2π = (3.56 ± 0.21) ⋅ 10

−15 s y ∣a0
0 − a0

2∣ = 0.246 ± 0.007 M−1
π , lo

cual está en acuerdo con las medidas del experimento DIRAC (2005) τexp
A2π
= (2.91+0.49−0.62) ⋅ 10−15 s y

∣a0
0 − a0

2∣
exp = 0.264+0.033−0.020 M−1

π .

I. INTRODUCCIÓN

El pionium es un átomo formado por un pion positivo y
otro negativo ligados por la interacción electromagnética.
Se forma así una configuración cuyo estado fundamental
es menos energético que el de ambos piones por separado.
El pionium es un ejemplo de átomo hadrónico y su forma-
lismo matemático es similar al del átomo de hidrógeno.
En ambos casos la primera aproximación es un sistema
coulombiano de dos cuerpos puntuales. Sin embargo, el
pionium no es estable y se acaba desintegrando princi-
palmente a dos piones neutros vía interacciones fuertes
que introduciré de forma perturbativa. El objetivo de este
trabajo será realizar el cálculo de la vida media del pio-
nium en el marco de la Teoría de Perturbaciones Quiral
y hasta una precisión de un loop.

A continuación presento la estructura que seguirá el
trabajo. En la Sección II, reescribiré la amplitud de la
desintegración en términos de la dispersión de piones a
baja energía. En la Sección III, describiré la simetría qui-
ral en el lagrangiano que justifica el uso de la Teoría de
Perturbaciones Quiral, la cual expondré en la Sección IV
y donde también haré el cálculo explícito del primer y
segundo orden. En la Sección V expondré brevemente el
resultado experimental de DIRAC. Finalmente presenta-
ré las conclusiones de este trabajo en la Sección VI.

II. ANCHURA DE DESINTEGRACIÓN DEL
PIONIUM

Pretendemos describir la desintegración del pionium
(A2π) a través de la dispersión de piones a baja ener-
gía. El A2π no es estable y se desintegra de manera muy
dominante según A2π → π0π0. El estado fundamental de
este átomo no electrónico tiene asociada una vida media
τA2π que lo caracteriza. La inversa de la vida media es la
anchura de desintegración Γ, cuya expresión en su forma
diferencial se encuentra derivada en [1]

dΓ = ∣Mif ∣2

Epi

dΦ, (1)

donde Epi es la energía del estado inicial, Mif el elemen-
to de matriz invariante y Φ el espacio de fases invariante
Lorentz (LIPS). Para un proceso de un cuerpo desinte-

grándose en dos (1→ 2 3), el LIPS toma la forma

dΦ(2) = (2π)4δ(4)(p1 − p2 − p3)
d3p⃗2

(2π)32E2

d3p⃗3
(2π)32E3

. (2)

Considero al átomo inicial en reposo p⃗1 = 0 (sistema cen-
tro de masas, CM), de tal manera que la energía inicial es
únicamente la masa del pionium MA. Integrando la delta
de conservación del trimomento que aparece en el LIPS
(2), que impone p⃗2 = −p⃗3 ≡ −p⃗ y ∣p⃗2∣ = ∣p⃗3∣ ≡ p, e incorpo-
rando un factor 1

2
correspondiente a las dos partículas

idénticas π0 del estado final de la desintegración, la an-
chura queda

Γ (A2π → π0π0) = 1

2MA
∫

d3p⃗

(2π)24E2
π0

δ(MA − 2Eπ0)1
2
∣Mif ∣2.

(3)
Debido a que las dos partículas del estado final son idén-
ticas, tendrán la misma masa m2 =m3 ≡mπ0 y en el sis-
tema CM saldrán en direcciones opuestas con el mismo
trimomento. Por tanto, ambas partículas tendrán además
la misma energía E2 = E3 ≡ Eπ0 . Paso a coordenadas es-
féricas y simplifico la delta de conservación de la energía
para expresarla en función de momentos

δ(MA − 2Eπ0) = δ(p − p0)
∣f ′(p0)∣

=

√
p20 +m2

π0

2p0
δ(p − p0),

f(p) =MA − 2
√
p +mm0

π
tal que f(p0) = 0,

(4)

donde p0 es el momento de cada π0 sobre la capa de masas
E2

π0 = p20 +m2
π0 . Con todo ello, la anchura es

Γ (A2π → π0π0) = 1

4MA
∫

dp

(2π)24E2
π0
∫ dΩp2

√
p20 +m2

π0

2p0
⋅

⋅ δ(p − p0)∣Mif ∣2.
(5)

La delta sitúa los piones neutros sobre la capa de masas,
p = p0, e integrando

Γ (A2π → π0π0) = 1

32MA(2π)2
p0
Eπ0

∫ dΩ ∣Mif ∣2. (6)

La diferencia de masas entre los estados inicial y final
de la desintegración restringe el espacio de fases (βπ0π0)
disponible para que tenga lugar el proceso. A través de la
ecuación de capa de masas y la conservación de la energía
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encuentro que

p0 =
√

E2
π0 −m2

π0 =
√

1

4
M2

A −m2
π0 =

MAβπ0π0

2
,

βπ0π0 =
√

1 − (2mπ0

MA
)
2

.

(7)

Dado que estoy considerando al A2π en su estado fun-
damental, su momento angular orbital será nulo; L = 0.
Por lo tanto, en una descomposición en ondas parciales,
la contribución dominante a la amplitud vendrá de la
onda S, que es puramente esférica. De esta manera, la
amplitud ∣Mif ∣2 es independiente de los ángulos θ y φ.
Integrando el ángulo sólido se obtiene finalmente

Γ (A2π → π0π0) = βπ0π0

32πMA
∣Mif ∣2. (8)

Al formar el átomo, aparecen distintos niveles ener-
géticos tomando como referencia la construcción para el
átomo de hidrógeno En = −α2µ

2n2 , donde α es la constante
de estructura fina y µ la masa reducida del sistema (ver
Tabla I). En el caso del pionium, µ = mπ±

2
. Para el estado

fundamental n = 1 se tiene que MA = 2mπ± −∆E, don-
de esta diferencia energética ∆E = −E1 es la energía de
enlace. Atendiendo a la Tabla I comprobamos que dicha
energía resulta despreciable y MA ≈ 2mπ± . No obstante,
esta diferencia energética, aun siendo pequeña, es sufi-
ciente para restringir el espacio de fases de tal manera
que el A2π en reposo y en su estado fundamental no pue-
da desintegrarse a dos piones cargados, pues 2mπ± >MA.

mπ± = 139.57039 ± 0.00018 MeV
mπ0 = 134.9768 ± 0.0005 MeV
µ ≈ 69.785 MeV
α ≃ 1/137
∆E ≈ 1.859 ⋅ 10−3 MeV

Tabla I: Colección de valores para distintas cantidades em-
pleadas durante la sección. Las masas de los piones cargados
y neutros están extraídas de [2]. Nótese que 2mπ± ≫∆E.

Para la desintegración A2π → π0π0 se puede estimar el
espacio de fases disponible y el momento típico con el que
saldrán los piones neutros de la desintegración. Siguiendo
la expresión (7)

βπ0π0 ≈
√

1 − (mπ0

mπ±
)
2

≃ 0.254, p0 ≃ βπ0π0mπ± ≈ 35.513 MeV.

(9)
Se comprueba que p0 ≪mπ0 .

Sin embargo, para emplear (8) es imprescindible cono-
cer la amplitud de desintegración A2π → π0π0, Mif .

A. Amplitud de desintegración del pionium a
través de la dispersión de piones a baja energía

El elemento de matriz Mif =⟨A2π(p⃗i)∣M ∣π0π0(p⃗f)⟩,
donde M es la matriz amplitud de interacción fuerte,

∣A2π(p⃗i)⟩ el estado que representa a la configuración li-
gada del pionium y ∣ππ⟩ el de piones libres. Nos conviene
expresar ∣A2π(p⃗i)⟩ como superposición lineal en la ba-
se de estados ∣π−π+⟩. Dado que, a efectos de interacción
fuerte, ambos π− y π+ son indistinguibles, la función de
onda de este estado deberá encontrarse correctamente si-
metrizada

∣A2π(p⃗i)⟩=C∫ d3q⃗ g(p⃗i, q⃗)
1√
2
(∣ p⃗i

2
+q⃗, p⃗i

2
−q⃗⟩+ ∣p⃗i

2
−q⃗, p⃗i

2
+q⃗⟩) ,

(10)

donde C es una constante de normalización y g(p⃗i, q⃗) una
función de los momentos. Podemos recoger la simetría
π+ ↔ π− de la función de onda dentro de otra función
gs(p⃗i, q⃗) = 1

√

2
(g(p⃗i, q⃗) + g(p⃗i,−q⃗)) tal que

∣A2π(p⃗i)⟩ = C ∫ d3q⃗ gs(p⃗i, q⃗) ∣
p⃗i
2
+ q⃗, p⃗i

2
− q⃗⟩ , (11)

de nuevo, con otro cambio de variable q⃗ → q⃗ − p⃗i

2

∣A2π(p⃗i)⟩ = C ∫ d3q⃗ f(p⃗i, q⃗) ∣q⃗, p⃗i − q⃗⟩ , (12)

donde f(p⃗i, q⃗) = gs (p⃗i, q⃗ − p⃗i

2
).

Para hallar la constante de normalización C, recorda-
mos que los estados de piones cargados se normalizan
según

⟨q⃗ ′∣q⃗⟩ = 2Eq(2π)3δ(3)(q⃗ ′ − q⃗). (13)
Por tanto, la normalización similar de los estados ligados
requiere que

⟨A2π(k⃗i)∣A2π(p⃗i)⟩ = 2EA(2π)3δ(3)(k⃗i − p⃗i). (14)

Empleando los estados del pionium en la forma (12)

⟨A2π(k⃗i)∣A2π(p⃗i)⟩ = ∣C∣2 ∫ d3q⃗ ′ ∫ d3q⃗ f∗(k⃗i, q⃗ ′)f(p⃗i, q⃗)⋅

⋅ 2E(2π)3δ(3)(q⃗ ′ − q⃗)2E′(2π)3δ(3)(k⃗i − q⃗ ′ − p⃗i + q⃗),
(15)

donde E y E′ son ya las energías de los dos piones car-
gados no ligados. Integrando la delta obtengo

⟨A2π(k⃗i)∣A2π(p⃗i)⟩ =∣C∣2 ∫ d3q⃗ f∗(k⃗i, q⃗)f(p⃗i, q⃗)⋅

⋅ 4E2(2π)6δ(3)(k⃗i − p⃗i).
(16)

Multiplico y divido por la energía del átomo, que no de-
pende de los momentos de los piones finales e identifico
que, para una correcta normalización, se debe cumplir

2∣C∣2

EA
∫ d3q⃗ f∗(k⃗i, q⃗)f(p⃗i, q⃗)E2(2π)3 = 1. (17)

En el límite no relativista la energía de los piones carga-
dos será aproximable por sus masas con mπ± ≈ MA

2
, de tal

manera que pi ≃ 0. Si consideramos además que la fun-
ción f(pf) esté correctamente normalizada, obtenemos
la constante C

2(2π)3∣C∣2

MA
(MA

2
)
2

∫ d3q⃗ ∣f(q⃗)∣2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
1

= 1→ C =
√

2

(2π)3MA
.

(18)
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Por otro lado, en el sistema CM, definimos r⃗ = r⃗+ − r⃗−
como la distancia entre los dos constituyentes del pionium
y R⃗ = r⃗++r⃗−

2
como las coordenadas del CM. La función de

onda atómica tomará la forma

⟨r⃗−, r⃗+∣A2π(p⃗i)⟩ = Φ(R⃗)Ψ(r⃗) =
1

(2π)3/2
eip⃗i ⋅R⃗Ψ(r⃗). (19)

La función Φ(R⃗) contiene la información correspondiente
al movimiento conjunto del átomo y está descrita por una
onda plana con la normalización usual en (19). Ψ(r⃗) des-
cribe el movimiento relativo de sus componentes. Calculo
⟨r⃗−, r⃗+∣A2π(p⃗i)⟩ explícitamente con los estados atómicos
de la forma (11) por conveniencia

⟨r⃗−, r⃗+∣A2π(p⃗i)⟩ = ∫ d3q⃗ gs(p⃗i, q⃗) ⟨r⃗−, r⃗+ ∣
p⃗i
2
+ q⃗, p⃗i

2
− q⃗⟩ .

(20)
El resultado de desarrollar este producto escalar se puede
relacionar con (19) a través de su transformada de Fourier

⟨r⃗−, r⃗+∣A2π(p⃗i)⟩ =
1

(2π)3/2
eip⃗i ⋅R⃗

1

(2π)3/2 ∫
d3q⃗ gs(p⃗i, q⃗)eiq⃗⋅r⃗

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Ψ(r⃗)

,

(21)
de donde obtengo que

gs(p⃗i, q⃗) = gs(q⃗) =
1

(2π)3/2 ∫ d3r⃗ Ψ(r⃗)e−iq⃗⋅r⃗. (22)

Nótese que esta función solo depende de q⃗. Descompongo
la función correspondiente al momento relativo del áto-
mo en su parte radial y angular según Ψ(r⃗) = χ(r)Ω(θ, φ)
aprovechando la descripción del átomo de hidrógeno. Pa-
ra L = 0, Ω(θ, φ) no tiene dependencia angular y la fun-
ción de onda radial del átomo χ(r) ∼ e−r/a0 se concentra
cerca del origen. Aquí a0 = 1

µα
es el radio de Bohr. Por

tanto, se podrá aproximar Ψ(r⃗) ≈ Ψ0, la función de onda
para L = 0 y r = 0, que es una constante. Así

gs(q⃗) ≃
1

(2π)3/2
Ψ0 ∫ d3r⃗ e−iq⃗⋅r⃗ = Ψ0(2π)3/2δ(3)(q⃗), (23)

y los estados atómicos (11):

∣A2π(p⃗i)⟩ =
√

2

MA
Ψ0 ∣

p⃗i
2
,
p⃗i
2
⟩ =
√

2

MA
Ψ0∣π−π+(p⃗i)⟩, (24)

donde el momento inicial se reparte de manera simétrica
entre ambos piones cargados.

Con todo este desarrollo he conseguido expresar el esta-
do inicial del átomo ligado como superposición de estados
de piones cargados libres. Así, Mif en (8) es

Γ(A2π → π0π0) = 2βπ0π0

32πM2
A

∣Ψ0∣2∣AJ=0
+−00(p⃗f = 0)∣2, (25)

donde AJ=0
+−00(p⃗f) = ⟨π−π+(p⃗i)∣M ∣π0π0(p⃗f)⟩ es la am-

plitud de dispersión del proceso π−π+ → π0π0. Nótese
que he tomado el límite de bajas energías que impone
pf ≃ 0→ E2

CM = 4m2
π0 .

Por último, la cantidad Ψ0 la calculo recordando los
autoestados de átomos monoelectrónicos [3]. En concre-
to el estado fundamental, con números cuánticos n = 1,
L = 0, mL = 0 es

Ψ(r⃗) = 1√
π
( Z
a0
)
3/2

e−Zr/a0 = 1√
π
(Zµα)3/2 e−Zr/a0 , (26)

que no tiene dependencia angular. Para el pionium Z = 1,
que es la carga del π+. Tomando además el límite r → 0
concluyo que

Γ(A2π → π0π0) =
βπ0π0 (αmπ±

2
)3

16π2M2
A

∣AJ=0
+−00(p⃗f = 0)∣2. (27)

El objetivo de las sucesivas secciones será el cálculo
de la amplitud para el proceso de dispersión de piones a
distintos niveles de precisión. Para ello, recurriré a una
teoría efectiva que reproduzca la interacción fuerte entre
piones a bajas energías.

III. SIMETRÍA QUIRAL EN EL
LAGRANGIANO DE QCD

La cromodinámica cuántica (QCD) es la teoría cuánti-
ca de campos gauge que describe las interacciones fuertes
entre partículas. QCD se vuelve no perturbativa a bajas
energías, por lo que son necesarias teorías efectivas que
incluyan únicamente los grados de libertad que se obser-
van en ese régimen.

Para un número genérico Nf de sabores, el lagrangiano
de QCD se escribe como

LQCD =
Nf

∑
j=1

q̄j (i�D −mj) qj −
1

4
Ga

µνG
µν
a ,

Ga
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gfa

bcA
b
µA

c
ν , �D = (∂µ −

i

2
gtaA

a
µ)γµ,

(28)

donde γµ son las matrices de Dirac, Aa
µ, con a = 1, ...,8,

los campos gauge de los gluones, g la constante de aco-
plo fuerte, mj la masa de los diferentes quarks y fa

bc las
constantes de estructura del grupo SU(3)C . Nótese que
hemos omitido los índices de color de los quarks y de los
generadores ta del álgebra.

El objeto de estudio de este trabajo ocurre a escalas
de energía por debajo del GeV (típica escala hadrónica
Λ∼1 GeV). Los piones están compuestos por los quarks
de valencia u y d, los quarks más ligeros, a los cuales
restringiremos el lagrangiano (28) con Nf =2. La masa
de los piones es cercana a los 140 MeV, mientras que la
de sus constituyentes se encuentran entre los 2−5 MeV.
Esta diferencia energética hace lícito despreciar las masas
de los quarks u y d como primera aproximación en lo
que se conoce como límite quiral. Bajo esta aproximación
el lagrangiano adquiere una nueva simetría; la simetría
quiral.

Descomponiendo q en sus dos quiralidades q = qL + qR,
con qL,R = PL,R ⋅ q y PL,R = 1∓γ5

2
, γ5 = iγ0γ1γ2γ3, la par-

te del lagrangiano que involucra a los quarks se sepa-
rará en ambas quiralidades (q̄i�Dq → q̄Li�DqL + q̄Ri�DqR)
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y por tanto este será invariante bajo transformaciones
SUL(2) × SUR(2) del tipo [4]

qL,R
SU(2)L×SU(2)RÐÐÐÐÐÐÐÐÐ→ UL,R ⋅ qL,R = exp

⎛
⎝
i
τjθ

j
L,R

2

⎞
⎠
qL,R, (29)

donde τa son los generadores del álgebra de SU(2); las
matrices de Pauli. Si no anulamos la masa de los quarks,
al separar los espinores en sus dos quiralidades, aparecen
términos cruzados proporcionales a las masas. Por tanto,
la masa de los quarks rompe de manera explícita esta
simetría.

La simetría quiral SU(2)L × SU(2)R implica la con-
servación de las corrientes:

V µ
j = 1

2
q̄γµτjq: corriente vectorial que se correspon-

de con θjL = θ
j
R, el subgrupo SU(2)L+R = SU(2)V

de isospín.

Aµ
j = 1

2
q̄γµγ5τjq: corriente axial con θjL = −θ

j
R.

Si la simetría quiral se manifestara en la naturaleza, los
hadrones ligeros aparecerían ordenados en tripletes de
SU(2)L × SU(2)R degenerados correspondientes a am-
bas corrientes presentadas. Esta simetría será en todo
caso aproximada, pues las masas de los quarks ligeros no
son exactamente nulas. Aun así, es esperable que las des-
viaciones de esta simetría sean comparables a la escala de
dichas masas tan ligeras. Para JP = 1− existe un triplete
de isospín ρ(770) donde las masas de ρ−, ρ0, ρ+ son muy
parecidas. Sin embargo, el triplete JP = 1+ más cercano
a la masa de la ρ(770) es la a1(1260). Esta diferencia tan
acusada de masas no es atribuible a la aproximación del
límite quiral. En el lagrangiano (28) no hay ninguna otra
fuente que esté rompiendo la simetría y explique así lo
observado experimentalmente; la simetría quiral está así
espontáneamente rota.

A. Ruptura espontánea de la simetría quiral

Cuando existe una simetría, tanto el hamiltoniano co-
mo el vacío son invariantes bajo esa transformación. De-
notemos con Qa a las cargas del grupo que inducen dicha
transformación.

En una teoría cuántica de campos, se define al vacío
para que sea aniquilado por el hamiltoniano, H ∣0⟩ = 0.
Cuando hay ruptura espontánea de simetría (SSB), en-
contramos que el vacío no es invariante bajo la sime-
tría completa, sino solo bajo una parte que cumple
Qa∣0⟩ = ∣0⟩. Las cargas que no dejan al vacío invariante
cumplen Qa∣0⟩ = ∣πa⟩ ≠ ∣0⟩, donde los ∣πa⟩ son una transla-
ción de ∣0⟩ e igualmente aniquilados por el hamiltoniano
H ∣πa⟩ = 0. El vacío está degenerado. Para cuantizar la
teoría se escoge un único vacío de entre los posibles, rom-
piendo así la simetría. Los generadores que no dejen al
vacío escogido invariante se dirá que están “rotos” y a
los ∣πa⟩ se les denominará bosones de Nambu-Goldstone
(NGB). Por el Teorema de Goldstone [5] aparecen tantos

NGB como generadores rotos y con los mismos números
cuánticos que dichos generadores.

En la naturaleza solo se observan tripletes de SU(2)V .
La simetría se está rompiendo espontáneamente de
SU(2)L × SU(2)R (6 generadores) a SU(2)V (3 genera-
dores). Esto nos deja con un total de 3 generadores rotos.
Aparecerán tres NGB pseudo-escalares sin masa que se
identifican con el triplete de piones. Como la masa de los
quarks no es nula, la masa de estos NGB tampoco lo será
y se les dirá pseudo-NGB. Aún así será una masa muy
por debajo de las típicas escalas hadrónicas. En el límite
de isospín, md =mu, la masa de los tres pseudo-NGB será
idéntica, y la denotaremos con Mπ.

IV. TEORÍA DE PERTURBACIONES QUIRAL

La Teoría de Perturbaciones Quiral (ChPT) es una
teoría efectiva que proporciona un método de expansión
sistemática en potencias del momento O (k2n), más exac-

tamente en ( k
4πfπ
)
2n

, donde 4πfπ ∼ Λ, y fπ = 92.3 MeV
es la constante de desintegración del pion. De esta mane-
ra, a bajas energías, cada término estará suprimido con
respecto al anterior. Esta expansión viene asociada a un
contaje de potencias por el cual un término cinético o un
término de masa de los NGB (∼ M2

π) contribuyen como
∼ k2, mientras que los términos de masa de los quarks
escalarían linealmente (M2

π ∝ mq). Teniendo en cuenta
este contaje y las simetrías de QCD, así como el patrón
de SSB quiral, a cada orden existe un número finito de
términos que constituyen el lagrangiano efectivo lo más
general posible de QCD a bajas energías.

El Teorema de contaje quiral de Weinberg indica a
qué orden (referido como dimensión Dim) contribuye un
diagrama según su número de loops (NL) y su número y
tipo de vértices

Dim = 2(1 +NL) +
∞

∑
n=1

2(n − 1)N2n, (30)

donde N2n es el número de vértices de O (k2n) proceden-
tes de los términos del lagrangiano que llamaremos L2n.
Por otro lado, la teoría será renormalizable orden a orden;
las divergencias que aparezcan a un cierto orden quiral
serán reabsorbidas en los parámetros del lagrangiano del
orden sucesivo. Para una revisión más detallada de es-
ta teoría y del Teorema del contaje de Weinberg pueden
consultarse [6–8].

Los elementos de SU(2) se pueden escribir como ma-
trices unitarias que incluyan a los campos de los piones
πa, los únicos grados de libertad a bajas energías, según

U = exp(iπ
aτa
fπ
) , a = 1,2,3. (31)

El lagrangiano efectivo se construye orden a orden a par-
tir de U y sus derivadas o potencias de M2

π, siendo genéri-
camente O (k2) ≡ O (∂2) = O (M2

π). A cada orden se consi-
deran todos los términos independientes posibles consis-
tentes con el patrón de ruptura de simetría quiral, sime-
tría Lorentz, paridad, etc. Para extraer los términos de
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interacción de los piones expandiremos U y U† hasta con-
seguir el número de campos que precisemos. Usualmente
resulta más conveniente trabajar en la base de carga para
los campos de los piones según

π− = 1√
2
(π1 + iπ2) , π+ = 1√

2
(π1 − iπ2) , π0 = π3. (32)

De esta manera reescribo (31) como

U = exp( i
√
2

fπ
ϕ) , ϕ = (

1
√

2
π0 π+

π− − 1
√

2
π0) . (33)

A continuación, calcularé la amplitud de la dispersión
de piones π−π+ → π0π0 en ChPT. Para ello, analizaré los
diagramas que contribuyen primero a tree-level y después
a un loop, según el contaje de Weinberg (30), y calculando
su contribución a la amplitud en cada caso.

A. Dispersión π−π+ → π0π0 a tree-level

El lagrangiano más general posible a orden más bajo
en SU(2) es

L2 =
f2
π

4
Tr (∂µU

†∂µU) + f2
πM

2
π

4
Tr (U +U†) , (34)

donde sus únicos parámetros son fπ y Mπ. Este lagran-
giano da lugar a vértices O (k2) y será válido para el cálcu-
lo a tree-level (Leading Order, LO). Este lagrangiano,
solo al orden más bajo, también se puede construir a tra-
vés de un modelo muy simple y didáctico llamado modelo
sigma lineal [9]. Expandiendo la expresión (33) hasta tér-
minos de interacción de cuatro piones, (34) queda

L2 =
1

2
∂µπ

0∂µπ0 + ∂µπ
−∂µπ+ −M2

π [
1

2
(π0)2 + π−π+]+

+
1

3f2
π

[π0π−∂µπ
0∂µπ++π0π+∂µπ

0∂µπ−−π−π+∂µπ
−∂µπ+−

−(π0)2∂µπ
−∂µπ+−π−π+∂µπ

0∂µπ0 + 1

2
(π+)2∂µπ

−∂µπ−+

+ 1

2
(π−)2∂µπ

+∂µπ+]+
M2

π

6f2
π

[(π−π+)2+(π0)2π−π+ + 1

4
(π0)4] .

(35)

Lo resaltado en (35) son los términos de interacción de
dos piones cargados con dos neutros a LO, necesarios
para calcular la amplitud del proceso π−π+ → π0π0. De
ellos extraemos el vértice de interacción para construir
diagramas de Feynman. En el espacio de momentos, cada
derivada de un campo se traducirá en −ik si la partícula
es entrante, o ik si es saliente. Además, habrá que añadir
un factor 2 de simetría debido a las distintas posibles
contracciones de los campos, pues los π0 son idénticos.
Con ello, el vértice con todos los momentos entrantes
para la interacción π−(k1)π+(k2)π0(k3)π0(k4) queda

= i

3f2
π
[2(k1 ⋅ k2) + 2(k3 ⋅ k4) − (k1 ⋅ k3)−

− (k1 ⋅ k4) − (k2 ⋅ k3) − (k2 ⋅ k4) +M2
π] .

(36)

Este vértice permite calcular distintos procesos de dis-
persión de piones orientando los momentos ki según sea
preciso. En particular, para la amplitud de la dispersión
π−π+ → π0π0 a LO, los momentos k3 y k4 pasan a ser sa-
lientes. Esto se ve reflejado en los diagramas cambiando el
signo de cada momento que pasa a ser saliente. Además,
todas las partículas están sobre la capa de masas, por lo
que empleo las variables de Mandelstam para reescribir
los productos de momentos

s = (k1 + k2)2 = (k3 + k4)2, (k1 ⋅ k2) = (k3 ⋅ k4) =
s

2
−M2

π ,

t = (k1 − k3)2 = (k2 − k4)2, (k1 ⋅ k3) = (k2 ⋅ k4) =M2
π −

t

2
,

u = (k1 − k4)2 = (k2 − k3)2, (k1 ⋅ k4) = (k2 ⋅ k3) =M2
π −

u

2
.

(37)

Recordando que las variables de Mandelstam cumplen en
este caso s + t + u = 4M2

π , obtengo la amplitud

= A(s, t, u) = s −M2
π

f2
π

. (38)

Según la expresión (30), este será el único diagrama que
contribuya a LO y coincide con el primer cálculo de este
proceso en [10].

1. Relación con las amplitudes de isospín definido

La amplitud (38) solo depende de la variable de Man-
delstam s, por ello identificaremos a A(s, t, u) como el
canal s. Sin embargo, del vértice (36) es posible obtener
otros procesos de dispersión de piones considerando otras
combinaciones de momentos.
● Amplitud A(t, s, u) canal t a tree-level.

Estos procesos resultan de hacer salientes los momentos
k2 y k4 o k1 y k3 en el vértice (36). Así, (38) y (39)
están relacionados por la simetría de crossing k2 ↔ −k3
o k1 ↔ −k4, lo cual se traduce en s↔ t.

= = A(t, s, u) = t −M2
π

f2
π

. (39)

● Amplitud A(u, t, s) canal u a tree-level.
Siguiendo un procedimiento parejo obtengo A(u, t, s) por
crossing s↔ u.

= = A(u, t, s) = u −M2
π

f2
π

. (40)

Los piones son un triplete de isospín, por lo que
podemos identificar sus estados como ∣π+⟩ = ∣1,+1⟩,
∣π0⟩ = ∣1,0⟩, ∣π−⟩ = −∣1,−1⟩. De la composición de momen-
tos de isopín a través de los coeficientes de Clebsch-
Gordan, calculo las distintas amplitudes de los canales
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s, t y u en función de las amplitudes con isospín definido.
Además, es posible expresar todos los resultados de las
amplitudes en función únicamente de las variables s y θ
incorporando la condición t = (2M2

π − s
2
) (1 − cos θ), sien-

do θ el ángulo de dispersión en el sistema CM y s = E2
CM .

Con ello llego a las relaciones

A(s, t,u)=
1

3
(A0−A2), A0=3A(s, t, u)+A(t, s, u)+A(u, t, s),

A(t, s, u)= 1
2
(A2+A1), A1=A(t, s, u)−A(u, t, s),

A(u, t, s)= 1
2
(A2−A1), A2=A(t, s, u)+A(u, t, s),

(41)

donde el subíndice denota el isospín total. La amplitud
destacada en negrita será la empleada en el cálculo según
la descomposición en ondas parciales.

2. Ondas parciales y scattering lengths

Las amplitudes de isospín definido se pueden expandir
en ondas parciales. Para una introducción sobre teoría
de scattering y la expansión en ondas parciales puede
consultarse [11]. Escogiendo la normalización empleada
en [4]

AI(s, θ) = 32π
∞

∑
L=0

((2L + 1)PL(cos θ)tJI (s)) , (42)

donde PL(cos θ) es el polinomio de Legendre de orden L.
El estado inicial es un átomo ligado y, en el sistema

CM, el momento angular orbital es L = 0; onda S. Por
otro lado, los piones son bosones con S = 0; el estado
compuesto de dos piones se mantendrá con espín nulo
y J = L = 0. Por tanto, su función de onda deberá estar
simetrizada y solo podrán aparecer estados de isospín
total par; I = 0,2. Las correspondientes ondas parciales
a momentos L más bajos que se pueden construir y que
contribuyen al proceso π−π+ → π0π0 son entonces t00 y t02.

Los polinomios de Legendre PL(cos θ) son una base
ortonormal de funciones y, por tanto, la expansión (42)
se puede invertir

tLI (s) =
1

64π ∫
1

−1
d(cos θ)PL(cos θ)AI(s, θ). (43)

En particular, con P0(cos θ) = 1, a LO

t00(s) =
1

32π
A0(s), t02(s) =

1

32π
A2(s). (44)

Por otro lado, en la ecuación (27), se necesita la ampli-
tud a momento cero. Es usual parametrizarla en términos
del scattering length a definido como [12]

aL
I ≃

1

Mπk2L
Re (tLI (s)) +O (k2) , (45)

con k el momento del CM. Con ello, regresando a (27),
y desarrollando AJ=0

+−00(p⃗f = 0) = A(s, t, u) según las rela-
ciones (41), (44) y (45), tengo que

Γ(A2π → π0π0) ≃ 2

9
βπ0π0α

3mπ±(a0
0 − a0

2)2 ≃
2

9
α3p0(a0

0 − a0
2)2,
(46)

en unidades de M2
π y donde en la última aproximación

se ha empleado (9).
Hasta este orden, e introduciendo el límite de bajas

energías tal que s = 4M2
π , con Mπ = mπ± , obtengo los re-

sultados a LO

∣a0
0 − a0

2∣ = 0.200±0.006 M−1
π , ΓA2π =(1.23 ± 0.07) ⋅ 10

−7 MeV,

τA2π = (5.35 ± 0.30) ⋅ 10
−15 s.

(47)

Este resultado para ∣a0
0 − a0

2∣ coincide con el obtenido en
[13] para el cálculo a primer orden. Las incertidumbres
en (47) las he estimado teniendo el cuenta que asumir el
límite de isospín implica un error del 3%. Este resultado
desprecia la contribución del orden siguiente, este error
también se puede estimar, pero se conocerá tras el cálculo
completo a un loop.

B. Dispersión π−π+ → π0π0 a un loop

Para mejorar la precisión del cálculo es necesario au-
mentar el orden de la serie perturbativa. Para ello, calcu-
laré la amplitud de la dispersión de piones hasta un loop
(next-to Leading Order, NLO).

Los términos de interacción del lagrangiano (35) pro-
porcionan vértices hasta O (k2). Por el momento solo he
trabajado con sus términos de interacción que involucran
π−π+π0π0; sin embargo, es posible extraer otros vértices
con los que construir diagramas de Feynman de orden
superior. Dichos vértices son

= i

3f2
π
[(k1 ⋅ k2) + (k1 ⋅ k3) + (k2 ⋅ k4) + (k3 ⋅ k4)−

− 2(k2 ⋅ k3) − 2(k1 ⋅ k4) + 2M2
π] ,

(48)

= i

f2
π
M2

π . (49)

Orientando los momentos en (48) y (49) como se requiera
en cada caso, construyo los diagramas en la Figura 1, que
incorporan dos vértices del lagrangiano (35). Contribuyen
a O (k4) a la amplitud según el contaje (30).

Expondré el cálculo de forma más detallada para el pri-
mero de los diagramas ((a) de la Figura 1); los sucesivos
se calcularán de forma equivalente modificando los mo-
mentos entrantes y salientes como convenga en cada caso.
En el primer diagrama, las líneas internas portarán los
momentos q y p − q, siendo p = k1 + k2 = k3 + k4, p2 = s, y
q el momento del loop que está integrado. Construyo así
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(a) Canal s a un loop
(π±).

(b) Canal s a un loop
(π0).

(c) Canal t a un
loop.

(d) Canal u a un
loop.

Figura 1: Diagramas que se pueden construir con dos vértices del lagrangiano (35) y que contribuyen a O (k4) a la amplitud
del proceso π−π+ → π0π0 NLO.

la amplitud como

iAs±(s, t, u) = µD−4
∫

dDq

(2π)D
[ i

3f2
π
((k1 ⋅ k2) − (k1 ⋅ q)−

− (k2 ⋅ (p − q))+(q ⋅ (p − q))+2(k2 ⋅ q)+2(k1 ⋅ (p − q))+2M2
π) ⋅

⋅ i

q2−M2
π

i

(p − q)2−M2
π

i

3f2
π
(2(q ⋅ (p − q))+2(k3 ⋅ k4)+(q ⋅ k3)+

+ ((p − q) ⋅ k3) + (q ⋅ k4) + ((p − q) ⋅ k4) +M2
π)] .

(50)

Esta integral es divergente, por lo que para calcularla
se recurre al método de regularización dimensional. Para
ello se introduce la escala µ y la dimensión D = 4 + 2ε.
Típicamente se fija µ a la masa de la ρ(770), Mρ. En
el desarrollo del cálculo he empleado los productos (37),
con lo que aparecen distintas integrales con los momentos
qµ, q2, qµqν , qµq2 o q4 en sus numeradores. Se podrán
escribir todas ellas a través de la reducción de Passarino-
Veltman [14] en función de las integrales

I1(p2) = ∫
dDq

(2π)D
1

(q2 −M2
π) ((p − q)2 −M2

π)
, (51)

I0 = ∫
dDq

(2π)D
1

q2 −M2
π
. (52)

Las amplitudes restantes de la Figura 1 también se escri-
ben en función de dichas integrales llegando a

As±(s, t, u) = iµD−4 (sM
2
π − s2

2f4
π

I1(s) +
5s − 3M2

π

9f4
π

I0) , (53)

As0(s, t, u) = iµ
D−4 (M

4
π − sM2

π

2f4
π

I1(s) +
M2

π

3f4
π
I0) , (54)

At(s, t, u) = −
iµD−4

9f4
π
[(2t2 + 9M4

π − 8tM2
π +

1

D − 1
(2t2+

+ 9

2
s t − 17tM2

π − 18sM2
π + 36M4

π −DtM2
π +

D

4
t2)) I1(t)+

+ (6M2
π − 2t −

1

D − 1
(4t − 18M2

π + 9s +D
t

2
)) I0] ,

(55)

Au(s, t, u) = At(s, [t↔ u]). (56)

Nótose que la amplitud del canal u se obtiene a partir
del canal t por crossing t↔ u.

Por otro lado, es posible expandir (33) hasta términos
de interacción de seis piones expandiendo así el lagran-
giano (34) hasta O (k4). Esto da lugar a dos nuevos dia-
gramas que también contribuyen a NLO, los cuales cuen-
tan con un loop de un pion cargado o neutro portando
un momento q que queda integrado. Con un tratamiento
similar al empleado en los diagramas de la Figura 1, te-
niendo en cuenta los factores de simetría en la contracción
de los campos, encuentro que en este caso las amplitudes
se escriben en función únicamente de la integral (52)

= A6π±(s, t, u) =
iµD−4

45f4
π

(50M2
π − 30s) I0, (57)

= A6π0(s, t, u) = iµD−4

90f4
π

(55M2
π − 40s) I0. (58)

En (36), (48) y (49) se pueden unir dos de sus líneas
externas de tal manera que se conserve la carga. Estos
diagramas resultantes constituyen una contribución a la
corrección del propagador de pion y a la renormalización
de los campos y la masa de este

= = −µ
D−4

6f2
π

(M2
π − k2) I0. (59)

Las integrales (51) y (52) se encuentran resueltas en
distintas tablas; he escogido la referencia [15]. Siguiendo
sus anexos

I1(s) = −i(2λ +
1

(4π)2
+ 2µπ − J(s)) , (60)

I0 = −i2M2
π (λ + µπ) , (61)

donde
λ = µD−4

(4π)2
( 1

2ε
− 1

2
(log 4π + γE − 1)) , (62)



8

J(s) = 1

(4π)2
(2 + σ(s) log(σ(s) − 1

σ(s) + 1
)) , (63)

σ(s) =
√

1 − 4M2
π

s
, µπ =

1

2

1

(4π)2
log(M

2
π

µ2
) . (64)

Inspirando la notación en [16], la parte divergente 1/ε
queda ubicada únicamente dentro de la definición de λ
en (62).

Todos los diagramas calculados hasta ahora provienen
de los términos de interacción de (34); sin embargo, hay
que considerar un diagrama más que contribuye a NLO
y que procede de un lagrangiano de orden superior.

1. Lagrangiano de orden superior O (k4)

El lagrangiano de orden superior lo he tomado de [4],
restringiéndolo a SU(2) según las relaciones entre sus
parámetros encontradas en [17]

L4 =
`1
2

Tr (∂µU†∂µU)
2
+ `2

4
Tr (∂µU†∂νU)Tr (∂µU

†∂νU)+

+ M2
π`4
4

Tr (∂µU†∂µU (U†+U)) + M4
π(`3 + `4)

8
Tr (U†2+U2) ,

(65)

donde `i son las Low Energy Constants (LECs) en SU(2).
En ChPT es frecuente emplear el esquema de renorma-
lización MS − 1 en el cual las LECs absorberán las di-
vergencias de las amplitudes (53), (54), (55), (56), (57)
y (58). Expandiendo U y U† según la definición en (33)
obtengo un lagrangiano muy extenso donde los términos
de interés son

L int
4 = 1

f4
π

(4`1∂µπ+∂µπ
−∂νπ0∂νπ

0+4`2∂µπ+∂µπ
0∂νπ−∂νπ

0)+

+ [`4 (2∂µπ+∂µπ
0π−π0 + 2∂µπ−∂µπ

0π+π0 − 5∂µπ+∂µπ
−(π0)2−

− 5∂µπ0∂µπ
0π+π−) + 4M4

π(`3 + `4)π+π−(π0)2]M
2
π

3f4
π
,

(66)

L ππ
4 = 2M2

π

f2
π
[`4 (∂µπ+∂µπ

− + 1

2
∂µπ0∂µπ

0) − (`3 + `4) (π+π−+

+ 1

2
(π0)2)] ,

(67)

donde L int
4 es la interacción π−π+π0π0 que contribuye al

loop y L ππ
4 los términos que, junto a (59), corrigen el

propagador del pion y contribuyen a la renormalización
de los campos y la masa. Comienzo calculando la ampli-
tud de la interacción (66) a tree-level con L4

=A4(s, t, u)=
1

f4
π

[2`1(s−2M2
π)2+`2 ((u−2M2

π)2+

+ (t − 2M2
π)2) + 4M2

π (`4 (s −M2
π) + `3

2M2
π

3
)] .

(68)

Los vértices del lagrangiano L4 los representaré con un
cuadrado negro que contiene las LECS. Por su parte, la
contribución (67) a la corrección del propagador es

= = 2M2
π

f2
π

(`4 (k2 −M2
π) − `3M2

π) . (69)

2. Renormalización y cancelación de divergencias

Para completar el cálculo a un loop es necesario re-
normalizar los parámetros del lagrangiano y reabsorber
todas las divergencias que han surgido en cada diagrama.
Este hecho hace que los valores de las masas y campos
físicos se alejen del valor de los parámetros introducidos
en el lagrangiano. Es frecuente referirse a estos segun-
dos con el apellido “desnudo”, mientras que los primeros
están renormalizados y se corrigen orden a orden.

Parametrizaré la corrección del propagador de tal
manera que cumpla i

k2−M2
π
→ i

k2−M2
π+Π(k

2,M2
π)

, siendo
−iΠ(k2,M2

π) la suma de los diagramas en (59) y (69) a
este orden

+ + +... = (1+Π(k
2,M2

π)
k2 −M2

π
+...).

(70)
A mayores órdenes se puede apreciar cómo esta suce-
sión se trata de una serie geométrica. Definiendo además
Π(k2,M2

π) = A(k2 −M2
π) + BM2

π, con A = ∂Π(k2,M2
π)

∂k2 ∣
k2=M2

π

y B = Π(k2,M2
π)

M2
π
∣
k2=M2

π

, siendo ambas ∼ M2
π

f2
π

, tengo que

i

k2 −M2
π

⎛
⎜
⎝

1

1 + Π(k2,M2
π)

k2−M2
π

⎞
⎟
⎠
= 1

(1 +A) (k2 −M2
π + B

1+A
M2

π)
,

(71)
Así, δM2

π = B
1+A
≃ B será la corrección a la masa y Z=1+A

la corrección a los campos, resultando en unas relacio-
nes Mr 2

π = M2
π(1 − δM2

π) y πr = Z
−1/2
π π, donde el índice

“r” indica que la cantidad está renormalizada. Conocido
Π(k2,M2

π) calculo dichas correcciones y obtengo

Zπ = 1 −
M2

π

f2
π
(2`4 −

4

3
λ − 4

3
µπ) +O (M4

π) , (72)

Mr 2
π =M2

π (1 +
M2

π

f2
π
(2`3 + λ + µπ) +O (M4

π)) . (73)

La constante fπ también ha de renormalizarse orden a
orden; sin embargo, su cálculo es elaborado y queda fuera
el alcance del trabajo. Tomaré el resultado de [13]

fr
π = fπ (1 +

M2
π

f2
π
(`4 − 2λ − 2µπ) +O (M4

π)) . (74)

Las LECs renormalizadas que cancelan todas las diver-
gencias son [13]

`ri (µ) = `i−γiλ, i = 1,2,3,4. γ1 =
1

3
, γ2 =

2

3
, γ3 = −

1

2
, γ4 = 2.

(75)
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Para dar el resultado final en función de las cantidades
desnudas, habrá que reexpresar la masa renormalizada
a través de la relación (73), tanto en el tree-level como
en las correcciones NLO. Sin embargo, añadir (73) a los
términos O (k4) supone una corrección total O (k6), más
allá del orden que estamos considerando a un loop. Aten-
diendo únicamente a (38) hasta NLO tengo

A(s, t, u) =
s − 4

3
Mr 2

π

f2
π

+M
2
π

3f2
π

=
s −M2

π

f2
π

− 4M
4
π

3f4
π

(2`r3 + µπ) .

(76)
La amplitud completa será la suma de (76), (53), (54),

(55), (56), (57), (58) y (68). Las `ri (µ) en (75) consiguen
que las expresiones (73) y (74) sean finitas; en cambio,
(72) continua siendo divergente y contribuirá a cancelar
las divergencias en la amplitud total. Esta corrección a
los campos es O (k2), por tanto, incluirla en el segundo
orden resultaría de nuevo en correcciones de orden su-
perior al considerado. Será por tanto necesario añadirlo
solo al tree-level señalado en negrita en (76) como

Ar(s, t, u) = s −M2
π

f2
π

Z2
π −

4M4
π

3f4
π
(2`r3 + µπ) . (77)

Incorporando esta contribución y considerando las LECs
renormalizadas (75), llego a una amplitud total que ya es
finita en términos de Mπ y fπ, desnudas, y que coincide
con la obtenida en la referencia [13]

ANLO(s, t, u) = Ar(s, t, u) +As±(s, t, u) +As0(s, t, u)+
+At(s, t, u) +Au(s, t, u) +A6π±(s, t, u) +A6π0(s, t, u)+

+A4(s, t, u) =
s −M2

π

f2
π

+B(s, t, u) +C(s, t, u),

(78)

donde el O (k2) aparece destacado en negrita y donde
B(s, t, u) y C(s, t, u) son las correcciones O (k4) a un loop

B(s, t, u) = 1

6f4
π

[3 (s2−M4
π)J(s)+{(t(t−u) − 2M2

πt + 4M2
πu−

−2M4
π)J(t) + [t↔ u]}] ,

(79)

C(s, t, u)= 1

6f4
π
[4(3`r1(µ) −µπ−

1

24π2
)(s − 2M2

π)
2 + (3`r2(µ)−

− 2µπ −
5

96π2
)(s2 + (t − u)2) − M2

π

16π2
(12s − 15M2

π)] .

(80)

3. Resultados numéricos y discusión

Para obtener un resultado numérico se trabaja con las
cantidades renormalizadas de la masa y la constante de
acoplo. Para ello, aplicaré (73) y (74) únicamente en el
tree-level destacado en (78). Para los términos O (k4) se
tiene que M2

π =Mr 2
π =m2

π± y fπ =fr
π =92.3 MeV a este orden.

La dependencia en la escala µ de la amplitud aparece
en µπ según (64) y en las `ri (µ) a través de (75) y (62).
He comprobado explícitamente que ambas contribuciones

se cancelan haciendo que la amplitud sea independiente
de la escala como ha de suceder en cualquier observable
físico. Las LECs llevan la información de la dinámica a
bajas energías de la teoría subyacente que es QCD. Co-
nocer el valor de estas LECs es muy importante de cara
a la predicción de observables. En este trabajo tomaré
directamente su valor de la bibliografía, pues su determi-
nación y fenomenología queda fuera de los objetivos. En
[13, 18] se emplea una definición diferente para las LECs.
Adaptando su valor en [18] a la notación seguida en este
trabajo y a la escala µ =Mρ tengo

lr1(Mρ) = (4.0 ± 0.6) ⋅ 10−3, lr2(Mρ) = (1.9 ± 0.2) ⋅ 10−3,

lr3(Mρ) = (0.8 ± 3.7) ⋅ 10−3, lr4(Mρ) = (6.2 ± 1.3) ⋅ 10−3.
(81)

A continuación, empleo las ecuaciones (41), (43) y (45)
para obtener los scattering lengths. Incorporo todas las
correcciones a la amplitud y recurro a la expresión para la
anchura (46). Introduciendo el límite de bajas energías de
manera equivalente a lo hecho en el cálculo a LO obtengo

∣a0
0 − a0

2∣ = 0.246±0.007 M−1
π , ΓA2π =(1.85 ± 0.11) ⋅ 10

−7 MeV,

τA2π = (3.56 ± 0.21) ⋅ 10
−15 s.

(82)

La cantidad ∣a0
0 − a0

2∣ coincide con el cálculo a segundo or-
den en [13]. Al realizar cálculos a mayor orden perturba-
tivo, se encuentra que los errores asociados a la precisión
de este también están suprimidos con respecto a los que
presentaba el orden dominante. Mantendré como único
error relevante el 3 % consecuente de haber considerado
el límite de isospín, pues los errores asociados a las LECs
no son significativos.

Los resultados teóricos se acercan más al experimen-
to al aumentar la precisión, considerando correcciones de
mayor orden en la serie perturbativa (ver la evolución y la
convergencia de la serie en las primeras tres columnas de
la Tabla II). El cálculo a dos loops (next-to next-to Lea-
ding Order, NNLO) se encuentra en [19]. Manteniendo la
precisión solo hasta un loop, también es posible incluir los
efectos de la violación de isospín, mu ≠ md, e interacción
electromagnética. Esta corrección se incluye en trabajos
como [20] resultando en ∆ ∣a0

0 − a0
2∣ = (3.6 ± 2.1) ⋅ 10−3 M−1

π .

LO NLO NNLO [21, 22] Exp. [23]
∣a0

0 − a0
2∣ 0.200 0.246 0.265 0.264+0.033−0.020

τA2π ⋅ 10
−15 5.35 3.56 2.9 2.91+0.49−0.62

Tabla II: Evolución de los resultados de la diferencia de los
scattering lengths y la vida media del A2π según el orden
de las correcciones en ChPT con referencia a los resultados
experimentales de DIRAC presentados en la Sección V.

V. EXPERIMENTO DIRAC

El objetivo del experimento DIRAC (DImeson Relati-
vistic Complex) es medir la vida media del estado fun-
damental del A2π. Emplea el haz de protones del Proton
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Synchrotron (CERN) para impactar sobre un blanco fijo.
La colisión produce pares π−π+ que pueden formar áto-
mos A2π, que a su vez se desintegran a π0π0 o bien se
ionizan debido a la interacción con el blanco. Los pares
resultado de la ionización (pares atómicos) son los que
se medirán en el detector. Se identificarán a través de un
momento relativo bajo, un ángulo de abertura pequeño
y energías prácticamente idénticas en CM. Un imán se-
parará los productos según su carga en los dos brazos
del detector y se buscarán pares π−π+ en coincidencia.
En la colisión se producirán también otros tipos de pares
π−π+ con o sin interacción coulombiana que se sustraerán
del análisis. El estudio de los pares atómicos detectados
muestra un exceso de eventos a bajo momento relativo
corroborando la existencia del A2π, como ya se había ob-
servado por primera vez en [24]. DIRAC ha conseguido
además medir su vida media. La cantidad de átomos pro-
ducidos en la colisión y la proporción que se ioniza se
puede simular y es bien conocida [25]. Cambiando el gro-
sor del blanco y el momento del haz de protones, la canti-
dad de pares atómicos esperados es distinta. No obstante,
también influye el efecto de la desintegración A2π → π0π0,
caracterizada por la vida media τ2π, que hará que los pa-
res atómicos medidos sean menos que los esperados. El
grosor del blanco es tal que variándolo levemente se puede
observar la influencia de la desintegración sobre la ioni-
zación e inferir así la vida media del A2π, que resulta ser
τexp
A2π
= (2.91+0.49−0.62) ⋅10−15 s [23]. La relación entre la anchura

de desintegración y los scattering lengths empleada en el
experimento coincide con la expresión (46) derivada en

este trabajo, salvo una corrección que afecta al resultado
en un 6 %; obtienen así ∣a0

0 − a0
2∣

exp = 0.264+0.033−0.020 M−1
π .

VI. CONCLUSIONES

En este trabajo he presentado el cálculo de la vida me-
dia del pionium hasta el orden de un loop en Teoría de
Perturbaciones Quiral y en el límite de SU(2), llegando
al resultado τA2π = (3.56 ± 0.21) ⋅10

−15 s y ∣a0
0 − a0

2∣ = 0.246±
±0.007 M−1

π para la diferencia de los scattering lengths en
onda S. He relacionado la desintegración A2π → π0π0 con
el scattering de piones a baja energía π−π+ → π0π0, cuya
amplitud he calculado explícitamente a primer y segundo
orden en Teoría de Perturbaciones Quiral. Dicha teoría
es la teoría efectiva de QCD a bajas energías y se cons-
truye a partir de los piones, los hadrones más ligeros, que
se corresponden con los bosones de Goldstone de la rup-
tura espontánea de simetría quiral. He hecho el cálculo
dentro del formalismo de la Teoría Cuántica de Campos,
incluyendo la renormalización a un loop de la amplitud.
Las expresiones derivadas coinciden con las encontradas
en [10, 13] y el resultado obtenido es compatible con la
medida del experimento DIRAC [23].

En conclusión, el cálculo de la vida del pionium me ha
permitido comprobar la efectividad de Teoría de Pertur-
baciones Quiral para describir la Física Hadrónica a bajas
energías, siendo capaz de llegar a una precisión compa-
rable a la de los datos experimentales.
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