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En este trabajo desarrollamos un formalismo general e invariante que nos permite estudiar de
manera unificada modelos de enerǵıa oscura en teoŕıas escalar-tensor. Hacemos un estudio dinámico
del Universo desde un marco conforme general, mostrando las reglas de transformación de las distin-
tas componentes que nos permiten definir modelos equivalentes. Durante el desarrollo, encontramos
que el sector de materia puede ser descrito en términos de un campo escalar que se comporta como
un fluido perfecto, dando lugar a acoplos generales no considerados previamente en la literatura. De
modo que, los resultados obtenidos para el campo escalar nos permiten definir un sistema dinámi-
co invariante, donde el sector de materia viene descrito en términos de fluidos genéricos y de sus
parámetros. Finalmente, para mostrar de forma expĺıcita la aplicación del formalismo, estudiamos
los resultados de un modelo concreto y mostramos que estos son equivalentes en un marco diferente.

I. INTRODUCCIÓN

La expansión acelerada del Universo descubierta a fi-
nales de los años 90 es de los eventos más importantes
y revolucionarios de la cosmoloǵıa moderna [1, 2]. Según
el modelo cosmológico estándar, ΛCDM (Lambda Cold
Dark Matter), esta contribución a la dinámica del Uni-
verso aparece por medio de una constante cosmológica Λ
en las ecuaciones de Einstein, dando lugar a una densi-
dad de enerǵıa constante que domina a tiempos tard́ıos,
ρΛ ≃ (1meV)4. Sin embargo, existen otro tipo de des-
cripciones donde esta constante cosmológica es dinámica.
Uno de los modelos más representativos seŕıa el denomi-
nado como quintaesencia, basado en un campo escalar ϕ
con cierto potencial V (ϕ) responsable de la aceleración
cosmológica a tiempos tard́ıos [3]. Hasta el momento han
sido propuestos una gran cantidad de modelos, los cuales
han sido principalmente clasificados en modelos de con-
gelación y modelos de descongelación [4]. Otro de los po-
sibles frentes para explicar el origen de la enerǵıa oscura
es por medio de una modificación en la propia gravedad
[5]. Los primeros modelos más simples propuestos son los
de gravedad f(R) [6], en los cuales el término de la acción
de Einstein-Hilbert se toma como una función genérica
f(R). Sin embargo, en los últimos años uno de los mo-
delos más populares de enerǵıa oscura son las llamadas
teoŕıas escalar-tensor [7], las cuales generalizan a las an-
teriores introduciendo una dependencia con el campo es-
calar en dicho término f(ϕ,R). Dentro de estas teoŕıas
surgen también todo tipo de modelos de enerǵıa oscura
como la teoŕıa de Brans-Dicke [8] o la gravedad dilatónica
[9].

Cabe destacar que los ejemplos citados son una pe-
queña parte de toda la lista de modelos que existen en la
literatura. Dada la gran cantidad de parámetros y funcio-
nes libres que parametrizan estos sistemas, existe cierta
arbitrariedad en el ajuste de las mismas para reproducir
los resultados f́ısicos buscados. Esto ha dado lugar una
enorme cantidad de modelos en concordancia con los da-
tos experimentales [10, 11], lo que supone un problema
para tratar de descartar unos sobre otros.

El objetivo del trabajo será desarrollar un formalis-

mo que nos permita estudiar este tipo de teoŕıas desde
un marco general, extrayendo resultados que no depen-
dan del sistema concreto utilizado. Para ello introducire-
mos el concepto de transformación de marco conforme,
el cual consiste en una serie de transformaciones tanto en
la métrica como en los campos involucrados que nos dan
lugar a otro sistema f́ısicamente equivalente. De esta for-
ma, desarrollaremos un estudio dinámico de este tipo de
teoŕıas desde un marco conforme genérico e invariante,
lo que nos permitirá obtener resultados independientes
del modelo utilizado e incluso establecer relaciones entre
modelos equivalentes.

Notación y convención: En el resto del trabajo va-
mos a adoptar la convención ηµν = diag(−1,+1,+1,+1)
y trabajaremos en unidades naturales.

II. TEORÍAS ESCALAR-TENSOR Y
TRANSFORMACIONES CONFORMES

Considerando únicamente grados de libertad gravita-
cionales de spin 2 e incluyendo operadores hasta orden
cuadrático en las derivadas, las teoŕıas escalar-tensor se
pueden describir de forma general bajo la acción

S =

∫
d4x

√
−g
[
f(ϕ)

2
R+ L(ϕ) + Lmat(gµν , ϕ, χ,Aµ, ψ)

]
,

(1)
donde g ≡ detgµν y R es el escalar de Ricci. El término

L(ϕ) = −k(ϕ)
2

gµν∇µϕ∇νϕ− V (ϕ), (2)

se corresponde con la densidad Lagrangiana asociada al
campo escalar ϕ con un potencial V (ϕ), donde se incluye
un acoplo no mı́nimo a gravedad por medio de f(ϕ) y un
término cinético no canónico por medio de k(ϕ). Por otro
lado, el término Lmat nos representa al sector de mate-
ria donde están incluidas todas las componentes posibles
dentro del Modelo Estándar: un escalar (χ), un fermión
(ψ) y un vector (Aµ) y donde podemos incluir además
interacciones con el campo ϕ.
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Nuestra idea es ver como responden estas funciones y la
acción S bajo transformaciones conformes de la métrica

gµν → g̃µν = Ω2gµν , (3)

siendo Ω2 = Ω2(ϕ) el denominado factor conforme. Al
acto de realizar dicha transformación (3) junto con un
reparametrización de los campos involucrados se le deno-
mina como cambio de marco conforme.
Teniendo en cuenta que el escalar de Ricci se transfor-

ma

R̃ = Ω−2R− 6Ω−3gµν∇µ∇νΩ, (4)

y despreciando las derivadas totales, podemos reescribir
la acción como

S =

∫
d4x
√

−g̃

[
f̃(ϕ̃)

2
R̃− k̃(ϕ̃)

2
g̃µν∇µϕ̃∇ν ϕ̃− Ṽ (ϕ̃)

+ L̃mat(g̃µν , ϕ̃, χ̃, Ãµ, ψ̃)

]
, (5)

donde las funciones transformadas f̃(ϕ̃), k̃(ϕ̃) y Ṽ (ϕ̃) se
definen en términos de las originales de la forma

f̃(ϕ̃) = Ω−2f,

k̃(ϕ̃) =
Ω−2

A(ϕ)

(
k − 6fΩ−2Ω2

,ϕ + 6Ω−1f,ϕΩ,ϕ
)
, (6)

Ṽ (ϕ̃) = Ω−4V,

siendo A(ϕ) =
(
dϕ̃
dϕ

)2
la función que nos resuelve de for-

ma expĺıcita la reparametrización del campo ϕ → ϕ̃. En
el caso de Lmat, las funciones y los campos transformados
vendrán determinados por la forma expĺıcita del Lagran-
giano que estemos considerando en cada caso.

En la literatura existe una distinción entre dos tipos de
marco conforme. Por un lado tenemos el marco de Jor-
dan, que hace referencia a modelos en los que aparece de
forma expĺıcita un acoplo no trivial a gravedad f(ϕ). Por
otro lado tenemos el marco de Einstein, donde este aco-
plo a gravedad se hace mı́nimo: f(ϕ) = 1. Dada la mayor
simplicidad que supone considerar un sistema canónico,
la elección usual de la mayoŕıa de los sistemas dinámicos
es el marco de Einstein a pesar de ser ambos f́ısicamente
equivalentes.

Como acabamos de ver, aunque la expresión expĺıcita
de S se pueda ver modificada, la acción se transforma a
otra equivalente en la misma clase de teoŕıas. Es decir, la
acción S en (1) cumple la siguiente propiedad:

S[gµν , ϕ, k(ϕ), V (ϕ),Lmat] = S[g̃µν , ϕ̃, k̃(ϕ̃), Ṽ (ϕ̃), L̃mat].
(7)

Nótese que la estructura formal de S no cambia y por
tanto, la dinámica de ambos sistemas para sus corres-
pondientes funciones en su marco será la misma. Por
ello, podemos concluir en que la acción definida en (1)

se mantiene invariante bajo transformaciones conformes
generales, lo que nos permite relacionar modelos comple-
tamente equivalentes mediante las reglas de transforma-
ción correspondientes.

A. Transformaciones conformes en el sector de
materia

Antes de pasar con el estudio de la dinámica de estos
sistemas, vamos a mostrar cuáles seŕıan las densidades
Lagrangianas correspondientes a los diferentes campos
de materia. Asimismo ilustraremos como se comportan
estas componentes bajo un cambio de marco conforme.
Comenzamos con el caso de un campo escalar χ, cuya
densidad Lagrangiana es análoga a la del campo ϕ (2):

L(ϕ, χ) = −k
∗(ϕ)

2
gµν∇µχ∇νχ− I(ϕ, χ). (8)

Podemos ver que este Lagrangiano incluye un acoplo al
campo ϕ por medio tanto del término cinético k∗(ϕ), co-
mo del potencial I(ϕ, χ). En el resto de casos incluiremos
los acoplos de forma análoga. Tras realizar el cambio de
marco conforme, podemos reescribir el Lagrangiano de la
forma

L̃(ϕ̃, χ̃) = − k̃
∗(ϕ̃, χ̃)

2
g̃µν∇µχ̃∇ν χ̃− Ĩ(ϕ̃, χ̃), (9)

donde las funciones transformadas se definen:

k̃∗(ϕ̃, χ̃) =
Ω−2

B(χ)
k∗, Ĩ(ϕ̃, χ̃) = Ω−4I, (10)

siendo B(χ) =
(
dχ̃
dχ

)2
la función que nos resuelve de for-

ma expĺıcita la reparametrización χ→ χ̃.
Para el caso del fermión consideraremos el Lagrangiano

de Dirac

L(ϕ, ψ) = iψ̄(a(ϕ)γµ∇µ −m(ϕ))ψ, (11)

donde el acoplo en el término de masa lo introducimos
en forma de una masa variable m(ϕ). En este caso, el
cambio de marco conforme nos da lugar a las funciones
transformadas

ã(ϕ̃, ψ̃) =
Ω−2

C(ψ)
a(ϕ), m̃(ϕ̃) = Ω−4m(ϕ), (12)

donde C(ψ) = dψ̃
dψ es la función que nos resuelve de forma

expĺıcita la reparametrización ψ → ψ̃.
Por último, nos queda considerar el caso del campo

vectorial, cuyo Lagrangiano viene dado por

L(ϕ,Aµ) = h(ϕ)FµνF
µν , (13)

donde Fµν ≡ ∂[µAν] es el tensor de intensidad de campo.
En este caso, la presencia de dos términos del tipo gµν

nos introduce un factor Ω4 que cancela con el factor Ω−4
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que proviene del determinante de la métrica. Por tanto,
este Lagrangiano es invariante bajo transformaciones de
conformes lo que nos lleva a

h̃(ϕ̃) = h(ϕ). (14)

Debido a esta propiedad, si incluimos una componente de
radiación en nuestro sistema que inicialmente esté des-
acoplada esta preservará dicha propiedad en todos los
marcos posibles.

III. DINÁMICA DEL UNIVERSO EN UN
FORMALISMO INVARIANTE

En esta sección, trataremos de estudiar la dinámica de
las teoŕıas escalar-tensor desde un punto de vista cos-
mológico y en un marco general e invariante. Por sim-
plicidad, comenzaremos restringiéndonos al caso de un
campo escalar como componente de materia, siendo el
procedimiento para el caso fermiónico análogo. Conside-
remos entonces la acción

S =

∫
d4x

√
−g
[
f(ϕ)

2
R+ L(ϕ) + L(ϕ, χ) + LR

]
, (15)

donde L(ϕ) y L(ϕ, χ) denotan las densidades Lagrangia-
nas para dos campos escalares ϕ (2) y χ (8) respectiva-
mente. El término LR = FµνF

µν se corresponde con una
componente de radiación desacoplada. De esta forma nos
aseguramos de la presencia de una época de dominación
de radiación sobre el fondo en la evolución cosmológica.
Esta componente se se introduce desacoplada al campo
ϕ para asegurar la existencia de algún marco conforme
donde todas las componentes están desacopladas.

Las ecuaciones que rigen la dinámica del sistema se
obtendrán a partir de la acción (15). En primer lugar, la
ecuación de Klein-Gordon (KG) para ϕ vendrá dada por
la derivada funcional respecto a este campo

f,ϕ
2
R+

k,ϕ
2

(∇ϕ)2+k∇2ϕ−V,ϕ−
k∗,ϕ
2

(∇χ)2−I,ϕ = 0 (16)

donde ,ϕ denota la derivada respecto de ϕ. De forma
análoga para el campo χ tenemos

∇µ (k∗∇µχ) + I,χ = 0. (17)

Finalmente, tomando la variación de (15) respecto a la
métrica gµν llegamos a las ecuaciones de Einstein gene-
ralizadas

Gµν = f−1
[
Tµν − f,ϕϕ(∇ϕ)2gµν − f,ϕ(∇2ϕ)gµν

+ f,ϕ∇µ∇νϕ+ f,ϕϕ∇µϕ∇νϕ
]
, (18)

donde Gµν ≡ Rµν − (1/2)gµνR es el tensor de Eins-
tein con Rµν el tensor de Ricci y Tµν el tensor enerǵıa-
momento definido por

Tµν ≡ −2√
−g

δSng
δgµν

. (19)

En Sng hemos incluido la parte de la acción correspon-
diente al sector no gravitatorio de forma que el tensor
enerǵıa momento total vendrá dado por la suma de los
respectivos tensores para cada una de las componentes

del sistema Tµν = T
(ϕ)
µν + T

(χ)
µν + T

(r)
µν . En este caso, cada

uno de los términos viene dado por

T (ϕ)
µν = k∇µϕ∇νϕ− k

2
(∇ϕ)2gµν − V gµν , (20)

T (χ)
µν = k∗∇µχ∇νχ− k∗

2
(∇χ)2gµν − Igµν , (21)

T (r)
µν = (ρr + pr)uµuν + prgµν . (22)

Sabemos que el tensor enerǵıa-momento total debe ser
conservado, pero esto no implica que las componentes
individuales tengan que serlo. Para el caso de la com-
ponente de radiación, al estar desacoplada se conserva
individualmente. Sin embargo, para las componentes de
ambos campos escalares encontramos las siguientes ecua-
ciones de conservación

∇µT
µ
(χ)ν = −1

3

(
(−4γ + 2β)Tµ(χ)νϕ,µ + (β + γ)T(χ)ϕ,ν

)
,

(23)

∇µT
µ
(ϕ)ν

=
1

3

(
(−4γ + 2β)Tµ(χ)νϕ,µ + (β + γ)T(χ)ϕ,ν

)
,

(24)

con

β ≡ −1

2

∂ ln I(ϕ, χ)

∂ϕ
, γ ≡ −1

2

∂ ln k∗(ϕ)

∂ϕ
. (25)

Para resolver estas ecuaciones en un sistema con in-
terés cosmológico asumiremos que el Universo está des-
crito por la métrica de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-
Walker (FLRW), gµν = diag(−N2

L, a
2, a2, a2), y que por

tanto, los campos son espacialmente homogéneos, i.e.
ϕ = ϕ(t) y χ = χ(t). Bajo estas condiciones el ten-
sor enerǵıa-momento toma una expresión diagonal de la
forma: Tµν = diag(N2

Lρ, a
2p, a2p, a2p). Comparando con

(20) y (21) obtenemos las siguientes expresiones para la
densidad y la presión asociadas a los campos

ρϕ =
k

2
ϕ̇2 + V, pϕ =

k

2
ϕ̇2 − V, (26)

ρχ =
k∗

2
χ̇2 + I, pχ =

k∗

2
ϕ̇2 − I, (27)

donde el punto denota la derivada respecto al tiempo
conforme τ , el cual está relacionado con el tiempo cos-
mológico t de la forma dτ ≡ −NLdt. Haciendo uso de
esta métrica, las ecuaciones de Einstein nos dan lugar a
las ecuaciones de Friedman y la de la aceleración genera-
lizadas

H2 =
1

3f

(
k

2
ϕ̇2 + V +

k∗

2
χ̇2 + I + ρr

)
− f,ϕ

f
Hϕ̇, (28)

Ḣ = −kϕ̇
2

2f
− k∗χ̇2

2f
− 2ρr

3f
− f̈

2f
+
Hf,ϕϕ̇

2f
, (29)
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donde H ≡ ȧ
a es el parámetro de Hubble. Pasando con la

ecuación de KG (16), tomando la traza en (18) podemos
despejar R para sustituir en (16) lo que nos deja una
expresión más conveniente:(

k +
3f,ϕ
2f

)
(ϕ̈+3Hϕ̇)+

(
k,ϕ
2

+
kf,ϕ
2f

+
3

2

f,ϕf,ϕϕ
f

)
ϕ̇2

+ f2U,ϕ + f2W,ϕ +

(
k∗f,ϕ
2f

−
k∗,ϕ
2

)
χ̇2 = 0, (30)

donde U ≡ V/f2 yW ≡ I/f2. Finalmente, cerraremos el
sistema incluyendo las ecuaciones de conservación para
el campo χ

ρ̇χ + 3H(ρχ + pχ)

− 1

3

[
ρχ(−4γ + 2β) + (ρχ − 3pχ)(γ + β)

]
ϕ̇ = 0, (31)

y para la componente de radiación

ρ̇r + 4Hρr = 0. (32)

A. Generalización del sistema

Como hemos comentado anteriormente, nuestro obje-
tivo es tratar la dinámica de las teoŕıas escalar-tensor
desde un marco general e invariante. Sin embargo, hasta
ahora nos hemos centrado en un sistema donde la com-
ponente de materia es un campo escalar χ (8) (además
del fondo de radiación). Si nos fijamos en la expresión pa-
ra la ecuación de conservación de esta componente (23)
podemos ver que es de la forma

∇µT
µ
ν = aTµν∂µϕ+ bT∂νϕ, (33)

con a y b dos constantes arbitrarias. Esta es la forma del
acoplo más general posible entre una componente con
tensor enerǵıa momento Tµν y el campo escalar ϕ invo-
lucrando primeras derivadas. En la literatura, se suelen
considerar modelos donde el acoplo se da únicamente con
la traza (como es el caso de una componente fermióni-
ca [12]) de forma que las componentes ultrarrelativistas
están desacopladas. Sin embargo, partiendo de un cam-
po escalar podemos ver que nos aparece un nuevo aco-
plo a la componente T 0

ν (ya que ϕ = ϕ(t)) del tensor
enerǵıa-momento, la cual nos introducirá un término de
interacción con la densidad.

Por tanto, a pesar de haber comenzado consideran-
do un sistema concreto, si expresamos las ecuaciones en
términos de densidades y presiones el sistema será apli-
cable a cualquier componente genérica. La única condi-
ción que debe cumplir es que permita una descripción en
términos de fluidos perfectos. De esta forma, podemos
definir entonces el sistema de ecuaciones para un fluido
genérico con densidad ρm y presión pm. En primer lugar

definimos las ecuaciones de Friedman y la de la acelera-
ción

H2 =
1

3f

(
k

2
ϕ̇2 + V + ρm + ρr

)
− f,ϕ

f
Hϕ̇, (34)

Ḣ = −kϕ̇
2

2f
− ρm + pm

2f
− 2ρr

3f
− f̈

2f
+
Hf,ϕϕ̇

2f
. (35)

Por otro lado, la ecuación de conservación (33) en la
métrica FLRW toma la expresión

˙ρm + 3H(ρm + pm) + (aρm + b(ρm − 3pm))ϕ̇ = 0. (36)

Y finalmente, haciendo uso de la ecuación de movimien-
to (17) junto con la misma ecuación de conservación, la
ecuación de KG (30) la podemos reescribir como(

k +
3f,ϕ
2f

)
(ϕ̈+3Hϕ̇)+

(
k,ϕ
2

+
kf,ϕ
2f

+
3

2

f,ϕf,ϕϕ
f

)
ϕ̇2

+ f2U,ϕ +
f,ϕ
2f

(ρm − 3pm)− aρm − b(ρm − 3pm) = 0.

(37)

Estas ecuaciones se reducen al caso estándar en Re-
latividad General (RG) con una constante cosmológica
cuando la evolución del campo escalar se detiene. Esto
sucede en el ĺımite ϕ̇→ 0, ϕ→ ϕ0 tal que

1

E

(
V,ϕ0

− 2f,ϕ0V

f

)
= 0, (38)

y

1

E

(
f,ϕ0

2f
(3pm − ρm) + aρm + b(ρm − 3pm)

)
= 0, (39)

con E = k+
3f2

,ϕ

2f . Las condiciones en (38) y (39) se obtie-

nen imponiendo que el término fuente de la ecuación (37)
sea nulo, de esta forma garantizamos que la dinámica del
campo escalar realmente se frena bajo estas condiciones.
Cuando el campo escalar es constante, en las ecuaciones
de Einstein únicamente nos aparece el valor de V (ϕ0)
jugando el papel de la constante cosmológica.
Para visualizar el sistema en términos de cantidades

con mayor interpretación f́ısica vamos a expresar la ecua-
ción de Friedman (34) en términos de las densidades re-
lativas. Bajo las siguientes definiciones

Ωm =
ρm

3fH2
, Ωr =

ρr
3fH2

, (40)

Ωϕ =
kϕ̇2

6fH2
+

V

3fH2
− f,ϕϕ̇

fH
, (41)

la ecuación de Friedman nos queda 1 = Ωm+Ωr+Ωϕ. En
el caso del acoplo mı́nimo, f(ϕ) = 1, Ωr y Ωm se redu-
cen a las densidades relativas de la cosmoloǵıa estándar
para radiación y materia respectivamente, mientras que
en el ĺımite de RG, Ωϕ toma la forma de la densidad re-
lativa de una constante cosmológica. Sin embargo, en el
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caso no mı́nimo estas cantidades no tienen la misma in-
terpretación f́ısica que en el caso canónico. La presencia
de acoplos entre las diferentes componentes nos llevan a
que estas cantidades no tengan que estar necesariamente
siempre entre cero y uno [13].

Considerando los términos extra de las ecuaciones de
Einstein (18) como la contribución de un tensor enerǵıa-
momento efectivo, podemos definir la presión y densidad
efectivas de todas las componentes juntas de la forma

ρeff =
1

f

[
ρr + ρm +

k

2
ϕ̇2 − 3Hf,ϕϕ̇+ V

]
, (42)

peff =
1

f

[
ρr
3

+ pm +
k

2
ϕ̇2 + 2Hf,ϕϕ̇+ f̈ − V

]
. (43)

Por tanto, la ecuación de estado efectiva para el universo
en su totalidad nos queda

weff =
peff
ρeff

=
Ωr
3

+
pm + k

2 ϕ̇
2 + 2Hf,ϕϕ̇+ f̈ − V

3fH2
. (44)

El sistema de ecuaciones (34)–(37) nos determina la
dinámica de un Universo cuyas componentes son un cam-
po escalar responsable de la expansión acelerada, una
componente de materia arbitraria acoplada a este cam-
po y un fondo de radiación desacoplado, y todo ello en
un marco totalmente general e invariante. Si se quisiera
añadir más de una componente de materia únicamente se
debeŕıan añadir los términos de densidad y presión análo-
gos a los anteriores con sus correspondientes acoplos.

IV. CONSTRUCCIÓN DEL ESPACIO DE FASES

Dada la naturaleza no lineal de las ecuaciones dife-
renciales derivadas en la sección anterior, resolverlas de
forma anaĺıtica con toda generalidad es una tarea dema-
siado complicada. Sin embargo, los métodos de estudio de
sistemas dinámicos mediante el análisis de puntos cŕıti-
cos nos permiten extraer información cualitativa acerca
del comportamiento de las soluciones del sistema. Para
ello debemos reescribir nuestras ecuaciones en forma de
un sistema dinámico.

Comencemos escribiendo la ecuación de Friedman de

una forma adimensional

1 =
ρm

3fH2
+

ρr
3fH2

+
kϕ̇2

6fH2
− f,ϕϕ̇

fH
. (45)

Esto nos sugiere la siguiente definición de unas variables
adimensionales que nos permitan resolver el sistema de
ecuaciones cosmológicas como un sistema autónomo,

x =
ρm

3fH2
, y =

ρr
3fH2

, z =
ϕ̇

H
. (46)

Con el uso de estas variables la ecuación de Friedman
toma la forma

1 = x+ y +
kz2

6f
− f,ϕ

f
+

V

3fH2
, (47)

mientras que la ecuación de estado efectiva (44) y la ecua-
ción de estado para el campo escalar wϕ se escriben

weff = x+
z2

3
+

4y

3
− 1, wϕ =

x+ y + z2/3− 1

1− x− y
. (48)

Las variables (46) son las que determinan el compor-
tamiento del sistema dinámico. Los puntos fijos (o de
equilibrio) son las soluciones sin dinámica del sistema.
Es decir, aquellas que se corresponden con

x′ = 0, y′ = 0, z′ = 0, (49)

donde ′ = 1
H

d
dt = d

dN denota la derivada respecto del
número de e-folds N .
Por simplicidad, vamos a suponer que la componente

de materia sigue una relación de dispersión de la forma
p(ρ) = wρ. Partiendo de las definiciones (46) calculare-
mos entonces la derivada respecto del número de e-folds.
A lo largo del desarrollo sustituiremos Ḣ y ϕ̈ de las ecua-
ciones (35) y (37), ρ̇r y ˙ρm de las ecuaciones de conti-
nuidad (32) y (36) , y finalmente H de la ecuación de
Friedman (34). Hemos considerado H > 0 en todas las
situaciones lo que implica que podemos dividir por H
sin tener ningún problema. Como resultado, llegamos al
siguiente sistema de ecuaciones,

x′ =
1

E

[(
−6(1 + w)f + 3(1− 3w)

f2,ϕ
k

− 6ff,ϕV,ϕ
kV

)
x+

(
8f +

6ff,ϕV,ϕ
kV

)
xy+

(
2(k + f,ϕϕ)−

f,ϕk,ϕ
k

+
f,ϕV,ϕ
V

)
xz2

+

(
6(1 + w)f +

6ff,ϕ
k

(
a+ b(1− 3w)

)
+

6ff,ϕV,ϕ
kV

)
x2 −

((
a+ b(1− 3w)

)
E + 10f,ϕ +

3f3,ϕ
fk

+
6f2,ϕV,ϕ

kV

)
xz

]
, (50)

y′ =
1

E

[
−
(
8f +

6ff,ϕV,ϕ
kV

)
y −

(
10f,ϕ +

3f3,ϕ
fk

+
6f2,ϕV,ϕ

kV

)
yz +

(
2(k + f,ϕϕ)−

f,ϕk,ϕ
k

+
f,ϕV,ϕ
V

)
yz2

+

(
8f +

6ff,ϕV,ϕ
kV

)
y2 +

(
6(1 + w)f +

6ff,ϕ
k

(
a+ b(1− 3w)

)
+

6ff,ϕV,ϕ
kV

)
xy

]
, (51)
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z′ =
1

E

[(
k + f,ϕϕ −

f,ϕk,ϕ
2k

+
f,ϕV,ϕ
2V

)
z3+

(
3f(1 + w) +

3f,ϕ
k

(
a+ b(1− 3w)

)
+

3ff,ϕV,ϕ
kV

)
xz+

(
4f +

3ff,ϕ
kV

)
yz

−

(
4f,ϕ +

3f,ϕ
k

(k + f,ϕϕ) +
fk,ϕ
k

− fV,ϕ
V

+
3f2,ϕV,ϕ

kV

)
z2 +

(
−9f,ϕf

k
(1 + w) +

6f2

k

(
a+ b(1− 3w)

)
+

6f2V,ϕ
kV

)
x

+

(
9f,ϕ
k

− 6f − 9ff,ϕV,ϕ
kV

)
z +

(
−12f,ϕf

k
+

6f2V,ϕ
kV

)
y +

12ff,ϕ
k

− 6f2V,ϕ
kV

]
. (52)

Para comprender el comportamiento de las soluciones
del sistema (50)–(52) llevaremos acabo el análisis de siste-
mas dinámicos de la forma estándar [14, 15]. Extraeremos
los puntos fijos del sistema, calcularemos los autovecto-
res de la matriz perturbada alrededor de esos puntos y
encontraremos los autovalores correspondientes a los mis-
mos. De esta forma, en función de la naturaleza de estos
autovalores podremos distinguir el comportamiento de
estos puntos fijos. Si todos los autovalores tienen parte
real negativa, el punto cŕıtico es estable (atractor). Si al
menos uno de ellos tiene parte real positiva, este es ines-
table (repulsor). Y si algunos tienen parte real positiva y
otros negativa, el punto cŕıtico es un punto de silla.

V. EJEMPLO DEL ESTUDIO DE UN SISTEMA
DINÁMICO

El sistema de ecuaciones (50)–(52) obtenido nos descri-
be la dinámica de un sistema completamente general. Sin
embargo, resolver la dinámica del sistema sin concretar
las expresiones de todas las funciones libres es una tarea
demasiado compleja. Por tanto, para mostrar las aplica-
ciones del formalismo desarrollado en este trabajo vamos
a estudiar un ejemplo concreto. En primer lugar, vamos a
considerar un sistema donde la componente de materia se
corresponde con la usual de materia oscura fŕıa (w = 0).
Además, consideraremos que tanto esta componente co-
mo la de radiación están desacopladas (a = b = 0). Sin
embargo, incluiremos acoplos del escalar ϕ a la gravedad
por medio de la función f(ϕ) y de un término cinético no
canónico k(ϕ) de la forma

f(ϕ) = e−
Q
2 ϕ, k(ϕ) = e−

Q
2 ϕ

(
1− 3

8
Q2

)
. (53)

Este tipo de acoplos se les conoce como dilatónicos y
tienen su origen en las teoŕıas de cuerdas [9]. Por último,
para el potencial V (ϕ) también tomaremos una forma
exponencial

V (ϕ) = V0e
−(λ+Q)ϕ. (54)

En la Tabla I se muestran los puntos fijos del sistema.
Entre todos ellos, vamos a identificar cuales son los res-
ponsables para las épocas de dominación de radiación,
materia y expansión acelerada.

Dominación de radiación

En este sistema la dominación de radiación puede darse
por medio de los puntos (f) y (g). Este tipo de solu-
ciones están caracterizadas con una ecuación de estado
efectiva weff = 1/3, lo cual se cumple directamente pa-
ra el punto (f). Los autovalores de la matriz Jacobiana
para las perturbaciones alrededor de este punto son

µ = −1, 1, 4, (55)

por lo que se corresponde con un punto de silla al que le
sucederá una época de dominación de materia. Por otro
lado, el punto (g) se corresponderá con un punto de
radiación (weff = 1/3) bajo las condiciones λ ≫ Q ≫
1. Sin embargo, debemos asegurarnos que los valores
seleccionados para λ y Q son tales que los autovalores
de la matriz perturbada

µ = 1,−
λ3 + 2λ2Q+ λQ±

√
(64− 15λ2)(λ+Q)4

2(λ+Q)3
,

(56)
cumplan las condiciones de inestabilidad mencionadas
anteriormente.

Dominación de materia

La época de dominación de materia puede venir deter-
minada por alguno de los puntos (d) o (e). Comenza-
remos comprobando la viabilidad del punto (d) como
un punto fijo con sentido f́ısico. Imponiendo la con-
dición de que la ecuación de estado efectiva debe ser
prácticamente nula (weff ≃ 0) obtenemos dos condicio-
nes: λ ≃ − 4

7Q y |λ| ≫ |Q|. Otra condición básica es
que la componente de materia sea la dominante, i.e.,
|Ωm| ≫ |Ωϕ|. Para el caso |λ| ≫ |Q| esto se cumple
inmediatamente pero para el otro caso es necesario im-

poner una condición adicional: Q≫
∣∣∣7√ 2

3

∣∣∣.
Respecto al punto (e), tenemos una ecuación de estado

efectiva weff ≃ 0 para Q2 ≪ 1 y Q ≃
∣∣∣2√ 14

3

∣∣∣, sin

embargo para este último la componente de materia es
subdominate frente al campo escalar por lo que queda
descartado. Los autovalores para la matriz perturbada
correspondiente son

µ = −1,
24 + 4λQ+Q2

8−Q2
,
−24 +Q2

2(8−Q2)
. (57)

Estudiando las condiciones para λ y Q tales que el pun-
to fijo sea inestable, obtenemos que aquellas compati-
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Nombre x y z Ωϕ wϕ weff

(a) 0 0 4λ
4+λQ

1 -1+ 16λ2

3(4+λQ)2
-1+ 16λ2

3(4+λQ)2

(b) 0 0 8
√
6−12Q

8−3Q2 1 -1+ 16(2
√
6−3Q)2

3(8−3Q2)2
-1+ 16(2

√
6−3Q)2

3(8−3Q2)2

(c) 0 0 4(2
√
6+3Q)

−8+3Q2 1 -1+ 16(2
√
6+3Q)2

3(8−3Q2)2
-1+ 16(2

√
6+3Q)2

3(8−3Q2)2

(d) −12+4λ2+λQ
4(λ+Q)2

0 3
λ+Q

7λQ+4(3+Q2)

4(λ+Q)2
− Q(7λ+4Q)

7λQ+4(3+Q2)
−Q(7λ+4Q)

4(λ+Q)2

(e) − 8(−24+Q2)

3(−8+Q2)2
0 4Q

−8+Q2 1 + 8(−24+Q2)

3(−8+Q2)2
56−3Q2

−40+3Q2
56Q2−3Q4

3(−8+Q2)2

(f) 0 1 0 0 - 1
3

(g) 0 −4+λ2

(λ+Q)2
4

λ+Q
Q2+2λQ+4

(λ+Q)2
4−6λQ−3Q2

12+6λQ+3Q2
λ2−6λQ−3Q2

3(λ+Q)2

Cuadro I. Puntos fijos del sistema.

n Q λ

1 |Q| > 2
√
2 λ < − 8

√
2+4Q

Q2−8

2 |Q| > 2
√
2 λ > 8

√
2−4Q

Q2−8

3 Q = −2
√
2 λ < 1√

2

4 Q = 2
√
2 λ > − 1√

2

5 −2
√
2 < Q < 2

√
2 8

√
2−4Q

Q2−8
< λ < − 8

√
2+4Q

Q2−8

Cuadro II. Condiciones sobre los parámetros λ y Q para que
el punto fijo (a) se corresponda con una solución de expansión
acelerada del Universo.

bles con Q2 ≪ 1 son

−2
√
2 < Q < 2

√
2, λ <

−24−Q2

4Q
. (58)

Por tanto, bajo estas condiciones el punto (f) también
seŕıa capaz de reproducir la etapa de dominación de
materia.

Expansión acelerada

La época de expansión acelerada en principio podŕıa
darse por los puntos (a), (b) y (c) ya que son aquellos
en los que la ecuación de estado efectiva se corresponde
con la del campo escalar (weff = wϕ). El hecho de que el
Universo esté dominado por la componente del campo
escalar no nos asegura una expansión acelerada, por
ello debemos imponer la condición wϕ < −1/3. Para el
punto (a), las condiciones bajo las que esto se cumple se
muestran en la Tabla II. Además, trataremos de buscar
soluciones en las que el punto sea estable, por lo que
debemos asegurarnos de seleccionar unos valores de Q
y λ tal que los autovalores

µ =
2(λ2 − 6)

4 + λQ
,
4(λ2 − 4)

4 + λQ
,
−12 + 4λ2 + λQ

4 + λQ
, (59)

sean negativos.

Pasando ahora con el punto (b), las condiciones para
que el punto cŕıtico produzca una expansión acelerada
seŕıan

Q < −4.46, 1.2 < Q < 2

√
2

3
, Q > 2

√
2

3
, (60)

mientras que la estabilidad del punto cŕıtico impone
las condiciones

−2
√
6 < Q < −2

√
2

3
, λ <

−12 + 3
√
6Q

−2
√
6 + 3Q

. (61)

Por último, las condiciones para que el punto (c) pro-
duzca una expansión acelerada son

Q < −2

√
2

3
, −2

√
2

3
< Q < −1.20, Q < 4.46, (62)

mientras que la estabilidad del punto cŕıtico nos deja

−2

√
2

3
< Q < 2

√
6, λ >

−12− 3
√
6Q

2
√
6 + 3Q

. (63)

Una vez discutidas las diferentes propiedades y condi-
ciones para cada uno de los puntos cŕıticos las posibles
secuencias cosmológicamente viables seŕıan:

1. (f) → (e) → (a) con Q2, λ2 ≪ 1:

La condición de Q2 ≪ 1 impuesta por la presencia
de un punto de materia con weff ≃ 0 nos fija también
un valor pequeño para λ por medio de las condicio-
nes necesarias para una época de expansión acelerada
(opción 5 de la Tabla II). Estos valores además están
en concordancia con las condiciones de estabilidad de
los diferentes puntos cŕıticos.

2. (f) → (d) → (a) con λ = − 4
7 y |Q| ≫ 7

√
2
3 :

Ambas condiciones impuestas para la presencia de un
punto fijo de materia inestable son compatibles con la
presencia de una época de expansión acelerada (opción
1 de la Tabla II) con autovalores (59) negativos.

3. (f) → (d) → (a) con |λ| ≫ |Q| y |Q| > 2
√
2:

La condición de |λ| ≫ |Q| viene impuesta por la pre-
sencia de una época dominada por materia para el
punto (d). Para que esto encaje con la presencia de
una época de expansión acelerada, es necesario que
|Q| > 2

√
2 (opciones 1 y 2 de la Tabla II). Por último,

si buscamos que la época de expansión acelerada sea
un punto estable, debemos imponer que uno de los dos
parámetros sea negativo.
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Figura 1. Evolución cosmológica de la solución 1 para λ = 0.1
y Q = 0.3. Las condiciones iniciales han sido seleccionadas tal
que x = 0.001, y = 0.999 y z = 0 en un desplazamiento al
rojo log(1 + z) = 13.1061.

Como podemos ver en la Figura 1, la primera de las
soluciones obtenida es capaz de reproducir una correcta
historia cosmológica. Sin embargo, en las otras dos solu-
ciones no se obtiene una evolución cosmológica correcta.
A pesar de la existencia de un punto fijo de materia con
las condiciones de inestabilidad correctas, la solución no
pasa por este, sino que evoluciona directamente de la do-
minación de radiación a la expansión acelerada. Esto se
debe a que ambas soluciones poseen valores grandes de
los parámetros λ y Q, presentes en los términos cinético
y potencial del campo escalar. Esto se traduce en que
el punto fijo correspondiente a la dominación del mismo
sea un atractor de gran magnitud para aquellas solucio-
nes que pasen por sus alrededores.

Nótese la presencia de etapas en la evolución de las
soluciones donde los parámetros de densidad toman va-
lores negativos o mayores de 1 (manteniendo siempre que
la suma de todos sea la unidad). Como comentamos an-
teriormente, esto se debe a la presencia de acoplos no
mı́nimos a gravedad.

A. Quintaesencia acoplada en el marco canónico

Hasta el momento, podŕıa parecer que el sistema que
hemos estudiado anteriormente ha sido propuesto ad hoc
sin ninguna motivación f́ısica. Sin embargo, como hemos
comentado al principio del trabajo, podemos relacionar
este sistema con otro f́ısicamente equivalente. Buscare-
mos efectuar un cambio de marco conforme para pasar
de nuestro sistema con acoplos a gravedad y un término
cinético no canónico (marco de Jordan), a otro en el que
estos acoplos desaparecen y se trasladan al sector de ma-
teria (marco de Einstein). Esta transformación existe, y
viene dada por el factor conforme

Ω2 = e−
Q
2 ϕ. (64)

Nombre x y z Ωϕ wϕ weff

(a) 0 0 λ 1
3
(λ2 − 3) 1

3
(λ2 − 3) 1

(e) 1− Q2

24
0 −Q

2
Q2

24
1 Q2

24

(f) 0 1 0 0 - 1
3

Cuadro III. Puntos fijos de la solución de quintaesencia aco-
plada.

Retomando la descripción del sector de materia mediante
el Lagrangiano del campo escalar χ (8) de forma efectiva,
podemos hacer uso de las transformaciones (6) y (10)
para llegar a las nuevas expresiones

f(ϕ) = 1, k(ϕ) = 1, V (ϕ) = V0e
−λϕ, (65)

I(ϕ, χ) = I0e
Qϕ, k∗(ϕ) = e

Q
2 ϕ. (66)

Vemos que, efectivamente, pasamos a un marco canónico
en el que los acoplos al campo ϕ se sitúan en el sector de
materia. Haciendo uso de las definiciones (25), podemos
ver que en la ecuación de conservación (23) solo contri-
buye el término con la traza, ya que β = 2γ. Debido a la
presencia de un término gµν extra en el término cinéti-
co respecto al potencial, esta propiedad es imprescindible
para permitir la existencia de un marco en el que los cam-
pos ϕ y χ estén desacoplados. Por ello, las constantes de
acoplo en el sistema de ecuaciones definido en (50)–(52)
toman los valores a = 0 y b = −Q/4.
El sistema que resulta después de este cambio de marco

conforme es un modelo de quintaesencia acoplada con un
potencial exponencial estudiado en [5], el cual considera
un sistema con un acoplo constante entre la materia y el
campo escalar en un fondo de radiación desacoplado. Por
tanto, la solución que hemos obtenido debeŕıa ser com-
pletamente equivalente a la mostrada para este sistema.
Efectuando el cambio de marco (64), las variables para
el nuevo sistema toman la forma

x̃ =
x

Q2

16 z
2 − Q

2 z + 1
, ỹ =

Ω4y
Q2

16 z
2 − Q

2 z + 1
, (67)

z̃ =
4z

4−Qz
. (68)

Bajo estas definiciones, los puntos cŕıticos (f), (e) y (a)
de nuestra solución toman la expresión de los del sistema
de quintaesencia acoplada 1 (Tabla III).
La solución a la que llegamos en este marco se muestra

en la Figura 2. Podemos ver que, al contrario de lo que
suced́ıa en el marco de Jordan, todas las soluciones para
los parámetros de densidad toman valores entre 0 y 1. Es-
to se debe a que en el marco de Einstein, las expresiones
para estos parámetros toman su forma canónica.

1 La solución mostrada en la referencia [5] hace uso de unas va-
riables dinámicas diferentes, cuyas relaciones con las empleadas
en este trabajo son: x = 1 − x2

1 − x2
2 − x2

3, y = x2
3, z =

√
6x1.

También es preciso introducir un factor 1/4 en la definición de
la constante de acoplo Q.
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Figura 2. Evolución cosmológica de la solución de quintaesen-
cia acoplada para λ = 0.1 y Q = 0.3. Las condiciones iniciales
han sido seleccionadas tal que x = 0.001, y = 0.999 y z = 0
en un desplazamiento al rojo log(1 + z) = 13.1061.

VI. BÚSQUEDA DE GENERALIDAD A NIVEL
DEL LAGRANGIANO

Por último, debemos comentar que a pesar de haber
considerado un sistema general, a lo largo del desarrollo
hemos necesitado especificar las expresiones expĺıcitas de
los diferentes Lagrangianos de materia para poder deter-
minar como se transforman. ¿Seŕıa posible estudiar esta
invarianza sin la necesidad de especificar un Lagrangiano
en concreto? Para ello, podemos considerar algún tipo de
acción donde estos términos de materia parametrizados
como fluidos perfectos vengan descritos exclusivamente
por los parámetros que definen al fluido, como la densi-
dad, la presión o las corrientes conservadas. Una posible
opción seŕıa considerar la descripción de este sector de
materia propuesta en [16], cuya acción viene dada por

S = −
∑

I=c,d,b,r

∫
d4x

[√
−gρI(nI) + JµI ∂µℓI

]
. (69)

Esta se conoce como la acción de Schuzt-Sorkin [17, 18],
la cual nos describe los fluidos perfectos para materia os-
cura fŕıa (CDM), enerǵıa oscura (DE), bariones y radia-
ción identificados con los ı́ndices c, d, b, r respectivamen-
te. La densidad de enerǵıa ρI depende de la densidad de
número nI , donde nI está relacionado con el vector de
corriente JµI de la forma

nI =

√
gµνJ

µ
I J

ν
I

g
. (70)

Por otro lado, la relación entre JµI y la velocidad del fluido
uµI viene dada por

JµI = nI
√
−guµI , (71)

de forma que gµνu
µ
I u

ν
I queda garantizado por medio de

(70). Por último, el escalar ℓI presente en la acción es un

multiplicador de Lagrange. Estos campos escalares ℓI(x)
actúan como coordenadas Lagrangianas para el fluido que
nos sirven para identificar las ĺıneas de flujo que pasan
por el punto x, aśı como para derivar las ecuaciones de
conservación del fluido.
Dado que la acción original (69) está situada en el mar-

co de Einstein, es necesario generalizar la acción intro-
duciendo acoplos al campo escalar ϕ por medio de las
funciones arbitrarias q(ϕ) y h(ϕ),

S = −
∑

I=c,d,b,r

∫
d4xq(ϕ)

√
−gρI(nI) + h(ϕ)JµI ∂µℓI .

(72)
En lo que sigue, vamos a asumir que los parámetros ρI , nI
y ℓI son aquellos que nos describen el fluido en el marco
desacoplado y que, por tanto, no se transforman. De esta
forma, las reglas de tansformación quedan recogidas en
las funciones de acoplo

q̃(ϕ̃) = Ω−4q, h̃(ϕ̃) = Ω−4h. (73)

Podemos ver que, a pesar de estar considerando acoplos
diferentes para cada uno de los términos del Lagrangiano,
ambos se transforman de la misma forma. Esto nos su-
giere la posibilidad de describir este acoplo a materia
por medio de una función global tal que q(ϕ) = h(ϕ) lo
cual, una vez estudiada la dinámica del sistema, se obser-
va que viene impuesto por las ecuaciones de movimiento
(ver Apéndice A para más detalle).
Esta descripción del Lagrangiano está restringida a una

familia de teoŕıas donde el sector de materia está descri-
to por acoplos globales del tipo q(ϕ)Lmat. Esta condición
es bastante restrictiva ya que no permite la presencia di-
ferentes tipos de acoplos para cada uno de los términos
del Lagrangiano, por lo que este sistema no sirve pa-
ra una descripción general de las teoŕıas escalar-tensor.
Una forma de solucionar este problema podŕıa ser con-
siderar dependencias generales del tipo ρ = ρ(ϕ) en los
parámetros, de forma que los acoplos no aparezcan como
un término que factoriza. Otra opción podŕıa ser optar
por una descripción más general de los fluidos perfectos
propuesta en [19] en la cual estos están descritos de for-
ma efectiva por medio de d campos escalares, siendo d
el número de dimensiones espaciales. En cualquier caso,
estas seŕıan opciones que se escapan de lo tratado en este
trabajo y podŕıan ser abordadas en estudios futuros.

VII. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos tratado la dinámica de las
teoŕıas escalar-tensor desde un formalismo totalmente ge-
neral e invariante, teniendo en cuenta también potencia-
les acoplos entre las componentes del sector de materia
y el propio campo escalar. Hemos extráıdo las ecuacio-
nes de movimiento para un sistema genérico, las cuales
han sido reescritas en forma de un sistema dinámico pa-
ra permitirnos abordar el problema de la forma estándar
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[14, 15], extrayendo los puntos cŕıticos del sistema jun-
to con sus condiciones de estabilidad para reproducir la
historia cosmológica.

Para ilustrar la aplicabilidad del formalismo desarrolla-
do hemos estudiado la dinámica de un sistema concreto,
sin acoplos en el sector de materia, pero con un acoplo
no mı́nimo a gravedad y un término cinético no canónico.
Una vez realizado el estudio dinámico, hemos mostrado
que este sistema es f́ısicamente equivalente a otro situado
en un sistema canónico pero con acoplos en el sector de
materia.

De esta forma, mostramos de forma expĺıcita la impor-
tancia del estudio de estas propiedades de invarianza de
marco conforme en las teoŕıas escalar-tensor. El desarro-
llo de estas teoŕıas desde un formalismo invariante nos
permitirá extraer resultados generales que no dependan
del marco concreto seleccionado, lo cual es una asignatu-
ra pendiente en los modelos estudiados en la literatura.
Por ello, la importancia del formalismo desarrollado en
este trabajo reside precisamente en la obtención de unas
ecuaciones que son totalmente válidas para cualquier mo-
delo en cualquier marco, estableciendo incluso las reglas
de transformación a cualquier marco equivalente.

A lo largo del trabajo, nos hemos centrado en el estudio
de teoŕıas escalar-tensor donde se hace uso de un campo
escalar como mecanismo de la expansión acelerada tard́ıa
del Universo. Sin embargo, todo el formalismo desarro-

llado hasta el momento es perfectamente aplicable a otra
clase de modelos englobados en el marco de la denomina-
da quintaesencia inflacionaria. Como el propio nombre
sugiere, esta clase de modelos surgen de la idea de unificar
a la fase inflacionaria [20–22] y a la expansión acelerada
tard́ıa del universo bajo la acción del mismo campo esca-
lar [23], lo que reduce el número de grados de libertad del
paradigma cosmológico actual en uno. La única diferen-
cia con lo que hemos estudiado hasta el momento reside
en que debemos imponer ciertas condiciones al campo es-
calar para que sea capaz de presentar estas dos épocas de
expansión acelerada. A lo largo de la literatura existen
una gran cantidad de modelos en este contexto. El pri-
mero de ellos, y el más sencillo, seŕıa el modelo propuesto
por Peebles y Vilenkin [24]. Tras este, surgieron una gran
cantidad de modelos estudiando campos tanto canónicos
como no canónicos. Algunos de los principales ejemplos
seŕıan los potenciales de meseta [25], los atractores α [26],
la quintaesencia inflacionaria exponencial [27] o la quin-
taesencia inflacionaria de Gauss-Bonnet [28]. De nuevo,
la lista de modelos viables de quintaesencia inflacionaria
es mucho más extensa que los ejemplos citados. Por tan-
to, en estos sistemas surgen los mismos problemas que
comentamos para las teoŕıas escalar-tensor y que moti-
vaban este trabajo. Por ello, el estudio de un formalismo
invariante en esta clase de teoŕıas es una tarea tan im-
portante como pendiente en la literatura.
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Apéndice A: Estudio dinámico de la acción de
Schuzt-Sorkin generalizada

En este apéndice vamos a derivar las ecuaciones de
movimiento de la acción

S =

∫
d4x

√
−g
[
f(ϕ)

2
R+ L(ϕ) + Lmat

]
, (A1)

donde el sector de materia viene descrito por la acción

Smat = −
∑

I=c,d,b,r

∫
d4xq(ϕ)

√
−gρI(nI) + h(ϕ)JµI ∂µℓI ,

(A2)
introducida en la Sección VI y L(ϕ) nos describe el La-
grangiano de un campo escalar (2). En primer lugar, nos
centraremos en derivar las ecuaciones de movimiento pa-
ra la acción (A2). Comenzaremos tomando la variación
con respecto a ℓI , lo cual nos lleva directamente a

∂µ(h(ϕ)J
µ
I ) = 0 (para I = c, d, b, r). (A3)

Esto nos muestra que la corriente en el marco de Jor-
dan, h(ϕ)JµI , es conservada. Haciendo uso de la propie-
dad ∂µ(

√
−guµI ) =

√
−g∇µu

µ
I , la ecuación (A3) nos que-

da h,ϕ∇µϕnIu
µ
I +h(ϕ) (u

µ
I ∂µnI + nI∇µu

µ
I ) = 0. Por otro

lado, si tenemos en cuenta que la densidad de enerǵıa ρI
depende únicamente de nI , se cumple entonces la rela-
ción ρ,nI

uµI ∂µnI = uµI ∂µρI . Y por último, introduciendo
la definición de la presión de cada fluido,

pI = nIρ,nI
− ρI , (A4)

la ecuación (A3) puede ser escrita de la forma

h(ϕ) (uµI ∂µ + (ρI + pI)∇µu
µ
I ) = −(ρI + pI)u

µ
I h,ϕ∂µϕ.

(A5)
Como veremos posteriormente, esta es la ecuación de con-
tinuidad para el tensor enerǵıa-momento de cada fluido.

Para tomar la variación respecto de JµI haremos uso

de la propiedad ∂nI

∂Jµ
I
=

JIµ
nIg

, de forma que encontramos la

relación

h(ϕ)∂µℓI = q(ϕ)ρI,nI
uIµ. (A6)

Esta ecuación nos permitirá eliminar los multiplicadores
de Lagrange ℓI de las ecuaciones derivadas posteriormen-
te. Para tomar la variación respecto de gµν , haremos uso
de las siguientes propiedades

δ
√
−g

δgµν
= −1

2

√
−ggµν ,

δnI
δgµν

=
nI
2
(gµν − uIµuIν).

(A7)
Entonces, teniendo en cuenta la definición del tensor
enerǵıa momento Tµν ≡ − 2√

−g
δSmat

δgµν , nos queda

T (I)
µν = q(ϕ) [(ρI + pI)uIµuIν + pIgµν ] . (A8)

Como podemos ver, el tensor enerǵıa-momento depen-
de únicamente de la función de acoplo q(ϕ). Esto sucede
como consecuencia de la ecuación de movimiento (A6)
utilizada para eliminar la dependencia con los multipli-
cadores de Lagrange. Por tanto, para que la ecuación
de continuidad de los fluidos (A5) tenga sentido, debe-
mos imponer la condición q(ϕ) = h(ϕ). De esta forma,
al tomar la derivada covariante sobre el tensor enerǵıa-
momento tenemos

uνI∇µT (I)
µν = −q(ϕ) (uµI ∂µ + (ρI + pI)∇µu

µ
I )−q,ϕρIu

µ
I ∂µϕ,
(A9)

lo cual, haciendo uso de (A5) nos lleva al resultado

uνI∇µT (I)
µν = q,ϕpIu

µ
I ∂µϕ. (A10)

Sin embargo, la ecuación de continuidad ∇µTµν = 0 apli-
ca únicamente al tensor enerǵıa-momento global. Para
ello, debemos hacer uso de las contribuciones al tensor
enerǵıa-momento correspondientes al resto de términos
en la acción (A1). Tomando la acción total, las ecuacio-
nes de Einstein nos dan lugar a

Gµν = f−1
[
Tµν − f,ϕϕ(∇ϕ)2gµν − f,ϕ(∇2ϕ)gµν

+ f,ϕ∇µ∇νϕ+ f,ϕϕ∇µϕ∇νϕ
]
, (A11)

donde Tµν es el tensor ennerǵıa-momento total de todas
las componentes del sistema

Tµν = T (ϕ)
µν +

∑
I=c,d,b,r

T (I)
µν . (A12)

Incluyendo el resto de términos de la ecuación (A11) den-

tro de la definición del tensor enerǵıa-momento T
(ϕ)
µν de

forma que tengamos un tensor efectivo, la ecuación de
KG resultante al variar la acción respecto al campo ϕ
nos lleva a la expresión

uν∇µT (ϕ)(eff)
µν = −

∑
I=c,d,b,r

q,ϕpIu
ν∂νϕ, (A13)

donde hemos hecho uso de las ecuaciones de movimiento
para despejar Lmat = −

∑
I pI . Por tanto, si las velo-

cidades para la CDM, DE, bariones y radiación son las
mismas (lo cual es el caso en un universo cosmológico
homogéneo e isótropo), las ecuaciones (A10) y (A13) nos
llevan a la ecuación de continuidad∑

I=c,d,b,r

∇µT (I)
µν +∇µT (ϕ)(eff)

µν = 0. (A14)

De esta forma, hemos podido comprobar que efectiva-
mente la condición de que las funciones de acoplo q(ϕ)
y h(ϕ) sean iguales viene impuesta por las ecuaciones de
movimiento. Hemos visto que esta condición ha sido ne-
cesaria para que la ecuación de continuidad, uno de los
principios básicos de la Relatividad General, se cumpla.
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