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Energia oscura en teorias escalar-tensor: una formulacién general e invariante

Francisco Hernandez Nicolas
Departamento de Fisica Teorica, Universidad Complutense de Madrid, 28040 Madrid, Espatia

En este trabajo desarrollamos un formalismo general e invariante que nos permite estudiar de
manera unificada modelos de energia oscura en teorias escalar-tensor. Hacemos un estudio dindmico
del Universo desde un marco conforme general, mostrando las reglas de transformacién de las distin-
tas componentes que nos permiten definir modelos equivalentes. Durante el desarrollo, encontramos
que el sector de materia puede ser descrito en términos de un campo escalar que se comporta como
un fluido perfecto, dando lugar a acoplos generales no considerados previamente en la literatura. De
modo que, los resultados obtenidos para el campo escalar nos permiten definir un sistema dindmi-
co invariante, donde el sector de materia viene descrito en términos de fluidos genéricos y de sus
pardmetros. Finalmente, para mostrar de forma explicita la aplicacién del formalismo, estudiamos
los resultados de un modelo concreto y mostramos que estos son equivalentes en un marco diferente.

I. INTRODUCCION

La expansién acelerada del Universo descubierta a fi-
nales de los anos 90 es de los eventos méas importantes
y revolucionarios de la cosmologia moderna [T}, 2]. Segiin
el modelo cosmolégico estandar, ACDM (Lambda Cold
Dark Matter), esta contribucién a la dindmica del Uni-
verso aparece por medio de una constante cosmolégica A
en las ecuaciones de Einstein, dando lugar a una densi-
dad de energia constante que domina a tiempos tardios,
par =~ (ImeV)?. Sin embargo, existen otro tipo de des-
cripciones donde esta constante cosmoldgica es dindmica.
Uno de los modelos més representativos seria el denomi-
nado como quintaesencia, basado en un campo escalar ¢
con cierto potencial V(¢) responsable de la aceleracién
cosmoldgica a tiempos tardios [3]. Hasta el momento han
sido propuestos una gran cantidad de modelos, los cuales
han sido principalmente clasificados en modelos de con-
gelacion y modelos de descongelacién [4]. Otro de los po-
sibles frentes para explicar el origen de la energia oscura
es por medio de una modificacién en la propia gravedad
[5]. Los primeros modelos més simples propuestos son los
de gravedad f(R) [6], en los cuales el término de la accién
de Einstein-Hilbert se toma como una funcién genérica
f(R). Sin embargo, en los tltimos afios uno de los mo-
delos méas populares de energia oscura son las llamadas
teorfas escalar-tensor [7], las cuales generalizan a las an-
teriores introduciendo una dependencia con el campo es-
calar en dicho término f(¢, R). Dentro de estas teorfas
surgen también todo tipo de modelos de energia oscura
como la teorfa de Brans-Dicke [8] o la gravedad dilaténica
[@.

Cabe destacar que los ejemplos citados son una pe-
quena parte de toda la lista de modelos que existen en la
literatura. Dada la gran cantidad de parametros y funcio-
nes libres que parametrizan estos sistemas, existe cierta
arbitrariedad en el ajuste de las mismas para reproducir
los resultados fisicos buscados. Esto ha dado lugar una
enorme cantidad de modelos en concordancia con los da-
tos experimentales [10, 1], lo que supone un problema
para tratar de descartar unos sobre otros.

El objetivo del trabajo serd desarrollar un formalis-

mo que nos permita estudiar este tipo de teorias desde
un marco general, extrayendo resultados que no depen-
dan del sistema concreto utilizado. Para ello introducire-
mos el concepto de transformacion de marco conforme,
el cual consiste en una serie de transformaciones tanto en
la métrica como en los campos involucrados que nos dan
lugar a otro sistema fisicamente equivalente. De esta for-
ma, desarrollaremos un estudio dinamico de este tipo de
teorias desde un marco conforme genérico e invariante,
lo que nos permitira obtener resultados independientes
del modelo utilizado e incluso establecer relaciones entre
modelos equivalentes.

Notacién y convencién: En el resto del trabajo va-
mos a adoptar la convencién 7, = diag(—1,+1,+1,+1)
y trabajaremos en unidades naturales.

II. TEORIAS ESCALAR-TENSOR Y
TRANSFORMACIONES CONFORMES

Considerando tunicamente grados de libertad gravita-
cionales de spin 2 e incluyendo operadores hasta orden
cuadratico en las derivadas, las teorias escalar-tensor se
pueden describir de forma general bajo la accién

S = [ aov=g | L5 R+ £0) + Lot 0.3 40.0)
(1)
donde g = detg,, y R es el escalar de Ricci. El término

)= "gevov-vie, @

se corresponde con la densidad Lagrangiana asociada al
campo escalar ¢ con un potencial V' (¢), donde se incluye
un acoplo no minimo a gravedad por medio de f(¢) y un
término cinético no candnico por medio de k(¢). Por otro
lado, el término L,,,+ nos representa al sector de mate-
ria donde estan incluidas todas las componentes posibles
dentro del Modelo Estdndar: un escalar (x), un fermién
(1) y un vector (A,) y donde podemos incluir ademas
interacciones con el campo ¢.



Nuestra idea es ver como responden estas funciones y la
accion S bajo transformaciones conformes de la métrica

Guv — g;w = Q2g,uu7 (3)

siendo Q2 = Q?(¢) el denominado factor conforme. Al
acto de realizar dicha transformacion junto con un
reparametrizacion de los campos involucrados se le deno-
mina como cambio de marco conforme.

Teniendo en cuenta que el escalar de Ricci se transfor-
ma

R=Q72R-6Q7%g"V,V,Q, (4)

y despreciando las derivadas totales, podemos reescribir
la accién como

gﬂuvu@;vué - ‘7(@;)

+ Zmat(g;u/v ng )Zv ‘leu ¢) ’ (5)

donde las funciones transformadas f(@), k(@) y V(¢) se

definen en términos de las originales de la forma

f(@) =97y,

- - 02

k() = g7 (k= 61700 +60711,52,) . (6)
V(g) =071,

d¢
ma explicita la reparametrizacién del campo ¢ — ¢. En
el caso de L4, las funciones y los campos transformados
vendran determinados por la forma explicita del Lagran-
giano que estemos considerando en cada caso.

En la literatura existe una distincién entre dos tipos de
marco conforme. Por un lado tenemos el marco de Jor-
dan, que hace referencia a modelos en los que aparece de
forma explicita un acoplo no trivial a gravedad f(¢). Por
otro lado tenemos el marco de Finstein, donde este aco-
plo a gravedad se hace minimo: f(¢) = 1. Dada la mayor
simplicidad que supone considerar un sistema candnico,
la eleccion usual de la mayoria de los sistemas dindmicos
es el marco de Einstein a pesar de ser ambos fisicamente
equivalentes.

Como acabamos de ver, aunque la expresién explicita
de S se pueda ver modificada, la accién se transforma a
otra equivalente en la misma clase de teorias. Es decir, la
accién S en cumple la siguiente propiedad:

SGurs &, k(@) V() Lmat] = SlGuvs & k(8), V(©), Linat].

(7)
Notese que la estructura formal de S no cambia y por
tanto, la dinamica de ambos sistemas para sus corres-
pondientes funciones en su marco serd la misma. Por
ello, podemos concluir en que la accién definida en

-\ 2
siendo A(¢) = (@) la funcién que nos resuelve de for-

se mantiene invariante bajo transformaciones conformes
generales, lo que nos permite relacionar modelos comple-
tamente equivalentes mediante las reglas de transforma-
cién correspondientes.

A. Transformaciones conformes en el sector de
materia

Antes de pasar con el estudio de la dindmica de estos
sistemas, vamos a mostrar cudles serian las densidades
Lagrangianas correspondientes a los diferentes campos
de materia. Asimismo ilustraremos como se comportan
estas componentes bajo un cambio de marco conforme.
Comenzamos con el caso de un campo escalar y, cuya
densidad Lagrangiana es andloga a la del campo ¢ :

_MQWVMXVVX —1(¢,x)-  (8)

L(p,x) = 5

Podemos ver que este Lagrangiano incluye un acoplo al
campo ¢ por medio tanto del término cinético k*(¢), co-
mo del potencial I(¢, x). En el resto de casos incluiremos
los acoplos de forma andloga. Tras realizar el cambio de
marco conforme, podemos reescribir el Lagrangiano de la
forma

Ar o~ I’%* é?)’z ~ v ~ ~ T/l o~
6.5 = -E 0Ny 5,5 - 16,0, ©)
donde las funciones transformadas se definen:

B0 = 5o

ko I(g,x)=Q7*,  (10)

N2
siendo B(y) = (%) la funcién que nos resuelve de for-

ma explicita la reparametrizacién xy — .
Para el caso del fermién consideraremos el Lagrangiano
de Dirac

L(p,) = i(a(@)y"V,e — m())¥, (11)

donde el acoplo en el término de masa lo introducimos
en forma de una masa variable m(¢). En este caso, el
cambio de marco conforme nos da lugar a las funciones
transformadas

02 ~

a($,1) = m(g) = *m(¢),  (12)

donde C(¢) = g—i es la funcién que nos resuelve de forma

explicita la reparametrizacion ¢ — .
Por tltimo, nos queda considerar el caso del campo
vectorial, cuyo Lagrangiano viene dado por

£(¢a AM) = h(gb)F,uuF'uy; (13)

donde F),, = 9, A, es el tensor de intensidad de campo.
En este caso, la presencia de dos términos del tipo g"”
nos introduce un factor Q* que cancela con el factor Q4



que proviene del determinante de la métrica. Por tanto,
este Lagrangiano es invariante bajo transformaciones de
conformes lo que nos lleva a

h($) = h(¢). (14)

Debido a esta propiedad, si incluimos una componente de
radiacién en nuestro sistema que inicialmente esté des-
acoplada esta preservard dicha propiedad en todos los
marcos posibles.

III. DINAMICA DEL UNIVERSO EN UN
FORMALISMO INVARIANTE

En esta seccién, trataremos de estudiar la dindmica de
las teorias escalar-tensor desde un punto de vista cos-
moldgico y en un marco general e invariante. Por sim-
plicidad, comenzaremos restringiéndonos al caso de un
campo escalar como componente de materia, siendo el
procedimiento para el caso fermiénico andlogo. Conside-
remos entonces la accién

g /d%«ﬁ[ HO) p s 2(6) + £(6,3) + Lr| , (15)

donde L(¢) y L(¢, x) denotan las densidades Lagrangia-
nas para dos campos escalares ¢ v X respectiva-
mente. El término Lr = F,, F'*¥ se corresponde con una
componente de radiacién desacoplada. De esta forma nos
aseguramos de la presencia de una época de dominacién
de radiacién sobre el fondo en la evolucién cosmoldgica.
Esta componente se se introduce desacoplada al campo
¢ para asegurar la existencia de algiin marco conforme
donde todas las componentes estan desacopladas.

Las ecuaciones que rigen la dindamica del sistema se
obtendran a partir de la accién . En primer lugar, la
ecuacién de Klein-Gordon (KG) para ¢ vendrd dada por
la derivada funcional respecto a este campo

k k*
Lo iR (9o k926 V" (V)P =0 (16)

donde 4 denota la derivada respecto de ¢. De forma
analoga para el campo y tenemos

V(K V,) + L, = 0. (17)

Finalmente, tomando la variacién de (L5|) respecto a la
métrica g, llegamos a las ecuaciones de Einstein gene-
ralizadas

£.06(V0) g = £.6(V20) g
+ foViVid + Lo VadVig], (18)
donde G, = R, — (1/2)gu R es el tensor de Eins-

tein con R, el tensor de Ricci y T}, el tensor energia-
momento definido por

Guv = fil [TW -

o =2 85y
S g0

(19)

En S,y hemos incluido la parte de la accién correspon-
diente al sector no gravitatorio de forma que el tensor
energia momento total vendra dado por la suma de los
respectivos tensores para cada una de las componentes
del sistema T}, = Tlsf) + T,S),f) + T,S,C) En este caso, cada
uno de los términos viene dado por

k
T;(Lg - kvu¢vu¢ - §(V¢)2guu - Vgpua (20)
T = k*V,\V Lt I 21
uv — uX VX — ?( X) uv —1LGuv, ( )
TL(LZ) = (pr +pr)uuuu + Dr9uv- (22)

Sabemos que el tensor energia-momento total debe ser
conservado, pero esto no implica que las componentes
individuales tengan que serlo. Para el caso de la com-
ponente de radiacion, al estar desacoplada se conserva
individualmente. Sin embargo, para las componentes de
ambos campos escalares encontramos las siguientes ecua-
ciones de conservacién

1
v T&)v = 3 (( 4y +26) (X)y¢ pt (B+ ’Y)T(x)¢,u) )

(23)
1
Vil(y), = 3 (( Ay +2B)T( ), 0. + (B + 1T v )
(24)
con
19InI(g, 19 k*
f=-3 naff o _QW, (25)

Para resolver estas ecuaciones en un sistema con in-
terés cosmoldgico asumiremos que el Universo estd des-
crito por la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker (FLRW), g,,, = diag(—N?,a?, a? a?), y que por
tanto, los campos son espacialmente homogéneos, i.e.
o = ¢(t) y x = x(t). Bajo estas condiciones el ten-
sor energia-momento toma una expresién diagonal de la
forma: T, = diag(N7p, a®p, a’p, a’p). Comparando con
y obtenemos las siguientes expresiones para la
densidad y la presion asociadas a los campos

k. k.

¢>:*¢2+V7 p¢:§¢2*Va (26)
k* k* .

Px —3x +1, pxigcﬁsz, (27)

donde el punto denota la derivada respecto al tiempo
conforme 7, el cual esta relacionado con el tiempo cos-
molégico t de la forma dr = —Npdt. Haciendo uso de
esta métrica, las ecuaciones de Einstein nos dan lugar a
las ecuaciones de Friedman y la de la aceleracién genera-
lizadas

. 1 ) k*
Vit I+p,
=37 ¢++ X+I+p

. k¢ K2 20, f  Hfgd
ST A TR VT AT I

fe

7 H¢, (28)

(29)



donde H = E es el pardmetro de Hubble. Pasando con la
ecuacion de KG (| . tomando la traza en (|[L8]) podemos
despejar R para sustituir en ) lo que nos deja una
expresion mas conveniente:

3fe\ 1 ; ke  kfo  3fofee) ;
( 2f)(¢+3H¢)+(2 2r T2y >¢2

LU P ,¢+< e ;’>x2=07 (30)

donde U = V/f? y W = I/f?. Finalmente, cerraremos el
sistema incluyendo las ecuaciones de conservacién para
el campo y

Px + 3H (py + py)
~ Sl 28) 4 (o - B0+ B 6 =0, (1)

y para la componente de radiacién

6 +4Hp, = 0. (32)

A. Generalizacién del sistema

Como hemos comentado anteriormente, nuestro obje-
tivo es tratar la dindmica de las teorias escalar-tensor
desde un marco general e invariante. Sin embargo, hasta
ahora nos hemos centrado en un sistema donde la com-
ponente de materia es un campo escalar y (ademads
del fondo de radiacién). Si nos fijamos en la expresién pa-
ra la ecuacién de conservacién de esta componente (23
podemos ver que es de la forma

V. T = aT" 8,6 + bTd,0, (33)

con a 'y b dos constantes arbitrarias. Esta es la forma del
acoplo maés general posible entre una componente con
tensor energia momento 7}, y el campo escalar ¢ invo-
lucrando primeras derivadas. En la literatura, se suelen
considerar modelos donde el acoplo se da tinicamente con
la traza (como es el caso de una componente fermiéni-

a [I2]) de forma que las componentes ultrarrelativistas
estan desacopladas. Sin embargo, partiendo de un cam-
po escalar podemos ver que nos aparece un nuevo aco-
plo a la componente 79 (ya que ¢ = ¢(t)) del tensor
energia-momento, la cual nos introducira un término de
interaccion con la densidad.

Por tanto, a pesar de haber comenzado consideran-
do un sistema concreto, si expresamos las ecuaciones en
términos de densidades y presiones el sistema serd apli-
cable a cualquier componente genérica. La tnica condi-
cién que debe cumplir es que permita una descripcién en
términos de fluidos perfectos. De esta forma, podemos
definir entonces el sistema de ecuaciones para un fluido
genérico con densidad p,, y presién p,,. En primer lugar

definimos las ecuaciones de Friedman y la de la acelera-
cién
2 1 fo
- 3f

f
. N . .
o k0 pmtpm 20 [ Hfed

2f 2f 3f 2f 2f

Por otro lado, la ecuacién de conservacién (33)) en la
métrica FLRW toma la expresiéon

Ho, (34)

( ¢’ +V+pm+pr> -

(35)

—3pm))é = 0. (36)

Y finalmente, haciendo uso de la ecuacién de movimien-
to ( . junto con la misma ecuacién de conservacién, la
ecuacién de KG (30)) la podemos reescribir como

pm + 3H(pm + Pm) + (apm + b(pm

3fe\ 1 ; 6 kf¢ 3 f¢f 60
( of ) (G+3H9)+ ( o >
+ f2U + J;Jf( —3pm) — apm — b(pm — 3pm) = 0.

(37)

Estas ecuaciones se reducen al caso estdndar en Re-
latividad General (RG) con una constante cosmoldgica
cuando la evolucién del campo escalar se detiene. Esto
sucede en el limite ¢ — 0,9 — ¢ tal que

1 26,V
5 (Ve - 22 o (39)
y
f¢o b _ _
2f (3pm pm) + apm + (pm 3pm) =0, (39)
con F = k—|— . Las condiciones en v se obtle—

nen 1mpon1endo que el término fuente de la ecuacion
sea nulo, de esta forma garantizamos que la dindmica del
campo escalar realmente se frena bajo estas condiciones.
Cuando el campo escalar es constante, en las ecuaciones
de Einstein unicamente nos aparece el valor de V(¢o)
jugando el papel de la constante cosmoldgica.

Para visualizar el sistema en términos de cantidades
con mayor interpretacién fisica vamos a expresar la ecua-
cién de Friedman en términos de las densidades re-
lativas. Bajo las siguientes definiciones

_ Pm _ Pr

O = 3fH?’ 2= 3fH?’ (40)
_ k¢? Vo fed

Yo =Grm T3 jH (4D

la ecuacién de Friedman nos queda 1 = £, +Q,. +4. En
el caso del acoplo minimo, f(¢) = 1, Q. y Q,, se redu-
cen a las densidades relativas de la cosmologia estandar
para radiaciéon y materia respectivamente, mientras que
en el limite de RG, €, toma la forma de la densidad re-
lativa de una constante cosmoldgica. Sin embargo, en el



caso no minimo estas cantidades no tienen la misma in-
terpretacion fisica que en el caso canénico. La presencia
de acoplos entre las diferentes componentes nos llevan a
que estas cantidades no tengan que estar necesariamente
siempre entre cero y uno [I3].

Considerando los términos extra de las ecuaciones de
Einstein como la contribucién de un tensor energia-
momento efectivo, podemos definir la presién y densidad
efectivas de todas las componentes juntas de la forma

k . .
Peff = |:pr + Pm + §¢2 - 3Hf,¢¢ + V:| 5 (42)

Peft =

N e N

[’;: + P + gaf +2Hf,¢a}+f'—v] . (43)

Por tanto, la ecuacién de estado efectiva para el universo
en su totalidad nos queda

Peff 3 3fH2 '

Weft =

El sistema de ecuaciones f nos determina la
dindmica de un Universo cuyas componentes son un cam-
po escalar responsable de la expansién acelerada, una
componente de materia arbitraria acoplada a este cam-
po y un fondo de radiacién desacoplado, y todo ello en
un marco totalmente general e invariante. Si se quisiera
anadir mas de una componente de materia inicamente se
deberian anadir los términos de densidad y presién analo-
gos a los anteriores con sus correspondientes acoplos.

IV. CONSTRUCCION DEL ESPACIO DE FASES

Dada la naturaleza no lineal de las ecuaciones dife-
renciales derivadas en la seccién anterior, resolverlas de
forma analitica con toda generalidad es una tarea dema-
siado complicada. Sin embargo, los métodos de estudio de
sistemas dindmicos mediante el andlisis de puntos criti-
cos nos permiten extraer informacion cualitativa acerca
del comportamiento de las soluciones del sistema. Para
ello debemos reescribir nuestras ecuaciones en forma de
un sistema dindmico.

Comencemos escribiendo la ecuaciéon de Friedman de

,_1

k kV

una forma adimensional

_ _Pm Pr k¢2 f,tb(l.s
Y=gty o me W

Esto nos sugiere la siguiente definicién de unas variables
adimensionales que nos permitan resolver el sistema de
ecuaciones cosmologicas como un sistema auténomo,

P 9
y_3fH2’ =g (46)

_ _Pm
3fH2’

Con el uso de estas variables la ecuacion de Friedman
toma la forma

kz? _fe v
l=24+y+—F -+ )
YU%F T Tsrm?
mientras que la ecuacién de estado efectiva y la ecua-
cién de estado para el campo escalar wy se escriben

(47)

22 4
wegfx+§+§yfl Wy =

r+y+22/3-1
l-z—-y

. (48)

Las variables son las que determinan el compor-
tamiento del sistema dindmico. Los puntos fijos (o de
equilibrio) son las soluciones sin dindmica del sistema.
Es decir, aquellas que se corresponden con

=0, y =0, 2=0, (49)

donde ' = %% = %
ndmero de e-folds N.
Por simplicidad, vamos a suponer que la componente
de materia sigue una relacién de dispersion de la forma
p(p) = wp. Partiendo de las definiciones calculare-
mos entonces la derivada respecto del nimero de e-folds.

A lo largo del desarrollo sustituiremos H y q’) de las ecua-

denota la derivada respecto del

ciones vy B7), pr v pm de las ecuaciones de conti-
nuidad (32) y (36) , y finalmente H de la ecuacién de

Friedman (34]). Hemos considerado H > 0 en todas las
situaciones lo que implica que podemos dividir por H
sin tener ningun problema. Como resultado, llegamos al
siguiente sistema de ecuaciones,

k |4

2
<—6(1 Fw)f 4301 3w) 2 6ff’¢v’¢> ot (Sf - 6f£’{"/v:¢> wy+ (2(k + fo) - L2he f¢V¢>

3 2
+<( w)f + ff"’( +b(1 = 3w)) + 6f£3V¢> - ((a+b(1—3w))E+10f¢+ Jfk +6fljvv’¢>xz . (50)
|4 3f% 6f3 k Vv
y/:% B <8f—|— 6f£,{¢/ ,¢>> < fk lj;/ >yz+ (2(k+f,¢,¢)— f,¢k . f,z;;/xﬁ)yzz

N <8f+ 6ffsV.e

%G )y2 + <6(1 +w)

6ffo
k

(a+b(1—3w)) + Gf‘]];{i ’¢> y] , (1)



,_ 1 ok | feVie\ s

¥ == <k+f,¢¢ s T oy ) (3 w) +
3 k Ve 3f3Ve

- <4f,¢+1;’¢(k+f,¢¢)+ fk"” - fv’¢ + k“}/ 22

¢ (e oy - Yl

k kV

Para comprender el comportamiento de las soluciones
del sistema f llevaremos acabo el andlisis de siste-
mas dindmicos de la forma esténdar [I4] [T5]. Extraeremos
los puntos fijos del sistema, calcularemos los autovecto-
res de la matriz perturbada alrededor de esos puntos y
encontraremos los autovalores correspondientes a los mis-
mos. De esta forma, en funcién de la naturaleza de estos
autovalores podremos distinguir el comportamiento de
estos puntos fijos. Si todos los autovalores tienen parte
real negativa, el punto critico es estable (atractor). Si al
menos uno de ellos tiene parte real positiva, este es ines-
table (repulsor). Y si algunos tienen parte real positiva y
otros negativa, el punto critico es un punto de silla.

V. EJEMPLO DEL ESTUDIO DE UN SISTEMA
DINAMICO

El sistema de ecuaciones (50)—(52)) obtenido nos descri-
be la dindmica de un sistema completamente general. Sin
embargo, resolver la dindmica del sistema sin concretar
las expresiones de todas las funciones libres es una tarea
demasiado compleja. Por tanto, para mostrar las aplica-
ciones del formalismo desarrollado en este trabajo vamos
a estudiar un ejemplo concreto. En primer lugar, vamos a
considerar un sistema donde la componente de materia se
corresponde con la usual de materia oscura fria (w = 0).
Ademas, consideraremos que tanto esta componente co-
mo la de radiacién estdn desacopladas (¢ = b = 0). Sin
embargo, incluiremos acoplos del escalar ¢ a la gravedad
por medio de la funcién f(¢) y de un término cinético no
canonico k(¢) de la forma

Ho =t (1-50). =)

Este tipo de acoplos se les conoce como dilaténicos y
tienen su origen en las teorfas de cuerdas [9]. Por dltimo,
para el potencial V(¢) también tomaremos una forma
exponencial

V() = Voe~MQ)2, (54)

En la Tabla [[| se muestran los puntos fijos del sistema.
Entre todos ellos, vamos a identificar cuales son los res-
ponsables para las épocas de dominacién de radiacién,
materia y expansion acelerada.

= Dominacién de radiacion

k
+ (— gfljf(l +w) + 6—5(& +b(1 — 3w)) + 6f2V¢> x

) z 4 <12f’¢f + 6f2v’¢) y

3.0 (a +b(1 — 3w)) + 3f£{¢/V¢> rz+ <4f + 3£‘J;¢) Yz

KV

N 12ffs 62V 4
k kV

(52)

k kV

En este sistema la dominacion de radiacién puede darse
por medio de los puntos (f) y (g). Este tipo de solu-
ciones estan caracterizadas con una ecuacion de estado
efectiva weg = 1/3, lo cual se cumple directamente pa-
ra el punto (f). Los autovalores de la matriz Jacobiana
para las perturbaciones alrededor de este punto son

H= _]-7 ]-7 47 (55)

por lo que se corresponde con un punto de silla al que le
sucedera una época de dominacion de materia. Por otro
lado, el punto (g) se corresponderd con un punto de
radiacién (weg = 1/3) bajo las condiciones A > Q >
1. Sin embargo, debemos asegurarnos que los valores
seleccionados para A y Q son tales que los autovalores
de la matriz perturbada

A H2X%Q +2Q /(64 — 15X (A + Q)
2+ Q) ’
(56)
cumplan las condiciones de inestabilidad mencionadas
anteriormente.

p=1,

» Dominacién de materia

La época de dominaciéon de materia puede venir deter-
minada por alguno de los puntos (d) o (e). Comenza-
remos comprobando la viabilidad del punto (d) como
un punto fijo con sentido fisico. Imponiendo la con-
dicién de que la ecuacion de estado efectiva debe ser
practicamente nula (weg ~ 0) obtenemos dos condicio-
nes: A ~ —2Q y [A| > |Q|. Otra condicién bésica es
que la componente de materia sea la dominante, i.e.,
|| > Q4. Para el caso |[A| > |Q] esto se cumple
inmediatamente pero para el otro caso es necesario im-

poner una condicién adicional: Q > ’7\/5 ‘

Respecto al punto (e), tenemos una ecuacién de estado

efectiva weg ~ 0 para Q> < 1y Q ~ ’2, / %
embargo para este 1ltimo la componente de materia es
subdominate frente al campo escalar por lo que queda
descartado. Los autovalores para la matriz perturbada
correspondiente son

, sin

24 +40Q + Q* 24+ Q2
’ 8-Q* 7 28-Q%
Estudiando las condiciones para A y @) tales que el pun-
to fijo sea inestable, obtenemos que aquellas compati-

uw=-1 (57)



Nombre X y Z Qo We . Weff ]
4N 16\ 16\
(a) 0 0 FESYe) 1 saser . ez
(b) 0 0 8\/5712262 1 _1_’_16(2\/67?;@2)2 _1_"_16(2\/573;?2)2
8—3Q 3(8—3Q2) 3(8—3Q
j N a2 N = a2
) 0 R 1 SRS SRR
(d) —1244X242Q 0 3 AQ+H4(3+Q%) | Q(TA+4Q) _ Q(TA+4Q)
4(A+Q)? A+Q 100+Q)? TAQ+4(3+Q?) 10+Q)2
(e) _8(—24+Q%) 0 4Q 1+ 8(—24+Q?) 56—3Q2 56Q2—-3Q*
e 3(—8+Q%)2 —8+Q7 3(—8+Q2)2 —40+3Q2 3(-8Q?)?
(f) 0 1 0 0 - 1
(8) 0 —4422 4 Q2+22Q+4 4-62Q—3Q? A2—6A3Q—3Q2
g O+Q)?  3¥Q O+Q)? 1246AQ13Q2 30+ Q)2
Cuadro I. Puntos fijos del sistema.
n Q A mientras que la estabilidad del punto critico impone
1 Q| > 2v2 A< —%52%4;9 las condiciones
2| |QI>2v2 A > 829
Q-8 2 —12+3V6Q
4l Q=22 A> L —2v6+3Q
5|-2v2 < Q < 22|80 < A < —BEHE

Cuadro II. Condiciones sobre los pardmetros A y Q para que
el punto fijo (a) se corresponda con una solucién de expansién
acelerada del Universo.

bles con Q? < 1 son

—24 — Q?
4Q
Por tanto, bajo estas condiciones el punto (f) también

seria capaz de reproducir la etapa de dominacién de
materia.

—2V2<Q<2V2, A< (58)

= Expansion acelerada

La época de expansién acelerada en principio podria
darse por los puntos (a), (b) y (c) ya que son aquellos
en los que la ecuacion de estado efectiva se corresponde
con la del campo escalar (weg = wy). El hecho de que el
Universo esté dominado por la componente del campo
escalar no nos asegura una expansion acelerada, por
ello debemos imponer la condicién wy < —1/3. Para el
punto (a), las condiciones bajo las que esto se cumple se
muestran en la Tabla[[ll Ademas, trataremos de buscar
soluciones en las que el punto sea estable, por lo que
debemos asegurarnos de seleccionar unos valores de @
v A tal que los autovalores

202 —6) 4N —4) —12+4X7+)Q
A 4+AQ 7 4+ 20Q 4+ 2Q

sean negativos.

Pasando ahora con el punto (b), las condiciones para
que el punto critico produzca una expansion acelerada
serian

Q < —4.46, 1.2<Q<2\/§, Q>2\/§7 (60)

Por ltimo, las condiciones para que el punto (c¢) pro-
duzca una expansion acelerada son

2 2
Q< 2\/; 2\/? <Q<—-1.20, Q<4.46, (62)

mientras que la estabilidad del punto critico nos deja

2
—2\/;<Q<2\/6, A >

Una vez discutidas las diferentes propiedades y condi-

—12 — 3v6Q

orsg @

ciones para cada uno de los puntos criticos las posibles
secuencias cosmolégicamente viables serian:

1. (f) = (e) — (a) con Q% N2 < 1:

La condicién de Q? < 1 impuesta por la presencia
de un punto de materia con weg =~ 0 nos fija también
un valor pequeno para A por medio de las condicio-
nes necesarias para una época de expansion acelerada
(opcién 5 de la Tabla. Estos valores ademads estan
en concordancia con las condiciones de estabilidad de
los diferentes puntos criticos.

2. (f) = (d) = (a) con A= -2 y |Q| > 7\/2:

Ambas condiciones impuestas para la presencia de un
punto fijo de materia inestable son compatibles con la
presencia de una época de expansion acelerada (opcién
1 de la Tabla con autovalores negativos.

3. (£) = (d) = (a) con A > Q] y Q] > 2v2:

La condicién de |A| > |Q| viene impuesta por la pre-
sencia de una época dominada por materia para el
punto (d). Para que esto encaje con la presencia de
una época de expansién acelerada, es necesario que
|Q| > 2v/2 (opciones 1y 2 de la Tabla. Por tltimo,
si buscamos que la época de expansién acelerada sea
un punto estable, debemos imponer que uno de los dos
pardmetros sea negativo.
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Figura 1. Evolucién cosmoldgica de la solucién 1 para A = 0.1
y @ = 0.3. Las condiciones iniciales han sido seleccionadas tal
que x = 0.001, y = 0.999 y 2z = 0 en un desplazamiento al
rojo log(1 + z) = 13.1061.

Como podemos ver en la Figura [I} la primera de las
soluciones obtenida es capaz de reproducir una correcta
historia cosmolégica. Sin embargo, en las otras dos solu-
ciones no se obtiene una evolucién cosmolégica correcta.
A pesar de la existencia de un punto fijo de materia con
las condiciones de inestabilidad correctas, la solucién no
pasa por este, sino que evoluciona directamente de la do-
minacion de radiacién a la expansién acelerada. Esto se
debe a que ambas soluciones poseen valores grandes de
los pardmetros A y @, presentes en los términos cinético
y potencial del campo escalar. Esto se traduce en que
el punto fijo correspondiente a la dominacién del mismo
sea un atractor de gran magnitud para aquellas solucio-
nes que pasen por sus alrededores.

Notese la presencia de etapas en la evolucién de las
soluciones donde los parametros de densidad toman va-
lores negativos o mayores de 1 (manteniendo siempre que
la suma de todos sea la unidad). Como comentamos an-
teriormente, esto se debe a la presencia de acoplos no
minimos a gravedad.

A. Quintaesencia acoplada en el marco canénico

Hasta el momento, podria parecer que el sistema que
hemos estudiado anteriormente ha sido propuesto ad hoc
sin ninguna motivacién fisica. Sin embargo, como hemos
comentado al principio del trabajo, podemos relacionar
este sistema con otro fisicamente equivalente. Buscare-
mos efectuar un cambio de marco conforme para pasar
de nuestro sistema con acoplos a gravedad y un término
cinético no candnico (marco de Jordan), a otro en el que
estos acoplos desaparecen y se trasladan al sector de ma-
teria (marco de Einstein). Esta transformacién existe, y
viene dada por el factor conforme

02 = %9, (64)

Nombre x 'y =z Qo We We
(a) 0@20 ig%@;;3)§u273)$é
() 1-%0-3 35 1 ey
(f) 0 1 0 0 3

Cuadro III. Puntos fijos de la solucién de quintaesencia aco-
plada.

Retomando la descripcién del sector de materia mediante
el Lagrangiano del campo escalar x (8)) de forma efectiva,
podemos hacer uso de las transformaciones @ y
para llegar a las nuevas expresiones

@) =1, ko)=1, V(¢)=Voe™*, (65)
I(6,x) = Ioe®®, k" (g) = e%°. (66)

Vemos que, efectivamente, pasamos a un marco canénico
en el que los acoplos al campo ¢ se sitiian en el sector de
materia. Haciendo uso de las definiciones ([25), podemos
ver que en la ecuacién de conservacién (23]) solo contri-
buye el término con la traza, ya que 5 = 27. Debido a la
presencia de un término g*” extra en el término cinéti-
co respecto al potencial, esta propiedad es imprescindible
para permitir la existencia de un marco en el que los cam-
pos ¢ v x estén desacoplados. Por ello, las constantes de
acoplo en el sistema de ecuaciones definido en 7
toman los valores a =0y b= —Q/4.

El sistema que resulta después de este cambio de marco
conforme es un modelo de quintaesencia acoplada con un
potencial exponencial estudiado en [5], el cual considera
un sistema con un acoplo constante entre la materia y el
campo escalar en un fondo de radiacién desacoplado. Por
tanto, la solucién que hemos obtenido deberia ser com-
pletamente equivalente a la mostrada para este sistema.
Efectuando el cambio de marco , las variables para
el nuevo sistema toman la forma

. x - Oty
T=—g———, = —g—, 67
o Gert | Ga-gear
4z
Z = —. 68
o (68)

Bajo estas definiciones, los puntos criticos (f), (e) y (a)
de nuestra solucion toman la expresion de los del sistema
de quintaesencia acoplada EI (Tabla .

La solucién a la que llegamos en este marco se muestra
en la Figura 2] Podemos ver que, al contrario de lo que
sucedia en el marco de Jordan, todas las soluciones para
los pardmetros de densidad toman valores entre O y 1. Es-
to se debe a que en el marco de Einstein, las expresiones
para estos parametros toman su forma candnica.

! La solucién mostrada en la referencia [5] hace uso de unas va-
riables dindmicas diferentes, cuyas relaciones con las empleadas
en este trabajo son: x = 1 — x% - x% - x%, y = mg, z = \/6x1.
También es preciso introducir un factor 1/4 en la definicién de
la constante de acoplo Q.
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Figura 2. Evolucién cosmolégica de la solucién de quintaesen-
cia acoplada para A = 0.1 y @ = 0.3. Las condiciones iniciales
han sido seleccionadas tal que x = 0.001, y = 0.999 y z =0
en un desplazamiento al rojo log(1 + z) = 13.1061.

VI. BUSQUEDA DE GENERALIDAD A NIVEL
DEL LAGRANGIANO

Por ultimo, debemos comentar que a pesar de haber
considerado un sistema general, a lo largo del desarrollo
hemos necesitado especificar las expresiones explicitas de
los diferentes Lagrangianos de materia para poder deter-
minar como se transforman. ;Seria posible estudiar esta
invarianza sin la necesidad de especificar un Lagrangiano
en concreto? Para ello, podemos considerar algun tipo de
accién donde estos términos de materia parametrizados
como fluidos perfectos vengan descritos exclusivamente
por los pardametros que definen al fluido, como la densi-
dad, la presién o las corrientes conservadas. Una posible
opcion seria considerar la descripcion de este sector de
materia propuesta en [16], cuya accién viene dada por

s-- %

I=c,d,b,r

d*z [/=gpr(ng) + JEOL1] . (69)

Esta se conoce como la accién de Schuzt-Sorkin [I7], 18],
la cual nos describe los fluidos perfectos para materia os-
cura fria (CDM), energfa oscura (DE), bariones y radia-
cion identificados con los indices ¢, d, b, r respectivamen-
te. La densidad de energia p; depende de la densidad de
namero ny, donde n; estd relacionado con el vector de
corriente J4 de la forma

JyJy
ng = G171
g

Por otro lado, la relacién entre J4' y la velocidad del fluido
uf viene dada por

(70)

“o_ Iz
Jr =nrv/—guf,

de forma que g,,ufu? queda garantizado por medio de
(70). Por tltimo, el escalar £; presente en la accién es un

(71)

multiplicador de Lagrange. Estos campos escalares 5 (z)
actian como coordenadas Lagrangianas para el fluido que
nos sirven para identificar las lineas de flujo que pasan
por el punto z, asi como para derivar las ecuaciones de
conservacion del fluido.

Dado que la accién original estd situada en el mar-
co de Einstein, es necesario generalizar la accién intro-
duciendo acoplos al campo escalar ¢ por medio de las
funciones arbitrarias ¢(¢) y h(d),

s-- %

[ dwa(o)v=gortns) + h(6) g0,
I=c,d,b,r
(72)
En lo que sigue, vamos a asumir que los parametros py, ny
v 1 son aquellos que nos describen el fluido en el marco
desacoplado y que, por tanto, no se transforman. De esta
forma, las reglas de tansformacién quedan recogidas en
las funciones de acoplo
i(9) =g, h(¢) =9 "h. (73)
Podemos ver que, a pesar de estar considerando acoplos
diferentes para cada uno de los términos del Lagrangiano,
ambos se transforman de la misma forma. Esto nos su-
giere la posibilidad de describir este acoplo a materia
por medio de una funcién global tal que g(¢) = h(¢) lo
cual, una vez estudiada la dindmica del sistema, se obser-
va que viene impuesto por las ecuaciones de movimiento
(ver Apéndice [A] para més detalle).

Esta descripcion del Lagrangiano estd restringida a una
familia de teorias donde el sector de materia esta descri-
to por acoplos globales del tipo q(¢)Lq¢. Esta condicién
es bastante restrictiva ya que no permite la presencia di-
ferentes tipos de acoplos para cada uno de los términos
del Lagrangiano, por lo que este sistema no sirve pa-
ra una descripcion general de las teorias escalar-tensor.
Una forma de solucionar este problema podria ser con-
siderar dependencias generales del tipo p = p(¢) en los
parametros, de forma que los acoplos no aparezcan como
un término que factoriza. Otra opcién podria ser optar
por una descripcién més general de los fluidos perfectos
propuesta en [I9] en la cual estos estédn descritos de for-
ma efectiva por medio de d campos escalares, siendo d
el nimero de dimensiones espaciales. En cualquier caso,
estas serfan opciones que se escapan de lo tratado en este
trabajo y podrian ser abordadas en estudios futuros.

VII. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos tratado la dinamica de las
teorias escalar-tensor desde un formalismo totalmente ge-
neral e invariante, teniendo en cuenta también potencia-
les acoplos entre las componentes del sector de materia
y el propio campo escalar. Hemos extraido las ecuacio-
nes de movimiento para un sistema genérico, las cuales
han sido reescritas en forma de un sistema dindmico pa-
ra permitirnos abordar el problema de la forma estandar



[14, 5], extrayendo los puntos criticos del sistema jun-
to con sus condiciones de estabilidad para reproducir la
historia cosmoldgica.

Para ilustrar la aplicabilidad del formalismo desarrolla-
do hemos estudiado la dindmica de un sistema concreto,
sin acoplos en el sector de materia, pero con un acoplo
no minimo a gravedad y un término cinético no canénico.
Una vez realizado el estudio dindmico, hemos mostrado
que este sistema es fisicamente equivalente a otro situado
en un sistema candénico pero con acoplos en el sector de
materia.

De esta forma, mostramos de forma explicita la impor-
tancia del estudio de estas propiedades de invarianza de
marco conforme en las teorias escalar-tensor. El desarro-
llo de estas teorias desde un formalismo invariante nos
permitird extraer resultados generales que no dependan
del marco concreto seleccionado, lo cual es una asignatu-
ra pendiente en los modelos estudiados en la literatura.
Por ello, la importancia del formalismo desarrollado en
este trabajo reside precisamente en la obtencién de unas
ecuaciones que son totalmente validas para cualquier mo-
delo en cualquier marco, estableciendo incluso las reglas
de transformacion a cualquier marco equivalente.

A lo largo del trabajo, nos hemos centrado en el estudio
de teorias escalar-tensor donde se hace uso de un campo
escalar como mecanismo de la expansion acelerada tardia
del Universo. Sin embargo, todo el formalismo desarro-
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llado hasta el momento es perfectamente aplicable a otra
clase de modelos englobados en el marco de la denomina-
da quintaesencia inflacionaria. Como el propio nombre
sugiere, esta clase de modelos surgen de la idea de unificar
a la fase inflacionaria [20H22] y a la expansién acelerada
tardia del universo bajo la acciéon del mismo campo esca-
lar [23], lo que reduce el nimero de grados de libertad del
paradigma cosmoldgico actual en uno. La unica diferen-
cia con lo que hemos estudiado hasta el momento reside
en que debemos imponer ciertas condiciones al campo es-
calar para que sea capaz de presentar estas dos épocas de
expansién acelerada. A lo largo de la literatura existen
una gran cantidad de modelos en este contexto. El pri-
mero de ellos, y el més sencillo, seria el modelo propuesto
por Peebles y Vilenkin [24]. Tras este, surgieron una gran
cantidad de modelos estudiando campos tanto canénicos
como no candnicos. Algunos de los principales ejemplos
serfan los potenciales de meseta [25], los atractores « [26],
la quintaesencia inflacionaria exponencial [27] o la quin-
taesencia inflacionaria de Gauss-Bonnet [28]. De nuevo,
la lista de modelos viables de quintaesencia inflacionaria
es mucho maés extensa que los ejemplos citados. Por tan-
to, en estos sistemas surgen los mismos problemas que
comentamos para las teorias escalar-tensor y que moti-
vaban este trabajo. Por ello, el estudio de un formalismo
invariante en esta clase de teorias es una tarea tan im-
portante como pendiente en la literatura.
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Apéndice A: Estudio dinamico de la accién de
Schuzt-Sorkin generalizada

En este apéndice vamos a derivar las ecuaciones de
movimiento de la accién

S = /d4

donde el sector de materia viene descrito por la accién

Smat = - Z

I=c,d,b,r

[ KO Rt () + L] (AD

aq(o)v/=gpr(nr) +h(@)Jf0,ul1,
(A2)

introducida en la Seccién [VI - y nos describe el La-
grangiano de un campo escalar En primer lugar, nos
centraremos en derivar las ecua(nones de movimiento pa-
ra la accion . Comenzaremos tomando la variacién
con respecto a £5, lo cual nos lleva directamente a

Ou(h()J]) =0

Esto nos muestra que la corriente en el marco de Jor-
dan, h(¢)J}', es conservada. Haciendo uso de la propie-
dad 0, (v/—gu) = V=gV ,u}, la ecuacién nos que-
dah yV ongul +h(¢) (Wfdnr + niV,uf) = 0. Por otro
lado, si tenemos en cuenta que la densidad de energia p;
depende tnicamente de ny, se cumple entonces la rela-
cién pp,, ufduny = uifdupr. Y por dltimo, introduciendo
la definicién de la presiéon de cada fluido,

(para I =c¢,d, b, 7). (A3)

Pr=mnipmnm; — PI, (A4)

la ecuacién (|A3)) puede ser escrita de la forma
W) (w0, + (pr +pr)V k) = —(pr + pr)udth 5D,
(A5)

Como veremos posteriormente, esta es la ecuacion de con-
tinuidad para el tensor energia-momento de cada fluido.

Para tomar la variacién respecto de J§ haremos uso

i ong _ Jiu
de la propiedad §7# = et

de forma que encontramos la
relacién

h(qﬁ)@u& = Q(Qs)pl,nlulp-

Esta ecuacion nos permitird eliminar los multiplicadores
de Lagrange ¢; de las ecuaciones derivadas posteriormen-
te. Para tomar la variacién respecto de g"”, haremos uso
de las siguientes propiedades

5\~

dghv

(A6)

(5”[ nr

1
= _iv_gg,uw (ng = 7(9;”»

— U[#U[,,).

(A7)
Entonces, teniendo en cuenta la definicién del tensor

energia momento 7}, = \/L 55}2;‘ , nos queda

T = q(6) [(pr + pr)uruury + prguw] - (A8)
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Como podemos ver, el tensor energia-momento depen-
de tnicamente de la funcién de acoplo ¢(¢). Esto sucede
como consecuencia de la ecuacién de movimiento
utilizada para eliminar la dependencia con los multipli-
cadores de Lagrange. Por tanto, para que la ecuacion
de continuidad de los fluidos tenga sentido, debe-
mos imponer la condicién ¢(¢) = h(¢). De esta forma,
al tomar la derivada covariante sobre el tensor energia-

momento tenemos
—q(®) (u70u + (p1 + pr)Vyuf )—q,¢pzu%8u<;57
A9

lo cual, haciendo uso de (A5]) nos lleva al resultado

wy VT =

u?V“TIEQ = q¢prut 0, 9. (A10)
Sin embargo, la ecuacién de continuidad V#T),, = 0 apli-
ca Unicamente al tensor energia-momento global. Para
ello, debemos hacer uso de las contribuciones al tensor
energia-momento correspondientes al resto de términos
en la accién . Tomando la accién total, las ecuacio-
nes de Einstein nos dan lugar a

— [66(VO) g — £.6(V20) gy
+ f>¢vuvu¢ + f,(b(bvu(bvu(b] ’

donde T},,, es el tensor ennergfa-momento total de todas
las componentes del sistema

G,uu = fﬁl[ N2
(A11)

T = T(¢)

Z 7.

I=c,d,b,r

(A12)

Incluyendo el resto de términos de la ecuacién (A11)) den-
tro de la definicién del tensor energia-momento T,(L,dj) de
forma que tengamos un tensor efectivo, la ecuaciéon de
KG resultante al variar la accién respecto al campo ¢
nos lleva a la expresién

u! VTN = — N g sprut,e,
I=c,d,b,r

(A13)

donde hemos hecho uso de las ecuaciones de movimiento
para despejar Lpq = — > ;pr. Por tanto, si las velo-
cidades para la CDM, DE, bariones y radiacién son las
mismas (lo cual es el caso en un universo cosmoldgico

homogéneo e isétropo), las ecuaciones (A10]) y (A13]) nos

llevan a la ecuacion de continuidad

I eff
> v + v = o
I=c,d,b,r

(A14)

De esta forma, hemos podido comprobar que efectiva-
mente la condicién de que las funciones de acoplo ¢(¢)
y h(¢) sean iguales viene impuesta por las ecuaciones de
movimiento. Hemos visto que esta condicién ha sido ne-
cesaria para que la ecuacién de continuidad, uno de los
principios basicos de la Relatividad General, se cumpla.
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