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(Dated: 7 de septiembre de 2022)

Estudiamos la viabilidad cosmológica de ciertas teoŕıas métricas de la gravedad que rompen la
invariancia bajo difeomorfismos. Mostramos que, aunque dichas teoŕıas son compatibles con Re-
latividad General en la aproximación de campo débil, tienen un efecto apreciable en el régimen
cosmológico. Estudiamos el efecto de estas modificaciones en el desarrollo cosmológico y su compa-
tibilidad con las observaciones.
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I. INTRODUCCIÓN

Desde el comienzo mismo de la Teoŕıa de la Relativi-
dad General de Einstein se han desarrollado otras teoŕıas
que han tratado de explicar los mismos fenómenos y que
estudian la gravedad como un fenómeno geométrico. La
teoŕıa de la gravedad de Nordström, desarrollada antes
que la Relatividad General o la teoŕıa de Einstein-Cartan
son algunos ejemplos [1] [2].

La Relatividad General, no obstante, ha dado una ex-
plicación satisfactoria a muchos de los fenómenos obser-
vados tanto a nivel local [3][4] como a escala cosmológica;
el modelo ΛCDM concuerda con las observaciones reali-
zadas por telescopios como Planck [5] de los observables
cosmológicos. Esta teoŕıa es invariante bajo transforma-
ciones generales de coordenadas y automáticamente cum-
ple la conservación del tensor enerǵıa-momento. Según el
teorema de Lovelock, el único tensor en 4 dimensiones
construido a partir de la métrica, y de primeras y segun-
das derivadas, que es simétrico y que tiene divergencia
nula es una combinación lineal del tensor de Einstein y
de la métrica [6][7]. Al aplicar las identidades de Bian-
chi sobre el tensor de Einstein este tiene por construc-
ción divergencia nula, luego de las ecuaciones de Einstein
se sigue que el tensor enerǵıa-momento se conserva au-
tomáticamente. Esto impone no solo la conservación de
la enerǵıa, sino indirectamente la invariancia bajo difeo-
morfismos de la teoŕıa, ya que el tensor enerǵıa-momento
es conservado si los campos materiales tienen un lagran-
giano simétrico bajo cambios de coordenadas [8].

Bajo una transformacion general de coordenadas gene-
rada por un campo vectorial V µ [8]

xµ → xµ + V µ

un tensor arbitrario variará al moverse por el campo V µ,
de acuerdo a su derivada de Lie LV T . Si nuestra teoŕıa
es invariante bajo estas transformaciones, la acción cum-
plirá δS = δSEH + δSm = 0. Podemos desarrollar estas
variaciones [8]
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δSEH =

∫
d4x

δ(
√
−gR)

δgµν
δgµν = 2

∫
d4x

√
−gGµν∇µVν

donde las variaciones de la acción de Einstein-Hilbert dan
como resultado el tensor de Einstein, mientras que δgµν =
LV gµν = ∇µVν es la variación de la métrica provocada
por la transformación de coordenadas, que es igual a su
derivada de Lie sobre el campo generador Vµ. Integrando
por partes, tenemos

δSEH = −2

∫
d4x

√
−gVν∇µG

µν = 0

Usando la identidad de Bianchi ∇µG
µν = 0 tenemos

que la acción de Einstein-Hilbert es invariante bajo di-
feomorfismos. Tomando ahora Lm el procedimiento es
similar

δSm =

∫
d4x

δ(
√
−gLm)

δgµν
δgµν =

∫
d4x

√
−g

2
Tµν∇µVν

donde el tensor enerǵıa-momento aparece de las variacio-
nes de los campos materiales. Integrando por partes una
vez más

δSm =

∫
d4x

√
−gVν∇µT

µν = 0

De forma que la invariancia bajo transformaciones ge-
nerales de coordenadas tiene como consecuencia la con-
servación del tensor enerǵıa-momento. La conservación
de la enerǵıa emerge como consecuencia de la invariancia
bajo difeomorfismos de la teoŕıa [8].
La principal consecuencia del teorema de Lovelock es

que las modificaciones a la Relatividad General, o bien
no conservan el tensor enerǵıa-momento automáticamen-
te sino que hay que imponerlo mediante condiciones adi-
cionales [8]; o involucran nueva f́ısica, añadiendo términos
con derivadas superiores de la métrica a la acción o consi-
derando nuevos campos materiales con distintos acoplos;
o rompen algunas simetŕıas existentes, como puede ser la
ruptura de invariancia bajo difeomorfismos parcial [9] o
total.

mailto:antgon12@ucm.es


2

Recientemente han ganado popularidad algunas de es-
tas teoŕıas para tratar de dar una explicación a varios
fenómenos, entre otros, a las observaciones sobre la ex-
pansión acelerada del Universo atribuida a una enerǵıa
oscura [8]. Un ejemplo son las teoŕıas de gravedad unimo-
dular [10], que rompen parcialmente la invariancia bajo
difeomorfismos, o teoŕıas efectivas como la propuesta por
[11] que rompe totalmente la invariancia, y que necesita
imponer una condición para la conservación de la enerǵıa.

Existen en F́ısica muchos casos donde una simetŕıa que
presenta un sistema se rompe a bajas enerǵıas. Los quarks
más ligeros a bajas enerǵıas no presentan simetŕıa qui-
ral, pero a altas enerǵıas tienden asintóticamente a res-
taurar la simetŕıa [12]. Podŕıamos observar el fenómeno
contrario en este caso: la invariancia bajo difeomorfismos
podŕıa no ser una simetŕıa de la teoŕıa sino un fenómeno
emergente que se observa solo a bajas enerǵıas. La justi-
ficación a esta hipótesis es que la Relatividad General no
describe bien fenómenos de altas enerǵıas y muestra sin-
gularidades en estos casos, de forma que a esta escala no
existe una teoŕıa satisfactoria desarrollada y podŕıamos
esperar que, si existe esta teoŕıa, no presente las mismas
simetŕıas [11].

En el modelo propuesto por [11] se considera una ac-
ción de Einstein-Hilbert modificada con términos depen-
dientes de la métrica y de segundas derivadas, Li, que no
son invariantes bajo cambios de coordenadas y cuya con-
tribución a las ecuaciones de Einstein se da en la forma
de un śımbolo con divergencia no nula, lo que rompe la
conservación de Tµν

L = − 1

2κ
[R+

∑
aiLi] + Lmateria

Gµν + aMµν = κTµν ; ∇µMµν ̸= 0

La ruptura de la invariancia bajo difeomorfismos im-
plica que las ecuaciones solo tendŕıan solución en un con-
junto de sistemas de coordenadas. La conservación de la
enerǵıa podrá obtenerse sobre las soluciones, imponien-
dose la condición ∇µMµν = 0 [8] [11].

Otro ejemplo son las teoŕıas de gravedad unimodular
[9] [10]. Estas teoŕıas imponen que el determinante de la
métrica tenga un valor fijo igual a una densidad esca-
lar, lo que impone una restricción a la invariancia bajo
difeomorfismos. La teoŕıa es invariante bajo un subgru-
po de cambios de coordenadas. La gravedad unimodular
estándar nos da las ecuaciones de Relatividad General
con una constante cosmológica, vista como una constan-
te de integración que absorbe las contribuciones de la
enerǵıa del vaćıo. Al imponer que las variaciones de

√
−g

sean nulas, se obtiene que la teoŕıa solo es invariante bajo
transformaciones infinitesimales cuyos vectores generado-
res cumplen

∇µξ
µ = 0

Estas transformaciones son conocidas como difeomor-
fismos que preservan el volumen [10]. El tensor enerǵıa-
momento no se conserva automáticamente en estas
teoŕıas sino que se impone como condición [8].
Lo estudiado hasta ahora nos muestra que las teoŕıas

que rompen, parcial o totalmente, la invariancia bajo di-
feomorfismos son interesantes desde del punto de vista
cosmológico, al poder explicar parcial o totalmente los
efectos atribuidos a una enerǵıa oscura.
Recientemente se han estudiado teoŕıas que pese a

romper esta simetŕıa bajo transformaciones generales de
coordenadas son equivalentes a Relatividad General en
aproximación de campo débil [11]. En este trabajo estu-
diamos si dichas teoŕıas siguen siendo viables en el régi-
men no lineal. En particular, estudiamos sus soluciones
cosmológicas y las comparamos con la evolución explica-
da en el modelo ΛCDM.

II. TEORÍA MÉTRICA EFECTIVA

Viendo ahora la posibilidad de que la simetŕıa bajo
cambios de coordenadas sea solo aproximada, podemos
considerar teoŕıas que rompan esta invariancia. Una po-
sibilidad es construir un lagrangiano efectivo, el más ge-
neral posible con primeras y segundas derivadas de la
métrica de forma que mantengamos una teoŕıa métrica de
la gravedad, donde esta sea una manifestación de la cur-
vatura. Seguimos el desarrollo hecho por [11]. El teorema
de Lovelock implica que el nuevo tensor de Einstein no
tendrá divergencia nula, además esta acción ya no es inva-
riante bajo difeomorfismos dado que los términos adicio-
nales están construidos con combinaciones de Γρ

µν no ten-
soriales. Usando la signatura ηµν = diag(+1,−1,−1,−1)

L = − 1

2κ

[
LEH +

7∑
i=1

aiLi

]
+ Lm (1)

donde Li son [11]

L1 = −gµνΓα
µλΓ

λ
να, L2 = −gµνΓα

µνΓ
λ
λα

L3 = −gµνgρσgλωΓ
λ
µρΓ

ω
νσ

L4 = −gµνgρσgλωΓ
λ
µνΓ

ω
ρσ

L5 = −gαβΓλ
λαΓ

µ
µβ , L6 = −gµν∂νΓ

λ
µλ

L7 = −gµν∂λΓ
λ
µν ,

(2)

Los coeficientes ai son las constantes de acoplo de es-
tos términos normalizadas a κ = 8πG, y se espera que
dichas constantes sean pequeñas. Los términos L6 y L7

se pueden constuir como combinación lineal de los demás
términos mas términos de superficie, por lo que podemos
ignorarlos; y cualquier término con dos derivadas de la
métrica también se puede expresar como combinación de
los primeros 5 términos mas términos de superficie [11]
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por lo que la curvatura no aparece en nuestro lagrangiano
efectivo más que en el de Einstein-Hilbert.

En el análisis de las ecuaciones de Einstein linealizadas
seguido en esta teoŕıa [11], donde se usa una aproxima-
ción de campo débil

gµν = ηµν + hµν ; |hµν | ≪ 1 (3)

vemos que los términos a4,a5 son compatibles con la Re-
latividad General a primer orden, mientras que a1,a2,a3
no lo son salvo una combinación particular (caso trivial)
[11]. En efecto, tomando estas ecuaciones

−□hαβ + (1 + 2a4)(∂
α∂γh

βγ + ∂β∂γh
αγ)

− (1 + 2a4)η
αβ∂µ∂νh

µν − (1 + 2a4)∂
α∂βh

+ (1 + a4 + a5)η
αβ□h = 16πGTαβ

(4)

La conservación de la enerǵıa en espacio plano,
∂αT

αβ = 0 impone

a4□∂βh
αβ + (a5 − a4)∂

α□h = 0 (5)

de forma que si tomamos a4 ̸= 0, a5 = 0 las ecua-
ciones se reducen, usando el tensor de traza reversa
hαβ = h̄αβ − ηαβh̄/2, a la ecuación □h̄αβ = 16πGTαβ .
Usando una transformación similar hαβ = h̄αβ − ηαβh̄/4
con a4 = 0, a5 ̸= 0, recuperamos las ecuaciones de Eins-
tein linealizadas. De forma que la introducción de uno de
estos dos términos no modifican la Relatividad General
a orden lineal [11].

Viendo que estos dos términos son consistentes con la
gravedad newtoniana por separado, nuestro objetivo aho-
ra es ver si las nuevas ecuaciones de Einstein completas
pueden tener una solución para una métrica Friedmann-
Lemâıtre-Robertson-Walker, tal que la evolución de es-
tas soluciones sea compatible con las observaciones cos-
mológicas.

A. Variaciones de L4 y L5

Si queremos resolver la ecuación de Friedmann con
las contribuciones a4L4, a5L5 necesitamos desarrollar las
ecuaciones de Einstein en forma tensorial, y no única-
mente a orden lineal. Para desarrollar estas ecuaciones,
queremos escribir las variaciones de la forma

δS = − 1

2κ

∫
d4x

√
−gδgµν

[
Gµν +

5∑
n=4

anMn
µν

]

+

∫
d4x

√
−gδLm

(6)

donde κ = 8πG y n etiqueta los distintos términos métri-
cos adicionales. Las variaciones del primer término, L4

son

δS4 = − a4
2κ

∫
d4xδ(

√
gL4)

= − a4
2κ

∫
d4x

√
g

(
δg

2g
L4 + δL4

) (7)

donde la variación del lagrangiano es

δL4 = −2δΓλgλωΓ
ω − ΓλΓωδgλω (8)

Hemos usado la notación Γµ = gαβΓµ
αβ , donde Γµ

αβ es
el śımbolo de Christoffel de segunda especie. Calculamos
las variaciones de estos términos a partir de la fórmula de
Jacobi y de una identidad de la métrica. Dicha fórmula
relaciona las derivadas del determinante y de la traza de
una matriz y su inversa

δdet(M)

det(M)
= Tr

[
δM

M

]
→ δg

g
= gµνδgµν

gµνδgµν = −gµνδg
µν

(9)

De estas fórmulas se deduce la siguiente relación

gνρΓµ
νρ = −

∂σ(
√

|g|gµσ)√
|g|

= −1

2

gµσ∂σ|g|
|g|

− ∂σg
µσ (10)

Usando

− gανgβρ∂µg
νρ = ∂µgαβ (11)

para poder expresar todas las variaciones en función de√
−gδgµν , la variación nos da el siguiente tensor

M4
µν =

1

2
gλωΓ

λΓωgµν + ΓλΓωgµλgνω

+ ∂α(Γ
α√−g)

gµν√
−g

− [∂µ(gνωΓ
ω) + ∂ν(gµωΓ

ω)]

(12)

que es el śımbolo que rompe la invariancia bajo difeomor-
fismos. En general ∇µM4

µν ̸= 0. Aśı mismo, este objeto
no se transforma correctamente bajo cambios de coorde-
nadas. El siguiente término a5L5 vaŕıa siguiendo

δS5 = − a5
2κ

∫
d4xδ(

√
gL5)

= − a5
2κ

∫
d4x

√
g

(
δg

2g
L5 + δL5

) (13)

donde

δL5 = −δgαβΓλ
λαΓ

µ
µβ − 2gαβδΓλ

λαΓ
µ
µβ (14)
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El śımbolo correspondiente es

M5
µν =

1

2
gµνg

αβΓλ
λαΓ

ρ
ρβ − ∂α(gµν)g

αβΓρ
ρβ

− Γλ
λµΓ

ρ
ρν − 1

2
gλσ∂α(gλσ)g

αβΓρ
ρβgµν

− ∂α(g
αβgλσΓρ

ρβ)gλµgσν

(15)

de forma que en general ∇µM5
µν ̸= 0. Este objeto es un

śımbolo que tampoco se transforma correctamente bajo
transformaciones generales de coordenadas.

Las ecuaciones de Einstein se ven modificadas por estos
dos términos adicionales

Gµν + a4M4
µν + a5M5

µν = 8πGTµν (16)

Vamos a estudiar los dos casos donde solo uno de estos
dos términos aparece en las ecuaciones, es decir, a4 = 0
ó a5 = 0. Estudiemos ahora las soluciones de la métrica
FLRW en esta teoŕıa efectiva, en ambos casos.

III. EFECTO DE aiLi EN UNA COSMOLOGÍA
FLRW

Queremos resolver las ecuaciones de Einstein modifi-
cadas con los términos adicionales desarrollados arriba

Gµν + a4M4
µν + a5M5

µν = 8πGTµν (17)

para un espaciotiempo de Friedmann-Lemâıtre-
Robertson-Walker en coordenadas cartesianas y con
secciones espaciales planas

ds2 = b2(t̃)dt̃2 − a2(t̃)(dx2 + dy2 + dz2) (18)

Dado que la abundancia de curvatura es pequeña y tie-
ne un valor compatible con Ωk = 0 [5], y considerando
que no ha existido una época cosmológica dominada por
curvatura, suponemos que la curvatura espacial es nula,
k = 0. En el Apéndice B se estudia el efecto de la cur-
vatura sobre los resultados, y se discute la posibilidad de
usar diferentes sistemas de coordenadas.

a(t̃) es el factor de escala, dt̃ el tiempo coordenado y
b(t̃)dt̃ = dt el tiempo cosmológico. En una teoŕıa inva-
riante bajo difeomorfismos podemos absorber b(t̃) al re-
definir la coordenada temporal, pero ahora Mi

µν depen-
de del sistema de coordenadas y no obtenemos el mismo
resultado calculandolo en b(t̃) = 1, que para un b(t̃) arbi-
trario haciendo después el cambio de variable b(t̃)dt̃ = dt.
Consideramos un Universo cuyo contenido material es

una suma de fluidos perfectos no interactuantes. En esta
métrica, un vector contravariante dirigido al futuro con
norma 1 toma la forma uµ = (b−1(t̃), 0, 0, 0). Esta será la
velocidad comóvil con el sistema de referencia del fluido.

El tensor enerǵıa-momento de un fluido perfecto toma la
forma

Tµν = (ρ+ p)uµuν − pgµν

T00 = ρb2(t̃); T0i = 0; Tij = pa2(t̃)δij
(19)

La ecuación de conservación del tensor enerǵıa-
momento, ∇µT

µν es equivalente a la siguiente condición
sobre la enerǵıa

b−2(t̃)(ρ′ + 3H̃[ρ+ p]) = 0 (20)

Aqúı f ′ = df/dt̃, mientras que en tiempo cosmológico

ḟ = df/dt. H̃ = a′/a y H = ȧ/a es el parámetro de
Hubble ordinario. Haciendo el cambio de variable dt =
b(t̃)dt̃, recuperamos la ecuación en tiempo cosmológico
con ρ̇ , H salvo un factor b−1(t).
Salvo el factor común b−2(t̃), tenemos la misma ecua-

ción de conservación que en el tiempo cosmológico, y por
tanto la densidad de enerǵıa de un fluido p = ωρ se com-
porta igual

ρ = ρ0a
−3(1+ω) (21)

En este sistema de coordenadas, la Ecuación de Fried-
mann toma la siguiente forma

(
a′

ab

)2

+
k

a2
+

5∑
n=4

an
Mn

00

3b2
=

8πG

3
ρ (22)

recordando que ρ = T00/b
2(t̃) es la suma de densidades

de enerǵıa de los fluidos. La ecuación de la aceleración es

a′′

ab2
− a′b′

ab3
−

5∑
n=4

an
2

(
Mn

ii

a2
+

Mn
00

3b2

)
= −4πG

3
(ρ+ 3p)

(23)

donde Mn
ii es cualquier término espacial diagonal, que

son idénticos como consecuencia de la simetŕıa espacial
de la métrica. A diferencia de en Relatividad General, las
dos ecuaciones (la ecuación de Friedmann y la de acele-
ración) son independientes ya que tenemos dos variables
por determinar, a(t̃) y b(t̃).
Podemos realizar el cambio de coordenadas dt = b(t̃)dt̃

del tiempo coordenado al cosmológico, de modo que las
ecuaciones adquieren la forma conocida

(
ȧ

a

)2

+

5∑
n=4

an
Mn

00

3b2
=

8πG

3
ρ (24)

Utilizando la ecuación de conservación de la enerǵıa,
escribimos nuestra ecuación de Friedmann modificada
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H2 = H2
0

∑
α

Ωαa
−3(1+ω(α)) −

5∑
n=4

an
Mn

00

3b2
(25)

Si Mn
µν se comporta como el tensor enerǵıa-momento

de un fluido con ecuación de estado constante ω, cum-
pliendo el tensor en forma mixta la relación siguiente

ω (Mn)
0
0 = − (Mn)

i
i (26)

entonces la ecuacion de Friedmann es la ordinaria con la
contribución de un fluido con ecuación de estado p = ωρ
y abundancia Ωi no determinada por las ecuaciones

H2 = H2
0

∑
α

Ωαa
−3(1+ω(α)) +H2

0Ωna
−3(1+ω) (27)

resultado desarrollado en el Apéndice A y que sigue de
la dependencia lineal (en Relatividad General) entre la
ecuacion de Friedmann y la de aceleración. Recuperamos
estas ecuaciones con la contribución de un fluido perfec-
to adicional; donde ahora la ecuación de Friedmann es
de primer orden en a(t), parámetro que queda completa-
mente determinado. Comparando con la ecuación (25)

H2
0Ωna

−3(1+ωn) = −an
Mn

00

3b2
(28)

obtenemos una segunda ecuación, en general de segundo
orden en a(t) (ya conocida) y b(t). De forma que la ecua-
ción de Friedmann solo tendrá solución en un subgrupo
de sistemas de referencia temporales donde dt = b(t̃)dt̃,
siendo b(t) las soluciones a esta última ecuación. Dado
que el tensor se comportará como un fluido perfecto en
cualquier sistema de coordenadas, si escogemos un siste-
ma de referencia donde b(t) no es solución aparecerá una
abundancia adicional asociada a este fluido dependiente
del tiempo, de forma similar a como aparecen fuerzas de
inercia en sistemas de referencia no inerciales.

Este resultado es de crucial importancia, ya que simpli-
fica los cálculos en caso de tratar con un fluido perfecto,
y nos permite ignorar la estructura interna del tensor.

A. Cosmoloǵıa con a4L4

Vamos a estudiar nuestro primer caso, aquel con a4 ̸=
0, a5 = 0. Nuestro tensor M4

µν tiene la siguiente ex-
presión en una métrica FLRW, en tiempo cosmológico
dt = b(t̃)dt̃

M4
00

3b2
=

ä

a
+

1

2

(
ȧ

a

)2

− 1

3

 b̈
b
− 1

2

(
ḃ

b

)2
 (29)

Hemos calculado el tensor en un sistema de referencia
general, b(t̃)dt̃ y luego hemos realizado un cambio de va-
riable al tiempo cosmológico dt. La dependencia en b(t)
no desaparece, ya que este objeto no se transforma como
un tensor.
La componente espacial presenta la siguiente relación

con la temporal

M4
ii

a2
=

M4
00

b2
(30)

Al subir y bajar ı́ndices con la métrica, desaparecen los
términos a(t),b(t) de forma que esta relación es equiva-
lente a

(
M4

)0
0
= −

(
M4

)i
i

(31)

luego el término a4 se comporta como un fluido perfec-
to con ecuación de estado ω = 1 y densidad de enerǵıa
ρ = ρ0a

−3(1+ω) = ρ0a
−6, es decir, se comporta como un

fluido ŕıgido [13] . Más adelante veremos algunas propie-
dades de esta componente, pero primero vamos a tratar
de encontrar para qué b(t) existe solución a la ecuación
de Friedmann.
Como vimos en el apartado anterior, nuestro fluido per-

fecto cumplirá la ecuación de Friedmann

H2 = H2
0Ω4a

−6 +H2
0

∑
α

Ωαa
−3(1+ω(α)) (32)

donde Ω4 es la abundancia del fluido, y es una constante
de integración arbitraria que veremos más adelante cómo
se relaciona con a4. Comparando con la ecuación original
tenemos

H2
0Ω4

a4
a−6 =

1

3

 b̈
b
− 1

2

(
ḃ

b

)2
−

[
ä

a
+

1

2

(
ȧ

a

)2
]

(33)

Como a(t) está determinado por la ecuación de Fried-
mann, esta es una ecuación diferencial de segundo orden
en b(t). Consideramos b(t) = b(a(t)) sin pérdida de gene-
ralidad ya que ambas funciones dependen exclusivamente
de t. Derivamos respecto a a(t) empleando la notación
f ′ = df/da (no confundir con la notación usada antes,

f ′ = df/dt̃), y llamamos Hb = ḃ/b

H ′
bHa+

1

2
H2

b = 3H ′aH +
9

2
H2 +

3H2
0Ω4

a4
a−6 (34)

donde

H ′aH +
3

2
H2 = −3

2
H2

0Ω4a
−6

− 3H2
0

2

∑
α

Ωαωa
−3(1+ω)

(35)
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Si ahora despejo H(a) usando la ecuación de Fried-
mann, y hago el cambio de variable y = Hb/H0 queda

y′
√
Ω4a−4 +ΩRa−2 +ΩMa−1 +ΩΛa2 +

y2

2
=

−9

2

(
Ω4a

−6 +
ΩR

3
a−4 − ΩΛ

)
+

3Ω4

a4
a−6

(36)

Esta es una ecuación diferencial de Ricatti, que necesi-
ta una única condición inicial. Tomando los parámetros
de la Cosmoloǵıa estándar ΩM = 0.311, ΩΛ = 0.688,
ΩR = 4.17 × 10−5h−2, y el siguiente valor para la
abundancia y la constante de acoplo de fluido ŕıgido,
Ω4 = a4 = 4.5× 10−17, elección arbitraria que explicare-
mos más adelante, junto a la condición inicial y(1) = 1
tenemos la solución Fig. 1

Figura 1: Solución de la ecuación de Ricatti para y(a) =
Hb/H0 , a4 = Ω4 = 4.5× 10−17

que diverge en a = 0, y(0) → −∞. Se pueden encontrar
algunas soluciones anaĺıticas. Para la época dominada
por fluido ŕıgido, Ω4 ̸= 0, Ωi = 0, la solución es

y(a) =

√
6Ω4√
a4a3

tanh

[√
6
ln (a)− C

2
√
a4

]
+

3
√
Ω4

a3
(37)

Podemos reescribir la ecuación en función de b(a), y
de derivadas primeras y segundas de a(t) pasando de una
ecuación de primer orden en Hb a una de segundo orden
en b(a).
Para ello, expreso Hb y H ′

b como funciones de b(a), y
desarrollo. Encontramos la siguiente ecuación

[
b′′

b
− 1

2

(
b′

b

)2
]
(Ω4a

−6 +ΩRa
−4 +ΩMa−3

+ΩΛ)a
2 − b′

b

(
2Ω4a

−6 +
ΩMa−3

2
+ ΩRa

−4

)
a

= −9

2

(
Ω4a

−6 +
ΩR

3
a−4 − ΩΛ

)
+

3Ω4

a4
a−6

(38)

Hemos sustituido la ecuación de Friedmann con to-
das sus componentes (materia, radiación y constante cos-
mológica) para que la solución sea lo más general posible.
La ecuación es diferencial de segundo orden, y presenta
los siguientes problemas:

1. Requiere dos condiciones iniciales para b(t). Una es
una elección del instante inicial b(0) , la segunda
condición no parece f́ısica.

2. La ecuación genera una familia de soluciones para
un a4 y un Ω4 dados, de forma que no relaciona
ambos. Seŕıa necesaria una tercera condición inicial
para imponer una relación entre el acoplo a4 y la
abundancia Ω4; condición que tampoco seŕıa f́ısica.

Escogemos las condiciones iniciales b(1) = 1, b′(1) = 1,

es decir, ḃ(1) = H0, de manera análoga a a(t) solo que
la segunda relación no es una condición inicial en el ca-
so de a(t), sino que se sigue de resolver la ecuación de
Friedmann que es de primer orden. Podemos representar
infinitas soluciones en función de qué Ω4, a4 escojamos.
Si tomamos Ω4 = 4.5 × 10−17, a4 = Ω4 obtenemos la
solución Fig. 2.

Figura 2: Evolución de b(t) en función de a(t), a4 = Ω4 =
4.5× 10−17
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A diferencia del factor de escala a(t), que puede me-
dirse a partir del redshift de objetos, el factor b(t) no
es observable y no puede medirse; solo presentamos las
soluciones estudiadas por completitud.

Esta solución tiende a infinito con a → ∞, tiene una
singularidad en b(0), y depende de varios parámetros que
hemos escogido arbitrariamente al igual que la solución
a la ecuación de Ricatti. Otras soluciones presentan las
mismas dos propiedades mencionadas. El mı́nimo de b(t)
depende de las condiciones iniciales.

Podemos resolver la ecuación para b(t) tomando ΩM =
ΩΛ = 0, y probando con soluciones cerca de la igualdad
fluido ŕıgido - radiación, o bien en la época dominada
por fluido ŕıgido. Podŕıamos esperar que los resultados
de interés para b(t) se encuentren en esta época, aquella
dominada por el fluido perfecto generado por a4M4.
El comportamiento de b(a) con la primera condicion es

b(a) = C1a
3 +

C2
1a

3

4C2

(√
Ω4(ΩR +

Ω4

a2
) +

Ω4

a

)√
6
a4

+ C2a
3

(√
Ω4(ΩR +

Ω4

a2
) +

Ω4

a

)−
√

6
a4

(39)

mientras que la solución en la época dominada por fluido
ŕıgido, ΩR = 0 , Ω4 = 1 es

b(a) = C1a
3 +

C2
1

4C2
a
3+

√
6
a4 + C2a

3−
√

6
a4 (40)

Algunos resultados de interés que se pueden extraer de
estas ecuaciones.

La solución es singular en b(0) siempre que se cum-
pla a4 < 2/3, esto es, que la constante de acoplo
del nuevo término gravitatorio sea algo menor que
la del término de Einstein-Hilbert.

En la época dominada por radiación, Ω4 = 0, b(a)
es un polinomio cúbico, b(a) = C1a

3.

Con unas condiciones iniciales adecuadas, C1 = 0,
C2 = C, la solución tiende asintóticamente a 0 a
tiempos largos, ĺım

a→∞
b(a) = 0. Esta condición es

compatible con b(1) = 1.

Cuanto más pequeña sea la constante a4, el término
de fluido ŕıgido se comporta como un polinomio de
mayor ı́ndice.

Podemos estudiar los casos con materia y constante
cosmológica para inferir el verdadero comportamiento de
b(a) a tiempos largos. Como la dependencia en a4 va
con el término de fluido ŕıgido, Ω4, cuando este se anula
tenemos las siguientes soluciones que no dependen del
valor del acoplo del nuevo término

b(a)R =
C2

1

4C2
a3 + C1a

2 + C2a (41)

b(a)M =
C2

1

9
a3 +

C1

3C2
a

3
2 +

C2
2

4
(42)

b(a)Λ =
C2

1

4C2
a1+

√
10 + C1a+ C2a

1−
√
10 (43)

Podemos encontrar algunas propiedades interesantes
en las siguientes soluciones:

1. Todas son polinómicas

2. La solución de radiación coincide asintóticamente
con el ĺımite anterior para a(t) ≫ 1

3. La solución de constante cosmológica tiende
asintóticamente a 0 con la condición C1 = 0.

B. Cotas observacionales a la abundancia de fluido
ŕıgido

Un fluido ŕıgido (ω = 1) tendŕıa efectos sobre el Uni-
verso joven. Denotaremos su abundancia con Ω4. Su den-
sidad cae con el cuadrado del volumen, ρ4 ∝ a−6, de for-
ma que una pequeña abundancia actual tomará valores
grandes en el pasado. Una forma de acotar su abundan-
cia es viendo su efecto sobre el tamaño del horizonte de
sonido rs(zdec). Utilizando los parámetros cosmológicos
medidos por Planck 2018 (TT,TE,EE+lowE+lensing) [5]

rs(zdec)[Mpc] = 144.43± 0.26 (44)

El horizonte de sonido está dado por la siguiente ex-
presión

rs(η) =

∫ η

0

cs(η̂)dη̂ =

∫ ∞

zdec

cs(z)

H(z)
dz (45)

cs es la velocidad del sonido en el plasma de bariones y
fotones y no depende de la abundancia de fluido ŕıgido. El
valor de H(z) que aparece en el denominador śı depende
y aumenta con Ω4, de forma que a mayor abundancia de
fluido ŕıgido menor valor tendrá el horizonte de sonido
rs.
Al 68% C.L tenemos la cota inferior dada por la expre-

sión (44). Imponiendo esta cota a Ω4, tomando el valor
medio del resto de parámetros cosmológicos sin conside-
rar sus errores obtenemos un ĺımite a la abundancia

Ω4 < 4.5× 10−17 (46)
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Otra forma de obtener una cota es limitando cómo
la abundancia de fluido ŕıgido modifica la abundancia
de 4He, valor que se ha medido experimentalmente [14],
obteniendo ρ10 MeV

4 /ρ10 MeV
R < 30, donde ρ10 MeV

4 es la
abundancia de fluido ŕıgido cuando la temperatura es de
10 MeV, y ρ10 MeV

R la de especies a la misma temperatura.
La abundancia es ρ4 = ρ10 MeV

4 (a/a10)
−6, de forma que

esta cota equivale para la abundancia actual a

Ω4

ΩR
< 30

(
T0

T (10 MeV)
3

√
g∗S(10 MeV)

g∗S(T0)

)2

(47)

La temperatura actual del CMB es T0 = 2.34 × 10−4

eV, luego

Ω4

ΩR
< 30

(
2.34

10−4

107
3

√
10.75

3.91

)2

= 3.22× 10−20 (48)

Sabiendo que actualmente ΩR = 4.17×10−5h−2, tene-
mos Ω4 < 3× 10−24. Esta cota es 7 órdenes de magnitud
más restrictiva que la anterior.

En un fluido ŕıgido, la velocidad del fluido iguala a
la de la luz, c2s = ∂p/∂ρ = 1, y se corresponde con un
campo escalar en el régimen en que toda su enerǵıa es
cinética, ρ = p [13]. Una cosmoloǵıa con un campo es-
calar tendrá una época dominada por fluido ŕıgido entre
inflación y radiación [14]. Una época dominada por flui-
do ŕıgido se conoce como kination y podŕıa amplificar
las ondas gravitacionales primordiales generadas durante
inflación [15][16]. No explica ni es empleada en aliviar la
tensión de Hubble [17].

Figura 3: Abundancias de enerǵıa oscura, materia, radiación
y fluido ŕıgido (Ω4 = 4.5 × 10−17) en función de a(t). Existe
una época dominada por fluido ŕıgido desde Inflación hasta
a = 10−6 donde domina la radiación.

C. Cosmoloǵıa con a5L5

El desarrollo es idéntico al del caso a4L4. La densidad
de enerǵıa y la presión del término 5 son

M5
00

3b2
= −

 ä

a
+

7

2

[
ȧ

a

]2
+

1

3

b̈

b
− 1

6

[
ḃ

b

]2
+ 2

ȧḃ

ab

 (49)

M5
ij

3b2
=

a2

b2
δij

 ä

a
+

1

2

[
ȧ

a

]2
+

1

3

b̈

b
− 1

2

[
ḃ

b

]2 (50)

Dentro de ambos paréntesis, solo coinciden los térmi-
nos con segundas derivadas. Esto significa que la ecuación
de estado no es constante, por lo que M5

µν se comporta
como un fluido perfecto con ecuación de estado depen-
diente del tiempo. Esto nos impide seguir el enfoque de
la sección anterior. La solución en este caso pasa por
resolver dos ecuaciones diferenciales de segundo orden
acopladas para dos funciones, a(t) y b(t), y primeras y
segundas derivadas.

IV. CONCLUSIONES

Hemos estudiado la viabilidad cosmológica de dos mo-
delos de gravedad que rompen la invariancia bajo difeo-
morfismos y que son equivalentes a Relatividad General
en el régimen lineal. Hemos visto que al resolver nuestras
ecuaciones de Einstein modificadas para un espaciotiem-
po FLRW, homogéneo, isótropo y en expansión, el papel
de estos tensores se puede reducir al de fluidos perfectos
con una ecuación de estado dependiente del tiempo. En
el caso del término a4L4, con ecuación de estado ω = 1,
el efecto de este tensor es el de un fluido ŕıgido que mo-
difica la evolución cosmológica a tiempos cortos y hemos
estimado la cota a la abundancia para que sea compatible
con las observaciones del fondo cósmico de microondas y
de la abundancia de 4He. Aunque el término a5L5 presen-
ta una ecuación más dificil de resolver, ambos se pueden
incorporar al modelo cosmológico estándar como compo-
nentes adicionales. La abundancia de estos fluidos no está
determinada, es una constante de integración sin relación
con las constantes de acoplo a4,a5, de forma similar a la
aparición de la constante cosmológica en gravedad uni-
modular.

No obstante, la no invariancia bajo cambios de coorde-
nadas presenta algunos problemas. En ciertos sistema de
coordendas no es posible obtener soluciones homogéneas
e isótropas de las ecuaciones originales debido a la no
invariancia bajo difeomorfismos. Habŕıa que estudiar el
término a5 porque no sabemos si su comportamiento pue-
de ser el de una enerǵıa oscura en algún caso.
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V. APÉNDICES

Apéndice A: Tensor con ecuación de estado
constante en una cosmoloǵıa FLRW

Si se introduce un tensor simétrico Aµν con ecuación de
estado constante en las ecuaciones de Einstein tenemos

Gµν +Aµν = 8πGTµν ; Ai
i = −ωA0

0 (A1)

Sobre una cosmoloǵıa FLRW con secciones espaciales
planas las ecuaciones de Friedmann toman la siguiente
forma

H2 = H2
0

∑
α

Ωαa
−3(1+ω(α)) − A00

3b2

− 2
ä

3a
− 1

3

(
ȧ

a

)2

+ ω
A00

3b2
=

8πG

3
p

(A2)

Una combinación lineal de ambas ecuaciones elimina
Aµν

2Ḣ

3ω
+H2 +

H2

ω
= H2

0

∑
λ=ωn

Ωλa
−3(1+λ)

(
1− λ

ω

)
(A3)

H = ȧ/a es el parámetro de Hubble, ä/a = Ḣ + H2.
Suponemos que el contenido material del Universo es un
conjunto de fluidos perfectos etiquetados con n, donde λ
recorre las distintas ecuaciones de estado ωn = λ y abun-
dancias Ωn ≡ Ωλ. Los fluidos con la misma ecuación de
estado que Aµν , λ = ω no contribuyen en la ecuación y se
recuperan posteriormente; su abundancia pasa a ser una
constante de integración. Hacemos el cambio de variable
H(t) → H(a), con ḟ = df/dt = df/da · da/dt = f ′Ha,
obteniendo una ecuación diferencial de primer orden en
H(a). Dividiendo por 2Ha/3ω llegamos a

H ′ +
3H

2a
(ω + 1) =

3H2
0

2H

∑
λ=ωn

a−3( 4
3+λ)(ω − λ) (A4)

Esta es una ecuación diferencial de Bernoulli, de la
forma

H ′ + P (a)H = Q(a)Hα (A5)

donde Q(a) es el término inhomogéneo correspondiente a
las abundancias de los distintos componentes, α = −1 y
P (a) = 3

2a (1+ω). Hacemos el cambio de variable y(a) =

H1−α(a) = H2(a), cambio que es independiente de ω. El

parámetro de Hubble es ahora H(a) =
√
y(a).

y′ +
3y

2a
(ω + 1) =

3H2
0

2

∑
λ=ωn

Ωλa
−3( 4

3+λ)(ω − λ) (A6)

Ahora tenemos una ecuación diferencial lineal, donde
el término inhomogéneo contiene toda la f́ısica del con-
tenido del Universo. Si resolvemos el caso homogéneo, se
tiene

y = ξa−3(1+ω), ξ = eC (A7)

donde ξ es una constante de integración arbitraria posi-
tiva, y vemos que y = H2 ∝ ρ(ω) se comporta como la
densidad de enerǵıa de un fluido perfecto con ecuación
de estado ρ = ωp. Al resolver la ecuación inhomogénea
recuperamos el resto de componentes

C ′eC

2
a−3(1+ω) =

3H2
0

2

∑
λ=ωn

Ωλa
−3( 4

3+λ)(ω − λ)

→
∫

dCeC = 3H2
0

∫
da
∑
λ=ωn

Ωλa
−3( 1

3+λ−ω)

(ω − λ) → eC = 3H2
0

∑
λ=ωn

Ωλa
−3(λ−ω) ω − λ

3ω − 3λ

→ yInhom = eC(a)yHom = H2
0

∑
λ=ωn

Ωλa
−3(1+λ)

(A8)

De forma que si el tensor Aµν se comporta como un
fluido perfecto con parámetro ω, nuestras ecuaciones se
reducen a la ecuación de Friedmann y Aµν contribuye
como un fluido perfecto

H2 = H2
0ΩAa

−3(1+ω) +H2
0

∑
λ=ωn

Ωλa
−3(1+λ) (A9)

Donde eC = H2
0ΩA es una constante de integración

positiva y ΩA la abundancia del tensor Aµν , no determi-
nada por las ecuaciones.
La estructura del tensor Aµν es ignorada por la ecua-

cion de Friedmann y la ecuación de aceleración debido a
la dependencia lineal entre ambas.

Apéndice B: Soluciones en otros sistemas de
coordenadas

La ruptura de la invariancia bajo difeomorfismos impli-
ca que solo existen soluciones a las ecuaciones de Einstein
en ciertos subgrupos de sistemas de coordenadas. En es-
te apéndice analizamos algunos sistemas de coordenadas
que son de interés, y el efecto de la curvatura sobre dichas
soluciones.

1. Soluciones en coordenadas esféricas

Dado que los términos introducidos en el lagrangiano
rompen la invariancia bajo difeomorfismos, las ecuaciones
dependerán del sistema de coordenadas. En particular, no
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existirán soluciones en ciertos sistemas de coordenadas,
por ejemplo en coordenadas esféricas.

Si tomamos la métrica FLRW con secciones espaciales
planas en coordenadas esféricas

ds2 = b2(t̃)dt̃2−a2(t̃)
[
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

]
(B1)

Tanto el tensor enerǵıa-momento como el tensor de
Einstein son diagonales. No obstante, los términos M4

µν

y M5
µν son no diagonales.

M4
rθ = −M5

rθ =
2 cos θ

r sin θ
(B2)

Estas ecuaciones solo tienen solución con un Tµν no
diagonal y con la distribución mostrada dependiente de
las coordenadas, es decir, es necesario romper la iso-
troṕıa y la homogeneidad de la distribución de materia
y enerǵıa. Este es un problema de la elección de coorde-
nadas, ya que el espaciotiempo que representa la métrica
śı tiene solución homogénea e isótropa en coordenadas
cartesianas.

2. Soluciones con curvatura no nula

No es posible resolver las ecuaciones con curvatura no
nula en coordenadas esféricas, ya que como ocurŕıa en el
caso sin curvatura, no existen soluciones homogéneas e
isótropas

M4
rθ =

cos θ(3kr2 − 2)

sin θr(kr2 − 1)
;M5

rθ = − cos θ(kr2 − 2)

sin θr(kr2 − 1)
(B3)

Si escribimos la métrica FLRW con secciones espaciales
curvas en coordenadas cartesianas [18]

ds2 = b2(t̃)dt̃2 − a2(t̃)
dx2 + dy2 + dz2

(1 + k
4 [x

2 + y2 + z2])2
(B4)

no encontramos tampoco solución en un Universo ho-
mogéneo e isótropo. Existen componentes no diagonales
y dependientes de las coordenadas que no se pueden anu-
lar

M4
zy =

12k2zy

(kr2 + 4)2

M5
xy = − 36k2xy

(kr2 + 4)2

M4
y0 =

2ky(b′a− 3a′b)

(kr2 + 4)ab

M5
x0 = −6kx(b′a+ 3a′b)

(kr2 + 4)ab

(B5)

Si bien se pueden buscar soluciones para anular los
términos 0i, tales a(t) y b(t) pueden no ser solución de la
ecuación de Friedmann. Independientemente de esto, los
términos ij no se anulan en ningún caso.
Esto implica que no es posible encontrar soluciones

compatibles con el Principio Cosmológico y curvatura no
nula. Aunque se podŕıan encontrar soluciones con contri-
buciones de curvatura en un espacio plano introduciendo
un fluido perfecto con ecuación de estado ω = −1/3 y
enerǵıa ρ/ρc = −k/a2 = ΩKa−2, estas no tendŕıan en
cuenta el efecto de la curvatura sobre Mn

µν y no seŕıan
soluciones completas.
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