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En el marco de la correspondencia AdS/CFT, consideraremos un sistema integrable, una cuerda
clasica cerrada descrita por la acciéon de Polyakov para un espaciotiempo y un campo de Kalb-
Ramond dados. Consideraremos soluciones de tipo cuerda rotante y encontraremos una expansion
de la energia de la cuerda en potencias inversas del momento angular, que tomaremos como grande
(tendiendo a infinito). Esta expansion sera la que eventualmente podra ser comparada con otros
resultados para comprobar la validez de la correspondencia. Finalmente, veremos que en un limite
concreto el espaciotiempo considerado tendera al espaciotiempo de Schrodinger, y seré en dicho
limite en el que la relacién de dispersion (expansion de la energia) encontrada anteriormente tomara

una forma notablemente més sencilla.
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I. Introduccién

La correspondencia AdS/CFT es una relacion de
dualidad que se cree que existe entre teorias de cuer-
das descritas sobre un espaciotiempo con una parte
de anti-de Sitter (AdS) y teorias cudnticas de cam-
pos con una simetria conforme exacta (invariante
bajo transformaciones espaciotemporales que preser-
van los angulos), llamadas teorias de campos confor-
mes (CFT). Aunque no hay una comprobacion for-
mal de esta correspondencia mas que para algunos
casos sencillos (donde la supersimetria permite en-
contrar la expresion exacta de ciertos observables,
de manera que se pueden reproducir los resultados
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de ambas partes de la dualidad, [1]), hay muchos in-
dicios de esta relaciéon de dualidad en ciertos casos
de mayor interés. En particular, se ha estudiado am-
pliamente la primera relacion de dualidad AdS/CFT
que se propuso, la correspondencia de una teoria de
cuerdas de tipo IIB en un espaciotiempo AdSs x S°
y una teorfa SYM (teorfa de Yang-Mills supersimé-
trica), con N' = 4 (donde N denota el nimero de
supersimetrias) en el limite planar. En ese caso, se
entienden las dos teorias como dos limites distin-
tos de una misma “teoria subyacente”: en la teoria
SYM, la constante de acoplo (de t'Hooft) se toma
A = g¥ ;N < 1, mientras que la expansién en la
teoria de cuerdas se toma en el limite v > 1. Para
poner a prueba la correspondencia, se busca encon-
trar las expansiones de ciertos observables en cada
teorfa, de manera que, a través de esta dualidad,
ambas expansiones estén relacionadas. Uno de es-
tos observables, que seré del que nos preocuparemos
en nuestro caso particular, es el espectro de ener-
gia de una cuerda en el limite de momento angular
grande, J — 00, que en el caso de la corresponden-
cia AdS5/CFTy (el caso mencionado anteriormente)
guardaria una relaciéon con las dimensiones de escala
de ciertos operadores locales en la teoria SYM. Pode-
mos encontrar este anélisis en [2], donde se comprue-
ba que los resultados coinciden en ambos miembros
de la dualidad. El limite J — oo se toma porque
en ese caso las correcciones cuanticas a la expansion
de la energia deben tender a cero, de manera que
basta con hacer un analisis clasico. En [3] se ve que
la correccién cuantica a un loop tiende a cero en es-
te limite y se conjetura que la expansion clasica es
exacta a todos los 6rdenes. Para una discusién méas
detallada sobre los aspectos generales de la corres-
pondencia AdS/CFT se remite al lector a [4], que
presenta el contexto general de lo que brevemente
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hemos discutido. En particular, pueden ser especial-
mente interesantes los capitulos I.1 [5] (para tener
una vision general de la teoria N' = 4 SYM) e II.1
[6] (que tiene cierta relacion con el resto de este tex-
t0). Lo aqui mencionado deberia ser suficiente para
entender la motivaciéon y el resto del trabajo.

En nuestro caso, tomaremos este contexto como pun-
to de partida. Consideraremos el sistema de una
cuerda en un espaciotiempo diferente a AdSs x S°
(v cuya teoria CFT dual no es conocida todavia) y
buscaremos encontrar la relacién de dispersion, tam-
bién en el limite J — oco. En particular, buscaremos
una expansion de la energia de la siguiente forma:

A
E:COJ+C1\/X+CQj+"', (Il)
donde J — oo, siendo \/J? fijo (constante) y con
V/A/J < 1. Esta constante de t’Hooft esta relaciona-
da con la tension de la cuerda mediante T' = v/\/27
segun la correspondencia.

Consideraremos una cuerda descrita por la acciéon de
Polyakov (ecuacion (2.9) de [7]):

Ny
Sy

—EabBMNaaXMﬁbXN] ,

do dr [VERI Gy 0 XM 0, X+

(1.2)

donde Gy es la métrica del espaciotiempo, h?? la
métrica inducida sobre la hoja de mundo de la cuer-
da; Byrny es el campo de Kalb—-Ramond, que se es
una 2-forma (es decir, es antisimétrico en M, N).
Trabajaremos en el «gauge» conforme, lo que sig-
nifica que tomaremos h,, = diag(—1,1). Ademas,
como consecuencia de elegir este gauge conforme, se
deberan satisfacer las condiciones de Virasoro, que
son:

Gun(XMXN 4 XM XNy =, (1.3)

Gun(XMX'™N) =0, (1.4)

donde XM = 9. XM y X'M — 9 XM Estas
condiciones son el resultado de que el tensor energia
momento es nulo en el gauge conforme.

Un aspecto importante de la correspondencia es la
integrabilidad. En el ejemplo mencionado anterior-
mente, la integrabilidad de la teoria N' = 4 SYM
seria consecuencia de la integrabilidad de una teoria
IIB en AdSs x S° (esta es una manera de conside-
rarlo, pero no la tnica). La integrabilidad ha resul-
tado ser una caracteristica comiin en varios sistemas

en el seno de la correspondencia, siendo esta tam-
bién de especial interés en el caso en el que la teoria
de cuerdas esta formulada sobre un espaciotiempo
AdSs x 83 x M*, siendo M* =T* 0o M* =83 x S%.
En [8] se propuso que la correspondencia AdS/CFT
se podria extender también a este espaciotiempo. En
particular, se conjetura que una teoria de cuerdas
IIB en AdS5 x S x M* es dual a una CFT concreta
en 1+ 1 dimensiones.

Un espaciotiempo similar a este sera el que consi-
deraremos nosotros, en el que podremos encontrar
ciertas soluciones que, en unos casos especiales, nos
permitiran obtener una expansion del tipo (I.1). Pa-
ra ello, reescribiremos las condiciones de Virasoro
(I.3) y (I.4) de una manera mas simple, que nos
motivard a tomar una simplificacion que permita
resolverlas de manera sencilla. Ademés, podremos
comparar esta solucion (escrita en términos de las
“constantes de la cuerda”) con otra expresion de la
solucién que dependera de las cargas Noether de la
cuerda, la energia, espin y momentos angulares. Seré
a partir de esta comparaciéon de la que podremos ob-
tener facilmente la expansion buscada de la energia.
Finalmente, consideraremos un limite que nos trans-
formaréa la parte AdS del espaciotiempo considerado
en el espaciotiempo de Schrédinger en 3 dimensio-
nes, al introducir un parametro € que tendera a 0.
Veremos ademas que en este limite tendremos que
los términos de la expansién toman una forma més
manejable al expandirlos en este parametro e.

II. AdS; x S% x T* deformado

Tomaremos la métrica de la ecuacion (2.4) de [9),
con el cambio de coordenadas dado por

p = sinh p, r =sin 6, (IL.1)

y dejando iguales el resto de coordenadas (¢, ¥, ¢,
@). Tenemos entonces:

ds? = dp? — cosh? p dt? + sinh? j dy?+
— k2 (cosh? j dt — sinh® 5 dy)” +
+ d#? + cos? 6 dp? 4 sin® 0 d¢®+
+ K2 (cos2 0 dp + sin? 0 d(;S)2 + dz,dz,.

(I1.2)

Esta meétrica describe un espaciotiempo con una
parte correspondiente a un espaciotiempo anti-de
Sitter AdSs, parametrizado por las coordenadas (p,
t, 1); otra parte correspondiente a una 3-esfera S3,
descrita por (6, ¢, ¢); y una ultima parte corres-
pondiente a un 4-toro T (T* = S* x St x St x S1),
cuyas coordenadas denotamos genéricamente por
z., con 7 = 6,7,8,9. Este espaciotiempo incluye



una deformacion dada por el parametro x, por
lo que nos referiremos a este espaciotiempo como

AdSs,, x S3 x T4,

Consideraremos los campos B de las expresiones
(2.2) y (2.6) de [9], que son, respectivamente:

B =sinh?j dt Ady +sin?60 dp Adp,  (IL3)

B = cosh? pcos? § dt A deg + cosh? psin? 0 dt A do+
—sinh? jcos? 0 di A dp — sinh? psin® 6 dip A do,
(I1.4)

de manera que el campo B que aparece en (I1.2) (el
campo de Kalb-Ramond) ser4 una combinacion li-
neal de estos,

B =s1B+s:B. (IL.5)

De las ecuaciones de supergravedad que debe satis-
facer el sistema, encontramos las restricciones (que
se deducen de las ecuaciones en (2.24) de [9]):

sT<1+k% 82 <RA1+ K. (IL.6)

El lagrangiano (densidad lagrangiana) de la accién
(1.2) con meétrica (I1.2) y campo (IL.5) sera:

L= g p% — 0% + 2s1sin” 0 (@' — p¢ )+
+ (—1)cosh? 5 (1+ k2 cosh? 3)(#2 — %)+
+sinh? 5 (1 — w2 sinh? ) ("2 — 92)+
+ 2k% cosh? p sinh? p (t'y)' — 1)) + 0% — §2+
+cos? 0 (1 + k? cos? 0) (0" — )+
+5sin® 0 (1 + #?sin? 0) (4% — ¢?)+
+2k%sin? 0 cos? 0 ('@’ — L/JQ.S)—I—
+ 28y sinh® p (') — iy')+
+ 255 cosh? peos? 0 (t'p — ty')+
+ 255 cosh? psin? 0 (t’q'b — i)+
+ (—2s2) sinh? pcos? 0 (W'p — MD’)—F
+(—2s2) sinh? psin 0 (/¢ — W’)} :
(I1.7)
donde no hemos incluido la parte correspondiente a
T*, ya que al no haber términos en (IL.5) que mezclen

las coordenadas de T con las de S2 o AdSs,, la
dinamica sera independiente.

Las condiciones de Virasoro (1.3) y (1.4) son, respec-
tivamente:

p? + % — cosh? p (1 + k% cosh? p) (¢ 4 %)+
+sinh? 5 (1 — k2 sinh? §) (¥ + )+

+ 2k2 cosh? p sinh? j (9" + ) + 0 + 62+
+cos? 0 (1 + k? cos? 0) (™ + )+

+sin? 0 (14 k2sin® 0) (¢ + $*)+

+ 2625020 cos? 0 (¢'¢’ + pg) = 0,

(IL8)
~1 X 2 ~ 2 2 ~x\417
p'p—cosh® p (1 + k% cosh” p)t't+
+sinh? 5 (1 — k2 sinh? p)y' g+
+ k2 cosh? p sinh? j (iy' + ¢t') 4+ 0'0+ (IL.9)

+cos? 0 (1 + k2 cos? )¢’ p+
+sin? 6 (1 + x?sin’ 0)¢' o+
+ k2sin? 6 cos? 0 (@' + dp') = 0.

III. Soluciones de cuerda rotante

Querremos encontrar soluciones de cuerda rotante
para este sistema, es decir, propondremos soluciones
de la formas:

t = wot + Bo(0),

(0), @=wiT+ (o),

Y =w T+ Bi(0),
¢ = woT + as(0).
(IIL.1)

Esta propuesta de solucién resulta més natural al
embeber AdS3; y S% en R* bajo las restricciones
anYPYQ = —1y XMXM — 1 respectivamen-
te, siendo Yy XM las correspondientes coordena-
das cartesianas de R* en cada caso, y haciendo un
cambio de coordenadas similar al de las expresiones
(2.15), (4.2) y (4.3) de [10]. Ademas de esta pro-
puesta de solucién de cuerda rotante, en ocasiones
se buscan soluciones de la misma forma que (III.1)
pero cambiando o <> 7. Este tipo de soluciones se
llaman “de cuerda pulsante”.

Estas variables estaran sujetas a las siguientes con-
diciones de contorno (condiciones de contorno perio-
dicas) al estar trabajando con una cuerda cerrada:

O(c +27) =0(0),
1=0,1;
j=1,2.

5o +27) = (o),

Bi(o + 27) = Bi(o) + 27k,

a;(o+271) = aj(o) + 2mm;,
(I1L.2)

Si kg # 0 implicaria que existirfan curvas cerra-
das temporales (CTC). Por este motivo tomaremos



A Solucién de radio constante

ko = 0, pero por ahora lo mantendremos para re-
flejar la simetria que hay entre las ecuaciones de la
parte de AdS3 con las de S2, y finalmente tomare-
mos kg = 0 en el momento de calcular la expansion
(I.1) de la energia.

El lagrangiano (I1.7) es invariante bajo traslaciones
en todas las coordenadas excepto en p y €, de mane-
ra que tenemos cuatro cargas Noether conservadas,
que son la energia F, el espin lorentziano S y los
momentos angulares J; y Jo. Concretamente,

27 27
E :/ daa—l./, S :/ daa—lj; (I11.3)
0 ot 0 o

27
Ji = / o 9L (IIL.4)
0

27
oL
I A

9¢
En términos de (II1.1), tenemos:

2
B VA

T om
+ (—1)wy k2 cosh? p sinh? j — 513 sinh? p +

do (wo cosh® p (1 + K2 cosh? p)+

+(—1)s20/ cosh® j cos® @ — saah cosh® p sin® @),
(IIL5)

\/X 2T
= ),
+ (=1)wor? cosh? p sinh? j + s, 3) sinh? j +

S do (—wy sinh? § (1 — k%sinh? p)+

+soa sinh® p cos? 0 + spa sinh® 5 sin®0)
(IIL6)

A
_27T 0

+ (—=1D)wak? cos? O sin? @ — s1aksin? 0 +

Jy do (—w1 cos? 0 (1 + k2 cos® 0)+

+523) cosh® p cos® § — 5231 sinh® jp cos?0),
(IIL7)

A
o 2 0

+ (=1)wik? cos? @ sin? 0 + 510 sin® 6 +

Jo do (—wosin® 0 (1 + k?sin® )+

+s28f cosh® p sin® @ — s3] sinh® 5 sin ) .
(IIL.8)

Tendremos también las ecuaciones clasicas del mo-
vimiento (ecuaciones de Euler-Lagrange). Con el es-
quema (III.1), las ecuaciones para t, ¥, ¢ y ¢ son
ecuaciones de conservacion de %, con A=1t,0,0,¢
(funciones solo de o). Las ecuaciones para py 6 son,
respectivamente,

4
d (0L oL
g (8[),) ~5; =" (I11.9)
d (0L oL

No trabajaremos directamente con estas ecuaciones,
de manera que no escribiremos sus formas explicitas,
que se obtienen inmediatamente a partir de (IL.7).
Las soluciones que encontremos deberan satisfacer
estas dos ecuaciones para ser soluciones fisicamente
aceptables.

A. Solucién de radio constante

Siguiendo con el esquema (o ansatz) (II1.1), busca-
remos soluciones de radio constante, dadas por:

Bo(o) = Boi + koo,  Pi(o) = Pri + k1o,
042(0') = Qg; + Mmoo. (III.ll)
9(0’) = 90

a1(0) = ay; + myo,
p(J) = Po,
Este tipo de soluciones representan una cuerda ce-
rrada de radio constante, “enrollada” en las direccio-
nes ¥, © y ¢ ki, my y mso veces respectivamente (y
ko veces en la direcciéon temporal, pero recordamos

que tomaremos ko = 0).
En este caso, las cargas Noether (II1.5)-(IIL.8) son:

E = VX [wg cosh? j (1 + K? cosh® p)+
— wy k2 cosh? j sinh? p — s1ky sinh? p +
— $9my cosh? D cos? 0 — sgmo cosh? D sin® 9] ,
(I11.12)

S = VA [—w; sinh® j (1 — K% sinh? p)+
— wok? cosh? 5 sinh? j + s1kosinh? 5 +
+89my sinh? p cos? 0+ somo sinh? p sin? 9} ,
(I11.13)

J =V [—w1 cos? 0 (1 + k2 cos? ) — symysin® @ +
— wok?cos? O sin®6 — soky sinh? p cos? 6+

+89ko cosh? p cos? 9] ,
(I11.14)

Js =V [7&)2 sin?@ (1 + k2 sin? @) 4 symy sin® 6 +
— wik?cos? 0 sin®6 — soky sinh? p sin? 0+
+s9kgo cosh? p sin? 9] .

(IT1.15)



A Solucién de radio constante

Tomando la suma de (II1.14) y (IIL.16) definimos el
momento angular total J = J; 4+ Ja:

J =V [((1 + k) (w1 — wo) + s1(mq — mg)) sin? 6+

+39(ko + (ko — k1) sinh?® §) — (1 + k*)w1] .
(I11.16)

A simple vista, las expresiones de F y S resultan
parecidas (y lo mismo ocurre con J; y Ja), en el
sentido de que en ambas aparen términos similares
donde s6lo cambian algunos signos y que en E apa-
recen cosenos hiperbolicos y en .S senos hiperbolicos
(o senos y cosenos trigonomeétricos en el caso de J;
y J2). Por esto, resulta natural tomar las siguientes
combinaciones

E S
cosh? p sinh? 0 B
. h2 ~
=V ((wo —wy) — s1ky—L 26 + 81k0) ;
cosh” p
(I11.17)
J1 Jo

cos20  sinf
sin? 0
= \/X <(UJ2 — wl) — SlmQCOSTG — 31m1> .
(IT1.18)

Estas expresiones serdn ttiles mas adelante.
Las condiciones de Virasoro (I1.8) y (I1.9) son:

— (k2 +w?) cosh? p + (k? +w?)sinh? j +
+ (=1) (k2 + wd)k? cosh* p — (k? + w?)k?sinh* 5 +
+ 262 (koky + wow ) cosh? 5 sinh? 5 +
+ (m? + w?) cos® 0 + (m2 + w3)sin® 6 +
+ (m? + w?)k? cos™ O + (m3 + w3)k? sin® O+
+ 2/<;2(m1m2 + wiws) sin®# cos?6 =0,
(IIL.19)

— kowg cosh? p 4 kywy sinh? 5 +

+ (—1)kowor? cosh* p — kywy k2 sinh?* j +
+ w2 (woky + wiko) cosh? 5 sinh? 5 +

+ mywy cos2 0 + mowssin? 6 +

+ mywi k2 cost 0 + mowsk? sin? 0+

+ ﬁz(wlmg + wamy) sin? 6 cos?0 =0,

(I11.20)

Queremos expresar la soluciéon en términos de las
constantes w;, w;, m; y k1. Para ello, haremos uso

de cosh?p = 1+ sinh?j y cos?0 = 1 — sin?6, de
manera que podemos escribir las condiciones de Vi-
rasoro Unicamente en términos de las constantes y
de sinh p y sin 8. Renombrando estas dos cantidades
como

@ =sinh?p, y=sin?0,

las ecuaciones (I11.19) y (III.20) toman la forma de
ecuaciones de elipses (o hipérbolas):

Az + Bix + Ciy® + Dy + By =0,  (I11.21)

Apz? + Box + Coy® + Doy + B2 = 0;  (111.22)

donde los coeficientes son

Ay = —k7 ((ko — k1)* + (w1 — wo)?)

By = (k1 + ko) (k1 — ko) + (w1 + wo) (wy — wo)+
+ (=2)K% (ko (ko — k1) + wo(wo — wr)),

Ch =k’ ((ml —ma)? + (w1 — W2)2) )

D, 2 +my)(mg —my) + (w2 + wi) (w2 — wi)+

—2)k2(m1(my — ma) + wi(wy — wa)),

1+ £)(mf + wi — kg — wg);

+
—~ T~

B, =
(IT1.23)

Ay = —k*(ko — k1) (wo — w1),
By = k1wy — kowo+

+ (=1)K* (ko(wo — w1) + wo (ko — k1)),
Cy = 162(7711 - mg)(w1 - WQ),
Dy = mows — miwi+

+ (=D K*(ma (w1 — wa) + wi(mg — ma)),
Es = (14 &%) (myw; — kowp).

(I11.24)

Suponiendo que k2 # 0, kg = 0 # ki, wg # w1, my #
Mo y wy # wa, estas expresiones pueden reescribirse
de la siguiente manera:

B; \? Dy \2
A —1 =1
1<x+2A1) +Cl(y+201) +

e (I11.25)
B — =L _ =1 _
TR i Y
By \* 2\
a (o BV e (or 22)'
24, 32202 " (I11.26)
+ By - -



B Caso con (kg — k1)? = (wo — w1)? y (m1 — m2)? = (w1 — wa)

Si no se diera alguna de las suposiciones del péa-
rrafo anterior, tratarfamos las ecuaciones (III.21)
y (II1.22) con las simplificaciones convenientes de
(I11.23) y (IIL.24).

Para resolver estas ecuaciones, seria especialmente
simple el caso en el que se cumplan las siguientes
condiciones:

By By D, Dy

24, 24y 20, 20y

Simplificando estas expresiones a partir de (II1.23)
y (II1.24), vemos que estas son equivalentes a

I€2(1 + Fu'z) (kow1 — ’Ujokl) .

(ko — 1) — (wo — w1)?] =0, (I11.27)

l€2(1 + /12) (miws — mowy) -
. [(ml — m2)2 _ (wl B w2)2] —0 (11128)

2
En ese caso, podemos despejar (erQBTll) y

2
(y + 2%11) haciendo combinaciones lineales de
(II1.25) y (II1.26). Vemos que estas condiciones se
cumplen si 1+ x2 = 0. A lo largo del resto del anali-
sis, veremos que aparecen factores (1+x2) a menudo,
de manera que un caso particularmente simple para
analizar serfa tomar k2 = —1, aunque en este texto
no sera considerado. Estas condiciones se satisfacen
también si k2 = 0, pero este caso no tendria senti-
do tratarlo porque eliminariamos la deformacion del
espaciotiempo, que es precisamente el interés que te-

nemos en (I1.2).

B. Caso con (ko — k1)?> = (wo —w1)® y
(m1 —m2)® = (w1 —w2)?

En este caso, se satisfacen las expresiones (II1.27)
y (II1.28), de manera que podemos encontrar fa-
cilmente las soluciones de las ecuaciones (II11.21) y
(II1.22). Estas son

ot C1Es — E1Cy
STV AG, -Gy
i [ AEr — Bad
Y="Yo ClA2_A1027

donde hemos renombrado

(IT1.29)

(I11.30)

2 6

B B D1 Dy
0= 794, 7 24, T Tac, T Tacy
- B} D}

Ei=Fi-rr~ 1,
(I11.31)

Las condiciones (ko — k1)? = (wo — w1)? y (mq —

mso)? = (w1 — we)? se satisfacen en los casos wy —
w1 = £(ko — k1), w1 — wa = £(my — ma). De las
4 combinaciones, so6lo 2 son realmente posibles. Si
en los dos casos elegimos el signo positivo (respec-
tivamente negativo), encontramos que A; = 24,
(A1 = —2A4,), y lo mismo ocurre con los B;, C;
y D;, pero Ey # 2E5 (Ey # —2F5), de manera que
el sistema de ecuaciones (I11.21) y (II1.22) es incom-
patible. Las “soluciones” (1I1.29), (II1.30) no lo son
realmente, ya que en este caso los denominadores de
las fracciones en las raices serian 0.

Por tanto, inicamente deberemos considerar los ca-
sos en los que tomemos signos distintos en las igual-
dades. Llamaremos primer caso a wg — w1 = kg — k1,
w1 —wy = —(m1 —ms), y segundo caso a wy — wy =
—(ko — k1), w1 — wa = my1 — ma. Reescribimos en
las expresiones anteriores wg = wy + kg — k1, w1 =
we —M1+me para el primer caso y wg = w1 —ko+k1,
w1 = wa+m71—mg para el segundo, por lo que se tie-
ne que las partes de las soluciones (I11.29) y (IIL.30)
son (signo superior para el primer caso y signo infe-
rior para el segundo):

1 1+/12k0iw1

= __ 111.32
o 2 22 ko — kl ’ ( )
1 14kK%m Fwe
= - e 111.33
P97 02 g —my ( )
C1Ey — E1Cy
A1Cy — C1Ay
1 1+ K2 Mo & wo 2
= 111.34
4k2 4k2 ( k’o — kl + ( )
. 14+ kK2 (ko +w; 2
4:‘{4 ko — kl ’
A1Ey — E1Ay
Ci14> — A,Cy
1 1+ K)2 ]fl F wq 2
= —— 111.35
4K2 4k2 (ml —ma + ( )
1+ k2 / mi Fws 2
+
4k4 my — Mo



B Caso con (kg — k1)? = (wg — w1)? y (my —ma)? =

Las expresiones (I11.17) y (I111.18) quedan:

E S

cosh? p

sinh? p B

14+ (1+ inh? 5
:ﬁ(i +( ?fm P (ko — K1)+
cosh” p

S1
+ ko |,
cosh? j 0)

S
cos2f  sin?6

\E<i <1:|:(51:F1)sin29> (g — )+

cos? 0

(I11.36)

s1
+(_1)cos2 9m1> '
(IIL.37)

Lo siguiente que deberemos hacer es expresar las
constantes wi y ws en términos de k;, m; y F, S
y J;. La razon de esto es que estas cantidades son
las cantidades “més fisicas”, ya que k; y m; tienen
que ver con la geometria de la cuerda y E, Sy J;
son constantes del movimiento. En nuestro caso, es-
tamos interesados en las soluciones con el momento
angular total J (dado por (II1.20)) tendiendo a +oo,
de manera que nos resultarda conveniente considerar
el cambio de variable

1 1
J= ST, = (=), (I138)

donde claramente hemos tomado J’ := J; — Js. Con
este cambio de variable, multiplicando la expresion
(II1.37) por cos? @ se tiene

J—J

© 2sin?6
=\ (:I: (1 + (s F 1) sin? 0) (m1 —mg) — slml) )
(I11.39)

De esta expresion podemos sacar una ecuacion pa-
ra sin?f. Renombrando J = VA J, J' = VA J’
llegamos a

J-=J
> (IIL40)
+(£(my —m2) — s1mq — J)sin® 0 = 0.

(51 F 1)(my — mg)sin® 6 +

Haciendo lo mismo para la expresion (II1.36), multi-
plicando por cosh?p y tomando E = VA &, S =
VA S encontramos la siguiente ecuaciéon para
sinh? j:

(w1 — w2)2 7

(s1ko £ (ko — k1) — & — S)sinh® j +

111.41
+(s1 4 1) (ko — k1) sinh* p — S = 0. ( )

Estas son dos ecuaciones de segundo grado, por lo
que podemos obtener facilmente sin?# y sinh? j en
términos de las constantes:

b1 + b% — 4a1d1

sin? @ = (I11.42)
20,1
con
a1 = (s1 F 1)(m1 —ma),
by =J F (m1 —ma) + s1my
J-=-J
dy = 9 5
by + /b2 — dasd
sinh? j = -2 2~ "2z (I11.43)

2@2
a9 = (81 + 1)(/(10 — kl),
b2:5+8—51k0¥(k0—k1)

dy = =S.

Podemos ahora igualar las soluciones (II1.43) y
(II1.42) con (111.29) y (II1.30), de manera que queda
un sistema de dos ecuaciones para w1 y ws. Una vez
resuelto, lo dltimo que nos quedaria por hacer seria
encontrar una expansion de la energia de la forma
(I.1). Para hacer esto, vamos a tomar

J = (s1 F (L + &%) (m1 — my) sin® 6+
— (14 £%) (w2 F (m1 —ma))+
+ sa(ko + (ko — k1) sinh?® p),

(IT1.44)

que es la expresion (II1.16) dividida entre V. Fi-
nalmente, con las soluciones de wy, ws, y tomando
como sinh? § y sin” 6 las soluciones (I11.43) y (I11.42)
respectivamente, la expresion (111.44) nos daria una
relacion entre la energia £ y el momento angular J
(ademés de S, J’, k; y m;), de la cual en principio
podriamos tratar de despejar £. En lugar de hacer
esto, como Unicamente necesitamos la expansion de
£ como potencias de J, expresaremos:

1
E=cT +c+ e + O (ﬂ) , (111.45)

J



1
wy = apd + a1 + % o) (j2) . (IIL46)
wr = BT + P+ 2 40 <1> . (IIL47)
J J?

Notemos que la expansion (II1.45) es la misma que
(I.1) dividida entre v/X. Es por esto que hemos
llamado a los coeficientes de la misma manera.
Con estas expansiones, podemos hacer el mismo
proceso orden a orden. Expandiendo en serie de
1/J las dos expresiones que tenemos para sinh? 0
las igualamos entre si (y lo mismo hacemos para
las soluciones de sin? #), tenemos que, orden a
orden, los términos tienen que ser iguales. De la
misma manera, tomando la expansion de (II1.43)
y (II1.42) e incluyéndolas en (I11.44) junto con
(IT1.47), tenemos que los términos de la expansion
del miembro derecho deben ser todos nulos excepto
el primero, que debe ser igual a 1.

Para el orden lineal en J tendremos 3 ecuaciones de
las que podremos despejar ¢y, ag y Bp en términos
de las constantes. De los términos sin dependencia
en J, obtenemos otras tres ecuaciones que fijan cq,
a1 y B1 en términos de las constantes y de cg, ao,
Bo- Incluyendo méas términos en (II1.45), (I111.46) y
(I11.47) podemos continuar el proceso para obtener
mas o6rdenes en el resultado final.

Haciendo uso del programa Maple podemos hacer es-
te proceso facilmente. Vemos que (II1.29), (II1.30),
(II1.42) y (I11.43) resultan en 2* = 16 posibles com-
binaciones al igualar las expresiones para los senos
trigonomeétricos e hiperbolicos entre si (16 para ca-
da signo de wy y w1, es decir, 32 en total). En todos
estos casos, como tanto sin @ como sinh g son reales,
tendremos que exigir que sus cuadrados sean positi-
vos (en caso contrario no seria una solucion acepta-

ble).
Tomaremos en lo que sigue wyg — w1 = ko — kq,
w1 —wy = —(my — m2). Ademads, exigiremos que

el coeficiente de & lineal en 7, ¢g, sea positivo (lo
intuitivo seria que tanto el momento angular como
la energia lo sean). Ademaés, para este resultado to-
maremos kg = 0 para no tener curvas cerradas tem-
porales (que, como ya mencionamos, lo podriamos
haber anulado desde el principio). Tomando en las
4 soluciones la opcion de signo positivo, el primer
coeficiente de (II1.45) resulta ser:

(\/(,-;4 —s2)° +4s2 + 252> (s1+1)

(k* —s3) (51— 1) ’
(IT1.48)

C():ﬂ:

donde tomamos el signo tal que ¢y > 0. La expresion
de c; resulta considerablemente mas extensas y no
la incluiremos. En c¢;, ademéas de cg, aparecen los
coeficientes By v ag, que vienen dados por

cosa(sy — 1) — k2(s1 + 1)
Ara@ -1

Bo = (I11.49)

S S
L+ r2)(s1 — 1)
B+ 41+ &%) (sT — 1)B5 + 4K7))

ap = (1 +6%) (1 +8%)(s7 = 1)%

1/2

(I11.50)

Igualmente obtenemos una expresion de cs en
términos de (111.48), ¢y, (111.49), (111.50), 1 v o
(siendo estos dos ultimos también conocidos).

Para el resto de soluciones, obtenemos un resulta-
do similar en los otros 3 casos en los que tomamos
el signo positivo en (I111.42) y (II1.43) (misma cq y
“parecidos” ¢y y co, donde este parecido tendra sen-
tido en la secciéon siguiente). En los dos dos casos
con signo positivo para (I111.42) y (II1.43) y signo
negativo en (I11.29), se obtiene

(s1+ 1)K2
(51— 1)(K? + 82)

co = (ITL.51)

donde en estos casos s6lo hay una solucién de cg;
y donde nuevamente encontramos ¢y y co similares.
Para las soluciones con el signo positivo de (II1.43)
y el negativo en (II1.29) y (II1.42), tenemos:

s1+1
I€2+82.

co = (111.52)

Por altimo, si tomamos el signo negativo en (I111.43),
estas tres ecuaciones no fijan los coeficientes de
(IT1.45), sino que imponen condiciones sobre las
constantes s;, m;, k; v k (que en principio estan fija-
das a priori, de manera que este caso generalmente
daria lugar a un sistema incompatible), por lo que
no las consideraremos.

IV. Espaciotiempo de Schrédinger

Consideremos la transformacion

K > €K, t > et, P = e, p— p—loge;
eP € eP €
inh (5) - - 55, coh(p) e 5+ 55



siendo € un namero real positivo. Incluyendo esta
transformacion en (I1.2) y tomando el limite € — 0
se tiene
25 25 4p
ds? = dp? — %dﬁ + %dw“‘ - 61—6,4;2 (dt — dop)? +
+d#? + cos? 0 dp? + sin? 0 d¢? + dz,dz,..
(IV.1)

Si ahora hacemos el cambio de variable

G +G t:Cl—CQ )
2 ) 2 ) )

)=

dZ2 1 1
2 21,2
ds® — ZT + @dcl . dCQ — @F& d<2+
+d#? + cos? 0 dp? +sin? 0 d¢? + dz,dz,.,

(IV.2)

de manera que la primera parte corresponde a un
espaciotiempo de Schrédinger en 3 dimensiones.

A continuacion, queremos aplicar este limite a las
soluciones de (I11.45) encontradas en el apartado an-
terior, donde este limite simplemente corresponde a
tomar

K > €R, k1 — eky.

Sin embargo, debemos tener en cuenta los interva-
los entre los que se pueden encontrar s; y So. En
particular, al tomar x — ex, por (I1.6) se tiene que
53 < €2k%(1 + €2k?), por lo que sy serd también de
orden O(e). Por esto, renombraremos sz = €§z2, de
manera que en los resultados siguientes se aprecien
claramente los 6rdenes de cada término. Con esta
transformacion obtenemos que, para los 4 casos en
los que tomamos el signo positivo en las soluciones
(II1.42) y (II1.43), se tiene que los coeficientes son
(en los 4 casos iguales, siendo este resultado a lo que
nos referiamos en el apartado anterior al decir que
los coeficientes son “parecidos”):

. iz(sgn(?()fi)ﬁl Do, ava)

o — (mq +m2A)(1 - 3%)1 ~ S8+ 0(e), (IV.4)
289 €

c2 = (((m1 +ma)s1 —my +ma +27)-

4354
«(my —ma)(1 — s%)) % + O(e).
(IV.5)

Aunque los términos ¢; y ¢o dependen de ¢g, vemos
que estos son iguales para los dos signos del primer
término de la energia.

Los tres términos divergen como 1/¢ cuando € — 0.
Este comportamiento lo podriamos haber anticipa-
do, ya que la energia es la carga Noether asociada a
la invariancia bajo traslaciones en la coordenada t.
Por tanto, al tomar t — t. := €t,

27 2 27
FE = / daa—lf —> / do ({9.L = / d
0 ot 0 Ot 0

Como di/df, = 1/e, cabria esperar esta depen-
dencia en e de los coeficientes de (I11.45). Este es
un argumento de por qué es este comportamiento
esperable, pero no implica que sea necesario, ya que
estamos ignorando la dependencia en e del resto
de coordenadas y de & (y, por lo que comentamos
anteriormente, de s3).

di oL
dt. Ot
(IV.6)

Para los casos con signo positivo en (I11.42) y (I11.43)
y signo negativo en (II1.29) los términos son:

co = Me + 0@, (IV.7)
o =7 T’;Z(l =) % ~S§+0(e), (IV.8)
o L A(my —ma)*(1—s7)
€? k2 (sgn(k2k18o(sy — 1)) — 1)2
1
. (sgn(k2(my1 —ma2)82(sy — 1)) + 1)2+
1 A —me)(1—sY)
€ k2 (sgn(r2ky §2(s1 — 1)) — 1)°
) (m1 + m2)51 + 27’ ) 60
(sgn(k2(mq —m2)8a(s1 — 1)) + 1)2 O
(IV.9)

En este caso, el primer coeficiente es de orden
O(e) y el tercero de orden O(e~2), de manera que
en este caso las dependencias en € que no hemos
considerado en (IV.6) hacen que el argumento
anterior del comportamiento esperado no sea valido.
A consecuencia de esta dependencia distinta en
potencias de €, podriamos simplemente descartar
este caso, dependiendo del interés que tengamos en
estos resultados.

Por ultimo, en los casos en el que tomamos signo
positivo en (I11.43) y negativo en (I11.29) y (I11.42),
se obtiene



14511 (14 s1)k?

0= . O(e),  (IV.10)
1 2 1—s?2 1
01:( +Sl> m2:~_( Sl)ml*—S—f—O(G),
259 €
(IV.11)
11
Cy = E4§2 ((m1 — mg)(S% — 1)
((m1 4+ mg)s1 +mg —mi +27"))+  (IV.12)

(mg — m1)3(1 + 81)

+
2(1 +mq — mg)

+ O(e).

V. Conclusiones

A modo de recapitulacién, partiendo de la accién
de Polyakov (I.2) para una cuerda cerrada en el es-
paciotiempo AdSs,. x S2 x T* (cuya métrica viene
dada por (I1.2)), y acoplada a los campos de Kalb-
Ramond (I1.3) y (I1.4), hemos encontrado una ex-
pansion de la energia en potencias inversas del mo-
mento angular total. Para ello, hemos tomado el ca-
so en el que las constantes k; y w;, y también m; y
w;, guardan una cierta relacion que simplifica consi-
derablemente los calculos. El mismo procedimiento
se podria haber seguido en el caso general, aunque
resultarfa en un calculo mas exigente a nivel compu-
tacional. Por ultimo, consideramos un limite especial
que nos conduce al espaciotiempo de Schrodinger (en
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la parte de AdSs,) y en el que los coeficientes de la
expansion se simplifican enormemente. Debido a la
falta de espacio, no se han considerado otros limites
o casos que podria resultar conveniente estudiar, co-
mo el ya mencionado x? = —1, y otros que también
podrian conducir a simplificaciones o resultados in-
teresantes.

Otro caso que se podria estudiar es, dada la mis-
ma métrica (I1.2), proponer soluciones como (I11.1)
pero intercambiando los papeles de 7 y . Como
ya mencionamos, ese ansatz se conoce como ansatz
de cuerda pulsante. En [11] podemos encontrar es-
te estudio hecho para el caso de un espaciotiempo
AdSs x S3 x T* sin deformar.

Se podrian buscar también soluciones de otro tipo,
con un ansatz diferente o con estos ansatz ya men-
cionados pero, por ejemplo, sin tomar soluciones de
radio constante. Esto claramente complicaria nota-
blemente el trabajo. En [12] encontramos un analisis
similar al de este texto, en el que se toma el ansatz
de cuerda rotante pero no se imponen soluciones de
radio constante. Este desarrollo se hace sobre un es-
paciotiempo AdSs x S° n-deformado (que es una va-
riante de AdS5 x S° con una deformacion dada por
un parametro 7).

Por altimo, podria resultar interesante considerar la
cuantizaciéon de la cuerda. En este texto hemos tra-
bajado tnicamente de manera clésica, pero se po-
drian haber encontrado resultados ttiles, ya sean co-
rrecciones cuanticas a la energia (que, como se dijo
en la introduccion, son nulas en el limite J — 00)
u otras propiedades de la teoria. En [13] se cuantiza
una teoria de cuerdas tipo IIB en un espaciotiempo
AdSs x S% x T* (sin deformacion).
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