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Funciones de fragmentacion y Cromodinamica en un ordenador cuantico

Nicolds Alberto Martinez de Arenaza

Supervisor: Felipe José Llanes Estrada
Departamento de Fisica Teorica

En este trabajo se presenta una implementaciéon del Hamiltoniano de la cromodindmica cuantica
(QCD) en el frente de luz, para estudiar funciones de fragmentacién en un ordenador cudntico.
La metodologia empleada permite estudiar procesos no perturbativos de QCD. A pesar de las
limitaciones actuales de los ordenadores cuénticos, este trabajo constituye una buena base para

futuras simulaciones en computacién cuéntica.

I. INTRODUCCION

En los tltimos anos, la computacién cuantica se ha con-
solidado como una herramienta con gran potencial para
resolver problemas complejos que, en fisica tedrica, resul-
tan casi imposibles de tratar utilizando métodos clésicos.
Concretamente, la cromodindmica cudntica (QCD), que
es la teoria que describe la interaccién fuerte entre quarks
y gluones, tiene una estructura no abeliana que complica
su tratamiento analitico en el régimen infrarrojo, en el
cual los métodos perturbativos dejan de ser validos. Este
trabajo ayuda al desarrollo de nuevas técnicas para la si-
mulaciéon de QCD mediante computacién cudntica, y se
centra especificamente en el estudio de las funciones de
fragmentacién, que sirven para comprender el proceso de
hadronizacién en colisionadores de altas energias.

Las funciones de fragmentacion no se calculan en QCD
reticular porque dependen de correladores con separacion
temporal, mientras que los cédlculos en el reticulo se rea-
lizan en espacio euclideo. Asi, las oscilaciones propias de
las exponenciales de fase e**#*" del espacio de Minkowski
se convierten en exponenciales decrecientes e~ facili-
tando un tratamiento tipico de fisica estadistica. Esta
formulacion euclidiana impide estudiar las dindmicas de
hadronizaciéon que ocurren en el espacio de Minkowski,
que describen la transicién de un quark libre a un ha-
drén. Por ello, la estructura no local y la dependencia en
el tiempo real de las funciones de fragmentacién hacen
muy dificil su estudio en QCD reticular.

Para conseguir el objetivo descrito en el resumen, en la
seccion II introducimos la formulacién en el frente de luz,
una base oportuna para estudiar sistemas relativistas.
En dicha formulacion, se presentan las magnitudes fisicas
que forman el algebra de Poincaré, fundamentales para
describir la dindmica del sistema. A continuacién, en la
seccion 111, se desarrolla el hamiltoniano de QCD en este
formalismo. Posteriormente, en la secciéon IV, se definen
las funciones de fragmentacion en el frente de luz.

Una vez establecido el marco tedrico, en la secciéon V se
expone la codificacion del sistema fisico en un ordenador
cuantico, empleando un modelo alternativo a la transfor-
macion de Jordan-Wigner. Esta codificacion es més efi-
ciente en cuanto al niimero de cubits requeridos, ya que
permite representar un mayor nimero de modos por par-

ticula. A continuacion, en la seccién VI, se analizan las
limitaciones de los ordenadores cuanticos actuales, y se
determinan las especificaciones técnicas necesarias para
que el cbédigo implementado pueda ejecutarse en dichos
dispositivos. Posteriormente, en la seccién VII, se detalla
el hamiltoniano que se ha seleccionado para la simulacién
y se estudia el error introducido por el tamano finito del
espacio de Fock (nimero de particulas representadas en
el circuito) y el paso de Trotter, lo cual restringe el in-
tervalo temporal en el que la evolucion del sistema puede
considerarse sin apenas errores de discretizacién en t.
En la seccion VIII se introduce la funcién de onda
empleada para describir el mesén J/¢ (hadrén boséni-
co compuesto por un par quark-antiquark, en este caso
cc, ligado mediante interaccién fuerte), basada en mode-
los existentes en el frente de luz. Finalmente, en la seccion
IX se presentan los resultados de la simulacion, analizan-
dose tanto las limitaciones del modelo propuesto como
las posibles lineas de mejora y extensiones del trabajo.

II. FRENTE DE LUZ

Dirac observé [1] que los conceptos dindmicos del espa-
cio y el tiempo en mecénica cudntica pueden generalizarse
con el trabajo anterior de Einstein: si definimos “espacio”
como la hipersuperficie del espacio-tiempo en la que se
establecen las condiciones iniciales, entonces, “tiempo” es
solo la direccién ortogonal a esta hipersuperficie [2].

Esta idea se implementa de la siguiente forma: en el
espacio-tiempo habitual tenemos el cuadri-vector x* cu-
ya primera coordenada es z°, la temporal. Las otras
tres coordenadas & son las espaciales. Para definir nor-
mas y productos escalares se introduce una métrica de
Minkowski, 1, =diag (+ — ——). El producto escalar de
dos cuadri-vectores x* y y* se calcula mediante zy,, =
oy g = 2%y° — T - 7.

Dirac descubri6 tres posibilidades diferentes para cons-
truir una teoria con dindmica hamiltoniana en el espacio-
tiempo [1]. Consider6 las diez magnitudes dindmicas fun-
damentales (es decir, los generadores del grupo de Poin-
caré): la energfa total del sistema P, los tres componen-
tes del momento P*, el momento angular alrededor del
origen M% y el operador de impulso M, que no con-



duce a ninguna cantidad conservada en la cuantizacion
habitual, al no conmutar con el hamiltoniano Py,

[P, PY] =0,
(M, 7] =

(MM, PP] = —gHP P 4 g¥P PH
+g"? M"+ g"7 M — (1 <> v).

Para construir una teoria de un sistema dindmico hay
que obtener expresiones para diez magnitudes fundamen-
tales que satisfagan la ecuacién (1), y esta puede cum-
plirse de tres formas dindmicas diferentes: “la forma ins-
tantanea”, “la forma puntual” y “la forma frontal”.

Nosotros nos centraremos en la forma frontal, también
conocida como frente de luz. En este caso la hipersuperfi-
cie “de cuantizacion espacial” es un frente de luz, definido
por la ecuacién zt = 20 = 2% + 23 siendo =1 la coorde-

nada andloga al “tiempo”, mientras que z~ = 20 — 23,

21, 22 son las coordenadas espaciales. En el frente de luz,
las coordenadas +, —, son denotadas con las letras a y 3
respectivamente. Su métrica no es diagonal, en la conven-
cién de Brodsky, Pauli y Pinsky [2] en el plano (zt,z7)
toma la forma

g = (g g ) Jab = (192 162 ) 2)

mientras que en el plano (z1,22) =z, es igual que la de
Minkowski. El producto escalar x -y es

2"y’ guy = 3 (zTy~ +a2ty") —at -y, Para un sistema
con k particulas, las cantidades fundamentales son

= b PT=D"pk M= (gink — aipk)
k k k

M7= gipt, M= g0 pf
k k

| ¢ (@) +m2)
M=) . — ek | HV
k k

1)2 2
_ p +m
k k

donde los posibles potenciales V y V* describen las in-
teracciones entre particulas; deben garantizar el dlgebra
de Poincaré, ec. (1). El nimero de generadores dindmicos
(dependientes de V' y V%) es tres, el minimo posible.

III. REDUCCION DEL HAMILTONIANO

QCD es la teoria gauge que describe la interaccién en-
tre quarks (fermiones) y gluones (bosones de gauge). Es-
cribamos el hamiltoniano de QCD en el frente de luz,
como la masa invariante del sistema (al cuadrado) [2]

H=P"P - P%. (4)

En el frente de luz se puede realizar un impulso longitu-
dinal, siendo J3 = J, invariante. Esto nos permite sim-
plificar la expresién (4), ya que P, = 0, el hamiltoniano

es entonces H = PTP~. Siendo Pt el momento longitu-
dinal total del sistema, cuyo valor fijamos en 1 GeV. A
su vez, debemos fijar el valor de la constante de acopla-
miento fuerte g; como el momento maximo de la malla es
de 1 GeV, alcanzamos escalas no perturbativas [3]. Para
ello, utilizamos la evolucién de «; en la ecuacién (9) de
[4], obteniendo un valor de g(1GeV) = 4,09.

En la ec. (5) se explicita P~, donde la suma sobre 7y

5 8 T .
sesdela8 By =>4 [T A, A, vy v son indices
s t= .

de color y J# = UyHT, U + Zit:l fret(orAY) A, es la
corriente de color,

p— 9 / T (5)
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Los campos libres son expandibles en modos normales,

M=% [ilespe
= 20: / [Pltiao (p)e

donde utilizamos la notacion f [p]

apf”" + EM;(p)eipl'aIm_T
_ipﬁbpf” + /UOCU( ) lpld;aw (6)

dptd’py _
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grangiano es invariante bajo recalibraciones y hemos fi-
jado el gauge del frente de luz como A} = 0.

Al definir este gauge, los gluones solo tienen dos grados
de libertad transversales. Por otro lado, aunque A~ no es
cero, queda determinado por la fijacién del gauge y, por
tanto, no tiene una dindmica independiente. Los vectores
de polarizacién € y los espinores u, v estan recogidos en la
primera seccién del material suplementario!. Los opera-
dores de creacién y destruccién a, aL crean y destruyen
particulas individuales p, y se denotan abreviadamente
con un solo indice, por ejemplo ap,o,r, = 1. Cumplen
las siguientes relaciones de (anti)conmutacién candnicas:

(apsaly | = {vp.0) } = { by } = 6
=o(p" —p™)0% (pL — /)05 07 (7)
y [a,b] = [a,d] = {b,d} = 0. El hamiltoniano es H =

T + U donde T es la energia cinética, la parte de H
independiente de la constante de acoplamiento g,

TZt1

)biby + ta(p)did, + ts(p)alay),  (8)

L Véase en hitps : //teorica.fis.ucm.es/ft11/PARTICULAS.DIR/
Material__suplementario — 1.pdf


https://teorica.fis.ucm.es/ft11/PARTICULAS.DIR/Material_suplementario-1.pdf

con las funciones auxiliares

1.0(p) = t3(p) = (W) ag(p) = (“)g )

Lq Lg

donde q representa a los quarks, g a los gluones, y ¢ a los
antiquarks; x,, es la fraccién del momento longitudinal
de una particula p respecto al momento total del sistema

D

. (10)

T, =

La energia de interaccién se descompone en U = V +

F + S + C, términos que examinaremos. La interaccién
o “vértice” de emisién/absorcién de un gluén, V, es

V=Y [b{bgagvl (1;2,3) + di daasVs (12, 3)
1,2,3

+ aldybsVs (1:2,3) 4 alazasVy (1;2,3) + h.c} . (11

Las funciones V;,(1;2,3) dependen de las variables ¢*,
q., el color, el sabor y la helicidad, y se dan en las ta-
blas I y III. Hemos utilizado una notacién compacta,
donde los términos 1,2 representan p1,pa, by, = b(pn) y
Va(1;2,3) =V, (pl,pg,pg) porello 3, , 5 suma sobre los
tres momentos discretizados. Por otro lado, Vi = -V
Por dltimo, hemos utilizado la notacién V- = > Vi
esta notacion también ha sido utilizada para F', S'y C.

En este trabajo no hemos implementado los términos
C, S y F debido al reducido nimero de particulas que
utilizamos. Atn asi, hemos calculado estos términos para
futuros trabajos, véase material suplementario.

La interaccién de bifurcacién F' cambia en dos el ni-
mero de particulas,

F= 3" [blbadsbiPi (152,3,4)
1,2,3.4
+ dldabsds Fy (152,3,4) 4 blbyazasFs (1;2,3,4)
+ didyaszasFy (1;2,3,4) + alagdsby Fs (152, 3,4)
+ alasazasFy (1;2,3,4) + he.  (12)

Las funciones F),(1;2,3,4) se recogen en las tablas 2 y
4 del material suplementario, donde Fy = Fy, Fy = Fj3
(I6gicamente, estas igualdades requieren los cambios ne-
cesarios de los operadores v = T ).

El término gaviota, 2 — 2, S, se muestra a continuacion

s=3 [b{b§b3b4sl(1,2;3,4) (13)
1,2,3,4

+ didbdsds Sy (1,2;3,4)
+ bia£b3a454(1, 27 33 4)

+ bl dbsdyS5(1,2;3,4)
+ dlaldsasS5(1,2;3,4)
+ bl dbasasSe(1,2:3,4)  + alabasasSy(1,2;3, 4)] .

Vi (IIAQUZ(IS 1¢3Ta3u2)
Va - qﬁzzqs v2¢3T“3 v1)
Vs . qfqzqs (B2 T u3)
Va| 22592 [(c1g3) (eaes) + (esr) (cfea) + (aa) (chea)]

TABLA I: Vértices de interaccién en términos de los
espinores de Dirac. Aqui, Av = §o (qfr —qf - q;')

\
S (GL1—qLa—7 siendo § = —22—_.
(@La—qL2—qL3) g o
M ﬁ( a(p)Mu(q)) 6x, .1
YL-alla (fi qL)—i)\qaL/\(%—Z—i)
vt 0
M piﬁ (@(p)Mu(q)) dx,, -,
YL -aL ai(Ng) (p%—q%)
7t 2
T
M e ((p)Mu(q)) 0,7,
Yi-aL a1 (Aqg) (p% + q%)
y* 0
M — (0(p) Mu(q)) Ox,,-2q
YL-aL aL'(%—&-%)—z)\ ai A (5 - %)
vt 2

TABLA II: Elementos de matriz [2] en funcién de los
espinores de Dirac u(p)Mu(q) y v(p)Mu(q).

En este tipo de interaccién, se mantiene fijo el nimero de
particulas. Las funciones S, (1,2;3,4) se recogen en las
tablas I y V del material suplementario, con Sy = 57 y
S5 = S4. Los operadores de contraccién C surgen al es-
cribir P~ en orden normal. Contribuyen a la autoenergia
de los fermiones y a la polarizacién del vacio, respectiva-
mente,

0201

donde Cy = (1. Su estructura permite interpretarlos
como términos de masa/autoenergia.

En la tabla I y en las tablas I, II y III del material
suplementario, se presentan los distintos coeficientes del
hamiltoniano en funcién de helicidades y sabores. Para
ello, hemos empleado las ecuaciones (6) y (7) partiendo
de la ecuacién (5). De esta manera, se reproducen los
términos presentados en [2], corrigiendo pequeiias erratas
en algunos coeficientes.

A continuacién, en la IIT y las tablas IV, V y VI del
material suplementario observamos V,,, F,,, S, y C), res-
pectivamente en funcién de las helicidades, el color, el
momento intrinseco y el sabor. Para ello, utilizaremos
la tabla II, donde por definicién, el vector a cumple
ai (A) = —Aag—ia, con A =+x1lya; Aby = azby—ayb,.
También hemos utilizado la ecuacién (15).

=1u(p)yFu(g). (15)

)bibg + C2 (q) didg + C5 (q) alag) . (14)

o(p)v(q) = —u(p)u(q), v(p)y*o(g)
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TABLA TII: Vértices de interaccién en términos de heli-
cidad y factor de color, con Av y § dados en la tabla I.
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IV. FUNCIONES DE FRAGMENTACION

En los ultimos anos, diversos trabajos han explorado
el uso de ordenadores cudnticos [5] en distintas dreas de
la fisica, como la fisica atémica [6], la fisica de particu-
las [7-10] y la fisica quimica [11]. En este trabajo, noso-
tros estudiamos las funciones de fragmentacion, un area
que recientemente ha comenzado a abordarse mediante
computacién cudntica [12, 13].

Los teoremas de factorizacion para procesos inclusivos
en QCD son la base tedrica de la mayor parte de la fe-
nomenologia actual de QCD. Cuando dicha factorizacion
se aplica a distribuciones de hadrones en el estado final,
aparecen las funciones de fragmentacién (ffs). Estas se
utilizan para las distribuciones de hadrones que surgen
de partones procedentes de la difusién profunda.

En el modelo de partones dj,/;(z) es la probabilidad de
que en el chorro j iniciado por un partén se encuentre el
hadrén h con fraccién z del momento P* del chorro.

Al igual que las densidades de partones, satisfacen re-
glas de suma para las cantidades conservadas [14-20].

En QCD, la definicién de la funcién de fragmentacion
contiene un estado parténico inicial creado mediante la
aplicacién de un operador de creacion en el frente de luz
para un campo fermiénico (o bosénico) sobre el vacio,
de ahi la conveniencia de describir el hamiltoniano de
QCD empleando esta formulacién, véase I11. La definicién
estandar de una funcién de fragmentacién para un quark
“desnudo” se toma de [21]:

dooy,n/5(2) {J, 114, p2)

Trcolor

= N Z <.7 pl'h Xout> <h7 Xout|j7p2> . (16)
c,J X

Aqui, |4,p1) ¥ |4, p2) son estados iniciales de quarks con
sabor 7, y momento p, obtenidos al aplicar un operador
de creacién en el frente de luz al vacio. El hadrén A en
el estado final transporta una fraccién z del momento

4

del quark, es decir, k= = zp~ (siendo k el momento del
hadrén). Los estados de salida son |h, X,,+) con h etique-
tando las especies de particulas medidas y la suma sobre
X representando una suma completa sobre todas las de-
mas contribuciones al estado final. Por otro lado, T oo
es la traza sobre el color y IV ; es el nimero de colores
de la particula j, que depende del grupo de simetria. Pa-
ra el estudio de la secciéon IX al ser j un quark charm
en el grupo de simetria SU(2) N, ; = 2, esperamos que
la contribucién de los dos colores sea la misma, por ello,
hemos simplificado la traza con el nimero de colores.

En [21] los operadores de creacién y aniquilacién en el
frente de luz incorporan un factor (27)32p* en los con-
mutadores. En nuestra formulacién, dicho factor ha sido
absorbido en la integral, véase el texto que sigue a la ec.
(6), por lo que no aparece explicitamente en el denomi-
nador de la ecuacién (16). A su vez, consideramos nulo
el momento transversal, p; = 0.

V. CODIFICACION

Hemos utilizado la codificacién propuesta en [22], que
asigna un “registro” a cada particula del sistema. Cada
registro consiste en un conjunto de cubits que almacenan
los niimeros cuanticos de la particula representada. Ade-
mas, incluye un cubit adicional de “presencia/ausencia”
(P/A) (un controlador para determinar si el registro re-
presenta una particula o si debe considerarse vacio y dis-
ponible). En caso de necesitar una particula adicional, se
debe activar un registro vacio y establecer su cubit de
presencia en 1. Para una particula con momento, espin
y color, el estado de vacio (correspondiente a la ausencia
de la particula) se define como:

|Q> = |0>P/A® |O>spin® |00>c010r® ‘00>p (17)

donde p indica el momento. En este enfoque, la cantidad
de cubits necesarios para codificar n particulas con N,
modos por particula es de orden nlog, INV,,. Este escalado
resulta mas eficiente que la transformacién de Jordan-
Wigner [23], que requiere O(N,), siempre que el siste-
ma involucre un niimero moderado de particulas con una
gran cantidad de estados accesibles para cada una.

Para implementar los operadores de creacién y des-
truccién, utilizamos las ecuaciones (50) y (85) de [22]:

n

bgn) — ZP(()”_])

j=1

(n) _ ZP(TL 7)

® (Co1 ®5p); @ ng__ll) “Ajej-1 (18)

(COI ®5p) ®]P(j D Sje(jfl)-

]P’;n) es un proyector sobre estados con exactamente j

particulas en una memoria de como méaximo n cubits. El

término ag ) representa el operador de aniquilacion de los

bosones en una memoria con n registros de particulas, y el



término bén) es el operador respectivo para los fermiones.
Los operadores A y S antisimetrizan y simetrizan los
estados, respectivamente. El operador C;; es un operador
de control, que actiia sobre el cubit de presencia/ausencia
del registro, cumpliéndose

Cij |k) = 6;x7) (19)

Cyo impide el intento de crear una particula si el registro
ya estd ocupado por otra (es decir, el cubit de presen-
cia es |1)). Por ultimo, s, es un operador de “supresiéon”
que puede borrar los niimeros cuanticos del registro para
devolver el estado |p) al estado de referencia, |2). Por
tanto, el operador de “asignacién” 5;, convierte el vacio
al estado |p), |2) — |p). Para més informacién sobre el
funcionamiento de dichos operadores, véase [22].

En la codificacion empleada, cada registro ha sido di-
senado para representar los grados de libertad de una
particula individual, asignando un cubit para indicar su
presencia, uno para el espin y uno para el color en el ca-
so de los quarks (dos para los gluones) al considerar el
grupo de simetria de SU(2) en la seccién IX. El sabor no
ha sido incluido en esta implementacion.

Con el fin de optimizar el niimero de cubits empleados,
y por ende, el tiempo de ejecucién, se ha adoptado una co-
dificacion asimétrica del momento longitudinal, que per-
mite representar un mayor niimero de estados del mesén
en comparaciéon con una codificacién simétrica, utilizando
una cantidad menor de cubits. En concreto, en la seccién
IX se han utilizado tres cubits para codificar el momento
de los quarks, lo que permite representar los valores del 1
al 7 (sin normalizar). Para los antiquarks se han utilizado
dos cubits, permitiendo representar momentos entre 1 y
4, mientras que para los gluones se ha empleado un tinico
cubit, codificando los valores de momento 4 y 6. En con-
secuencia, la representacion completa requiere 6 cubits
para cada quark, 5 para cada antiquark y 5 adicionales
para cada gluén. Por ultimo, se han incorporado 4 cu-
bits auxiliares destinados a implementar las operaciones
de antisimetrizacién, dando lugar a un circuito cuantico
compuesto por un total de 26 cubits al implementar dos
quarks, un antiquark y un gluén.

VI. LIMITACIONES DEL HARDWARE
CUANTICO

A continuacién, hablaremos de las caracteristicas de los
ordenadores cuanticos. Debido a la presencia de errores
asociados a la ejecuciéon de puertas cuanticas en los dis-
positivos actuales —como los desarrollados por IBM—,
se ha optado por utilizar por el momento un simulador,
yva que el circuito empleado en la seccién IX es dema-
siado profundo para su ejecucion en el hardware actual.
Los ordenadores cuanticos de IBM son del tipo Noisy
Intermediate-Scale Quantum (NISQ), se caracterizan por
una capacidad de memoria de cubits de una centena, pe-
ro sin correccién de errores a gran escala. Las fidelidades

tipicas de las puertas de dos cubits alcanzan entre el 98 %
y el 99.5%.

Si quisiéramos ejecutar el circuito descrito en la seccién
IX con un tinico paso de Trotter en un ordenador cuantico
de IBM tendriamos una profundidad (D) de veinte millo-
nes de puertas.El simulador asigna D = 1 a la mayoria de
las puertas, implicando que transformar una puerta en su
versién controlada no aumente su profundidad; en cam-
bio, el simulador las descompone en puertas mas senci-
llas, aumentando D. Por ejemplo, una puerta sencilla co-
mo la Toffoli requiere sesenta puertas para implementarla
en el ordenador cuantico de IBM “ibm__sherbrooke”. Pe-
ro este codigo ha sido preparado para ser implementado
en un simulador cuantico, minimizando los cubits auxilia-
res para reducir el nimero de estos en el sistema, ya que
la memoria aumenta de forma exponencial con los cubits
en el simulador. Por ello, hemos utilizado multicontro-
les en los cubits para realizar las rotaciones, priorizando
el namero de cubits frente a la D. Si utilizdramos mas
cubits auxiliares, podriamos realizar la rotacién contro-
lando con uno solo, como se describe en la figura 4.10 de
[24]. De esta forma, podriamos reducir D un factor vein-
te, de forma que, estimamos D ~ 10° con el ordenador
cuantico.

Por tanto, para tener un error inferior al 10%, el
error por puerta (sin correccién de errores) debe ser
€ < 1077 %, error bastante inferior a los actuales.

A continuacién, estudiamos los tiempos de coherencia;
en IBM? son (T} y T») que estan comprendidos en el in-
tervalo 100-400 wus. T7 es el tiempo de relajacién, que
mide cuanto tarda un cubit en perder energia y caer del
estado excitado al estado base, mientras que 75 es el tiem-
po de desfasamiento, que mide cudnto tiempo permanece
coherente la fase relativa de un cubit antes de perder in-
formacion cudntica por interaccién con el entorno.

Debido a esto, los circuitos cudnticos en estos disposi-
tivos estan limitados en profundidad: tras unas 100-300
puertas cudnticas, los errores acumulados debido a la de-
coherencia y operaciones imperfectas reducen considera-
blemente la precisién de los resultados [25].

Para calcular el tiempo de simulacién de un paso de
Trotter del circuito descrito en la secciéon IX debemos es-
tudiar el tiempo de implementaciéon de las puertas; este
ha disminuido rapidamente con el tiempo. Por ejemplo,
en 2017, el tiempo de cada puerta era de 130 ns (nano-
segundos) para puertas de un cubit y entre 250 y 450 ns
para puertas de dos cubits [26]. En cambio, actualmente
cada puerta puede costar en torno a 60-88 ns [27].

La ventaja del ordenador cuantico es el paralelismo,
que permite ejecutar puertas cuanticas simultdneamente.
Concretamente, para poder ejecutar el circuito descrito
en la seccién IX se necesitan 26 cubits. Si consideramos
que por cada capa podemos implementar, en el mejor de

2 Véase en https //www.tbm.com/quantum/blog/eagle —
quantum — processor — per formance
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los casos, 26 puertas (considerando por simplicidad solo
puertas de un cubit), tendriamos unas 38462 capas.

Asumiendo un tiempo de ejecucién de 70 ns por capa,
se necesitarian tiempos de coherencia del orden de 3.7
ms, lo cual es aproximadamente ocho veces superior al
rango actual (100-400 us).

Aunque IBM (entre otros) estd mejorando las técni-
cas de mitigaciéon de errores, en la actualidad, el uso de
simuladores clésicos sigue siendo crucial para probar al-
goritmos cudnticos. Uno de los principales inconvenientes
de utilizar un simulador cudntico actual es el reducido ni-
mero de cubits simulables (ya que la memoria necesaria
escala con 2" la dimensién de Hilbert, para n cubits).

Atn asi, podemos centrarnos en la implementacién de
una parte del hamiltoniano de QCD, lo que si podemos
hacer con la capacidad disponible. En paralelo, hemos
realizado el cédlculo completo del hamiltoniano general
de QCD en el frente de luz, que podra ser ejecutado en
cuanto se disponga de ordenadores cuanticos con mayor
capacidad.

VII. IMPLEMENTACION

Por el momento, nos hemos centrado en la ejecucion
de los términos V', expresados en la ecuacion (11). Estos
describen los vértices de interaccién entre un quark y un
gluén (procesos del tipo ¢ — qg, ¢ — qq, etc), siendo el
bloque fundamental de las interacciones de QCD, aunque
no hemos simulado por ahora el vértice Vy al suponer un
aumento en el nimero de gluones. A su vez, los términos
F (bifurcacién), I (autoenergia y polarizacién del vacio)
y S (interaccién tipo gaviota), aunque relevantes para
una descripcién completa del sistema, suponen una com-
plejidad computacional bastante mayor (y ademas, estas
contribuciones serian menos relevantes en un régimen de
acoplamiento débil, por ser de orden ¢?). En la simula-
cion de la seccion IX no se activdé Vo debido al pequeno
nimero de momentos de la malla.

En resumen, esta primera implementacion busca ser
una prueba de concepto sélida, centrada en las interac-
ciones mas accesibles en el simulador cudntico, con vistas
a futuras ampliaciones que incorporen el resto de los tér-
minos del hamiltoniano cuando los ordenadores cuanticos
hayan superado las limitaciones actuales relacionadas con
la decoherencia y el ruido.

Por ello, hemos considerado el hamiltoniano

H=T+V,+ Vs (20)

es decir, implementamos los vértices de la figura 1. A
continuacién, describimos cémo implementar la ecuacién
(16) en el ordenador cudntico. En primer lugar, exami-
namos la evolucién del hamiltoniano, es decir

U(At) = exp(—iHAY) (21)

H es el hamiltoniano implementado en la ecuacion (20).
Es necesario transformar la exponencial (21) en un pro-
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FIG. 1: Vértices de interaccién implementados en el
simulador cuéntico. La primera fila corresponde al
potencial V; (emisién/absorcién de un gluén por un
quark), y la segunda a V3 (creacién o aniquilacién de un
par quark-antiquark tipo Breit—Wheeler), con sus
correspondientes hermiticos conjugados.

ducto de exponenciales. Debido a la no conmutativi-
dad y a la regla de Baker-Campbell-Hausdorff, e4e? =
eA+B+3ABI para exponentes no conmutativos, espe-
ramos errores del orden de (At)2. Por tanto, al imple-
mentar la férmula de Lee-Trotter [28] se obtiene

U(At) = e T8N " e (Vitheddl 4 O((A1)?). (22)

j=1,3

A continuacién, representamos en la figura 2 la pro-
fundidad del circuito (ntiimero de puertas logicas nece-
sarias) implementado en el simulador, como funcién del
numero de modos o estados para el gluén; dichos estados
aumentan su nimero de forma exponencial al aumentar
el nimero de cubits para la representaciéon del momen-
to. En esta figura se observa que la profundidad escala
linealmente con el nimero de modos.

Aunque en la figura 2 pudiera parecer contradictorio
que la linea correspondiente a SU(3) se sitiie por debajo
de la de SU(2), en realidad, para un mismo nimero de
cubits dedicados al momento, tanto la profundidad del
circuito como el nimero de modos del gluén son mayores
en SU(3) que en SU(2), como era de esperar. La aparente
inversién se debe a que el punto de SU(2) que se encuen-
tra justo por encima del correspondiente a SU(3) en la
grafica utiliza un cubit adicional para la codificacién del
momento, lo que explica el aumento en profundidad.

Ahora, calculamos el tamano del paso de Trotter que
podemos emplear. Para ello, hemos calculado por sepa-
rado la probabilidad de emitir un gluén al inicializar el
estado con un quark , considerando SU(2) y una distribu-
cién asimétrica de los cubits para momento, tal y como
hemos explicado en la seccién V. Ademsds, en la figura 3
hemos representado el valor teérico y el error que se pro-
duce al realizar el corte de solo considerar un gluén en el
vértice V;. Este calculo se puede realizar de forma anali-
tica para un ntmero de particulas finito; concretamente,
para el caso de que haya un gludn, la probabilidad es

Py = (O, kg, pglexp(—iVit)|Qy, Q7, ¢q) = COSQ(V (t) )
23
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FIG. 2: Relacion entre la profundidad del circuito y el
nimero de modos del gluén en los grupos SU(2) y
SU(3), al incrementar el nimero de cubits dedicados al
momento de las particulas, comenzando con una
codificacién inicial de dos cubits. Los puntos azules y
rojos son una estimacién de la profundidad méxima del
circuito, obtenida bajo la hipotesis de que cada
interaccion contribuye con una profundidad equivalente.
Esta suposicién conduce a una cota superior respecto al
valor tedrico, ya que no considera posibles
optimizaciones debida a la transpilacién completa del
circuito. Los puntos naranjas y verdes corresponden a
los valores exactos obtenidos tras transpilar el circuito
completo.

k y p son un estado genérico del gluén y quark respecti-
vamente, g es el estado inicial del quark con el que ini-
cializamos el estado. Tanto en la ecuacién (23) como en
la (24) se ha obviado escribir los estados para el segundo
quark, con el fin de no sobrecargar las expresiones. Por
otro lado, V se define como V? = Zj ViV siendo
1 el estado inicial del quark inicial y j todas las posi-
bles interacciones para ese quark, que vienen dadas por
el término Vi de la tabla III. Para simplificar la notacion
hemos omitido el subindice del vértice V7, lo mismo suce-
deré para el vértice V3. Para calcular dicha probabilidad,
hemos utilizado el desarrollo de Taylor de la exponencial.

A continuacion, para estimar el error cometido debido
al espacio de Fock, hemos calculado hasta quinto orden en
el desarrollo de Taylor la probabilidad de emitir un gluén
en un registro con hasta dos gluones, habiendo obtenido:

Py = <Q§7 kglvk;27p9|eXp(_iVlt)’ng992967 Qq>

(Vi) | - (VAT

~1-—
2 4!

+0O(t% (24)

siendo kj, un estado genérico (incluyendo el estado va-

cio) para el segundo gluén. V se define como V4 =
Zj’k ViesjVisikVisk Vi, donde ¢ representa el estado
inicial del quark, y j, k corresponden a los estados inter-
medios accesibles mediante interacciones sucesivas, bajo
la hipotesis de que el momento del quark disminuye en
cada emision; es decir, el momento asociado al estado ¢
es mayor que el del estado j, y este, a su vez, es mayor
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FIG. 3: La probabilidad de la no emisién de un gluén al
inicializar el estado con un quark de momento maximo
y evolucionar con el vértice V7, se compara con el valor
analitico, en una memoria de un solo gluén (ecuacién
(23)) y al considerar dos gluones (ecuacién (24)).

que el del estado k.

Para estimar el error cometido debido al truncamiento
en la expansion, utilizamos el resto de Taylor:

f(n+1)(c)

m(t — to)" ! (25)

Rn(t) =
tomando ty = 0, la incertidumbre viene dada por

(VS + V2 VA4 V) ¢t

I= 6!

(26)

con V: V6 = Zj,k: Vi_)jVj_,ka_,jVj_,ka_}jVj%. Para
la codificacién asimétrica que estamos considerando V' y
V son cero, debido a la reducida malla de momentos.

Las probabilidades obtenidas se representan en las fi-
guras 3 y 4. Para el vértice V3 (figura 4), inicializamos
el registro con un gluén de momento 6/7, es decir, el
maximo que se puede formar con el quark con momento
maximo que inicializaremos en la secciéon IX. Esta pro-
babilidad no varia al aumentar el registro de gluones.

En la figura 3 se observa que el error asociado al tama-
no finito de la malla es practicamente despreciable para
tiempos inferiores a 1,25 GeV ~!. Asimismo, es posible es-
timar un tamafno de paso adecuado para representar con
precision las expresiones analiticas. En particular, tanto
en la figura 3 como en la figura 4, los resultados simulados
son compatibles con las predicciones analiticas al emplear
un paso de 0,3 GeV L. No obstante, una reduccién en el
tamano del paso de Trotter conlleva una disminucién del
error en la evolucién temporal.

En estos ejemplos hemos comenzado con un quark o un
gluén, pero las ffs requieren hadrones, y como ejemplo,
fragmentaremos al mesén J/¢. A continuacién, explica-
remos la funcién de onda que se ha utilizado.
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FIG. 4: La probabilidad de obtener un gluén al
inicializar el estado con un gluén de momento 6/7 y
evolucionar con en el vértice V3. La expresion analitica
ha sido calculada con la ecuacién (23).

VIII. FUNCION DE ONDA DEL MESON

Hemos considerado oportuno emplear el mesén J/1,
compuesto por c¢, utilizando la funcién de onda en el
frente de luz propuesta por Meijian Li et al [29] (ideal-
mente, esta deberfa obtenerse diagonalizando Hgep).

El mesén J/1 se trata como un estado puro 1S (estado
fundamental) en el frente de luz, con nimeros cudnticos
JPC =17, considerando que tinicamente esta compues-
to por cc, sin considerar ninguna combinacién con gluo-
nes u otros quarks. Los parametros de su funcién de onda
son el confinamiento transversal, k, y la masa efectiva del
quark, mys. Estos se determinan ajustando la constante
de desintegracion del J/1. Con esto se obtiene una fun-
cién de onda que, a pesar de su simplicidad, reproduce
correctamente los datos experimentales, como la produc-
cion del mesén en colisionadores hadrénicos. Por tanto,
siguiendo el modelo presentado en [29], la funcién de on-
da del mesén J/¥ es

Xo()

—=————0"Ne; 27
dra(1 —x)as ! @7)

an/\p(ffy S,C) =

se ha considerado tinicamente la dependencia longitudi-
nal de la funcién de onda, asumiendo que la parte trans-
versal toma un valor constante e igual a uno. La variable
s recorre todos los pares de estados de espin y m toma
tres valores, de modo que:

om=—1:0J1:1 oTzlza%Tzl

oh) = NG

con todas las demés combinaciones nulas. La variable
¢ recorre todos los pares color/anticolor, pero para conse-
guir que el estado sea un singlete, solo existen tres com-
binaciones distintas de cero y 1. = 15 = g5 = %
para SU(3). En la seccién IX utilizamos SU(2), por
tanto, tendremos dos combinaciones distintas de cero,

M = N3 = %, siendo 1 y 2 los posibles colores de

oem=20: UET:—Q,
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FIG. 5: Probabilidad de los estados de la funcién de
onda del mesén con momento 5/7 del momento maximo
del quark inicial (7,1,1), con la notacién (momento,
spin, color de SU(2)). El eje OY representa los niimeros
cuanticos del quark y antiquark que forman el mesén.

los quarks.

La variable x es la fraccion del momento longitudinal
del quark respecto al mesén, por lo que la del antiquark
es 1 — z. La funcién yo(x) se define como:

xo(z) = VN 2P/2(1 — 2)/2, (28)

donde N es una constante de normalizacién tal que

1
/0 dr Y774 (@) Vg (%) = Gmm:. (29)
Los exponentes « y 5 son empiricamente,
a:4m(21//£, 6:m§//{, (30)

con mg = 1,27GeV y £ = 1,34 GeV. En la grafica 5 ob-
servamos la funciéon de onda del mesén para momento
5/7 del momento maximo del quark inicial.

IX. MEDICION Y RESULTADOS

En esta seccién, detallamos la simulacién que hemos
realizado y cémo implementamos la mediciéon de la fun-
cién de fragmentacién.

En primer lugar, inicializamos el sistema con un quark
de momento méximo, es decir, PT. Posteriormente, lo
dejamos evolucionar en el tiempo con la ecuacién (22).
Utilizando un paso de Trotter de 0,3 GeV ™' hasta un
tiempo de 1,2 GeV ™!, como hemos explicado en la seccién
VII. Para tiempos superiores, empiezan a ser relevantes
los errores cometidos debido al tamaino del sistema.

Por otro lado, estudios recientes [30] estiman un ra-
dio efectivo para el mesén J/¢ de reg(J/v) = 0,321 +
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FIG. 6: Medicién del valor esperado de la funcién de
fragmentacién (ecuacién (16)) para un tiempo At. H es
la puerta Hadamard (para la medicién de la parte real

valor real) o las puertas HST (para la medicién de la
parte imaginaria). | Py, ) es la inicializacién del sistema
con un quark con momento P maximo. La expresion de
U(At) se proporciona en la ecuacién (22), se representa
en la figura 7. Por otro lado, n es el nimero de pasos de

Trotter que realizamos, concretamente n = 4.

0,014 fm, lo que equivale a 1,63 £ 0,07 GeV ™" en unida-
des naturales. Este valor representa una escala temporal
para la formacion del estado ligado.

Para realizar la medicién, definimos Ugg(x). Esta
puerta implementa la puerta inversa a la de preparacion
del mesén, es decir:

Uaa(k) |05 (k) = |9), |2); (31)

con |Q) = C10|Q) y |Q) viene dado en la ecuacién (17).
Es decir, Ugq(x) es un operador de aniquilacién para el
objeto compuesto, con la salvedad de dejar inicializado el
qubit de presencia. k el momento del mesén, es decir, la
fraccién del momento del mesén con respecto al momento
inicial del quark serd z = %. Asi, podemos realizar una
medicién sobre los quarks-antiquarks, y si obtenemos el
estado (2, significa que hemos medido un mesén.

Para realizar esta medicion, se utiliza el test de Ha-
damard. Este consta de dos partes, dependiendo de si
medimos la parte real o imaginaria. La parte real consis-
te en preparar un cubit auxiliar en el estado |0), aplicar
una puerta Hadamard H, preparar el estado |¢) en los
cubits del sistema, aplicar una puerta controlada U con
el auxiliar como control, aplicar una segunda H al cubit
auxiliar y medirlo. Para la parte imaginaria Im((|U |¢)),
se sustituye la primera Hadamard por HST (ST deja in-
variante el estado |0) e introduce una fase relativa de —i
al estado |1)) [24]. De forma esquemética, el circuito se
encuentra en la figura 6.

De este modo, se puede medir la probabilidad de ob-
tener el mesén J/4 al inicializar el circuito con un quark
charm en el estado (7,1,1) y dejarlo evolucionar durante
un tiempo At, utilizando el circuito de la figura 6. Los
resultados obtenidos se muestran en la figura 8.

En los dos primeros pasos no se obtuvieron resultados
numéricos distintos de cero.

Dado que las funciones de fragmentacion se definen for-
malmente para tiempos asintéticamente grandes, donde

. —
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FIG. 7: Puerta U(At) descrita en la ec. (22), aplicada al

iniciar el sistema con un quark de momento P maximo.
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FIG. 8: Evolucién temporal de la funcién de
fragmentacién del mesén aproximado por la ecuaciéon
(27) al ejecutar 200 veces el circuito de la figura 6.

el sistema ha podido evolucionar hacia un estado hadré-
nico bien definido, la capacidad de simulacion se queda
corta para describir adecuadamente la formacién del me-
sén J /1, al cubrir un tiempo inferior a rg, estudiado en
la seccién VIII. En este régimen, el sistema atn no ha
colapsado a un estado ligado, por lo que no resulta fisi-
camente consistente comparar todavia los resultados ob-
tenidos con las funciones de fragmentacién obtenidas en
fenomenologfa. Estas son del orden 10~3 para la d; / Y(2)
de la figura 3 de [31], calculadas de forma tedrica, utili-
zando el modelo efectivo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL).
No hemos localizado ninguna extraccion experimental de
la funcién de fragmentacién del mesén J/1), por ello, he-
mos comparado con estudios tedricos.

Para mejorar nuestro resultado, es necesario extender
el tiempo de evolucion de la simulacién y ello conlleva in-
crementar el espacio de Fock para reducir el error debido
a considerar un tnico gluén en el sistema.

Otra limitacién del modelo empleado es el uso de una
funcién de onda para el mesén que no minimiza el ha-
miltoniano empleado. Para ello, deberiamos estudiar el
estado fundamental del hamiltoniano y sus primeros es-
tados excitados en esta codificacién, para encontrar una
funcién de onda que sea consistente con el hamiltoniano
utilizado. Este estudio se realizara en proximos trabajos.



X. CONCLUSION

En este trabajo se ha desarrollado un programa cuan-
tico capaz de implementar la evolucién temporal de las
funciones de fragmentacién de forma no perturbativa. Po-
demos simular la formacién de estados ligados a partir
de configuraciones parténicas iniciales, incorporando una
codificacién eficiente del sistema. El enfoque presentado
sienta las bases para futuras extensiones que integren una
mayor complejidad dindmica (implementacién de un ma-
yor nimero de particulas y de mas términos del hamil-
toniano de QCD) para investigar la hadronizacién con el
potencial de los ordenadores cuanticos.

Debido a las limitaciones de los ordenadores cuanticos
actuales, se ha recurrido al uso de simuladores clasicos
para realizar los cédlculos. Esta eleccion implica que el
tiempo de ejecucién escala exponencialmente con el ni-
mero de cubits empleados. Por ello, se han requerido dos
semanas de simulacion utilizando el clister del Depar-
tamento de Fisica Tedrica para llevar a cabo un céalculo
que, en un ordenador cuadntico, podria completarse en un
tiempo inferior a un minuto.

Por ello, se ha considerado el grupo SU(2), una parte
reducida del Hamiltoniano y discretizacién minima para
el momento de las particulas. No obstante, el codigo esta
preparado para emplearse en SU(3) con més particulas
y mas cubits para su momento, una vez que mejoren los
ordenadores cudnticos.

En la simulacion realizada, se ha estudiado un régi-
men en el que la evolucién del quark inicial todavia no
ha alcanzado el tiempo suficiente para recuperar con con-
fianza el mesén. Esta limitacion se debe al error debido al
tamario finito del espacio de Fock simulable, que restrin-
ge el tiempo de evolucion accesible y, por tanto, impide
observar la dindmica completa de hadronizacion.

Por ultimo, hemos explorado diferentes posibles exten-
siones. En primer lugar, se propone utilizar funciones de
onda obtenidas mediante la minimizacién del Hamilto-
niano implementado. Ademés, vamos a incluir el resto de
los términos del Hamiltoniano de QCD —como las au-
toenergias, bifurcaciones y procesos tipo gaviota—. A su
vez, aumentar el espacio de Fock nos permitird estudiar
el proceso de hadronizacién para tiempos mas largos, lo
que implicard obtener funciones de fragmentacién maéas
fieles a las propuestas de forma tedrica.

Todo esto esta supeditado a la mejora continua de los
ordenadores cuanticos y a las diversas técnicas de miti-
gacién de errores, lo que permitird estudiar regimenes no
perturbativos de QCD de manera precisa.
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