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La gravedad cudntica de lazos (LQG) es una teorfa cudntica de la gravedad que se caracteriza
por la construccién de operadores geométricos con espectro discreto. Los autoestados de estos ope-
radores son las spin networks, funciones de onda de SU(2) definidas sobre grafos. El formalismo
espinorial nos permite formular el espacio de fases (clasico) de la LQG en términos de espinores con
ligaduras, cuya cuantizacién nos da la LQG. Podemos interpretar los grafos como una discretizaciéon
del espacio mediante poliedros cuyas caras no encajan, descrita por las llamadas twisted geometries.
En este trabajo estudiamos la dindamica clasica del modelo de dos vértices y NN aristas, que tiene
una interesante interpretacion cosmoldgica. En el marco de las twisted geometries estudiamos una
aproximacion del volumen de los poliedros asociados a cada vértice y hallamos su ecuacién de evo-
lucién clasica. En el sector cuya dindmica es invariante U(NN) hallamos las ecuaciones de evolucién
y estudiamos la interpretacién de este sector como sector cosmolédgico (homogeneo e isétropo). Por
altimo, proponemos una posible via para comparar el comportamiento del volumen de los poliedros

estudiado en este trabajo con el descrito por la relatividad general.
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C. Interpretacion geométrica 8 singularidad inicial del big bang [5]. A pesar de los éxitos
de la LQC, su relacion con la teoria completa de la LQG

Relacién con la ecuaciéon de Raychaudhuri 9 s todavia objeto de estudio [4].

Conclusiones 10 La LQG parte de la formulacién hamiltoniana de la re-
latividad general expresada en las llamadas variables de
Referencias 10  Ashtekar: una conexién SU(2) y su variable conjugada.

Estas variables permiten expresar la relatividad general
en el lenguaje de una teorfa de Yang-Mills SU(2) [3, 6, 7].
En la LQG se elige un dlgebra compuesta por las holono-
mias de la conexién SU(2) a lo largo de curvas y los flujos
de su variable conjugada sobre superficies para cuantizar
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la relatividad general. Una base del espacio de Hilbert
de la LQG la forman las llamadas spin networks: funcio-
nes de onda definidas sobre grafos, con holonomias sobre
las aristas y operadores —llamados intertwiners— que
entrelazan las distintas representaciones de SU(2) en las
que tomamos las holonomias y aseguran la invariancia
gauge SU(2) [3, 4]. Las spin networks son autoestados de
los operadores de area y volumen, de tal forma que nos
dan una nocién de discretizacién del espacio [3].

El espacio de fases de la LQG admite una parame-
trizaciéon alternativa a la dada por las holonomias y los
flujos. En este trabajo utilizaremos el formalismo espino-
rial [8], en el que parametrizamos el espacio de fases de
cada arista mediante dos espinores, uno por cada vértice
de la misma. A estos espinores les imponemos las ligadu-
ras de cierre (que garantizan la invariancia gauge SU(2))
y de enlace (que aseguran que cada arista lleva una tni-
ca representacién de SU(2)) [8]. Esta reformulacién del
espacio de fases en términos de espinores nos proporcio-
na nuevas herramientas matematicas para el estudio de
la LQG [8, 9]. Ademds, el formalismo espinorial permite
interpretar geométricamente los grafos de la LQG, dando
un analogo clasico a la interpretacién de las spin networks
como discretizacién de la geometria [10, 11]. En este for-
malismo, cada vértice del grafo se asocia a un poliedro
y las aristas indican caras adyacentes con la misma area
pero distintas formas. De esta forma, los grafos nos dan
una discretizacién no convencional del espacio en la que
los poliedros no encajan, dando lugar a las denominadas
“geometrias retorcidas” o twisted geometries [10, 11].

El desarrollo de la LQG presenta varios problemas
abiertos, entre los que se encuentran la implementacién
de la dindmica y el estudio del limite semiclasico [4, 6].
El anélisis de estos problemas en la teoria completa es
una tarea complicada, por lo que el estudio de modelos
truncados en los que nos restrinjamos a grafos concretos
resulta una herramienta ttil para avanzar en su com-
prension. En concreto, en el modelo de dos vértices se ha
conseguido implementar una dindmica [12], permitiendo
asi estudiar un sector truncado de la dindmica de la LQG
. En este trabajo estudiaremos la dinamica clasica de di-
cho modelo. Esta nos dard una primera contribuciéon a la
dindmica de las spin networks con soporte en dicho grafo.
De esta forma, el estudio de las ecuaciones de movimien-
to clasicas nos permite estudiar propiedades de la teoria
completa.

Mediante las twisted geometries, los grafos adquieren
una interpretacién como discretizacién del espacio [11].
Los poliedros resultantes describiran el volumen de regio-
nes finitas del espacio. Asi, la evolucién del grafo impli-
card una evolucién del volumen de las regiones duales a
sus vértices. La LQG, como teoria cuantica de la grave-
dad, busca reproducir en el limite de bajas curvaturas los
resultados de la relatividad general. Es, por tanto, intere-
sante estudiar si las ecuaciones de evolucién del volumen
de los poliedros son compatibles con el comportamiento
predicho por la relatividad general y ver en qué limite
se recupera la descripcion relativista. En concreto, la ex-

pansién de volumenes infinitesimales en relatividad gene-
ral se describe mediante la ecuacién de Raychaudhuri [1].
Comprender la relacién entre esta ecuacion y la evolucién
del volumen en el marco de las twisted geometries es un
objetivo interesante, ya que nos permitiria obtener una
comprensién mas profunda de cémo la LQG se relaciona
con la descripcion dada por la relatividad general.

Nos centraremos en un grafo sencillo pero no trivial,
formado por dos vértices conectados por N aristas. Este
modelo de dos vértices ya ha sido estudiado en trabajos
anteriores, en los que se encontré una interesante analogia
matemdtica entre su dindmica y la de la LQC [12, 13].
Mediante el formalismo de las twisted geometries, este
grafo puede interpretarse como dos poliedros de N caras.
Estudiaremos el comportamiento del volumen de dichos
poliedros y su evolucién de forma analitica. Estudiaremos
también el modelo de dos vértices bajo una simetria U(N)
adicional, que impone sobre el grafo homogeneidad e iso-
tropia [12]. Entonces, los grados de libertad del sistema
se reducen a dos, que ademas son variables conjugadas: el
area total de los poliedros y un angulo ¢. Estudiaremos la
evolucién de estas dos variables y la interpretacién de ¢
en términos geométricos. Para terminar, propondremos
una forma de comparar la dindmica del modelo de dos
vértices con la descrita por la relatividad general.

La estructura de este trabajo es la siguiente. En la sec-
cioén I1 realizaremos una breve introduccién a la gravedad
cudntica de lazos (sec. IT A), el formalismo espinorial (sec.
IIB) y las twisted geometries (sec. I C). Aplicaremos es-
tos elementos en la seccién 11 para estudiar el modelo de
dos vértices y su dindmica. Sobre el mismo modelo, en
la seccién IV aplicaremos una simetria U(N) adicional
y estudiaremos la dindmica de este sector reducido. Por
altimo, en la seccién V discutiremos el problema de com-
parar la evoluciéon de los poliedros asociados al modelo
de dos vértices con la evolucién descrita por la ecuacion
de Raychaudhuri de relatividad general.

II. GRAVEDAD CUANTICA DE LAZOS (LQG)

En esta seccién daremos unas nociones basicas de la
LQG. Posteriormente, introduciremos el formalismo es-
pinorial y el formalismo de las twisted geometries que
utilizaremos para describir nuestro modelo e interpretar-
lo geométricamente desde un punto de vista clasico como
una discretizacion del espacio.

A. Introduccién a la LQG

La gravedad cuantica de lazos propone una cuantiza-
ci6én canénica de la relatividad general [3]. Las variables
canonicas escogidas, llamadas variables de Ashtekar, son
una conexién SU(2) y su variable conjugada (denomina-
da triada densitizada). Estas variables son funciones de la
métrica y la curvatura extrinseca de las secciones espacia-
les. En términos de las variables de Ashtekar, el espacio



de fases de la relatividad general resulta ser el de una
teorfa de Yang-Mills asociada al grupo SU(2). La cuan-
tizacién canénica de las variables de Ashtekar presenta
dificultades, ya que su corchete de Poisson es singular,
por lo que en LQG se cuantizan la holonomia de la co-
nexion SU(2) a lo largo de curvas y el flujo de la triada
densitizada a través de superficies [3, 7).

En las teorfas de Yang-Mills, el teorema de Giles [3, 6]
nos garantiza que si conocemos las trazas de todos los
loops de Wilson posibles —esto es, las trazas de las holo-
nomias de la conexién sobre todas las curvas cerradas po-
sibles—, podemos obtener toda la informacién invarian-
te gauge de la conexion. Generalizando este concepto, en
LQG se construyen estados denominados spin networks
[3, 6]. Estos estados se definen sobre grafos a lo largo de
cuyas aristas tomamos holonomias en diferentes repre-
sentaciones irreducibles de SU(2). En los nodos se sitiian
objetos matematicos denominados intertwiners, relacio-
nados con los coeficientes de Clebsch-Gordan [3]. Estos
intertwiners “entrelazan” las distintas representaciones
de SU(2) de las aristas (de ahi su nombre) y son inva-
riantes bajo transformaciones gauge SU(2), garantizando
la invariancia gauge SU(2) de la teorfa [3, 6]. El conjunto
de todas las spin networks posibles forman una base del
espacio de Hilbert cinemético —esto es, del espacio de
Hilbert antes de imponer la ligadura hamiltoniana— de
la LQG [3, 6].

Uno de los resultados principales de la LQG es la cons-
trucciéon de operadores de area y de volumen con espec-
tro discreto [3]. Los autoestados de estos operadores son,
precisamente, las spin networks que hemos definido an-
teriormente. El operador de area actiia sobre las aristas
del grafo, mientras que el operador de volumen actia so-
bre los vértices. De esta forma, podemos entender que
las spin networks llevan cuantos de area en sus aristas y
cuantos de volumen en sus vértices, de tal forma que una
superficie adquiere area si es atravesada por una arista
del grafo y una regién adquiere volumen si en su interior
hay algin vértice. De esta forma, la LQG nos da una
nocién de geometria discreta [6].

B. Formalismo espinorial para LQG

En la parametrizacion habitual en términos de holono-
mias y flujos, cada arista ¢ (donde ¢ = 1, ..., N, siendo N
el niimero total de aristas del grafo) lleva un par de varia-
bles (gi, X;), donde g; € SU(2) es la holonomia de la co-
nexién de Ashtekar a lo largo de la arista y X; -G € su(2)
el flujo de la triada sobre una superficie dual a la aris-
ta [9], con X, € R3, donde & = (0!, 0%, 03) representa
las tres matrices de Pauli. De esta forma, el espacio de
fases clasico de una arista i es T*SU(2), el espacio co-
tangente de SU(2), ya que SU(2) x su(2) ~ T*SU(2) [8].
Dado el espacio T*SU(2), podemos buscar parametriza-
ciones alternativas a la dada en términos de holonomias
y flujos. En la ultima década, se ha desarrollado una pa-
rametrizacién alternativa en términos de dos espinores

|25), |2f) € C?, a los que denominaremos espinor fuente
(o source) y espinor objetivo (o target) [8]. Explicitamen-
te, las componentes de estos espinores seran

0= (). 1)

y andlogamente para |z'). Por conveniencia, definimos
sus espinores conjugados y duales [8]

>sl
Gl = GO ), B =it = (). @
K3
y de forma andloga para |z?), donde 02 = (? _Oi) es la
segunda matriz de Pauli.
Dotamos a los espinores de relaciones canénicas de con-
mutacion, definidas por
{204,258} = {214,218} = —ig*B5,, (3)
y los demas corchetes de Poisson nulos. Cabe sefialar que,
aunque utilicemos por conveniencia la notacién de Dirac
para nuestros espinores, todo el formalismo tratado en es-
te trabajo es puramente cldsico. Esta parametrizacion de
T*SU(2) en términos de dos espinores (esto es, de cuatro
nimeros complejos) es el andlogo clisico a la represen-
tacién de Schwinger de SU(2) mediante dos osciladores
armonicos desacoplados [14]. Siguiendo esta representa-
cién, al cuantizar canénicamente los espinores con las re-
laciones de conmutacién (3) obtendremos dos osciladores
armonicos por cada arista para describir la representa-
ci6n irreducible asociada a tal arista [8, 12, 15].
A partir de estos espinores podemos reconstruir las ho-
lonomias g; y los flujos X € R3 [8]:
_ |2 ] = 12 [
9i = .1 5|8\ (4)

X 2]

S 1 B
Xpti= 2 (110,

t
i =g (2
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N |

Notemos [13] que la actuacién de g; asocia los espino-
res (normalizados) de un vértice a los espinores duales
(normalizados) del otro vértice:

=) A

97 _ p_ 1z A (6)

Al (2l Tl (Ele)

Cada arista de un spin network llevard una represen-
tacion irreducible de SU(2). Esta representacién debe ser
la misma vista desde el vértice fuente y el vértice objeti-
vo. En el formalismo espinorial, esta condicién se traduce
en que la norma de los espinores |zf) y |z!) debe ser la
misma [12], para lo que imponemos la ligadura de enla-
ce [8, 9]

Ci= (512 — (zile) =2 (X7 = Xj) =0. ()

Esta ligadura genera (via corchetes de Poisson) trans-
formaciones U(1) sobre los espinores [9]. Ademas, ten-
dra especial importancia en la interpretaciéon geométrica



de nuestros grafos, como veremos en la secciéon II1C. Se
puede demostrar [8] que existe un difeomorfismo entre el
espacio de fases de cada arista quitando los vectores de
norma nula 7*SU(2) — {| X| = 0}, por un lado, y el espa-
cio C? x C? de los espinores en cada extremo de la arista
reducido por la ligadura de enlace, por el otro [8, 9].

Las componentes de los vectores Xf * forman sendas
algebras de Lie su(2) via corchetes de Poisson y su ac-
tuacién (mediante corchetes de Poisson) sobre los espi-
nores |2;"") genera transformaciones SU(2). Asi, los vec-
tores de cierre, definidos como la suma de todos los vec-
tores, Xt = E]kvz1 )?g’t, generan transformaciones glo-
bales SU(2) en todos los espinores. Dado que buscamos
construir una teoria SU(2), nuestros observables deberdn
ser invariantes bajo las transformaciones generadas por
los vectores de cierre. Se demuestra que la invariancia
SU(2) de los intertwiners en la LQG se recupera tras la
cuantizacién de las variables si previamente se han im-
puesto las ligaduras de cierre [9, 16]

N
xt=3 "X =0. (8)

=1

C. Twisted geometries

Las spin networks tienen una interpretaciéon geométri-
ca clara desde el punto de vista, dando una nocién de
discretizacién del espacio con volumen en los vértices y
areas en las aristas. Al trabajar con modelos clésicos,
podemos buscar una interpretacion similar que nos per-
mita entender geométricamente los grafos. En los tltimos
anos, se ha desarrollado el formalismo de las twisted geo-
metries [10, 11], que proporciona una interpretacién geo-
métrica desde el punto de vista clasico. Este formalismo
se fundamenta en el teorema de Minkowski [17]:

Teorema (Minkowski, 1897). Sea un conjunto de m vec-
tores {)ZZ} no coplanares de norma X;, 1 =1,...,m, con
m > 4, que satisfacen 2111 )?i = 0. Entonces, existe un
unico poliedro convexo de m caras, tales que la cara i
tiene vector normal Xl = X';/Xl y area X;.

Al imponer la ligadura de cierre (8), los vectores defi-
nidos por la ecuacién (5) definen un tnico poliedro en ca-
da vértice. Aplicando este teorema, podemos interpretar
como caras adyacentes aquellas asociadas a una misma
arista pero distintos vértices del grafo. La ligadura de en-
lace (7) impone que las dos caras asignadas a una tnica
arista tengan la misma area. Sin embargo, no hay restric-
ciones sobre la forma de las caras en una misma arista.
Cada arista puede tener un “retorcimiento” o twist que
parametrizaremos mediante el angulo de twist &;. Por lo
tanto, nuestro grafo describe una discretizacién del espa-
cio en la que los poliedros duales al grafo que compar-
ten arista tienen caras con la misma area pero formas
diferentes. Por esta razon, este formalismo se conoce co-
mo twisted geometries, “geometrias retorcidas” [10, 11].

]
[]
]
1

(b)

Figura 1. Ejemplo de una parte de un grafo (a) y represen-
tacién de los poliedros duales a dicho grafo por las twisted
geometries (b). Indicamos con los mismos colores en ambas
figuras las aristas y sus poliedros correspondientes. Hemos to-
mado un nimero de aristas bajo por simplicidad.

En las twisted geometries, el espacio de fases de cada
par de vértices unidos por una arista i esta descrito por
(X§, X!, X;,&), donde X7y X! son los vectores norma-
les a la cara ¢ segin cada uno de los dos poliedros que la
comparten; X; := X7 = X! el 4rea de la cara asociada
a la arista y & es el angulo de twist de dicha cara. En
la figura 1 se muestra un ejemplo de esta interpretacion.
En la figura 1b se muestra la representacién grafica me-
diante twisted geometries de la parte de grafo mostrada
en la figura la.

Para poder interpretar geométricamente el angulo de
twist es til estudiar su relacién con las variables de Ash-
tekar, ya que estas tienen una interpretacion geométrica
conocida [3]. En concreto, la variable que nos interesa es
la conexién de Ashtekar [3, 10]

Aa - I‘a + 'YIKaa (9)

donde I', es la conexién de espin, K, es la curvatu-
ra extrinseca, 71 es el parametro de Barbero-Immirzi y
a =1,2,3. Proyectando la curvatura extrinseca a lo lar-
go de una direccién infinitesimal sobre la arista 7 definida
por £¢ tal que K, := ¢! K, siempre podemos realizar una
transformacién gauge u € SU(2), que diagonaliza la cur-
vatura extrinseca, K; = &uo3u~! [11]. En este gauge la



curvatura extrinseca es
u 3
K =¢&0°, (10)

donde el superindice u indica el gauge que diagonaliza
K;. De esta forma, el dngulo de twist es el médulo de K;
en ese gauge. En otros gauges esto no sera asi, y encon-
traremos que la curvatura extrinseca depende también de
los vectores normales X' [11].

El espacio de fases de las twisted geometries (después
de imponer las ligaduras de enlace (7) y de cierre (8))
resulta ser isomorfo al espacio de fases clasico invariante
gauge de cada arista y su cuantizacién nos proporciona
el espacio de Hilbert de la LQG [10, 11].

Por otro lado, se podria imponer una ligadura adicional
a las de cierre y de enlace que fije las formas de las caras,
eliminando el “retorcimiento” de las mismas. Si aplica-
mos esta ligadura sobre grafos duales a triangulaciones,
el resultado es que las twisted geometries se reducen a
las geometrias de Regge [11, 18], que nos permiten rea-
lizar una aproximacién simplicial (esto es, el equivalente
4-dimensional de la triangulacién de una superficie) del
espaciotiempo en relatividad general [19, 20]. En el pasa-
do se ha intentado cuantizar las geometrias de Regge sin
éxito [21]. En este sentido, el grado de libertad asociado a
la posibilidad de tener caras con formas diferentes en una
misma arista nos permite cuantizar las twisted geometries

y obtener la LQG [11].

III. MODELO DE DOS VERTICES

En esta seccion aplicaremos los formalismos explica-
dos en la seccién anterior para describir el modelo de dos
vértices. Introduciremos una dindmica para este modelo,
propuesta y estudiada en [13, 16]. Posteriormente, estu-
diaremos la evolucién del volumen de los poliedros duales
al grafo de dos vértices. Para ello, utilizaremos el cua-
drupolo geométrico propuesto en [22], mediante el cual
podremos obtener una expresiéon analitica que aproxima
el volumen de los poliedros. A partir de esa expresion
analitica, obtendremos las ecuaciones de evolucién para
una aproximacién del volumen.

A. Descripcién del modelo de dos vértices

Consideremos ahora el modelo de dos vértices (a los
que etiquetaremos como « y ') y N aristas (fig. 2)
[12, 13, 16]. Aunque este modelo es sencillo, su dindmica
es no trivial y se ha observado [12, 16] que, al restringir-
nos a un sector invariante U(N) (del que hablaremos en

1 Nétese que el concepto de vértices fuente y objetivo dependen de
la arista, mientras que las etiquetas « y [ caracterizan vértices
concretos. Para el caso de este modelo simplificado, con sélo dos
vértices, esta notacién resulta mas conveniente.

Figura 2. Grafo de dos vértices, etiquetados por oy 8, con N
aristas y sus respectivos espinores.

la seccién 1V), las ecuaciones del movimiento presentan
analogias matemadticas con las de la LQC. Denotaremos
los espinores en el vértice a como |z;) := |z&), los espi-
nores en el vértice 8 como |w;) 1= |Zf>, y los vectores en

cada vértice como X; := )_('f‘ yY, = )?f

B. Hamiltoniano para el modelo de dos vértices

Para dotar al modelo de dos vértices de una dindmica
debemos construir un hamiltoniano. En este trabajo uti-
lizaremos el hamiltoniano propuesto en [12] y estudiado
en [13, 16]. Para ello, construimos los siguientes tres ob-
servables invariantes SU(2) en el vértice v a partir de los
espinores y sus duales:

By = (aelz) s Fe = lalz),  Fg = (alz]. (11
Anélogamente, podemos construir E,fl, F,fl y Fkﬁl para el
vértice 8 sustituyendo |z) por |w). A partir de estos ob-
servables, construimos el hamiltoniano [12, 16]

N
H =Y MEQE, +yFSFy +3FGFy,  (12)
k,l=1

donde A € R,y € C son constantes. Este hamiltoniano se
construye al orden mdas bajo (tratando por igual a am-
bos vértices). Es invariante SU(2), es decir, {H, X} =
{H, )7} =0, donde X y Y son los vectores de cierre (8)
en los vértices a y 3, respectivamente. Ademas, respeta
la ligadura de enlace, siendo asi invariante U(1) en cada
arista ({H,C;} = 0,Vi). Hemos asumido por simplicidad
que las constantes A y v son independientes de las aristas,
pero podriamos realizar un tratamiento mas general to-
mando constantes A y v distintas para cada par de aristas
[13, 16]. Cuando trabajemos en la seccién IV con el mo-
delo reducido por la simetria U(N), serd necesario tomar
las constantes independientes de las aristas [16], como ya
hemos hecho en (12).



C. Cuadrupolo de una superficie y volumen

En la seccién 11 C vimos como la interpretacion de las
twisted geometries asigna un poliedro a cada uno de los
dos vértices de nuestro grafo, dotando al grafo de una
nocion clasica de areas en las aristas y volimenes en los
vértices como consecuencia de la ligadura de cierre. En
este apartado nos centraremos en el poliedro asociado al
vértice o, aunque el desarrollo es completamente analogo
para (. El teorema de Minkowski establece que el area
de la cara dual a la arista ¢ vendra dada por la norma
X; del vector X; asociado a la arista i, por lo que el area
total del poliedro sera Zivzl X.

Por otro lado, el teorema de Minkowski no nos propor-
ciona herramientas para calcular el volumen del poliedro
en funcion de los vectores {X;} que lo generan. Por tan-
to, si queremos estudiar la evoluciéon del volumen de los
poliedros deberemos buscar la manera de expresarlo en
términos de los vectores normales. Para el caso del tetrae-
dro (N = 4), encontramos que el volumen al cuadrado se
puede calcular como [22]:

2
9 eachingXg ) (13)

9 o o
V2:9’X1-(X2/\X3)

donde a,b,c = 1,2, 3 indican las componentes de X. Pa-
ra poliedros con N > 4 no se conocen férmulas cerradas
que permitan calcular el volumen en funcién de los vec-
tores normales y debemos recurrir al cdlculo numérico o
a aproximaciones. Con este propdsito, en el articulo [22]
se propone un desarrollo multipolar geométrico para su-
perficies cerradas. En este desarrollo, el monopolo y el
dipolo son, respectivamente, el area y el centro de masas
de la superficie (nulo, si aplicamos la ligadura de cie-
rre (8)). Ademas, se introduce el cuadrupolo geométrico
del poliedro «, definido como [22]

N N

ab XI?XIZCJ 1 1 a b

T ; X, 5 kz::l o lon) (2|0 2k) {zK|0° |2k -
(14)

Este cuadrupolo nos da informacion sobre la forma basica
de la superficie: sus autovalores estan relacionados con
los radios principales del elipsoide que mejor aproxima la
superficie en cuestion, es decir, del elipsoide con el mismo
cuadrupolo [22].

Dado que el cuadrupolo tiene dimensiones de drea (al

tener X dimensiones de drea), su determinante tendrd
dimensiones de volumen al cuadrado. En trabajos ante-
riores se ha estudiado el uso de dicho determinante co-
mo alternativa al volumen (al cuadrado) [13, 22]. Usan-
do el algoritmo de reconstruccién de poliedros propuesto
en [23, 24] se ha comprobado numéricamente que el de-
terminante del cuadrupolo nos da informacién sobre las
tendencias de crecimiento, decrecimiento y extremos de
V2 [13]. Por ello, para estudiar el comportamiento del
volumen podemos usar el determinante del cuadrupolo,

para lo que definimos la funcién
-~ 4 2
V2= % det T = ge“bcedef ToaTheTor.  (15)

En [13] se muestra que, aunque esta expresién no nos da
valores numéricos acertados del volumen, si que nos per-
mite conocer el comportamiento cualitativo del mismo.
Por ello utilizaremos la funcién (15), a la que denomi-
naremos volumen aproximado al cuadrado, para poder
estudiar aproximadamente la evolucién de nuestros po-
liedros.

D. Evolucién del volumen

En trabajos anteriores [13] se ha estudiado la evolu-
cién del volumen de forma numérica usando un algoritmo
de reconstruccién de poliedros [23, 24]. Podemos obtener
una expresion analitica si trabajamos con la aproxima-
cién del volumen (15), cuya derivada temporal es

‘L/ = %EabcedefTadTbech. (16)

Un célculo directo aunque largo nos da la evolucion del
volumen del poliedro asociado al vértice a

; T .
V = —ebeedef Ty T 17
3 dTveTey (17)
T S <XMXJ'> X (XiAXj) X ()\EaEﬂ
= —1INn
3V XiX; X, X, MR

ij k=1
apB\ . v a B a B
2 FGF]) =2 (Xin X;) (AGLEY + 2vSiuFf) }

donde hemos introducido las funciones (no invariantes
gauge)

Sty = leklo®lz) = Sfh, Sy = (zilo®[2], (18)

G = (zklo|z1) = G- (19)

Observamos en la evolucién del volumen aproximado que
un poliedro degenerado (esto es, con todas sus caras pa-
ralelas entre si) tiene volumen nulo durante toda la evo-
lucién. Anédlogamente, podemos obtener la evolucién del
volumen del poliedro asociado al vértice S sustituyendo
en la ecuacién (17) las funciones y vectores definidos en
« por los andlogos definidos en 3 y viceversa. Se ha com-
probado [13] que el comportamiento de la evolucién del
volumen aproximado y el real —calculado numéricamen-
te— es similar. Notese que, aunque el area total de los
dos poliedros es la misma en todo momento, el volumen
de ambos diferird y tendra, en general, evolucion distinta
[13].

IV. SECTOR INVARIANTE U(N) EN EL
MODELO DE DOS VERTICES

Antes de estudiar el caso general que hemos mostrado
hasta ahora, se estudié un sector del mismo cuya dindmi-



ca es invariante bajo una simetria global U(N) acoplada
entre ambos vértices [12, 16]. En este sector, las ecuacio-
nes del movimiento del modelo de dos vértices son ana-
logas matematicamente a las ecuaciones del movimiento
de la LQC [12], lo que ha motivado la interpretacién del
modelo de dos vértices como un modelo cosmolégico. En
esta seccién introduciremos la simetria U(N) y estudia-
remos la dindmica del modelo de dos vértices en el sector
reducido por esta simetria.

A. Simetria U(N)

La simetria U(l)N generada por la actuacién de las li-
gaduras de enlace C; en cada arista forma parte de una
simetria U(NN) mayor. Esta simetria, a la que denomina-
remos simetria U(NN) acoplada o, simplemente, simetria
U(N), esta generada por [12]

&y =ES — B (20)

En efecto, vemos que la ligadura de enlace asociada a la
arista k no es mas que el k-ésimo elemento de la diagonal
de &5, es decir, C, = Egg. Tras un largo célculo, encon-
tramos que {&;;, H} = 0. Por tanto, el generador &;; es
constante del movimiento. Equivalentemente, el hamilto-
niano del sistema es invariante bajo las transformaciones
U(N) generadas por &;;. Para imponer la simetria U(NV)
exigimos invariancia de la dindmica bajo estas transfor-
maciones. Esto requiere de que las ligaduras del sistema
(en nuestro caso la ligadura de enlace (7) y de cierre (8))
sean invariantes bajo la accién de &;;. De no ser asi, la
accién de &;; sobre configuraciones que satisfacen las liga-
duras nos llevaria a configuraciones que no las satisfacen.
Un célculo sencillo nos muestra que la ligadura de cie-
rre es invariante, {&;;, X } = 0, pero encontramos que la
accién de &;; sobre la ligadura de enlace (7) es no trivial,

{Ch &} =i [( G — Br)dk; — (B — ES)dwi| - (21)

Si tomamos dos espinores que cumplan la ligadura de
enlace y actuamos sobre ellos con &;;, los espinores re-
sultantes no la cumpliran en general. No obstante, pode-
mos restringirnos al subespacio de espinores que cumplen
{Ck,&-j} = 0, es decir, tomamos configuraciones tales
que

(B5. = B)owy = (B — B} (22)

El caso diagonal i = j da una igualdad trivial (la ligadura

C', conmuta consigo misma). El caso i # j = k nos da la
ligadura

&j=ES —E =0, (23)

lo que implica que

(zilz;) = (%] Zi) = (wjlwi). (24)

Para cumplir esta ligadura, los espinores deben rela-
cionarse mediante una matriz unitaria U € U(2) tal que
|Z;) = U |w;). Puesto que |det U| = 1, podemos expresar
cualquier elemento de U(2) como un elemento de SU(2)
por una fase arbitraria, U = e¢**h con h € SU(2). Dado
que la teorfa es invariante gauge SU(2), la parte SU(2)
es puro gauge, por lo que solamente sobrevive la fase
e’ € U(1). Asi, encontramos que la ligadura &; = 0
impone la siguiente relacién entre los espinores:

wi) =7 |z). (25)

Dado que el hamiltoniano es invariante bajo la accion
de &;;, las condiciones iniciales que cumplan la simetria
U(N) (esto es, los pares de espinores que cumplan (25))
la cumplirdn a lo largo de toda la evolucién. Al expre-
sar la accién en la superficie &;; = 0 aplicando la rela-
cién (25), encontramos que solo sobreviven dos grados
de libertad: el dngulo ¢ y su variable conjugada [16],
que resulta ser el doble del area total de los poliedros
E=2 Zf\il X;=2 Zfil Y;. El hamiltoniano (12) sobre
esta superficie, expresado en términos de las variables

(¢, E), es
Lo
Hieqa = iE (A4 2y cos2¢), (26)

donde el subindice “red” indica la reduccién de simetria
U(N). Tras la imposicién de la simetria y de la ligadura
de enlace, nuestro hamiltoniano queda determinado por
dos parametros: el doble del area total del poliedro F y
el angulo ¢. Las variables resultantes, por lo tanto, son
independientes de la arista y del vértice concreto en el que
trabajemos, por lo que esta ligadura ha sido interpretada
como imposicion de homogeneidad e isotropia sobre el
grafo [12, 16].

Mediante el hamiltoniano (26) reducido por simetria
U(N) podemos encontrar las ecuaciones de evolucién de
las variables conjugadas ¢ y F

T a}Ired _
=25 = E(X\ 4 27 cos2¢), (27)
= - Mggd = 2F%ysin 2¢. (28)

En la figura 3 se muestran las soluciones numeéricas de
las ecuaciones (27) y (28) para tres valores de A y v con
condiciones iniciales E(0) = 1, ¢(0) = 0. Observamos dos
casos cualitativamente diferentes. Con v =1, para A = 1
y A = 2 el doble del drea total E (fig. 3a) presenta en
t = 0 un big bounce analogo al del volumen en la LQC
y crece con el tiempo mientras que ¢ (fig. 3b) tiende
rapidamente a un valor constante. Por otro lado, para
A = 3 vemos que F oscila, dando lugar a un nimero
infinito de big bounces— y ¢ crece indefinidamente. Estos
resultados son compatibles con los obtenidos en [16] de
forma analitica para el hamiltoniano h = 2H,eq/E y en
[13] de forma numérica para el hamiltoniano (12).
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Figura 3. Evolucién de las variables E' y ¢ en el sector inva-
riante U(N) para distintos valores de las constantes A\ y v con
condiciones iniciales E(0) =1, ¢(0) = 0.

B. Evolucién del volumen

Una vez nos hemos restringido al sector invariante
U(N), imponiendo la condicién (25) podemos estudiar
la evolucion en este sector de los observables definidos en
el espacio de fases completo. Aqui estudiaremos el volu-
men, para el que obtuvimos una aproximaciéon V para un
poliedro genérico de N caras (15).

En el sector invariante U(NN), la evolucién del volu-
men aproximado (15) resulta ser (tras algunos célculos
tediosos)

V = me®eI T, Ty T/ (3V) = 3Evsin(20) V. (29)

Como ya comentamos anteriormente, aunque en ge-
neral no existe una ecuacién que nos permita expresar
el volumen de un poliedro irregular de N caras en fun-
cién de los vectores normales a las caras, para el caso del
tetraedro (N = 4) si podemos expresar el volumen en
funcién de {X;} mediante (13). evolucién de los vectores
X viene dada por

N
X = {XP, HY = —Tm | S7AGR Y, + 298
k=1
(30)
Por lo tanto, en el sector invariante U(XV) la evolucién
del volumen del tetraedro (N = 4) es

V = 3E~vsin(2¢) V. (31)
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Vemos que el volumen aproximado 1% (para cualquier ni-
mero de caras) y el volumen exacto V' en el caso del te-
traedro (N = 4) presentan la misma evolucién en el sec-
tor invariante U(N). Aunque atn queda pendiente pro-
fundizar en la aproximacién V para un nimero de caras
N arbitrario, el hecho de que sobre el sector invariante
U(N) la aproximacion dada por V' tenga una evolucién
idéntica a la de V_del tetraedro es un argumento que
refuerza el uso de V en el caso general.

Por otra parte, observando (29) y (28) vemos inmedia-
tamente que, en el sector invariante U(NV), la aproxima-
cién del volumen 1% y el doble del area total del poliedro

E cumplen 217/‘7 = SE/E, es decir,
V =aoE3/?, (32)

donde ag = VO/ES/ ? es una constante que fijamos con
las condiciones iniciales (Vo, Ep). Asi, conociendo el 4rea
podemos conocer el volumen salvo un factor ag. La rela-
ci6n (32) es la que obtenemos si escalamos uniformemente
todas las dimensiones de un cuerpo tridimensional: al es-
calar las tres dimensiones por un factor [, los diferenciales
de volumen y de area escalan como % y I2, respectiva-
mente. Asi, la relacién (32) es la de un poliedro que se
expande de manera homogénea e isotropa, lo que refuer-
za la interpretacion de este sector invariante U(N) como
sector cosmoldgico (homogéneo e isétropo).

C. Interpretacion geométrica

Resulta interesante interpretar los dos parametros del
hamiltoniano simétrico U(N) (26). Como hemos visto, el
pardmetro E es el doble de la suma de las normas de
todos los vectores X;, por lo que tiene una interpretacién
directa como el doble del area total del poliedro dual
al grafo dentro del formalismo de las twisted geometries.
La fase €¢'® no tiene una interpretacién tan directa. En
trabajos anteriores [16] solo se ha sefialado que dicha fase
define la holonomia SU(2).

Por otro lado, en la seccién 11 C vimos que las twisted
geometries definen un angulo de retorcimiento o twist &;
por cada arista. Es posible dar dos definiciones de &;: una
en términos de las componentes (29, w?) de los espinores,
y otra en términos de (z},w}) [11]:

2w

¢t=iln ﬁ (33)
con A =0,1. Ambas definiciones estan relacionadas me-
diante una transformaciéon candnica, por lo que son des-
cripciones equivalentes del dngulo de twist [11]. En un
principio, este angulo no esta relacionado con el dngulo
¢ del espacio de fases reducido por la simetria U(N), pero
haciendo uso de la definicién (33) y de (25), encontramos

que en el sector reducido U(N)

(e—wu—]A)wA

A -
" =iln (ewA)wA

=ilne % = 2¢. (34)



Vemos que &2 = ¢}, de tal forma que las dos definiciones
dadas por (33) coinciden en el sector reducido U(N). Por
tanto, podemos concluir que el angulo ¢ es la mitad del
angulo de twist, que es independiente de la arista.

Recapitulando, hemos encontrado que el modelo de dos
vértices bajo la simetria U(N) aqui estudiada depende
unicamente del drea total del poliedro E /2, directamen-
te relacionada con el volumen del mismo mediante (32) y,
por lo tanto, con una evolucién que podemos interpretar
como expansion; y del dngulo ¢ = £;/2, que, como vimos
en la seccién I1C, admite una interpretaciéon en térmi-
nos de curvatura extrinseca de las secciones espaciales
(ec. (10)). Ademds, estas dos variables son homogéneas e
isétropas, ya que son independientes de las aristas y los
vértices. De esta forma, vemos que nuestro modelo cuen-
ta con una unica curvatura independiente de las aristas
y una tnica expansién independiente de los vértices. Te-
niendo en cuenta los resultados y conclusiones de traba-
jos anteriores [12, 16], el hecho de que nuestras variables
dindmicas puedan interpretarse como expansién y curva-
tura extrinseca fortalece la interpretaciéon cosmolégica de
este modelo. La evolucién observada en la figura 3 tam-
bién favorece esta interpretacién: observamos que, para
distintas constantes A y v, E (fig. 3a), presenta compor-
tamientos divergentes y oscilatorios, propios de un uni-
verso con uno o infinitos big bounces. Por otro lado, en el
régimen divergente, ¢ (fig. 3b) tiende rdpidamente a un
valor constante, por lo que la curvatura a tiempos largos
en ese régimen y en el gauge (10) es constante.

V. RELACION CON LA ECUACION DE
RAYCHAUDHURI

A través del estudio de las twisted geometries hemos
logrado entender los grafos de la LQG como una discre-
tizacién “retorcida” de la geometria a nivel clasico. Como
ya hemos visto, las aristas de estos grafos describen po-
liedros, cuyas areas, vectores normales y volimenes po-
demos evolucionar con respecto a la dinamica propuesta

n [12]. Dado que en la LQG las spin networks asocia-
dos a dichos grafos deben describir el comportamiento
del espacio, surge la pregunta de si la evolucion de es-
tos voliimenes es compatible con la descripcion dada por
la relatividad general. En esta seccién plantearemos este
problema y propondremos algunas direcciones que pue-
den ser ttiles para su estudio.

En relatividad general, la ecuacién de Raychaudhuri
rige la expansién de congruencias geodésicas, describien-
do como se expanden los voliimenes infinitesimales que se
transportan a lo largo de las mismas [1]. Esta ecuacion es
local, ya que describe la evolucion de la expansion infini-
tesimal que sufre la congruencia en cada punto. El volu-
men que hemos estudiado en este trabajo es el de regiones
finitas del espacio, por lo que las ecuaciones con las que
proponemos comparar la evolucién de estos volimenes
son las ecuaciones resultantes de promediar la ecuacién
de Raychaudhuri a esas regiones finitas en vacio. En [25]

encontramos estas ecuaciones para un universo domina-
do por un fluido general. De esta forma, para un universo
vacio obtenemos [25]

. . 2
Vo 2 (Vo) _ o _ WV
Vo 3<VD> = Qo+ NNy — K, (35)
. 2
Vp Y _1
3<VD> = —(N*R)p - 5Qp, (36)

donde a,b =1,2,3; ||a representa la derivada covariante
con rebpecto a la 3-métrica h,p de las secciones espaciales;
Vp(t) = [pd*z\/|h| es el volumen de la regién D; (Z)p
mdlca el promedio espacial de la magnitud Z en la regién
D; N esla funcién de lapso del formalismo ADM; Ry K
son, respectivamente, el escalar de Ricci y la curvatura
extrinseca de las hipersuperficies espaciales; K = h® K,
es la traza de Kgp; y

Qp = W*(K? — KjyKY))p —2(-NK)1/3  (37)
es la denominada backreaction cinemética extrinseca, que
da cuenta de los efectos que tienen la inhomogeneidad
y anisotropia sobre la expansién del universo [26]. Es-
tas ecuaciones guardan gran parecido con las ecuaciones
de Friedmann. Efectivamente, si aplicamos estas ecuacio-
nes a un universo homogéneo e isétropo y escogemos co-
mo variable temporal el tiempo cosmolégico, las ecuacio-
nes (35) y (36) son precisamente las ecuaciones de Fried-
mann [25].

Claramente, las ecuaciones de evolucion del volumen
obtenidas en este trabajo son diferentes a (35) y (36), pe-
ro encontramos puntos comunes entre ellas. Mas concre-
tamente, en la ecuacién (36) vemos que V o V', mientras
que la evolumon (17) de la aproximacion del volumen (15)
presenta un factor proporcional a (X ANX; ) Xl, el volu-
men del paralelepipedo cuyos lados son esos tres vectores.
Esta similitud es mucho mas evidente al restringirnos al
sector reducido U(N). En este sector, la evolucién del
volumen (tanto en su forma aproximada (29) como en
su forma exacta para el tetraedro (31)), también cumple
V « V. Estas relaciones son superficiales y requieren de
un andlisis mas riguroso, pero apuntan hacia una posible
relacion entre las ecuaciones de evolucién de los volime-
nes y las ecuaciones (35) y (36).

Otra forma de comparar las ecuaciones (35) y (36) con
las del modelo de dos vértices es buscar una descripcion
de las variables de las ecuaciones (35) y (36) en términos
de las variables de nuestro modelo. En este sentido, co-
mo ya discutimos en la seccién IV C, el angulo de twist
&, esta relacionado con la curvatura extrinseca. Una vez
que se ha fijado la foliacién del espaciotiempo, las ecua-
ciones (35) y (36) tan solo dependerdn explicitamente de
la curvatura extrinseca K y del escalar de curvatura R.
En este sentido, en [10] se ha propuesto una discretiza-
cién de la conexion de Ashtekar que nos permite definir
una curvatura extrinseca discretizada K; x &; sobre ca-
da arista i del grafo. La busqueda de la relacién entre



la curvatura K, y su version discretizada K; ayudara a
comparar la evolucién del volumen de los poliedros de las
twisted geometries con las ecuaciones (35) y (36).

VI. CONCLUSIONES

El formalismo espinorial introducido en [8, 11, 16] nos
da una parametrizacion alternativa del espacio de fases
de la LQG. Este formalismo resulta ser especialmente ttil
en la formulacién de las twisted geometries [11], donde
interpretamos los grafos desde un punto de vista clasico
como una discretizacion del espacio en términos de polie-
dros. En este trabajo, nuestro objetivo ha sido estudiar
la dindmica clasica de estos poliedros.

Nos hemos centrado en la aplicacién del formalismo es-
pinorial y las twisted geometries en un modelo muy sen-
cillo basado en un grafo con dos vértices y N aristas, pro-
puesto en trabajos anteriores [12, 13, 16]. Hemos conside-
rado una aproximacién del volumen dada por el determi-
nante del cuadrupolo geométrico introducido en [22]. Es-
ta aproximacion ya fue estudiada numéricamente en [13],
y en este trabajo hemos conseguido obtener la ecuaciéon
de evolucién analitica de la misma.

Posteriormente, hemos estudiado el sector del espacio
de fases cuya dindmica es invariante bajo una simetria
U(N) adicional [12, 16]. Bajo esta simetria podemos ex-
presar el hamiltoniano en términos de dos variables con-
jugadas: el doble del area total del poliedro E y un angulo
¢. Estas variables no dependen de la arista ni del vértice,
por lo que interpretamos esta simetria como la imposi-
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ci6on de homogeneidad e isotropia. En este trabajo hemos
obtenido las ecuaciones de evolucién del volumen en este
sector y hemos encontrado que, en él, la evolucién del vo-
lumen dada por el determinante del cuadrupolo es idén-
tica a la evolucion del volumen exacto para el caso del
tetraedro. Ademads, hemos encontrado que, en el sector
reducido U(NV), el volumen aproximado (15) es propor-
cional a E3/2, que es la relacién entre el volumen y el
area de un poliedro que se expande y se contrae de forma
homogénea e isétropa.

Hemos visto que el angulo ¢ es la mitad del angulo de
twist &. Dado que & puede interpretarse en términos de
la curvatura extrinseca de las secciones espaciales, con-
cluimos que las variables E' y ¢ pueden interpretarse en
términos de volumen (y su evolucién en términos de ex-
pansion) y de curvatura extrinseca de las secciones espa-
ciales, respectivamente. En el articulo [12] se demostrd
que la dindmica del modelo de dos vértices en el sec-
tor reducido U(N) es andloga matematicamente a la de
la LQC. La homogeneidad, la isotropia y la nocién de
expansion y curvatura dada por E y ¢ en este modelo
refuerzan su interpretacion como un modelo cosmoldgico
dentro de la teoria completa de la LQG.

Por ltimo, hemos propuesto la comparacién del com-
portamiento de los poliedros descritos por las twisted geo-
metries con el comportamiento predicho por la ecuacion
de Raychaudhuri promediada a regiones espaciales fini-
tas. Este estudio comparativo entre la LQG y la relati-
vidad es interesante y deberd ser llevado a cabo con méas
detalle, ya que puede darnos informacién sobre el limite
semicléasico de la LQG.
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