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Se ha probado en [1] que la formulación de Gravedad Unimodular (UG) hecha en [2] mediante la
utilización de un multiplicador de Lagrange para imponer la condición de unimodularidad de la mé-
trica es inconsistente a nivel cuántico. En efecto, el multiplicador de Lagrange clásico deja de serlo a
nivel cuántico debido a la aparición de correcciones UV divergentes cuadráticas en el multiplicador
de Lagrange. El propósito de este TFM es formular Gravedad Unimodular sin utilizar un multipli-
cador de Lagrange para formular dicha teoría, pero manteniendo (parcialmente) la estructura de
campos fantasma de la referencia [2]. Para ello haremos compatibles el formalismo introducido en
[3] y la estructura de campos BRST en [2]. De este modo estableceremos una nueva formulación
BRST de Gravedad Unimodular. Como una aplicación de este nuevo formalismo, deduciremos la
Ley de Newton de la gravitación universal. También se deducirá la identidad de Slavnov-Taylor que
gobierna las simetrías BRST a nivel cuántico.

I. INTRODUCCIÓN

La Gravedad Unimodular es una teoría casi tan an-
tigua como la Relatividad General. Fue planteada por
primera vez por Albert Einstein en 1919 [4]. La teoría
de Gravedad Unimodular parte de la teoría de la Rela-
tividad General, pero impone fijar el determinante de la
métrica a un cierto valor constante (fijando de este mo-
do el factor de volumen del espacio-tiempo). En nuestro
caso, fijaremos dicho factor a la unidad (esa elección fue
inicialmente planteada por el propio Einstein para fijar
de manera conveniente el sistema de coordenadas en Re-
latividad General [5]). Habitualmente, se establece esta
ligadura por medio de un multiplicador de Lagrange; sin
embargo, en este trabajo plantearemos un formalismo al-
ternativo que eludiría la aparición de las divergencias UV
que genera el multiplicador de Lagrange a nivel cuántico.

Durante años ha sido objeto de estudio la equivalencia
entre la teoría de la Relatividad General y la Gravedad
Unimodular, tanto a nivel clásico [6–8] como cuántico
[9, 10]. La posibilidad de que cuánticamente dichas teo-
rías no fueran equivalentes, y que por tanto conduzcan
a distintas predicciones, es el responsable del gran inte-
rés que suscita la cuantización de Gravedad Unimodular.
Asimismo, es bien sabido, que la teoría de Gravedad Uni-
modular ofrece una solución al conocido como problema
de la constante cosmológica [11, 12].

De este modo, propondremos una formulación cuánti-
ca de la teoría de Gravedad Unimodular (para lo cual
haremos uso del formalismo de cuantización BRST [13]).
Una vez establecida dicha formulación, obtendremos la
identidad de Slavnov-Taylor, y finalmente calcularemos
el potencial clásico para verificar que conduce a la ley de
la gravitación universal.

A lo largo de este trabajo usaremos unidades natura-
les (~ = c = 1). Asimismo, consideraremos métricas de
signatura lorentziana con el convenio (− + + +).

La acción de Hilbert-Einstein vendrá dada por [14]

SH-E =
2

κ2

∫
d4x

√
−gR[g], (1)

donde κ2 = 32πG, con G la constante gravitacional de
Newton. Por conveniencia de cálculo, tomaremos unida-
des en las que κ2 = 32πG = 1, es decir, G = 1/32π.

Por último, la acción de nuestra teoría la definiremos
como

S = 2

∫
d4x L, (2)

donde L es el lagrangiano que construiremos en la próxi-
ma sección.

II. CUANTIZACIÓN UG MEDIANTE BRST

La teoría de Gravedad Unimodular exige que el de-
terminante de la métrica sea igual a uno. Para imponer
dicha restricción, sin la necesidad de un multiplicador de
Lagrange, usaremos la siguiente métrica

ĝµν ≡ gµν
(−g)1/4

, (3)

donde gµν y g son, respectivamente, la métrica del
espacio-tiempo que estamos estudiando y su correspon-
diente determinante. Es sencillo comprobar como, efecti-
vamente, con esta definición |ĝ| = 1.

Por otro lado, la matriz inversa ha de cumplir ĝµρĝρν =
gµρgρν = δµν , con lo que

ĝµν = (−g)1/4gµν . (4)

La acción clásica para esta nueva métrica viene dada
por [15]

Sclas = 2

∫
d4x R [ĝ] , (5)
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con R [ĝ] el escalar de Ricci para la métrica ĝµν .
La acción clásica Eq. (1) es invariante bajo difeomor-

fismos; sin embargo, la acción clásica para UG Eq. (5)
es invariante solo bajo aquellos difeomorfismos que man-
tengan invariante el determinante |ĝ| = 1, son los que
se conocen como difeomorfismos transversos. Estas últi-
mas transformaciones consisten en xµ → xµ+ ξµT, con ξµT
un cierto campo vectorial tal que ∂µξ

µ
T = 0. Infinitesi-

malmente, los difeomorfismos transversos dan lugar a la
siguiente transformación gµν → gµν + δgµν con

δgµν = ∇µξ
T
ν +∇νξ

T
µ , (6)

donde ξT
µ ≡ gµνξ

ν
T y ∇ es la conexión de Levi-Civita para

la métrica gµν . A partir de esta transformación, podemos
deducir también cómo se transforma el determinante de
la métrica

δg = ggµνδgµν

= ggµν
(
∇µξ

T
ν +∇νξ

T
µ

)
= 2g∇µξ

µ
T. (7)

Una vez conocida la manera en la que actúan los di-
feomorfismos transversos sobre gµν y g, haciendo uso de
Eq. (3) podemos deducir cómo actúan sobre la nueva mé-
trica ĝµν

δ

(
gµν

(−g)1/4

)
=

1

(−g)1/4

(
δgµν − 1

4g
gµνδg

)
=

1

(−g)1/4

(
∇µξ

T
ν +∇νξ

T
µ − 1

2
∇µξ

µ
T

)
= ∇̂µξ̂

T
ν + ∇̂ν ξ̂

T
µ , (8)

donde ξ̂T
µ = ĝµνξ

ν
T y ∇̂ es la conexión de Levi-Civita

para la métrica ĝµν . Para llegar a la última igualdad, es
necesario desarrollar la expresión de abajo en términos de
la métrica gµν y compararla con la expresión de arriba (al
hacerlo se comprueba que ambas expresiones son iguales).

Si a continuación desarrollamos δĝ, observamos como
se cumple la condición de transversalidad

δĝ = ĝĝµνδĝµν

= −ĝµν
(
∇̂µξ̂

T
ν + ∇̂ν ξ̂

T
µ

)
= −2∇̂µξ

µ
T

= −2∂µξ
µ
T = 0. (9)

Es decir, los campos ξT que verifican la condición
∇̂µξ

µ
T = 0 son los que generan los difeomorfismos trans-

versos. De este modo, aplicando dicha transformación,
ahora sobre la inversa de la métrica ĝµν obtenemos

δĝµν = −∇̂µξνT − ∇̂νξµT. (10)

Para cuantizar la teoría haremos uso del operador
BRST BD, y los fantasmas cµT (Nghost(c) = 1) y cνT

(Nghost(c) = −1). El operador actuará sobre los campos
del siguiente modo

BDĝµν = −∇̂µcνT − ∇̂νcµT, (11a)

BDcµT = ∇̂ν(c
ν
Tc

µ
T), (11b)

BDcµT = ibµT, (11c)

BDbµT = 0, (11d)

con bµT (Nghost(b) = 0) el campo de Nakanishi-Lautrup.
La primera expresión se deduce de Eq. (10), pero cam-

biando el campo vectorial ξµT por el campo fantasma cµT;
mientras que el resto, Eqs. (11b)-(11d), garantizan la nil-
potencia del operador BRST (B2

D = 0).
Una vez que hemos definido cómo actúa el operador

BRST sobre los campos, podemos plantear el lagrangiano
de los fantasmas

L(D)
ghost = −iBD

[
ĝµνc

ν
T∂λĝ

λµ
]
. (12)

Para obtener este lagrangiano hemos hecho uso de una
condición habitual para fijar el gauge, conocida como
gauge de Donder (o gauge armónico) ∂ν ĝ

µν = 0.

A. Nueva Invariancia gauge generada y nuevos
fantasmas

Los campos fantasmas que hemos definido son trans-
versos, puesto que heredan la condición de transversa-
lidad del campo ξT (∇̂µξ

µ
T = 0). Las soluciones a esta

ligadura no son en general locales, lo que supone un serio
inconveniente a la hora de cuantizar la teoría. Sin embar-
go, podemos expresar los campos transversos a partir de
tensores de rango dos, antisimétricos y sin ligaduras (los
cuales llamaremos fantasmas de primera generación)

ζµT = ∇̂νζ
νµ, (13)

donde ζ es un campo fantasma genérico (c, c, etc.), anti-
simétrico en todos sus índices.

El uso de ζνµ garantiza la localidad de la teoría, man-
teniendo la condición de transversalidad. Sin embargo, el
precio a pagar es la aparición de una nueva invariancia
gauge; ya que ζµT tiene 3 grados de libertad, mientras que
ζνµ tiene 6 grados de libertad. Podemos fijar de nuevo el
gauge mediante la adición de nuevos campos de fantas-
mas, esta vez de rango tres (fantasmas de segunda gene-
ración), que generarán de nuevo invariancia gauge en el
lagrangiano. Este proceso es lo que se conoce como ghost
for ghost. Dado que la dimensión del espacio-tiempo es
D = 4, el proceso se detiene al llegar a tensores de ran-
go cuatro (fantasmas de tercera generación); tal y como
veremos a continuación.
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1. Primera generación

En primer lugar, tenemos que saber cómo actúa el ope-
rador BRST sobre los fantasmas de primera generación.

Se puede demostrar que si aµν1...νn es un tensor total-
mente antisimétrico de rango n+ 1, entonces cumple

∇µa
µν1...νn =

1√
−g

∂µ
(√

−gaµν1...νn
)
. (14)

Con lo cual, se cumple también

BD

(
∇̂µa

µν1...νn

)
= ∇̂µ (BDaµν1...νn) . (15)

Usando esta última relación y Eq. (13) sobre Eq. (11b),
deducimos

∇̂ν (BDcνµ − cνTc
µ
T) = 0. (16)

La solución general de esta ecuación viene dada por

BDcνµ = cνTc
µ
T + i∇̂ρd

ρνµ, (17)

donde dρνµ es un fantasma, totalmente antisimétrico de
rango tres (fantasma de segunda generación). De modo
que, el operador BRST actuando sobre los fantasmas de
primera generación viene dado por

BDcνµ = cνTc
µ
T + i∇̂ρd

ρνµ, (18a)

BDcνµ = ibνµ, (18b)

BDbνµ = 0. (18c)

Sustituyendo en el lagrangiano Eq. (12) los fantasmas
de primera generación y usando las relaciones anteriores,
obtenemos

L(D)
ghost,1 = −iBD

[
ĝµν∇̂ρc

ρν · ∂λĝλµ
]

= ĝµν∇̂ρb
ρν · ∂λĝλµ

+2i∇̂(µ∇̂ρcν)ρ · ∇̂ρc
ρν · ∂λĝλµ

+2iĝµν∇̂ρc
ρµ · ∂λ∇̂(λ∇̂ρc

µ)ρ, (19)

donde el símbolo (µ1, µ2...) indica simetrización respecto
a los índices involucrados, A(µν) = (Aµν +Aνµ) /2.

2. Segunda generación

A partir de Eq. (13), es fácil deducir que la física es
invariante bajo la siguiente transformación

ζνµ → ζνµ + ∇̂ρζ
ρνµ. (20)

Los campos fantasmas ζρνµ son los que llamaremos fan-
tasmas de segunda generación. En la sección previa, ya

obtuvimos dρνµ (Nghost(d) = 2) como el fantasma de se-
gunda generación asociado a cνµ.

Asimismo, debemos fijar el gauge que proviene de
Eq. (20) y para ello usaremos las siguientes condiciones
con los correspondientes fantasmas asociados,

Condición: Fantasma:
∇[ρcνµ] = 0 −→ d

ρνµ
,

∇[ρcνµ] = 0 −→ bρνµ, (21)

donde el símbolo [µ1, µ2...] indica antisimetrización res-
pecto a los índices involucrados, A[µν] = (Aµν −Aνµ) /2.
Nótese que la condición para fijar el gauge de bνµ no se in-
cluye, puesto que se puede derivar de la de cνµ actuando
con el operador BRST.

Por otro lado, usando la nilpotencia del operador
BRST sobre Eq. (18a) deducimos

∇̂ρ (iBDdρνµ + cρTc
ν
Tc

µ
T) = 0. (22)

La solución general de esta ecuación viene dada por

BDdρνµ = icρTc
ν
Tc

µ
T − ∇̂σt

σρνµ, (23)

donde tσρνµ es un fantasma, totalmente antisimétrico de
rango cuatro (fantasma de tercera generación). De modo
que, el operador BRST actuando sobre los fantasmas de
segunda generación viene dado por

BDdρνµ = icρTc
ν
Tc

µ
T − ∇̂σt

σρνµ, (24a)

BDd
ρνµ

= cρνµ, (24b)

BDbρνµ = cρνµ, (24c)

BDcρνµ = BDcρνµ = 0, (24d)

Con estas relaciones y las condiciones para fijar el gau-
ge podemos construir el siguiente lagrangiano de fantas-
mas

L(D)
ghost,2 =

i

2
BD

[
d
ρνµ∇̂ρcνµ + bρνµ∇̂ρcνµ

]
=

i

2

[
cρνµ∇̂ρcνµ − ∇̂ρd

ρνµ ·BD (ĝνσ ĝµκ) c
σκ

−∇̂ρdρνµ ·
(
cνTc

µ
T + i∇̂σd

σνµ
)

+cρνµ∇̂ρcνµ − ∇̂ρb
ρνµ ·BD (ĝνσ ĝµκ) c

σκ

−i∇̂ρbρνµ · bνµ
]
. (25)

3. Tercera generación

De nuevo, a partir de Eq. (20), es fácil deducir que la
física es invariante bajo la siguiente transformación

ζρνµ → ζρνµ + ∇̂σζ
σρνµ. (26)
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Los campos fantasmas ζσρνµ son los que llamaremos fan-
tasmas de tercera generación. Es importante notar que ya
no existen más invariancias gauge asociadas a Eq. (13),
puesto que en dimensión D = 4 el rango máximo de un
tensor antisimétrico en todos sus índices es cuatro. En la
sección previa, ya obtuvimos tσρνµ (Nghost(t) = 3) como
el fantasma de tercera generación asociado a dρνµ.

Asimismo, debemos fijar el gauge que proviene de
Eq. (26) y para ello usaremos las siguientes condiciones
con los correspondientes fantasmas asociados,

Condición: Fantasma:
∇[σdρνµ] = 0 −→ t

σρνµ
,

∇[σd
ρνµ]

= 0 −→ cσρνµ,

∇[σbρνµ] = 0 −→ cσρνµ. (27)

Nótese que las condiciones para fijar el gauge de cρνµ y
cρνµ no se incluyen, puesto que se pueden derivar, respec-
tivamente, de las de bρνµ y d

ρνµ actuando con el operador
BRST.

Por otro lado, usando la nilpotencia del operador
BRST sobre Eq. (24a) deducimos

∇̂σ (BDtσρνµ − icσTc
ρ
Tc

ν
Tc

µ
T) = 0. (28)

La solución general de esta ecuación viene dada por

BDtσρνµ = icσTc
ρ
Tc

ν
Tc

µ
T. (29)

En esta ocasión no aparecen nuevos fantasmas, dado que,
como ya mencionamos antes, en dimensión D = 4 no po-
demos construir tensores completamente antisimétricos
de rango mayor que cuatro. De modo que, el operador
BRST actuando sobre los fantasmas de tercera genera-
ción viene dado por

BDtσρνµ = icσTc
ρ
Tc

ν
Tc

µ
T, (30a)

BDt
σρνµ

= id
σρνµ

, (30b)

BDcσρνµ = idσρνµ, (30c)

BDcσρνµ = ibσρνµ, (30d)

BDd
σρνµ

= BDdσρνµ = BDbσρνµ = 0. (30e)

En la Tab. (II) presentamos un resumen de los fan-
tasmas definidos y cómo actúa el operador BRST sobre
ellos.

Con estas relaciones y las condiciones para fijar el gau-
ge podemos construir el siguiente lagrangiano de fantas-
mas

L(D)
ghost,3 =

−i

6
BD

[
−t

σρνµ
(
∇̂σdρνµ +

α

4
dσρνµ

)
+ cσρνµ∇̂σdρνµ + cσρνµ∇̂σbρνµ

]
=

1

6

[
−d

σρνµ∇̂σdρνµ − α

4
d
σρνµ

dσρνµ + i∇̂σtσρνµ ·
(
icρTc

ν
Tc

µ
T − ∇̂λt

λρνµ
)
+ dσρνµ∇̂σdρνµ + icσρνµ∇̂σcρνµ

+bσρνµ∇̂σbρνµ + icσρνµ∇̂σcρνµ + i∇̂σt
σρνµ ·BD (ĝρκĝντĝµλ) d

κτλ − i∇̂σc
σρνµ ·BD (ĝρκĝντĝµλ) d

κτλ

−i∇̂σc
σρνµ ·BD (ĝρκĝντĝµλ) b

κτλ
]
. (31)

4. Simplificación mediante duales

Para simplificar la notación, en vez de trabajar con
los campos fantasmas, trabajaremos con sus duales. Da-
do un cierto campo aµ1...µp completamente antisimétrico,
su dual de Hodge (que también es un tensor totalmente
antisimétrico) viene dado por Aν1...νq , donde se cumple
p+ q = D. Estos campos cumplen

aµ1...µp = ±(q!)−1εµ1...µpν1...νqAν1...νq
,

Aν1...νq
= ∓(p!)−1aµ1...µpεµ1...µpν1...νq

. (32)

De este modo definimos los siguientes duales

cµν = (1/2)εµνρσCρσ,

dµνρ = εµνρσDσ,

tµνρσ = εµνρσT. (33)
Asimismo, expresamos las relaciones del resto de duales
en dobletes
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cµν

bµν

)
= −(1/2)εµνρσ

(
Cρσ

Bρσ

)
,

(
t
µνρσ

d
µνρσ

)
= −εµνρσ

(
T
D

)
,(

d
µνρ

cµνρ

)
= −(1/2)εµνρσ

(
Dσ

Cσ

)
,

(
cµνρσ

dµνρσ

)
= −εµνρσ

(
C
D

)
,(

bµνρ

cµνρ

)
= −(1/2)εµνρσ

(
Bσ

Cσ

)
,

(
cµνρσ

bµνρσ

)
= −εµνρσ

(
C
B

)
. (34)

En términos de los campos duales, los lagrangianos de fantasmas obtenidos hasta ahora los podemos expresar
del siguiente modo

L(D)
ghost,1 = −1

2
ĝµνε

ρνστ∇̂ρB
στ · ∂λĝλµ − i

2
εχτρσενκαβ ĝχ(µ∇̂ν)∇̂τCρσ · ∇̂κCαβ · ∂λĝλµ

+
i

2
ĝµνε

νρστ∇̂ρC
στ · εκαβ(µ∂λ∇̂λ)∇̂κCαβ . (35)

L(D)
ghost,2 =

[
iC

σ∇̂ρCρσ +
3i

4
εκµνλ∇̂ρD

σ · ∇̂[ρCκσ] · ∇̂µCνλ + 2∇̂[λD
σ] · ∇̂λDσ − iCσ∇̂ρCρσ +Bσ∇̂ρBρσ

−2iĝµλ∇̂[ρD
σ] · CµσBDĝλρ + 2iĝµλ∇̂[ρBσ] · CµσBDĝλρ

]
. (36)

L(D)
ghost,3 =

[
D∇̂µD

µ + αDD +D∇̂µD
µ
+ iC∇̂µC

µ
+ iC∇̂µC

µ +B∇̂µB
µ

−1

4
∇̂σT · ∇̂[σCνµ]

(
∇̂µCλρ · ∇̂νCλρ − 4∇̂λCµρ · ∇̂νCλρ + 2∇̂λCµρ · ∇̂λC

ν
ρ − 2∇̂λC

µρ · ∇̂ρC
νλ
)

−i∇̂µT · ∇̂µT +
(
i∇̂µT ·Dν + i∇̂µC ·Dν

+ i∇̂µC ·Bν
)
BDĝµν

]
. (37)

B. Perturbación respecto a la métrica plana

A partir de ahora, expresaremos (como es usual [14])
la métrica gµν de la siguiente forma

gµν = ηµν + hµν , (38)

de modo que hµν caracterizará a las fluctuaciones cuánti-
cas de la métrica de Minkowski. El campo hµν será deno-
minado campo del gravitón y describirá la propagación
de gravitones en Minkowski. Téngase en cuenta que la
acción de la teoría será la serie formal de potencias en
hµν que resulta de la utilización de Eq. (38).

Esta expansión induce, a primer orden, sobre la métri-
ca ĝµν la siguiente relación

ĝµν = ηµν + hµν − 1

4
ηµνh+O(h2), (39)

donde h = hµ
µ = ηµνhµν .

No es necesario expandir a segundo orden, puesto que
en el lagrangiano, dichos términos aparecerán como deri-
vadas totales (con lo que no contribuyen al propagador).

Aplicando el operador BRST sobre Eq. (38) obtenemos

BDhµν = BDgµν = ∇µc
T
ν +∇νc

T
µ , (40)

con cT
µ ≡ gµνc

ν
T. Desarrollando la derivada covariante en

términos del campo del gravitón, llegamos a

BDhµν = ∂µc
T
ν + ∂νc

T
µ − 2Γσ

µνc
T
σ

= ∂µc
T
ν + ∂νc

T
µ + cρT∂ρhµν

−cρT∂µhρν − cρT∂νhρµ. (41)

C. Invariancia bajo transformaciones de Weyl

Las transformaciones de Weyl, también conocidas co-
mo transformaciones conformes, vienen dadas por gµν →
e2θ(x)gµν , donde θ(x) es una función arbitraria. Esta
transformación repercute únicamente en el determinante
de la métrica, luego la métrica ĝµν y por consiguiente el
lagrangiano Eq. (5) es invariante bajo transformaciones
de Weyl. De nuevo, fijaremos la invariancia gauge me-
diante el uso del operador BRST BW , y los fantasmas
R (Nghost(R) = 1) y R (Nghost(R) = −1). El operador
actuará sobre los campos del siguiente modo

BWhµν = 2R (ηµν + hµν) , (42a)

BWR = 0, (42b)
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BWR = L, (42c)

BWL = 0, (42d)

donde L (Nghost(L) = 0) el campo de Nakanishi-Lautrup.
Con ello, planteamos el siguiente lagrangiano para fijar

el gauge derivado de la transformación de Weyl

L(W )
ghost,W = BW

[
∂µR · ∂µ (L− α′h)

]
= ∂µL · ∂µ (L− α′h) + 2α′ (4 + h) ∂µR · ∂µR

+2α′∂µR ·R∂µh, (43)

donde α′ es un nuevo parámetro que al igual que α lo
mantendremos libre.

D. Transformación BRST general

Con todo ello, tenemos que los operadores BRST ac-
túan sobre los campos tal y como se refleja en las tablas

Tabs. I y II, y en las tres siguientes ecuaciones

BDhµν = ∂µc
T
ν + ∂νc

T
µ + cρT∂ρhµν

−cρT∂µhρν − cρT∂νhρµ.

BWhµν = 2R (ηµν + hµν) . (44)

BDcµT = cνT∂νc
µ
T (45)

BD BW

Nghost = 0 BDL = cρT∂ρL BWL = 0

Nghost = 1 BDR = cρT∂ρR BWR = 0

Nghost = −1 BDR = cρT∂ρR BWR = L

Table I: Actuación de los operadores BRST sobre los
campos fantasmas asociados a las transformaciones de
Weyl.

Asimismo, el operador BW actuando sobre los fantas-
mas asociados a los difeomorfismos transversos son todos
nulos BW ({cT, B, C,D, T}) = 0.

Es importante notar que hemos incluido las transfor-
maciones de cT puesto que simplifican la notación a la
hora de realizar los cálculos, pero siempre queriendo de-
cir implícitamente cµT = −εµνρσ∇̂νCρσ.

1º generación 2º generación 3º generación

Nghost = 0 BDBµν = 0 BDBµ = Cµ BDB = 0

Nghost = 1 BDCµν = − 1
2
εµνρσc

ρ
Tc

σ
T + i (∂µDν − ∂νDµ) BDCµ = 0 BDC = iD

Nghost = −1 BDCµν = iBµν BDCµ = 0 BDC = iB

Nghost = 2 BDDµ = i
3!
εµνρσc

ν
Tc

ρ
Tc

σ
T + ∂µT BDD = 0

Nghost = −2 BDDµ = Cµ BDD = 0

Nghost = 3 BDT = − i
4!
εµνρσc

µ
Tc

ν
Tc

ρ
Tc

σ
T

Nghost = −3 BDT = iD

Table II: En cada celda se muestra el resultado de actuar con el operador BRST sobre los campos fantasmas de un
determinado Nghost (filas) y una determinada generación (columnas).

A continuación, definiremos un nuevo operador BRST,
combinación de los dos usados hasta ahora, B = BD +
BW ; el cual es también nilpotente B2 = BDBW +
BWBD = 0. Para comprobar esta última afirmación,
haremos actuar B2 sobre hµν y R (es trivial comprobar
que efectivamente B2 actuando sobre todos los demás

campos es nulo)

BDBWhµν = −2R (gρν∂µc
ρ
T + gρµ∂νc

ρ
T)

+2cρT∂ρ (Rgµν) ,

BWBDhµν = 2R (gρν∂µc
ρ
T + gρµ∂νc

ρ
T)

−2cρT∂ρ (Rgµν) . (46)
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BDBWR = BDL = cρT∂ρL,

BWBDR = BW

(
cρT∂ρR

)
= −cρT∂ρL. (47)

Comprobamos, por tanto, que la actuación de B2 sobre
cualquier campo es siempre nula.

Por último, el uso de este nuevo operador BRST, nos
obliga a fijar el gauge por medio de hacer actuar el
operador B sobre las correspondientes condiciones pa-
ra fijar el gauge. En el caso de los lagrangianos Lghost,i
con i = 1, 2, 3, las respectivas condiciones de gauge so-
lo involucran a ĝµν y los fantasmas asociados a los di-
feomorfismos transversos (todos ellos invariantes bajo
BW ); luego Lghost,i = L(D)

ghost,i. Sin embargo, en el ca-
so de las transformaciones de Weyl tenemos Lghost,W =

L(D)
ghost,W + L(W )

ghost,W, con lo que falta incluir en la teoría
el siguiente lagrangiano

L(D)
ghost,W = BD

[
∂µR · ∂µ (L− α′h)

]
= ∂µ

[
cρT∂ρR

]
· ∂µ (L− α′h)

−∂µR · ∂µ [cρT∂ρL] + α′∂µR ·
∂µ
[
2∂ρcT

ρ + cρT∂ρh− 2cρT∂
σhρσ

]
. (48)

III. IDENTIDAD DE SLAVNOV-TAYLOR

En esta sección deduciremos la identidad de Slavnov-
Taylor que es la que gobierna la simetría BRST de la
teoría cuántica. Esta ecuación constituye el punto de par-
tida para llevar a cabo el análisis de la posible existencia
de anomalías BRST mediante técnicas de cohomología
BRST (este análisis queda muy fuera del propósito del
presente trabajo). Nótese que no está claro que Regu-
larización Dimensional respete la simetría BRST de la
teoría ya que la estructura de fantasmas depende de la
dimensión del espacio-tiempo.

A partir de lo visto hasta ahora, podemos deducir que
la integral de camino de la teoría viene dada por

∫
Dhµν [Dghost] ei2

∫
d4xL, (49)

donde el lagrangiano L es

L = Lclas +Lghost,1 +Lghost,2 +Lghost,3 +Lghost,W, (50)

y la medida [Dghost] la definimos como

[Dghost] = DBµν DBµ DB DCµν DCµ DC DCµν DCµ DC DDµ DD DDµ DD DT DT DR DR DL. (51)

De este modo, el funcional generador de la teoría viene
dado por

Z [Jµν , jµν , ...] =

∫
Dhµν [Dghost] ei2

∫
d4x(L+C), (52)

con

C = Jµνhµν + jµνBµν + jµBµ + jB + fL

+ωµνCµν + ωµCµ + ωC + Cµνω
µν

+Cµω
µ + Cω + qR+Rq + k

µ
Dµ + kD

+Dµk
µ +Dk + χT + Tχ+ ξµνBhµν

+φBL+ ρµνBCµν + τBR+ σBR

+ρµBDµ + ρBT. (53)

Los campos externos, Jµν , jµν , etc. son invariantes
BRST; luego aplicando el nuevo operador BRST a ambos
lados de Eq. (52) obtenemos la siguiente relación

〈
∫

d4x (JµνBhµν + jµCµ + fBL− ωµνBCµν

−iωD + iBµνω
µν + iBω − qBR+ qBR

+k
µ
BDµ + Cµk

µ − χBT + iDχ
)
〉 = 0,

donde 〈A〉 ≡
∫
Dhµν [Dghost] A · exp

[
i2
∫
d4x(L+ C)

]
.

A continuación podemos expresar esta relación a partir
del funcional generador, de tal forma que llegamos a[∫

d4x

(
Jµν δ

δξµν
+ jµ

δ

δωµ + f
δ

δφ
− ωµν δ

δρµν

−iω
δ

δk
+ iωµν δ

δjµν
+ iω

δ

δj
− q

δ

δτ
+ q

δ

δσ

+k
µ δ

δρµ
− kµ

δ

δωµ
− χ

δ

δρ
+ iχ

δ

δk

)]
Z = 0. (54)

El funcional generador de las funciones de
Green conexas, W cumple Z [Jµν , jµν , ...] /Z[0] =
exp (iW [Jµν , jµν , ...]); con lo que, en términos de este
funcional, la relación anterior pasa a ser[∫

d4x

(
Jµν δ

δξµν
+ jµ

δ

δωµ + f
δ

δφ
− ωµν δ

δρµν

−iω
δ

δk
+ iωµν δ

δjµν
+ iω

δ

δj
− q

δ

δτ
+ q

δ

δσ

+k
µ δ

δρµ
− kµ

δ

δωµ
− χ

δ

δρ
+ iχ

δ

δk

)]
W = 0. (55)

Finalmente, el funcional generador de las funciones una
partícula irreducible (OPI) se relaciona con el funcional
anterior del siguiente modo

Γ [hµν , ...] = W [Jµν , ...]−
∫

d4x C. (56)
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Expresando la relación Eq. (55) en términos de Γ, obtene-
mos lo que se conoce como la identidad de Slavnov-Taylor

∫
d4x

(
δΓ

δhµν

δΓ

δξµν
+

δΓ

δBµ
Cµ +

δΓ

δs

δΓ

δφ
+

δΓ

δCµν

δΓ

δρµν

+i
δΓ

δC
D + i

δΓ

δCµν

Bµν + i
δΓ

δC
B +

δΓ

δR

δΓ

δτ
+

δΓ

δR

δΓ

δσ

+
δΓ

δDµ

δΓ

δρµ
+

δΓ

δDµ

Cµ +
δΓ

δT

δΓ

δρ
+ i

δΓ

δT
D

)
= 0. (57)

IV. PROPAGADORES

A continuación, extraeremos los términos cinéticos de
nuestro lagrangiano L. Para ello, nos limitaremos única-
mente a los términos cuadráticos Lcuad, los cuales agru-
paremos en cuatro sumandos Lcuad = LN=0 + L|N |=1 +
L|N |=2 + L|N |=3

LN=0 =
1

4
hµν�hµν +

1

2
(∂µh

µν)
2
+

1

4
hµν∂

µ∂νh− 1

32
h�h+

1

2
εµνρσ∂

νBρσ · ∂λhλµ

+Bµ∂νB
νµ +B∂µBµ + α′L�h− L�L,

L|N |=1 =
i

2
C

µν
� (�Cµν + 2∂ρ∂µCνρ) + iC

µ
∂νCνµ + i∂νC

νµ · Cµ + iC∂µCµ − i∂µC
µ · C

+2α′εµνρσR�∂µ∂νCρσ − 8α′R�R,

L|N |=2 = −D
µ
(�Dµ − ∂µ∂

νDν) +D∂µDµ + ∂µD
µ ·D + αDD,

L|N |=3 = iT�T. (58)

De aquí podemos extraer los coeficientes del vértice de dos puntos V(2) para el sector con Nghost = 0

V(2)
N=0 =

hρσ Bρσ Bρ B L

hµν Vh,h 2εκλρσpλδ
(ν
κ pµ) 0 0 −4α′p2ηµν

Bµν −2εµνκ(ρpσ)pκ 0 i4ηρ[µpν] 0 0
Bµ

 0 −i4ηµ[ρpσ] 0 −i4pµ 0

B 0 0 i4pρ 0 0
L −4α′p2ηρσ 0 0 0 4p2

, (59)

donde Vh,h ≡ −p2ηµ(ρησ)ν + 2p(µην)(σpρ) −
1
2 (p

µpνηρσ + pρpσηµν)− 1
8p

2ηµνηρσ.
El propagador del gravitón 〈hµ1ν1

(p)hµ2ν2
(−p)〉 =

iGµ1ν1µ2ν2
(p) se obtiene invirtiendo la matriz V(2) en

Eq. (59). Utilizando FORM [16] se obtiene el siguiente
resultado

Gµ1ν1µ2ν2(p) =
1

p2

(
A1 (ηµ1µ2ην1ν2 + ηµ1ν2ην1µ2) +A2ηµ1ν1ηµ2ν2 +A3

1

p2

(
ηµ1ν1pµ2pν2 + ηµ2ν2pµ1pν1

)
+A4

1

p2
(ηµ1µ2

pν1
pν2

+ ηµ1ν2
pν1

pµ2
+ ην1µ2

pµ1
pν2

+ ην1ν2
pµ1

pµ2
) +A5

1

p4
pµ1

pν1
pµ2

pν2

)
,

(60)

donde

A1 = −1

2
, A2 =

3 + 32α′2

8(1 + 8α′2)
, A3 = −1,

A4 =
1

2
, A5 = 2.

En Gravedad Unimodular, el campo del gravitón hµν se
acopla a la parte sin traza del tensor energía-momento de
Rosenfeld T̂µν ≡ Tµν − ηµν T ρ

ρ /4; lo cual es equivalente
a que la parte sin traza del campo del gravitón ĥµν ≡
hµν − ηµνh/4 se acople al tensor energía momento Tµν
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de Rosenfeld [17]. Con esta definición de ĥµν se obtiene que

〈ĥµ1ν1(p)ĥµ2ν2(−p)〉 =
i

p2

(
− 1

2
(ηµ1µ2ην1ν2 + ηµ1ν2ην1µ2 − ηµ1ν1ηµ2ν2)−

1

p2

(
ηµ1ν1pµ2pν2 + ηµ2ν2pµ1pν1

)
+
1

2

1

p2
(ηµ1µ2

pν1
pν2

+ ηµ1ν2
pν1

pµ2
+ ην1µ2

pµ1
pν2

+ ην1ν2
pµ1

pµ2
) + 2

1

p4
pµ1

pν1
pµ2

pν2

)
. (61)

Podemos obtener el potencial Newtoniano a partir del
intercambio de un gravitón entre dos partículas con ma-
sas M1 y M2 y momento transferido kµ Fig. (1), y to-
mando el límite estático kµ = (0,~k)µ [14]. La amplitud
de este proceso, M, viene dada por [17]

M = − i

4
T (1)
µν (p1, p

′
1)〈ĥµν(k)ĥρσ(−k)〉T (2)

ρσ (p2, p
′
2), (62)

donde pi y p′i con i = 1, 2, es el momento inicial y fi-
nal, respectivamente, de la i-ésima partícula. Con lo que
k = p1 − p′1 = p′2 − p2 y M2

i = −p2i = −p′
2
i . Asimis-

mo, T (i)
µν (pi, p

′
i) representa la contribución al orden más

bajo del elemento de matriz (on-shell) del tensor energía-
momento entre los estados con momento pi y p′i; y viene
dado por [14]

T (i)
µν (pi, p

′
i) ≡ 〈p′i|Tµν |pi〉 = piµp

′
iν + piνp

′
iµ +

1

2
p2ηµν .

(63)
En el límite no relativista, esta relación pasa a ser

T (i)
µν (pi, p

′
i) = −2M2

i ηµ0ην0. (64)

M1 M1

M2 M2

p1 p′1

p2 p′2

k

Figura 1: Diagrama de Feynman en el que se representa
el intercambio de un gravitón entre dos partículas con
masas M1 y M2. Dichas partículas tienen momentos
inciales p1 y p2, y finales p′1 y p′2, respectivamente.

Por otro lado, el potencial no relativista se relaciona
con la matriz S por medio de [18]

〈p′1p′2|S|p1p2〉 = −i2πṼ (k)δ(Ei − Ef ), (65)

donde Ṽ (k) es el potencial clásico en el espacio de mo-
mentos. Asimismo, la matriz S se relaciona con la ampli-
tud del siguiente modo

〈p′1p′2|S|p1p2〉 = (2π)4δ(4)(p1 + p2 − p′1 − p′2)M. (66)

Por lo tanto, evaluando Eq. (64) en Eq. (62) y usando
estas últimas relaciones, llegamos a

Ṽ (k) =
M

2M12M2
= − i

4
M1M2〈ĥ00(k)ĥ00(−k)〉, (67)

A partir de Eq. (61) obtenemos que 〈ĥ00(k)ĥ00(−k)〉 =
−i/2k2, con lo que el potencial que obtenemos es

Ṽ (~k) = −1

8

M1M2

~k2
. (68)

Aplicando la transformada de Fourier al potencial en
espacio de momentos, tenemos

V (~r) =

∫
d3k

(2π)3
ei~k·~r Ṽ (~k) = − 1

32π

M1M2

r
, (69)

con r ≡ |~r|.
Finalmente, recordando que estamos usando unidades

tales que G = 1/32π, el potencial clásico para la inter-
acción gravitatoria que deducimos por medio de nuestro
formalismo es

V (r) = −G
M1M2

r
, (70)

el cual coincide con el potencial de Newton.

V. CONCLUSIÓN

En este trabajo hemos propuesto una formulación pa-
ra Gravedad Unimodular alternativa a la presentada en
[2]. Para ello comenzamos planteando una acción clásica
de Gravedad Unimodular que fijaba el determinante de
la métrica a la unidad, por medio del uso de una nueva
métrica ĝµν en lugar de un multiplicador de Lagrange.
Una vez conocida la acción clásica, dedujimos que esta
tenía que ser invariante bajo los difeomorfismos transver-
sos y usamos el operador BRST, BD, para fijar el gauge
asociado a dicha transformación. La condición de trans-
versalidad nos llevó a definir nuevos campos fantasmas,
cada vez con un rango tensorial mayor (generaciones),
hasta conseguir fijar por completo el gauge. Asimismo,
la acción clásica aún contenía una simetría bajo trans-
formaciones de Weyl; con lo que fue necesario el uso del
operador BRST, BW , para fijar el gauge asociado a dicha
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transformación. De este modo, fue necesario definir un
nuevo operador BRST, B, suma de los dos anteriores, y
fijar el gauge por medio del operador BRST general y no
simplemente para el asociado a cada transformación. A lo
largo de este proceso, simplificamos la notación mediante
el uso de campos duales para los fantasmas y expandi-
mos la métrica como perturbación (campo del gravitón)
en torno a la métrica plana.

Una vez construido este formalismo, obtuvimos a par-
tir del funcional generador la identidad de Slavnov-
Taylor, la cual gobierna las simetrías BRST a nivel cuán-
tico. Por último, usamos técnicas computacionales y los
resultados obtenidos para deducir el propagador del cam-
po del gravitón. Con él pudimos calcular el potencial de
interacción clásico entre dos partículas masivas y verificar
que concuerda con el potencial Newtoniano.
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