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Resumen

Monitorizar y predecir la localizacion de las floraciones de cianobacterias de forma automatica y
eficaz es de suma importancia, ya gque estas pueden producir toxinas que ponen en riesgo la salud
por el consumo y el uso recreativo del agua. Para lograrlo, este proyecto propone dirigir, de forma
Optima y automatica, a un vehiculo de superficie hacia las zonas donde se prevé que haya una
concentracion de cianobacterias elevada. Con este fin, el proyecto se estructura en dos objetivos
complementarios: i) la modelizacion matematica y simulacion numérica del transporte de
cianobacterias, y ii) la planificacién y optimizacion de la trayectoria de vehiculos auténomos de
superficie encargados de la toma de muestras de estos contaminantes. En la primera parte, se
utiliza un modelo tridimensional de transporte de particulas en fluidos, en mallas no estructuradas,
que incluye las variaciones de densidad de las cianobacterias causadas por la produccién de
carbohidratos al recibir luz solar, que a su vez provocan un desplazamiento vertical de las colonias
a lo largo del tiempo. La resolucion del modelo se divide en varios pasos que hacen uso de
diversas técnicas. La dindmica de fluidos, por su complejidad, se resuelve con software comercial
(COMSOL Multiphysics, en particular), y sus resultados se utilizan para simular el resto de los
componentes del modelo (p.e. los efectos de la luminosidad, la dinamica de la densidad de la
colonia, etc.) en MATLAB con técnicas numéricas mas sencillas, como la integracién en tiempo
mediante el método de Euler. La segunda parte del proyecto, la planificacion de las trayectorias,
consiste en la colocacion en espacio y tiempo de los nodos de una spline de orden 4 que sirva
como sefial de referencia para situar y desplazar a un sensor ideal, embarcado en el vehiculo, que
debera determinar la concentracion de cianobacterias a lo largo de la trayectoria. Las splines, que
precisan la posicion tridimensional de la sonda a lo largo del tiempo, se obtienen mediante un
proceso de optimizacion genética multi-objetivo que minimiza la duracion y la longitud de la
trayectoria y maximiza la concentracion de cianobacterias a lo largo de la misma. Incluye
restricciones que hacen que el recorrido de la spline esté contenido en un dominio tridimensional
dado y evite zonas prohibidas. La velocidad y aceleracién maxima también se restringen, de
manera que la trayectoria pueda ser seguida por un vehiculo auténomo real, y la duracién de la
mision se mantiene por debajo de un limite establecido. La memoria también recoge un conjunto
de escenarios de simulacion y de optimizacion sobre los que se ha analizado el funcionamiento
de los métodos desarrollados.

Palabras clave: monitorizacion de cianobacterias, USV, modelado, simulacion, fluidos,
transporte, migracion vertical, planificacion de trayectorias, algoritmos genéticos, zonas
prohibidas.



Abstract

Automatically and effectively monitoring and predicting the location of cyanobacterial blooms is
of utmost importance, as these can produce toxins that put health at risk due to the consumption
and recreational use of water. To achieve this, this project proposes to optimally and automatically
direct a surface vehicle to the areas where a high concentration of cyanobacteria is expected. To
this end, the project is structured around two complementary objectives: i) the mathematical
modeling and numerical simulation of the transport of cyanobacteria, and ii) the planning and
optimization of the trajectory of autonomous surface vehicles responsible for taking samples of
these pollutants. In the first part, a three-dimensional model in unstructured meshes of the
transport of particles in fluids is used, which includes the variations in density of cyanobacteria
caused by the production of carbohydrates when receiving sunlight, which in turn cause a vertical
displacement of the colonies over time. The resolution of the model is divided into several steps
that make use of various techniques. Fluid dynamics, due to its complexity, is solved with
commercial software (COMSOL Multiphysics, in particular), and its results are used to simulate
the rest of the components of the model (i.e. the effects of luminosity, the dynamics of the density
of colony, etc.) in MATLAB with simpler numerical techniques, such as time integration using
Euler's method. The second part of the project, the planning of the trajectories, consists of the
placement in space and time of the nodes of a spline of fourth order that serves as a reference
signal to locate and move an ideal sensor, on board the vehicle, which you will need to determine
the concentration of cyanobacteria along the path. The splines, which specify the three-
dimensional position of the probe over time, are obtained through a multi-objective genetic
optimization process that minimizes the duration and length of the path and maximizes the
concentration of cyanobacteria along the path. It also includes constraints so that the path of the
spline can be contained in a given three-dimensional domain and avoid forbidden areas. Top speed
and acceleration are also restricted, so that the trajectory can be followed by a real autonomous
vehicle, and the mission duration is kept below a set limit. The report also includes a set of
simulation and optimization scenarios on which the performance of the developed methods has
been analyzed.

Key words: cyanobacteria monitoring, USV, modeling, simulation, fluids, transport, vertical
migration, trajectory planning, genetic algorithms, forbidden zones.
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1. Introduccion Gonzalo Carazo Barbero

1. Introduccion

Se comienza la memoria de este Trabajo de Fin de Master presentando la motivacién que lleva a
la realizacion del trabajo y el estado del arte en problemas similares al aqui presentado. A
continuacion, se presentan los objetivos que se desean alcanzar, se describe el software utilizado
a lo largo del proyecto y, finalmente, se describe la estructura que sigue la memoria del proyecto
al completo.

1.1. Motivacion

En 2010 se reconocié como esencial para la vida el derecho humano al agua potable limpia y al
saneamiento [1]. Sin embargo, en la actualidad 2.1 billones de personas no tienen acceso al agua
potable, 4.5 billones al saneamiento bésico y 3.4 millones de personas mueren cada afio por
enfermedades como diarrea, colera, disenteria, fiebres tifoideas o poliomielitis, provocadas por el
consumo de agua contaminada [2]. EI agua potable es un bien escaso y se prevé que la situacion
se agrave debido principalmente al incremento del uso de agua, la contaminacién, la mala gestion
y el cambio climético, lo que puede provocar que en 2030 el mundo deba enfrentarse a un déficit
global de agua del 40% [3].

En estas preciadas y escasas aguas habitan unas plantas llamadas cianobacterias; organismos
microscopicos con pigmentos que les otorgan una coloracion verde-azulada, por lo que también
son conocidas como «algas verde-azules». En baja abundancia su presencia es muy importante
para el ecosistema, ya que tienen la capacidad de generar oxigeno durante el proceso fotosintético,
reciclar nutrientes, y captar el carbono y nitrdgeno atmosférico del agua, al mismo tiempo que
son fuente de alimento para zooplancton y bacterias.

Sin embargo, como consecuencia de diversas actividades humanas, las aguas eutréficas pueden
verse enriquecidas, artificialmente y en exceso, con nutrientes, principalmente nitrogeno y
fosforo, que son la fuente de alimento de las cianobacterias, lo cual provoca su desmedido y
acelerado crecimiento que, sumado a otros factores como las altas temperaturas, la disponibilidad
de luz y la baja renovacion del agua, lleva a grandes acumulaciones de biomasa (o floraciones)
[4], tal y como se puede ver en la Figura 1.

Figura 1: Floracién de cianobacterias en aguas Iénticas [5].
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Dichas floraciones, también denominadas blooms, pueden agruparse, envueltas por una espesa
masa gelatinosa Illamada mucilago, y formar grandes colonias. Son facilmente detectables, ya que
tienen la posibilidad de flotar debido a las vacuolas de gas presentes en sus células, mientras la
accion del viento y las corrientes las transporta y acumula en aguas lénticas. Otro factor
importante en su transporte es la migracion vertical, que se produce debido a cambios de densidad
celular al acumular carbohidratos, lo cual esta regulado por la cantidad de luz recibida. Son
también las responsables de que el agua se vuelva turbia, adquiera un color verde, mal olor y
sabor, de que se impida la penetracion de la luz y oxigeno a las zonas profundas, y de que se
provoque la muerte de la fauna acuética.

No obstante, la peor consecuencia de las colonias de cianobacterias es que algunas variedades
producen una amplia gama de toxinas, denominadas cianotoxinas, que son nocivas para la salud
del ser humano y de los animales, ya sea por ingestion, inhalacion o contacto. Estas floraciones
pueden estar formadas por una o diversas especies y no todas han de ser tdxicas. Incluso dentro
de una misma variedad, puede haber decenas o cientos de cepas (subgrupos genéticamente
especificos) con diferentes caracteristicas y grados de toxicidad. Las mas adversas para la salud,
de acuerdo a [6], son:

e Neurotoxinas. Producidas principalmente por los géneros: Anabaena, Aphanizomenon,
Oscillatoria, Trichodesmium, y Cylindrospermopsis, que interfieren en la transmisién de
los impulsos nerviosos, tanto del sistema central como del periférico, y pueden provocar
paralisis, fallos respiratorios y la muerte en un breve espacio de tiempo.

e Hepatotoxinas. En caso de ingestion, y dependiendo de la cantidad, pueden causar
vomitos, diarreas, cefaleas, proliferaciéon de células cancerigenas y la muerte en horas o
pocos dias. Afectan a las células y la funcién hepatica, destacando las microcistinas y las
nodularias. Ambas son las mas comunes proliferaciones tdxicas de cianobacterias en
aguas dulces y potables.

e Citotoxinas. Pueden causar dafios a diversos 6rganos como higado, corazon, rifiones,
estomago, sistema vascular y linfatico y glandulas adrenales.

¢ Dermatoxinas. Aungue no son nocivas para la salud provocan irritaciones cutaneas por
contacto.

Actualmente se ha convertido en una necesidad a nivel mundial la utilizacion de métodos de
prevencion, deteccién, y control de las cianobacterias toxicas, a fin de evitar que alcancen las
redes de distribucion de agua potable. Para ello, es importante vigilar las aguas con riesgo de
eutrofizacion, removerlas con turbinas para evitar que se remansen, controlar las concentraciones
de nitrogeno, fosforo, y clorofila-a, etc. [7]. En caso de que se produzca floracion, sera
imprescindible tomar muestras extraidas con red de la zona donde sea mas evidente la
acumulacion. Esto permitira identificar las cianobacterias toxicas recogidas mediante botellas
muestreadoras 0 bombas de succion para cuantificar la abundancia de células, nutrientes,
fitoplacton y la cantidad de cianotoxinas, y proceder a su eliminacién mediante diversos métodos
como filtros de carbdn activado y ozono, ultrasonidos, alguicidas, secuestradores de nutrientes,
agentes bacterianos, etc.

En la actualidad, existen principalmente dos maneras de realizar un seguimiento a las colonias de
cianobacterias. Por un lado, se contemplan las tomas de muestras periddicas, cominmente
realizados mediante la recoleccién de datos desde una red de boyas colocadas cerca de la salida
de la masa de agua en cuestion [8]. Por otro lado, también se realizan seguimientos esporadicos
gue cominmente se producen cuando se observa la floracion a través de imagenes satelitales, en
cuyo caso, la recoleccién de muestras se realiza de manera manual [4], aproximandose en lanchas
a la zona afectada.
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(b) Muestreo manual [10].

(c) USV de control de aguas [11].

Figura 2: Métodos de muestreo de cianobacterias.

Cabe mejorar estas estrategias mediante la utilizacion de vehiculos auténomos de superficie
(Unmanned Surface Vehicles, USV). Tales vehiculos, puestos en practica, serian capaces de
reunir las mejores cualidades de ambas técnicas. Por una parte, su movilidad les permite tomar
muestras en cualquier lugar de la masa de agua, factor que lo diferencia de las redes de alerta
actuales. Por otra parte, al ser autbnomos, no requieren que haya un operario directamente en el
vehiculo, razén por la cual pueden desplegarse varios USVs de manera simultinea y la funcion
del operario seria la de supervisar la red de vehiculos, bien de manera presencial o remota, incluso
pudiendo controlar varios embalses al mismo tiempo. Esto haria posible la toma de muestras de
manera automatica y periodica, factor que lo diferencia de los métodos manuales actuales.

1.2. Objetivos

Se han definido varios objetivos para este proyecto. Al igual que el proyecto en su conjunto, los
objetivos pueden dividirse en dos partes, los relacionados con la simulacion numérica del
transporte de cianobacterias y los relacionados con la optimizacién de trayectorias de un USV.
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1.2.1. Objetivos del simulado numérico del transporte de cianobacterias

El objetivo final, como es evidente, es el de desarrollar una metodologia que permita simular el
transporte de las cianobacterias en una masa de agua léntica como puede ser un lago, una laguna,
un pantano o un embalse. Para simplificar el problema, se asume que el flujo en dicha masa de
agua es laminar y estacionario, hecho que se explora con méas detalle en la Seccion 2.1. También
han de modelarse las dindmicas de las cianobacterias, o al menos, una aproximacion de su
comportamiento real.

Los objetivos secundarios en los que se articula esta meta son:

Estudiar los diferentes modelos de transporte de cianobacterias existentes en la literatura.
Estudiar los diferentes modelos de dindmica de fluidos existentes en la literatura.
Integrar ambos modelos para poder simular el transporte en un caso particular.

Disefiar una metodologia capaz de poner en practica esta simulacion.

Comprobar el funcionamiento de la metodologia utilizando varios escenarios ficticios.
Obtener un modelo implementable en casos reales.

oL

1.2.2. Objetivos de la optimizacion de trayectorias de un USV

Basandose en los resultados de la parte anterior, los objetivos de esta parte se focalizan en la
obtencidn de trayectorias que un USV sea capaz de poner en practica.

Los objetivos secundarios de esta parte son:

1. Estudiar diferentes codificaciones de las trayectorias.

2. Disefiar una codificacion adecuada para el problema.

3. Formular la optimizacién de las trayectorias del USV como un problema de optimizacion
con multiples objetivos y restricciones.

4. Implementar la codificacién seleccionada y las funciones que evallan los objetivos y las

restricciones.

Implementar zonas prohibidas y limitaciones del dominio.

Disefiar un algoritmo de optimizacion capaz de proporcionar una solucion al problema.

7. Comprobar el funcionamiento de la metodologia utilizando varios escenarios ficticios.

o o

1.3. Software

Se han empleado varias herramientas de software a lo largo del proyecto. En primer lugar, se ha
utilizado la versién 2.82a de Blender [12] para el disefio asistido por ordenador (Computer
Assisted Design, CAD) de la geometria de la masa de agua utilizada en este proyecto. Se trata de
un software libre de cddigo abierto que se usa principalmente para el modelado y la animacion en
3D. Incluye la posibilidad de afiadir no solo geometria, sino también iluminacién, camaras,
shaders y hasta simulaciones basicas de ciertos fenémenos fisicos, siempre orientados hacia la
animacion digital y no como herramienta cientifica. En este proyecto se ha empleado brevemente
para modelar el dominio del agua y exportar la geometria a un formato aceptado por el resto de
paquetes utilizados.

Para el modelado y simulacion numérica del flujo de los fluidos en la masa de agua se ha utilizado
COMSOL Multiphysics [13], que es un software comercial que implementa el simulado numérico
mediante el método de elementos finitos de multitud de fendmenos fisicos, incluida la dindmica
de fluidos. Es un software muy versétil que es capaz de simular fendmenos multi-fisicos
acoplados en 0D, 1D, 2D, 3D e incluso en modelos con simetria axial o radial. En particular, para
este proyecto se ha utilizado la version 5.3.0.316 y el paquete de flujo laminar (spf), dentro del
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conjunto de flujo monofasico, que se encuentra en el moédulo de dindmica de fluidos
computacional (Computational Fluid Dynamics, CFD).

Para el resto del proyecto se ha utilizado la version R2018b (9.5.0.944444) de MATLAB [14],
que es un software comercial de computo numérico con un lenguaje de programacion integrado
orientado al calculo matricial. Todos los algoritmos implementados se han desarrollado en este
software. Ademas, se ha empleado la version 3.1 de su biblioteca de resolucion de ecuaciones
diferenciales parciales (PDE Toolbox) [15], y la version 3.3 de la funcion inpolyhedron [16],
que es una funcién proporcionada en el centro de intercambio de archivos (File Exchange) por
Sven Holcombe.

Ya que en partes posteriores de esta memoria se hace referencia a tiempos de cémputo, se
presentan en la Tabla 1 las caracteristicas del ordenador utilizado en la totalidad de este proyecto.

Tabla 1: Caracteristicas del ordenador.

Procesador Intel Core i7-3632QM CPU @ 2.20 GHz
Memoria instalada (RAM) 8.00 GB
Arquitectura Sistema Operativo 64 bits, procesador x64

1.4. Estructura de la memoria

Este Trabajo de Fin de Master esta dividido en dos partes bien diferenciadas. La primera, trata del
modelado y la simulacién del transporte de cianobacterias, y la segunda de la optimizacion de las
trayectorias de un USV.

Se comienza, en el Capitulo 2, describiendo el modelo matemético utilizado para simular el
transporte de cianobacterias. En primera instancia se desarrolla el modelo continuo diferencial,
prestando atencién a cada una de las ecuaciones y desarrollando las aproximaciones necesarias,
para el caso particular que se aborda en este proyecto. A continuacién, se describen las
discretizaciones (tanto temporales como espaciales) empleadas para obtener el modelo discreto.
Se describen también dos métodos de resolucion de ecuaciones: los basados en diferencias finitas
y los soportados por elementos finitos.

En el siguiente capitulo, el Capitulo 3, se describe la implementacién del modelo y los resultados
obtenidos. Se proporcionan los procedimientos especificos utilizados en su implementacion, de
manera general, de modo que puedan ser aplicadas a cualquier escenario, y se presentan los
resultados de varios escenarios en los que se varia la posicion inicial de las cianobacterias sobre
el mismo lago ficticio.

El Capitulo 4 comienza la segunda parte del proyecto. Describe cada una de los componentes del
problema de optimizacién de las trayectorias de un USV, incluyendo el desarrollo de la
codificacion de la trayectoria mediante splines 4-3-4 y el célculo de cada uno de los objetivos y
restricciones. Se presentan diversas maneras de implementar zonas prohibidas y se comparan
diferentes métodos para encontrar y medir las intersecciones de la trayectoria candidata con dichas
zonas.

De forma anéaloga al Capitulo 3, en el Capitulo 5 se describe la implementacion especifica del
algoritmo genético, que incluye ciertas particularidades que lo diferencian de un algoritmo
genético tipico, y se presentan resultados para algunos escenarios simulados en el Capitulo 3. Para
aumentar el numero de casos disponibles, sobre un escenario de simulacion particular se generan
distintos escenarios de optimizacion variando el nimero, tamafio o posicién de las zonas
prohibidas, o el instante y lugar inicial y final de la misién de monitorizacién de las floraciones
de cianobacterias.
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Finalmente, en el Capitulo 6, se presentan las conclusiones obtenidas y los objetivos logrados.
También se proponen algunas lineas de trabajo futuras relacionadas con este proyecto.
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2. Modelo Matematico

La primera parte de este Trabajo de Fin de Master consiste en la simulacion del transporte de las
colonias de cianobacterias en una masa de agua Iéntica. Los fendmenos fisicos a menudo son
demasiado complejos para ser descritos con fiabilidad absoluta, de modo que se utilizan modelos
que aproximan el comportamiento real del sistema. Algunos de ellos, como el propuesto en este
Trabajo, solamente son validos si se cumplen ciertas condiciones, como es en este caso el flujo
laminar y estacionario, de modo que es imperativo tener cuidado al seleccionar una descripcién
apropiada para cada caso particular.

En lo relativo a la dinamica de las cianobacterias, el modelo desarrollado en este proyecto tiene
en cuenta la influencia del flujo del fluido (laminar y estacionario), las variaciones en la densidad
celular producidas por diferencias en la intensidad luminica, y la consecuente migracién vertical
producida por las diferencias de densidad. Sin embargo, no contempla variaciones en la
concentracion de biomasa en las colonias, que se consideran como particulas, ni la difusion
producida por la multiplicacién celular.

Los modelos matematicos de fendémenos fisicos complejos normalmente dependen de una
formulacion diferencial cuya solucion exacta no es conocida, de modo que se recurre a las
soluciones numéricas para hallar aproximaciones a esta solucion exacta ideal. Este capitulo se
divide en dos partes. En primer lugar, se formula el modelo matematico que describe el transporte
de cianobacterias en un medio continuo, desarrollando cada parte del mismo. A continuacién, se
formula el mismo modelo discretizado de forma que pueda ser resuelto mediante métodos
NUMEricos.

2.1. Modelo continuo

Como se ha mencionado con anterioridad, el objetivo de la primera parte del proyecto es realizar
un modelado matematico y una simulacién numérica del transporte de cianobacterias a lo largo
del tiempo. Para simplificar en cierto modo el problema, se considera que el flujo en un lago con
una entrada y una salida se encuentra en régimen estacionario y laminar, es decir, que no existen
variaciones del flujo en el tiempo y que el efecto de las turbulencias se asume despreciable. El
asumir que dicho efecto es despreciable permite construir un modelo en el cual el flujo es
estacionario, lo que simplifica las ecuaciones del transporte de particulas. La diferencia entre
ambos tipos de flujos se muestra en la Figura 3.

Flujo laminar Flujo turbulento

f

Traza de tinta

Figura 3: Flujo laminar (izquierda) vs. flujo turbulento (derecha) [17].
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El modelo matematico utilizado se trata de un caso particular del presentado en el tercer capitulo
de la Tesis Doctoral de Evelyn Aparicio Medrano [18], en particular del modelo dimensional, por
lo que se comenzard introduciendo cada una de las ecuaciones aplicadas en el dominio espacial
tridimensional Q € R3. El problema puede dividirse en varios subproblemas ya que el
acoplamiento entre las partes es unidireccional. Los subproblemas a resolver son: la dindmica de
fluidos, la intensidad luminica, la densidad de la colonia, y finalmente el transporte de particulas.

2.1.1. Dinamica de fluidos

En primer lugar, se ha de resolver la dinamica del agua del lago, que es una de las principales
fuerzas que influyen en el transporte de las colonias de cianobacterias. Dado que el agua es un
fluido incompresible, se aplican las ecuaciones de Navier-Stokes para el caso incompresible, que
son

au+( Vu = 1V + F +v V? 1
gr T UE TP E VAL (1)
V-u=0, 2)

donde u € R3 es un campo vectorial tridimensional que describe la velocidad del fluido en
coordenadas Eulerianas y se trata de la primera de las variables dependientes; p € R™ es la
presion como campo escalar y es la segunda variable dependiente; p; y v € R* son la densidad
y la viscosidad cinematica del fluido respectivamente; y F € R3 es el vector de fuerzas externas.
La variable de interés es la velocidad en particular, ya que es esta la que influye directamente en
la trayectoria de las particulas sumergidas en el fluido. La primera de estas ecuaciones es la
ecuacion de balance del momento, que no impone que el flujo sea incompresible como ha de serlo
en el caso del agua, de modo que se afiade la segunda ecuacion de continuidad, que se deriva del
principio de conservacion de la masa.

2.1.2. Intensidad luminica

Como se explica en el siguiente apartado, la cantidad de luz recibida por las cianobacterias influye
en la densidad de estas, que a su vez hace que se incremente o reduzca su flotabilidad y se
produzca una migracion vertical. A medida que una onda electromagnética como la luz viaja a
través de una columna de agua, esta es absorbida y su intensidad va disminuyendo. Para describir
este fendmeno se utiliza la ley de Beer-Lambert, que describe como la intensidad disminuye de
forma exponencial con la profundidad de acuerdo a

I =I;exp(K;z), 3

donde I; € R* es la intensidad en la superficie, K; € R™ es el coeficiente de atenuacién luminica,
y I € R* es la intensidad luminica a una profundidad z € R~ de acuerdo a los ejes establecidos
en la Figura 4. Esta figura muestra el dominio del fluido, y es de notar que el eje z se orienta en
vertical hacia arriba, teniendo su origen a la altura de la superficie del lago. Esto representa una
diferencia con respecto a otros modelos como el de Medrano [18], donde el eje z se orienta en el
sentido opuesto.
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Figura 4: Dominio geométrico.

En la Figura 5 se muestra la propagacién de la intensidad luminica de acuerdo a la ley de Beer-
Lambert a diferentes intensidades y profundidades. En la parte de arriba se muestra la irradianza
en la superficie del lago durante un periodo de 48 h. Bajo esta, la propagacién de la luz a
diferentes profundidades y a lo largo del tiempo, y a la derecha el decaimiento de la intensidad a
medida que se incrementa la profundidad. Las lineas rojas discontinuas marcan el limite de
profundidad donde se realiza el cambio de régimen, de luminoso a oscuro. La variacion de la
intensidad luminica con la profundidad a lo largo del dia hara que la colonia de cianobacterias se
sitle a distintas profundidades a lo largo del mismo. Los pardmetros utilizados en esta grafica se
toman de la Tabla 2, que se presenta en la Seccion 3.1.2.
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Figura 5: Propagacion de la intensidad luminica.
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2.1.3. Densidad de la colonia

El célculo de la densidad de la colonia se realiza en dos pasos. Primero se obtiene la densidad de
las células y, a continuacion, se une a la densidad (conocida) del mucilago que las rodea para
obtener la densidad total de la colonia. La densidad de una célula de cianobacteria depende de la
cantidad de luz absorbida. Bajo una fuente de luz suficientemente intensa, la célula produce y
almacena carbohidratos, que la hacen més densa, mientras que en la oscuridad o entornos con
fuentes de luz atenuadas estos carbohidratos son consumidos y la densidad de la célula disminuye.
Se diferencia en el modelo cada uno de estos regimenes luminosos, que quedan limitados por el
parametro de intensidad luminica k;,, € R*.

Por una parte, en régimen luminoso (I > I;,,) la densidad celular queda descrita de acuerdo a

% = Blexp(—1/1y) +v, 4)
donde p.e € R es la densidad celular y B,y e I, € R son parametros biolégicos: el factor
normativo, la tasa de cambio en la densidad en condiciones de radiacion nula (I = 0), y el limite
de foto-inhibicion de las células respectivamente. La intensidad luminica I se obtiene de la
férmula del anterior apartado utilizando la profundidad a la que se encuentra la célula como
variable independiente. Obsérvese en la Figura 6(a), que muestra la tasa de variacion en la
densidad celular con respecto a la intensidad luminica, que al incrementar la cantidad de luz
recibida la densidad de la célula aumenta, ya que los valores de la tasa de crecimiento son
positivos; pero al sobrepasar el limite marcado con la linea discontinua roja, entra en juego el
efecto de la foto-inhibicién y la tasa de aumento disminuye hasta llegar a ser negativa. Los
parametros utilizados en esta grafica se toman de la Tabla 2, que se presenta en la Seccion 3.1.2.

Por otra parte, en régimen oscuro (I < ;) la ecuacion que modela la densidad es

d
% = —a(pcen — Cp) H(peen — C,) , ()

donde « € R es el pardmetro bioldgico de la velocidad de decaimiento de la densidad, C, € R*
es la densidad minima de la célulay H es la funcion escalon de Heaviside definida como

_ (0 six <0
H(x)_{1 S S, VXER. (6)

Las variaciones de la densidad celular con respecto a si misma (no con respecto a la intensidad
luminica como en el caso anterior) se muestran en la Figura 6(b). Ademas, para completar el
modelo, hay que tener en cuenta que las cianobacterias no existen en aislamiento, sino que forman
colonias que se transportan como una unidad. Las células contienen vesiculas gaseosas y estan
rodeadas de una sustancia viscosa llamada mucilago, de modo que la densidad efectiva que ha de
ser considerada para hallar la flotabilidad de las cianobacterias es la de la colonia al completo, no
la de la célula individual. Estas dos cantidades se relacionan se acuerdo a

Pc = pcellncell(1 - ngas) + pmuc(1 - ncell) ) (7)

donde p. Y Pmuc € R* son las densidades de la colonia y el mucilago respectivamente, y ng.y y
ngas € [0,1] son las proporciones de células y gas con respecto al total de la colonia en volumen.

10
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Figura 6: Variacion de la densidad celular.

2.1.4. Transporte de particulas

Los resultados anteriores son necesarios para poder calcular el transporte de las colonias a lo largo
del tiempo. En especial, es necesario conocer la velocidad del fluido u, y la densidad de la colonia
pc- La Tesis de Evelyn Aparicio Medrano [18] utiliza un caso particular de las ecuaciones de
transporte de esferas propuestas por Maxey y Riley [19], con una formulacion en coordenadas
Lagrangianas. La ecuacion del transporte en la Tesis es

1ps\du, Py 18v py 3psDu
LA R, P T TS L7220 ’
( 2p;/ dt Pc dyzj Pc ( p) 2pc Dt ®)

donde u, € R3 es el vector de velocidades de las particulas, que no necesariamente ha de ser
igual a la velocidad del fluido donde se hallan sumergidas, g € R3 es el vector de la aceleracion
gravitatoria, siguiendo la orientacion de los ejes establecidos en la Figura 4, y d,, € R* es el

diametro de las particulas. Ademas, al tratarse de una formulacion en coordenadas Lagrangianas,
se definen los siguientes operadores:

d d
a=a+(uP'V), (9)

11
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D 0

Dt ot @9, (10)
que se corresponden con la derivada temporal a lo largo de la trayectoria de la particula y la
derivada material. La raz6n por la que Medrano utiliza esta formulacion es que el flujo de su Tesis
depende del tiempo. Sin embargo, en este Trabajo de Fin de Master se considera solamente flujo
en régimen estacionario (o lo que es lo mismo, invariante en tiempo), de modo que resulta mas
sencillo abordar el problema desde un marco Euleriano. De esta manera, (8) puede ser escrita
como

1ps\0u, Pr 18v py 3pyou
A LS AT TR 2.3 1
( 2p;/ 0t Pc dzza Pc ( p) 2p 0t D

Las diferencias entre las coordenadas Eulerianas y Lagrangianas se muestran en la Figura 7.
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(a) Coordenadas Eulerianas. El elemento es estatico. (b) Coordenadas Lagrangianas. El elemento se mueve
con el fluido.

Figura 7: Coordenadas Eulerianas y Lagrangianas.

Como consecuencia de utilizar flujo estacionario y coordenadas Eulerianas, la derivada temporal
del flujo en cualquier punto del dominio es nula. Al haber elegido este tipo de coordenadas, es
forzoso interpretar u, de la misma manera que u, como un campo de velocidades
(tetradimensional en este caso, incluyendo la densidad celular como dimension) definido en
puntos estaticos del dominio, de modo que las derivadas temporales se cancelan:

pf) 18v pr
=\1-—)g+ u—u,). 12
(1-2) g+, ) 12
Reordenando la ecuacién anterior, se obtiene finalmente la expresion que describe el campo de
velocidades de las particulas:

dy ( pc
—u+L-(=-1)g. 1
u, u+18v< 1lg (13)

En esta expresion, el primer término a la derecha de la igualdad representa el campo de
velocidades del fluido, mientras que el segundo representa la velocidad inducida por la
flotabilidad de la colonia, que depende de su densidad. Para hallar la posicion de las particulas
x, € R3, basta con tomar sus posiciones iniciales x) € R> tal que x,,(ty, ) = xJ e integrar el
campo de velocidades u,, en tiempo, ya que

12
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dx, B

5 = W (14)
0, tomando la integral de ambos lados,
t
x,(t) = x) + f u, dr, (15)

to

teniendo en cuenta que las coordenadas espaciales de integracion iran variando a lo largo del
tiempo, que es lo que produce las variaciones en el campo de velocidades, que de otra manera es
estacionario.

2.1.5. Modelo completo

Antes de unir todas las ecuaciones anteriores y presentar el sistema completo es necesario
establecer el dominio, las condiciones de contorno y las condiciones iniciales.

El dominio espacial Q sobre el que se trabaja es tridimensional y arbitrario. Se ha definido
mediante un archivo STL (formato de archivo informatico, StereoLithography) que representa el
volumen de agua de un lago ficticio, con una profundidad maxima de 100 m y una superficie de
3.17 x 10° m?.

El contorno del dominio Q se puede dividir en los cuatro sub-contornos que se muestran en la
Figura 8: I},p, que se trata de una superficie deslizante tanto para el flujo como para las particulas
que representa la superficie del lago; I,.q, que es una superficie sin deslizamiento en la frontera
que forma el lecho del lago; Ty, que es el plano vertical por donde se produce la entrada de agua
a velocidad constante; y T,,t, que es la salida a presion relativa nula.

Ftop !
400 - ~ B Fbed,, - T
200 > T~ _
z 0 —_ ~— 200
ykL.x " -200 S 0
-400 -200

Figura 8: Contornos de la geometria.

Las condiciones iniciales para la resolucion de las ecuaciones del sistema son simplemente las de
las dos variables dependientes del tiempo: x,(ty) = xp Y peen(to) = p2,; . Por lo tanto, el
modelo completo a utilizar es el siguiente:

Ju 1 )

—+ Ww-VYu=—-——Vp+F +vVu, en Q (16)
at pf

V-u=0, en Q an

13
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I =I,exp(K;z), en Q X [to, T} (18)
dpcenl

a Blexp(—1/1y) +v, enQ X [to, T], I > Ly (19)
dpcen
— - —a(peen — C») H(pcen — C,) en Q X [to, T], I < him (20)
Pe = PeeliNeen (1 = Ngas) + Pmuc(1 — Neen) » en Q X [to, T] (21)
up=u+%<z—;—1>g, en Q (22)
% =u,, en Q X [to, T} (23)
u-n=0, en lop (24)
K—(K-nn=0, en liop (25)
u, n=0, en Iop X [to, T] (26)
u=0, en Myeq (27)
u,=0, en Dyeq X [to, T (28)
u-n=1u,, enT; (29)
p=0, en Loyt (30)

siendo n el vector normal a la superficie del contorno y que apunta hacia el exterior, y K una
variable auxiliar definida como

K=[v(Vu+ (Vvu)D]n. (31)

Examinando el modelo es posible establecer un orden en el cual las ecuaciones han de ser
resueltas. El objetivo es determinar la posicion x,, de las particulas (cianobacterias) a lo largo del
tiempo mediante la ecuacion (23). Para ello es necesario obtener el campo de velocidades u,
dado por la ecuacién (22) y las condiciones de contorno (26) y (28). A su vez, para resolver esto,
es imperativo disponer, por un lado, del campo de velocidades del fluido u (de ecuaciones (16) y
(17) con condiciones de contorno (24), (25), (27), (29) y (30)), vy, por otro, de la densidad de la
colonia p. (21), que se calcula con la densidad celular p..;; de las ecuaciones (19) y (20), la
primera de las cuales necesita el resultado de la intensidad luminica I en la posicion de interés
dada por (18).

Ademas, a excepcion del bucle de realimentacion de la posicion de las particulas a la intensidad
luminica, el resto del modelo esta acoplado unidireccionalmente. Esto quiere decir que los efectos
del transporte, como puede ser un cierto desplazamiento del volumen del fluido, se consideran
despreciables. El hecho de que se disponga de un modelo como este, favorece la utilizacion de un
esquema de integracion temporal explicito. La relacién entre todas las ecuaciones se resume en
la Figura 9.

14
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Intensidad luminica

(19

k.

Dinamica de fluidos Densidad celular

(17) (18) (20€) 21)

A 4

Densidad de la colonia

(22)

Velocidad de particulas

(23)

y

Posicion de particulas

(24

Figura 9: Diagrama de acoplamiento del modelo matematico.

2.2. Modelo discreto

Debido a la complejidad del modelo, especialmente de la parte de dinamica de fluidos, resulta
imposible hallar una solucién exacta, de modo que ha de recurrirse a métodos numéricos para
resolver el problema.

Maés concretamente, algunos médulos del modelo son simplemente expresiones algebraicas que
pueden ser resueltas con facilidad, en otros casos una integracion temporal explicita es suficiente,
y finalmente en el caso de la dindmica de fluidos su complejidad hace que sea necesario el uso de
técnicas méas avanzadas, como pueden ser los métodos numéricos. A continuacion, se describe la
discretizacion usada y los dos métodos numéricos utilizados en este proyecto: el método de
diferencias finitas (Finite Difference Method, FDM) y el método de elementos finitos (Finite
Element Method, FEM).

2.2.1. Discretizacion

En ciertos casos, para poder calcular la solucion del médulo, ha de realizarse una discretizacién
espacial y/o temporal, consistente en dividir el dominio continuo en pequefias unidades donde
ciertos campos puedan considerarse constantes, de manera que la aplicacion de las ecuaciones se
vea simplificada. Normalmente esto consigue transformar el sistema de ecuaciones diferenciales
a un sistema algebraico de mayores dimensiones, y algunas veces en un sistema lineal. Al haber
modificado el marco en el cual se describe el transporte de particulas y haber aplicado
simplificaciones sobre el modelo presentado por Medrano [18], resulta forzoso que la
discretizacion difiera de la utilizada en su Tesis y es necesario utilizar otras técnicas para la
resolucion del sistema.

15



2. Modelo Matematico Gonzalo Carazo Barbero

2.2.1.1. Discretizacion temporal

En la fisica cléasica el flujo del tiempo es unidireccional, lo que implica que un estado no puede
afectar a estados pasados en el tiempo, pero los pasados si que pueden afectar al estado futuro.
Esto posibilita la aplicacion de un esquema de discretizacion explicito donde, de la misma manera,
un estado solamente depende de los anteriores, no de los futuros. Esta discretizacion permite el
calculo secuencial a lo largo del tiempo, lo que simplifica la implementacidn, al no ser necesario
resolver secuencias implicitas que impliquen la resolucion de sistemas acoplados.

Hay que tener en cuenta que tanto esquemas implicitos como explicitos tienen ventajas e
inconvenientes. Por un lado, los esquemas explicitos son méas sencillos de implementar y su
tiempo de ejecucion es menor, pero ofrecen soluciones menos precisas, sobre todo al incrementar
el tamafio del paso en tiempo, y pueden incluso llegar a ser inestables. Una solucién es reducir el
tamafio del paso, pero esto hace que su resolucion sea mas lenta y consuma mas memoria. Por
otro lado, los métodos implicitos no suelen tener problemas de estabilidad y la solucién que
ofrecen es mas precisa, pero el hecho de que se necesite conocer las derivadas en tiempos futuros
implica que es inevitable resolver todos los momentos de tiempo simultdneamente, lo cual, en un
problema tan complejo como el de este proyecto, no resulta trivial en absoluto.

Debido a que el flujo se considera estatico en este problema, todas las variables que dependen del
tiempo pueden ser expresadas o bien algebraicamente o bien como ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO) de primer orden, de la forma

dyp
E - f(tl (P) ’ (32)

donde ¢ € R™ es una variable cualquieray f € R™ una funcion cualquiera, con condicion inicial
o (ty) = @,. El eje temporal puede dividirse en N, intervalos de tamafio

T —t,
At =——=. (33)

Los momentos de tiempo en los que se realiza la discretizacion son
t; =ty + iAt, vi € {0, ..., N;}, (34)

y la aproximacion de ¢ en t = t; se denomina ¢;, es decir, ¢(t;) = ¢;.

Para la integracién numérica se ha utilizado el método de Euler explicito, que es un método de
primer orden que consiste en aproximar la derivada d¢ /0t en t; utilizando la expansién de Taylor
de primer orden en torno al momento t:

0= 9 + 5 9@ ~1) +0((L~ 1), 3)

que particularizado para el paso de tiempo i, e ignorando el término de segundo orden por tomar
valores cercanos al cual se ha centrado la expansion, es

do;
PYir1 = @; + At 6tl . (36)

Sustituyendo la expresion de la derivada, que se da en la EDO, se obtiene la siguiente expresion
gue permite calcular el valor de la variable en un paso y en funcion del valor en el paso anterior:

®Viv1 = @i AL f(E,0) . (37)
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Este es el método de Euler explicito.

2.2.1.2. Discretizacion espacial

Debido a que tras la simplificacion del modelo de transporte solamente el modulo de dindamica de
fluidos resulta ser una ecuacién diferencial parcial (EDP), solamente este precisa de una
discretizacion espacial para su resolucién. El resto de los mddulos pueden ser resueltos
directamente sobre las coordenadas de una particula en un cierto instante de tiempo dado. A
diferencia de la discretizacion temporal, un esquema explicito no tiene sentido ya que aparecen
en el modelo tanto gradientes como laplacianos, cuya aproximacion fuerza a considerar vecinos
en ambas direcciones de cada eje, no solo en una de ellas.

Existe ademas una caracteristica fundamental que hace que la resolucion de las ecuaciones de
Navier-Stokes sea particularmente complicada. Se trata de un sistema de cuatro ecuaciones (la
ecuacién de continuidad y una para cada eje espacial de la ecuacion del momento) con cuatro
incAgnitas (la presion y tres ejes espaciales para el flujo), que en principio hacen que el sistema
sea determinado, pero la presién no aparece en la ecuacion de continuidad que actGa mas como
una restriccion, de modo que la resolucién de la ecuacion del momento no implica que se
mantenga un flujo con divergencia nula. Por esta razon la estabilidad del sistema tiende a ser
dificil de obtener con métodos sencillos, y han de aplicarse métodos implicitos en tiempo o utilizar
técnicas de prediccion-correccion como el método de la proyeccidn [20] [21] [22] [23].

En primer lugar, se ha intentado la implementacion del método de las diferencias finitas (Finite
Difference Method, FDM) con un esquema de discretizacion temporal explicito y utilizando la
proyeccion de Chorin-Temam [24] [25], ya que esta es la manera mas sencilla de resolver las
ecuaciones de Navier-Stokes numéricamente. Sin embargo, ante la inestabilidad de la solucién y
el hecho de que este método se limita a la resolucidn de las ecuaciones en mallas estructuradas,
finalmente se ha optado por utilizar el software comercial COMSOL Multiphysics [13] para la
resolucién de la dindmica de fluidos, que hace uso de una técnica mas compleja pero mas robusta
y que ademas puede ser aplicada a mallas no estructuradas: el método de elementos finitos (Finite
Elements Method, FEM).

El método de diferencias finitas utiliza mallas estructuradas como la mostrada en la Figura 10(a),
generalmente formadas por rectangulos o cuadrados en 2D, o por prismas rectangulares o cubos
en 3D, y a pesar de que no es necesario, el dominio sobre el que se suele aplicar es rectangular o
con forma de prisma rectangular también. En ese caso la discretizacién espacial resulta muy
evidente, ya que es analoga a la expuesta para la discretizacion temporal pero extendida a
dimensiones més altas. Tomando como dominio un prisma rectangular situado en el intervalo
[x0, X] enel eje x, [yo, Y] enel eje v,y [zo, Z] en el eje z, este se puede dividir en N, X N,, X N,
elementos de tal manera que el elemento i, j, k sea representado por un nodo situado en

(x,v,2) = (xg +iAx, yo+jAy, zy+kAz),

(38)
vi€{0,..,N.},j €{0,..,N,},k €{0,..,N,},

donde

X_xo Y_yo Z_ZO
) Ay = ) Az =
N, YN, 7N,

Ax = , (39)

son los pasos en cada una de los ejes espaciales.
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(a) Malla estructurada ortogonal. (b) Malla no estructurada triangular.

Figura 10: Tipos de malla.

A diferencia de FDM, en FEM no resulta necesario que los vecinos se hallen en posiciones
ortogonales al nodo, sino que la solucion se calcula en cada nodo con funciones de decrecimiento
definidas a trozos hacia cada celda contigua, independientemente de su localizacién. Por esta
razdn no es necesario tener un vecino en cada eje ni que el nimero de estos sea determinado, es
decir, la malla puede ser no estructurada, como la que se muestra en la Figura 10(b). Para la
generacidn de la malla existen muchas posibilidades, pero la mas comun es utilizar tridngulos en
2D y tetraedros en 3D, que fija el nimero de vecinos en 3y 4 respectivamente, uno por cara. El
célculo de la malla puede realizarse también a través de diversos métodos, como puede ser la
triangulacion de Delaunay [26] o algoritmos de avance de frentes, pero lo mas normal es que este
paso se realice mediante bibliotecas o en funciones proporcionadas por el software que se esté
utilizando para resolver el modelo, como es el caso de COMSOL o la PDE Toolbox de MATLAB
[15]. En las dos secciones siguientes presentaremos la discretizacion del modelo utilizando los
dos métodos de discretizacion espacial que acabamos de discutir.

2.2.2. Método de las diferencias finitas

El método de las diferencias finitas (FDM) [27] [28] [29] [30] combina la discretizacion temporal
propuesta con una discretizacion espacial en mallas estructuradas. Es el método numérico mas
sencillo ya que puede plantearse a partir de la formulacion diferencial del problema, en lugar de
tener que transformarlo a una formulacion variacional, como es el caso de FEM. Se basa en
aproximar las derivadas parciales de manera que puedan ser sustituidas en la ecuacién diferencial
y los valores de las variables puedan ser resueltos algebraicamente en cada nodo.

Partiendo de nuevo de la expansion de Taylor centrada en t = 7'y reordenando (35) obtenemos
una expresion para las derivadas temporales:

d _9—9@
— o) = W

ot
Es posible particularizar para la discretizacion temporal explicita utilizada como se ha hecho antes
e ignorar el término de segundo orden,

—0(t-10?). (40)

99i _ Qir1 — @i

41
Jat At (1)
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Esta es una aproximacién de las derivadas que guarda un paralelismo con la definicion de
derivada, donde el limite ha sido ignorado y en su lugar se toman valores de At cercanos a cero:

dp p(t+At) — (1)
L — 42
Jt Alglo At ' (42)

Lo mismo puede ser aplicado a las espaciales, de modo que para el eje espacial ¢ € {x, y, z} puede
escribirse

00, _ Piv1 — Pi
¢ AE

donde ahora el indice i denota el paso en espacio en la direccién & en lugar de tiempo, y A¢ es el
tamafio del paso. La ecuacion (43) muestra el esquema de diferencias finitas progresiva, ya que
@;+1 S€ encuentra mas adelantado que ¢;, y esto es lo que necesitamos en la discretizacion
temporal. Sin embargo, también es posible tomar las diferencias finitas en la direccién contraria,
obteniendo las diferencias finitas regresivas,

(43)

00; ®i—Pi1

—_— = - 44

iy (44)
0 en ambas direcciones simultaneamente, obteniendo las diferencias finitas centradas,

001 _ Piv1 = Pi-1 (45)

& 20&

Esta Gltima también puede entenderse como la media de las dos anteriores. Las dos primeras
aproximaciones son de orden uno, mientras que el esquema centrado es de orden dos. Es por esto
gue se utiliza aqui para la discretizacion espacial. Ademas, se puede aplicar esto de manera
recursiva para obtener aproximaciones de las segundas derivadas, que serdn necesarias para
discretizar el laplaciano:

0%, _ Piv1 20+ @i (46)
0&2 Aé? )

En lo sucesivo se utilizara la notacién <p§'J’k'n donde los superindices denotan el paso en los ejes

X,y,z Y t respectivamente y el subindice ¢ € {x,y, z} denota el componente a considerar en
variables vectoriales, y la plantilla de discretizacion es la presentada en la Figura 11.

i»j3k+1sn
ikt
i,j—1,kn
i 1,5,knO ",/O Oi+1,jkn
1, j,k,n
iji+1,kn
O
i k—1,n

Figura 11: Plantilla de discretizacion.
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Tomando la ecuacién del momento (16) podemos escribir cada uno de sus componentes de
manera explicita:

ou, ou, ou, ou, 1 dp 0%u, 0%u, 0%u,
Tlhe L e P O 2P 47
ot TUx gy Ty 6y+uz 0z pf6x+ x Y E)x2+6y2+6zz ’ (41

ou ou ou ou 1 dp 0*u, 0%u, 0%u
y y y y y y y
+u +u +u =———+EF +v + + , 48
ot *ox Yoy 7oz prdy 7 < 0x2 = dy? = 0z2 (48)
ou, ou, ou, ou, 1 dp 0*u, 0%*u, 0%u,
— 4t u,—+u,—+u =———+F + + + . 49
ot Yox Yoy ?oz proz * 0x%2 = dy? = 0z2 (49)
Aplicando las diferencias finitas (41), (45) y (46), es posible aproximar (47) como
i,jkn+1 i,jkn i+1,jkn i-1,jkn Lj+1kn ij-1kn
Uy — Uy + ui,j,k,n x — Uy + ui,j,k,n x — Uy
At x 2Ax Y 2Ay
ijk+1n i,jk—1n i+1,] i—1,]
_l_ui,j,k,n > —uy _ _ipl+1,],k,n _ pl 1,j,kn R
z 20z pr 2Ax x
o . L iy y L (50)
s u}lc+1,],k,n _ Zu;},k,n + uglc 1,j,kn . u}lc,j+1,k,n _ Zu;],k,n + u;{,} 1Lkn
Vv
Ax? Ay?
. ujic,j,k+1,n _ Zuij,k,n + ujic,j,k—l,n
Az2
Dado que solamente aparece una derivada temporal puede despejarse u,i;j’k‘"“, de manera que

pueda ser resuelto mediante un método explicito de avance temporal a partir de ciertas
condiciones iniciales,

i+1,j,kn ui—l,j,k,n
i,jkn+1 i,j,kn i,j,kn “x - Ux
w)’ =u"" + At |-uy oA
X
i,j+1,kn i,j—1,kn i,j,k+1,n i,jk-1n
_ui,j,k,n Uy — Uy _ ui,j,k,n Uy — Uy
y 2Ay z 20z
i+1,j,kn i-1,j,kn i+1,j,kn i,jkn i-1,j,kn (51)
1 p r]: 1 _p v]: 1 x _Zux +ux
- +E +v >
Pr 2Ax Ax
i,j+1,kn i,j,kn i,j—1,kn i,j,k+1,n i,j,kn i,j,k—1,n
w,’ —2u "+ wy! w,’ —2u "+ wy!
+ 2 + 2
Ay Az

La misma idea puede aplicarse a (48) y (49) para obtener expresiones en el resto de los ejes. Sin
embargo, esta ecuacion no cumple necesariamente la condicion de continuidad (17) (es decir,
V - u # 0), de modo que es preciso proyectar el campo de velocidades a un campo con divergencia
nula de acuerdo al método de la proyeccion de Chorin-Temam [24] [25].

El método de la proyeccion de Chorin-Temam propone el célculo de un campo de velocidades
intermedio, u*, que se calcula ignorando el gradiente de la presion en la formulacion anterior y,
a continuacion, utilizar este para obtener el campo de velocidades final en el siguiente paso de
tiempo. Es decir, lo primero que ha de hacerse es resolver explicitamente
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*

u —u"
A—t + (u" : V)un =F+ vWiuml ’ (52)
utilizando la misma discretizacién espacial que en (51), que reordenando resulta

u =u" + At[-(u™ - V)u" + F + vWuh], (53)

0 explicitamente

yitbikm L i=1ikn
L,jK, L)k, L)k,
ud® = w4 At —u;J nt §
¢ ¢ 2Ax
Lj+1kn i,j—1,kn i,jk+1,n i,jk—1,n
. —-u o —u
ijkn ¢ 3 ijkn "¢ 3
—u, —u, + F;
2Ay 2Az
i+1,j,kn i,j,kn i-1,j,kn i,j+1,kn i,j,kn i,j—1,kn (54)
u —2u +u u —2u +u
¢ 3 (3 (3 ¢ 3
+v > + 5
Ax Ay
i,jk+1,n i,jkn i,jjk—1,n
ufj — Zufj + ufj
+ Ag? , &E={xy,2z}

Dado este campo de velocidades, se ejecuta el siguiente paso, el calculo de la presion mediante

n+1l __ 5,*

u u

1
— = ——Vp"*t, 55
AT o P (55)

Para resolver esta Gltima ecuacion puede tomarse la divergencia de ambos lados,

1 1 1
—Vv- n+1__v, *=__v, v, n+1 ,
LV AR Py (Vp™h) (56)

aplicar la ecuacién de continuidad (17), que hace que V-u™*! =0, y el hecho de que V-
(Vp™*1) = v2p™*1 para obtener el problema de Poisson para la presion

At
Evzpn+1 =V. u* . (57)

Para resolver (57) puede utilizarse la misma discretizacion y, a continuacion, resolver el sistema
lineal resultante, que puede hacerse multi-diagonal como muestra la estructura de la Figura 12.
Por ello no queda mas remedio que formular la solucion implicitamente como

At <pi—1,j,k,n+1 _ Zpi,j,k,n+1 + pi+1,j,k,n+1

pf sz
i,j—1,kn+1 _ 2 i,jkn+1 + i,j+1,kn+1
+£ £ 2 (58)
Ay?
pi,j,k—l,n+1 _ Zpi,j,k,n+1 + pi,j,k+1,n+1
+
Az2 )
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i+1,7,k,* i—1,j,k,* Li+Lkx  Lj—1k* i,J,k+1,* i,j,k—1,%
Uy, — Uy uy uy u, —Uu,

2Ax + 27y + 20z
NN\
1000 NONN\ .
AN
2000 | AR .
NN
NN
3000 | AN .
AN
4000 | AR .
NN
NN
5000 | SO\ .
NN\
6000 | ARN .
NN\
SO\
7000 | SO T
AN
nz = 42992

Figura 12: Estructura de la matriz sparse de una malla de 20 x 20 x 20 nodos.

Como el nodo (i, j, k) solamente se relaciona con sus vecinos ortogonales directos, la mayor parte
de las entradas de la matriz son ceros, lo cual favorece su resolucion gracias a técnicas de matrices
huecas (existen tanto técnicas directas [31] como iterativas [32]). Ademas, es importante notar
gue la matriz de coeficientes no varia, de modo que, para acelerar la resolucién del problema, que
ha de realizarse en cada paso de tiempo, es posible realizar una factorizacion LU [33] al principio
del algoritmo y utilizar esta para resolver el sistema con el vector de la mano derecha, b,
cambiando en cada paso de tiempo. La factorizacion LU consiste en descomponer la matriz
original A en dos matrices triangulares, una inferior (L) y una superior (U), donde la diagonal de
L esta compuesta por unos. Entonces, para resolver el sistema lineal

Ap=hb (59)

No es necesario invertir A, sino que basta con resolver secuencialmente (que resulta mucho mas
rapido)

Lp=h (60)

Up=¢. (61)

En cualquier caso, se obtiene una solucion para p™*! que puede ser utilizada, aplicando el
principio de Helmholtz, para calcular el campo de velocidades final,
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At
un+1 =u* — —Vpn+1 , (62)
Pr

o aplicando la discretizacion,

At pl+1,],k,n+1 _ pl—l,],k,TL+1

i,jkn+1 ij kK,
w T = T — , (63)
Py 2Ax
i,j+Lkn+1 _ ., i,j—1,kn+1
i,jkn+1 ijhs Atp p"
st = ke 2 , (64)
Pr 28y
Ljk+in+l _ o ijk—1n+1
Liknel _ ijks Atp" p*’
g _ s At . (65)

pf 20z

La aplicacion del método se realiza en tres pasos. En primer lugar se realiza la aproximacion del
campo de velocidades, u*, mediante la ecuacion (54). El segundo paso consiste en utilizar este
campo para obtener la presion dada por el sistema lineal definido por (58), que a su vez se resuelve

utilizando las ecuaciones (60) y (61). Finalmente se obtiene el campo de velocidades utilizando
las ecuaciones explicitas (63), (64) y (65).

1 1
1000
0.5 0.5
500
> 0 0 0
-500
0.5 -0.5
-1000
-1 -1
-1 -0.5 0 0.5 1

-1 -0.5 0 0.5 1

(a) Presion p. (b) Error relativo.

1 1
0.5 | 0.5 |
> 0 | 0 |
05 | -0.5 |
-1 . -1 -
-1 -0.5 0 05 1 -1 -0.5 0 05 1

X

(c) V?p aproximado. (d) V2p exacto.

%1071

Figura 13: Ejemplo de solucidn del problema de Poisson en 2D.
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Es posible comprobar el correcto funcionamiento del segundo paso, la resolucion del problema
de Poisson, independientemente de la solucion del flujo, como se ha hecho en la Figura 13. Los
ejes horizontales y verticales se corresponden con los ejes espaciales y el eje de color muestra el
campo especificado en cada caso. Arriba a la izquierda se muestra la presion, solucion del
problema (bidimensional en este ejemplo). En la parte de arriba a la derecha se muestra el error
relativo cometido entre la solucién exacta, que en este test unitario es conocida, y la obtenida
mediante los métodos numéricos. El error es tan solo del orden de 10713, lo cual muestra que se
trata de una excelente aproximacion. En la parte de abajo se compara el laplaciano de la solucion
obtenida, a la izquierda, con el laplaciano exacto, a la derecha (ver ecuacion (57) para comprobar
su significancia).

Este método ha sido implementado, pero no se ha logrado alcanzar la convergencia. Debido a sus
grandes limitaciones, en lugar de condicionarlo para lograr obtener una solucion vélida, se ha
optado por cambiar de método y utilizar COMSOL para obtener la solucion del flujo, que hace
uso del método de los elementos finitos.

2.2.3. Método de los elementos finitos

El método de los elementos finitos (FEM) [34] [35] [36] es un método numérico mucho mas
robusto que FDM o incluso que el método de volimenes finitos (FVM). Permite la utilizacién de
mallas no estructuradas y geometrias complejas en problemas no solo de dindmicas de fluido
computacional (Computational Fluid Dynamics, CFD), sino también en otro tipo de problemas
fisicos, razén por la cual es el implementado en multitud de softwares comerciales multi-fisica.
En este proyecto, su implementacién no ha sido necesaria ya que se ha optado por utilizar el
software comercial COMSOL, pero para facilitar su desarrollo futuro en fases posteriores del
proyecto, a continuacion, se describe brevemente el método aplicado a las ecuaciones de Navier-
Stokes.

En primer lugar, es necesario transformar la formulacion diferencial a la correspondiente
formulacion variacional, sobre la cual se aplican los esquemas de discretizacion comentados con
anterioridad y se representan las variables independientes como combinaciones lineales de
funciones definidas a trozos que forman una base. Entonces, el sistema lineal resultante puede ser
resuelto para obtener los coeficientes de las funciones base y asi aproximar la variable de interés.

Para transformar las ecuaciones de Navier-Stokes diferenciales (16) y (17) a forma variacional es

necesario multiplicar cada una de las ecuaciones por funciones test, w € (Hl(Q))3 ym € H(Q)
respectivamente, donde H*(Q) representa el correspondiente espacio de Sdbolev aplicado al
dominio espacial tridimensional Q. Tras ello, es necesario integrar cada ecuacién en el dominio,
con lo cual se obtiene

ou 1
jw— dQ+JW(u-V)udQ=— —wVp dQ+JWFd.Q+fVWV2udQ, (66)
o Ot Q aPs Q Q
me-udQ=0. (67)
Q

Aplicando la primera identidad de Green al Gltimo término de la parte derecha de (66), se obtiene

u 1
fw—dﬂ+fw(u-v)udﬂ=— —wVde+wadQ
o Ot Q aPr Q (68)

+fvw(Vu-n) dF—fv(Vw-Vu) dQ,
r Q
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dondeT € {Ftop U Tyeq U T, U Fout} representa el contorno completo del dominio. La integral en
el contorno puede particularizarse para cada una de las sub-fronteras

u 1
fw—dQ+fw(u-V)udQ=— —WVpd.Q+J.WFd.Q
o Ot Q aPr Q

vw(Vu - n) dlyeq + f vw(Vu - n) dlj, (69)

+f vw(Vu - n) dl,, +f
I Tin

top I'bed
f]"

y sobre estas aplicar las condiciones de contorno pertinentes. Con esto, obtenemos el siguiente

problema variacional: Encontrar u € (Hl(Q))3 yp € H'(Q) tal que paratodo w € (Hl(Q))3 y
m € H(Q) se cumplan (69) y (67).

Entonces se aplica la discretizacion de modo que las funciones continuas w,p,w y m se
aproximan mediante las funciones a trozos u”®, p",w" y m" respectivamente. El espacio de
S6bolev discretizado se denomina H7 (). Estas funciones se definen mediante la suma de una
serie de funciones base {wl, ...,t,bNe} (también definidas a trozos, centradas en los nodos de la
malla y cuyo valor solamente difiere de cero en los entornos del nodo correspondiente), y una
serie de coeficientes para los cuales se resuelve el sistema lineal, {(p{‘, ...,cp,’\‘,e}, donde N, es el
namero de elementos (o celdas) de la malla. La combinacidn de las bases se expresa en forma del
sumatorio

vw(Vu - n) dly,: — f v(Vw - Vu) dQ,
Q

out

Ne
0@ = ) o), (70)
i=1

donde ¢ € {u, p, w, m}. Aplicando estas funciones discretizadas al problema variacional (con las
condiciones de contorno pertinentes aplicadas) se obtiene el problema de elementos finitos. La
eleccion de estas funciones base puede incrementar o reducir la precision de la solucion. Lo
comun es seleccionar funciones polinémicas a trozos y, cuanto mayor sea el orden, mayor es el
tamafio del elemento que se puede elegir para obtener un nivel de error determinado, pero méas
dificil de computar resulta.

A
h
h 3
U
h 2 u
U b 4
3
1 -
o (I
>
T, T,
£

Figura 14: Ejemplo de FEM unidimensional.

25



2. Modelo Matematico Gonzalo Carazo Barbero

En la Figura 14 se muestra un ejemplo unidimensional de la aproximacion proporcionada por
FEM. La linea azul representa la solucion exacta, u; la linea roja la aproximacién proporcionada
por u™; y las lineas verdes representan cada una de las funciones base, que en este caso son
lineares. En las fronteras Iy y I; se muestra que, mediante la aplicacion de funciones base
ligeramente diferentes (con una sola vertiente), puede conseguirse que el campo de la variable a
resolver sea no nulo en las fronteras.
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3. Resolucion de la Simulacion de los Modelos

Una vez se ha descrito el modelo fisico, el siguiente paso es resolverlo y obtener las soluciones
que se buscan. Al hacer uso de métodos numéricos para su resolucion, es necesario antes de
obtener dichas soluciones implementar el modelo, ya sea directamente en cédigo o haciendo uso
de software especifico. A continuacidn, se presentan la implementacion final utilizada en este
proyecto y los resultados obtenidos.

3.1. Implementacion de la simulacion

La obtencion de una solucion del problema de transporte de particulas propuesto en el Capitulo 7
se realiza en dos partes. Primero es necesario resolver el modelo de dinamica de fluidos para
obtener el flujo estacionario en COMSOL [13], en particular el campo de velocidades en el marco
Euleriano. A continuacion, se ha de ejecutar un cddigo escrito en MATLAB [14] para importar
el flujo y resolver el resto de componentes del modelo.

COMSOL ofrece un médulo de transporte de particulas. Sin embargo, este esta disefiado para
operar con particulas de densidad constante, de modo que resulta imposible introducir en el
modelo la dinamica de la densidad celular, influenciada por la radiacion solar. Por esta razén se
opta por cambiar de herramienta a MATLAB para la segunda parte.

3.1.1. Simulacioén de la dindmica de fluidos

Inicialmente se queria implementar la resolucién del flujo en MATLAB también mediante la
implementacion de algin método numérico como FDM, FEM o FVM. Sin embargo, la biblioteca
de resolucion de ecuaciones diferenciales parciales (PDE Toolbox) de MATLAB [15] no tiene
soporte para las ecuaciones de Navier-Stokes, y la implementacion del método numérico desde
cero resulta demasiado complicada. Ademas, los métodos mas sencillos de implementar como
FDM tienen limitaciones importantes en cuanto a su estabilidad y a su limitado soporte de mallas
complejas. Por esa razon se ha optado por utilizar un paquete de software externo para simular la
dindmica del fluido y, posteriormente, importar la solucion a MATLAB para poder simular el
resto de los componentes del modelo.

Existen numerosos programas capaces de resolver la dindmica de fluidos en mallas no
estructuradas, algunos de ellos de cddigo abierto, como puede ser OpenFOAM [37] o Gerris [38];
y otros comerciales, como ANSY'S Fluent [39], Autodesk CFD [40] o el elegido en este proyecto,
COMSOL Multiphysics [13]. En particular, se ha seleccionado este basado en la experiencia
previa del autor de este Trabajo y no por ninguna caracteristica técnica en especial. También
pueden encontrarse implementaciones de terceros que resuelvan el problema del flujo en
MATLAB, como las presentadas en [41] o [42], aunque suelen presentar limitaciones por estar
disefiadas para problemas especificos.

A continuacion, se describe el proceso de configuracién del modelo en COMSOL Multiphysics
para que pueda servir de referencia, ya que algunas técnicas pueden ayudar a reducir el tiempo de
computacion y aumentar la precision de la solucion. En concreto, se explica como definir la
geometria del modelo, cdmo configurar la simulacion y el mallado, y cémo optimizar el proceso
de simulacion.

3.1.1.1. Geometria

El primer paso que hay que realizar es determinar la geometria del modelo a resolver. Al tener
una geometria irregular, cualquier malla cerrada es aceptable, pero la idea es utilizar un modelo
del lago o embalse de interés. Dado que este proyecto no se trata de un estudio de un lago
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particular, un lago ficticio es modelado en una herramienta de disefio asistido por ordenador
(Computer Assisted Design, CAD), en particular en el programa de codigo abierto Blender [12].
Si se tratara de una masa de agua real, la geometria podria formarse mediante el escaneo
directamente en la localizacion de interés a través de técnicas de batimetria [43] y un mallado en
el post-procesado a través de técnicas de triangulacion, que puede incluso computarse en
MATLAB mediante la funcion boundary; o bien mediante el modelado en CAD referenciando
las curvas de nivel de un mapa. Para garantizar el buen funcionamiento del modelo en etapas
posteriores es imperativo que la superficie del agua sea plana y esté situada en z = 0, ya que de
otro modo la intensidad luminica, calculada en base a la coordenada z, necesitaria una
transformacién, que de haber definido correctamente la geometria, resultaria innecesaria.
Finalmente, para su utilizacion en COMSOL es necesario exportar la geometria a un archivo STL
que preserve las coordenadas, como se muestra en la Figura 15.

Layout

v Select Add Mesh Vertex

Figura 15: Geometria en Blender.

3.1.1.2. Configuracion del modelo

Ya en COMSOL se comienza creando el modelo. Para ello, tal y como se muestra en la Figura
16, se selecciona Modelo 3D en el Asistente de modelo y como fisica se elige Flujo laminar (spf).
El estudio elegido es Estacionario. Tras crear el modelo, lo primero que ha de hacerse es importar
la geometria que se ha creado anteriormente mediante el submena Importar que aparece al hacer
click derecho en Geometria. A continuacion, haciendo click derecho en Materiales, se afiade un
material de la biblioteca, agua en este caso, al dominio.

Predeterminadamente aparece una condicion de contorno no deslizante en toda la frontera. Esto
ha de cambiarse de manera que esté de acuerdo con el modelo a resolver. La Pared existente
formard la frontera I,.4, Y Se afiade bajo Flujo laminar (spf) una Pared adicional, donde se aplica
la condicion de contorno de Deslizamiento a la frontera I, ,. Se afiaden también una Entrada para
la frontera I, donde se especifica una Velocidad normal de entrada de 5 x 103 m/s, y una

Salida para T,,; con presion nula y sin reflujo. Obviamente estos parametros pueden ser
modificados para otro tipo de embalse.
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modelo §

mph
Modelo en
blanco

(a) Primer paso: Asistente de modelo.

Seleccionar fisica

Buscar

LD Recientemente utilizadas

% ac/DC

)} Actistica

:.'.' Transporte de especies gquimicas

1T Electrequimica

= Flujo de fluido

== Flujo monofasico

Flujo deslizante (spf)

Flujo laminar (spf)
2% Flujo turbulento
I Magquinaria rotativa, flujo de fluido
:'§:: Flujo en tuberia (pfl)
01l Golpe de ariete (whtd)

lr-:’-i Flujo de pelicula delgada

= Flujo polifasico

Q-} Medios porosos y flujos en subsuperficies

Flujo no isotérmico

lujo cen ndmere Mach alto

%% Flujo enrarecido

3{ Rastreo de particulas

Z| Interaccion fluide-estructura, geometria fija

Y

=1 Interaccidn fluide-estructura (fsi)
Transferencia de calor

IIE"" Optica

9 Plasma

4 Radiofrecuencia

% Semiconductor

E=1 Mecanica estructural

Au Matematica

Agregar
(c) Tercer paso: Flujo laminar (spf).

4 Model.mph (root)
'ifz' Definiciones globales
4 Il Componente 1 {comp1)
= Definiciones
4 ' Geometria 1
= Importar 1 (imp1)
Formar unidn {fin)
25 Materiales
o= Water (mat1)
== Flujo laminar (spf)
A5 Mallas
~db Estudio 1
~db Estudio 2
“o Estudio 3
@, Resultados

Fi

(e) Quinto paso: Importar geometria y afiadir material.

Seleccionar dimension de espacio

| |
s
i i
3D 2D 20 i 1D o
axisimétrico axisimétrico

(b) Segundo paso: Modelo 3D.

Seleccionar estudio

4~ Preprogramar estudios
Estacicnario
Y\ Ternporal
~o Estudios personalizados
~co Estudio vacio

Estudio afadido:

E Estacionario
(d) Cuarto paso: Estudio estacionario.

4 Model.mph (root)
(53' Definiciones globales
4 Il Componente 1 (comp1)
= Definiciones
Y\ Geometria 1
2= Materiales
== Flujo laminar (spf)
8 Propiedades de fluidos 1
T Valores iniciales 1
i Pared 1
o Pared 2
mw Entrada 1
o Salida 1
5 Vista de la ecuacién
A5 Mallas
~db Estudio 1
“dt Estudio 2
~db Estudio 3
@, Resultados

Fi

(f) Sexto paso: Afadir condiciones de contorno.

Figura 16: Configuracion del modelo.
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3.1.1.3. Mallado

El siguiente paso es el mallado. Este es un paso critico ya que una malla demasiado fina no permite
la convergencia del modelo y consume méas memoria, lo cual se propaga a etapas posteriores de
la implementacion y puede hacer que la posterior ejecucion del cddigo del modelo de las
particulas desde MATLAB resulte lenta.

200 T
vl ox m 400  -200

(a) Malla 1: Tamafio de elemento Extremadamente grueso.

200 )
vol ox " 400 -200

(b) Malla 2: Tamafio de elemento Mas grueso.

-200" ‘ \,,4 — /(4)
m =
Y-\L.x -400 -20

(c) Malla 3: Tamafio de elemento Normal.

Figura 17: Mallas utilizadas.

Se selecciona la malla de manera que sea controlada por la fisica. EI objetivo es alcanzar un
tamafio de elemento Normal, pero tratar de hallar una solucion en tal malla a partir de condiciones
iniciales nulas puede dar problemas de convergencia, por lo que se halla la solucion en mallas
progresivamente mas refinadas. Para ello se crean las tres mallas que se muestran en la Figura 17:
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Malla 1, de tamafio de elemento Extremadamente grueso, Malla 2, de tamafio de elemento Més
grueso, y Malla 3, de tamafio de elemento Normal. Es de notar que la malla de COMSOL (la
discretizacion espacial) no guarda relacion alguna con la malla del CAD, excepto que mantiene
el mismo volumen y forma en ambos casos.

3.1.1.4. Estudios

De la misma manera que se afiaden tres mallas se afiaden también tres estudios, todos ellos
estacionarios. Para mejorar las probabilidades de convergencia ha de configurarse el resolvedor.
Se ha comprobado que el que mejores resultados proporciona es el resolvedor Double dogleg (en
lugar de alguna variante del de Newton) para el Resolvedor estacionario Completamente
acoplado. Si en alguno de los pasos no se halla la convergencia, es posible aumentar el Nimero
maximo de iteraciones para darle mas tiempo.

El Estudio 1 utilizara la Malla 1 y condiciones iniciales nulas, el Estudio 2 la Malla 2 y como
condiciones iniciales la solucién del Estudio 1, y el Estudio 3 utilizard la Malla 3 y como
condiciones iniciales la solucion del Estudio 2. Como se muestra en la Figura 18, la seleccion de
la malla se realiza en Paso 1: Estacionario bajo Seleccion de mallas, y las condiciones iniciales
se seleccionan bajo Valores de variables dependientes. Tras resolver los tres estudios en orden es
necesario exportar los resultados del Estudio 3 a un archivo de texto, tal y como aparece en la
Figura 19.

P ) Model.mph (root) = Calcular & Actualizar solucién

A

() Definiciones globales

I Componente 1 {comp1) Etiqueta:  Estacionario =

4 ~do Estudio 1

|Z Paso 1: Estacionario
[P Configuraciones del resalvedor
o b Estudio 2
|Z Paso 1: Estacionario
[*r. Configuraciones del resolvedor
4 ~db Estudio 3
]f__j Paso 1: Estacionario
4 [Tr. Configuraciones del resolvedor

Configuracion del estudio
Resultacdos mientras resuelve
Seleccion de fisicas y variables

¥ Valores de variables dependiente

Valores iniciales de las variables a computar

* - . Ajustes: User controlled -
4 D Solucidn 3 (sol3)
T . . . . 3 ) =
5 Compilar ecuaciones: Estacionario Méetodo: Solucién v
4 U Yariables dependientes 1 X = s - =
W .. P Estudio: Estudic 2, Estacionario 31
grp Presién (compl.p)
54 Campo de velocidad (comp.u) Seleccign: | Automatico =

4 |i_5 Resolvedor estacionario 1
Directo
x Avanzado
': Completamente acoplado 1

Valores de las variables no computadas
Ajustes: Controlado por la fisica

Almacenar campos en salida

Directo 1 Ajustes: Todos -
@, Resultados
¥ Seleccion de mallas
"
Geometria Malla
Geometria 1 Malla 3 -

(a) Seleccidn de valores iniciales y malla.
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1 Ajustes

a S Model.mph (root) T Calcular seleccion = Calcular

() Definiciones globales
W Componente 1 (comp 1) Etiqueta: Completamente acoplado 1 =

4 ~db Estudio 1

|Z Paso 1: Estacionario L General
[fr. Configuraciones del resalvedor v método y terminacién
4 "~ Estudio 2
[ Paso 1: Estacionario Método no-lineal: Double dogleg v
[fr. Configuraciones del resalvedor ) ) .
4~ Estudio 3 Factor de amortiguamiento inicial: 1
[= Paso 1: Estacionario Escala residual: Por campo b
4 [Tr. Configuraciones del resalvedor =
4 LI Solucién 3 (sol3) MNimero de iteraciones antes de volver a empezar:

au . . . -

S5 Compilar ecuaciones: Estacionario

4 uww Variables dependientes 1 Técnica de terminacién: Tolerancia v
w . '3

[ Presién (compl.p)

: . ] 5% i jones: 500
i Campo de velocidad (compT.u) Mimero maximo de iteraciones
Fl |£_5 Resolvedor estacionario 1 Factor de tolerancia: 1
Directo
1 Avanzado I Resultados mientras resuelve

': Completamente acoplade 1
Directo 1
@, Resultados

(b) Seleccion de resolvedor no lineal.

Figura 18: Configuracion de los estudios.

Para mejorar la convergencia, el tiempo de calculo y la precisién, podria resultar Gtil afiadir pasos
con tamafos de mallas intermedios. Durante el desarrollo del modelo en COMSOL de este
proyecto se ha utilizado la configuracién de tres mallas que se ha detallado, pero en el calculo de
la solucion definitiva, que se ha utilizado posteriormente para realizar la optimizacion, se han
utilizado seis mallas refinando estas hasta un tamafo de elemento Fino. Ademas, se ha
seleccionado esta configuracidn ficticia, pero en la practica han de seleccionarse condiciones de
contorno, propiedades materiales y geometrias apropiadas para cada caso. También es posible
seleccionar un estudio temporal o un modelo turbulento, pero esto implicaria cambios en las
ecuaciones de transporte, de modo que tales modificaciones han de hacerse con cierto cuidado.
Ademas, es de notar que, como ha quedado reflejado en esta seccién, no es necesario introducir
las ecuaciones utilizadas en COMSOL, ya que estas se encuentran predeterminadamente
implementadas en el médulo utilizado.
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Co -1
A B c
4 & Model.mph [root) [[= Exportar
() Definiciones globales
@ Componente 1 (comp1) Etiqueta: Datos1 =
~o Estudio 1
~d Estudio 2 ¥ Datos
~do Estudio 3 ! - _
4 @, Resultados Conjunto de datos: Estudio 3/Seclucidn 3 (sol3) -| |3

i Conjuntos de datos
«L~ Perspectivas ~ Expresiones v T
8.85 | .
=2 Valores derivados

"
B Tablas Expresidn Unidad  Descripcidn
Wi Velocidad (spf)

. e u mys Campo de velocidad, co..
::-‘E Frezlqn "Ep'ﬂ m/s Campo de velocidad, co..
.,E JEloF,'da,d (spf) 1 w m/s Campo de velocidad, co..
Wi Presion (spf) 1 p Pa Presian
i Velocidad (spf) 2 =
W Presion (spf) 2
4 Exportar
[£3 Datos 1
% Imagen 1
ES| Reportes
%
Expresian:
Descripcién:
v Salida
Tipo de archivo: Texto -
MNombre de archivo: MNavegador...

Pedir siempre el nembre de archivo
Puntos a evaluar en: Sacar del conjunto de datos -

Formato de datos: Hoja de calculo v
[] Traspuesta

Dirmensién de espacio: | Sacar del conjunto de datos A
Nivel de geometria: Sacar del conjunte de datos -
Avanzado

Figura 19: Exportacion de resultados.

3.1.2. Simulacién del transporte de particulas

A partir de los resultados obtenidos en COMSOL, es posible resolver el resto de ecuaciones del
modelo. En lugar de resolver estas ecuaciones en todos los nodos de la malla, al no haber
derivadas espaciales presentes, es mas econémico resolverlas directamente sobre las posiciones
de las particulas, incluyendo en cada paso temporal el bucle de acoplamiento completo que se ha
mostrado en la Figura 9. El codigo correspondiente ha sido escrito en MATLAB y se presenta en
el Apéndice 1.

3.1.2.1. Inicializacién

En primer lugar, se declaran las variables reflejadas en la Tabla 2, que son las utilizadas en la
Tesis de Medrano [18]. También se define el vector temporal discretizado en el intervalo
[0,720] h, con un paso de tiempo At = 0.1 h. Se importan los resultados obtenidos en COMSOL
mediante el comando load y se denomina N al nimero de nodos de la malla. Dado que las
ecuaciones se evaluaran en la posicion de las particulas, serd necesario interpolar las velocidades
del fluido en espacios entre los nodos. Para ello, en lugar de interpolar en cada paso de tiempo
para cada particula, es preferible crear una funcién de interpolacién al comienzo del codigo
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mediante el comando scatteredInterpolant que pueda ser evaluada directamente sin
necesidad de volver a hallar los coeficientes de interpolacion cada vez. Una gran ventaja de este
método es que la cantidad de nodos de la simulacion de fluidos no tiene un efecto importante en
el tiempo de computacion, ya que una vez creada la funcion de interpolacion, que solo ha de
calcularse una vez, estos datos son completamente innecesarios, de modo que pueden incluso ser
eliminados para ahorrar memoria.

Tabla 2: Parametros fisicos.

Viscosidad dindmica v 3x107° m?s~

Densidad del fluido pr 1000 kgm™3

Aceleracion de la gravedad g —9.81k ms™2

Diametro de las particulas dp 8x107* m

Factor normativo B 1.5x107%3  s?m™3

Limite de foto-inhibicion Iy 146.43 W m™2

Tasa de cambio de densidad celular  y —83x1073 kgm3s7!

Decaimiento de densidad celular a 47x10* 71

Densidad celular minima C, 1037 kgm™3

Contenido celular en la colonia Neen 10 %

Contenido gaseoso en la colonia Ngas 5 %

Densidad del mucilago Pmuc 998 kg m~3

Irradianza maxima Inax 800 W m~?2

Coeficiente de atenuacion luminica K; 0.8 m~1!

Limite de irradianza Lim  5.75 W m™?

Duracion de un dia Taay 24 h

T T
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Figura 20: Intensidad luminica en la superficie.

A continuacion se definen las funciones de Heaviside y de intensidad luminica en la superficie, y
las posiciones y densidades iniciales de las particulas, x2,; y pd, respectivamente. En la
practica seria sencillo utilizar intensidades luminicas recogidas experimentalmente por sensores,
bien en cada paso de tiempo, o bien hallando los valores de intensidad en cada paso temporal por
interpolacién. Sin embargo, al ser este un caso ficticio, se aproxima la irradianza mediante

21
I,(t) = max {O, Inax SIN < t>} ) (71)
Tday

con ¢ en las mismas unidades que Tg,y. La funcion a lo largo de un periodo de 48 h se muestra
en la Figura 20.
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A partir de los nodos importados de COMSOL se reconstruyen las fronteras de la malla para
poder aplicar las condiciones de contorno para las ecuaciones de las particulas y se muestran las
figuras preliminares, en particular la intensidad luminica (Figura 5) y las fronteras de la malla
reconstruida.

3.1.2.2. Bucle de tiempo

El bucle de tiempo consiste principalmente en realizar los calculos del bucle de acoplamiento en
el orden establecido en la Figura 9. Se comienza obteniendo la intensidad luminica en las
posiciones de cada particula mediante (18). A continuacion, se calcula la densidad celular de
manera incremental, dando un solo paso de tiempo del método de Euler (37) utilizando las
expresiones de (19) y (20). Tras esto, se calcula la densidad de la colonia para cada particula con
(21), y se interpolan las velocidades del flujo en las posiciones de las particulas utilizando la
funcion de interpolacion mencionada con anterioridad. Después, se calculan las velocidades de
cada particula con (22) y se integra la posicion utilizando de nuevo el método de Euler y la
expresion (23). Finalmente, se imponen las condiciones de contorno del transporte, limitando la
posicién vertical a z < 0y congelando la posicion de la particula si el paso de tiempo la envia
fuera del dominio a traves del resto de fronteras, lo cual se comprueba gracias a la funcion
inpolyhedron.m que puede encontrarse en [16]. Esto representa una iteracién temporal, tras la
cual, con los nuevos valores de las posiciones y densidades celulares, se realiza la siguiente
iteracion.

En cada uno de los pasos se guardan las variables de interés de manera que sean accesibles tras la
ejecucion del algoritmo. Una vez se ha obtenido la solucion, se muestran las figuras que la
representan, que incluyen las posiciones y velocidades de las particulas y sus densidades.

El algoritmo utilizado, en términos generales, es el siguiente:

Importar solucion de la dinamica de fluidos.
Definir pardmetros, funciones, fronteras y condiciones iniciales.
Calcular la intensidad luminosa de la posicién de cada particula con (18).
Calcular la densidad celular mediante un paso del método de Euler con (19) y (20).
Calcular la densidad de la colonia con (21).
Interpolar la velocidad del fluido en las posiciones de las particulas.
Calcular la velocidad de las particulas con (22).
Calcular la posicion de las particulas mediante un paso del método de Euler con (23).
Imponer condiciones de contorno (26) y (28).
. Guardar variables de interés.
. Si el paso de tiempo no es el Gltimo, volver a 3, y si lo es, finalizar.

BB O©OND O NWN R

[N

3.2. Resultados de la simulacién

La implementacion presentada es suficientemente general para ser capaz de obtener soluciones a
diversos escenarios que cumplan las caracteristicas del modelo. Por ello, se plantean varios
escenarios ficticios en los que se toman muestras de las cianobacterias en la masa de agua en
cuestion una vez al mes. Se supone que la distribucidn inicial de las particulas es conocida y dada
por las mediciones del mes anterior, las condiciones de luminosidad han sido medidas y el
objetivo es simular el transporte de las colonias de cianobacterias a lo largo del periodo de tiempo
transcurrido para saber donde tomar las siguientes muestras. Se ha seleccionado un periodo de
tiempo tan extendido con el objetivo de que los efectos del transporte resulten evidentes, ya que
no parece haber consenso todavia entre los expertos sobre la frecuencia de medicidn idénea dentro
de lo realizable.
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3.2.1. Simulacion de la dindmica de fluidos

La primera parte de la simulacién se realiza en COMSOL (ver Seccion 3.1.1). Se presentan dos
escenarios en el mismo lago, en los cuales se varia la velocidad del flujo de entrada. En el primer
escenario, que se denominard EF1, la velocidad de entrada de agua a través de la frontera I, es
u;, = 5% 1073 m/s (5.23 m3/s de flujo de entrada), y en el segundo, EF2, es u;, = 5 m/s
(5.23 x 103 m3/s de flujo de entrada). Notese la diferencia con el anterior caso en el orden de
las magnitudes, de 103. En ambos casos la malla utilizada finalmente tiene un tamafio de
elemento Fino y es controlada por la fisica, con un total de 169972 elementos. La solucién de la
dindmica de fluidos se ha hallado utilizando seis mallas progresivamente mas finas (de acuerdo
con la técnica descrita en las Secciones 3.1.1.3 'y 3.1.1.4). El volumen del dominio es de 79.35 X
10 m3 y el area de la superficie del agua es de 317.25 x 103 m?.

3.2.1.1. Escenario EF1

El primer escenario de flujo, como se ha comentado, muestra los efectos de un flujo de entrada
lento en el lago en cuestién. Los parametros fisicos utilizados se muestran en la Tabla 2, y la
velocidad del flujo de entrada es u;, = 5 X 10~3 m/s. El tiempo total de computo combinado ha
sido de 754 s (12 min 34 s), la mayor parte de este (un 58.22%) ha sido empleado en el estudio
con la malla més fina.

Los resultados obtenidos para este escenario se exponen en la Figura 21. La escala de color
muestra la magnitud de la velocidad del fluido en la superficie del flujo estacionario, y las lineas
rojas muestran la direccion el flujo en todo el dominio tridimensional. Se observa como la mayor
parte del agua que entra se dirige directamente hacia la salida, pero otra parte se ve dirigida hacia
la zona de la izquierda, donde se forma un vértice que lentamente dirige el agua hacia el centro
del lago. Parte del agua consigue deslizarse bajo la corriente principal, volver a emerger en la
zona de bajas velocidades de la derecha y, finalmente, unirse a esta y ser expulsada del dominio
simulado, evitando asi el estancamiento de agua. Esto proporciona, como veremos a continuacion,
una oportunidad para que las colonias de cianobacterias queden atrapadas y proliferen en el lago,
ya que su flotabilidad natural puede hacer que la corriente de bajada tanto en el centro del vortice
como en su extremo inferior no sean suficientemente fuertes como para llevar las colonias hacia
la salida.
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Figura 21: Solucion de EF1.

3.2.1.2. Escenario EF2

El segundo escenario de flujo del que se han obtenido resultados es muy similar al primero, pero
difiere en que la velocidad de entrada es 1000 veces mayor, u;, = 5 m/s. El tiempo total de
coémputo combinado ha sido de 743 s (12 min 23 s), y de nuevo la mayor parte de este (un
60.83% en este caso) ha sido empleado en el estudio con la malla més fina.

Los resultados son muy similares al caso anterior, pero se incrementa la velocidad de manera
significativa, como puede verse en la barra de valores de Figura 22(a).
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Figura 22: Solucion de EF2.

3.2.2. Simulacion del transporte de particulas

Los resultados del flujo se exportan a MATLAB, donde se ejecuta la segunda parte de la
simulacién, el transporte de particulas (ver Seccion 3.1.2). Se plantean de nuevo varios escenarios
(EP1 — EP3), que en esta ocasidén se diferencian en la distribucion inicial de las cianobacterias.
En todos ellos la distribucién inicial de las particulas es una distribucion Gaussiana, y se
diferencian en la media y su desviacién estandar. En todos los casos se generan 500 particulas, y
si alguna de ellas en el proceso de generacién se encuentra fuera del dominio se descarta y se
generan particulas adicionales hasta completar las 500 particulas validas. Las densidades se
asignan aleatoriamente de una distribucion uniforme en el intervalo pg, € [C,, C, + 50], que
pronto se estabiliza en sus valores nominales. Ademas, se utilizan los parametros fisicos reflejados
en la Tabla 2.

A continuacién, se resuelven las ecuaciones pertinentes en cada paso de tiempo hasta alcanzar el
fin del dominio temporal. En lugar de calcular la concentracion de particulas para todo el dominio
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y en cada paso de tiempo y utilizar este campo en el proceso de optimizacién de trayectorias,
resulta més eficiente operar directamente sobre las posiciones de las particulas, ya que en ese caso
solamente es necesario considerar las que se observan a lo largo de la trayectoria del USV. De
esta manera, en lugar de calcular la concentracion en un campo tetradimensional (tres
dimensiones espaciales y una temporal), basta con calcular la concentracion a lo largo de la
trayectoria, lo cual es 1D solamente, ya que puede calcularse en el instante apropiado gracias a la
parametrizacion de las splines seleccionada.

3.2.2.1. Escenario EP1

La distribucion inicial de las particulas de este escenario es una distribucién Gaussiana de
reducida amplitud, centrada en (0,—200,—5)T y desviacion estandar (25,25,5)7, que se
muestra en la Figura 23(a). Para obtener los resultados mostrados se ha utilizado la solucién del
flujo del escenario EF1, y el dominio temporal utilizado es el comprendido en el intervalo t €
[0,720] h, el equivalente a 30 dias, con un paso de tiempo de 0.1 h (N, = 7200). El tiempo de
computo ha sido de 877 s (14 min 37 s).

En la Figura 23 se muestra la posiciéon de las particulas vistas desde el eje z en diferentes
momentos de la simulacion, que se indican en los subtitulos. Cada particula se ha representado
con un punto rojo dentro del dominio definido por la geometria, en gris. En t = 0, arriba a la
izquierda, la posicion de las particulas se corresponde con la posicion inicial xg, gue se ha
establecido como la distribucion Gaussiana mencionada con anterioridad. A medida que avanza
el tiempo el grupo de particulas se va dispersando en el plano horizontal, debido a las diferentes
velocidades del fluido en diferentes puntos del dominio.
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Figura 23: Posicion de las particulas a lo largo del tiempo en EF1-EP1.
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En la Figura 24 se representan las trayectorias de cada una de las particulas simuladas, y en la
Figura 25 sus velocidades. Cada particula se representa en un color, que es el mismo en todas las
sub-figuras. Notese que la posicion vertical, controlada por la mayor influencia de la flotabilidad,
tiende a cohesionar las particulas en ese eje haciendo que la gréfica de la Gltima particula
representada se superponga a la del resto, mientras que en el plano vertical las particulas tienden
a dispersarse debido a las diferencias en el flujo del agua en diferentes posiciones. Ademas,
examinando las velocidades y posiciones en el plano horizontal, se descubre que en posiciones
cercanas al centro de rotacion la velocidad es menor, lo cual esta de acuerdo con la velocidad del

fluido presentada en la Figura 21 o la Figura 22, ya que la velocidad horizontal solamente recibe
influencias de este campo.
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Figura 24: Trayectoria de las particulas en EF1-EP1.

B (m/s)

T (m/s)

(m/s)

ek B EERENE
0 100 200 300 400 500 600 700
t(h)

Figura 25: Velocidad de las particulas en EF1-EP1.

Observando el desplazamiento y la velocidad en el eje vertical se puede discernir una relacion de
proporcionalidad inversa con la densidad de las colonias, como se muestra en la Figura 26. A
medida que la densidad baja, la particula sube y, a medida que la densidad se incrementa, la
particula se hunde, como es de esperar. La linea roja discontinua denota la densidad del fluido. Si

la densidad de la colonia se encuentra por encima de esta linea, la colonia se hunde, y si se
encuentra por debajo, flota.
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Figura 26: Relacion entre la densidad de la colonia y la posicion vertical a lo largo de un dia.

Es de notar que en situaciones como la de este escenario, donde el flujo del fluido en direccion
vertical es practicamente despreciable, las particulas no suelen alcanzar profundidades mayores a
8 m, lo cual es aproximadamente del mismo orden que las profundidades obtenidas en la Tesis
de Medrano [18]. Realizar comparaciones directas con los resultados ofrecidos no es posible ya
gue en esta se incluyen los efectos del flujo turbulento, que modifican la trayectoria vertical de
las cianobacterias. Sin embargo, tanto en estos resultados como en los expuestos en la literatura,
se muestra la misma tendencia general a descender durante las horas de luz y ascender hasta la
superficie durante la noche. Los resultados obtenidos también coinciden cualitativamente con los
resultados ofrecidos en [44].

3.2.2.2. Escenario EP2

La distribucion inicial en este caso es alargada en el eje y y estrecha en el eje x, formando una
franja a lo largo del lago, como se muestra en la Figura 27. Su distribucidn gaussiana viene dada
por pu=(0,-50,—2)T y ¢ =(10,100,2)T . En el resto de sub-figuras se observa un
comportamiento intrinsecamente similar al exhibido en el escenario anterior, donde parte de las
particulas quedan atrapadas en el vortice. La Figura 28 muestra que a pesar de que la trayectoria
horizontal difiera, el desplazamiento vertical es practicamente igual que en EP1, y también se
aprecia que las particulas situadas en la corriente principal del flujo se dirigen directamente a la
salida del lago. Como flujo para obtener estos resultados se ha vuelto a utilizar el escenario EF1,
y se ha mantenido el mismo dominio temporal. El tiempo de cémputo ha sido de nuevo 877 s
(14 min 37 s).
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Figura 27: Posicion de las particulas a lo largo del tiempo en EF1-EP2.
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Figura 28: Trayectoria de las particulas en EF1-EP2.

3.2.2.3. Escenario EP3

HJJQJJJJQJJJJJJJJ?JJJJ/J/TJJJ}

El dltimo de los escenarios modelados presenta una distribucion de particulas inicial muy amplia
en ambos ejes horizontales, con lo cual, con la Figura 29, se obtiene una idea mas general del
transporte en las diferentes zonas de la masa de agua simulada. La distribucién de Gauss, que
determina la posicion inicial de las particulas, viene dada por u = (0,0,—1)" y o=
(100,100,1)7. En esta ocasion se ha utilizado el flujo mas rapido, EF2, de modo que el
desplazamiento en el plano horizontal resulta mas evidente en una escala de tiempo reducida,
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como puede observarse en la Figura 30. Ademas, en el eje vertical se muestran trayectorias mucho
mas profundas que las observadas en los escenarios anteriores, lo cual esta causado por la mayor
intensidad de la corriente, que es capaz de vencer la flotabilidad natural de las particulas en ciertas
zonas del dominio. Debido a que el movimiento de las particulas es mas rapido, el paso de tiempo
ha de ser mas corto, y para mantener el tiempo de ejecucién y la cantidad de memoria utilizada
es necesario reducir el dominio temporal, que en este caso es el comprendido en el intervalo t €

[0,6] h, con un paso de tiempo de 5 x 10™* h (N, = 12000). El tiempo de computo ha sido de
1519 s (25 min 19 s).
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Figura 29: Posicién de las particulas a lo largo del tiempo en EF2-EP3.
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Figura 30: Trayectoria de las particulas en EF2-EP3.
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4. Planificacion de Trayectorias de un USV

El objetivo de la segunda parte del proyecto trata de la optimizacion de la trayectoria de un
vehiculo de superficie no tripulado (Unmaned Surface Vehicle, USV) provisto de una sonda para
la recogida de muestras de cianobacterias de manera que se maximice la cantidad de muestras
recogidas. Se ha optado por utilizar una codificacion de las trayectorias basada en splines, con la
intencion de que resulte mas adecuada para su aplicacion en algoritmos de optimizacion que otras
alternativas, como las secuencias de sefiales de control [45] o la utilizacién de trayectorias
predefinidas [46]. En las péginas sucesivas se presenta un analisis detallado de las splines
utilizadas, los objetivos a cumplir en este problema de optimizacién y las restricciones.

4.1. Trayectorias mediante splines

Una spline es un tipo de curva definida a trozos por funciones polindmicas mediante una serie de
nodos colocados en al menos dos dimensiones. Habiendo decidido codificar la trayectoria en
forma de spline, el problema pasa a ser qué tipo de spline utilizar. Existen multitud de tipos con
numerosas caracteristicas.

En cuanto a sus comportamientos en los extremos se distinguen las splines naturales, cuyas
segundas derivadas son nulas en los extremos; las splines sujetas (clamped), en las cuales la
primera derivada se especifica en los extremos y, finalmente, splines not-a-knot, que no imponen
restricciones en los extremos, pero la tercera derivada ha de ser continua en esos puntos. En este
problema seria conveniente que las dos primeras derivadas pudieran ser establecidas en cero, de
manera que al utilizar la spline como trayectoria de un USV, su velocidad y aceleracion inicial y
final sea cero.

En cuanto a su orden, la mayor parte de splines utilizadas comdnmente son splines cubicas, lo
cual quiere decir que los polinomios que la forman son de orden 3. A pesar de que lo mas comin
es utilizar este orden, no existe ninguna razén que impida su construccion mediante el uso de
polinomios de un orden mayor, como se ha hecho en este Trabajo de Fin de Master, o incluso
menores, a pesar de que esto puede limitar la continuidad de la spline.

En cuanto a la influencia que tiene cada nodo en la trayectoria completa, se distinguen globales y
locales. En splines globales como son las naturales, sujetas y not-a-knot, la modificacion de un
nodo influye en la trayectoria entera, mientras que otras splines como las beta-splines (de las
cuales las b-splines son un subconjunto) o las splines cardinales (que incluyen las splines de
Catmull-Roll) son locales y la modificacion de un nodo solamente afecta a su entorno inmediato.
Para codificar trayectorias que han de ser optimizadas resulta conveniente utilizar splines locales,
ya que la modificacion de un nodo no destruye el progreso en otras zonas de la spline.

En cuanto a si pasan por los nodos, se distinguen splines de interpolacion, como cualquiera de las
mencionadas hasta ahora a excepcion de las beta-splines, y de no interpolacion, como las beta-
splines o las curvas de Bézier. Las splines de interpolacién pasan por los nodos que las definen,
mientras que el otro tipo no lo hace. Es conveniente, al menos en esta aplicacion, el uso de splines
de interpolacién ya que limitan el dominio y facilitan la generacion de puntos a lo largo de la
spline.

En cuanto a su continuidad se distinguen varios tipos también. Los polinomios que forman cada
intervalo pertenecen a la clase €, ya que son infinitamente derivables, de modo que las
limitaciones en cuanto a su continuidad solamente son palpables en las conexiones entre los
polinomios. De entre las splines mas cominmente utilizadas, la mayor parte de splines son C?,
incluyendo las splines clbicas naturales, sujetas, not-a-knot y las beta-splines, a excepcion de las
splines cardinales, que son C*. Con el objetivo de definir trayectorias para el USV que puedan ser
directamente utilizadas como sefiales de control, seria conveniente que la spline utilizada fuera
C?, de manera que la aceleracion fuera continua.
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Por estas razones lo ideal seria la utilizacidn de una spline cuyas dos primeras derivadas sean cero
en los extremos, que sea una spline local, de interpolacion y que sea de clase C2. En este Trabajo
de Fin de Master no se ha logrado cumplir todas las condiciones, ya que la spline utilizada
finalmente es global. Esto es debido a que las splines locales, o bien son especificadas no solo por
la posicion de sus nodos sino también por la primera derivada en cada uno de ellos (lo cual
incrementa el nimero de variables de decision), o bien resulta necesario estimar la derivada. Esta
Gltima opcién complica en cierto modo su implementacion y abre otras posibilidades en cuanto a
como aproximar las derivadas. Ademas, la implementacion de splines cardinales de orden
superior incurre en sistemas de mayor tamafo, debido a que estan formadas por la combinacion
lineal de varias funciones de Hermite como bases, lo cual resulta méas lento de resolver que en el
caso de splines globales, que solamente estan formada por una base. Para cumplir con el resto de
objetivos, se han desarrollado las splines 4-3-4, logrando cumplir el resto de las condiciones
incrementando el orden de los polinomios que forman los segmentos de los extremos de la spline.

4.1.1. Calculo de las splines 4-3-4

Dado un set de N,, nodos tridimensionales x; € R3 a través de los cuales la spline debe pasar en
los instantes t; € R, donde i € {1, ..., N,,}, se crea una curva definida por partes por polinomios
P(t):R - R3 de tal manera que P(t;) = x;. La spline S(t) esta definida como la union de los
polinomios que la forman.

Py (t) ent € [ty,t,],
P,(t t € [t,,t
S(t) — :2( ) :en [ 2 3] ) (72)
Py _1(t) ent€ [ty _q,ty |-
En los extremos de la trayectoria, la spline ha de cumplir

Pi(t)) = xq, PNn—l(th) = XNp »

P{(t;) =0, y Py,-1(tn,) =0, (73)

Py'(t) =0, PI(I,n—l(th) =0,

y en los nodos intermedios,

Pi_1(t) = Pi(t) = x;,
P_;(t) = P/(t), (74)
P{Ll(ti) = Pi”(ti) .

Esto quiere decir simplemente que la spline tiene posicion, velocidad y aceleracion continuas
(S(t) € €?) y que su velocidad y aceleracion en los extremos es nula.

El minimo requerimiento para que una spline cumpla estos criterios impuestos es que los
polinomios utilizados sean todos de orden 3, excepto aquellos que contienen los extremos, que
han de ser de orden 4, razon por la cual han sido denominadas en este proyecto splines 4-3-4. Un
diagrama de este tipo de splines puede encontrarse en la Figura 31. A pesar de que la mayoria de
los polinomios que forman la spline son cubicos, el orden de una spline queda definido por el
polinomio de més alto orden, de modo que en este caso la spline sera de orden 4.
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P(t2) = Py (t2)

P (t)

Figura 31: Diagrama de una spline 4-3-4.

Dado que los ejes espaciales son ortogonales, es posible disefiar un método que calcule una spline
en una sola dimension y aplicarlo a cada una de las dimensiones espaciales por separado,
manteniendo la variable temporal como factor de unificacion. Los polinomios cubicos se definen
como

PR(t) =ci(t—t)3 +ch(t—t)? +ci(t—t;) +cb, (75)
y los de cuarto orden como

PHt) = ci(t —t)* + ci(t —t)3 + ci(t —t)? + cl(t —t;) + cb, (76)

donde cji es el coeficiente perteneciente al polinomio i en el término de orden j. También es
posible hallar sus primeras derivadas,

P'3(t) = 3ci(t — t;)? + 2ci(t — t;) + ct, (77)

P'#(t) = 4ck(t — t)% + 3cki(t — t)® + 2c5(t — t;) + ¢k, (78)
y segundas derivadas,

P"3(t) = 6ck(t —t;) + 2¢k, (79)

P"H(t) = 12ck(t — t;)® + 6¢i(t — t;) + 2¢5 . (80)

Para encontrar los valores de los coeficientes, puede resolverse el siguiente sistema lineal, que es
resultado de la union de las ecuaciones (73) y (74).
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_Bll -
By, By, [011{;1'
Pz fas =| ¢ )
. Cy by _.|
Bn—l,n—z Bn—l,n—l CNn 2 Nn 1J
Np—1 by
Bpn-1 | n

donde ¢; € R* U R son los coeficientes del polinomio nimero i,

o= [ci ¢t & b c]" sii={1,N, -1}, ©2)
S oL T e e sii ={2,..,N, — 2},
b; € R3 U R* son el lado derecho de las ecuaciones (73) y (74) en el nodo i,

. .. 3 T - p— 1 N

b, = {[xl X X . Sll B {1,N,}, (83)

[x; x 0 0]" sii={2,..,N,—1}
Yy B;j son matrices reales de la forma
0 0 0 0 1
0 00 10 sii=j=1
0 0 2 0 O
[ h?—Z h?—z hiz—z hi—2 1
; 0 0 O % Gizjtr1=2

4h3 ., 3h%, 2hj, 1 0 J
[12h% , 6hi_, 2 0 0
[0 0 0 O
00 0 1 o 3
0 0 -1 0 sii =j #{1,N, — 1}
0 -2 0 O

Bij =A] hi, hi, hi 1] (84)

0 0 0 0

3hi, 2hi, 1 oJ sii=j+1%#{2N,}

6h;_, 2 0 0

0 0 O 0 O

0 0 O 0 1 L,

00 0 -1 0 sii=j=N, -1
0 0 -2 0 O

[ h?—z hi3—2 hiz—z hi—;

1
4h3, 3h%, 2h_, 1 Of sii=j+1=N
[12h7, 6hi_, 2 0 0

\0 en otro caso

donde se define h; = t;;1 — t;.

Debido al gran nimero de ceros de la matriz, esta puede considerarse hueca (sparse), de modo
que la resolucion del sistema pueda ser realizada de manera mas eficiente. Como se ha comentado
ya, este es el caso mas sencillo de este tipo de spline, y es la razon por la cual este tipo de splines
ha sido seleccionada, ya que tipos mas complejos introducen variables de decision al proceso de
optimizacién, que a su vez se traducen como un aumento en la dimensionalidad del espacio de
busqueda, lo cual no es para nada deseable. Sin embargo, existirian otras splines que también
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cumplirian los requisitos, como una spline puramente de orden 4 que utilizara las velocidades en
los nodos como parametros, no solo las posiciones.

A modo de ejemplo, en la Figura 32(a) se muestra una spline tridimensional que pasa por los
cuatro puntos marcados en rojo en la misma, mientras que en la sub-figura central y en la de la
derecha se muestra la velocidad y aceleracién asociada a dicha spline, respectivamente. Ademas,
en la Figura 33 se muestran el desplazamiento, la velocidad y la aceleracién a lo largo del tiempo,
para cada uno de los ejes. En ella se puede ver como las aceleraciones son lineales excepto en los
polinomios de los extremos de la spline.

08
06 —
o) T
E o4 E E
N N N
0.2 o r\é:’u

0

5

5
y(my 00 x (m)
92 x (m/s?)
@ y (mis?)
(a) Posicion. (b) Velocidad. (c) Aceleracion.

Figura 32: Ejemplo de una spline 4-3-4.
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(a) Componentes de la posicion.
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E o E o £
x 2 > N [0
4 % 5 5
6 -0.5
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(c) Componentes de la aceleracion.

Figura 33: Componentes de la spline de la Figura 32.

48



4. Planificacion de Trayectorias de un USV Gonzalo Carazo Barbero

4.2. Objetivos de la optimizacién

Los objetivos del problema establecen como de buena es una trayectoria particular. El objetivo
principal es que la trayectoria pase cerca del mayor nimero de particulas posibles, y los objetivos
secundarios son la minimizacion de la duracion y la distancia de la trayectoria. Ambos objetivos
secundarios ayudan a obtener una trayectoria mas limpia y permiten la utilizacién més efectiva
de los USV.

4.2.1. Duracién de la trayectoria

Se comienza por el objetivo mas sencillo de los tres, la duracion de la trayectoria. Al describir las
trayectorias de acuerdo a parametrizaciones temporales, y ademas tener los extremos de la curva
fijos en espacio, resulta sencillo comprobar la duracion total de la trayectoria, ya que se trata
simplemente de ty, — t;, utilizando la notacion de la seccion anterior. Ademas, con el objetivo
de que el sistema (81) esté bien condicionado y no dé problemas en su resolucion, se fuerza a que
t; = 0y solamente se aplique un desfase temporal a la hora de extraer las posiciones de las
particulas. De este modo, los instantes de tiempo utilizados en la optimizacion son del orden del
resto de coordenadas del problema.

El inconveniente que esto tiene es que la optimizacion queda restringida a empezar en un instante
dado, en lugar de buscar el momento idéneo a lo largo del periodo simulado; lo cual, por otra
parte, puede verse como una ventaja, ya que permite al equipo que despliegue el USV comenzar
la mision en el momento que ellos decidan.

4.2.2. Distancia de la trayectoria

El siguiente objetivo a optimizar se trata de la distancia total cubierta por la trayectoria. Este
trabaja en contra del objetivo principal de incrementar la cantidad de particulas vistas, ya que un
recorrido mayor implica mayores posibilidades de encuentros. Sin embargo, no incluir este
objetivo tiene el efecto adicional de permitir trayectorias demasiado serpenteantes, que
incrementan ligeramente la cantidad de particulas vistas a costa de una trayectoria ineficiente y
de una elevada duracion.

La longitud de una spline, como la de cualquier funcién continua, puede hallarse mediante la
integral sobre la linea de la unidad, es decir,

b
[ = jcds =fa IIS"(OIl dt, (85)

donde [ € R* es la longitud de la curva C € R™ parametrizada por la spline S(t) en el intervalo
[a, b]. MATLAB proporciona una funcién de integracién que es capaz de resolverlo utilizando
técnicas de integracion numérica. Sin embargo, con el objetivo de reducir el tiempo de ejecucidn,
también se ha probado la aproximacion

N

L~ Y1) = Sl (86)
i=1

donde se ha dividido la spline S(t) en N, pedazos cuyos extremos son miembros sucesivos de
te {To' ...,TNS}. Se comprueba, tal y como se muestra en la Tabla 3, que para obtener una
aproximacion de calidad, el tiempo de ejecucion es mucho maés lento al utilizar la aproximacion
por sumatorio, de modo que no se recomienda su uso. Ademas, en la Gltima columna se ve
reflejado que los resultados de la aproximacion por sumatorio son siempre menores que los de la
integracion. Esto es de esperar ya que la aproximacion es lineal y salta partes de la curva, mientras
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que los métodos méas complejos de integracion numérica suelen compensar mediante infra y
sobreestimaciones del resultado (como el esquema de integracién centrado o el trapezoidal).
Ademas, la convergencia de la integracién numérica es mas rapida en términos del tamafio del
paso, y al incrementar el parametro N, en el sumatorio de (86), se observa que los resultados se
aproximan a los proporcionados por integral de MATLAB, pero a costa de un mayor tiempo
de computacion, lo cual indica que la solucidn de la integral numérica es mas precisa que la
aproximacion. Estas estadisticas han sido obtenidas al calcular por cada uno de los métodos la
longitud total de 100 splines 4-3-4 generadas aleatoriamente. En la aproximacion por sumatorio
los puntos de muestra se encuentran equiespaciados en tiempo.

Tabla 3: Comparacidn de los métodos de integracion de distancia.

Tiempo medio de  Varianza del tiempo | Longitud media

ejecucion de ejecucion de la spline
integral de MATLAB 6.0868 x 1073s  1.1752 x 107552 131.4406 m
Aproximacién por sumatorio | 1.6823 x 1071s  3.8699 x 107> s 131.3214 m

(N, = 1000)
Aproximacion por sumatorio | 8.3572x 1071s 24214 x 10™*s2 131.4360 m
(N; = 5000)

4.2.3. Concentracion de particulas a lo largo de la trayectoria

Finalmente se expone el objetivo principal de la optimizacion, la concentracion de particulas a lo
largo de la trayectoria, ya que el objetivo principal de la mision del USV es caracterizar las zonas
donde hay una elevada concentracion de cianobacterias. Sin embargo, existen varias maneras de
calcular dicho objetivo, y cada una de ellas presenta algunas ventajas y desventajas. Una opcidn
es integrar la concentracion a lo largo de la trayectoria, lo cual puede hacerse o bien en un nimero
de puntos test correspondientes al lugar donde el USV tomaria periédicamente las muestras a lo
largo de su trayectoria, o bien utilizando esos puntos test para integrar numéricamente el campo
de concentraciones a lo largo de la trayectoria completa. Otra opcién es utilizar funciones
continuas de densidad basadas en la posicion de las particulas. La ultima opcion, y la utilizada en
la version final del proyecto, es comprobar si cada una de las particulas ha sido vista a lo largo de
la trayectoria. Cada opcion se describe a continuacion.

4.2.3.1. Concentracion en puntos test

La opcién mas intuitiva es seleccionar N puntos test a lo largo de la trayectoria de la spline, dados
por los instantes de tiempo t € {11, ...,TNS}. Cada uno de estos puntos se corresponde con las

coordenadas espaciotemporales donde el USV tomara muestras a lo largo de la mision. La
concentracién en cada uno de estos puntos puede ser calculada como

, Tli
ep=7 €L N (87)

donde Q;', € R* es la concentracion de particulas en el punto i correspondiente al punto de la

spline S(t;), y nl, € N es la cantidad de particulas con coordenadas dentro del set volumétrico
V;, que tiene un volumen V;. Una opcidn sencilla es definir el volumen como una esfera en torno
a la posicién de la sonda del USV que mantenga siempre el mismo tamafio. De esta manera V; =
-+ = Vy_ Yy puede ajustarse el radio en el cual las particulas pueden ser detectadas. Dado un radio

r € R*, el volumen de la esfera V; queda definido como
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4
V= §TL’T3 (88)

y el set en el cual se cuentan las particulas es
Vi={xeR x-Sl <7}, i€f{l,.. N} (89)

Otra opcion es definir el volumen en forma de elipsoide, de manera que se pueda definir un radio
diferente en cada uno de los ejes. Esto es particularmente Util para ayudar al algoritmo de
optimizacién a alinearse en el eje vertical, que de utilizar una esfera, abarca practicamente todo
el dominio vertical y no realiza demasiados esfuerzos de optimizacion. Dados los semiejes del
elipsoide 7,7, y 3 € Rt en los ejes x ,y y z respectivamente, y la spline S(t) =

(5,(6), S5 (1), S3 (t))T, el volumen del elipsoide es

4
V= 3T (90)

y el set volumétrico queda definido como

- (g = Sa()’

Xqg — T

V= x=(x1,xz.x3)TER3|Zdr+s1}, i €{1,.., N} (91)
d=1 d

Esta es la definicion del volumen utilizada en este proyecto finalmente, donde se ha asignado
r, =1, # r3. EnlaFigura 34 se muestra un ejemplo de un volumen, donde la cruz azul representa
el punto de muestreo x = S(7), la elipsoide centrada en este punto es V, los puntos rojos son las
particulas situadas en el exterior del volumen, y los verdes son las particulas situadas en el interior
de V'y que, por lo tanto, se cuentan para obtener n;,. En este caso los semiejes se han tomado
1 =1, =2myr; = 1m,con locual el volumen resulta V = 16m/3 m3.

-15 -5

Figura 34: Ejemplo de volumen.

La ventaja de este método es que modela directamente la concentracion que la muestras van a
observar si las mediciones se realizan en varios puntos fijos, y no a lo largo de la trayectoria
entera. Sin embargo, si este fuera el caso, se manifestaria una limitacion importante de esta
configuracion: que los puntos de muestra no deberian ser necesariamente equiespaciados
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temporalmente a lo largo de la trayectoria entera, ya que es posible que existan tramos de la
trayectoria donde el objetivo sea simplemente desplazarse entre zonas de alta concentracion. Por
ello, surge el problema de elegir en qué momento colocar los puntos de muestreo. Lo més
probable es que una codificacion diferente de la trayectoria fuera mas conveniente, de manera que
se optimizaran, por un lado, los puntos de muestra y, por otro lado, la trayectoria que pasara por
tales puntos.

4.2.3.2. Concentracion a lo largo de la trayectoria

Si en lugar de realizarse la toma de muestras en puntos discretos se tomaran de forma continua,
una opcion seria utilizar las concentraciones en los puntos de muestra hallados con el anterior
método para realizar una integracion numérica a lo largo de la trayectoria, posiblemente
incrementando el parametro N, para obtener variaciones mas continuas entre los puntos.
Entonces, con ina conocidos, la integracion a lo largo de la trayectoria se realiza en forma de
integracion en linea,

b
es= | & as= [ sl a 92)

donde o5 € R* es la concentracion a lo largo de la trayectoria, y g, es el campo continuo de la
densidad hallada con anterioridad. Lo més practico es utilizar directamente o}, en una integral

numérica, utilizando cualquiera de las numerosas reglas de integracion numérica, como puede ser
la rectangular, la del punto medio, la del trapecio o la de Simpson.

Esta técnica tiene la ventaja de no depender tanto de la colocacion de los puntos test, pero a su
vez fuerza a incrementar la frecuencia con la cual los puntos test aparecen a lo largo de la
trayectoria, lo cual incrementa el tiempo de computacion. Para que la integral sea precisa es
necesario tener una separacion maxima cercana a r; /2.

4.2.3.3. Funciones de densidad

Las opciones presentadas hasta ahora son bastante costosas en cuanto a tiempo de computacion,
ya que para cada punto test es necesario calcular las distancias y comprobar cuales se encuentran
dentro del volumen pertinente. Ademas, tienen el inconveniente de dar informacion localizada,
es decir, a no ser que la trayectoria pase por una zona del dominio donde se presente alguna
particula, no es posible saber en qué direccion se ha de avanzar para incrementar la concentracion,
lo cual puede presentar una gran dificultad en un dominio tan grande como el utilizado. Una
solucion a este problema es incrementar r;, o hacer la busqueda en dos pasos, el primero con un
radio grande para encontrar las particulas, y el segundo con el radio efectivo de la sonda. Otra
solucion es utilizar funciones continuas de densidad que tengan un rango de decaimiento muy
amplio, de modo que se cree un gradiente que conduzca al algoritmo hacia las zonas de mayor
concentracion.

En este proyecto se ha probado a utilizar una suma de funciones de Gauss. Estas funciones pueden
ser ajustadas paramétricamente mediante la desviacion estandar para reflejar mejor el radio de
accion y, al no llegar nunca a cero, los extremos de las funciones pueden influir en la trayectoria
desde puntos alejados del dominio. Obsérvese la Figura 35 donde la concentracion g,, es mayor
donde hay mas particulas pero no cae a cero inmediatamente. Las lineas discontinuas en la figura
de la izquierda representan cada una de las funciones de Gauss sumadas y los puntos rojos en la
figura de la derecha representan la posicion de cada una de las particulas simuladas en un instante
dado.
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Figura 35: Funcion de concentracion.

La funcidn de distribucidn, suma de una funcién de Gauss por cada particula, esta definida en un
espacio R™ como

Np n i 2
(xj—xpj)
op(x) = E cexp| — E ——, (93)
c / 207}
i=1 ]=1 ]

donde o, € R* es la funcion continua de concentracion de particulas, x = (x4, ..., x,)7 € R" es
la entrada de la funcion, N, € N es el nimero de particulas simuladas, c € R* es la amplitud (o

el valor maximo) de la funcién de Gauss, x, = (x4, ...,xp,n)T € R™ es la posicion de las
particulas simuladas, y o = (o4, ..., 0,) € R™ es la desviacion estandar en cada una de las
direcciones. Dado que las posiciones de las particulas varian a lo largo del tiempo, estas funciones
pueden ser precalculadas, pero han de precalcularse en cada paso de tiempo simulado. En el
ejemplo de la Figura 35 se hatomado 6, = 0, =50y c = 1.

Utilizando esta funcion se puede emplear cualquiera de las técnicas anteriores para implementar
la optimizacion, bien tomando el valor de la funcién en puntos test discretos, o bien calculando la
integral en linea mediante (92), igualando las coordenadas espaciales en (93) a la spline, x =
S(t).

4.2.3.4. Particulas vistas

La mayor inconveniencia de los métodos descritos hasta ahora es que solamente tienen en cuenta
la densidad, bien sea en puntos concretos o en la trayectoria completa. Esto no impide que el
algoritmo optimice una trayectoria que siga a lo largo de su traslacion una zona de alta
concentracién, ignorando el resto de particulas que se encuentran mas dispersas. Por ello, se ha
seleccionado esta Ultima opcidn, que consiste en comprobar cuéles de las particulas han estado a
una distancia menor que una distancia dada r de la trayectoria en cualquier instante de tiempo.
Esta es la técnica utilizada en [47].

Para ello, como en la primera opcion, se toman una serie de puntos test a lo largo del spline que
define la trayectoria del USV y en cada uno de ellos se comprueban las distancias entre el punto
test y cada una de las particulas. Si cierta particula se encuentra en el interior de la region V;,
entonces se marca como vista. Una vez que una particula ha sido vista no importa cuantas veces
lo sea, ya que el marcador que indica que ha sido encontrada no sufre cambio alguno. Esto puede
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conseguirse inicializandose a cero un vector de marcadores de longitud N,, y, a medida que se van
encontrando particulas, cambiando el marcador correspondiente a uno. Puede actualizarse la lista
mediante un operador booleano “or”.

4.2.3.5. Comparativa de métodos

En la Tabla 4 se muestran las estadisticas de tiempos de computo de las diferentes opciones, sobre
un test realizado con 100 splines aleatorias de 15 nodos y una distribucion de particulas obtenida
de una simulacion dada. Tanto el instante inicial como los extremos de la spline se han mantenido
fijos en todas las splines. Se aprecia que la opcion més veloz es la primera por un estrecho margen,
gue utiliza la concentracién en puntos test. Sin embargo, para evitar el estancamiento del proceso
de optimizacién en una zona con una concentracion alta de particulas, se sacrifica ligeramente el
tiempo de computo y se implementa la Gltima opcidn, que es capaz de discriminar entre cada una
de las particulas.

Tabla 4: Comparacion de los métodos de célculo de la concentracion.

Tiempo medio de  Varianza del tiempo
ejecucion de ejecucion
En puntos test 3.6697 x 1071s  9.8374 x 107> s?
A lo largo de la trayectoria | 3.7654 x 10~1s  9.0805 x 1075 s2
Funciones de densidad 44902 x 107%2s  2.3303 x 107252
Particulas vistas 3.7392 x 1071s  9.2896 x 107> s?

El mayor inconveniente de la técnica elegida es que, a diferencia de la funcién de densidades
continua, su efecto es local, por lo que puede ser necesario aumentar el radio de busqueda en
dominios grandes o realizar la busqueda en dos pasos, como se ha mencionado con anterioridad.
Ademas, carece de significado fisico, ya que un sensor real es incapaz de distinguir unas particulas
de otras. Sin embargo, proporciona una buena herramienta a la hora de obtener los resultados que
se buscan.

4.3. Restricciones

A parte de los objetivos, las restricciones juegan un papel fundamental en un problema de
optimizacién. Restringen el dominio de bulsqueda basandose en ciertas condiciones, que
comunmente tienen que ver con limitaciones fisicas de los elementos del problema, como es el
caso de la velocidad o aceleracién méximas de un USV; restricciones operacionales, como la
duracion maxima; o restricciones de dominio fisico, como la existencia de zonas prohibidas.

4.3.1. Velocidad y aceleracion maxima del USV

Idealmente se podrian calcular trayectorias del USV sin restricciones en la velocidad y la
aceleracion, pero la realidad es que cualquier sistema fisico las posee. En el caso de vehiculos
como los USV, estas limitaciones se encuentran normalmente medidas y comprobadas, de modo
que su imposicién en el modelo de optimizacion resulta necesaria y sencilla para el usuario, ya
gue los valores limite son conocidos y no es necesario estimarlos.

Al haber codificado las trayectorias como splines, cuya parametrizacion es temporal, resulta muy
sencillo hallar las velocidades y aceleraciones en cualquier instante de tiempo. Como la
trayectoria representa la posicion del USV en un momento dado, la velocidad simplemente sera
su derivada y la aceleracion la derivada de esta:
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S0 =250, 5u0 = S,0, (94

donde S, € R™ es la spline de velocidades y S, € R es la spline de aceleraciones.

4.3.1.1. Derivada de una spline

Debido a que la estructura de la spline es polinémica y ademéas se conoce el orden de los
polinomios, es posible calcular la derivada de forma analitica sin tener que recurrir a derivadas
numeéricas. Ordenando los coeficientes de la spline S a derivar en forma de matriz, colocando en
cada fila los coeficientes de cada segmento polinémico y en cada columna los coeficientes
correspondientes a una potencia ordenados de mayor a menor, se tiene que para la spline
unidimensional

it —t)"+ -+ it —t) + a} ent € [ty t;],
2 n 2 2
c2(t —t; t—t)+a ent € [ty t
S(t) — :Tl( l) + + Cl( L) + 0 ) [ 1 2] ) (95)
et M=t et a) T =) +a)" Tt ent €[ty 1.ty ]

siendo n € N el orden de los polinomios utilizados, en este caso 4,y N,, € N la cantidad de nodos
en la spline; es posible ordenar sus coeficientes en la siguiente matriz:

1 1 1
Cn cee C1 CO
2 2 2

Np—1 Np-1  Np-1

lcn . 0 Co J

A pesar de que en este caso los polinomios interiores de la spline son de orden 3, la spline
completa es de orden 4 vy, por lo tanto, los polinomios de tercer orden se almacenan como
polinomios de cuarto orden con el coeficiente del término de mayor orden nulo. Esto permite
ordenar los coeficientes en la matriz C, que de otro modo no seria consistente en el nimero de
columnas, ya que la primera y dltima fila tendrian 5 columnas y el resto solamente 4. De hecho,
es de este modo como se guardan en el objeto de polinomio por partes (piecewise polynomial) de
MATLAB. Para calcular los coeficientes de la spline derivada, que resulta en una spline con el
mismo numero de tramos pero de orden n — 1, es suficiente con aplicar el operador

0 n 0 - 0
0 0 -1 - 0

D@ =w|, . "7 T (97)
0 0 0 w1

sobre la matriz de coeficientes, de modo que los coeficientes de la derivada de la spline S pueden
ser calculados mediante D (C). Otra opcion es utilizar la funcién de MATLAB fnder, pero esto
resulta cerca de un orden de magnitud mas lento.

4.3.1.2. Maximo de las derivadas

El objetivo no es simplemente hallar las derivadas, sino encontrar el maximo de tal manera que
no supere el limite impuesto. Una opcién es simplemente tomar el valor absoluto de los valores
de las splines en puntos test a lo largo de la misma y seleccionar el maximo de entre ellos. Esto
no proporciona realmente el maximo de la funcién, pero si los puntos test son suficientemente
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densos proporcionan una aproximacion precisa. La otra opcion es aprovecharse de que la funcion
es conocida y encontrar los extremos analiticamente. Para ello es necesario tomar la segunda
derivada de S en el caso de la velocidad (la cual ha de ser calculada de todos modos), y la tercera
en el caso de la aceleracion (que supone una derivada adicional); a continuacion, hallar los ceros
en esta mediante alguna funcién de MATLAB, como puede ser fnzeros; Yy, finalmente, tomar los
valores absolutos de los valores de las splines de interés en los extremos hallados. El tiempo de
ejecucion en ambos casos es comparable y la precision es suficientemente cercana como para no
suponer una diferencia, especialmente teniendo en cuenta que las velocidades y aceleraciones
nominales suelen tener un margen de error y, por lo tanto, los limites han de establecerse con un
cierto margen de seguridad. Por consiguiente, se ha seleccionado la primera opciédn, que resulta
mas sencillo de implementar.

4.3.2. Duracion méaxima

Igual que la duracién del trayecto ha actuado como factor de minimizacion, también ha de
considerarse una restriccion. En la practica es importante que las misiones de recogida de
muestras se ajusten a un periodo de tiempo prestablecido, ya que de lo contrario la bateria o el
combustible del USV podria acabarse, dejandolo aislado en medio de la masa de agua, o podria
perjudicar otras misiones que pudieran haber sido planificadas al terminar esta. El calculo de la
duracion se realiza de igual manera que en los objetivos, pero su uso dentro del algoritmo de
optimizacién es diferente.

4.3.3. Zonas prohibidas

En modelos matematicos no existe ninguna dificultad al definir un dominio infinito. Sin embargo,
en la practica, lo mas normal es encontrar limitaciones; no solo en el dominio temporal, como se
ha comentado en la seccién anterior, sino también en el dominio espacial. En particular en este
problema, el objetivo es encontrar trayectorias que puedan ser recorridas por un USV, lo cual
implica que el vehiculo ha de mantenerse dentro del agua. Ademas, pueden existir algunas
regiones dentro del embalse o lago en cuestién en las cuales la navegacion esté restringida. Por
estas razones es importante implementar una restriccion en el algoritmo de optimizacién que evite
que las trayectorias recorran zonas no permitidas, las aqui llamadas zonas prohibidas.

Para que el algoritmo de optimizacion sea capaz de evitar las zonas prohibidas del dominio, una
opcidn es restringir la distancia viajada dentro de tal zona. En algoritmos mono-objetivo, al tener
una penalizacion proporcional a la distancia que se recorre dentro de la zona prohibida, se
consigue que el algoritmo sea capaz de buscar una solucién que cumpla las restricciones de
manera progresiva. Podemos medir la longitud que recorren las trayectorias dentro de la zona
prohibida midiendo la distancia entre intersecciones impares y pares consecutivas (en ese orden)
de la spline con la superficie de la zona prohibida, asumiendo que ambos extremos de la
trayectoria estan en zona segura, lo cual se consigue haciendo que esos puntos no sean variables
de decisidn, sino puntos fijos. Esto tiene sentido ya que seria conveniente que el barco comenzara
y terminara en unos puntos determinados.

4.3.3.1. Definicion de las zonas prohibidas

Las zonas prohibidas son intrinsecamente volimenes que cumplen la condicion de no pertenencia
a un dominio especificado. La manera mas sencilla de definir este volumen es definir una funcion
tal que su resultado escalar sea negativo a un lado de la frontera y positivo al otro, ya que esto
permite resolver un sistema para las intersecciones entre la zona prohibida y la trayectoria con
facilidad. Si las zonas prohibidas estan definidas como funciones analiticas, el intervalo de
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interseccion [a, b], en el cual la trayectoria se encuentra en el interior de la zona prohibida, puede
ser hallado creando un sistema y resolviéndolo para encontrar los instantes de interseccion.

Para ello supondremos que S(t):R — R3 es la spline que representa la trayectoria, y
F(x,y,2):R3 - Res la funcion que define la superficie de la zona prohibida,

Sx(6)
S) = [Sy (t)] )
Sz(t)

F(x,y,z) <0, (99)

(98)

y se ha de hallar t en el siguiente sistema:

(Sx() =x,
Sy(t) =Y,
Sz(t) =z,
F(x,y,2z) <0,

(100)

gue simplemente implica
F(S,(6),Sy(1),S,(t)) =F(t) <0. (101)

Entonces, las intersecciones de la trayectoria S con la zona prohibida F pueden encontrarse en
lugares donde F(t) cambia de signo, es decir, en los puntos donde (101) deja de cumplirse. Estos
puntos definen los intervalos de interseccion [a, b] comentados con anterioridad. En la Figura 36
se muestra un ejemplo de las intersecciones de una spline con una zona prohibida, que en este
caso se trata del exterior de la esfera.

y (m) -1 e X (m)

Figura 36: Ejemplo de intersecciones de una spline con una zona prohibida.

4.3.3.2. Interseccion de la trayectoria con las zonas prohibidas

La ecuacién (101) indica, mediante una desigualdad, coémo determinar si un punto dado esta
dentro de la zona prohibida o no. Sin embargo, para calcular las longitudes de estos segmentos,
es necesario conocer los puntos en los cuales se entra o se sale de la region prohibida. Por ello, el
objetivo es hallar todas las soluciones de F(t) = 0 en el intervalo [to, th]. Dado que la funcion
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es no lineal y no es conocida, se necesita un método numérico robusto que sea capaz de encontrar
las soluciones de manera consistente y, como ha de resolverse un gran nimero de veces para su
optimizacidn, también ha de ser lo méas réapido posible.

La funcidn de la zona prohibida no se da por conocida de forma que pueda adaptarse a diferentes
masas de agua en la practica, de modo que encontrar una solucién analitica queda descartado. La
mayor parte de métodos numeéricos, especialmente aquellos que no necesitan demasiado tiempo
0 memoria, solamente proporcionan una Unica solucién, por lo que es necesario ejecutar los
algoritmos desde diversas condiciones iniciales para capturar todas las soluciones. Por ello, uno
de los mayores problemas sera seleccionar condiciones iniciales adecuadas.

La forma mas obvia de hallar todas las soluciones es resolver la ecuacion desde un gran nimero
de puntos a lo largo del dominio. Se denominara a esta estrategia la estrategia directa.
Generalmente esto es ineficiente, dado que la mayor parte de las soluciones encontradas se
encuentran repetidas, y la densidad de condiciones iniciales ha de ser significativa para poder
capturar soluciones con zonas de atraccion pequefias.

Otra estrategia es comenzar con todas esas soluciones iniciales, pero en lugar de resolver la
ecuacién desde todas ellas, determinar dénde es posible encontrar una solucién observando los
cambios de signo en F(t,) para condiciones iniciales adyacentes. Entonces, solamente las
soluciones de condiciones iniciales donde se cambie de signo son calculadas. Denominaremos a
esta estrategia la estrategia preprocesada. A pesar de que esto reduce la cantidad de veces que se
ejecuta el algoritmo de resolucién y, con ello, la cantidad de tiempo necesaria para la ejecucion,
esta estrategia puede no encontrar algunas soluciones si el espacio entre condiciones iniciales es
demasiado grande para capturar un cambio de signo, por lo que generalmente es una estrategia
menos precisa que la directa.

Comparando las dos estrategias, con un intervalo de tiempo fijo entre condiciones iniciales (dt),
el tiempo de ejecucidn de la estrategia directa se incrementa a medida que el intervalo de bisqueda
[0, T] se extiende, como se observa en la Figura 37(a), pero se mantiene constante cuando el
namero de soluciones reales (que en este caso es directamente proporcional al nimero de nodos,
N,,) se incrementa, como puede comprobarse en la Figura 37(b). En estos dos casos la estrategia
preprocesada hace lo contrario que la directa. Sin embargo, elegir un paso de tiempo dinamico,
de modo que la variacion entre condiciones iniciales sea inversamente proporcional al nimero de
soluciones reales, resulta en ambas estrategias manteniendo el tiempo de ejecucion estatico a
medida que se incrementa el intervalo de blsqueda, como se exhibe en la Figura 37(c), e
incrementando el tiempo de ejecucion al incrementar el nimero de soluciones, como muestra la
Figura 37(d). Los nodos para estas pruebas han sido generados con desviaciones aleatorias sobre
una trayectoria que se adhiere a la superficie de una esfera de radio 1 m, que define la zona
prohibida, y con los extremos fijos en su interior, al igual que se muestra en la Figura 36.
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(b) Variando nimero de soluciones con paso de tiempo
estatico (T = 50,dt = 0.2).
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(d) Variando nimero de soluciones con paso de tiempo
dinamico (T = 50).

Figura 37: Tiempos de ejecucion de los algoritmos de blsqueda de intersecciones.

MATLAB ofrece varios algoritmos de resolucién, siendo para ecuaciones no lineales fzero y
fsolve los mas comunes. Tras algunas pruebas, se puede concluir que en general fsolve
consigue encontrar mas soluciones que fzero, pero también tiende a considerar como soluciones
algunos minimos locales que no representan una solucion (falsos positivos). Podrian facilmente
filtrarse las soluciones no convergentes (lo cual se indica mediante un parametro de salida de la
funcion), pero en ese caso podriamos descartar soluciones en la estrategia preprocesada. No
encontrar algunas soluciones no es un gran problema, a no ser que el nimero de soluciones sea
muy alto, que en este problema esté relacionado con el nimero de nodos de la spline. Podria
evitarse esto asegurandose de que los nodos no se encuentran concentrados en zonas demasiado
densas, pero entonces se perderia la flexibilidad de la que seria conveniente disponer en el proceso
de optimizacion. Por ello, se decide hacer el proceso de encontrar soluciones lo méas robusto
posible.

Dado que para la estrategia preprocesada ya se estan encontrando cambios de signo, es posible
obtener intervalos en los cuales es seguro encontrar una solucién (por el teorema del valor medio)
y puede ser resuelta utilizando un método tan sencillo como el método de biseccién.
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En la Figura 38 se puede observar lo que se comentaba con anterioridad, que fsolve proporciona
soluciones no validas en minimos locales sobre la F(t) que se obtiene utilizando una spline de 20
nodos con variaciones aleatorias sobre la superficie de la esfera de radio 1 m que define la zona
prohibida, y con los extremos fijos en puntos interiores, como en la Figura 36. El hecho de
converger a minimos locales es mas comun en la estrategia directa pero también sucede en la
estrategia preprocesada en ocasiones. También se observa que los métodos preprocesados no son
capaces de encontrar dos de las soluciones cerca de t = 2, dado que el intervalo entre condiciones

iniciales no incluye ese cruce tan breve.
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Figura 38: Ejemplo de comparacidn de precision de los métodos y estrategias.

La velocidad de computo es un factor importante a considerar, y través de diversas pruebas se
comprueba que la estrategia preprocesada es mucho mas rapida que la directa, lo cual es de
esperar, y que fsolve es mas lento, pero méas preciso, que fzero. EI método de biseccion se
encuentra en términos de velocidad entre los dos anteriores (aunque no consistentemente, dado
que la diferencia no es muy grande), y su precision parece ser impecable siempre que el intervalo

entre condiciones iniciales sea suficientemente pequefio, de modo que la mejor opcion parece ser
el método de biseccion preprocesado.

Otros métodos para resolver la ecuacion numéricamente también fueron considerados. En
particular, como puede comprobarse en la Tabla 5, el método de Newton fue probado contra el
de la biseccion, y en un problema tipico de este tipo, el método de biseccién resulta
consistentemente mas veloz. No resulta més veloz, sin embargo, que el muestreo selectivo, que
es esencialmente un método de la biseccion modificado. Consiste en realizar el paso de
preprocesado de manera progresiva en intervalos mas pequefios hasta obtener todas las soluciones
de manera simultanea. A diferencia del método de la biseccion, no se toma un intervalo con una
Unica solucidn, sino que se toma el intervalo completo. EI primer paso del muestreo selectivo
coincide con el de preprocesado. Se divide el intervalo de blisqueda completo en sub-intervalos
mas pequenfios, y de entre estos se descartan aquellos que no contengan un cambio de signo. En el

siguiente paso cada uno de los intervalos restantes se vuelve a subdividir en maltiples partes, a
diferencia de la biseccién que subdivide en solo dos partes. Los datos estadisticos han sido
obtenidos de la resolucidn de las intersecciones de 100 splines, cuyos nodos se generan de igual
manera que en el caso anterior, y la zona prohibida definida con anterioridad.
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Tabla 5: Comparacidn de los métodos de resolucién.

Tiempo medio de  Varianza del tiempo

ejecucion de ejecucion
Newton 6.0076 x 107's  1.6932 x 1072 52
Biseccion 29993 x 107%s  4.1908 x 107> s?

Muestreo selectivo | 1.0520 x 1073s  2.2539 x 1078 s2

Debido a que el método del muestreo selectivo es igual de preciso que el de la biseccién o el de
Newton, pero resulta mas veloz, este es el utilizado en el algoritmo de optimizacidn.

4.3.3.3. Longitud de las intersecciones

Una vez se han hallado las intersecciones y, por lo tanto, los intervalos de la spline contenidos en
la zona prohibida, es necesario hallar su longitud para utilizarla en el algoritmo de optimizacion.
Para ello, la distancia entre dos intersecciones consecutivas a y b con la superficie puede ser
medida mediante la integral de la distancia (85), la misma utilizada para hallar la longitud total
de la spline pero utilizando las intersecciones como limites de la integral.

Existen otras opciones mas sencillas que permiten prescindir de la integracién. En lugar de
minimizar la longitud de los segmentos de la trayectoria que se encuentran en zona prohibida, es
posible minimizar el tiempo que se emplea ahi. Esto tiene un efecto similar en la penalizacion
pero es mas réapido de calcular, simplemente 7;,; — 7;. Se corre el riesgo, sin embargo, de que en
lugar de reducir la distancia en zonas prohibidas se incremente la velocidad, lo cual no siempre
es apropiado.

4.3.3.4. Zonas prohibidas en geometrias irregulares

Todo lo que se ha comentado se ha desarrollado asumiendo que la funcién que define las zonas
prohibidas, F, es suficientemente suave para aplicar los métodos numericos de resolucion. Sin
embargo, en lugar de utilizar funciones suaves, resulta mas preciso representar el dominio
directamente con una geometria mallada irregular, posiblemente la misma utilizada para la
simulacién. En ese caso, al haber elegido usar el método de la biseccion, lo Gnico que necesita
cumplirse es que en un lado de la superficie F(t) sea negativo y en el otro sea positivo, no es
necesario que la funcion sea ni siquiera continua.

De hecho, dado que es un método numérico que evalla puntos individuales, es posible
simplemente utilizar una funcion que determine si un punto particular se encuentra dentro o fuera
del dominio y devuelva el resultado en forma de un valor negativo, que puede ser constante, si
estd fuera, y un valor positivo, si esta dentro. Para ello pueden utilizarse funciones como
inpolyhedron [16], que devuelve un 0 si esta fuera o un 1 si estd dentro de la geometria
tridimensional dada, y restar al resultado 0.5 para dejar los marcadores a ambos lados del cero
con valores en {—0.5, 0.5}, lo cual es suficiente para que el método de la biseccion encuentre las
intersecciones.

Sin embargo, es conveniente tener en cuenta ciertas particularidades. Para empezar, la sonda del
USV no es capaz de extenderse a la misma profundidad a la que llega el lago, de modo que
comprobar si un punto esta dentro del agua no implica necesariamente que pueda ser alcanzado.
Por otra parte, aproximarse demasiado a la costa puede suponer un problema para el USV, ya que
corre el riesgo de quedar encallado, que se dafie la sonda o que el mapeado en la costa no sea
completamente fiable debido a la variacion natural del nivel del agua. Por otra parte, la utilizacion
de funciones de pertenencia a espacios tridimensionales irregulares tiende a ser lenta, ya que
métodos como el de los indices de una curva plana (winding number) [48] o el de la suma de
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angulos [49] no funcionan en 3D, y otros, como el de ray casting [50] [51], resultan mucho menos
eficientes que en 2D. En la Figura 39 se muestra como se determina si un punto se encuentra
dentro de la geometria utilizando ray casting. Si como en el punto A el nimero de intersecciones
de un rayo con las fronteras es par, el punto se encuentra en el exterior, si es impar, como en el
punto B, se encuentra en el interior.

Figura 39: Ray casting para determinar la localizacion de un punto.

Por estas razones se ha optado por comprobar si las coordenadas horizontales de los puntos
candidatos pertenecen al interior de un poligono formado escalando hacia abajo los limites de la
superficie del agua del dominio tridimensional irregular, marcado con la linea roja en la Figura
40, y comprobar si la coordenada vertical z se encuentra entre los limites especificados por la
sonda. De este modo se resuelven ambos problemas presentados por el método anterior. Por un
lado, los limites de la sonda son implementados directamente en el dominio espacial y, por otro,
se consigue una ejecucion mucho mas veloz. Ademas, la pertenencia a un poligono puede
comprobarse mediante la funcion oficial de MATLAB inpolygon, sin tener que recurrir a
soluciones de terceras partes. Evidentemente esta comprobacion devuelve un 0 o un 1, a lo cual
hay que restarle 0.5 como en el caso anterior.
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Figura 40: Dominio poligonal reducido en el plano horizontal.

62



4. Planificacion de Trayectorias de un USV Gonzalo Carazo Barbero

Para implementar zonas prohibidas por partes o con subdominios interiores, la utilizacion de
funciones binarias resulta muy conveniente, ya que pueden aplicarse con facilidad toda clase de
funciones l6gicas de manera que se cumplan los requerimientos necesarios. En este proyecto se
ha tomado siempre la zona prohibida definida por la geometria, como se acaba de describir, y
ademas se han afiadido, en algunos escenarios, hasta tres zonas prohibidas adicionales definidas
mediante elipses en el plano horizontal, aunque el nimero concreto no esta limitado de manera
alguna. A pesar de que resulta mas sencillo definirlas de forma continua, estas zonas prohibidas
adicionales han sido formuladas de manera booleana porque de esta manera es suficiente con
aplicar el operador “and” recursivamente para definir la funcion de zona prohibida final.

4.4. Funcion objetivo

El problema de optimizacidn que se tiene es intrinsecamente multi-objetivo. Existen dos maneras
de resolver tales problemas. Por un lado, se pueden optimizar cada uno de los objetivos de manera
individual y simplemente no considerar soluciones que no cumplan las restricciones (estrategia
multi-objetivo) y, por otro lado, se pueden combinar todos los objetivos y las restricciones en una
sola funcidn objetivo mediante su suma (estrategia mono-objetivo). Debido a la complejidad del
TFM se ha optado por dar un tratamiento mono-objetivo al problema de optimizacion y dejar el
planteamiento multi-objetivo como parte del trabajo futuro.

Analizando los objetivos propuestos en secciones anteriores, se observa que los dos primeros,
duracion y distancia total de la trayectoria, son objetivos de minimizacién, mientras que el tercero,
la concentracion de particulas, se trata de un objetivo de maximizacion. Para consolidar ambos
tipos de problemas en uno solo es necesario invertir el signo de uno de los grupos. Lo mas comun
es formular problemas de optimizacion en forma de problemas de minimizacién, de modo que la
contribucién de la concentracion de particulas se multiplica por —1.

Las restricciones se imponen en forma de fuertes penalizaciones sobre la funcién objetivo, lo cual
consigue que sea un problema de optimizacion sin restricciones, que hace la implementacion de
un algoritmo mas sencilla. Todas las restricciones de este problema guardan una relacién directa
con el objetivo, de modo que no es necesario invertir el signo de ninguna de ellas al aplicarlas a
la funcion objetivo.

Con cada una de las partes calculadas el usuario ha de decidir cudles son las prioridades del
problema, es decir, cual de los objetivos es mas importante, si es que hay alguno mas importante
que otros. Esta importancia se ve reflejada en la funcion objetivo en forma de coeficientes que
acompafian a cada término. La funcion objetivo de este problema es

Np
minZ = ¢,(tw, — to) + al = ¢, ) 0h + coZp, (102)

i=1

donde

Zp =b, (vmax — Ssup {vi}> + bq <amax — sup {ai}>
ie{1,..,.Ng} ie{1,..,.Ng}
Ninter (103)
+ bt(tmax - th + tO) + Z ilnter

i=1

es la funcién que combina las penalizaciones; c,, ¢;, ¢, y cp € R* son los coeficientes que regulan
la importancia de cada parte de la funcion objetivo (102), cuyos valores y variables relacionadas
se muestran en la Tabla 6; [to, th] es el intervalo temporal en el cual se desarrolla la mision de
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medicion de la concentracion de cianobacterias; [ € R* es la longitud de la trayectoria calculada
T
mediante (85); @, = (Q},,...,Qz]”) € {0,1}"» es el vector de marcadores que indica si una

particula ha sido vista; v = (vy, ...,vNS)T y a=(ay ...,aNS)T € R* son los vectores de las
normas de la velocidad y la aceleracion en los puntos de muestreo de la spline correspondiente;
Vmax Y @max € RT son las normas de la velocidad y la aceleraciéon maximas permitidas,
respectivamente; b,, b, y b; € {0,1} son los marcadores booleanos que se activan si la velocidad,

la aceleracion o el tiempo, en ese orden, se encuentran por encima del limite permitido; y Liyier =
1 Nint +)Nj i i i

(lin_ter, ...,lin‘g‘?ﬁr) € (R™)Vinter gs gl vector d_e las Iongltud_es de las intersecciones, que se

obtienen mediante (85) tras hallar las intersecciones de la spline con la zona prohibida como se

describe en la Seccion 4.3.3.

Tabla 6: Coeficientes de la funcién objetivo.

Duracién Ct 1
Longitud q 1
Concentracion de particulas ¢, 103
Penalizacion cp 1020

Es de notar que de entre los objetivos, el de la concentracion de particulas tiene el coeficiente mas
elevado. Ademas, este coincide con el Unico objetivo que ha sido multiplicado por —1 para
maximizarlo, lo cual quiere decir que es comun que la funcién objetivo adquiera valores tanto
positivos como negativos.

Asumiendo que es posible encontrar una solucion valida (ya que las trayectorias definidas por
splines cambian suavemente y, por lo tanto, se trata de un espacio de busqueda que se comporta
bien), es posible concentrar los esfuerzos en proporcionar una formulacion que incremente la
flexibilidad. Esto significa que no solo las coordenadas espaciales de los nodos de la spline han
de ser considerados como variables de decision, sino también su coordenada temporal. Esto hace
posible mantener los nodos en su emplazamiento espacial, pero cambiar la curvatura de la spline
entre ellos. Dado que existen N,, nodos en la spline en cada una de las coordenadas (x, y, z y t),
y los extremos espaciales y un extremo temporal son estacionarios, habra 4N,, — 7 variables de
decision, que definen la spline 4-3-4 correspondiente, y es a partir de esta spline y de los resultados
de la simulacién de las cianobacterias como se calculan todos los valores necesarios para obtener
el valor de la funcion mono-objetivo (102).
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5. Optimizacion Genética

En el capitulo anterior se ha presentado el problema de optimizacion a resolver, pero existen
numerosos algoritmos capaces de realizar esta optimizacion; que incluyen, por un lado, métodos
directos, como pueden ser los métodos de Newton-Raphson, Quasi-Newton, gradiente conjugado,
punto interior, o descenso del gradiente; y, por otro lado, métodos heuristicos, como los métodos
de la evolucion diferencial, nubes de particulas, busqueda tabd, temple simulado o algoritmos
genéticos.

En este problema la funcién objetivo es irregular y no diferenciable, lo cual hace que se descarten
la mayor parte de los métodos directos, ya que su funcionamiento suele depender del gradiente o
del Hessiano, que en este caso son desconocidos y dificiles de aproximar. De entre los algoritmos
heuristicos restantes se ha seleccionado por su versatilidad el algoritmo de optimizacién genética,
cuyo principio de optimizacién es el de simular un proceso de seleccion natural, donde las
variables de decision quedan representadas como genes pertenecientes a cada solucién candidata.
Ademas, en los algoritmos genéticos se trabaja con una poblacion de candidatos cuyos genes se
combinan o se mutan hasta obtener individuos con funciones objetivo de bajo valor, y
devolviendo como solucion la mejor encontrada hasta el momento. Este es un algoritmo que suele
ser bastante eficaz en problemas con un gran nimero de variables y un espacio de blisqueda de
gran tamafio. A continuacion, se presenta la implementacion del algoritmo, incluyendo las
particularidades seleccionadas en cada parte y los resultados obtenidos mediante su aplicacion.

5.1. Implementacion del algoritmo

Un algoritmo de optimizacion genética se divide en dos partes principales. En primer lugar, se
tiene la inicializacion, encargada de crear todas las variables necesarias y de establecer los valores
iniciales; y, en segundo lugar, el bucle de optimizacion, donde cada iteracidn representa una
generacién del algoritmo. La implementacion se ha realizado en MATLAB, y el c6digo se incluye
en el Apéndice 2.

5.1.1. Inicializacion

Esta es la parte inicial del cddigo. En ella se establecen los parametros relacionados con el método,
se crean las variables necesarias y se crea la poblacion inicial. Es importante notar que es aqui
donde se importa la geometria para crear los limites del espacio de busqueda, el cual se define
inmediatamente después en forma de una funcién, y que también se importa la solucién de la
simulacioén del transporte de las cianobacterias, que a su vez resulta necesaria para calcular los
valores objetivo.

5.1.1.1. Funcion de generacion

Cada uno de los miembros de la poblacion se ha creado como una estructura que almacena no
solo las variables de decision, sino también el valor de la funcién objetivo, la velocidad y
aceleracion maxima y otras variables de interés. De este modo se logra que no sea necesario
recalcular todos esos valores si el candidato no ha sido modificado, como ocurre con las élites.
Por lo tanto, la funcion de generacién esta formada por dos partes: la generacion de los valores
de las variables de decision y el calculo de las variables asociadas.

En primer lugar, se generan los valores de las variables de decision del candidato, lo cual se hace
aleatoriamente de acuerdo a una distribucion uniforme de un rango especificado en los
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parametros. En este caso el rango se especifica individualmente para cada coordenada y se toma
de los extremos del dominio valido de busqueda, es decir, las variables de decisidn se encuentran
entre los extremos del dominio especificado en la Seccion 4.3.3.4 en cada una de las direcciones
espaciales y entre t = 0y la duracién méaxima especificada, t = t,,x. Recordando lo comentado
en la Seccion 4.2.1, para garantizar el buen condicionamiento del sistema lineal que calcula la
spline, es necesario que el vector temporal esté ordenado y que t; = 0. Al seleccionar valores
aleatorios, no se garantiza que el vector temporal comience en t; = 0, ni que los extremos de la
spline se hallen donde se los necesita, de modo que se ordena el vector temporal y se desplaza el
vector completo de acuerdo a

ti == ti - tl' Vi € {1, ,Nn} ) (104)

consiguiendo de esta manera que se mantengan los intervalos temporales entre los puntos
generados, pero que se comience la misién en el momento necesario; y se establecen los extremos
de la spline en los lugares especificados en los parametros. En la Figura 41 se muestra como se
desplaza el vector temporal, de manera que se mantengan los intervalos temporales entre los
nodos (t,, ..., t4 €n este ejemplo) pero se comience la mision al principio del intervalo permitido,

[tOI T]

N N
| N N I
t(} tl t2 t3 t4 T
\l./ N N N I
~ ZAY < 7< [
to =1 Ty ts ty T

Figura 41: Ejemplo de desplazamiento del vector temporal.

En segundo lugar, han de calcularse las variables asociadas a cada individuo de la poblacion.
Estas incluyen: los coeficientes de la spline definida por los nodos, la spline de velocidades, la
spline de aceleraciones, la longitud total de la trayectoria, la duracion total de la trayectoria, los
vectores de puntos test, las intersecciones con la zona prohibida, la longitud de cada una de las
intersecciones, la velocidad méaxima, la aceleracion maxima y el vector de particulas vistas. Con
el objetivo de ahorrar tiempo, este Gltimo solamente se calcula si se cumplen las restricciones.

5.1.2. Bucle de optimizacion

Una vez se han definido todas las variables necesarias y existe una poblacion inicial, puede
comenzarse el bucle, que se repite hasta que se cumplan las condiciones de convergencia o se
alcancen las iteraciones maximas especificadas. El objetivo del bucle es mejorar la poblacion de
manera iterativa hasta lograr una solucién que sea lo suficientemente buena, aunque también es
importante lograr que se mantenga la diversidad genética para que la solucion no quede estancada
antes de tiempo. Para lograrlo se hace uso de varias técnicas que se describen a continuacion: el
elitismo, el cruce, la mutacién y la inmigracion. También se describen otras funciones de
importancia: las funciones de seleccion, recombinacién, refinamiento y parada.
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5.1.2.1. Funcién de seleccion

Tanto el operador de cruce como el operador de mutacion requieren la utilizacion de uno o dos
padres para crear uno o varios hijos, que a su vez son afiadidos a la generacion siguiente. Por ello,
resulta necesario seleccionar esos padres. De nuevo se siguen los principios de la seleccion natural
y se seleccionan de entre todos los candidatos de la generacion anterior aquellos con mejores
valores de la funcion objetivo. Sin embargo, elegir simplemente a los mejores trabaja en contra
de la diversidad genética, ya que nuevas soluciones introducidas a través de los inmigrantes tienen
una baja probabilidad de ser mejores que aquellas que ya han sido sometidas a varias iteraciones
de optimizacidn. Por ello, se utiliza una funcidn de seleccion que preserve las posibilidades para
todos los individuos, aunque ponga un mayor énfasis en los mejores. Se trata de una funcion de
seleccion dinamica y preservativa, ya que la probabilidad de seleccion varia en funcion del valor
objetivo.

En particular se ha utilizado un método proporcional (también conocido como método de la
ruleta) en el cual las proporciones se han hallado mapeando los valores objetivos de todos los
candidatos al rango [0.01, 0.5], de manera que el peor candidato de la poblacién tenga, como
maximo, un 1% de posibilidades de ser elegido y el mejor, como maximo, un 50%. Hay que tener
en cuenta que no se trata de probabilidades conservativas, es decir, puede haber mas de dos
candidatos con probabilidades del 50%, haciendo que las probabilidades reales varien en funcion
de la composicién de la poblacion. La seleccién se realiza utilizando la funcién de MATLAB
randsample Y utilizando los valores mapeados como pesos en la seleccidn.

5.1.2.2. Operador de cruce

Uno de los factores que juegan un papel importante en la seleccidn natural es la combinacion de
genes mediante el cruce. Este proceso consiste en combinar las variables de decision de dos
candidatos de la generacion anterior, los padres, para obtener uno 0 méas candidatos nuevos, los
hijos, que compartan en cierta medida los genes de cada uno. Existen muchas maneras de realizar
el cruce, que incluyen cruces aritméticos, cruces de un punto, cruces de varios puntos y cruces
uniformes. La diferencia entre cada uno de ellos puede observarse en la Figura 42, donde ¢;
representa cada uno de los genes. En este proyecto se ha decidido utilizar el cruce uniforme.

Padres Hijos
R T o} ey ||l B e
o I I S I I o | v | w3 | et | vi | vh

(@) Cruce aritmético.

ob | b | eb | i | e | vd o1 | w3 | wh | ¥l | ¥R | v
ol | @2 | R | el | R | R o | o3 | @3 | ei | @ | b

(b) Cruce de un punto.
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el | v | e | i | @i | w8 el | b | Wi | | e | e
— >
ol vy ei | e | | s I - I B I I O I
(c) Cruce de dos puntos.
el | v | w5 | s | w5 | v R I I T B -
—>
il | e ||| v of | o | o} | @) | ¥ | b

(d) Cruce uniforme.

Figura 42: Tipos de cruces.

Una de las razones por las cuales no se ha utilizado el cruce aritmético es que cada nodo guarda
un significado en si mismo. El cruce aritmético combina los genes de acuerdo a

@i =5} +(1=s)pf,  Vie{l, .., Ny} (105)

donde ¢;, ¢! y ¢? € R es cada uno de los genes del hijo y cada padre, respectivamente; y s €
[0, 1] es un numero aleatorio tomado de una distribucién uniforme en el rango mencionado. De
esta manera, se obtiene una solucion intermedia entre los padres, lo cual no seria adecuado, ya
que seria comun combinar dos nodos, ambos situados en zonas de alta concentracion de
particulas, para obtener un nodo situado entre medias en una zona despoblada.

Para evitar esto, los cruces por uno o varios puntos y el cruce uniforme pertenecen todos ellos a
la misma familia de cruces, en la cual se selecciona el gen de uno de los padres o del otro. De esta
manera, al combinar los genomas de los padres, se conserva la posicion de los nodos y, por lo
tanto, la concentracion de particulas en los mismos. El cruce por un punto consiste en seleccionar
un valor aleatorio de una distribucion uniforme en el rango [0, 1]. Este nimero determina el punto
de corte (en porcentaje del total de nodos N). Todos los genes anteriores al punto de corte
provienen de uno de los padres, y los posteriores provienen del otro.

El cruce por dos 0 mas puntos es similar al cruce por un punto, con la diferencia de que se generan
tantos numeros aleatorios como cruces y los padres se alternan en cada intervalo resultante hasta
alcanzar el dltimo. De este modo, en un cruce por dos puntos se producen tres intervalos, donde
los de los extremos provienen de un padre y el central del otro.

El cruce uniforme es similar, pero en lugar de tener un nimero de cortes fijo, la cantidad de
intervalos suele ser mas elevada, ya que se determina de manera individual el padre de cada uno
de los genes. Para realizar el cruce uniforme se crea un vector de nimeros aleatorios generados a
partir de una distribucién uniforme del rango [0, 1] de la misma longitud que el vector de nodos,
N. Si el nimero aleatorio correspondiente es menor que 0.5 el gen se toma de un padre, si no, del
otro. Se generan dos hijos de cada dos padres, de manera que un hijo sea complementario al otro.
Los genes que en el primer hijo pertenecen al primer padre, pertenecen al segundo padre en el
segundo hijo. Esto incrementa las posibilidades de aislar nodos problematicos. Hay que tener en
cuenta que para mantener la integridad de los nodos se considera que un gen esta compuesto por
las cuatro coordenadas de un nodo, de manera que si la coordenada x pertenece al primer padre,
también lo hacen las coordenadas y, z y t.
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En estos tres Gltimos métodos, al tomar nodos completos de distintos individuos, es posible que
el vector temporal no esté ordenado. En ese caso se ordena sin modificar la colocacion de los
nodos en el resto de coordenadas, lo cual cambia el orden en el que se visitan, que es importante
a la hora de realizar varias pasadas por la misma zona. También es posible que al combinar dos
padres el hijo obtenga dos veces el mismo instante temporal, al haberlo heredado de antecesores
maés antiguos a través de las dos vias, pero en posiciones diferentes. Esto supone un problema
grave, ya que implica que el sistema que ha de resolverse para hallar la spline es singular y no
puede ser resuelto. En ese caso se realiza la media aritmética entre el valor repetido y el valor del
nodo anterior, y se asigha como variable temporal a uno de los nodos repetidos, resolviendo asi
el problema. Una vez se han obtenido las variables de decision es necesario calcular las variables
auxiliares. Este grupo de candidatos se denomina cruces.

Los cruces por uno o varios puntos y el cruce uniforme pertenecen todos ellos a la misma familia
de cruces, en la cual se selecciona el gen de uno de los padres o del otro. Cuanto mayor sea el
intervalo de agrupamiento, mayor es la probabilidad de conservar la estructura de las soluciones,
evitando asi la ruptura de esquemas; pero menor es la probabilidad de mejorar el posicionamiento
de uno o varios nodos de la spline, que puedan encontrarse desalineados con respecto a la
verdadera solucion 6ptima que se busca. Por ello, se opta por realizar un cruce de dos puntos en
el cual los puntos de cruce son aleatorios, con el objetivo de que este tipo de cruce capture hasta
cierto punto los beneficios de ambos extremos.

5.1.2.3. Operador de mutacion

El operador de mutacion es similar al de cruce. El objetivo principal de este operador es el de
introducir variabilidad genética y realizar pequefios cambios en los valores de los candidatos.
Consiste en tomar el genoma de un padre y realizar modificaciones a genes individualmente. En
este caso las diferentes coordenadas si que se ven disociadas de manera que las mutaciones puedan
realizarse en un solo eje, independientemente del resto. Para evitar soluciones sin sentido se limita
la distancia de mutacién a un radio, especificado por los parametros en cada eje. Tanto la
probabilidad de mutacion como la distancia a la que se desplaza el gen estan determinados por
nimeros aleatorios tomados de distribuciones uniformes, con rango [0,1] y [-1,1]
respectivamente, representando el segundo numero aleatorio el porcentaje de desplazamiento
dentro del rango permitido por la distancia méxima de mutacion. Mateméaticamente, siendo s =
(s1,..,sn,) €0, 11"y g = (g4, ..., qn,,) € [-1, 1]V vectores de niimeros aleatorios tomados
de una distribucion uniforme en sus respectivos rangos, la mutacion se calcula de acuerdo a

Qi = @; +nq;, Vi€ {l,.., Ny |s; <Siim} (106)

donde ¢; es el gen a mutar, r;,, es el radio de mutacién establecido, s;;,,, €s la probabilidad de
mutacion y N,, es el namero de nodos de la spline, es decir, el nmero de genes de un individuo.
Recordando lo comentado en la Seccion 4.2.1, es necesario que el vector temporal comience en
t = 0y que esté ordenado. Sin embargo, al realizar mutaciones, es posible que esto no se cumpla,
0 que los extremos de la spline no sean los establecidos espacialmente, de modo que es necesario
arreglar estos defectos de la misma manera que se ha hecho en la funcion de generacién. Una vez
se han obtenido las variables de decision es necesario calcular las variables auxiliares. Este grupo
de candidatos se denomina mutantes.
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5.1.2.4. Inmigracién

Al orientar los cruces y las mutaciones a individuos con mejores valores de la funcidn objetivo se
corre el riesgo de que la diversidad genética quede reducida. Para contrarrestar los efectos de los
anteriores grupos se introducen soluciones nuevas, creadas de igual manera que la poblacion
inicial. Al tener genomas aleatorios y ser incluidos en el operador de cruce de la generacion
siguiente son capaces de transferir genes nuevos a una poblacion que, de otro modo, seria
demasiado igual entre si. Este grupo de candidatos se denomina inmigrantes y su nimero exacto,
como el del resto de grupos, se define en los parametros de la optimizacion.

5.1.2.5. Funcién de recombinacion

Siguiendo el lema de la supervivencia del mas apto, resulta necesario preservar en la poblacion a
las mejores soluciones, de manera que estas no se vean degradadas a lo largo de las generaciones
debido a mutaciones o cruces. Por ello se seleccionan las mejores soluciones (aquellas con menor
valor de la funcién objetivo) y se afiaden a la generacion siguiente sin realizar modificaciones de
ninguna clase. Al tener las variables auxiliares, comentadas en la inicializacién, guardadas en
cada individuo no resulta necesario calcularlas de nuevo para este grupo. Este grupo de candidatos
se denomina élites.

Una vez se han obtenido todos los miembros de los diferentes grupos se procede a la
recombinaciéon. Al tener una formulacién mono-objetivo, la opcion mas sencilla resulta la
sustitucion generacional aplicando el elitismo, de modo que esta es la recombinacion utilizada.

5.1.2.6. Funcio6n de parada

Una vez se ha alcanzado el nimero maximo de nodos en las soluciones se comprueba la
convergencia. Esencialmente, la condicion de convergencia consiste en que el 6ptimo no ha de
mejorar un porcentaje establecido durante un periodo de generaciones dado. Estos parametros se
establecen en la configuracion del método. Por ejemplo, puede establecerse que si el éptimo no
mejora un 1% durante 40 iteraciones, se considera que la solucion es suficientemente buena y se
finaliza la ejecucion.

La otra posibilidad para alcanzar el fin de la ejecucion del algoritmo es que se alcance el nimero
méaximo de iteraciones permitidas, en cuyo caso no se consideraria haber alcanzado la
convergencia, sino que la ejecucion estaba siendo demasiado larga. Esto no es algo que suela
ocurrir, al menos con los parametros usados en este proyecto.

5.1.3. Mejoras al algoritmo

Existen algunos métodos que diferencian al algoritmo genético implementado del algoritmo
genético tipico. Por un lado, parte de su cédigo ha sido paralelizado a varios ndcleos de
computacion con el objetivo de agilizar su ejecucion, lo cual es una técnica habitual. Por otro
lado, y por motivos que se explican a continuacion, se introduce la técnica del refinamiento, cuya
funcidn es la de incrementar de manera gradual el nimero de nodos de las splines candidatas vy,
asi, obtener trayectorias mas Gptimas con menor esfuerzo computacional.
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5.1.3.1. Funcién de refinamiento

El hecho de haber codificado la trayectoria en forma de spline implica que el orden en que se
visitan los nodos, o incluso los momentos en los que se visitan, tiene un efecto drastico en la
trayectoria. Esto puede comprobarse en la Figura 43, donde los nodos, marcados con los circulos
azules, se han mantenido iguales pero se ha cambiado el orden en el que se han visitado,
manteniendo, sin embargo, el vector temporal.
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(a) Trayectoria a través de nodos ordenados. (b) Trayectoria a través de nodos desordenados.

Figura 43: Efecto del orden de los nodos en la spline.

Por lo general la distribucion de las cianobacterias, resultante de la simulacion, tiende a ser regular
debido a las variaciones suaves del flujo a lo largo del dominio. Por esta razén resulta conveniente
influir positivamente en el algoritmo de modo que se alcancen trayectorias ordenadas con mayor
facilidad. Para ello se opta por incluir los nodos de manera progresiva, comenzando tan solo con
cuatro, que se encuentran intrinsecamente ordenados ya que los extremos son fijos, e ir afiadiendo
nuevos nodos de uno en uno hasta llegar a la cantidad deseada, la cual se especifica en los
parametros.

Para dar una oportunidad de encontrar la ubicacion 6ptima de los nodos antes de afiadir mas, se
establece una condicién de convergencia, mas suave que la de parada, de manera que cuando se
alcance se afiada un nodo adicional.

Esta condicion de refinamiento es igual a la condicion de convergencia, con la Unica diferencia
de que los parametros son mas permisivos, obteniendo asi un refinamiento mas rapidamente que
una convergencia. El porcentaje a mejorar para evitar la convergencia es mayor y la cantidad de
generaciones en las cuales se mide el cambio es menor que en la condicion de parada.

La cantidad de nuevos nodos a colocar no esta restringida de manera alguna, pero para que los
cambios resulten mas graduales y que resulte mas sencillo para el algoritmo de optimizacién
obtener soluciones, se afiaden de uno en uno. El nodo adicional se coloca a lo largo de la
trayectoria existente en un lugar aleatorio, siguiendo una distribucién uniforme entre los limites
de la trayectoria. Para ofrecer algo més de variabilidad, en esa generacion se incrementa el nimero
de individuos en la poblacion, de manera que cada individuo genere varios refinamientos, cuya
cantidad exacta se especifica en los pardmetros de la inicializacion.
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En la Figura 44 se muestra un ejemplo de progresion de refinamiento. A medida que se afiaden
nodos, la forma general de la trayectoria se mantiene, pero se obtiene mas detalle en las zonas
necesarias.
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X (m) x (m) x (m)
(a) 5 nodos. (b) 10 nodos. (c) 15 nodos.

Figura 44: Ejemplo de progresion de refinamiento.

5.1.3.2. Paralelizacion

Con el propdésito de reducir el tiempo de computo se paralelizan algunas secciones del algoritmo.
En particular, se utiliza el comando de MATLAB parfor en los bucles encargados de calcular
los valores de la funcion objetivo y en aquellos encargados de calcular las variables de las cuales
la funcion de optimizacion depende, como puede ser el calculo de las splines de trayectoria,
velocidad y aceleracidn, las intersecciones o la concentracion de particulas. Se utiliza un perfil de
paralelizacion local que distribuye las iteraciones entre los cuatro nicleos del ordenador (los
cuatro trabajadores correspondientes). La creacion de los trabajadores puede llevar un tiempo un
poco mas largo, pero una vez creados pueden ser reutilizados sin coste computacional adicional
hasta que sean eliminados, ya sea por inactividad o deliberadamente. No se ha aplicado la
paralelizacion a otros bucles, como los de cruce o mutacién, debido a que es necesario compartir
ciertas estructuras de datos entre los trabajadores, lo cual provoca que el tiempo de computacion
sea mayor que si se decide evitar la paralelizacién.

5.1.4. Pseudocodigo

A continuacion, se presenta el pseudocodigo del algoritmo completo de modo muy superficial. El
codigo completo se incluye en el Apéndice 2.
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1. Inicializar parametros y variables.

2. Generar la poblaciodn inicial y calcular las variables asociadas.
4. Calcular los valores de la funcién objetivo.

5. Si alguno de ellos es menor que el 6ptimo, actualizar el 6ptimo.
6. Si se cumplen las condiciones de convergencia, finalizar.

7. Si se cumplen las condiciones de refinamiento, refinar.

8. Seleccionar padres.

9. Calcular cruces y sus variables asociadas.

10. Calcular mutantes y sus variables asociadas.

11. Crear inmigrantes y sus variables asociadas.

12. Salvar élites.

13. Combinar las poblaciones de 9-12 en la nueva generacién. Volver a 4.

5.2. Resultados de la optimizacion

De igual manera que en los resultados de la simulacion numérica, en los resultados de la
optimizacién también se presentan diferentes escenarios (EO1-EQ6). Utilizando diversos
escenarios de la simulacion como base (Seccién 3.2), en cada validacion se varia el instante
inicial, la posicién de los nodos de los extremos de la spline, y la cantidad, tamafio y forma de las
zonas prohibidas adicionales, manteniendo siempre igual el dominio de busqueda fundamental.
Los pardmetros del algoritmo genético utilizados se muestran en la Tabla 7. Ademas, la duracion
méxima de la misién es t,,,x = 3 h, la velocidad méxima es v,x = 1 m/sy la aceleracion
MAaxima ay,x = 1 m/s?.

Tabla 7: Pardmetros de la optimizacion.

Tamario de la poblacion nPop 50
NUmero de nodos iniciales nNodesMin 4

NUmero de nodos maximos nNodesMax 15
Porcentaje de élites pElite 10 %
Porcentaje de cruces pXOver 30 %
Porcentaje de mutantes pMutate 50 %
Porcentaje de inmigrantes pInmigrants 10 %
Probabilidad de mutacién mutationProb 5 %
Radio de mutacion (x) mutDist(1) 20 m
Radio de mutacion (y) mutDist(2) 20 m
Radio de mutacion (z) mutDist(3) 2 m
Radio de mutacion (t) mutDist(4) 600 s
Iteraciones maximas maxIter 1500
Tolerancia de convergencia convTol 1076 9%
Iteraciones para la convergencia convIter 30
Tolerancia de refinamiento refineTol 1072 9
Iteraciones para el refinamiento  refineIter 20
Refinamientos por individuo nRefine 5

5.2.1. Escenario EO1

Los resultados obtenidos se han calculado basandose en la solucion de la simulacion EF1-EP1.
El instante inicial de la mision se ha establecido en t = 360 h y el nodo incial y final coinciden
en x = (200, —300,—0.25)7. Al tratarse de un periodo tan reducido y haber utilizado el flujo
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lento, la posicidn horizontal de las particulas es practicamente estatica a lo largo de toda la mision.
Sin embargo, la implementacién es capaz de trabajar con flujos mas veloces 0 misiones mas
largas, como se verd en el escenario EO6, donde el desplazamiento horizontal de las
cianobacterias tiene un efecto importante.

Los resultados obtenidos se reflejan en la Tabla 8. La trayectoria observa 353 particulas de las
500 particulas que hay dentro del dominio de la masa de agua en el Gltimo instante de la mision
(todas las simuladas en este caso), lo cual representa un 70.60% del total de particulas en el
dominio. Sin embargo, no todas las particulas que se hallan dentro del dominio del fluido se
encuentran en el interior del espacio de busqueda, ya que las zonas prohibidas son mas restrictivas.
Por lo tanto, realmente se observa un 72.93% de aquellas particulas que se estan en el interior del
espacio de busqueda, 484 particulas en total. Estos son los porcentajes que se reflejan en la Tabla
8 y en las sucesivas. Hay que tener en cuenta que las soluciones iniciales por lo general no solo
no cumplen las restricciones, sino que ademas es muy comun que ni siquiera la mejor de las
condiciones iniciales encuentre particulas a lo largo de su trayectoria.

Tabla 8: Resultados de EO1.

Valor de la funcion objetivo —3.4131 x 10°

Duracidn de la trayectoria 9730.8s(2h 42 min 10.8 s)
Longitud de la trayectoria 1961.6 m

Particulas vistas 353 (70.60% / 72.93% )
Generaciones 940

Tiempo de ejecucion del 7010.7 s (1 h 56 min 50.7 s)

algoritmo de optimizacion

Como se ha comentado en la Seccién 5.1.3.2, la creacion de los trabajadores paralelos puede
incrementar ligeramente el tiempo de computo pero solo es necesario crearlos una vez, de modo
que si se ejecutan varios escenarios sucesivamente, este tiempo no afecta a ninguna de las
ejecuciones exceptuando la primera. El tiempo de cdmputo, sin incluir la creacion del grupo de
trabajadores paralelo (parallel pool), es el que se refleja también en la Tabla 8.

La trayectoria en el plano horizontal de la solucién devuelta por el algoritmo en una ejecucién del
planificador se representa en la Figura 45, y el componente vertical a lo largo del tiempo en la
misma trayectoria se muestra en la Figura 46. En ambos casos se han representado en verde las
trayectorias de las particulas observadas a lo largo de la mision, en rojo las trayectorias de las
particulas que no han sido vistas y en negro la trayectoria del USV obtenida como resultado
Optimo, marcando con puntos los nodos de la spline y con una cruz el comienzo de la trayectoria.
Los tramos azules de la spline representan los tramos de la trayectoria en los que se detectan
particulas. Finalmente, en la Figura 46 se han incluido unas lineas de puntos que representan el
rango vertical del sensor. Esto no se ha incluido en la solucién en el plano horizontal debido a que
los rangos no son suficientemente amplios para ser apreciados a las escalas representadas.
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Figura 45: Solucién de EO1 en el plano horizontal.
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Figura 46: Solucién de EO1 en el plano vertical.
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En el plano horizontal las trayectorias de las particulas tienen una longitud practicamente
despreciable debido a que las aguas son de flujo lento, especialmente en el centro del lago, pero
la migracién causada por la flotabilidad si que tiene un efecto importante en el desplazamiento
vertical. Esto provoca que el ajuste 6ptimo en el plano vertical sea mas complicado de obtener
que en el plano horizontal. También es de resaltar la gran diferencia que existe en la escala de

ambos planos: el horizontal estd en el orden de los cientos de metros, mientras que los
desplazamientos verticales se limitan al orden de las unidades.

Se observa en la Figura 47, que muestra las magnitudes de S,, y S, a lo largo del tiempo, que se
cumplen las restricciones impuestas en la velocidad y la aceleracion, que se han establecido en
1m/sy 1 m/s?, respectivamente. Se marca el limite de velocidad con una linea discontinua, pero
no el de la aceleracion por estar los valores muy por debajo del limite permitido.
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(b) Magnitud de la aceleracion.

Figura 47: Magnitudes de las derivadas de la trayectoria solucion de EO1.

La convergencia del método, no especificamente de esta solucidn particular, se ve reflejada en la
Figura 48, la cual muestra la media del 6ptimo de cada una de las generaciones, en la linea
continua, y el intervalo de confianza simétrico del 95% mediante las lineas discontinuas.
Ademas, en la Tabla 9 se muestran las estadisticas del nimero de generaciones y del tiempo de
computo necesarios para alcanzar la convergencia segun las condiciones expuestas en la Seccion
5.1.2.6. Estas estadisticas han sido obtenidas ejecutando el algoritmo 8 veces.
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Figura 48: Progresion del 6ptimo de la solucién de EOL.

Tabla 9: Estadisticas de computo de EO1.

Media Varianza
Generaciones 718.67 1.2595 x 10*
Tiempo de computo | 4067.1's 3.8947 x 105 s

La curva de convergencia se vuelve mas horizontal a medida que se incrementan las iteraciones.
Esto es debido a que, conforme el algoritmo progresa, resulta mas dificil encontrar soluciones
cada vez mejores. También se aprecia que, en este caso, el rango del intervalo de confianza
decrece al aproximarse a las Ultimas generaciones, lo cual indica que hallar una solucion para este
escenario es sencillo y la mayoria de las ejecuciones proporcionan un buen resultado. Nétese que
solamente se representan aquellas generaciones de las que se disponen los datos de las 8
ejecuciones, pero las generaciones medias para alcanzar la convergencia, como se indica en la
Tabla 9, son mayores. Esto explica la inclinacion que se observa en la curva que, por lo general,
termina siendo mas plana en ejecuciones individuales, como se muestra en la curva de
convergencia de la solucion proporcionada, que se exhibe en la Figura 49.
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Figura 49: Progresion del dptimo de la solucién expuesta.

5.2.2. Escenario EO2

El segundo escenario de optimizacion que se presenta comparte con EO1 la posicién inicial y
final de la trayectoria, el instante inicial y el escenario de simulacion utilizado, pero introduce tres
zonas prohibidas adicionales, modeladas con elipses en el plano horizontal, centradas en
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x = (230,-220,2)T , x =(0,175,2)T y x = (240,—150,2)T , con semiejes (80,50)7 ,
(80,100)7 y (40,50)T respectivamente en las direcciones de los ejes x € y.

El mejor de los resultados obtenidos se refleja en la Tabla 10. Resulta evidente que, al afadir
restricciones en forma de zonas prohibidas, la cantidad de particulas encontradas sea menor.
Ademas, la trayectoria resultante es mas corta tanto en distancia como en duracion, lo cual
compensa la deficiencia de particulas observadas mediante los objetivos secundarios para lograr
alcanzar una funcion objetivo de mayor calidad que en el escenario anterior.

Tabla 10: Resultados de EO2.

Valor de la funcion objetivo —3.4259 x 10°

Duracion de la trayectoria 4322.1s (1 h 12 min 02.8 s)
Longitud de la trayectoria 1089.4 m

Particulas vistas 348 (69.60% / 74.52% )
Generaciones 1180

Tiempo de ejecucion del 6982.6 s (1 h 56 min 22.6 s)

algoritmo de optimizacion

En la Figura 50 se evidencia el efecto que tiene incluir las zonas prohibidas. En lugar de trazar
una trayectoria que tienda a la forma circular, se opta por recorrer solamente uno de los lados de
la estela formada por las particulas y regresar al punto donde ha de finalizarse la trayectoria por
el mismo lado, doblando las posibilidades de encontrar particulas en esa mitad. Se observa en la
Figura 51 que la duracion de la mision es menor, pero también se siguen las particulas a medida
gue descienden. Las magnitudes de las derivadas de la trayectoria se muestran en la Figura 52.
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Figura 50: Solucion de EO2 en el plano horizontal.
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Figura 51: Solucién de EO2 en el plano vertical.
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Figura 52: Magnitudes de las derivadas de la trayectoria solucion de EO2.
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La convergencia se ve reflejada en la Figura 53, que muestra la media del 6ptimo de cada una de
las generaciones y el intervalo de confianza simétrico del 95%. En la Tabla 11 se exponen las
estadisticas de computo de la convergencia. En ambos casos las estadisticas han sido obtenidas a
partir de 8 ejecuciones del algoritmo.

Valor objetivo

0 100 200 300 400 500
Generacion

Figura 53: Progresion del 6ptimo de la solucién de EO2.

Tabla 11: Estadisticas de computo de EO2.

Media Varianza
Generaciones 854.22 1.8942 x 10*
Tiempo de computo | 48429 s 5.5731 x 105 s2

5.2.3. Escenario EO3

El tercer escenario de optimizacidn presenta una estela de particulas lineal a lo largo del dominio.
En lugar de empezar y terminar la trayectoria desde el mismo punto, estos se tratan de puntos
diferentes: x = (—15,300,—1)7 y x = (200, —-50,—1.2)7, respectivamente. Se presenta una
zona prohibida muy amplia situada en la parte baja del lago, una elipse con semiejes (500,200)7
en los ejes x e y respectivamente y centrada en x = (300,—300,z)7. El instante inicial de la
mision es t = 33 h y se ha utilizado una simulacion EF1-EP2. Los resultados obtenidos se
reflejan en la Tabla 12.

Tabla 12: Resultados de EO3.

Valor de la funcién objetivo —2.5219 x 10°

Duracion de la trayectoria 5325.3 s (1 h28 min 45.3 s)
Longitud de la trayectoria 1484.7 m

Particulas vistas 259 (55.11% / 77.54% )
Generaciones 889

Tiempo de ejecucion del 5787.8 s (1 h 36 min 27.8 s)

algoritmo de optimizacion

En la Figura 54 se muestra como la trayectoria del USV se ajusta a la estela linear de particulas,
y como incluso la recorre mas de una vez por lugares ligeramente distintos para maximizar la
cantidad de particulas vistas. También se aprecia como se aproxima a la zona prohibida sin llegar
a entrar en ella, a pesar de que la estela conduzca en esa direccion. Al tratarse de una zona
prohibida tan amplia, se limita en gran medida la cantidad de particulas a las que se puede acceder.
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Por otra parte, la trayectoria vertical de la sonda del USV se mantiene al nivel de las particulas,
gue en este escenario no sufre grandes cambios, como puede comprobarse en la Figura 55.
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Figura 54: Solucién de EO3 en el plano horizontal.
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Figura 55: Solucion de EO3 en el plano vertical.
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Figura 56: Magnitudes de las derivadas de la trayectoria solucion de EO3.

La convergencia se muestra en la Figura 57, que representa la media del 6ptimo de cada una de
las generaciones y el intervalo de confianza simétrico del 95%. En la Tabla 13 se exponen las
estadisticas de computo de la convergencia. En ambos casos las estadisticas han sido obtenidas a
partir de 8 ejecuciones del algoritmo.
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Figura 57: Progresion del dptimo de la solucién de EO3.
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Tabla 13: Estadisticas de computo de EO3.

Media Varianza
Generaciones 835.78 4.3747 x 10*
Tiempo de computo | 4696.7 s 1.8744 x 106 s2

5.2.4. Escenario EO4

El cuarto escenario de optimizacion solamente difiere del anterior en que el tiempo de inicio es
distinto. En lugar de comenzar tan pronto como en el caso anterior (t = 33 h), se retrasa el inicio
de la mision hasta t = 291 h.

Los resultados obtenidos se reflejan en la Tabla 14. Al haberse producido una mayor dispersion
de las particulas en el lago, debido al retraso del tiempo de inicio, encontrar particulas presenta
un problema mayor, de modo que el valor de la funcién objetivo obtenido es algo peor que en el
caso anterior.

Tabla 14: Resultados de EOA4.

Valor de la funcion objetivo —2.1754 x 10°

Duracidn de la trayectoria 8833.95(2h 27 min 13.9s)
Longitud de la trayectoria 1623.4 m

Particulas vistas 228 (48.51% / 58.76% )
Generaciones 1027

Tiempo de ejecucion del 5714.2 s (1 h 35 min 14.2 s)

algoritmo de optimizacion

En la Figura 58 se muestra que la dispersién de las particulas ya no es linear, lo cual, por un lado,
dificulta su seguimiento y, por otro, provoca que un mayor nimero de particulas hayan
abandonado el dominio. La trayectoria obtenida trata de seguir una de las estelas mas densas y
parte de otras estelas menos concentradas, pero evita siempre de forma efectiva la gran zona
prohibida de la parte inferior del dominio. Puede comprobarse en la Figura 59 que de nuevo las
variaciones verticales de las particulas en este escenario son leves. La Figura 60 muestra que se
cumplen las restricciones impuestas en la velocidad y la aceleracion.
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Figura 58: Solucidn de EO4 en el plano horizontal.
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Figura 59: Solucion de EO4 en el plano vertical.
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Figura 60: Magnitudes de las derivadas de la trayectoria solucion de EO4.

La convergencia se ve reflejada en la Figura 61, que representa la media del 6ptimo de cada una
de las generaciones y el intervalo de confianza simétrico del 95%. En la Tabla 15 se muestran las
estadisticas de computo de la convergencia. En ambos casos las estadisticas han sido obtenidas a

partir de 8 ejecuciones del algoritmo.
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Figura 61: Progresion del dptimo de la solucion de EO4.
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Tabla 15: Estadisticas de computo de EOA4.

Media Varianza
Generaciones 903.89 2.7445 x 10*
Tiempo de computo | 5216.4 s 1.1630 x 10 s2

5.2.5. Escenario EO5

El escenario numero cinco presenta una distribucion muy dispersa de las particulas, de modo que
es de esperar una mayor dificultad a la hora de alcanzar buenos valores de la funcién objetivo.
Existe una zona prohibida circular, de radio 120 m situadaen x = (0, 0, z)7, centrada en la media
de la dispersidn inicial de las particulas, resultado de la simulacién EF1-EP3. Los puntos inicial
y final de la trayectoria son x = (—15,300,—-1)T y x = (220, —320, —2.2)7, respectivamente.
El instante de inicio de la mision es t = 2 h. Los resultados obtenidos se reflejan en la Tabla 16.

Tabla 16: Resultados de EO5.

Valor de la funcién objetivo —2.6577 x 10*

Duracion de la trayectoria 4502.9s (1 h15min 02.9s)
Longitud de la trayectoria 919.7 m

Particulas vistas 32 (6.41% / 13.39% )
Generaciones 537

Tiempo de ejecucion del 3095.5s (0 h 51 min 35.5s)

algoritmo de optimizacion

Como puede observarse en la Figura 62, existe una zona prohibida en el centro del lago que fuerza
al USV a tomar trayectorias que la rodeen por los laterales, al tener situado el principio y el final
en extremos opuestos de la zona prohibida. Debido a que las particulas no se encuentran alineadas
en estelas evidentes, sino dispersas por el dominio entero, la trayectoria éptima tampoco sigue
una trayectoria clara, mas que la impuesta por los puntos inicial y final. La mayor parte de las
particulas se encuentran en la zona prohibida del centro del lago, lo cual dificulta la toma de
muestras. La Figura 63 representa la trayectoria en el plano vertical y la Figura 64 las magnitudes
de las derivadas de la spline, que cumplen las restricciones.
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Figura 62: Solucion de EOS5 en el plano horizontal.
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Figura 63: Solucién de EO5 en el plano vertical.
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Figura 64: Magnitudes de las derivadas de la trayectoria solucion de EO5.

La convergencia se muestra en la Figura 65, que representa la media del 6ptimo de cada una de
las generaciones y el intervalo de confianza simétrico del 95%. En la Tabla 17 se exponen las
estadisticas de computo de la convergencia. En ambos casos las estadisticas han sido obtenidas a
partir de 8 ejecuciones del algoritmo.

% 10%
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0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Generacion

Figura 65: Progresion del dptimo de la solucién de EOS.
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Tabla 17: Estadisticas de computo de EO5.

Media Varianza
Generaciones 622.00 6.8540 x 103
Tiempo de computo 34369 s 2.9866 x 10° s2

5.2.6. Escenario EO6

Finalmente se presentan los resultados obtenidos utilizando el Gltimo escenario de optimizacion.
Esencialmente es igual a EO5, con la nica diferencia de que, en lugar de utilizar el flujo lento
(EF1), se utiliza el flujo rapido (EF2). Esto pone de manifiesto una situacion que difiere de lo
realista debido a una limitacion del método propuesto. La velocidad del flujo, despreciable en los
casos anteriores en cuanto al control del USV, en este caso si que deberia jugar un papel
importante y no lo hace, debido a que la funcion objetivo no tiene en cuenta la velocidad del
fluido subyacente y en su lugar entiende la velocidad del USV solamente en un marco absoluto.
Por ello, esta velocidad mantiene su méaximo de 1 m/s en el proceso de optimizacion al mismo
tiempo que atraviesa zonas donde el fluido en la superficie tiene una velocidad de cerca de 5 m/s.
Esto implica que al atravesar dichas zonas, el USV ha de moverse, relativo al agua, a una
velocidad de entre 4y 6 m/s, lo cual no se encuentra a su alcance. Los resultados obtenidos se
reflejan en la Tabla 18.

Tabla 18: Resultados de EO6.

Valor de la funcién objetivo —3.2900 x 10*

Duracion de la trayectoria 3331.6 s (0 h 55 min 31.6 s)
Longitud de la trayectoria 768.0 m

Particulas vistas 37 (14.57% / 57.81% )
Generaciones 739

Tiempo de ejecucion del 5754.5s (1 h 35 min 54.5s)

algoritmo de optimizacion

La Figura 66 muestra los resultados obtenidos. Se observa que las particulas vistas tienen tiempo
de dar toda la vuelta al vortice, mientras que el USV permanece exclusivamente en uno de los
lados. Se aprecia que, a pesar de que las trayectorias de las particulas hacen parecer que hay una
concentracién alta en todo el dominio, esto solamente se debe a su rapido movimiento, ya que en
realidad estan mas dispersas incluso que en el escenario anterior. Unos resultados de la simulacién
mas detallados pueden observarse en la Seccion 3.2.2.3. Debido a las similitudes entre este
escenario y el anterior, las trayectorias Optimas halladas se asemejan mucho en que ambas se
mantienen a un lado del vortice y la trayectoria se dirige sin demasiadas desviaciones hasta el
punto final establecido, a pesar de la diferencia en la velocidad de flujo.
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Figura 66: Solucion de EO6 en el plano horizontal.

También se observa una cantidad comparable de particulas encontradas. Esto a causa de que, por
un lado, hay una reduccion en la cantidad de particulas que permanecen en el dominio, debido a
que un flujo mas veloz es capaz de expulsar las particulas del dominio fluido con més rapidez, y
a que el flujo vertical descendente logra hundir a las cianobacterias que antes flotaban; mientras
que, por otro lado, la mayor movilidad de las particulas proporciona mas posibilidades de ser
halladas. Esto puede comprobarse en la Figura 67, donde las particulas alcanzan profundidades
que se encuentran fuera del alcance de la sonda del USV, que se ha establecido en el intervalo
[—10, 0] m (y dentro de la restriccion vertical de las zonas prohibidas). En esta figura se observan
algunas trayectorias que terminan antes de llegar al final del intervalo temporal. Esto se debe a
que esas particulas salen del dominio del fluido antes de completar la simulacion.
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Figura 68: Magnitudes de las derivadas de la trayectoria solucién de EO6.

La convergencia se muestra en la Figura 69, que representa la media del 6ptimo de cada una de
las generaciones y el intervalo de confianza simétrico del 95%. En la Tabla 19 se exponen las
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estadisticas de computo de la convergencia. En ambos casos las estadisticas han sido obtenidas a
partir de 8 ejecuciones del algoritmo.

o

Valor objetivo

'
N

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Generacion

Figura 69: Progresién del 6ptimo de la solucion de EO6.

Tabla 19: Estadisticas de computo de EOG6.

Media Varianza
Generaciones 578.11 1.5503 x 10*
Tiempo de computo | 4899.5 s 4.6388 x 10> s?
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6. Conclusiones

Este proyecto ha sido estructurado en dos partes diferentes y complementarias. En primer lugar,
se ha realizado el modelado y simulacion del transporte de cianobacterias en aguas lénticas y, en
segundo lugar, empleando los resultados de la simulacidn, se ha optimizado el desplazamiento
que deberia realizar un USV para poder monitorizar las zonas con una elevada concentracion de
cianobacterias, utilizando un algoritmo genético para este fin, y codificando la trayectoria del
USV mediante splines.

A continuacidn, se describen las conclusiones que se pueden extraer del trabajo realizado en cada
parte y algunas lineas de trabajo que se podrian explorar en un futuro.

6.1. Modelado y simulacién del transporte de cianobacterias

El modelo del transporte de cianobacterias se ha realizado en un dominio tridimensional e
irregular, que permite definirlo mediante archivos CAD. El flujo del agua en este modelo esta
limitado a flujo laminar y estacionario, y la posicién de las colonias de cianobacterias se calcula
deterministicamente. Esto quiere decir que depende en gran medida de su estado inicial y que
cualquier estado inicial dentro del dominio produce una solucién valida. El modelo tiene en cuenta
el transporte proveniente del flujo del fluido, asi como la migracién vertical de las colonias, que
se produce debido a variaciones en la densidad celular al recibir diferentes cantidades de luz.
También se consideran las variaciones en la cantidad de luz en diversos momentos del diay a
diferentes profundidades.

Ademas, para comprobar el funcionamiento de los modelos, se ha simulado el comportamiento
de las cianobacterias sobre una masa de agua ficticia, con dos condiciones de velocidad de flujo
de entrada diferente y multiples localizaciones iniciales de las particulas. Los resultados de estas
simulaciones muestran un comportamiento adecuado y explicable, asociado al flujo de fluido en
aguas lénticas esperable, las condiciones luminicas utilizadas, y a las distribuciones iniciales de
las cianobacterias propuestas.

6.1.1. Trabajo futuro

Existen algunas mejoras en el modelo que pueden realizarse en el futuro. En este proyecto se ha
seleccionado el uso de flujo laminar y estatico debido a que simplifica el modelo y es una
aproximacion razonable en grandes masas de agua. Sin embargo, la inclusion de turbulencias en
el modelo mejoraria la difusion de las particulas haciendo el modelo mas realista. También habria
que implementar otros comportamientos de las cianobacterias de las que este modelo carece,
como puede ser el crecimiento o decrecimiento de las colonias a lo largo del tiempo. Para ello,
puede ser conveniente incluir también el transporte de nutrientes, ya que estos representan uno de
los factores de crecimiento de la colonia. Ademas, este modelo es deterministico, lo cual quiere
decir que las posiciones de las cianobacterias son puntuales y conocidas. Podria ser conveniente
la implementacion de un modelo probabilistico que dé mas informacion sobre la posibilidad de
encontrar cianobacterias en un punto dado y modele su distribucion en forma de un campo
continuo. Esto mejoraria tanto la eficiencia como la significancia de la optimizacion posterior.

En este proyecto se ha aplicado el modelo sobre un lago ficticio, con niveles de luminosidad
ficticios y con distribuciones de cianobacterias ficticias. Otra linea de trabajo futuro seria aplicar
el modelo de transporte a un caso real y comprobar la precision del mismo. Los parametros
utilizados se han tomado de la literatura, lo cual implica que puede haber variaciones en diferentes
masas de agua o para diferentes tipos de cianobacterias, de modo que sera necesario realizar un
estudio de caracter bioldgico especifico para cada caso particular.
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6.2. Optimizacion de las trayectorias de un USV

Habiendo obtenido los resultados de la simulacion numérica y, por lo tanto, conociendo la
posicién simulada de las colonias en cualquier momento del dominio temporal simulado, se
procede a la optimizacion de las trayectorias de un USV, cuyo objetivo es el de recoger muestras
de cianobacterias. Las trayectorias se han codificado mediante un tipo de spline especifico
desarrollado para este proyecto, la spline 4-3-4, y la optimizacion se ha realizado tomando los
nodos de esta como variables de decision. EI problema planteado también considera la existencia
de zonas prohibidas que, por un lado, sirven para definir el dominio fisicamente accesible por el
USV y, por otro, para incluir zonas de la masa de agua donde la navegacién pueda estar vedada.

Para la optimizacion se ha utilizado un algoritmo genético que minimiza la duracion y la distancia
total de la trayectoria y maximiza la cantidad de particulas vistas, que es analogo a maximizar la
densidad de particulas a lo largo de la trayectoria evitando la repeticion de muestras. Como
restricciones se impone una duracion maxima, que la trayectoria ha de encontrarse por completo
dentro de la zona segura, y que la velocidad y aceleracion del USV deben hallarse dentro de los
limites permitidos. Todo ello implica que la trayectoria puede ser utilizada como sefial de
referencia en el control de un USV real, ya que respeta su velocidad y aceleracion maxima, limita
su recorrido a zonas permitidas y alcanzables, y respeta la duracion maxima establecida para la
mision.

Basandose en los resultados de las simulaciones que se han realizado en la primera parte, se
plantean seis escenarios diferentes. En ellos se destacan los efectos que tienen varios parametros
en la trayectoria del USV encontrada, como son la inclusidn de zonas prohibidas en el espacio de
blasqueda, la variacion del instante inicial de la mision de recogida de muestras, o el efecto del
flujo del fluido en la trayectoria. En todos los casos se comprueba que el algoritmo es capaz de
encontrar soluciones que cumplan las restricciones impuestas, eviten las zonas prohibidas y
tengan sentido. Sin embargo, se pone de manifiesto una limitacién del método propuesto en
simulaciones donde la velocidad del fluido es demasiado alta, ya que un USV real no seria capaz
de seguir la trayectoria propuesta por el algoritmo. Esto es debido a que las restricciones de
velocidad del USV en este Trabajo de Fin de Master han sido impuestas en coordenadas absolutas,
mientras que las restricciones reales se miden en referencia a la velocidad del flujo por el que se
mueve el vehiculo.

6.2.1. Trabajo futuro

Existen numerosas lineas de investigacion futuras para esta parte del proyecto, ya que hay muchas
posibilidades en cada parte de la misma. Por un lado, la codificacion utilizada se ha realizado
mediante splines 4-3-4, que son de clase C? y cumplen las restricciones impuestas en las
derivadas de primer y segundo orden en los extremos de la spline. Sin embargo, tienen el
inconveniente de ser splines globales, lo cual quiere decir que una variaciéon en uno de los nodos
afecta a toda la spline. Existen otro tipo de splines, las splines locales, que al modificar un nodo
limitan los cambios a su entorno inmediato. Este tipo de curvas tiene otra serie de inconvenientes,
ya que se requiere un mayor nimero de parametros para caracterizarlas. Ademas, las utilizadas
comunmente no cumplen los requisitos de continuidad, de modo que se propone como trabajo
futuro el desarrollo de splines de un orden mayor a 3 que cumplan todas las restricciones
impuestas siendo al mismo tiempo locales.

Ademas, existen otras codificaciones de la trayectoria como, por ejemplo, mediante consignas de
referencias (velocidad, orientacién) que podrian mejorar los resultados. Otras opciones pueden
consistir en mantener la codificacion en splines, pero realizar la optimizacion en dos partes: por
un lado, el plano horizontal, donde existe menor variacion de la localizacion de las particulas a lo
largo del tiempo y, por otro, optimizar el plano vertical, en el cual la migracién vertical de las
cianobacterias juega un papel importante. En cualquier caso, seria de utilidad afiadir unas
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restricciones de velocidad que tengan en cuenta el flujo del agua en la que se mueve el USV, ya
que de este modo se podrian obtener resultados mas realistas en condiciones de flujo répido.

Adicionalmente, en este proyecto solamente se ha probado un algoritmo de optimizacion, el
algoritmo genético, y Gnicamente en su variante mono-objetivo. Queda como trabajo futuro
realizar una comparacién entre diferentes tipos de algoritmos y explorar los efectos de su
implementacion como algoritmo multi-objetivo, asi como un anélisis estadistico del efecto que
tiene cada uno de los parametros del algoritmo en la optimizacion.
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Apéndice 1: Codigo de MATLAB de la Simulacion Numeérica

clear; clc; tic

X

% Fluid flow solution (from COMSOL)
dataName = "NavierStokesSolutionFine.txt";

o

Tday = 24; Day duration (h)

Ilim = 5.75; % Irradiance thresshold for light/dark conditions (Wm-2)
zTol = le-3; % Depth to which the z-level is considered top boundary
cellN = 500; % Number of particles to be generated
% Physical Parameters % | Units | Description
R o
nu = 3e-6 ; % | m2s-1 | Viscosity
rhoF = 1000 ; % | kogm-3 | Fluid Density
g = 9.81 ; % | ms-2 | Gravity acceleration
dp = 8e-4 ; S | m | Particle diameter
betta = 1.5e-3 ; % | s2m-3 | Normative factor in cell density
I0 = 146.43 ; $ | Wm-2 | Photo-inhibition limit
gamma = -8.3e-3; % | kgm-3s-1 | Rate of change in cell density (dark)
alpha = 4.7e-4 ; % | s-1 | Decay rate of cell density
Cp = 1037 ; % | kgm-3 | Minimum cell density
nCell = 0.10 ; S| % | Cell content in colony
nGas = 0.05 ; 1 % | Gas content in colony
rhoMuc = 998 ; % | kgm-3 | Mucilage density
Imax = 800 ; % | Wm-2 | Maximum irradiance
Ki = 0.8 ; % | m-1 | Light atenuation coefficient

% Form gravity vector
= [OI Ol_g];

Q

% Time stepping (h)
dt = 0.0005;

tVec = 0:dt:6;

tN = length (tVec);

o)

% Import mesh, fluid velocity (u) and fluid pressure (p)
dataImport = load(dataName) ;

nodes = datalmport(:,1:3);

u = dataImport(:,4:6);

N = size(nodes,1);

clear datalImport;

)

% Import geometry (to use in boundaries)

model = createpde(l);
importGeometry (model, 'lake5.stl'");

[geomF, geomV] = model.Geometry.allDisplayFaces();
% Interpolation function for u

interpUx = scatteredInterpolant (nodes(:,1), nodes(:,2),nodes(:,3),u(:,1))
interpUy = scatteredInterpolant (nodes(:,1), nodes(:,2),nodes(:,3),u(:,2));
interpUz = scatteredInterpolant (nodes(:,1), nodes(:,2),nodes(:,3),u(:,3))
interpU = @(x,vy,2z) [interpUx(x,y,z), 1interpUy(x,y,z), interpUz(x,v,z)]1;

’

% Light irradiance at surface level
Is = @(t) max (Imax*sin (2*pi/Tday*t),0);
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o)

% Heaviside step function
Heaviside = @(x) max (0, x./abs(x)):;

% Initial cell position (Gaussian dist.)
mu = [0,-200,-5];
sigma = [25,25,5];
xCell = []; rndGenlIter = 0;
while size (xCell,1l) < cellN
rndGenlIter = rndGenlIter + 1;
sz = cellN-size (xCell,1);
points = [normrnd(mu(l),sigma(l),sz,1l),normrnd(mu(2),sigma(2),sz,1),...
normrnd (mu(3) ,sigma(3),sz,1)];
points = points (inpolyhedron (geomF, geomV, points),:);
xCell (end+l:end+ (size (points,1)),:) = points;
end

% Initial cell density (uniform dist.)
rhoCellFun = @(z) ones(size(z,1l),1)*Cp+50*rand(size(z,1),1);
rhoCell = rhoCellFun (xCell(:,3));

o)

s Initialize logs
xCellPrev = xCell;

xCelllog = zeros(tN, cellN, 3);
upLog = zeros (tN, cellN, 3);
rhoCLog = zeros (tN,cellN);

clear nodes u;

for n = 1:tN

if mod(n, round (tN/100))==0
fprintf ("'\b\b\b\b%31%%', round(n/tN*100)) ;
end

o+

= tVec(n);

o°

Light irradiance at each cell
= Is(t)*exp (Ki*xCell (:,3));

—

% Cell density
parfor i = l:cellN
% Light conditions
if I(i) > Ilim
dRhoCell = betta*I (i) *exp(-I(i)/I0)+gamma;
% Dark conditions

else

delta = rhoCell (i) - Cp;

dRhoCell = -alpha * delta * Heaviside (delta);
end
rhoCell (1) = rhoCell (i) + 3600*dt*dRhoCell;

end

% Colony density
rhoC = rhoCell*nCell* (1-nGas)+rhoMuc* (1-nCell);

o)

% Interpolate fluid velocity field
uCell = interpU(xCell(:,1), xCell(:,2), xCell(:,3));
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)

% Transport velocity
uBuoy = dp”2.*rhoC./ (18*nu*rhoF) .* (1-rhoF./rhoC) .*ones (cellN, 1) *g;
up = uCell + uBuoy;

o)

% Integrate up to get position (explicit Euler)
xCell = xCell + 3600*dt * up;

% Impose limits

% Upper boundary

xCell(:,3) = min(xCell(:,3),-zTol);

% Other boundaries

inDom = inpolyhedron (geomF, geomV, xCell);
xCell = xCell.*inDom + xCellPrev.* (1-inDom) ;
xCellPrev = xCell;

o)

% Store logs

xCellLog(n,:,:) = xCell;
upLog (n, :,:) = up;
rhoCLog (n, @) = rhoC;

end
SimulationTime=toc;

save ('SimulationSolution', 'xCellLog', 'tVec');
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Apendice 2: Codigo de MATLAB de la Optimizacion

clear; clc; tic

oe

aoe

PARAMETERS

oe

o\°

maxV = 1;
maxA = 1;
maxT = 3*3600;
tStart = 360;

Max velocity of the boat (m/s)

Max acceleration of the boat (m/s”"2)
Max duration of the path (s)

Start time (h)

o oP

o©

node0 = [200,-300,-0.25]; % Initial USV position (m)
nodeF = [200,-300,-0.257; % Final USV position (m)
forbPoint = [ 230, -220; % Centers of ellipses forbiden zones (m) (x,Vy)
0, 175;
240, -150];
forbRad = [ 80, 50; % Semiaxis of ellipses forbiden zones (m) (x,V)
80, 100;
40, 501

o)

% Method's Parameters
nPop = 50 ;

o\°

Population size
Min number of nodes in the spline

o©

nNodesMin = 4;
nNodesMax = 15; % Max number of nodes in the spline
pElite = ; % Proportion of elite children

0.1
pXOver = 0.3;
pMutate = 0.5;
mutationProb = 0.05;
mutDist = [20,20,2,600];

o\°

Proportion of cross over children
Proportion of mutation children
Probability of mutation

Max distance of mutation [x,y,z,t]

o oP

o©

convTol = le-8; % Tolerance for convergence (relative error)
convIiter = 30; % Min iterations w/o improvent for convergence
maxIter = 1500; % Max iterations of the method

refineTol = le-4; % Tolerance for refinement (relative error)
refinelter = 20; % Min iterations w/o improvement for refinement
nRefine = 5; % Number of refinements for each member of pop
%

% SETUP

% Calculate number of each kind of children
nElite = round(pElite*nPop) ;

nXOver = round (pXOver*nPop) ;

nMutate = round(pMutate*nPop) ;

nInmigrants = nPop - nElite - nXOver - nMutate;

o

% Import geometry (to use in boundaries)

model = createpde(l);
importGeometry (model, 'lake5.stl'");

[~, geomV] = model.Geometry.allDisplayFaces();

o

% 2D boundaries and range in height (search space)
surfPoints = 0.90*geomV (geomV (:,3) > -le-3, 1:2);
bound = boundary(surfPoints(:,1),surfPoints(:,2));
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o)

% Forbiden zone function (if inside safe zone: -0.5, if outside:
forbAdd = Q@(x,v,z) 1;
for 1 = 1l:size(forbPoint,1)

p = forbPoint (i, :);

r = forbRad (i, :):;

forbAdd = @(x,vy,z) forbAdd(x,vy,z) &...

(1/r (1) "2*(x-p (1)) .72 + 1/x(2)"2*(y-p(2)).72) > 1;

end
forbDom = Q@(x,y,z) (inpolygon(x, y, surfPoints(bound, 1),...

surfPoints (bound, 2))& z > -10 & z < 0);
forb = @(x,vy,2z) (forbDom(x,y,z) & forbAdd(x,y,z)) - 0.5;

% Interval for point generation (initial solutions)

intervals = [ min(surfPoints(:,1)) , max(surfPoints(:,1)) ;
min (surfPoints(:,2)) , max(surfPoints(:,2)) ;
-10 , 0
0 , maxT ];

)

% Restrictions
restr = [maxV, maxA, maxT];

o)

% Load simulation solution
load('SimulationSolution')

o

% Initial population
nNodes = nNodesMin;
pop = generateRandPop (nPop, nNodes, intervals, node0O, nodeF);
parfor 1 = 1l:nPop

pop{i} = setPathFields (pop{i}, forb, xCelllog, tVec, tStart,
end

% Initial values

optim = inf;

refinelastIter = 0;

minObj = zeros (maxIter,1l);
meanObj = zeros (maxIter,1);

restr) ;

fprintf ('\nGeneration: ")
for iter = l:maxIter
fprintf ('\b\b\b\b\b\b\b%7d',iter)

% Get objective function wvalues
parfor i = 1l:nPop

[pop{i}.ob]j, pop{i}.parts] = objFun(pop{i}, restr);
end

% Get generation's optimum

objs = cellfun( @(x) x.obj, pop );

[minObj (iter), minIndex] = min (objs);

meanObj (iter) = mean (objs(l:end-nInmigrants));

% Update global optimum

if minObj (iter) < optim
optim = minObj (iter);
elemSol = pop{minIndex};

end

XIX




% Convergence
if (iter > refinelastIter + convIter) &&...
abs ((minObj (iter-convIter)-optim) /minObj (iter—-convIter))<convTol
break
end

% Refinement

if (iter > refinelLastIter + refinelter) &&...
abs ((minObj (iter-refinelter)-optim) /minObj (iter-refinelter)) ...
<refineTol &&...
nNodes + 1 <= nNodesMax

refinelLastIter = iter;

tempPop = cell (nPop*nRefine, 1);

for i = 1l:nPop
for j = 1l:nRefine

tempPop{nRefine*i-j+1} =...
refineNodes (pop{i}, forb,xCelllog, tVec, tStart, restr);

end

end

nNodes = nNodes + 1;

pop = tempPop; clear tempPop

end

% Parent Selection

% (Probability of selection inversely proportional to objFun)

objs = cellfun( @(x) x.0bj, pop );

minObjs = min (objs);

maxObjs = max (objs);

normalizedObjs = (objs - minObjs)/ (maxObjs - minObjs)* (100-2) + 2;
weights = 1./normalizedObjs; % Range [1/100, 1/2]

parentIndex = randsample (l:length (pop),2*nXOver+nMutate, true,weights);

% Elite Children (Save the best solutions)
[~,order] = sort(cellfun( Q@(x) x.o0bj, pop ));
elite = cell (nElite,1);
for i = l:nElite

elite{i} = pop{order(i)};
end

% Cross Over
r = rand(ceil (nXOver/2),2);
xOver = cell (nXOver,1);
for i = 1:nXOver/2
pl pop{parentIndex (2*i-1)};
p2 pop{parentIndex (2*i) };

cutoff = sort (round(nNodes*r (i, :)));

xOver{2*i-1}.x = [pl.x(l:cutoff(l)),
pl.x(cutoff (2)+1l:end)];

xOver{2*i-1}.y = [pl.y(l:cutoff(l)), p2.y(cutoff(l)+l:cutoff(2)),...
pl.y(cutoff (2)+1l:end)];

xOver{2*i-1}.z = [pl.z(l:cutoff(l)), p2.z(cutoff(l)+l:cutoff(2)),...
pl.z (cutoff (2)+1l:end)];

xOver{2*i-1}.t = [pl.t(l:cutoff(l)), p2.t(cutoff(l)+l:cutoff(2)),...
pl.t(cutoff(2)+1l:end)];

xOver{2*i-1}.t = sort (xOver{2*i-1}.t);

p2.x(cutoff (l)+l:cutoff(2)),...

XX




xOver{2*i}.x = [p2.x(l:cutoff(l)), pl.x(cutoff(l)+l:cutoff(2)),...
p2.x(cutoff (2)+1l:end)];

xOver{2*i}.y = [p2.y(l:cutoff(l)), pl.y(cutoff(l)+l:cutoff(2)),...
p2.y(cutoff (2)+1l:end)];

xOver{2*i}.z = [p2.z(l:cutoff(l)), pl.z(cutoff(l)+l:cutoff(2)),...
p2.z(cutoff (2)+1l:end)];

xOver{2*i}.t = [p2.t(l:cutoff(l)), pl.t(cutoff(l)+l:cutoff(2)),...
p2.t(cutoff(2)+1l:end)];

xOver{2*i}.t = sort (xOver{2*i}.t);

o)

% Fix repeated times by averaging one with previous time

cs = xOver{2*i-1}.t(l:end-1) == xOver{2*i-1}.t (2:end);
bracketind = find(cs);

aux = [0,xOver{2*i-1}.t];

xOver{2*i-1}.t (bracketind) = (xOver{2*i-1}.t (bracketind) +...

aux (bracketind)) /2;

cs = xOver{2*i}.t(l:end-1) == xOver{2*i}.t(2:end);
bracketind = find(cs);

aux = [0,xOver{2*i}.t];

xOver{2*i}.t (bracketind) = (xOver{2*i}.t (bracketind) +...

aux (bracketind)) /2;
end

% Add one child if nXOver is odd
if mod ( (nXOver/2),2)
pl = pop{parentIndex (2*nXOver-1)};

p2 = pop{parentIndex (2*nXOver) };
cutoff = sort (round(nNodes*r (i+1,:)));
xOver{nXOver}.x = [pl.x(l:cutoff(l)),p2.x(cutoff(l)+l:cutoff(2)),...

pl.x(cutoff (2)+1l:end)];

xOver{nXOver}.y = [pl.y(l:cutoff(l)),p2.y(cutoff(l)+l:cutoff(2)),...
pl.y(cutoff (2)+1l:end)];

xOver{nXOver}.z = [pl.z(l:cutoff(l)),p2.z(cutoff(l)+l:cutoff(2)),...
pl.z (cutoff (2)+1l:end)];

xOver{nXOver}.t = [pl.t(l:cutoff(l)),p2.t(cutoff(l)+l:cutoff(2)),...
pl.t(cutoff(2)+1l:end)];

xOver {nXOver}.t = sort (xOver{nXOver}.t);

o

Fix repeated times by averaging one with previous time

cs = xOver{nXOver}.t(l:end-1) == xOver{nXOver}.t (2:end);
bracketind = find(cs);

aux = [0,xOver{nXOver}.t];

xOver{nXOver} .t (bracketind) = (xOver{nXOver}.t (bracketind) +...

aux (bracketind)) /2;
end

% Calculate associated variables
parfor i = 1:nXOver

xOver{i} = setPathFields (xOver{i}, forb,xCelllog, tVec,tStart, restr);
end

)

$ Mutation (Uniform mutation within restricted range)
mutate = cell (nMutate, 1) ;

for i = 1l:nMutate

r = rand(4,nNodes) ;

tempMutateX = pop{parentIndex (2*nXOver+i) }.x;
tempMutateY pop{parentIndex (2*nXOver+i) }.y;
tempMutateZ = pop{parentIndex (2*nXOver+i) }.z;
tempMutateT = pop{parentIndex (2*nXOver+i) }.t;
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% Mutate

tempMutateX (r (1, :) < mutationProb) = tempMutateX(r(l,:)...
< mutationProb) + mutDist (l)*2* (rand()-0.5);
tempMutateY (r (2, :) < mutationProb) = tempMutateY(r(2,:)...
< mutationProb) + mutDist (2)*2* (rand()-0.5);
tempMutateZ (r (3, :) < mutationProb) = tempMutateZ (r(3,:)...
< mutationProb) + mutDist (3)*2* (rand()-0.5);
tempMutateT (r (4, :) < mutationProb) = tempMutateT(r(4,:)...

< mutationProb) + mutDist (4)*2* (rand()-0.5);

% Asssign

mutate{i}.x = tempMutateX;
mutate{i}.y = tempMutateY;
mutate{i}.z = tempMutateZ;
mutate{i}.t = tempMutateT;

% Fix time vector (Increasing and start in 0)
mutate{i}.t = sort (mutate{i}.t);
mutate{i}.t = mutate{i}.t - mutate{i}.t(1l);

% Clamp the edge positions

mutate{i}.x (1) = nodeO (1) ;
mutate{i}.y (1) = node0 (2) ;
mutate{i}.z (1) = node0 (3) ;
mutate{i}.x (end) = nodeF(1l);
mutate{i}.y(end) = nodeF(2);
mutate{i}.z (end) = nodeF (3);

end

% Calculate associated variables
parfor i = l:nMutate
mutate{i} =...
setPathFields (mutate{i}, forb, xCelllog, tVec, tStart, restr);
end

% Add inmigrants (Random solutions)
inmigrants = generateRandPop (nInmigrants,nNodes, intervals,node0,nodeF) ;
parfor 1 = l:nInmigrants
inmigrants{i} =...
setPathFields (inmigrants{i}, forb,xCelllog, tVec, tStart, restr);
end

% Recombination
pop = [elite;xOver;mutate;inmigrants];

end
OptimizationTime = toc;

|
o\

fprintf ('"\n \toptim =
fprintf ('\n \tnForb =
fprintf ('\n \tparts:'")
for i = 1l:length(elemSol.parts)

fprintf ("\n\t\t%i: %f',i,elemSol.parts(i))
end
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FUNCTIONS (alphabetical order)

function [in] = concentrInPath(elem, xCelllog, tVec, tStart)

end

% Detection ellipsoid semiaxis
radius = [5,5,1];

cellN = size(xCellLog,?2);

% Sample point loop
in = zeros(cellN,1);
for n = l:length(elem.tt)

t = elem.tt(n);
% Get nearest time from simulation solution (different time wvector)
[~, nearInd] = min (abs(tVec - t/3600 - tStart));
sample = reshape (xCelllog(nearInd, :, :),size(xCelllog,2),3);
% Particles inside detection ellipsoid
invol = ((sample(:,1)-elem.xx(n)).”2./radius(1l)."2
+ (sample(:,2)-elem.yy(n))."2./radius (2)."2
+ (sample(:,3)-elem.zz(n))."2./radius(3).%2-1) < 0;
in = in|inVol;

end

function [pop] = generateRandPop (nPop, nNodes, inter, nodel, nodeF)

end

)

% Initialize population's cell vector

pop = cell (nPop,1);

% Create each member of population

for i = 1l:nPop
pop{i}.x = rand(l,nNodes) * (inter(1l,2) - inter(1l,1)
pop{i}.y = rand(l,nNodes) * (inter(2,2) - inter(2,1)
pop{i}.z = rand(l,nNodes) * (inter(3,2) - inter(3,1)
pop{i}.t = sort(rand(l,nNodes)* (inter(4,2)-inter (4

+ inter (4,1));

pop{i}.t = pop{i}.t - pop{i}.t(l);

end

) + inter(1,1);
) + inter(2,1);
) + inter(3,1);
)

1)) ...

% Clamp start and end points to node0 and nodeF
for i = 1:nPop

pop{i}.x (1) = nodeO (1) ;
pop{i}.y (1) = node0(2);
pop{i}.z (1) = node0 (3) ;
pop{i}.x(end) = nodeF(1);
pop{i}.y(end) = nodeF(2);
pop{i}.z (end) = nodeF(3);

end

XX




function [inters] = intersForbidden (elem, forb)

Intersection function (Intersection at g(t) = 0)
= @(t) forb( ppval(t, elem.pp.x), ppval(t, elem.pp.Vy), ...
ppval (t, elem.pp.z));

9

o)

% Apply selective sampling

inters = selectiveSampling(g,elem.t(1l), elem.t(end), 20, 5,1le-2);
end
function len = lenInter (elem, inters)
% Norm of the derivative function
derNorm = @ (t) sgrt( (ppval(t,elem.dpp.x)).”2
+ (ppval(t,elem.dpp.y))."2 + (ppval(t,elem.dpp.z))."2 );
% Check there is an even amount of intersections
% (initial and final waypoints fixed in safe zone)
if mod(length(inters),2) ~= 0
warning ('Missing intersections');
len = 20*ones (20,1);
return
end
% Initialize solution vector
len = zeros(length(inters) /2, 1);
% Lengths between odd and even intersections
for i = l:length(inters) /2
len(i) = integral (derNorm, inters(2*i-1), inters(2*i));
end
end
function [val, parts] = objFun(elem, maxVar)

)

% Restrictions

maxV = maxVar (1) ;
maxA = maxVar (2);
maxT = maxVar (3);

)

% Coefficeinets Objective Function

coefTime =1; % Total time

coeflength = 1; % Total length

coefConcen = 1le3; % Particle count
coefForblLen = 1; % Length in forbidden zone
coefVvel =1; % Max velocity

coefAcel =1; % Max acceleration
coefPenal = 1e20; % Penalization

o

% Objective function
parts(l) = coefTime* (elem.T);

parts(2) = coeflength*elem.len;

parts(3) = -coefConcen*sum(elem.rho);

parts(4) = coefPenal* (coefForblLen*sum(elem.lenInters));

parts(5) = coefPenal* (coefVel *(elem.maxV-maxV > 0)* (elem.maxV-maxV)) ;
parts(6) = coefPenal* (coefAcel* (elem.maxA-maxA > 0)* (elem.maxA-maxA)) ;
parts(7) = coefPenal* (coefTime* (elem.T-maxT > 0)* (elem.T - maxT));
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% Objective value

val = sum(parts);
end
function [dpp] = ppDer (pp)
% Polynomial derivative operator matrix
D = diag(4:-1:1,1);
% Spline derivatives
dpp = pp;
dpp.x.coefs = pp.x.coefs*D;
dpp.y.coefs = pp.y.coefs*D;
dpp.z.coefs = pp.z.coefs*D;
end
function [elem] = refineNodes (elem, forb, xCelllog, tVec, tStart,restr)
% Add one random node in the range of the time wvector
t = sort([elem.t, rand()* (elem.t (end)-elem.t(l)) + elem.t(l)]);
% Reset spline
elem.x = ppval (elem.pp.x, t);
elem.y = ppval (elem.pp.y, t);
elem.z = ppval (elem.pp.z, t);
elem.t = t;
elem = setPathFields(elem, forb, xCelllog, tVec, tStart,restr);
end
function [tt] = selectiveSampling(fun, xL, xH, divd, sampTol, tol)
% Default parameters
if nargin < 6
tol = le-6;
end
if nargin < 5
sampTol = (xH - xL)/20;
end
if nargin < 4
divd = 10;
end
% Create sampling vector
tt = xL:sampTol*divd:xH-sampTol;
dx=sampTol;
% Solution loop
while dx > tol
% Sub-partitions
prog = 0O:dx:divd*dx;
% New sampling vector
ttNew = [];
for i = 1l:length(tt)
ttNew = [ttNew, tt (i) + prog]l;
end
tt = ttNew (ttNew <= xH);
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end

end

function

end

% Sp
elem
elem
elem

% To
elem

% To
elem

% Te

elem.
elem.
elem.
elem.

5 It
elem
elem

% Ma
elem

elem

% Se
if 1

else

end

function

if 1

end

N =
dim

A =

% Find solution intervals
gt = fun(tt);

cs = gt(l:end-1).*gt(2:end);
tt = tt(cs <= 0);

dx = dx/divd;
[elem] = setPathFields(elem, forb, xCelllog, tVec, tStart, restr)
lines
.pp = splined434 3D(elem); % Position
.dpp = ppDer (elem.pp); % Velocity
.ddpp = ppDer (elem.dpp) ; % Acceletation
tal length of path
.len = lenInter(elem, [elem.t(l) elem.t(end)]);

tal duration of path
. T = elem.t(end) - elem.t(l);

st point wvectors

tt = linspace(elem.t(l),elem.t (end),min(round(elem.len*2),5000));
xx = ppval (elem.pp.x,elem.tt);

yy = ppval (elem.pp.y,elem.tt);

ZZ ppval (elem.pp.z,elem.tt) ;

ersections with forbidden zone
.inters = intersForbidden (elem, forb); % Time points
.lenInters = lenInter(elem, elem.inters); % Length of intersections

x velocity and acceleration

.maxV = max( sqgrt( ppval (elem.dpp.x,elem.tt).”2

+ ppval (elem.dpp.y,elem.tt).”2 + ppval (elem.dpp.z,elem.tt) .2 ));
.maxA = max( sqgrt( ppval (elem.ddpp.x,elem.tt).”2

+ ppval (elem.ddpp.y,elem.tt) .”"2 + ppval (elem.ddpp.z,elem.tt).”2 ));

en particles count (only of restrictions are met to save time)
sempty (elem.inters) && elem.maxV < restr(l) &&...

elem.maxA < restr(2) && elem.T < restr(3)
elem.rho = concentrInPath(elem, xCelllog, tVec, tStart);

elem.rho = zeros(size(xCelllLog,2),1);

[pp] = spline434 1D(t,x, v0, a0, vN, aN)

ength (x) ~=1length (t)
error ('t and x not of the same size')

length(t);
= 4*N-2;

zeros (dim) ;
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% FORM RHS

b = zeros(dim, 1);

for i = 1:N-1
b(4*i-3) = x(1i);
b(4*i) = x(i+1);

end
b((2) = v0; b(3) = a0; b(dim-1) = vN; b(dim) = aN;
h(l1:N-1) = t(2:N) - t(1:N-1);

% FORM MATRIX

% First block
A(1:3,3:5) = flip(diag([1,1,2]1))"';

% First block iterative part
A(4:7,1) = [h(1)"4; 0; 4*h(1)"3; 12*h(1)"2];

% Iterative block
for i = 1:N-2

m = 4%i;
A(m+l:m+3, m+3:m+5) = flip(diag([1l,-1,-2]))"';
A(m:m+3,m-2:m+1) = [
h(i)"3 h(i)"2 h (i) 1;
0 0 0 0
3*h (i) "2 2*h (1) 1 0 ;
6*h (1) 2 0 0 1;
end

% Last block iterative part
A(dim-5:dim-3, dim-3:dim) = A(dim-5:dim-3, dim-4:dim-1);

% Last block
A(dim-2:dim, dim-4:dim) = [

h(N-1)"4 h(N-1)"3 h(N-1)"2 h(N-1) 1
4*h (N-1) "3 3*h (N-1) "2 2*h (N-1) 1 0 ;
12*h (N-1) "2 6*h (N-1) 2 0 0 17

% Solve system
coefsV = sparse(d) \ b;

% Form pilecewise polynomial object

coefs(l,:) = coefsvV(1l:5)"';
for 1 = 1:N-2
coefs (i+l,:) = [0 coefsV(4*i+2:4*i+5)"'];
end
coefs (N-1,:) = coefsV(dim-4:dim) ;

pp = mkpp (t,coefs);
end

function [pp] = spline434 3D(elem)

pp.x = spline434 1D(elem.t,elem.x, 0,0,0,0);
pp.y = spline434 1D(elem.t,elem.y, 0,0,0,0);
0,0,0,0)

pp.z = spline434 1D(elem.t,elem.z,

rYr

[eNeoNe]

rYr vV ’

end
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