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Prefacio

Este libro de texto presenta una exposicion de la teorfa béasica del muestreo estadistico,
destinada a su uso en todos los dmbitos de la realidad en los cuales se aplica. Su creacién
responde a la necesidad de plasmar nuestra experiencia como profesores de la materia en la
Escuela de Estadistica de la Universidad Complutense de Madrid. El libro podra ser 1itil en
cursos de muestreo, pero también puede servir como referencia de consulta para la aplicacién
practica de los métodos presentados. El libro puede servir de referencia a cualquier profesional
del campo de la Estadistica, de la Investigacion de Mercados, Encuestas y Sondeos de opinién,
de la Medicina, Ciencias Sociales o Ingenierfa.

Los conocimientos mateméticos necesarios para abordar la mayor parte del contenido del
libro incluyen la familiaridad con los conceptos presentados en un curso bésico de cédlculo
de probabilidades, asi como ciertos conocimientos de inferencia estadistica. El profesional o
estudiante que acceda a este texto deberfa conocer al menos los conceptos habituales de un
curso bdsico de estadistica, como conocimientos de estadistica descriptiva, las propiedades de
las distribuciones binomial y normal, y resultados de inferencia tales como la construccién de
intervalos de confianza.

El libro contiene 11capitulos, divididos en apartados. Los conceptos y resultados presenta-
dos estan ilustrados con ejemplos numerados basados en gran parte en datos reales. Debido a
la naturaleza de los métodos presentados, los ejemplos van paulatinamente incorporando con-
ceptos ilustrados con anterioridad, de modo que su complejidad es creciente, en un esfuerzo por
familiarizar al estudiante con las técnicas de manera integrada. En cada capitulo se resumen las
expresiones de los estimadores en tablas de férmulas, de interés préactico para el lector por su
rdpido acceso. Se incluyen numerosos ejercicios resueltos y propuestos, ademds de una seccién
explicando la utilizacién del SAS en obtencién de muestras y estimacion.

Este manual incluye un CD-rom con los programas SAS o macros necesarios para la ob-
tencién de muestras y estimacion en los métodos de muestreo estudiados, y archivos de datos
que servirdn a las aplicaciones y ejercicios propuestos.

El texto comienza con dos temas de introduccién a los conceptos bdsicos en muestreo. Se
presenta en el capitulo segundo el método de muestreo aleatorio simple con reemplazamiento,
de interés por su simplicidad matemética, y que permitird abordar métodos de muestreo mas
complicados con algunos conceptos importantes ya introducidos, como la estimaciéon de la
proporcién, media y total, el tratamiento del problema de estimacién del error de muestreo y
del célculo del tamano muestral.

El capitulo siguiente aborda el muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento, considerado
el método de referencia en muestreo, por lo cual es ilustrado con gran cantidad de ejemplos. En
el capitulo quinto se presenta el muestreo estratificado, también de extrema importancia, pues
en la practica es muy frecuente la particiéon de la poblacién para realizar el muestreo de manera
independiente en cada una de las partes. El capitulo seis presenta el muestreo sistemético, que
reemplaza a menudo en la realidad al muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento por sus
virtudes précticas, ademds de por su justificacién tedrica.

El capitulo siete aborda importantes técnicas de estimacion indirecta como son la esti-
macién de razén y de regresién, que pueden mejorar en muchas circunstancias a la estimacion
directa habitual, si se dispone de informacién poblacional de una variable auxiliar relacionada
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con la variable de interés. El muestreo con probabilidades desiguales, presentado en el capitulo
ocho, es un modo de intentar mejorar la precisién de la estimacién respecto a la obtenida en
el muestreo aleatorio simple, y sera sobre todo 1itil en muestreo por conglomerados, cuyos con-
ceptos se introducirdn en el capitulo nueve. En éste se presenta el muestreo por conglomerados
monoetdpico, de gran aplicacion practica, para el cual se particiona la poblacién en grupos de
unidades, escogiendo aleatoriamente algunos de éstos, y examinando todas las unidades ele-
mentales dentro de cada uno de los grupos seleccionados. Finalmente, en el 1ltimo capitulo del
libro se presenta el muestreo por conglomerados bietdapico, en el cual se escogen conglomerados
aleatoriamente y dentro de éstos, muestras aleatorias de unidades elementales.

Finalmente se incluye un capitulo de sintesis de la utilizacién del paquete estadistico SAS
en muestreo, necesario para aclarar ciertos conceptos de la utilizacién de este programa en la
practica real de la obtencién de muestras y estimacion.

Esperamos que este texto sirva de ayuda a todos aquellos profesionales y estudiantes para
los cuales el muestreo es una técnica de interés, pero principalmente a los alumnos de la Escuela
de Estadistica de la Universidad Complutense de Madrid, a quienes lo dedicamos.
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1 INTRODUCCION AL MUESTREO

1.1 Muestreo y sus aplicaciones

El muestreo es una fuente de acceso a la realidad. Entendemos por muestra una fraccién de
la poblacién representativa de ésta, de manera que pueda utilizarse para extraer conclusiones
sobre la poblacion. Los procedimientos y técnicas empleados para escoger esta muestra deben
de estar orientados a que cada muestra posible no introduzca sesgos o desviaciones claras y
sea suficientemente precisa. La teorfa estadistica del muestreo se ocupa de los métodos y
técnicas para disenar la eleccién de la muestra y obtener aproximaciones a ciertas caracteristicas
poblacionales como pueden ser proporciones, medias o totales de las variables de interés.

Frente a las muestras, existen los llamados censos, o enumeraciones completas de todas las
unidades poblacionales. Estos censos resultan costosos y su duracién suele ser larga. Las
muestras constituyen modelos reducidos de la realidad poblacional, son més rapidas y menos
costosas que los censos, y sus resultados suelen ser extrapolables al universo del que se extraen.

Veremos a continuacién algunos ejemplos de la utilizaciéon del muestreo en diversos campos.

Algunas investigaciones realizadas por el INE (Instituto Nacional de Estadistica) son:

Encuesta de Poblacién Activa (EPA), sobre actividad, ocupacién y paro de la poblacién.

Encuesta de Presupuestos Familiares (EPF), sobre nivel de ingresos y gastos familiares.

Encuestas realizadas por empresas de sondeos de opinién incluyen:

Sondeos de opinién, actitudes sociales.

Encuestas electorales.

Estudios realizados en el marco de la denominada investigacién de mercados:

e Estudios de audiencia en radio y television.
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14 INTRODUCCION AL MUESTREO

e Estudio de preferencias respecto a productos a lanzar al mercado o ya existentes.

En la industria y servicios:

Encuestas sobre la actividad industrial.

Control de calidad, muestreo de aceptacién de lotes.

Estudios sobre tiempos de vida de maquinaria y equipos.

Estimacién de inventarios.

Auditorias contables.

En Biologia:

e Estudios de niveles de contaminacion en rios o aire.
e Estimaciéon del nimero de individuos de una determinada especie animal o vegetal.

e Estudios geograficos de distribucion de especies en ciertas dreas.

En Medicina:

e Estimacién de prevalencia de determinadas enfermedades en la poblacién.
e Estudios de la efectividad de vacunas.

e Estudio de diferentes causas de muerte.

En agricultura:

e Estudios de la distribucién de los diferentes tipos de cultivo en un pafs o region.
e Estudios relativos a la produccion agricola.
Como se ve, la diversidad de campos en que se aplica o podria aplicar el muestreo es inmensa.

A continuacién veremos con mds detalle algunas de las caracteristicas que justifican el uso de
muestreo o por el contrario, lo desaconsejan.
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1.2 Ventajas y desventajas del muestreo

Dado que el muestreo supone riesgo, es 1itil indicar en qué casos conviene obtener muestras, en
lugar de censos o investigaciones exhaustivas:

e Cuando la poblacién es tan grande que el censo excede las posibilidades del investigador.

e Cuando la poblacién sea lo suficientemente uniforme para que cualquier muestra de una
buena representacion de la misma.

e Cuando el proceso de medicién o investigacién de las unidades sea destructivo.
Existen otras razones o ventajas que aporta el muestreo respecto a los censos:

e [as muestras son menos costosas.
e Mayor rapidez en la obtencién de los resultados.

e Al reducir el volumen de trabajo el personal escogido es menor, puede estar mds capa-
citado y ser sometido a entrenamiento particular. Ademds el proceso de toma de datos
y depuracién es de mayor calidad que en un censo. Asi, una muestra puede conducir a
resultados méds exactos que una enumeraciéon completa.

En cuanto a las desventajas o imposibilidad de utilizar el muestreo, se tiene:

e No es posible utilizar muestreo cuando se necesite informacién de cada uno de los ele-
mentos poblacionales.

e El muestreo exige, en comparacién con los censos, menos trabajo material pero més
preparacion y refinamiento. Si la encuesta es compleja, los anédlisis estadisticos derivados
de ella necesitan gran sofisticacion (uso de ponderaciones, correccién de las probabilidades
desiguales, etc.).

e Cuando se requiere méxima calidad no se suele utilizar el muestreo (componentes central
nuclear, motores aviones, etc.).

1.3 Concepto de poblacién, marco y muestra

Se definirdn a continuacién algunos conceptos fundamentales en la teorfa de muestreo. Se
denomina Poblacién al conjunto de elementos del cual se desea obtener una informacién. Una
muestra es cualquier subconjunto de la poblacién que se utiliza para obtener resultados extra-
polables al universo del que se extraen. El Marco es la poblaciéon restringida a la informacion
concreta que se dispone de ella (es decir, listados de la poblacién). Se desea en principio que las
unidades presentes en el marco sean todas las poblacionales, y nada mas que las poblacionales,
pero en la préactica los marcos pueden presentar imperfecciones como unidades poblacionales
ausentes, duplicados o elementos no poblaciones que estdn presentes. Las muestras se obtienen
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16 INTRODUCCION AL MUESTREO

a partir del marco, con lo que, hablando estrictamente, el muestreo obtiene resultados extra-
polables al marco, y no a la poblacién. A pesar de estas razones, en la prictica a menudo se
asume que las imperfecciones del marco son despreciables respecto al conjunto de la poblacién
y por lo tanto no se tienen en consideracion estas irregularidades.

Para ilustrar los problemas que genera la creacién de un marco apropiado es suficiente pensar
en una encuesta de muestreo para conocer los lugares de destino de vacaciones de las familias
de una ciudad . Si los datos censales de que se dispone son de hace dos anos, todas las familias
que han migrado a esta ciudad estarfan ausentes y aquellas que han abandonado la ciudad como
residencia estarian incorrectamente presentes. Por lo tanto habria que corroborar el censo con
el Padrén municipal de habitantes, recibos de impuestos o de alquileres, etc.

1.4 Etapas en un proceso muestral

Se pueden especificar las siguientes etapas:

1. Especificaciéon de objetivos , variables de interés, medicién, etc.

En esta etapa se deben definir los conceptos que se desean medir, el instrumento de
mediciéon y la manera operativa de llevar a a cabo esta medicién. Es una etapa que
aunque a primera vista no ofrezca dificultades es muy influyente en el resultado final de
la investigacion y a menudo presenta muchos problemas. Medir algo tan sencillo como
la utilizacién de gas o no en un hogar puede presentar circunstancias a estudiar a priori
como la asociacién de la factura del gas con ese hogar, presencia de contadores colectivos,
instalacion pero no utilizacién o averfa, etc.

El instrumento de medida (encuestadores y modus operandi) también puede llegar a
tener enorme influencia sobre los resultados medidos. No es lo mismo realizar encuestas
telefénicas o visitas no concertadas, con los problemas de no respuesta asociados, que
utilizar un panel de hogares fijo o concertar la entrevista previamente con el responsable
del hogar. La formacién y medios de los encuestadores, la longitud de la encuesta, la
tecnologia empleada son factores que pueden influir en el resultado.

2. Determinacién de los elementos de la poblacién y el marco poblacional.

Como se ha comentado, a menudo la determinacién del marco de manera que se co-
rresponda, salvo escasas excepciones, con la poblacion, es dificil. A veces no se dispone
de un inico listado y es necesario un trabajo investigador especial para reunir informacién
de diversas fuentes. Otras veces la utilizacién de ciertos marcos puede presentar proble-
mas legales de violacién de la intimidad. En ocasiones es necesario variar las unidades
objetivo ( de individuos a familias , por ejemplo) debido a las imposibilidades practicas de
elaboracién de un marco (por ejemplo, localizar a una persona para entrevistarla puede
ser dificil, pero es més fécil entrevistar a un miembro cualquiera de su hogar).

3. Determinacién del plan de muestreo. Especificar el disenio muestral (tipo de muestreo,
tamafio muestral y estimacion).

Para establecer el plan de muestreo se parte de la informacién estructural prefijada en el
marco. Para que el diseno sea apropiado en el sentido de obtener la méxima precisién con
el minimo coste, a veces se requiere tener informacién previa sobre los valores aproximados
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que suele tomar la variable de interés o alguna relacionada con ella, en los diferentes
estratos o secciones de la poblacién. Por ello es importante disponer de informacién
auxiliar (estudios anteriores sobre temas similares en la poblacién) o bien se recurre a una
encuesta piloto, que es un estudio de bajo coste que ayuda a identificar caracteristicas
poblacionales de interés para reducir costes en la encuesta final, e ilustra sobre defectos
o problemas que puedan surgir en el trabajo de campo, permitiendo corregirlos antes de
la encuesta definitiva.

A partir de toda esta informacién, se elabora el esquema matemético y préactico para
la obtencién de las muestras, anticipando aproximadamente el tipo de estimacién que se
utilizard finalmente sobre los datos, la tabulacién informatica, los ajustes por no respuesta,
etc.

4. Recogida de datos o trabajo de campo (adiestramiento del personal, encuestas por diversos
medios, ...).

En esta etapa se procede a obtener los datos muestrales. Es necesario tener un plan de
toma de datos muy claro, que no deje ninguna circunstancia al arbitrio del encuestador
(cuantas visitas hay que repetir a un hogar antes de sustituirlo por otro por ausencia,
por cudl se sustituird, qué determinaciones tomar en caso de direcciones equivocadas,
repeticiones de llamadas telefénicas, etc.).

5. Resumen y andlisis de datos. Anélisis de la falta de respuesta, estimacién de errores, etc.

En esta etapa se analizan y tabulan los datos obtenidos, depurando errores como ausencias
o duplicados, y calculando las estimaciones adecuadas al diseno muestral utilizado. Se
estudian modos de tratar la ausencia de respuesta y se estiman los errores de muestreo,
obteniendo intervalos de confianza.

1.5 Tipos de muestreo probabilistico

En este apartado se describen brevemente los principales tipos de muestreo probabilistico y la
forma de aplicarlos.

Los muestreos probabilisticos se caracterizan porque en ellos cada elemento de la poblacién
tiene una probabilidad conocida de antemano de ser seleccionado. En este tipo de muestreo
estd justificado el uso de la inferencia estadistica, pudiéndose aproximar el nivel de error de las
estimaciones. Para seleccionar el tipo de muestreo se tienen en cuenta razones de precision,
coste, cuestiones administrativas, de disposicién de informacion, etc.

Muestreo aleatorio simple.

El m.a.s. consiste en escoger las unidades muestrales con igual probabilidad . Este tipo de
muestreo puede realizarse con reposicién, donde cada unidad puede ser escogida varias veces,
o sin reposicién. El m.a.s. se aplica fundamentalmente en poblaciones pequenas, plenamente
identificables. En el caso de poblaciones grandes, la utilizacién de este método presenta difi-
cultades:

e Es dificil obtener un listado de toda la poblacién.
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18 INTRODUCCION AL MUESTREO

e Aun si fuera posible obtener un listado, la posible dispersién geogréfica de la muestra
obtenida darfa lugar a costes demasiado elevados.

El muestreo aleatorio simple se presenta como el prototipo de muestreo por su sencillez y
facilidad para calcular los errores de muestreo.

Muestreo aleatorio sistematico.

Es un método de caracteristicas practicas muy interesantes y que da, salvo raras excepciones,
resultados similares o mejores que el m.a.s. Consiste en dividir un listado de la poblacién en
k = N/n partes iguales , obtener aleatoriamente el denominado punto de a-rranque y seleccionar
los n items correspondientes a los lugares equidistantes en la lista de k& unidades, a partir de
ese punto de arranque. Este método es utilizado en encuestas en lugares piblicos, muestreo en
agricultura, procesos de control de calidad, auditorfas, etc. y suele sustituir adecuadamente al
m.a.s.

Mouestreo estratificado.

A menudo la poblacién presenta ciertas divisiones mas o menos evidentes en cuanto al com-
portamiento de la variable de interés. Con la estratificacién o particién de la poblacién en
subpoblaciones o estratos , se persiguen distintos fines:

e Dar estimaciones separadas para ciertas subpoblaciones del estudio.

e Agrupar unidades de muestreo homogéneas entre si en el mismo estrato, con lo cual se
mejorard la precision de las estimaciones globales.

e Utilizar métodos diferentes de muestreo en los distintos estratos.

El muestreo estratificado facilita en general el trabajo de campo, pues muchas veces los estratos
corresponden a criterios geograficos. Ademds, suele mejorar en cuanto a precision al m.a.s. si
los estratos son homogéneos internamente y diferentes entre si respecto a la variable de interés.

Muestreo por conglomerados.

En una poblacién localizada en un drea geogréfica grande, las unidades elementales (nifos,
familias, pacientes, etc.) pueden estar muy dispersas por el territorio geografico y el coste
de desplazamiento a todas las unidades escogidas por procedimiento de muestreo puede ser
prohibitivo.

Para evitar este aumento de costes, se suele recurrir a una muestra de grupos de unidades
elementales (escuelas, edificios, hospitales, etc.) llamados conglomerados. Cuando los con-
glomerados se delimitan por criterios geograficos, el muestreo se denomina muestreo por dreas.
Si en cada conglomerado de la muestra se entrevista a todas las unidades elementales que lo
forman, se dice que el muestreo es en una etapa. Si dentro de cada uno de los conglomer-
ados de la muestra se obtiene a su vez una muestra de unidades elementales, el muestreo es
bietdpico. El procedimiento puede generalizarse a cualquier nimero de etapas. En cada una
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de éstas existe un tipo de unidades elementales llamadas sucesivamente de primera etapa, de
2% etapa, etc. A este tipo de muestreo se le denomina polietapico.

El muestreo por conglomerados suele reducir mucho los costes. En principio los conglome-
rados deben ser heterogéneos internamente (pues cada uno de ellos tiene que representar a la
poblacién) y parecidos entre si (pues se seleccionan aleatoriamente algunos y por lo tanto cada
conglomerado concreto debe representar a los demds).

Muestreo en dos fases.

En este tipo de muestreo se selecciona una muestra inicial suficientemente grande de forma
rdpida, sencilla y poco costosa, a fin de que su informacién sirva de base para una submuestra
de ésta que serd aquella donde se recoja la informacién de la variable de interés. Por ejemplo,
en una primera fase se puede seleccionar un gran nimero de familias, recogiendo datos de
domicilio, alquiler u otras variables féciles de conseguir. En una segunda fase se selecciona una
submuestra de estas familias a la cual se aplica ya la encuesta de presupuestos familiares.

Generalmente el muestreo en dos fases se utiliza en casos en que la estimacién se apoya en una
variable auxiliar (ver el capitulo "Estimacién Indirecta"), y la primera fase es abordada para
obtener informacién sobre la variable auxiliar, en general poco costosa.

Muestreo de captura-recaptura.

Es utilizado, por ejemplo, en estudios de poblaciones animales. En este tipo de muestreo se
extrae en primer lugar una muestra, se "marca" y devuelve a su habitat. A continuacién
se extrae una segunda muestra y se observa el nimero de items marcados. Se utiliza esta
informacioén para calcular el tamano poblacional. Este tipo de muestreo también se utiliza en
estimaciones de prevalencia de enfermedades a través de listados de enfermos.

Muestreo inverso.

Es utilizado cuando se desea estimar la proporcién de una cualidad rara. Se extraen sucesiva-
mente unidades elementales de la poblacién hasta obtener un niimero prefijado de items con la
cualidad de interés. Se utilizan razonamientos probabilisticos relacionados con la distribucién
binomial negativa para estimar la proporciéon objetivo.

1.6 Muestreo no probabilistico

El muestreo no probabilistico no controla la aleatoriedad introducida en el proceso de seleccién
de muestras. Algunos métodos no probabilisticos son:

Muestreo circunstancial o sin norma.

Es un tipo de muestreo arbitrario: las unidades muestrales se seleccionan a criterio del in-
vestigador, a menudo por motivos préacticos como cercanfa o voluntariedad. También entra
en este tipo de muestreo el llamado muestreo de juicio, en el que el investigador selecciona
ciertas unidades que él considera subjetivamente representativas de la poblacién. Este tipo de
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muestreo puede contener sesgos si esa arbitrariedad en la elecciéon lleva a una relaciéon directa
o indirecta entre las unidades escogidas y la variable de interés.

Muestreo por cuotas.

Para evitar la rigidez de los esquemas en muestreo probabilisticos se recurre a menudo en encues-
tas de opinién al muestreo por cuotas, basado en el establecimiento de cuotas en la poblacién de
manera que cada cuota esté debidamente representada. Se suele pedir al entrevistador de calle
que seleccione de manera aleatoria las unidades muestrales, siempre que termine rellenando sus
hojas con un determinado nmimero de individuos en cada cuota. Por ejemplo, el entrevistador
debe haber entrevistado al final de la jornada 10 mujeres y 10 hombres de cada tramo de edad
especificado, etc.

Este tipo de muestreo garantiza una representacion de ciertos sectores minoritarios que son
interesantes para el investigador y que con otro tipo de muestreo tendrian pocas posibilidades
de estar en la muestra. A veces las cuotas son proyecciones proporcionales de los sectores pobla-
cionales, obtenidos a menudo del censo. En cualquier caso, la técnica de la postestratificacion
en la estimacion permite, por ejemplo, corregir en parte el sesgo debido al muestreo por cuotas.
En general este muestreo no es costoso, agiliza y simplifica el trabajo de campo, y en sondeos
de opinién refleja resultados muy aceptables. Su principal defecto es que no es probabilistico,
y por lo tanto no es posible estimar de manera rigurosa el nivel de error o sesgo cometido en
las estimaciones. Por ello, cuando se trata de encuestas oficiales, se utilizan mds muestreos de
tipo probabilistico.
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En muestreo probabilistico, la muestra (uq,us, ..., u,).es seleccionada de una poblacién me-
diante un proceso aleatorio que atribuye probabilidades de apariciéon a cada elemento pobla-
cional. Como en general el objetivo final del muestreo es aproximar o estimar caracterfsticas
poblacionales de la variable de interés tales como la media o proporcion poblacional, existen
varios conceptos de crucial interés que es necesario abordar previamente al estudio de cualquier
tipo de muestreo o estimacién. En resumen, en este tema se presentan de forma sucesiva los
siguientes conceptos en este orden:

La combinatoria relativa a la seleccién de muestras.

La definicién y de caracterfsticas poblacionales a aproximar, y la construccién de carac-
teristicas muestrales asociadas de interés.

Recordatorio del concepto de variable aleatoria.

Definiciones asociadas al proceso de estimacion.

2.1 Combinatoria basica en muestreo

Recordaremos a continuacién algunos cédlculos relacionados con el muestreo en una poblacién
finita de tamano N, donde se extrae una muestra de tamano n, (uy, us, ..., Uy).

Para fijar ideas, se supone una urna con N bolas numeradas, de las cuales se extraen n. Los
resultados siguientes se pueden consultar en cualquier libro béasico de cédlculo de probabilidades.

Propiedad 2.1 (cdlculo del niimero de muestras diferentes bajo distintos tipos de
muestreo).

a) El nimero de muestras diferentes que se obtienen cuando se extraen n unidades con reem-
plazamiento, teniendo en cuenta el orden, es N".
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b) El mimero de muestras diferentes que se obtienen cuando se extraen n unidades sin reem-
plazamiento, teniendo en cuenta el orden, es n'(g )

c¢) El nimero de muestras diferentes que se obtienen cuando se extraen n unidades con reem-

plazamiento, sin tener en cuenta el orden, es (N Jf_l).

d) El nimero de muestras diferentes que se obtienen cuando se extraen n unidades sin reem-
. . N
plazamiento , sin tener en cuenta el orden, es (n)

[Ejemplo 2.1.]

Supongamos una urna con [N = 3 bolas numeradas. Fijamos n = 2.

1-.Hay N™ = 32 = 9 muestras diferentes en muestreo con reemplazamiento, teniendo en cuenta el
orden: (1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2), (3,3).
3
2

2-. Hay n‘(]: ) = 2!( ) = 6 muestras diferentes en muestreo sin reemplazamiento, teniendo en cuenta
el orden: (1,2), (1,3), (2,1), (2,3), (3,1), (3,2).

3-. Hay (N+§_1) = 5 ) = 6 muestras diferentes en muestreo con reemplazamiento, sin tener en

cuenta el orden: {1,1}, {1,2}, {1,3}, {2,2}, {2,3}, {3,3}.

4-. Hay (]X ) = (g) = 3 muestras diferentes en muestreo sin reemplazamiento, sin tener en cuenta el
orden: {1,2},{1,3},{2,3}.

Estos resultados se utilizardn, en cada tipo de muestreo , para calcular las probabilidades de apari-
cién de cada una de las distintas muestras, dando lugar a una distribucién de probabilidad sobre los
resultados posibles .

EEjemplo 2.2.]

Partiendo de la Figura 2.1, se desea estimar el peso medio del contenido en manzanas por drbol,
considerando los cuatro drboles como la poblacién, y extrayendo una muestra de dos drboles.
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Figura 2.1. Pesos de las manzanas obtenidas en cada arbol.

Por el resultado anterior, hay exactamente:

(a) N = 42 = 16 muestras en muestreo con reemplazamiento, teniendo en cuenta el orden.
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(b) n'(i\lf ) = 2!(3) = 12 muestras en muestreo sin reemplazamiento, teniendo en cuenta el orden.

(c) (N t?il) = (4+§71) = 10 muestras en muestreo con reemplazamiento, sin tener en cuenta el orden.

4

(d) (]7\{) = (2) = 6 muestras en muestreo sin reemplazamiento, sin tener en cuenta el orden.

Dependiendo del tipo de muestreo que escojamos, la configuracién de muestras es diferente, como
hemos visto en el ejemplo anterior. Por ejemplo, una muestra posible de las 16 del caso (a) es el primer
arbol repetido dos veces, lo que da lugar a los pesos (12,12) Si se estima la media poblacional del peso
en contenido en manzanas por la media muestral, se obtiene una estimacién de 7, /ﬁ = % = 12.
Suponiendo el caso (d), una muestra posible es, por ejemplo, la que contiene los drboles 3 y 4, lo que
da lugar a los valores {15,6} y a la estimacién ﬁ = % = 10.5. En la tabla siguiente se exponen las

diferentes muestras posibles y la media muestral obtenida en cada caso.
En la tabla 2.1 se pueden observar dos cuestiones de interés:

1) Segun el tipo de muestreo utilizado, el conjunto de muestras posibles es diferente, y por lo tanto
da lugar a diferentes valores del estimador.

2) Los valores del estimador difieren de una muestra a otra para cada tipo de muestreo. Para cada
muestra obtenida en la préactica, daremos una estimacién diferente, una aproximacién diferente a la
realidad poblacional. Como se verd en el apartado de estimacién, esta variabilidad refleja el "error
de muestreo": cuanto mads alta, menos preciso serd el estimador.

En el ejemplo, se observa que el verdadero valor de la media poblacional es § = % = 12.75.

Muestras posibles Media muestral en cada caso

(1,1),(1,2),(1,3),(1,4), (2,1),(2,2), 12,15,13.5,9, 15, 18,
(@) | (2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(3,3), (3,4), 16.5,12,13.5,16.5, 15, 10.5,

(4,1),(4,2),(4,3), (4,4) 9,12,10.5,6

(1,2),(1,3), (1,4), (2,1),(2,3),(2,4), | 15,13.5,9,15,16.5,12,

(3,1),(3,2), (3,4), (4,1), (4,2), (4,3) 13.5,16.5,10.5,9,12,10.5
{1,1},{1,2},{1,3},{1,4},{2,2}, 12,15,13.5,9, 18,

(c)
{2,3},{2,4},{3,3}, {3,4}, {4,4} 16.5,12,15,10.5,6
{1,2},{1,3},{1,4}, 15,13.5,9,

(d)
{2,3},{2,4},{3,4} 16.5,12,10.5

Tabla 2.1. Muestras y medias muestrales asociadas en el ejemplo de los arboles.

Se recoge a continuacién una serie de definiciones y resultados conocidos, que serén titiles en lo
sucesivo.
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2.2 Caracteristicas poblacionales y muestrales

Suponemos que y; para i = 1, ..., N son los valores de la variable y en una poblacién de tamano
N. Anélogamente cuando se dispone de una segunda variable de interés x sus valores son z;
con 7 = 1,..., N. Se definen a continuacién algunos momentos poblacionales y muestrales, que
no son sino funciones de los valores poblacionales y muestrales, respectivamente.

MOMENTOS POBLACIONALES

1 N
Media poblacional: 77 = N Y
i=1

Total poblacional: Ny

1 N
Varianza poblacional: ¢% = N Z(y’ —7)?

1
Cuasivarianza poblacional: S? = 1

2

M=

<
~—

(yi —

1

Coeficiente de variacién poblacional: C'V (y) =

< Q

N
> (s~ 9)(z: ~ 7)
Sy
S5,

1
Cuasicovarianza poblacional: S;, = N_1

)

Coeficiente de Correlacién poblacional: p =

Estas definiciones tienen su equivalente cuando se dispone de una muestra de tamano n: y; con
1 =1,...,n, como se verd en la siguiente tabla.

MOMENTOS MUESTRALES

Media muestral: @ = Ys

I M:

n =1

~.

(yi — y)2
1

. ~2
Varianza muestral: ¢° =
1

S|

?

~—
)

(yi —5

NE

Cuasivarianza muestral: s? =
1

Coeficiente de variacién muestral: 61\/(3/) =

<] Q)

1

~ -~

(yi —Y)(zi — 7)

M=

Cuasicovarianza muestral: s;, =
1

Say
525y

Coeficiente de Correlacion muestral: r =
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Si y es una variable dicotémica (y = 1 si la unidad poblacional tiene cierta cualidad, y = 0 si
no la tiene), se definen las siguientes caracteristicas:

MOMENTOS POBLACIONALES EN CASO DE PROPORCIONES

Proporcién poblacional: p = N Z i

1 N
Varianza poblacional : ¢? = N Z( —7)2=p(1—p) =pq

Cuasivarianza poblacional: s? = N—_p(l —p)

MOMENTOS MUESTRALES EN CASO DE PROPORCIONES

Proporcién muestral: p=— > y;

Varianza muestral: 5> = p(1—p)=Dpq

n
n—1

Cuasivarianza muestral: s2 =

p(1-p)

Veamos a continuacién ciertas propiedades de interés relativas a los momentos definidos ante-
riormente:

Propiedad 2.2 (varianzas y covarianzas poblacionales y muestrales).

N -1 - —1
a) 02 = ———S? y andlogamente > = DT
N n

2

N n

N R " o
b) > (y; —79)* = > y? — Ny* y andlogamente > (y; —y)* = ;yf —ny .

=1 =1 1=1

N N
¢) Y (yi —y)(x; —T) = > z;y; — NTy y andlogamente
' i=1

S — D)@ —F) = Y. wiys — 7.

i=1 =1

2.3 Variables aleatorias

La muestra seleccionada proviene de un proceso aleatorio, y por lo tanto cualquier caracteristica
muestral (por ejemplo la media muestral) es una variable aleatoria que toma diferentes valores
para cada una de las muestras posibles. La probabilidad de cada uno de estos valores de esta
caracterfstica es la probabilidad de que la muestra asociada sea la escogida en el proceso de
muestreo.

Por lo tanto, para cualquier estudio de los posibles resultados de un proceso de muestreo es
necesario utilizar el concepto de variable aleatoria. Recordemos en primer lugar este concepto,
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necesario para desarrollar los conceptos de estimacion e inferencia estadistica presentes en todos
los métodos de muestreo probabilistico.

1) Una variable aleatoria discreta Y es el resultado de un experimento probabilistico que
asocia probabilidades p1, ..., pyr a los valores respectivos Y, ..., Yy,.

M
La esperanza de Y se define como E[Y] = Z p;Y;, v la varianza de Y como
i=1

V(Y)=EY - E(Y))2.

2) Una variable aleatoria continua Y con funcién de densidad f(y) es el resultado de un
b
experimento probabilistico que asocia probabilidad P(a <Y < b) = / f(y)dy a los valores de

Y en el intervalo (a,b). La esperanza de Y se define como

—+o00

ElY] = / yf(y)dy

y la varianza de Y como
V(Y)=E(Y — E(Y))%

Supongamos a continuacién que Y es una variable aleatoria, con esperanza E[Y] y varianza
V]Y]. Se recuerda también la definicién de covarianza entre dos variables aleatorias X e Y,
como COV(X,Y)=COV(Y,X) = E[XY]— E[X]E[Y]. ay b son constantes arbitrarias.

Propiedad 2.3 (esperanzas y varianzas en variables aleatorias).
1) (Linealidad de la Esperanza) E[aY +b] = aE[Y ]+ E[b] = aE[Y] +b
2) VIY] = E[Y?] - E[Y]?

3) COV(X,a) = E[Xa]| — E[X]|E[a] = aE[X]| — E[X]a=0

4) (Linealidad de la Covarianza)

COV(aX +b,Y)=aCOV(X +b,Y) =

=a[COV(X,Y)+COV(b,Y)] =aCOV(X,Y)

5) X e Y independientes= COV(X,Y) =0

6) ViaY] = a*V[Y]

T VIX+Y|=V[X]+V[Y]+2C0V(X,Y)

Supongamos que Y7, ..., Y, son observaciones independientes e idénticamente distribuidas de la
variable aleatoria Y.

8) BIY) = B[, 3-Y] = 5 3 BIY] = EIY]

n;=
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9) VY] =V[= X Y] =5 > V[Yi]+2Y COV(Y,,Y;) = =V[Y] pues COV(Y;,Y;) = 0 al ser
n =1 i=1 ij n
Y; e Y; independientes.

EEjemplo 2.3.]

En el Ejemplo 2.2 , supongamos que el muestreo se lleva a cabo con reemplazamiento y con probabili-
dades iguales, y se considera el orden en el resultado (caso (a)). Entonces la probabilidad de aparicién
de cada muestra es la misma: p; = 4% = % para cada una de las 16 muestras posibles. Como cada

muestra lleva asociada una media muestral, se puede construir la variable aleatoria Y = ”media mues-
tral", que asocia probabilidad % a cada uno de los valores respectivos 12, 15, 13.5, 9, 15, 18, 16.5, 12,
13.5, 16.5, 15, 10.5, 9, 12, 10.5, 6. Como hay valores repetidos, éstos se pueden agrupar (sumando las
[/)\robabilidades correspondientes al mismo valor), y la tabla de probabilidades de la variable aleatoria

Y = media muestral, queda:

] 6 9 10.5 | 12 13.5 | 15 16.5 | 18

p(@) | 1/16 | 2/16 | 2/16 | 3/16 | 2/16 | 3/16 | 2/16 | 1/16

Tabla 2.2. Probabilidades para la v.a. media muestral.

Se ha construido la tabla de valores y probabilidades asociadas al estadistico muestral /ﬂ\ Ansdlogamente
se podria haber hecho para cualquier estadistico muestral de interés. Se ha visto entonces que los
procesos aleatorios de seleccién muestral llevan a la construccién de variables aleatorias relacionadas.
Por lo tanto permitird el desarrollo de técnicas de inferencia adecuadas a los procesos de muestreo.

2.4 Estimadores

Se supone que # es una caracteristica poblacional de interés que deseamos estimar, por ejemplo,
0 = 7, y disponemos de valores de una muestra ¥, ...,y, proveniente de la poblacién. La
estimacién consiste en utilizar un estadistico o funcién de la muestra para aproximar una
caracteristica poblacional.

Un estimador de 0 es cualquier funcién de la muestra T'(yy, ..., y,) que utilizamos para estimar
el pardmetro poblacional #. Un estimador es una variable aleatoria, pues depende de las
observaciones 11, ..., Y,, €scogidas entre la poblacién segiin el diseno de muestreo que hayamos
elegido. Una propiedad importante en nuestro objetivo de aproximacion es que el centro de
gravedad de esta variable aleatoria, es decir, su esperanza matematica, coincida con lo que se
desea estimar.

Asi, se denomina estimador insesgado de 6 a T si E(T) = 6.
El sesgo de un estimador T se define como sesgo(T) = B(T) = E(T) — 6.

Otra cuestion importante es la variabilidad del estimador T'. Si éste es muy variable, los valores
de T difieren mucho de una muestra a otra y por lo tanto la aproximacién que daremos a 6
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depende mucho de la muestra obtenida. Se define por lo tanto la precisién de un estimador

como el inverso de la varianza del estimador , ———.
V(T)

De las dos definiciones anteriores se desprende que si un estimador es insesgado y su varianza
pequena, serd un buen estimador, pues aunque cada muestra de lugar a un valor diferente de T
estos valores serdn muy similares entre si y por lo tanto cercanos a su esperanza que coincide
con 0. Ademads, si dos estimadores diferentes son insesgados el mejor de los dos serd el que
tenga menor varianza.

Una vez definido un estimador, es necesario dar una idea de su nivel de error respecto a lo que
se quiere estimar. Para ello se utiliza su variabilidad. Hay varias maneras de expresar este error
de muestreo, que veremos a continuacién.

Error de muestreo de un estimador.

Es la desviacién tipica del estimador , \/V (7). En algunos textos se define el error de muestreo
como el error de muestreo absoluto (ver definicién més adelante).

Error de muestreo relativo de un estimador.

Es el coeficiente de variacion del estimador, es decir, la desviacién tipica del estimador corregida
V(T)

por su esperanza: MR = W

De gran importancia es la construccién de intervalos de confianza para la caracteristica pobla-
cional a partir de una estimacién. El siguiente desarrollo permite construir el intervalo para
estimadores aproximadamente normales e insesgados.

Error Cuadratico Medio de un estimador.

Este se define como ECM (T') = sesgo*(T) + V(T'). Si el estimador es insesgado, sesgo(T) = 0
y por lo tanto ECM(T) = V(T).

Intervalo de Confianza para una caracteristica poblacional suponiendo estimador
insesgado y normal.

Bajo la hipétesis de normalidad, el estimador 1" se distribuye como una normal con esperanza

E(T) y varianza V(T), es decir, T'= N(E(T),V(T)).

T—-0
Como T es insesgado, T' = N(6,V(T)). Asi, P(z4/2 < W < —Za2) = 1 —a y por lo

tanto P(T" — zajo\/V(T) <0 < T+ 2420/ V(T)) =1 — .

Usualmente se utiliza la estimacién V(T') para calcular este intervalo, pues V(T es desconocida.
El intervalo de confianza aproximado para 6 al (1 — «)% se calcula entonces como

~ ~

(T = 202/ V(T), T + 2zay2/ V(T)).

Para intervalos de confianza al 95%, el valor de z, /2 €8 Zqj2 = 1.96 Para intervalos de confianza
al 99%, es Za/2 = 2.57 y para intervalos de confianza al 90%, es z,/> = 1.64.

© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



Estimadores 29

En general, aunque la distribucién del estimador no sea exactamente normal, los intervalos de
confianza creados suelen ser bastante robustos frente al fallo de la hipdtesis de normalidad.

A partir de la nocién de intervalo de confianza se define el error de muestreo absoluto de un
estimador para cierto « prefijado.

Error de muestreo absoluto de un estimador.

Generalmente se denomina a la semianchura del intervalo de confianza suponiendo normalidad,
e = 2q/2y/V(T), error de muestreo absoluto para un nivel de confianza prefijado «.

Efecto de Diseno .

Es el cociente, para el mismo tamano muestral, entre la varianza del estimador 7" bajo un cierto
V(T)

tipo de muestreo, y el estimador usual 7" suponiendo muestreo aleatorio simple: V—(T’)
m.a.s.

[Ejemplo 2.4.]

Supongamos que en cada uno de los tipos de muestreo presentados en el Ejemplo 2.2 el muestreo
se realiza con probabilidades iguales, de modo que la probabilidad de cada muestra es la misma.
Supongamos el muestreo tipo (a), es decir, con reemplazamiento, y se tendra en cuenta el orden.
Supongamos que queremos comparar los siguientes estimadores de la media poblacional:

(i) La media muestral 7.
(ii) El minimo muestral min que es el minimo valor de los obtenidos en la muestra.

(iii) El méximo muestral max que es el maximo valor de los obtenidos en la muestra.

Obviamente los estimadores (ii) y (iii) van a ser malos estimadores de la media poblacional, y se
presentan con el Unico objetivo de servir al ejemplo.

Para comparar los tres estimadores, vamos a calcular el sesgo, Varianza y error cuadrdtico medio de
cada uno de ellos. Como cada muestra tiene igual probabilidad p = se obtiene

Ea
(i) E() = £ (124154135494 154184 16.5+12+13.54+16.5+15+10.5+94 12+10.5+6) = 12.75.
El sesgo del estimador § es E(T) — 0 = E(y) — 7 = 12.75 — 12. 75 = 0. Por lo tanto el estimador

es insesgado. La varianza de 3 es V(7)) = E[(f — 12.75)%] = 6 Z y; — 12.75)% = 3.137. El error
cuadrético medio de f es
ECM(7) = sesgo®(§) + V(7) = 0 + 3.137 = 3.137.

(ii) E(min) = 1—16(124—12—}—12+6+12+18+15+6+12+15+15+6+6+6+6—|—6) = 10.3125.
El sesgo de min es F(min) — 7 = 10.31 — 12.75 = —2.4375 y por lo tanto el minimo muestral, como
estimador de la media poblacional, tiende a subestimar su valor.
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16
V (min) = 1 Z(min —10.31)2 = 4.10 y por lo tanto el error cuadrético medio serd
i=1

ECM (min) = sesgo?(min) + V (min) = (—2.4375)2 + 4.10 = 9.74.

(iii) E(max) = %(12—%18—# 15+12418+18418+184+15+184+15+154+12+184+15+6) = 14.5. El
sesgo de max es E(max) —7 = 14.5 —12.75 = 1.75 y por lo tanto el méximo muestral, como estimador
de la media poblacional, tiende a sobreestimar su valor.

16
V(max) = {& Z(max —14.5)2 = 4.7 y por lo tanto el error cuadratico medio es
i=1

ECM (max) = sesgo?(max) + V(max) = (1.75)% + 4.7 = 7.76.

Una representacion grifica de los comportamientos de los tres estimadores en el orden del ejemplo se
presenta en la Figura 2.2, donde cada punto negro representa el valor del estimador en cada muestra,
y el valor de la verdadera media poblacional estd representado por el circulo blanco.

Se observa en la Figura 2.2 cémo el estimador 5 es centrado o insesgado para la media poblacional
y = 12.75, mientras que los estimadores min y max no son insesgados, pues sus centros de gravedad
difieren de 7 = 12.75. Ademss la figura ayuda a intuir que estos dos tltimos estimadores tienen mayor
varianza que @

Por otra parte, al ser este diagrama en realidad un tipo de histograma, se observa cémo la forma de
la distribucién del estimador f corresponde a la forma de campana tipica de la distribucién normal
(resultado asociado al Teorema Central del Limite, pues se conoce que la media muestral converge
a una distribucién normal). Los estimadores min y max parecen mds bien distribuirse de forma
asimétrica.

Figura 2.2. Estimaciones de § obtenidas con los estimadores 5, min y max.

Obviamente en la practica no se pueden realizar este tipo de célculos (obteniendo el valor del
estimador para todas las muestras posibles), pues sélo se dispondré de una muestra y no de
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todas las muestras posibles en la poblacién. Pero se pueden hallar resultados tedricos que nos
permitan anticipar si determinados estimadores son insesgados o no, o comparar la expresion
de la varianza de diferentes estimadores, antes de obtener cualquier muestra, llegando a poder
establecer estimadores apropiados para cada situacién.

2.5 Sesgos no relacionados directamente con la forma del estimador

En la mayor parte de los estudios que tienen como base el muestreo, existen factores précticos,
en cierto modo externos a la forma del estimador, que hacen que la estimacién tenga un sesgo
importante, subestimando o sobreestimando la caracteristica poblacional que se desea estimar.
Una posible clasificacién de estos sesgos es catalogarlos como sesgos de seleccién y sesgos
de medicién.

Respecto a los sesgos de seleccion , relacionados con la seleccién de la muestra, definicién de
la poblacién y del marco, se pueden enumerar los siguientes:

e Sesgos debidos a la voluntariedad de los participantes. Es decir, si solamente se tienen
en cuenta las encuestas de individuos que participan voluntariamente, puede que sean
mds propensos, en general, a responder de cierta manera a algunas preguntas que los
participantes no encuestados por no ser voluntarios.

e Errores en la especificacién de la poblacién objetivo. Por ejemplo, en una encuesta elec-
toral se puede entrevistar a aquellos individuos que estdn en una base de datos de votantes
de anteriores elecciones, pudiendo incurrir en el sesgo de que en el presente existan nuevos
votantes hacia otra linea politica, no representados en el listado mencionado. Si ademés
existen muchos indecisos que en la encuesta no declaran su preferencia pero en el tltimo
momento se declinan claramente por una preferencia especifica, este tipo de ausencia de
respuesta hace incurrir en un sesgo claro a las estimaciones.

e No incluir a toda la poblacién objetivo, lo que se denomina subcobertura. Si se utilizan
listados o censos que datan de mucho tiempo atras, puede que gran parte de la poblaciéon
objetivo actual no esté representada (si por ejemplo ha habido mucha inmigracién en el
periodo transcurrido desde el listado utilizado).

e Sustituciones en el trabajo de campo. A veces, las personas que no suelen estar en el
hogar opinan de modo muy diferente a las que suelen estar mas tiempo en él, por lo que
la sustitucion de las personas ausentes puede llevar a un sesgo importante en ciertos casos.

Los sesgos de medicién estdn relacionados con el proceso de obtener datos de las unidades
elementales muestreadas. Algunos ejemplos précticos son:

e En ocasiones las personas no dicen la verdad. Si se realiza una encuesta agricola, las
personas pueden dar respuestas sobre la produccién inferiores a los datos reales con la
esperanza de obtener mayores subvenciones. En encuestas sobre consumo de drogas u
homosexualidad las respuestas son delicadas y a menudo hay un sesgo hacia la infraesti-
macion .
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e Las personas no siempre comprenden las preguntas. Si la pregunta contiene términos poco
habituales las personas pueden responder al azar, sin pedir mas informacién, para evitar
mostrar su ignorancia. La ambigiiedad de ciertas preguntas también arroja problemas de
sesgo.

e Las personas pueden dar diferentes respuestas a diferentes entrevistadores, o en diferentes
situaciones. La forma en que el entrevistador pregunta puede inducir a la persona a
responder de un modo u otro.

e En mediciones supuestamente objetivas (medicina, biologia, procesos industriales), difer-
entes investigadores pueden adoptar ligeras variaciones que inciden en un sesgo en la
medicién. Asimismo, el instrumento de medicién o las condiciones (clima, hora, etc.)
pueden introducir sesgos en la variable respuesta.
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2.6 Ejercicios resueltos

[Ejercicio 1.1.}

Supongamos una urna con N = 4 bolas numeradas del 1 al 4, De ellas las tres primeras son
blancas y la cuarta negra.

1) Decir cuéntas muestras diferentes hay en los siguientes supuestos:

a) Se extraen dos bolas con reemplazamiento, teniendo en cuenta el orden.
b) Se extraen dos bolas sin reemplazamiento, teniendo en cuenta el orden.
c) Se extraen dos bolas con reemplazamiento, sin tener en cuenta el orden.
d) Se extraen dos bolas sin reemplazamiento, sin tener en cuenta el orden.

2) Decir cuéntas muestras contienen la bola negra en cada uno de los casos anteriores, y
presentar estas muestras.

3) Si se extraen 3 bolas, presentar la distribucién del estimador de la media poblacional "media
muestral de los nimeros obtenidos", en el caso d) de los anteriores, suponiendo que todas las
bolas tienen la misma probabilidad de ser extraidas. Hallar la esperanza y varianza de este
estimador.

4) En el supuesto de extraer tres bolas, presentar la distribucién del estimador de la proporcién
poblacional de bolas negras "proporcién muestral de bolas negras en las bolas obtenidas",
suponiendo que todas las bolas tienen la misma probabilidad de ser extraidas (y por lo tanto
todas las muestras posibles tienen la misma probabilidad).

n S2
—, donde S? es
n

5) Verificar que la varianza del estimador, en el apartado 3), es igual a

la cuasivarianza muestral de la poblacién, y N es el tamano poblacional=4.

1)
a) Hay N™ = 4% = 16 muestras diferentes en muestreo con reemplazamiento, teniendo en cuenta el orden.

b) Hay n'(i\z ) = 2!(3) = 12 muestras diferentes en muestreo sin reemplazamiento, teniendo en cuenta el orden.

c¢) Hay (N+:_1) = (4+§_1) = 10 muestras diferentes en muestreo con reemplazamiento, sin tener en cuenta el
orden.

d) Hay (IX ) = (3) = 6 muestras diferentes en muestreo sin reemplazamiento, sin tener en cuenta el orden.

2) Hay que contar las muestras que contienen dos de las tres bolas blancas en cada caso. Las demds contienen
al menos una vez la bola negra.

a) Hay 32 = 9 muestras diferentes teniendo en cuenta sélo las bolas blancas. Como en total habia 16 muestras,
habrd 16 — 9 = 7 muestras que contienen la bola negra, que son (1,4), (4,1), (2,4), (4,2), (3,4), (4,3), (4,4) ).

b) Hay 2! (3) = 6 muestras diferentes teniendo en cuenta sélo las bolas blancas. Como en total habia 12 muestras,
habrd 12 — 6 = 6 muestras que contienen la bola negra
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(que son (1,4), (4,1), (2,4), (4,2), (3,4), (4,3)).

c) Hay (3+§_1) = 6 muestras diferentes teniendo en cuenta sélo las bolas blancas. Como en total habfa
20 muestras, habrd 10 — 6 = 4 muestras que contienen la bola negra

(que son {1,4},{2,4},{3,4},{4,4}).

d) (g) = 3 muestras diferentes teniendo en cuenta sélo las bolas blancas. Como en total habia 6 muestras, habrd
6 — 3 = 3 muestras que contienen la bola negra (que son {1,4}, {2,4}, {3,4}).

3)

Muestra | Estimador @ DPmuestra

(1,2,3} | 2 1/4

(1,2,4} | 7/3 1/4

(1,3,4} | 8/3 1/4

2,34} |3 1/4
La esperanza es: E(7) = 3(2 + % + 2 +3) =2.5.
La varianza es: V (7) = i((2 —2.5)%2 + (g —2.5)2 4+ (g —2.5)2 4+ (3 —25.)%) = 0.1388.
4)

Muestra | Estimador P | Pmuestra

1,2,3} | 0 1/4

1,2,4} | 1/3 1/4

(1,3,4} | 1/3 1/4

2,3,4} | 1/3 1/4
La esperanza es: E(p) = 1(0 + 1 + = + 1) =0.25.

4 3 3 3

1 1 1 1
La varianza es: V(D) = Z((O —0.25)%2 + (§ —0.25)% + (§ —0.25)% + (§ —0.25)%) = 0.0208.

1 )
5) Como en la poblacién es § = 1(1+ 2+ 3 +4) = 2.5 y ademds S* = E(l +224+3%2+42-4.25%) = 3

tenemos que

N-nS*> 4-35/3
2= 212~ 0.1388.
- 5 = 01388

[Ejercicio 1.2.]

Se pretende realizar un proceso de muestreo sin reemplazamiento con probabilidades desiguales
de n = 2 unidades en una poblacién de 4 donde los valores de la variable de interés y son
respectivamente y; = 2, yo = 3, y3 = 5, ys = 1.

© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



Ejercicios

resueltos

35

Se sabe que con este esquema de muestreo las probabilidades de seleccién de cada una de las

muestras posibles estd en la tabla siguiente:

Muestra | pmuestra
{1,2} 0.047
{1,3} 0.076
{1,4} 0.111
{2,3} 0.160
{2,4} 0.233
{3,4} 0.371

Estudiar el estimador de la media poblacional "media muestral" | calculando su sesgo, varianza,

error cuadrédtico medio, error de muestreo y error de muestreo relativo .

Calculando el valor del estimador :

Muestra | Pruestra | Umuestra
{1,2} | 0.047 2.5
{1,3} 0.076 3.5
{1,4} 0.111 1.5
{2,3} | 0.160 4

{2,4} | 0.233 2

{3,4} 0.371 3

donde cada 7,,,0sra S€ calcula a partir de los valores de la variable de interés en la muestra obtenida . Por

ejemplo, para la muestra {1,2}, se tiene 7, ,,oura =

La esperanza del estimador es

E@) = PmuestraUmucstra = 0.047 - 1.5+ ... + 0.371 - 3.5 = 2.90.

La varianza es

V(j) - E(§ - E(/g\))Q = me‘uesm”a(ﬁmuestra - 290)2 =0.333.

Como la verdadera media poblacional es 7 = 2.75, el sesgo del estimador es sesgo(y) = E(

0.15.

El error cuadratico medio es

31 +u2) = 5(2+3) =25

7)—7 =290—2.75 =
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ECM(F) = sesgo®() + V(3) = 0.0225 + 0.333 = 0.3555.

El error de muestreo se ha definido como la desviacion tipica del estimador. Por lo tanto es 1/V (§) = 0.577. El

A~

. . V(T) V(")
error de muestreo relativo de un estimador es EM R = . En este caso, EMR = ~— =~ 0.20.
E(T) E(y)

[Ejercicio 1.3.]

Se dispone de la poblacién de cinco observaciones con valores y; = 1,yo = 4,y3 = 7,y4 =
2, y5 = —2. Se pretende tomar por muestreo sin reemplazamiento y probabilidades iguales,
muestras de tamano n = 4. Debido al método de muestreo, todas las muestras tienen la misma

probabilidad.

1) Presentar el espacio muestral asociado.al experimento, sin tener en cuenta el orden en las
muestras.

2) Supongamos que queremos estimar el minimo poblacional a partir del minimo muestral.
Estudiar el estimador, hallando su varianza, sesgo y error cuadratico medio.

3) Supongamos que deseamos estimar la media poblacional a partir de la mediana muestral,
definiendo la mediana muestral como la primera observacién de la muestra ordenada de menor
a mayor, que deja a su izquierda al menos un 50% estricto de los valores muestrales. Estudiar
el estimador, hallando su varianza, sesgo y error cuadratico medio.

1) Al tratarse de muestreo sin reemplazamiento sin tener en cuenta el orden, hay (Z) = 5 muestras posibles.
Estas son:

{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,3,4,5},{2,3,4,5}.

2) Construimos la tabla con los valores del estimador asociado a cada muestra:

Muestra | pmuestra | MiMmuestra
{1,2,3,4} | 1/5 2
{1,2,3,5} | 1/5 -2
{1,2,4,5} | 1/5 -2
{1,3,4,5} | 1/5 -2
{2,3,4,5} | 1/5 -2

pues por ejemplo, la muestra {1,2,3,4} corresponde a los valores {1,4,7,2}, cuyo minimo es 2.

La esperanza del estimador minimo muestral es

—

1
Eme:E:mmmMmmmwmu:5@7272727%:4i2

La varianza es:

—_—

V(min) = E(min — E(min))2 = Z[(241.2)2 +4- (=2 + 1.2)%] = 2.56.

G| =

© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



Ejercicios resueltos

37

El minimo poblacional es min = —2, y por lo tanto el sesgo del estimador "minimo muestral" es E(rﬁ) —min =
-12+4+2=038.

El error cuadratico medio serd

ECM (min) = sesgo®(min) + V (min) = 0.82 + 2.56 = 3.2

3) Se construye la tabla igual que en el apartado anterior:

Muestra DPmuestra | Medmuyestra
(1,2,3,4} | 1/5 4
(1,2,3,5} | 1/5 4
(1,2,4,5} | 1/5 P
(1,3,4,5} | 1/5 2
(2,3,4,5) | 1/5 4

1
E(M@d) - meuestraMEdmuestra = 5(4 + 4 + 2 =+ 2 + 4) = 32

La varianza es:

V(Med) = E(Med — E(Med))? = é[(zx 3224 .+ (4—32)2] = 0.96.

La media poblacional es § = 2.4, y por lo tanto el sesgo del estimador "mediana muestral" es E(Med) — 7 =
3.2-24=038.

El error cuadratico medio serd

ECM (min) = sesgo®(min) + V (min) = 0.82 4 0.96 = 1.6.

[Ejercicio 1.4.}

Se dispone de una urna que contiene 5 bolas, 2 con el nimero 1, 2 bolas con el niimero 2 y 1
bola con el nimero 3. Se extraen dos bolas sin reposicién y asignando probabilidades iguales a
todas las bolas de la urna. Debido al método de muestreo, todas las muestras tienen la misma
probabilidad. Sea t el estadistico=suma de los nimeros obtenidos en las dos bolas. Presentar
la distribucién del estadistico, dibujar el grafico de su distribucién de probabilidad y calcular
Su esperanza y varianza.

Para el cdlculo del estadistico no interviene el orden, con lo cual hay (g) = 10 muestras posibles. Si numeramos
las bolas del 1 al 5, sabiendo que las bolas 1 y 2 tienen el nimero 1, las 3 y 4 el nimero 2 y la 5 el nimero 3,
obtenemos la siguiente tabla:
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Muestra | Valores | t | Piuestra

{1,2} | {1,1} |2]1/10

{1,3} | {1,2} |3]1/10

1,4y | {1,2y |3]1/10

{1,5} | {1,3} |4]1/10

{2,3} {1,2} |3 |1/10

{2.4} | {1,2} |3]1/10

{2,5} (1,3} | 4|1/10

(3.4} | {2,2} |4]1/10

(3,5} | {23} |5 1/10

(4,5} | {23y |5 1/10

Las probabilidades de las muestras para los valores iguales de t se agregan, de manera que
P(t=2) =5 P(muestras |t =2) =1/10

P(t=3)=>_P(muestras |t =3)=1/10+1/10+1/10+ 1/10 = 4/10

P(t=4) =3 P(muestras |t =4) =1/10+1/10+ 1/10 = 3/10

P(t=5)=> P(muestras |t =5)=1/10+1/10 = 2/10

Se puede comprobar que la suma de las probabilidades de ¢ para sus posibles valores es 1.

o B M W e 0 B8 4 ® © O
AEERET PR PRI EERR FERETPERR EECRTERRET EEERT AP

o ©o © © © © © © © © K

Figura 1.1. Tabla de probabilidades del estadistico ¢

La Figura 1.1 muestra la tabla de probabilidades. En cuanto a la esperanza y varianza:

1 4 3 2
= = = — - _— — -4 — " = O.
E(T) =) p(T =t} 0 2t1g 3ty ity 236

La varianza es:
V(T) = E(T - E(T))* =Y _p(T =t)(t - 3.6)> = 0.728.
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EEj ercicio 1.5}

Se dispone de una poblacién de 4 observaciones con las variables x e y, segin aparecen en la
tabla:

Observacion | z | y
1 11
2 2125
3 01]0.2
4 3131

Se extraen muestras sin reemplazamiento y con probabilidades iguales de tamano 3.

1) Presentar la distribucién del estimador de la cuasicovarianza poblacional entre x e y, "cua-
sicovarianza muestral", calculando su sesgo.

2) Presentar la distribucién del estimador de la cuasi-desviacién tipica de z, "cuasi-desviacién
tipica muestral de z", calculando su sesgo.

3) Utilizar los resultados del apartado 2) para estudiar la distribucién del estimador de la cua-
sivarianza de x, "cuasivarianza muestral de z", calculando su sesgo.

1) Hay (g) = 4 muestras posibles con igual probabilidad. Calcularemos el valor de la cuasicovarianza muestral
para cada una de estas muestras.

Muestra {1,2,3} :

T=17=123
Say = L - gnj(y —P(x; —7) = 3%[(1 —1.23)(1 1)+ (25 -1.23)(2—1)+ (0.2 -1.23)(0 - 1)] = 1.15
n—1,=1 -

Igualmente se obtiene para las demds muestras:
Muestra {1,2,4} : 55y = 1.05
Muestra {1,3,4} : 55, = 2.28
Muestra {2,3,4} : s4, = 2.31

1
Cada uno de estos cuatro valores tiene probabilidad T que es la probabilidad de cada una de las muestras. La

distribucién de sz, es por lo tanto,

© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



40 CONCEPTOS BASICOS EN MUESTREO

Sy | P
1.05 | 0.25
1.15 | 0.25
2.28 | 0.25
2.31 | 0.25

La esperanza de sz, es
E(sqy) =Y 0.25(1.05+ 1.15+2.28 4 2.31) = 1.7

El valor de la cuasicovarianza poblacional es

1 X B o

Por lo tanto el sesgo del estimador es cero (es un estimador insesgado con este tipo de muestreo).
2) Actuando andlogamente al apartado anterior, se obtiene:

Muestra {1,2,3} : s, =1

Muestra {1,2,4} : s, =1

Muestra {1,3,4} : s, = 1.527

Muestra {2,3,4} : s, = 1.527

La cuasi desviacion tipica poblacional es S, con

1 N
S? = N1 (v; —T)? = 1.666 y por lo tanto S = 1.290944.
—1i3

La esperanza de s, es i(l—l—l—i— 1.52741.527) = 1.2635. El estimador es sesgado, con sesgo aproximado -0.027444.
3) Elevando al cuadrado las cuasi desviaciones tipicas obtenidas, se tiene:

Muestra {1,2,3} : s2 =1

Muestra {1,2,4} :s2 =1

Muestra {1, 3,4} : s2 = 2.3317

Muestra {2,3,4} : s2 = 2.3317

La esperanza de s2 es %(1 +1+42.3317+2.3317) = 1.666 = S? y por lo tanto el estimador cuasivarianza muestral
es insesgado para la cuasivarianza poblacional.

[Ej ercicio 1.6}

En la siguiente frase:

"En un lugar de la Mancha, de cuyo nombre no quiero acordarme, vivia un hidalgo de los
de lanza en astillero..." , si se escogen dos palabras al azar y sin reemplazamiento, con igual
probabilidad (con lo cual todas las muestras tienen la misma probabilidad), decir:
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1) Cudntas muestras contienen al menos un articulo o una preposicién. Calcular la probabilidad
de que alguna palabra de la muestra sea un articulo o preposicién.

2) Calcular la probabilidad de que alguna palabra de la muestra sea un verbo.

3) Calcular la probabilidad de que alguna palabra de la muestra sea un verbo o articulo o
preposicién.

1) Hay en total N = 21 palabras, de las cuales 10 son articulos o preposiciones. Por tanto hay 11 palabras que
no son ni articulo ni preposicién. Hay en total (221) = 210 muestras. De ellas, (121) = 55 no contienen algin
articulo o preposicién. Por lo tanto, hay 210-55=155 muestras que contienen al menos un articulo o preposicién.

Como todas las muestras tienen igual probabilidad, ésta debe ser p; = (2 ) (para que se cumpla la condicién
2
de que la suma de las probabilidades sea 1).

Por lo tanto la probabilidad de que una muestra contenga un articulo o preposicién es la suma de las probabi-
lidades de todas las muestras que contienen un articulo o preposicién, es decir: 55 - (2—11) = m = 0.26.
2

2) Hay en la frase dos verbos, con lo cual hay (129) = 171 muestras que no contienen verbos. La probabilidad de
que una muestra contenga algtn verbo es por lo tanto, razonando como en el apartado anterior, (210 — 171) -
1
=0.185.
210

)

3) Razonando como en los dos apartados anteriores, la probabilidad es (210 — (*'3'%)) - o = 0.828.

> G)

[Ejercicio 1.7.]

Tener en cuenta el orden o no no tiene efecto en la mayoria de los procesos de muestreo sin
reemplazamiento en la préactica. Por ello el cdlculo de probabilidades sobre las muestras y
estimadores se suele realizar en general sin tener en cuenta el orden, pues la probabilidad de las
muestras sélo es alterada por una constante. En muestreo con reemplazamiento, sin embargo,
la probabilidad de las muestras varfa de muestra a muestra si no se tiene en cuenta el orden,
como se verd en el tema siguiente.

Supongamos una poblaciéon de 3 unidades, numeradas del 1 al 3, en la cual se extrae una
muestra de tamano n = 2, asignando igual probabilidad a todas las unidades y por lo tanto a
todas las muestras. Se calcula a continuacién la suma de los valores obtenidos, que llamaremos
s. Se pide:

1) Presentar todas las muestras en los casos siguientes:
a) Extraccion sin reemplazamiento, teniendo en cuenta el orden.

b) Extraccién sin reemplazamiento, sin tener en cuenta el orden.

2) Presentar la tabla de probabilidades de s en cada caso, y comparar los resultados.

1) a) Hay n! (N ) = 2'( ) = 6 muestras diferentes en muestreo sin reemplazamiento, teniendo en cuenta el orden:

(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1), (3, 2).

b) Hay (J: ) = (g) = 3 muestras diferentes en muestreo sin reemplazamiento, sin tener en cuenta el orden:
{1,2},{1,3},{2, 3}.
2)
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Muestra | (1,2) | (1,3) | (2,1) | (2,3) | (3,1) | (3,2)

s 3 4 3 5 4 )

P 1/6 |1/6 |1/6 |1/6 | 1/6 |1/6

Las probabilidades son:

S| Ps

3| 2/6

4] 2/6

5| 2/6

Muestra | {1,2} | {1,3} | {2,3}

s 3 4 5

P 1/3 | 1/3 | 1/3

La tabla de probabilidades de s es:

S| Ps

3(1/3

41 1/3

5 1/3

La distribucién de s es la misma en los dos casos.

[Ej ercicio 1.8]

Supongamos la poblacién con los siguientes datos:
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Observacién |y | x
1 1 1
2 2 |22
3 0.5]0.2
4 3 3.1

Se extraerd una muestra de tamano n = 2 sin reemplazamiento y con igual probabilidad .
N
Z Yi
i=1

Z T
=1

Se desea estimar la llamada razén poblacional, definida por R = a través de la razén

n

Z Yi
i=1

> T
=1

muestral, definida por R= . Hallar el sesgo del estimador para los datos de este ejercicio.

La distribucién del estimador puede verse en la siguiente tabla:

Muestra | Pruestra | Rmuestra
{1,2} 1/6 0.9375
{1,3} 1/6 1.25
{1,4} 1/6 0.975
{2,3} 1/6 1.041
{2,4} 1/6 0.943
(3,4} 1/6 1.06

Donde, por ejemplo, se ha calculado para la muestra {1,2} :

n
_ XY 14
R=21 — = 0.9375.
S, 1122
K3

©
Il
—

Se calcula la esperanza de R:

BE(R) =" (09375 + ... + 1.06) = 1.034.

N
> Yi 6.5 . -
La razén poblacional es R = l;l =R= ﬁ =1, con lo cual el sesgo de R es E(R) — R = 0.034.
DT .
i=1
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EEjercicio 1.9.}

En el ejercicio 1.1, apartado 3), suponer la hipétesis de normalidad y construir un intervalo de
confianza al 95% para la media poblacional, suponiendo que ha salido la muestra {1,2,3}, y

suponiendo conocida la varianza del estimador, que era V@) =0.1388

En el caso de la muestra {1,2,3}, la media muestral es J = 2. Al ser Zos2 = 1.96 para el intervalo al 95% , el

intervalo de confianza se construye como @ — \/V@)za/ngr \/V@)za/g) = (2—-+/0.1388-1.96,2 4 1/0.1388 -
1.96) = (1.269,2.73).

[Ejercicio 1.10}

El procedimiento proc means del SAS calcula estadisticos descriptivos muestrales univariantes.
Su sintaxis bésica es:

proc means data=archivo;
var variables;
run;

Por defecto aparecen en la ventana output las medias, cuasi-desviaciones tipicas, méximo y
minimo de las variables presentes en el archivo, a menos que se nombren variables en el apartado
var variables, en cuyo caso aparecen los estadisticos solamente para las variables mencionadas.

Si se requieren otros estadisticos como varianza (VAR), suma (SUM) o coeficiente de variacién
(CV), hay que especificarlo mediante la palabra clave de la siguiente manera:

proc means data=archivo mean std var sum cv;
var variables;
run;

Para calcular covarianzas, se utiliza el procedimiento proc corr, que también calcula los coefi-
cientes de correlaciéon. Su sintaxis bésica es:

proc corr data=archivo cov;
var variables;
run;

Por defecto presenta la matriz de (cuasi) varianzas-(cuasi)covarianzas y la matriz de correla-
ciones de todas las variables presentes en el archivo, a menos que se nombren variables en el
apartado var variables, en cuyo caso aparecen solamente para las variables mencionadas.

Utilizar el procedimiento means y el procedimiento corr del SAS para calcular las medias, cuasi-
varianzas, cuasi-desviaciones tipicas y cuasi-covarianzas poblacionales y muestrales para todas
las muestras del ejercicio.
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En primer lugar se crea un archivo de datos temporal con la informacién poblacional, para a continuacién aplicar
los procedimientos:

data uno;
input x y;

proc means data=uno mean var std;
run;
proc corr data=uno cov;run;

Las salidas en la ventana output son:

Desviacion
Variable Media Varianza estandar
X 1.5000000 1.6666667 1.2909944
y 1.7000000 1.7800000 1.3341664

para el procedimiento means, y

Matriz de covarianza

X y
X 1.666666667 1.700000000
y 1.700000000 1.780000000

para el procedimiento corr, donde se observa que las varianzas de = e y estdn en la diagonal izda,arriba-dcha,
abajo y la cuasivarianza poblacional estd en la otra diagonal.

Para realizar los cédlculos sobre todas las muestras, basta ir borrando cada vez una observacién del archivo uno
y repetir el programa. Por ejemplo, para la muestra {1,2,3}:

data uno;

input x y;

cards;

11

2 2.5

00.2

;

proc means data=uno mean var std;
run;

proc corr data=uno cov;run;
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2.7 Ejercicios propuestos

1) La siguiente tabla presenta una poblacién de 5 hospitales denotados por A, B, C, D, y E,
indicando el nimero de camas por hospital.

Hospital | Ntimero de camas
A 160
B 220
C 850
D 510
E 110

a) Calcular el nimero medio de camas y la desviacién tipica del niimero de camas de la poblacién
de 5 hospitales.

b) ;Cuédntas muestras no ordenadas de 2 hospitales, sin reemplazamiento, pueden obtenerse?

c) enumera cada una de las posibles muestras de 2 hospitales y calcula el nimero medio de
camas por hospital para cada muestra.

d) Suponiendo que las muestras del apartado c) son equiprobables, calcula la medi y varianza de
la distribucién de medias muestrales. Comparar esta media y la raiz cuadrada de esta varianza
(desviacién tipica) con la media y desviacién ipica poblacionales, respectivamente.

e) ;Cudntas muestras (no ordenadas) de 4 hospitales pueden obtenerse de esta poblacién?
Especificarlas, junto con sus respectivas medias muestrales.

f) Calcula la esperanza y varianza de las medias muestrales del apartado e) y compéralas con
la esperanza y varianza obtenidas en el apartado d).

2) Como una seccién de un estudio de mercado, se eligié una manzana de 4 casas, y de ella
Jermias seleccioné una muestra de 2 casas del siguiente modo. Identificé la casa numerdandolas
del 1 al 4, y cuando establecié la lista de muestras sin reemplazamiento ni orden de tamano 2,
lo hizo ast:

1— {1,2}
1— {1,3}
1— {1,4}
1— {2,3}
1— {2,4}
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6lviddndose, desgraciadamente, de la combinacién {3, 4}. Eligi6é aleatoriamente un nimero entre
1y 5 (result6 ser el4) que correspondié a la combinacién {2, 3}, por lo que se muestrearon las
casas 2 y 3. La variable de interés fue el gasto médico familiar anual, gasto que se muestra en
la siguiente tabla:

Familia | Gastos
1 345
2 126
3 492
4 962

a) basandote en el procedimiento de muestreo de Jeremias, jcudl es la media, desviacién tipica
y ECM del estimador del gasto médico medio familiar anual, suponiendo el estimador media
muestral?

b) (Es insesgado este plan de muestreo?
c); Tiene cada casa la misma probabilidad de formar parte de la muestra? ;Por qué?

3) En una muestra aleatoria de 80 cojinetes para cigiienal de automévil, 15 de ellos tienen un
acabado de superficie més dspero de lo que permiten las especificaciones. Suponiendo que es
apropiada la aproximacién Normal a la Binomial, encontrar un intervalo de confianza al 95%
para la fraccién de cojinetes no conformes.

4) Por experiencias anteriores se sabe que un estimador insesgado de 6 tiene una desviacién
tipica del 1.8%. Si una muestra proporciona la estimacion 12.508, determinar el intervalo de
confianza para 6, con o = 0.05, admitiendo la hipétesis de normalidad.

5) La calificaciones de 10 alumnos en un determinado ejericcio fueron: tres cincos, cuatro seises
y tres sietes. Obtener todas las posibles parejas de notas, sin tener en cuenta el orden, que se
pueden realizar con las calificaciones dadas, asi como sus correspondientes probabilidades si las
extracciones se realizan:

a) Con reposicién
b) Sin reposicion.

6) Dada una poblacién con 5 elementos, se extrae una muestra de tamano 3 mediante el siguiente
procedimiento: de un urna con tres bolas marcadas con los nimeros 1,2,3 se extraen al azar y
sin reposicién, dos bolas; a continuacién, de otra urna con dos bolas numeradas 4 y 5, se extrae
una de éstas. Establecer las muestras posibles y sus probabilidades.

7) Considérese el siguiente método de seleccién de una muestra de tamano 2 en una poblacién de
3 unidades {uy, us, uz}: se extrae una primera unidad con probabilidades iguales de seleccién, si
ésta resulta ser u; se extrae la segunda entre las dos restantes con probabilidades iguales; si la
primera no es u, la segunda se extrae de las tres que componen la poblacion, asignando doble
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probabilidad a u; que a cada una de las otras dos. Calcula la distribucién de probabilidad en
el conjunto de las muestras.

8) Las calificaciones de un alumno en los tres exdmenes parciales de una asignatura han sido:
1,2,y 3.

a) Obtener la calificacién media.

b) Si extraemos muestras de dos calificaciones con reposicién y teniendo en cuenta el orden, enu-
merar todas las posibles muestras, calcular sus correspondientes probabilidades y la distribucion
de la media muestral, su esperanza y varianza.

c) Como el apartado b), pero las extracciones son ahora sin reposicién y sin tener en cuenta el
orden.
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3 MUESTREO ALEATORIO SIMPLE
CON REEMPLAZAMIENTO (m.a.s.r.)

El muestreo aleatorio simple con reemplazamiento es matemaéticamente el tipo de muestreo
mas sencillo. Consiste en escoger con igual probabilidad cada unidad elemental, y repetir este
proceso n veces, siendo n el tamano deseado de la muestra. Como se verd mds adelante, en
la practica es mds usual el muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento, al ser de precisién
mayor. Sin embargo, el tipo de muestreo que nos ocupa en este tema sirve siempre de intro-
duccion para sentar las bases de modelos de muestreo més complejos, pues es mds sencillo de
tratar, y su precision representard siempre una cota inferior de interés respecto al muestreo
aleatorio simple sin reemplazamiento.

Existen ocasiones préacticas en que el muestreo con reemplazamiento es mas adecuado que el
muestreo sin reemplazamiento, como por ejemplo estimar el peso de peces en un lago (cada
vez que se pesca uno es necesario devolverlo al lago para que no muera), o estudios de medidas
repetidas.

3.1 Propiedades basicas

3.1.1 Probabilidades de obtenciéon de muestras

En muestreo aleatorio simple con reemplazamiento (m.a.s.r.) se seleccionan n unidades de
una poblacién de N unidades, con reemplazamiento e igual probabilidad. En cada extraccion

de las n extracciones independientes, cada unidad tiene por lo tanto probabilidad N de ser

escogida. La probabilidad de una muestra concreta ordenada (uy, ug, ..., u,) es, por tratarse de
1

extracciones independientes, el producto de las probabilidades de cada unidad u;, es decir, N

Por lo tanto :

P((ul,UQ, 7un>) e —
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Si lo que deseamos es calcular la probabilidad de obtener una muestra {uy, ..., u,} sin tener en
cuenta el orden , y donde hay Z elementos distintos, es equivalente a calcular la probabilidad
de obtener una muestra de tamano n donde aparece k; veces la unidad uq, ks veces la unidad
Us, ..., k, veces la unidad wu,.

Habra que contar cudntas muestras ordenadas dan lugar a las unidades {uy,...,u,}. Como
n!

[T %!
i=1
ordenadas que dan lugar a {uy,...,u,} Obsérvese que si todas las unidades de {uy, ..., u,} son

distintas, z = n, y por lo tanto k; = 1 para todo ¢ = 1,...,n, y entonces el niimero de muestras
es el nimero de permutaciones n/!.

se admiten repeticiones, serdn variaciones con repeticion: es el nimero de muestras

Ahora, al ser cada muestra de las N™ posibles equiprobable, basta aplicar la regla de Laplace
para obtener

Casos favorables n!
P({uy,...,up}) = =

Casos posibles No T k!

Se observa que si se tiene en cuenta el orden, todas las muestras tienen igual probabilidad (lo
que no ocurre si no se tiene en cuenta el orden). Esto es de gran ayuda simplificadora en cuanto
a los desarrollos tedricos, por lo cual en muestreo m.a.s.r. se suele tener en cuenta el orden en
muchos de estos desarrollos.

[Ejemplo 3.1.}

Supongamos una urna con 4 unidades numeradas 1,2,3,4. Se toman 3 unidades segin m.a.s. con
reemplazamiento. Calculemos:

a) La probabilidad de obtener primero un 1, después un 2 y después otra vez un 2 .
b) La probabilidad de obtener un 1y dos doses en nuestra muestra sin importar el orden.
c¢) Verificar que hay 3 muestras de las 64 posibles que contienen un uno y dos doses.

d) Si obtenemos la media muestral calculada segiin los nimeros que aparecen en las bolas de la muestra,
calcular la probabilidad de que esta media sea 5/3.

11
a) P((1,2,2)) = 5 = o7 = 0.015625

3! 3

¢) (1,2,2),(2,1,2),(2,2,1)

b) P({17272}) =

d) Para ver los diferentes valores que puede tomar esa media muestral, es necesario calcularla para

las (N +77Ll_1) = (4+§_1) = 20 diferentes muestras donde no importa el orden (pues la media es idéntica
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si las muestras cambian internamente de orden). Mostramos las muestras con la media muestral
calculada entre paréntesis:

[L L TH){L, 1, 20(4/3); {1, 1,3} (5/3); {1, 1,4}(2); {1,2,2}(5/3); {1,2,3} (2): {1,2,4} (7/3), {1, 3,4}
(3), {1,3,3} (7/3); {1,4,4}(3); {2,2,2}(2); {2,2,3}(7/3); {2,2,4}(8/3); {2,3,4}(3);{3,3,2} (8/3);
{3,3,3} (3); {3,3,4}(10/3); {4,4,2}(10/3); {4, 4,3} (11/3); {4,4,4}(4).

Por lo tanto las muestras que dan lugar a una media muestral de 5/3 son las que contienen dos unos
3! 3
432111 64
la probabilidad de que la media muestral sea 5/3 en muestreo con reemplazamiento en esta poblacién

es de P({1,2,2}) + P({1,1,3}) = 6%

3
y un 3 y las que contienen dos doses y un uno. Como P({1,2,2}) = 61 Y P({1,1,3}) =

3.1.2 Probabilidades de Inclusion

Definicién (probabilidad de inclusién).

La probabilidad de que aparezca una unidad determinada 7 , con ¢ = 1,..., N en una muestra
de tamano n, se denomina probabilidad de inclusién de la unidad ¢ y se denota por 7;. La
probabilidad de inclusién de dos unidades i, j se denota por ;;.

Propiedad 3.1.

Para cada i = 1, ..., N, la probabilidad de inclusién 7w; en muestreo aleatorio simple con reem-

lazamiento es m; = 1 — (1 — — ).
plazamiento es 7 ( N)

Demostracion.
m; = 1—Probabilidad de que la unidad ¢ no pertenezca a la muestra de tamano n.
Esta tltima es la probabilidad de que i no salga en la primera extraccién, ni en la segunda,...,

ni en la enésima. Al ser extracciones independientes y en cada una de ellas la probabilidad de

1
que i no salga es (1 — N) por ser muestreo con reemplazamiento, la probabilidad de que 7 no

lg ing (1——1)” lo q 7r——1—(1——1)”
salga en ninguna es con lo que ; .

N N
Propiedad 3.2.

Para cada 7,5 = 1,..., N, i # j, la probabilidad de inclusién 7;; en muestreo aleatorio simple

2
con reemplazamiento es m;; = 1 — 2(1 — N)" + (1 — N)”

Demostracion.
Con un razonamiento andlogo a la demostracién anterior, tenemos que
m;; = 1 — P(i o bien j no pertenezca a la muestra) =

=1—[P(i ¢ muestra)+P(j ¢ muestra)-P(i,j ¢ muestra)] =
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1 n 1 n 2\n 1 n 2\n
S [ - ) (=) = (= 2 = =201 = )+ (1= )

3.1.3 Seleccién de una muestra aleatoria simple con reemplazamiento

Supongamos que disponemos de un listado con las unidades poblacionales numeradas del 1 al
N.

Tablas de niimeros aleatorios.

Tradicionalmente se utilizaban tablas de mimeros aleatorios para elegir con equiprobabilidad
las unidades. Aunque hay varias maneras de utilizar estas tablas, usualmente se escoge pédgina,
linea y columna de comienzo arbitrariamente. A continuacién se lee el nimero hata tantas
cifras como tiene N. Si el nimero es mayor que N, se descarta. Si es menor, se selecciona la
unidad con ese nimero. El procedimiento se repite n veces para obtener una muestra de tamano
n (véase que es muestreo con reemplazamiento pues la misma unidad puede ser seleccionada
varias veces). Para evitar demasiados descartes, se puede refinar el proceso utilizando miiltiplos
de N , es decir, tomando como puntos de corte N, 2N, 3N..., hasta que el niimero m/N supere
el nimero de cifras de N. Asi, si el nimero seleccionado de la tabla estd por ejemplo entre N
y 2N, ya no se descarta, sino que se le resta N y se selecciona. En general se resta kN si el
ndmero estd entre kN y (k4 1)N.

Calculadora y ordenador.

El método anterior ya practicamente no se usa, al disponer todos los ordenadores e incluso
las calculadoras, de la generacién pseudoaleatoria de una variable aleatoria uniforme U(0, 1).
Para seleccionar un nimero entero i entre 1 y /N con equiprobabilidad , basta generar v de una
U(0,1) y hacer i = [N xu]+1 donde el corchete es el operador "parte entera". Para obtener una
m.a.s.r. de tamano n , se repite el procedimiento n veces. Casi todos los paquetes estadisticos,
hojas de cédlculo y lenguajes de programacién tienen sentencias para controlar la semilla del
generador pseudoaleatorio, si se desea.

3.2 Estimacion en muestreo aleatorio simple con reemplazamiento

3.2.1 Estimacion de la media poblacional

Las unidades poblacionales toman valores 1, 4, ..., yn.En muestreo aleatorio simple con reem-
plazamiento, cada valor muestral y; , con ¢« = 1, ..., n, toma valores y, ys, ..., yn con probabili-

1
dades iguales —, ..., —.
ades iguales —, ...,
Por lo tanto cada posible valor muestral y; es una variable aleatoria con Esperanza E(y;) =
N 1 B ' N 1 1 N B
> Y = Yoy Vartanza V(i) = 30 <y = E(y))* = 5 2 (v, —9)° = o~

J=1 J=1 Jj=1

Teorema 3.1 (estimacién de la media).
~ n
La media muestral y = — ) _ y; es un estimador insesgado de la media poblacional.

n =1 ©J. Portela, M. Villeta
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Demostracién.
=~ 1 & 1
E@) = -2 EW)==->7=7
=1 n =1
Teorema 3.2 (varianza del estimador) .

2
La varianza de g es V(7)) = —.
n

Q

Demostracion.

Por independencia del proceso de muestreo (las covarianzas entre observaciones son cero),
2

~ 12 1 2 1 2 o
V(y)=V(= D == Viy) = —= 2=

) (n;y)7ﬂ; @)7ﬂ;0 -
En la préctica, necesitamos un estimador de V(7) para poder evaluar la precisién de la esti-

macién de la media, y construir intervalos de confianza.

Teorema 3.3 (estimacién de la varianza del estimador) .

A~ o~ 2

. . . -~ S . .
En m.a.s.r, s? es un estimador insesgado de ¢? y ademéds V (y) = — es un estimador insesgado

) n
~ o

de V(7)) = —.
®) -

Demostracion.

Se tendran en cuenta los siguientes resultados:

~2 0'2

@E@)ZW@+E@VZE+?-

b) E(y}) = o* +7°

1 2 ~ 1 =
Ast, E(s*) = F ( > y? — 7@2)) - " F (— >y _§2> =
= n—1 n;

n—1"=

- 2 (G e - 56 -

n—l n ;=

2 1 2
Por lo tanto, F (S—> = —FE(s?) = .
n

[Ejemplo 3.2.]

Disponemos de una poblacién de tamano N = 5 y queremos estimar la media poblacional mediante
m.a.s.r. y n = 3. Calcular un estimador insesgado de la media poblacional y dar un estimador
insesgado de la varianza del estimador en los casos siguientes:

a) Suponiendo que los elementos muestrales escogidos por m.a.s.r. son (1,2,2), con y; =4, yo = 8.

b) Suponiendo que los elementos muestrales escogidos por m.a.s.r. son (1,3,2), con y; =4, y2 = 8. ,
Ys = 6.
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a)y=14+8+8) =2

V@) =5 = (0 ) = g (@ ) -3 =
b)§=§(4+6+8)=6

~ g2

V(@):;:n(n_l)(Zyl—ny% %((42+62+82)—3'62):§

Los resultados anteriores permiten deducir como estimar el Total poblacional y la proporcién
poblacional, en su caso.

3.2.2 Estimacién del Total poblacional y proporcién

Corolario 3.1 (estimacién del total) .

(a) Un estimador insesgado del total poblacional.en m.a.s.r. es N@, con varianza V(N@) =

N2U_
n

2
s ~
(b) N?— es un estimador insesgado de V (Ny).
n
Si y es una variable dicotémica (y; = 1 si la unidad poblacional i tiene cierta cualidad, y; = 0
si no la tiene), media muestral coincide con proporcién muestral y media poblacional coincide
con proporcién poblacional. Asi los siguientes resultados son inmediatos:

Corolario 3.2 (estimacién de la proporcién) .

(a) La proporcién muestral p es un estimador insesgado de la proporcién poblacional p en
m.a.s.r.

b) V() o> p(l—p) pg

n n
noo . . P pq .
(c) s? = —Pgesun estimador insesgado de 0? = pq y ademds V (p) = —esun estimador

insesgado de V(p) = s

3.3 Tamano de la muestra en la estimacion de la media en m.a.s.r.

Se planteard ahora el problema de determinar el tamano muestral para obtener determinada
precisién o coste en muestreo aleatorio simple con reemplazamiento, en estimacién de la media.

Para la estimacién del total o proporcién, pueden aplicarse pequenas modificaciones.
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Dada una poblacién de tamano N en la que queremos estimar 7 se plantea el problema de
determinar el tamano muestral n para obtener una determinada precisién Esta precisién puede
ser prefijada en términos de error de muestreo, error relativo de muestreo, error de muestreo
absoluto o en otros términos. Generalmente en m.a.s.r. es necesario tener una estimacién previa,
a partir de informacién sobre la poblacién (histérica o muestras piloto), de la desviacién tipica
poblacional o de la caracteristica de interés y. Llamaremos a esta estimacién . Supondremos
normalidad del estimador, que se cumple con n suficientemente grande, por el Teorema Central
del Limite.

3.3.1 Tamano muestral con error de muestreo prefijado

Se plantea el problema de determinar cudl es el tamano muestral minimo necesario para obtener
un valor de error de muestreo=¢.en estimacién de la media en m.a.s.r. Como el error de
muestreo es

\/WZ\/V@)ZWE%7

~ ~2

o o
basta hacer — = ¢ y por lo tanto n = —;.

vn

3.3.2 Tamano muestral con error de muestreo relativo prefijado

Se trata de determinar cudl es el tamano muestral minimo necesario para obtener un valor de
error de muestreo relativo=¢.en estimacién de la media en m.a.s.r. Se supone que se dispone
de una estimacién previa § de la media poblacional, de una muestra piloto. Como el error de
muestreo relativo

Ve & 2
p=—"—F=—~ U/!ﬁ y por lo tanto n = UAZ_
Yy Yy ¢2g

3.3.3 Tamano muestral con error de muestreo absoluto prefijado

El problema es ahora determinar cudl es el tamano muestral minimo necesario para obtener
un valor de error de muestreo absoluto=e.en estimacion de la media en m.a.s.r. Se conoce el
nivel de confianza «, y se supone normalidad, con lo que z,/2 es conocido. Como el error de
muestreo absoluto

—~ 22 6_\2
€= Za/2\/ V(y) ~ 24/20/+/n y por lo tanto n = a/_22
e
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[Ejemplo 3.3.]

En una poblacién de tamano N = 1000 se desea estimar la media poblacional. Se dispone de infor-
macién de una muestra piloto que permite estimar la varianza poblacional como 52 = 7, vy la media
poblacional como ig} = 25. Calcular el minimo tamafio muestral necesario para la estimacion en los
siguientes supuestos:

a) El error maximo de muestreo es de ¢ = 0.25.
b) El error méximo relativo de muestreo es de ¢ = 0.05.
c¢) El error maximo absoluto de muestreo es de e = 1.5, con un grado de confianza de a = 0.05.

d) Con la ayuda de un programa informatico, presentar los diferentes errores de muestreo obtenidos
paran =1,2,...,10.

e) Presentar una grafica de la evolucién del error absoluto de muestreo, respecto a n.

~2
o 7
A= = g~ M2
~2
o 7
b == = = 4,4 =
) p57  0.05% 252 8=n=95
22007 1.96%-7
c)n = = =119

e? 1.52

d) El recurso de utilizar un ordenador para seleccionar el tamano muestral es a menudo més 1til
que recurrir a las férmulas, pues éstas no siempre se pueden deducir tan ficilmente, y ademds tablas
como la que se va a presentar ofrecen informacion de gran utilidad practica para seleccionar el tamafio
muestral, combinada posiblemente con los costes asociados al tamano n.

La programacién consiste en un bucle de n =1 hasta 10, calculando dentro del bucle los tres errores
de muestreo para el n en curso. El programa serfa algo as{ como:

nfin=10,sigma2=7,mediay=25,zeta=1.96

repetir desde n=1 hasta n=nfin
el=sqroot(sigma2/n)
e2=el/mediay
e3=zetaxel

fin_repetir

n Error Error Error
de muestreo de muestreo de muestreo
relativo absoluto
1 2.65 0.11 5.18
2 1.87 0.07 3.67
3 1.53 0.06 2.99
4 1.32 0.05 2.59
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5 1.18 0.05 2.32
6 1.08 0.04 2.12
7 1.00 0.04 1.96
8 0.94 0.04 1.83
9 0.88 0.04 1.73
10 0.84 0.03 1.64

Tabla 3.1. Errores de muestreo para diferentes tamafios muestrales.

e) El programa anterior, llevando n hasta un nimero suficientemente alto, nos permite representar
graficamente el error de muestreo absoluto (semianchura del intervalo de confianza).

Figura 3.1. Error de muestreo absoluto en funcién de n.

Se observa que a partir de un cierto n el error de muestreo no desciende de manera muy significativa,
con lo cual se intuye que a menudo, para estimar ciertas cantidades poblacionales, la muestra no
necesita ser excesivamente grande, pues esto aumentaria mucho los costes obteniéndose una precision
muy similar.

[Ejemplo 3.4.]

En el Ejemplo 2.2 , supongamos que se realiza muestreo aleatorio simple con reemplazamiento y se

desea calcular el error de muestreo dependiendo del nimero de unidades tomadas. En estos datos,

4.43
o = 4.43. Si tomamos n = 1 unidades, el error de muestreo serd - - = 4.43. Si tomamos dos

NG
4.43

unidades, el error de muestreo serd 7 = 272 _ 3.13. Realizando una tabla como la del ejemplo
vnoo V2

anterior, tenemos:

Error de muestreo
4.43
3.13
2.55
2.21
1.98

adh w N B
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6 1.80
7 1.67
8 1.56
9  1.47
10 1.40

Tabla 3.2. Errores de muestreo para diferentes tamafos muestrales.
Algunas puntualizaciones son necesarias en este momento:

1) En muestreo con reemplazamiento, el tamano de la muestra puede ser superior al de la poblacién,
pues se pueden repetir items.

2) Si se toma una muestra de tamano n = 1, se puede estimar la media poblacional , pero no se
puede estimar la varianza del estimador ni por lo tanto la precisién de nuestra estimacién, pues s2
no se puede calcular. Esto ocurre en general en todos los tipos de muestreo, y es particularmente
importante en casos en que la poblacion se subdivide (muestreo estratificado o por conglomerados),
pues si se requieren estimaciones de errores por subdivisién serd necesario un tamano minimo de n = 2
en cada subdivisién.

[Ejemplo 3.5.}

Daremos un ejemplo de simulacién para observar la distribucién de la variable aleatoria media muestral
? en el ejemplo 2.2 de los drboles. Supongamos que se obtiene una muestra de tamano n = 3 mediante
muestreo con reemplazamiento y se calcula la media muestral 5 Este proceso se realiza 100 veces, y se
obtiene el histograma de la Figura 3.2, que representa una aproximacién a la forma de la distribucién
de probabilidad de 57\ Segun se observa, el estimador aparece como normalmente distribuido, lo que
justifica el uso de los intervalos de confianza habituales para la media poblacional. Obsérvese también
que la esperanza de 5 estd en torno a 12.75, que es la media poblacional, pues /ﬁ es un estimador
insesgado.

307

207

10]

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Frecuencia

Figura 3.2. Distribucién de @ con n =3y m.a.s.r. en el ejemplo de los &rboles.
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[Ejemplo 3.6.]

El proceso de determinaciéon del tamano muestral no debe tomarse como algo rigido, aplicando de
manera automdtica las férmulas descritas, sino que éstas deben ser un punto de referencia, pero
tomando en cuenta también costes, problemas de trabajo de campo, medicién, etc.

Veremos un ejemplo del proceso préactico empleado, teniendo en cuenta las férmulas presentadas.

Supongamos, a modo de ejercicio tedrico, que se desea estimar la longitud media de costa de las
provincias costeras espanolas. La poblacion, es decir, la informacién de las 22 provincias costeras, se
presenta en la Tabla 3.1. Asumamos que estamos interesados en que la semianchura del intervalo de
confianza sea aproximadamente de 40 km. con un grado de confianza de 95%. Es decir, la muestra
nos debe permitir decir que aproximadamente esa longitud media que queremos estimar estd entre 40
km. arriba o 40 km abajo de nuestra estimacién, con un grado de confianza del 95%.

Para ello, se debe tomar en primer lugar una muestra piloto , de bajo coste, pues hay que estimar o
para calcular el tamano muestral a partir de la férmula correspondiente. Se decide tomar esta muestra
con tamano de 2 provincias. Supongamos que son seleccionadas Almeria y Barcelona. La media de
longitud de estas dos provincias es %(249 + 161) = 205. Entonces la desviacién tipica estimada se
puede calcular como la cuasidesviacién tipica muestral por ser un estimador insesgado. En este caso

es g = 8§ = \/2%1[(249 —205)2 + (161 — 205)?] = 62.2. De modo que para que el error absoluto de

~2
muestreo sea e = 40 ha de ser n = 232220 = (1'96):0(262'2)2 = 9.28.
Provincia Km. Provincia Km.
Guiptzcoa 92 Almeria 249
Vizcaya 154 Murcia 274
Cantabria 284 Alicante 244
Asturias 401 Valencia 135
Lugo 144 Castellén 139
Coruna (A) 956 Tarragona 278
Pontevedra 398 Barcelona 161
Huelva 122 Girona 260
Cédiz 285 Balears(Illes) 1.428
Milaga 175 Palmas(Las) 815
Granada 79 Tenerife 768

Tabla 3.3. Longitud de km. de costa en las provincias costeras espaﬁol&§ Portela. M. Villeta
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Como se ha constatado en anteriores ejemplos, es més informativo obtener la tabla de errores absolutos
en funcién de n, presentada en la Tabla 3.4.

Se decide entonces tomar una muestra de n = 10 provincias.para examinar sus tamanos de costa y
estimar la media poblacional.

Una vez determinado el tamano muestral a tomar se realiza el muestreo m.a.s.r. Supongamos que las
10 provincias escogidas son sucesivamente Cédiz, Granada, Cantabria, Asturias, Granada, Valencia,
Tarragona, Valencia, Lugo, Almerfa (obsérvese que hay repeticiones pues se trata de m.a.s. con
reemplazamiento).

Para esta muestra la media muestral es /*3; =206.8, s> = 11484, y s = 107.

Al realizar un intervalo de confianza al 95% con estos datos , se observa que el error absoluto de

o 107
muestreo queda estimado en e = 2:,1/2i = 1.96—= = 66.4, muy lejos del e = 40 que nos sirvi6

Vn V10

inicialmente para determinar el tamano muestral.

Evidentemente se trata de una estimacién del error absoluto de muestreo . A pesar de ello, como el
o estimado de esta muestra es mds fiable que el de la muestra piloto, por estar basado en una muestra
de tamafio mayor, n = 10 frente a una muestra de tamano n = 2, hay que deducir que la semianchura
del intervalo estd mds cerca de 73.62 que de 40, por lo que no se ha conseguido el objetivo prefijado
de precision.

Igualmente la tabla de errores de muestreo presentada anteriormente no es muy fiable, por estar basada
en 0 = 62.2. De este ejemplo se deduce que la determinacién del tamano muestral no es un problema
sencillo ni que se debe tratar de manera automética. La variabilidad de la variable en cuestién, y la
estimacion de esta variabilidad afecta mucho a los resultados.

Como ilustracién, la media poblacional de las 22 provincias es § = 291.56, y la desviacién tipica es
o = 247.70, lejos de las estimaciones piloto (¢ = 62.2) y muestral (¢ = s = 107). Acudiendo a los
datos, se observa que la presencia o ausencia de la provincia Islas Baleares en la muestra (con 1428
km de costa), afecta en gran medida a cualquier estimacién tanto de la media como de la varianza.

n Error de muestreo
1 122
2 86.2
3 70.4
4 61.0
5 54.5
6 49.8
7 46.1
8 43.1
9 40.6
10 38.6
11 36.8
12 35.2
13 33.8
14 32.6
15 31.5
16 30.5
17 29.6
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18  28.7
19 28.0
20 27.3

61

Tabla 3.4. Errores de muestreo para diferentes tamanos muestrales.

3.4 Tablas de férmulas

MUESTREO ALEATORIO SIMPLE CON REEMPLAZAMIENTO
Pardametro poblacional I Ny P
Estimador y=—> v | Ny P=—> Ui
n =1 " i=1

2 2
Varianza 7 N2 | K

n n | n

2 2 o
Estimador de la varianza | — N2 V(p) = P

n n n—1

TAMANOS MUESTRALES EN m.a.s.r.

Errores o costes prefijados | Tamano muestral (media) | Tamano muestral (proporcién)
92 —~ PR
o= VG % p(l¢2 D)
B Vv 52 (1-7)
T 7 iz
= z2/26\2 23/213\(1 —p)
€= 2421/ V(¥) o2 2

3.5 Obtencién de muestras por m.a.s.r. con SAS

En el paquete estadistico SAS, se pueden extraer muestras por m.a.s.r. de dos modos: por
programacion directa y mediante la utilizacién del procedimiento proc surveyselect . Se veran
a continuacién las dos maneras:

3.5.1 Mediante programacién directa

Supongamos que los datos estdn en el archivo SAS temporal llamado datos, que tiene N ob-
servaciones. Se supone que el archivo contiene una variable de identificacion de las unidades
elementales, que llamaremos en general ID.

© J. Portela, M. Villeta
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El programa de obtencién de una muestra por m.a.s.r. consiste en generar un niimero aleatorio
uniforme y entero entre 1 y N, que indicaré la observacién a leer. Se leera esta observacion y se
guardard en el archivo que llamaremos "muestra". Este procedimiento se repetird n veces, de
manera que en el archivo llamado "muestra" habré finalmente n observaciones obtenidas por
m.a.s.r. Suponiendo N = 50, y n = 10, este programa puede ser:

data muestra;

do i=1 to 10;
obse=int (ranuni (1234567)*50+1) ;
set datos point=obse;
output;

end;

stop;

run;

proc print data=muestra;run;

Al disponer de la variable de identificaciéon ID, una vez que el SAS nos presenta el listado de
las observaciones escogidas por m.a.s.r. mediante el procedimiento print, se podria pasar a
la fase del trabajo de campo consistente en acceder a las observaciones escogidas y recolectar
informacioén en cada una de ellas para pasar al proceso de estimacion.

3.5.2 Mediante el Procedimiento Surveyselect

El procedimiento surveyselect con la opcién method=urs genera muestras por m.a.s. con reem-
plazamiento. La sintaxis bésica es:

proc surveyselect data=poblacion out=muestra method=urs n=tama\U{fl}o
outhits seed=semilla;
run;

La opcién outhits especifica que si una observacién es elegida varias veces, aparezca repetida en
el archivo muestral. Si no se indica la opcién outhits, la observacién aparece una vez, aunque
en el archivo muestral estard también presente la variable Numberhits que indica el nimero de
veces que ha sido seleccionada cada observacién.

Seed=semilla indica la semilla de aleatorizacién. Sino se utiliza esta opcidn, la semilla utilizada
es el valor en el momento del reloj del ordenador.

Asumiendo que los datos estan en el archivo SAS temporal llamado datos, con N = 50 obser-
vaciones, y se desea una muestra de n = 10 observaciones obtenidas por m.a.s.r., el programa
SAS que genera el archivo llamado "muestra" que contiene esas observaciones muestrales serd

A continuacién ya se podria utilizar el proc surveyselect para obtener muestras por m.a.s.r.:

proc surveyselect data=datos out=muestra method=urs n=10 outhits;

run,
© J. Portela, M. Villeta
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3.6 Estimacion en m.a.s.r. con SAS

3.6.1 Estimacién con el Procedimiento Surveymeans

Estos céalculos se pueden realizar utilizando el procedimiento surveymeans.
Estimacion de la media o proporcién

A continuacion se utilizaria el procedimiento surveymeans con las opciones bésicas. Suponiendo
que la variable de interés se llama y en el archivo muestra, y nos interesa la estimacién de su
media (o proporcidn si y es una variable 0-1):

proc surveymeans data=muestra;
var y;
run;

que aporta la estimacién de la media o proporcién, la desviacién esténdar del estimador (raiz
cuadrada de la varianza estimada, calculada tal y como aparece en las férmulas de las tablas)
y el intervalo de confianza al 95%.

Estimacion del total

Si lo que interesa es la estimacion del total, serd necesario, en el proc surveymeans, utilizar

la variable de peso con valor constante — creada con el nombre SamplingWeight por el proc

n
N 50

surveyselect. En el caso que nos ocupa, — = 0= D.
n

En el procedimiento surveymeans se debe especificar esta variable de peso (weight Sampling-

weight) y que lo que interesa es la estimacién del total (opcién sum):

proc surveymeans data=muestra sum;
weight samplingweight;

var y;

run;

obteniendo la estimacién del total, desviacion estdndar del estimador e intervalo de confianza
al 95%.

Si el archivo de muestra no proviene del proc surveyselect, se debe anadir la variable de peso
al archivo. Para no anadir confusién, la llamaremos también samplingweight , ddndole el valor

tant o 5
constante — = — = b
n 10

data muestra;
set muestra;
Samplingweight=5;
run;
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A continuacién ya se utiliza el proc surveymeans como se ha visto:

proc surveymeans data=muestra sum;
weight samplingweight;

var y;

run;

Otra posibilidad alternativa, més sencilla y directa de utilizacién, es utilizar la macro masr,
creada, como todas las macros que se verdn en este libro, por los autores del mismo.

3.6.2 Estimacion con la macro estimasr

La macro estimasr presenta en la ventana output los estimadores y sus varianzas. Su sintaxis
es la siguiente:

%estimasr(archivo,variable,npobla,z);

Donde:
archivo es el archivo de datos SAS que contiene la muestra.
variable es la variable de interés, sobre la cual se desea obtener estimaciones.

npobla es el nimero de observaciones poblacional N ( se utiliza solamente para la estimacién
del total).

z es una variable indicador con valor z=1 si el archivo de muestra proviene de un surveyselect
SIN la opcién outhits y z=0 si no es asi.

Una aplicacién de esta macro con los niimeros anteriores, suponiendo que los datos provienen
de un proc surveyselectsin la opcién outhits, serfa:

%estimasr (muestra,y,50,1);

Recordemos que el archivo SAS con los datos muestrales se denominaba exactamente "muestra".
Y si no se supone que los datos provienen de un proc surveyselect:

hestimasr (muestra,y,50,0);

En la ventana output aparecen los estimadores para la media (o proporcién si e una variable 0-
1) y para el total, junto con sus varianzas, desviaciones tipicas (llamadas desviaciones estandar
en la salida) e intervalos de confianza.

Estos intervalos calculados por el SAS pueden llevar a confusion, pues estan calculados a partir
de la distribucién t de Student, y no de la distribucién normal. Concretamente, en lugar de
Zaj2 se utiliza ¢, 1 /2, donde este valor representa el valor que deja a su derecha g Z 2.en una, t

riela,
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de Student con n — 1 grados de libertad. Para n > 30 la proximidad de la distribucién Normal
a la t de Student es ya muy alta.

En todo caso, si se desean calcular los percentiles de las distribuciones normal o t de Student
con SAS para construir intervalos de confianza, se pueden utilizar las funciones probit y tinv.
En el siguiente ejemplo se calcula el percentil zg 25 de una normal (es decir, @ = 0.05). Como
la funcién probit(p) calcula el punto que deja a su izquierda el valor p, hay que poner probit(1-
0.025) =probit(0.975). Igualmente se aplica la funcién tinv(p, n) para calcular el punto t, 1 q /2.
Si se desea calcular tg 025, hay que poner tinv(0.975,9) :

data;
xnormal=probit (0.975) ;
xtstudent=tinv($0.975,9);$
put xnormal= xtstudent=;
run;

En la ventana LOG sale:
xnormal=1.9599639845 xtstudent=2.2621571628

con lo que se aprecia la diferencia, que lleva en realidad a intervalos més anchos (estimacién
més conservadora) al utilizar la t de Student. Recordemos que esta distribucién fue creada
para tratar problemas con muestras pequenas, para las cuales existen estas diferencias.

En el resto de este libro se utilizara por defecto la aproximacién normal con &nimo de simplificar,
aun a sabiendas de que en muchos casos puedan existir aproximaciones un poco mas precisas.
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3.7 Ejercicios resueltos

[Ejercicio 2.1.)

Se realiza un proceso de muestreo m.a.s.r. con tamano n = 8 en una poblacién de 100 vacas para
estimar la cantidad promedio de leche que producen al mes y si han tenido cierta enfermedad.
Las vacas fueron numeradas de 1 a 100 antes de tomar la muestra. Los datos recogidos son
los siguientes:

Vaca | Leche | Ha tenido enfermedad | Vaca | Leche | Ha tenido enfermedad
5 40 SI 52 38 ST
23 35 NO 64 51 NO
36 50 NO 71 23 NO
36 50 NO 92 28 SI
Se pide:

a) Estimar la media de litros producidos al mes por las vacas y dar un intervalo de confianza
al 95%. Estimar también el total de litros producidos por las 100 vacas y dar un intervalo de
confianza al 95%.

b) Estimar la proporcién de vacas que ha tenido la enfermedad y dar un intervalo de confianza
al 95%.

c¢) Asumiendo los datos muestrales de la tabla como la tinica informacién de que disponemos,
decir qué tamano muestral deberfa tomarse, cuando se quiere estimar la media poblacional de
1 produccién de leche por vaca, en cada uno de los siguientes casos:

cl) Para obtener un error de muestreo de 2.36
c2) Para obtener un error de muestreo relativo de 0.05

c3) Para obtener un error de muestreo absoluto de 3.25, asumiendo « = 0.05.

c4) Presentar, mediante un programa en SAS, la tabla de errores de muestreo, relativo y abso-
luto con a = 0.05, a medida que aumenta n, en el caso de estimacién de la proporcion.

a) Hay que recalcar que por tratarse de muestreo con reemplazamiento, pueden repetirse las observaciones. En
caso de repeticién hay que considerar la repeticién de la observacion en el célculo de los estimadores (si no, no
serfan insesgados).

La estimacién de la media de litros de leche producidos al mes es

NIE

~ 1
T=— vy =39.37
n

i=1
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La varianza estimada del estimador es

V@) === ————= > (i —7)* = 13.92

52 1 n ~
no nn-1)=

Y por lo tanto el intervalo de confianza al 95% es

7 —1.961/V(@),7 + 1.961/V (7)) = (32.05, 46.68).

Para el total, basta multiplicar la estimacién de la media por N y la de la varianza por N2 :

2
El estimador del total es Ny = 3937.5 y su varianza estimada es N2ti = 139263.
n

El intervalo de confianza es
(3937.5 — 1.964/139263, 3937.5 — 1.961/139263) = (3205, 4668).

En realidad, el intervalo de confianza se puede comprobar que se puede calcular asi:

(NG — 1.964/ N2V (), 7 + 1.961/ N2V (7)) =
=(N[g — 1.961/V (@), N[7 + 1.961/V(#)]).

b) Para el caso de la proporcién, se denota por y; = 1 si la vaca ha tenido la enfermedad y y; = 0 si no. La
estimacién de la proporcién, cdlculo de varianzas e intervalo de confianza se realizan asi:

N ]_ n 3
=— i = — = 0.375
PTnAY TS
y la varianza
T
V(p) = — 0.033.

El intervalo de confianza, suponiendo la aproximaciéon Normal , es:

(B — 1.96y/V(§), 7 + 1.961/V(p)) = (0.0189,0.73).

c)

c1) El error de muestreo se cifra en la desviacién tipica del estimador, es decir: ¢ = /V () = 2.36. Esto es
equivalente a

~ o? o?
7) = 2.362 lo tant — = 2.362 = — .
V(9) 36° y por lo tanto, a n 36y n 5362

2 por s2, que se calcula en el ejercicio por ser

Como no tenemos més informacién que la muestra

obtenida, aproximaremos o

2
% —13.92 — 2 = 111.36

52
dan = ~ 20.
y queda n 5362
6_\2
También se podia haber aplicado directamente la férmula de la tabla n = ?, con 52 = s2.

¢2) En este caso, el error de muestreo relativo es
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VV®) , 52 111.36
¢ = . = 0.05 y como se ve en la tabla de férmulas, queda n = ¢2§2 = 005239372 — 28.7 con lo cual

habrfa que tomar al menos n = 29 para intentar garantizar ese nivel de error.

— 22,57
c3) El error de muestreo absoluto es e = z,/21/V(y) = 3.25 y acudiendo a la férmula, n = /2 =

e2
1.962111.36
3.252

= 40.5. Con lo cual ciframos n = 41 para intentar garantizar como méximo ese nivel de error.

c4) El programa podria ser asf:

data;
p=0.375;
put ’n’ @10 ’Error’ Q@20 ’E.relativo’ @31 ’E.absoluto’ /;
do n=2 to 100;

var=px(1-p)/(n-1);

el=var**0.5;

e2=var/p;

e3=1.96* (var**0.5) ;

put n @10 el 4.2 020 e2 4.2 Q@31 e3 4.2;
end;
run;

La salida, obviando los datos centrales, es

n Error E.relativo E.absoluto
2 0.48 0.63 0.95
3 0.34 0.31 0.67
4 0.28 0.21 0.55
5 0.24 0.16 0.47
96 0.05 0.01 0.10
97 0.05 0.01 0.10
98 0.05 0.01 0.10
99 0.05 0.01 0.10
100 0.05 0.01 0.10

Hay que remarcar que hay nivel de error distinto de cero aunque se tomen muestras de tamano 100, pues es
muestreo con reemplazamiento. En muestreo sin reemplazamiento, obviamente, al tomar muestras de tamano
n = N = 100 no habria error de muestreo pues ya se tendria toda la poblacién.

[Ejercicio 2.2.]

En un estudio de pesca realizado en un lago, se pescan peces uno a uno, se mide su longitud en
centimetros y especie y se devuelven al lago (vivos). El proceso se repite 10 veces, esperando
una hora entre cada vez. Se obtienen los siguientes datos:
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Especie Longitud Especie Longitud
CARPA 21 CARPA 20
TRUCHA | 23 CARPA 23
CARPA 10 CARPA 23
CARPA 28 TRUCHA | 15
TRUCHA | 29 TRUCHA | 25

a) Dar un intervalo de confianza aproximado al 95% para la proporcién de truchas en el lago.

b) Dar un intervalo de confianza aproximado al 95% para la media de la longitud de las truchas
en el lago.

c¢) Dar un intervalo de confianza aproximado al 95% para la media de la longitud de las carpas
en el lago.

d) Dar un intervalo de confianza aproximado al 95% para la media de la longitud de los peces
del lago.

e) Realizar los apartados anteriores con la macro estimasr en el SAS (salvo los I. de confianza).
f) ¢Es posible estimar el nimero de peces en el lago?

g) {Cuantos peces habria que muestrear aproximadamente para tener 10 truchas con una prob-
abilidad al menos de 0.907

h) Por razones ecoldgicas, se desea estimar con un grado de fiabilidad muy alto la proporcién
de truchas en el lago. Concretamente, se desea que la verdadera proporcién esté , con un grado
de confianza del 99%, en un intervalo de anchura como mucho 0.2. ;Cudntos peces habrd que
pescar?

a) Al devolverse los peces al lago, se estd realizando muestreo con reemplazamiento. Se asume también que
todos los peces tienen la misma probabilidad de ser pescados.

Denotando por y; = 1 si el pez es una trucha, e y; = 0 si no, la proporcién estimada es:
n 4

> i = 0.40.
i=1

y la varianza del estimador es:

g 04-06
Vip) = 2L = o = 0.02666.

El intervalo de confianza, suponiendo la aproximaciéon Normal , es

—196\/73/—&-196\/7 (0.08,0.72).
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b) Concretamente, el muestreo de truchas se ha realizado con reemplazamiento y con igual probabilidad (es
decir, todas las truchas tienen la misma probabilidad de ser escogidas). Por tanto se pueden aplicar las férmulas
usuales a la submuestra de truchas.

Llamando y a la longitud, se obtiene:

~ 1 Ntruchas 1
ytruchas = Z Yi = *(23 + 29+ 15+ 25) =23
Niruchas i=1 4

La varianza estimada del estimador es

~

14 (ytruchas ) =

1 Ntruchas

1 Z (yl - Ejtruchas)2 = 8.666
) =1

Struchas _

Ntruchas Ntruchas (ntruchas -

Y por lo tanto el intervalo de confianza al 95% es (17.23,28.77).
¢) Realizando las mismas operaciones, con ncarpas = 6, queda

Ycarpas = 20.8333

o~ o~

V<ytruchas) =5.9611
y el intervalo de confianza es: (16.04,25.62).

d) Para todos los peces, se utilizan todas las observaciones y n = 10. Tenemos:

y el intervalo de confianza es: (18.15,25.24).

e) Para utilizar la macro se pueden crear tres archivos de datos en un solo paso data: el que contiene todos los
peces, el de truchas y el de carpas:

data todos truchas carpas;
input especie $ long;

if especie=’CARPA’ then do;y=0;output carpas;end;
else do;y=1;output truchas;end;
output todos;

cards;

CARPA 21

TRUCHA23

CARPA 10

CARPA 28

TRUCHA 29

CARPA 20

CARPA 23

CARPA 23

TRUCHA 15

TRUCHA 25

>

La variable y es la que servird para la proporcién, y la variable long para la longitud. Para cada estimacién se
)
procede con un archivo. Al no constar el nimero de peces en el lago, se deja a missing su casilla en la macro:

Estimacion de la proporcién de truchas:
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%estimasr(todos,y,.,2);

Estimacién de la media de la longitud de truchas:
%estimasr(truchas,long,.,2);

Estimacién de de la media de la longitud de carpas:
hestimasr(carpas,long,.,2);

Estimacion de de la media de la longitud de peces:
%estimasr(todos,long,.,2);

f) Existe un método de muestreo que se denomina muestreo de captura-recaptura. Habria que marcar (con una
argollita o metal) los n; peces pescados en esta tanda, volver a pescar otro nimero ns de peces en una segunda

tanda, y contar el nimero k de peces de la segunda tanda que estaban marcados. Entonces se estimaria el
~  nn
nimero N de peces en el lago por N = 1I€ 2

g) Es un ejemplo de aplicacién probabilistica de los resultados obtenidos con el muestreo. Se ha estimado
por p = 0.40 la proporcién de truchas en el lago. Muestrear peces hasta que aparezcan 10 truchas cuando la
probabilidad de que aparezca una trucha es p, es un experimento cldsico modelizado por la distribucién Binomial
Negativa: una variable con distribucién Binomial Negativa indica el nimero de fracasos antes del r-ésimo éxito.
Denotando por nimero de fracasos el nimero de peces pescados=n y el r-ésimo éxito la décima vez que aparece
una trucha, podemos obtener la probabilidad de cada n.

Se puede obtener la tabla de estas probabilidades con la funcién probnegh(p,n,m) del SAS, que da la probabilidad
de tener menos de m fallos antes del n-ésimo éxito. Realizando un bucle variando m:

data;

do m=10 to 30;
p=probnegb(0.4,10,m);
put m= p=;

end;

run;

Se obtiene que la probabilidad es mayor que 0.90 a partir de m = 23 peces pescados.

h) Al fijar la anchura del intervalo a 0.2, se estd diciendo que la semianchura es z,/2+/V (D) = 7 = 0.1. Como
22/21/7\(1 - ]/)\)
en este caso 1 —a =0.99 y a = 0.01, z, /5 = 2.57, se puede aplicar la férmula deducida: n = ———5—— con
e
e=0.1.

Como tenemos una estimacién de p = 0.4 a través de la muestra, se obtiene que

2.5720.24

01z - 158 peces.
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[Ejercicio 2.3.]

Se dispone de una poblacién con 4 unidades w1, us, us, uy . Se desea utilizar m.a.s.r. con n = 3.
Responder a las siguientes preguntas:

a) Si se tiene en cuenta el orden, jcudntas muestras posibles hay?
b) ;Cuél es la probabilidad de obtener la muestra (uy, us, us) si se tiene en cuenta el orden?.
¢) ;Cual es la probabilidad de que la muestra contenga el items u;7;Cudl es la probabilidad de

que la muestra contenga a los items uy y usz? Si el muestreo se realiza con n = 4, jcudl es la
probabilidad de que las cuatro unidades estén en la muestra?

a) Recurriendo a las expresiones de combinatoria vistas en el tema anterior, hay N = 4% = 64 muestras con
reemplazamiento, teniendo en cuenta el orden.

b)Si se tiene en cuenta el orden, la probabilidad de cada muestra es

1 1
P((u1,u1,u2)) = N B 0.015625.

c¢) La probabilidad de que la muestra contenga el item u; es la probabilidad de inclusién de primer orden, igual

para u; que para los demds, es decir, 1y =mp =73 =74 =1— (1 — N)" = 0.578.

La probabilidad de inclusién de us y us es igual para todo i, 7, y es

1 2
oy =m; =1 —2(1— N)” +(1- N)” = 0.28125.
Si el muestreo es con n = 4, se puede recurrir al cdlculo de probabilidades para calcular la probabilidad de que
todos caigan en la muestra. Si se tiene en cuenta el orden, con n = 4, hay exactamente n! muestras con los
items wuy, us, us, uy (es decir, todas las ordenaciones posibles de esos items). Como teniendo en cuenta el orden,

con N =4y n=4hay N"* = 4* = 256 muestras, y teniendo en cuenta el orden todas tienen igual probabilidad

! 4!
N la probabilidad de que en la muestra estén los items uy, us, us, ugq €s % = o6 = 0.09375.

[Ejercicio 2.4.]

En una barraca de feria donde se dispara con escopeta de balines, aparecen patitos que salen
al azar con igual probabilidad y pudiéndose repetir. Cada vez que sale uno el jugador, que es
muy buen tirador, acierta. El nimero de patitos diferentes son tres. El primero vale 5 puntos,
el segundo 10 y el tercero 15. El jugador sélo dispone de dos disparos.

Estudiar la distribucién del estimador insesgado de los puntos promedio que hara el jugador.
Realizar los cdlculos en primer lugar teniendo en cuenta el orden, y seguidamente sin tenerlo
en cuenta. Verificar que el estimador es insesgado para la media de los puntos.

Se presentan a continuacién los valores de 3§ para cada muestra y teniendo en cuenta el orden:
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<)

Muestra Prmuestra

(1,1) 5 1/9

(1,2) 75 | 1/9

(1,3) 10 |1/9

(2,1) 75 | 1/9

(2,2) 10 |1/9

(2,3) 125 | 1/9

(3,1) 10 |1/9

(3,2) 125 | 1/9

(3,3) 15 | 1/9

La distribucién de f es:

)

5 | 1/9

75 | 2/9

10 |3/9

12.5 | 2/9

15 | 1/9

|
Si no se tiene en cuenta el orden, las probabilidades de cada muestra se calculan segin la expresién nz .
N ] kit
| 21 =t
! ! 1
Por ejemplo, para la muestra {1,1}, se tiene P({1,1}) = 2 _ Z mientras que para la muestra
z 322! 9
No [T k!
i=1
{1,3} es
n! 2! 2
P({173}) = z = 32111! = §
N7 T k! o
i=1
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<)

Muestra Prmuestra

{1,1} |5 1/9

{1,2} |75 |2/9

{1,3}y |10 |2/9

{2,2} 10 |1/9

{2,3} 125 | 2/9

(3,3} |15 |1/9

La distribucién de 7 es:

0
5 | 1/9
75 | 2/9
10 | 3/9
125 | 2/9
15 | 1/9

que por supuesto es igual a la obtenida teniendo en cuenta el orden.

Para verificar que el estimador es insesgado para la media poblacional de los puntos, que es j = %(5 +10+15) =
10, hay que calcular la esperanza de la distribucién del estimador. Esta es:

~ 1
E(@)=5(+2:75+3:10+2:125+15) =10 =7,

[Ejercicio 2.5.}

En una granja que tiene 1000 pollos se ha pesado una muestra obtenida por muestreo aleatorio
simple con reemplazamiento 15 pollos. De estos, 8 tenfan cierta enfermedad. Llamando y; al
peso del pollo ¢, se han obtenido los siguientes datos para el total de pollos muestreados:

15 15
Yoy =34y >yl = 140.

i=1 i=1

Para los pollos enfermos, se tiene
8 8

>yi=15y > yi =29

i=1 i=1

Suponiendo correcta la aproximacién normal,

a) Presentar un intervalo de confianza al 95% para la media del peso de los pollos en general.
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b) Presentar un intervalo de confianza al 95% para la proporcién de pollos enfermos.

c¢) Presentar un intervalo de confianza al 95% para la media del peso de los pollos enfermos .

d) Presentar un intervalo de confianza al 95% para la media del peso de los pollos enfermos .

a) El estimador de la media es? = % 1251 y; = 2.267. Para el estimador de la varianza del estimador, calcularemos

en primer lugar s :

2oL (SR 15%) = 4.
15-1'4

s2

Luego ‘7@) == 0.30.
El intervalo de confianza sera (2.267 — 1.961/0.30, 2.267 + 1.964/0.30) = (1.19, 3.34).

~ 8 . . .
b) La proporcién muestral es p = 5= 0.533. Por lo tanto el estimador de la varianza del estimador es

V() = ﬂl = 0.0177.

El intervalo de confianza es (0.533 — 1.964/0.0177,0.533 4+ 1.96+/0.0177) = (0.27,0.79).

~ 18
¢) Anglogamente al apartado a), se obtiene una estimacién de § = 3 Y yi=1875y
i=1
2 L3, o2 oo~ 82 ,
st = ﬁ(z y? — 8y ) = 0.125.Con lo que V(y) = o= 0.156 y el intervalo de confianza es (1.63,2.12).
—li=1

K2

15 8 7 7
d) Para los pollos sanos, como Y. y; = 34y > y; = 15, se tiene y; = 34 — 15 = 19 y ademds, > y? =
i i=1 =1 i=1

=1 7
140 — 29 = 121.

Entonces, § = 2.71, s2 = 11.6, y ‘7@) = 1.65, con lo que el intervalo de confianza serfa (0.18,5.23).

[Ejercicio 2.6.]

El archivo SAS 'madrid’ contiene los edificios a construir por municipio en la Comunidad de
Madrid con licencia otorgada en 1999, excluida la capital Madrid (son 179 municipios en total).

a) Utilizar el proc surveyselect para obtener una muestra por m.a.s.r. de 40 municipios. Utilizar
la opcion seed=123456 en el proc surveyselect para obtener la misma muestra aleatoria que
se analizard aqui. Comprobar si hay alguno repetido. Guardar el archivo con el nombre
muestramadrid.

b) Realizar el mismo apartado a) sin incorporar la semilla, y observar varias veces las muestras
obtenidas.

c) Utilizar la macro estimasr para estimar, utilizando el archivo muestramadrid, la media
poblacional de edificios construidos por municipio. Comprobar con el proc means sobre el
archivo poblacional cudl es la media poblacional real. Hacer lo mismo para estimar el total
de edificios construidos en la Comunidad de Madrid (excluida la capital). Comprobar el valor
poblacional.
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d) Utilizando la opcién copiar y pegar, realizar el proceso de extraer una muestra y estimar
con la macro estimasr la media. Utilizar sucesivamente las semillas 12341, 12342, 12343, 12344,
12345. Apuntar la media muestral en cada caso y observar la variabilidad del estimador.

e) Realizar el mismo proceso cambiando el tamano muestral a n = 110 (se puede utilizar el
mismo programa del apartado d), usando buscar y reemplazar n = 40 por n = 130). Comentar.

f) Supongamos que se desea estimar la media con un error de muestreo absoluto de 30, con-
siderando o = 0.05. Utilizando la informacién de muestramadrid como si ésta fuera una muestra
piloto, calcular el valor n* que darfa lugar a ese error de muestreo como.maximo.

g) Utilizando la informacién poblacional, calcular el valor exacto de la varianza del estimador
y el valor n** real que harfa falta en el caso del apartado f).

h) Extraer una muestra de tamano n* con la semilla 1234 y construir un intervalo de confianza
para la media.

El programa para extraer la muestra es:

proc surveyselect data=madrid method=urs seed=123456 out=muestramadrid n=40 outhits;
run;

ejecutando un proc print:

options nocenter;
proc print data=muestramadrid noobs;
var muni edif;

run;
se obtiene:

muni edif
Alcorcon 380
Aldea del Fresno 9
Aldea del Fresno 9
Ambite 8
Belmonte de Tajo 3
Belmonte de Tajo 3
Camarma de Esteruelas 0
Campo Real 43
Cervera de Buitrago 0
Collado Mediano 13
Colmenarejo 125
Fresno de Torote 0
Galapagar 184
Galapagar 184
Grinon 133
Guadalix de la Sierra 0
Guadarrama 136
Manzanares el Real 67
Montejo de la Sierra 0
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Navalafuente 0
Navarredonda y San Mames 0
Navarredonda y San Mames 0
Navas del Rey 16
Paracuellos de Jarama 48
Parla 279
Pinto 102
Rascafria 0
San Lorenzo de El1 Escorial 81
San Lorenzo de El1 Escorial 81
San Lorenzo de El1 Escorial 81
San Sebastian de los Reyes 438
Santorcaz 9
Torrejon de Ardoz 17
Torrelaguna 0
Valdemanco 0
Velilla de San Antonio 0
Villaconejos 12
Villamanrique de Tajo 0
Villamantilla 8
Villanueva de Perales 0

7

con lo que se observa las repeticiones de ciertos municipios que han caido en la muestra (el primero que aparece

repetido es Aldea del Fresno).

b) Se realiza el mismo programa, poniendo otro nombre al archivo de salida y quitando la opcién seed.

c¢) La macro estimasr se compila, y después se ejecuta:

Y%estimasr (muestramadrid,edif,178,2);

obteniendo:

3k >k K K 3K 3K 3K 3K 5k 5k 3k 5k 5k 5k 5k %k %k K 3K 3K 3K 3k 5k 5k %k %k %k 5k >k %k Xk Kk Kk k

ESTIMACION DE LA MEDIA 0O PROPORCION
stk ko ok sk sk sk sk sk ok skok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk skok ko ok sk ok sk sk sk ok ok ok

Estadisticos

Error std de
Variable Media la media

y para el total:

Var de 1la
media
269.989728
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>k >k >k >k 3k 5k 5k 5k ok 5k %k %k %k %k %k %k %k >k >k >k k

ESTIMACION DEL TOTAL
stk ok ok ok ok sk sk sk ok sk sk sk ok kokok sk ok ok

Estadisticos
Desviacion Var de
Variable Suma estandar la suma
edif 10987 2924 .782817 8554355

Los valores poblacionales se obtienen con el proc means:

proc means data=madrid mean sum std;
var edif;
run;

y son: la media poblacional 4 =71.16 y el total poblacional, Ny =12667.

d) Realizando el anélisis , se obtienen las siguientes medias: 123.35, 74.07, 57.37, 128.10, 67.57 . Con lo cual la
varianza del estimador es muy alta. Hay que recordar que se trata de una variable con alta variabilidad (valga
la redundancia) pues la cuasi desviacién tipica poblacional es 145.48, con una media de 71.16.

e) Cambiando a n = 130, se aprecia un cambio en la variabilidad del estimador: 80.67, 58.44, 53.60, 85.52,
2

77.83. hay que recordar que la varianza del estimador es —, que disminuye al aumentar n. Pero no se puede
n

mitigar demasiado el hecho de que S? sea muy alta, como en este caso.

f) Tratando muestramadrid como una muestra piloto, se obtiene la varianza 52 ~ $2=10799.59 mediante un
proc means. Asi, sustituyendo en

. a0 196°10799.50 16
e 302 -

N-1 178 — 1
g) Con la informacién poblacional, se sabe que 02 = N S22 = 178

cuasivarianza poblacional S? = 21166.1, no la varianza).

21166.10 = 21047 (el SAS aporta la

Por lo tanto, se tiene que el verdadero valor de n para obtener un error de muestreo absoluto de e = 30 es

2 2

z g

a/2
n** — /

196221047

- Sz = 8983~ 90.

Se observa entonces que la determinacién del tamano muestral a través de muestras piloto puede llevar a
infravalorar la variabilidad real de la poblacién y la necesidad de tomar muestras més grandes.

h) Se obtiene una media de 82.54 con un error esténdar de 17.78 y por lo tanto la semianchura del intervalo de
confianza estimado es 1.96-17.78 = 34.84, cercano a 30 como deberia ser. El intervalo obtenido es (47.69,117.38).
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[Ejercicio 2.7 ]

Tratar el siguiente fragmento de "La Vida es Sueno", de Calderén de la Barca, suponiendo que
cada palabra es una observacion, y realizando m.a.s.r. de tamano n = 2, con el objetivo de
estimar el total de articulos en el texto.

"Que es la vida? un frenesi.
Que es la vida? una ilusion,
una sombra, una ficcion,

y el mayor bien es pequeno;
que toda la vida es sueno,
v los suenos, suenos son."

a) ;Si el estimador del total de articulos fuera distribuido segin una Normal, cudl seria su
distribucién exacta?

b) Suponer que la muestra obtenida fuera {Que, es}. ;Coémo seria el intervalo de confianza?
. Que problema hay?

c) Obtener 10 muestras por m.a.s.r. de tamano n = 2 con el SAS. Observar y apuntar los
valores que toma el estimador.

Para tratar el texto, probar con las dos técnicas siguientes:

cl) Eliminar todos los signos de puntuacién y leer el texto con la opcién input @QQ | que lee
de corrido en las lineas. Utilizar a continuacién el proc surveyselect y simplemente proc print
para contar el nimero de articulos y por lo tanto la proporcién muestral, 10 veces.

c2) Crear un archivo en el paso data de la siguiente manera: poner un 1 si la palabra es un
articulo y 0 si no. A continuacién utilizar el proc surveyselect y la macro estimasr 10 veces.

. Cuadl de las dos técnicas es mdas operativa?

d) Realizar el apartado c¢) con c2) pero con n = 15. Comparar los valores del estimador
obtenidos.

e) Calcular la probabilidad de que ordenando esas palabras al azar se formen los mismos versos
de Calderén.

a) Hay N = 33 palabras en total, de las cuales 9 son articulos. El estimador del total, al ser insesgado, tiene

2 9
esperanza igual a 9. Su varianza exacta es N2Z = NQ@ , donde p es la proporcién de articulos p = — = 0.27.
n n

33
N 9241
Por lo tanto, la varianza del estimador del total Np, con n = 2, es N2PE _ 332 33333 = 108. Como la esperanza,

es 9, si el estimador fuera normalmente distribuido, tendrfa una distribucién Normal N (u, %) = N (9, 108).

b) En el caso de la muestra {Que, es}, la proporcién muestral es p = 0. La estimacién del total serfa Np = 0,
y la varianza estimada del estimador serfa 17(]3) = P9 _ . El intervalo de confianza serfa 0,0). ,
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Este es un problema que se da a menudo en estudios de proporciones cuando las muestras son pequenas y
ademsds la proporcién de la cualidad a estudiar no es grande . Se puede dar por lo tanto también en otros tipos
cualesquiera de muestreo.

Aunque se puede aplicar una correccién en estos casos, es mds adecuado recurrir al llamado "muestreo inverso":
extraer unidades sin reemplazamiento de la poblacién hasta encontrar al menos m observaciones con la cualidad
de interés (m > 1). Al menos asf se garantiza una estimacién diferente de 0. El estimador de la proporcién en

C . ., . . . . . . ~ m —
este caso, basado en la distribucién binomial negativa (como en el ejercicio 2.2), es p = —— donde n es el

n—
nimero de unidades extraidas. Obviamente en este método n no es conocido de antemano, depende del azar y
por lo tanto es una variable aleatoria.

c)

cl) El programa para leer el texto, extraer la muestra y presentarla seria asi:

data calderon;

input palabra $ @G;

cards;

Que es la vida un frenesi
Que es la vida una ilusién
una sombra una ficcién

y el mayor bien es pequefio
Que toda la vida es suefio
y los sueflos suefios son

>

proc surveyselect data=calderon method=urs outhits out=m n=2;
run;

proc print data=m;

El proc surveyselect se realiza 10 veces, apuntando el nimero de articulos encontrado. Para realizarlo 10 veces,
se puede copiar y pegar las lineas que comienzan con el proc surveyselect 10 veces y ejecutarlo todo seguido.

Otra manera mds elegante, cuando se quiere repetir un programa varias veces (en este caso ni siquiera es
necesario cambiar nada en el programa) es crear una macro: las macros en SAS permiten repetir un proceso
mediante bucles. Veamos en este caso su utilizacién:

Y%macro repecalderon;
hdo i=1 Yto 10;
proc surveyselect data=calderon method=urs outhits out=m n=2 noprint;
run;
proc print data=m;
run;
%end;
Y%mend ;

La ejecucién de la macro se realiza asf:
%repecalderon;

Con lo cual se obtiene el resultado requerido. Si ademds no se quiere que en la ventana OUTPUT salga la

informacién del proc surveyselect se puede utilizar en este procedimiento la opcién noprint, como estd escrito
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En la ejecucién, los valores obtenidos para el nimero de articulos en cada muestra han sido 1,0,1,1,0,1,0,1,0,0
(el lector habré obtenido otros valores pues en este caso no hemos fijado la semilla y el SAS utiliza por defecto
el reloj del ordenador). Las estimaciones del total en cada caso (Np) son 16.5,0,16.5,16.5,0,16.5,0,16.5,0,0.

c2) En casos como estos, es més facil realizar una codificacién previa. Normalmente se realiza un programa que
verifica si la palabra estd en una lista (en este caso la lista de articulos posibles) y se pone 1 si pertenece a la
lista y cero si no. Haciéndolo a mano en este caso, quedaria:

data calderon;
input arti;
cards;

0 0
1

- OO0 Ok OO
= O = O O
O O - B =
O O O O O O
o O O [

o O

b
%macro repecalderon;
hdo i=1 %to 10;

proc surveyselect data=calderon method=urs outhits out=m n=2 noprint;
run;

0, . .

hestimasr (m,arti,33,2);
%end;
Y%mend ;

%repecalderon;

Donde se ha incluido dentro de la macro, la otra macro "estimasr" para estimar cada vez el total. Los resultados
en este caso son parecidos.

d) Realizando el programa anterior, cambiando en el proc surveyselect a n=15, se obtiene (en nuestro caso):
2.2,44,11,11,2.2,4.4,4.4,4.4, 2.2, 6.6.

e) Aunque no es un problema especifico de muestreo, sino de célculo de probabilidades, se presenta por su
interés. Para ello hay primero que numerar las palabras de la 1 a la 33 (suponiendo el orden que aparece en los
versos). El nimero de ordenaciones de esas palabras es 33! Pero de esas ordenaciones, hay que tener en cuenta
que no es una sélo la que da lugar a los versos de Calderén. Como la palabra "es" estd repetida, la ordenacion
de los versos 1...33 y la misma ordenacién cambiando la palabra 2 por la 8 dan lugar a los mismos versos. Como
la palabra "es" estd repetida 4 veces, "que" 3 veces, etc. Hay exactamente 4!3!31212121213! = 82944 ordenaciones
que coinciden con los versos de Calderén (hemos contado las repeticiones usando el proc freq del SAS). Si todas
las 33! ordenaciones tienen igual probabilidad, la probabilidad de concidir con los versos es

413121212121213!1 82944

31 CCT 9.55- 10733,
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3.8 Ejercicios propuestos

1) Sea el conjunto de la poblacién U = {1,2,3}. Se realiza m.a.s.r. con n = 2. Encontrar la
distribucién conjunta de las dos componentes de la muestra y observar que las distribuciones
marginales de las dos componentes son independientes e igualmente distribuidas.

2) En un drea existen 10.000 viviendas. Los datos de un censo anterior hacen suponer que,
aproximadamente, los 2/3 corresponden a régimen de alquiler. Se pide el tamano muestral
necesario para estimar con m.a.s.r. la proporcién actual de viviendas en alquiler, con una
varianza del estimador igual a 0.0016.

3) El nimero de viviendas de un municipio es igual a 5.200. Calcular el tamano muestral nece-
sario para estimar mediante m.a.s.r. el nimero de viviendas desocupadas, con una desviacién
tipica del estimador igual a 40, sabiendo que una encuesta piloto ha mostrado que la proporcién
de viviendas desocupadas era 0.12.

4) En un proceso de control de calidad de componentes electrénicos, se debe devolver el com-
ponente al lote muy rapidamente una vez controlado, estando obligados por lo tanto a realizar
muestreo con reemplazamiento. Hay 500 componentes en el lote, y tomando una muestra de 10
se obtuvieron los siguientes valores para el rendimiento de cada componente: 1,2,4,2,3.5,3,5,6,6.
Ademis, se comprobé que los cinco primeros componentes tenian un defecto.

a) Suponiendo que la distribucién del estimador es normal, presentar un intervalo de confianza
al 95% para la media del rendimiento de los componentes.

b) Dar un intervalo de confianza al 95% para el rendimiento de los componentes con defecto.
c¢) Dar un intervalo de confianza al 95% para el rendimiento de los componentes sin defecto.

5) Se pide a 5 agricultores que elijan y midan por separado un terreno al azar en una parcela
dividida que contiene 20 terrenos . Los dos primeros eligen el primer terreno de los 20 y observan
que su tamano es 500 m?. Los tres ultimos eligen los terrenos 14, 21 y 7, obteniendo tamaifios
de 100, 400 y 250 m? respectivamente.

a) Calcular un intervalo de confianza basado en la distribucién normal, para el tamano medio
de los terrenos.

b) ;Cudl era la probabilidad, a priori, de que se hubieran escogido los terrenos 1,1,14,21 y 7
por ese orden? ;Cuél era la probabilidad a priori de escoger los mismos terrenos sin tener en
cuenta el orden? ;cudl era la probabilidad de que los terrenos 1 y 14 estuvieran en la muestra?

c) Presentar un intervalo de confianza para la proporcién de terrenos mayores de 300 m?.

6) Una poblacién de tres unidades toma valores respectivos en y de {5, 6, 7}. Si se realiza m.a.s.r.
de tamano n = 2,

a) Presentar la distribucién del estimador de la media poblacional 7.

b) Presentar la distribucién del estimador de la varianza o2

c) Calcular la esperanza y varianza del estimador de la media con m.a.s.r. y n = 2 directamente
con la ayuda del apartado a). Calcular la esperanza y varianza del estimador de la media con
m.a.s.r. y n = 2 si se supone conocida la informacién poblacional.
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d) Calcular el error de muestreo exacto si se toman muestras por m.a.s.r. de tamafno n =5,y
también con n = 10.

7) Se realiza un estudio de la longitud de los gatos en un centro de acogida. Hay 100 gatos en
total, y se muestrean 10 por m.a.s.r. Se observa que hay 5 blancos y 5 negros. Se obtienen los
datos generales:

10 10

Sy =380y S g2 = 14440.
i=1 i=1
Para los gatos blancos, se tiene
5 8
y; =210y Y y? = 8000.
i=1 i=1

a) Suponiendo correcta la aproximacién normal, presentar intervalos de confianza al 95% para
la longitud media de los gatos en general, para la de los gatos blancos y para la de los gatos
negros.

b) Presentar un intervalo de confianza para la proporcién de gatos blancos.

c) Se desea estimar, con un grado de confianza del 95%, la proporcién de gatos blancos con un
error de muestreo absoluto de 0.10. ;Cudntos gatos habria que muestrear con m.a.s.r.?.

d) Con la informacién muestral, ;jcudntos gatos habria que mirar para tener una probabilidad
como minimo de 0.80 de encontrarnos con 12 gatos negros? (recurrir al ejercicio resuelto 2.2).

8) En el archivo SAS esguinces est4 el nimero de altas por esguinces y luxaciones en hospitales
de las provincias espanolas en 1998 (hay 52).

a) Utilizar el proc surveyselect y la macro estimar en SAS para extraer una muestra por m.a.s.r.
de tamano n = 10 y estimar el nimero medio de esguinces por provincia. Dar un intervalo de
confianza al 95%. Hacer lo mismo con el total de esguinces en Espafia.

b) Estimar y dar un intervalo de confianza para la proporcién de provincias que tienen mas de
200 altas por esguinces.

© J. Portela, M. Villeta
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4 MUESTREO ALEATORIO SIMPLE
SIN REEMPLAZAMIENTO (m.a.s.)

El muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento es considerado la referencia bésica en todos los
tipos de muestreo. Intuitivamente es el muestreo que aplicarfa un investigador sin conocimientos
de estadistica, pues consiste en escoger de la poblacién las unidades elementales, asignando igual
probabilidad a cada una de ellas y sin repetir unidades. Como se vio en el tema introductorio,
existe incluso una medida llamada efecto de diseno, para comparar cualquier tipo de muestreo
con el muestreo aleatorio simple.

Sin embargo, su utilizacién préactica estd restringida a poblaciones pequenas y controladas, no
muy dispersas en cuanto al tiempo necesario para ir de una unidad a otra. En poblaciones
grandes (por ejemplo en un estudio realizado en la la capital de un pafs, considerando como
unidades elementales los hogares) el coste de viajar a unidades seleccionadas por muestreo
aleatorio simple es prohibitivo. En ocasiones, este tipo de muestreo no es facil, pues la infor-
macién en forma de listado no estd disponible o es incompleta. En estos casos y en otros la
alternativa del denominado muestreo sistematico, que se estudiard en el tema 6, es mas 1itil.

4.1 Propiedades basicas

4.1.1 Probabilidades de obtenciéon de muestras

En muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento (m.a.s.) se seleccionan n unidades de una
poblacién de N unidades, sin reemplazamiento e igual probabilidad. Las extracciones son por lo
tanto dependientes, y ademds las muestras obtenidas tienen todas sus unidades diferentes. Por
simetria en el diseno y equiprobabilidad entre todas las unidades , cada una de las muestras
de tamano n tiene idéntica probabilidad. Se ha visto que el niimero de muestras diferentes
teniendo en cuenta el orden es n! (JT\Z ) Por lo tanto, si (u1,us, ..., u,) es una muestra ordenada,
la probabilidad de obtener esa muestra en m.a.s. es
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1
P((uy,ug, ..., uy)) n'@[)
Si lo que deseamos es calcular la probabilidad de obtener una muestra {uy,...,u,} sin tener
en cuenta el orden, el nimero de casos favorables es el nimero de muestras ordenadas que
contienen los n elementos distintos {uy, ..., u,}, es decir, el nimero de permutaciones de los n
elementos, n!. Asi, por equiprobabilidad de las muestras se puede aplicar la regla de Laplace:

Casos favorables ~ n! 1
Casos posibles n‘(g) a (N)

n

P({uy,...;un}) =

Por consenso, en m.a.s. no se suele tener en cuenta el orden en las muestras obtenidas, debido a
que se llega a los mismos resultados en el célculo de probabilidades sobre los estimadores, pero
para aclarar conceptos se ilustran en los ejemplos las posibilidades muestrales también cuando
el orden se tiene en cuenta.

Cuando el muestreo es con reemplazamiento (m.a.s.r.) si se tiene en cuenta el orden, para
evitar complicaciones en la enumeracién de las muestras posibles.

[Ejemplo 4.1.}

Supongamos una urna con 4 unidades numeradas 1,2,3,4. Se toman 3 unidades segiin m.a.s. Calcule-
mos:

a) La probabilidad de obtener primero un 1, después un 2 y después otra vez un 3 .
b) La probabilidad de obtener un 1, un 2 y un 3 en nuestra muestra sin importar el orden.
c) Verificar que hay 6 muestras de las 24 posibles que contienen un uno, un dos y un tres.

d) Si obtenemos la media muestral calculada segin los nimeros que aparecen en las bolas de la muestra,
calcular la probabilidad de que esta media sea 7/3.

1 1
a) P((1,2.3) = g = 57 = 0.04166.

31(3)

11
b) P({1,2,3}) = 7 = ; = 0.25.
3

(5)

¢) (1,2,3),(2,1,3),(1,3,2),(2,3,1),(3,1,2), (3,2,1).

d) Para ver los diferentes valores que puede tomar esa media muestral, es necesario calcularla para
las (]7\; ) = 4 diferentes muestras donde no importa el orden (pues la media es idéntica si las muestras
cambian internamente de orden). Mostramos las muestras con la media muestral calculada entre
paréntesis:

{1,2,3}(3);{1,2,4}(7/3); {1, 3,4}(8/3); {2, 3,4}(9/3).

Por lo tanto las muestras que dan lugar a una media muestral de 7/3 son las que contienen un 1, un

1 1
2 y un 4. Entonces P({1,2,4}) = E =7 la probabilidad de que la media muestral sea 7/3 en
3 © J. Portela, M. Villeta
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muestreo sin reemplazamiento en esta poblacién.

4.1.2 Probabilidades de Inclusion

Propiedad 4.1 (probabilidad de inclusién) .

Para cada ¢ = 1,..., N, la probabilidad de inclusién m; en muestreo aleatorio simple sin reem-
) n

plazamiento es m; = —.

N

Demostracién.

El nimero de muestras no ordenadas de tamano n que contienen la unidad 7 se calcula "fijando"
¢ en la muestra no ordenada y calculando cudantas muestras no ordenadas hay para rellenar las
n — 1 restantes celdas con las N — 1 restantes unidades poblacionales. Estas son (15:11) Por
Casos favorables

equiprobabilidad de las muestras se puede aplicar la regla de Laplace: 7; = -
Casos posibles

N-1 (N-1)!

(nfl) _ (n=1{N-n)! ﬁ
0 o Tw
n (n)!(N—n)!

Propiedad 4.2 (probabilidad de inclusién) .

Para cada 7,5 = 1,..., N, i # j, la probabilidad de inclusién 7;; en muestreo aleatorio simple
n(n —1)

N(N —-1)

sin reemplazamiento es m;; =

Demostracion.

Con un razonamiento andlogo a la demostracién anterior, tenemos que

(ns) _ n(n—1)
™  NWN-1)

n

7Tij =

EEjemplo 4.2.}

Supongamos una urna con 4 unidades numeradas 1,2,3,4. Se toman 2 unidades segin m.a.s. .

a) Calcular la probabilidad de obtener un 1 en la muestra a través de la expresién de la probabilidad
de inclusién, y también por simple conteo.

b) Calcular la probabilidad de obtener un 1 y un 2 en la muestra a través de la expresién de la
probabilidad de inclusién, y también por simple conteo.

a)’ﬂ'l:—zfz

Si tenemos en cuenta el orden hay las siguientes muestras posibles (n'(]x ) =12): ©J Porteln. M Villeta
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(17 2)7 (17 3)7 (17 4)7 (2’ 3>7 (27 4)7 (37 4)7 (27 1)7 (37 1)7 (47 1)7 (37 2)7 (47 2)7 (47 3)7

6 1
de las cuales 6 contienen un 1: (1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(3,1),(4,1). Asi, 71 = o=73
Si no tenemos en cuenta el orden, hay (JZ ) = 6 muestras posibles:

{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}

3 1
de las cuales 3 contienen un 1: {1,2},{1,3},{1,4}. Con lo que m; = 6= 3"

Como se ha comentado, en los cédlculos de probabilidades en m.a.s por consenso no se tiene en cuenta
el orden, pues se llega a los mismos resultados que teniéndolo en cuenta debido a la simetria del diseno,
y es més sencillo.

n(n—1) 22-1) 2 1

b) T2EN(N-1) 44-1) 126

Por conteo: teniendo en cuenta el orden: 2 casos favorables de los 12 (observar muestras posibles en

apartado a))=%. Sin tener en cuenta el orden: un caso favorable de los 6 posibles=1.
6 6

4.1.3 Seleccién de una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento

Supongamos que disponemos de un listado con las unidades poblacionales numeradas del 1 al
N.

Tablas de niimeros aleatorios-. Se utiliza el método visto en m.a.s.r. pero si un nimero
estd ya escogido se descarta.

Calculadora y ordenador-. Tanto con calculadora como con ordenador se puede utilizar el
método visto en m.a.s.r. , descartando las unidades que ya estdn en la muestra. Otro método
més eficaz a menudo consiste en generar N observaciones U(0, 1), haciendo corresponder el
primer nimero generado con la primera unidad de la poblacién, el segundo con la segunda
unidad y asi sucesivamente. A cada unidad poblacional le corresponde un par (i,u), donde 7 es
su orden inicial y u el valor de la v.a. U(0,1). A continuacién se ordenan los N pares por los
nimeros aleatorios generados u y se escogen las unidades que ocupan las n primeras posiciones
j =1,...,n en esa nueva lista ordenada. Con ordenador, tanto en paquetes estadisticos como
lenguajes de programacion y hojas de calculo, es un método muy sencillo de desarrollar.

[Ejemplo 4.3.}

Tenemos una poblaciéon con N = 5y con las unidades numeradas 1, 2, 3, 4, 5. Supongamos que queremos
una m.a.s. de tamano n = 3.

1) Creamos con la calculadora u ordenador N = 5 niimeros provenientes de una U(0, 1) . Obtenemos
la lista siguiente:
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.529
.955
.583
.812
.584

g W N -
O O O O oOa

2) Ordenamos la lista por u :

0.529
0.583
0.584
0.812
0.955

N B O W e

3) Tomamos los n = 3 primeros items de la lista: las unidades seleccionadas son aquellas con orden
inicial ¢+ =1, 3, 5.

4.2 Estimacion en muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento

4.2.1 Estimacién de la media poblacional

Teorema 4.1 (estimacién de la media).

. 1
La media muestral 7 = — > y; es un estimador insesgado de la media poblacional.
=1

Demostracion.

En primer lugar hay que ver cuél es la probabilidad de que cada unidad y; de la muestra tome
valor y; , siendo y; la unidad j-ésima de la poblacién yi,¥s,...,yn. Para ello basta ver que
de las n'(f ) muestras ordenadas posibles, hay exactamente (n — 1)! (JZ :11) muestras ordenadas
que tienen valor y; en la posicién i (en este caso hay que calcular las probabilidades teniendo
en cuenta el orden pues i es la posicién ordenada del elemento muestral). Por lo tanto, para
cada valor y; perteneciente a la poblaciéon y1, y2, ..., yn € y; el elemento muestral que estd en la

posicién ¢, se tiene

Casos favorabl n—1I(00
P( el elemento muestral y; = y;) = SZZZS ?Losiilezs = ( n'zN()nl) = 4 para todo i =

1,...,n,yparatodo j=1,..,N

Es decir, en m.a.s. cada unidad muestral y; toma valores de la poblacién yq,ys, ..., yny con

1 1
probabilidades NN al igual que ocurria en m.a.s.r.
© J. Portela, M. Villeta
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N1
Entonces, E(y;) = > NV = 7 para todo i = 1,...,n, y ademés
i=1

(0~ E)? =

||M2

(yj -7 =

ZIH

N
Vi) = 3
Asi, para demostrar que @ es insesgado para 7 basta ver que
~ 12 1z _
E@) =E(=>v)==-> Ey)=7
=1 =1

Teorema 4.2 (varianza del estimador).

N—nSZ_N—na2
N n N-1n"

La varianza de 7 en m.a.s. es V@) =

Se define f = % como la fraccién de muestreo y (1 — f) como el factor de correccién
~ S2

por poblacién finita (c.p.f.), V(y) = (1 — f)—.
n

Demostracion.

VG = G- = £ (G Su-97) = B (S u— ) -

):éE(§< D+ 3 - D)y —w)

I
N
§w| —_
-
=
—~
<
|
S
~__

[N}

=1+—2E« Dy —7) = (1).

i#]
Ahora, (y; — ¥)(y; — ¥) es una variable aleatoria que toma valores en todos los posibles
(v —Y)(yy —Y) con yy,y; pertenecientes a la poblacién. Cada uno de estos valores tiene

la misma probabilidad que la de que los dos elementos muestrales y; y y; tomen valores y;/, y;/
en una muestra de tamano n. Razonando como en la demostraciéon anterior, esta probabilidad

es (n=2) (]X:g) = 1 Por lo tanto la esperanza es
A N1 g
N 1
E((yi—y)(y; — 7)) = ; o Wi — WY =)
i#j

n

Ademés, el niimero de sumandos en Y es exactamente 2(}) = n(n — 1) por ser el nimero de
i#]

pares 7, j en una muestra de tamano n (contando también los pares j,i). Por lo tanto,
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(1) =T gl =) sy 0~ D05~ 7) =
o? (n—1) X

) 02 -1 N — N —n S?
- % + %(—Nﬂ) = n(N——nl)Uz = Tn; que es lo que se querfa demostrar.
N N
La igualdad (x) se obtiene de que Y (y; — ¥)(y; — ¥) = —No?. En efecto, como Y (y; —y) =
i#j i=1

oé(i@—mfzoé

=1

= (fj(yi -7+ %(yi —)(y; —‘)) =0=

i=1 i#j
N N
= ;(yi ~ 9y —7) = — > (yi —7)* = —No>.
i#] i=1

En la practica es necesario estimar esta varianza como referencia para estudiar la precision del
estimador de la media.

Teorema 4.3 (estimacién de la varianza del estimador).

En muestreo aleatorio simple s? es un estimador insesgado de S2, y por lo tanto un estimador

. . fa =5 N —n 82
insesgado de la varianza de J en m.a.s. es V(y) = N
n
Demostracion.
B = ——EB (- 57?) = ——E (S —n7’) -
n — 1 i=1 ! n — 1 i=1 !
= (S e - BG)
“h-1\nZ& 5 vyl
~ ~ ~ N —nS2
Como F (372) =V +E@W)?= N e + 72, la tltima igualdad queda
n
n L N —nS?
E(s?) = ~“ S E(y?) — — —7?).
&= (G e - T )

Ahora, como y? es una variable aleatoria que toma valores de la poblacién 47, ..., y4 cada uno
con probabilidad %, tenemos que

n 1 XN N —nS?
E(s2) = —_ 2 _ Z 2] =
(5%) n—l(Ni:zzlyZ N 7 y)
n X, . N —n S?
_n—1(ﬁ(i;yi_Ny)_ N n)”
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n N-1 N —-nS?
( S? — —) = 52 que es lo que se querfa demostrar.

n—1 N N
~ o~ N —n E(s? N —n S? ~ o~
Ahora, como E( V(7)) = N nE(s) = "2 tenemos que V(7) es un estimador inses-
n n

gado de V(%)

[Ejemplo 4.4.]

Sea una poblacién de 4 unidades, con valores respectivos y; = ¢. Estd claro que y = %(1+2+3+4) =25

5
yor=1((1-252%+.)= e Supongamos que seleccionamos una muestra de tamanio n = 2. Las

muestras posibles no ordenadas son (]X ) = (3) = 6. Cada una de estas muestras tiene la misma

probabilidad %de ser escogida, y da lugar a un valor de la media muestral 5:

muestra s | {1,2} | {1,3} | {1,4} | {2,3} | {2.4} | {3,4}

1.5 2 2.5 2.5 3 3.9

<)

Tabla 4.1. Medias muestrales para cada muestra posible.

La media muestral es por lo tanto una variable aleatoria que toma valores 1.5, 2,..., cada uno con
probabilidad %. Vemos que la media muestral es un estimador insesgado pues £ @) = %(1.5 +24+2.5+
2.5+3+43.5) =25 = 7. La varianza V(7) se puede calcular directamente, como V (3) = (15—
2.5)2 + ... + (3.5 — 2.5)%) = 0.4166, pero también a través de la expresiéon demostrada anteriormente,

~ N-ng? ~ 4-25
V(g) = n; Como el valor poblacional S? = %02 = %% = %, V(g) = 4 33° 1—52 =
0.4166.

Vamos a comprobar ahora que el estimador Y//\'@) es insesgado para V@) Para cada muestra posible de

~ N —ns?
las 6, calculamos V (y) = Tn.i obteniendo los siguientes valores: 0.125,0.5,1.125,0.125,0.5,0.125.
n

~

Como cada una de esas muestras tiene probabilidad %, YA/(y) es una variable aleatoria que toma valores

0.125,0.5, ... cada uno con probabilidad §. Asf, tenemos que EV(®)) = £(0.12540.5+1.125+0.125+
0.5+ 0.125) = 0.4166 como querfamos comprobar.

4.2.2 Estimacién del Total poblacional

Corolario 4.1 (estimacién del total).

(a) Un estimador insesgado del total poblacional.en m.a.s. es N@, con varianza V(N@) =
SZ

N(N —n)—.
n

2

S . . -
(b) N(N —n)— es un estimador insesgado de V' (N7).
n ©J. Portela, M. Villeta
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4.2.3 Estimacién de la Proporciéon poblacional

Si y es una variable dicotémica (y; = 1 si la unidad poblacional i tiene cierta cualidad, y; = 0
si no la tiene), media muestral coincide con proporcién muestral y media poblacional coincide
con proporcién poblacional. Asi los siguientes resultados son inmediatos.

Corolario 4.2 (estimacién de la proporcién).

(a) La proporcién muestral p es un estimador insesgado de la proporcién poblacional p.

N-nS> N-nNp(l—-p) N-—npq

b) V(p) = —— = =
B VO) =N = N W-in N-1in
P : . N ~ . N-n pg
(c) s* = nﬁ [Pa es un estimador mse;gado de S? = NP1y ademéds V' (p) = N - np_ql
es un estimador insesgado de V' (p) = ]; nrq
n

Veremos ahora una propiedad de la varianza del estimador en el caso de la proporcion.

Teorema 4.4 (cotas para la varianza del estimador de la proporcién).

N —n 1

Vi) < ——— < =

P = v =1
Demostracion.

N—npq< N —n
N—-1n = 4N—-1)n

<

1 ~ 1
Como pg < 7 pues p< 3y g <3, V(D) = T

Es conveniente resaltar que la varianza del estimador es proporcional a p(1—p) = p—p?, funcién

simétrica que alcanza su méaximo en p = q = 2’ como se ve en la Figura 4.1. La varianza del

estimador en la estimacion de una proporcién en m.a.s., y también en m.a.s.r., serd menor en

los casos en los que p esté cercade 0 0 1, y médxima en p = R Por ello a menudo se presentan los

- 1
cédlculos de tamano muestral de manera conservadora, situdndonos en el peor caso, p = g = 2

sin necesidad de tomar previamente una muestra piloto.

Figura 4.1. Varianza de p en funcién de p.
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[Ejemplo 4.5.}

Se ha seleccionado una m.a.s. de tamano n = 100 para estimar: a) la fracciéon de N = 300 estudiantes
de COU que pretenden asistir a la Universidad, y b) la fraccién de estudiantes que han trabajado a
tiempo parcial durante su estancia en el instituto.

Sean y; y z; (i = 1,...,100) las respuestas del iésimo estudiante seleccionado, dando valor y; = 1 si
pretende asistir a la Universidad , con y; = 0 si no, y z; = 1 si trabaja a tiempo parcial , con x; = 0 si
n

no. Supongamos que el nimero de respuestas positivas en el primer caso son 25, es decir, > y; = 25,
i=1
n
y en el segundo caso 30, o sea Y z; = 30.
i=1

~ 1 N 1
Los estimadores respectivos de ambas fracciones (proporciones) son p; = ﬁ% =020ypy = ESO =
0.30. Las varianzas estimadas son

5, N—npg _ 300-1000.25(0.75)

Vi(p)) = = = 0.00126
e A 300 99 Y

~ N —n page 300 — 100 0.30(0.70)

) N n-1 300 99 0-00

4.3 Correccion por Poblacion Finita . Comparacién entre m.a.s.r.
y m.a.s.

En todas las expresiones de las varianzas y en las varianzas estimadas de los estimadores

N —n n
aparece el término N = <1 — N> = (1 — f). Cuando el estimador se expresa en funcién

de la varianza o? en vez de en funcién de la cuasivarianza S2, el término que aparece es

N — ~ N-nS* N-—-no?

N—_T.Por ejemplo, en la estimacién de la media poblacional, V(y) = I n; =N T%
. ., n - o N—-—n N-—-n

Si la fracciéon de muestreo f = N €S pequefia, los términos N Y 7y som cercanos a

la unidad y pueden ser despreciados (eliminados) en las férmulas de varianzas. Estd claro que
cuando N — 00, estos términos son 1, asf que despreciar un término c.p.f. equivale a considerar
la poblacién infinita.

El efecto préactico de esta simplificacién es sobreestimar la varianza del estimador. Esta so-
N-nS* S5 |
)— = — unidades, con lo que
N n N
conocer una estimacién precisa de S?, ayudarfa a la decisién de la eliminacién del término de
correccién por poblacién finita y consecuente simplificacién de todas las férmulas.

breestimacién, en m.a.s., se cifra exactamente en (1 —

[Ejemplo 4.6.}

La provincia de Girona tiene N = 209 municipios de menos de 10.000 habitantes. Si se desea estimar
la media poblacional del total de habitantes por municipio con una m.a.s. de tamano n, y se supone
que se conoce por censos anteriores la cuasivarianza de la variable y =total de habjtantes, y ¢sta

&1
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es S? = 2709316, la sobreestimacién de la varianza del estimador en que se incurre al despreciar el

2 270931
es del orden de S— = M

término = 12963, lo que en términos de desviacién tipica del

estimador es de 113 unidades (habitantes).

La semianchura del intervalo de confianza presentado serd aproximadamente 2,/ - 113 unidades mayor

que si no desprecia el término . Para un intervalo de confianza con « = 0.05, esto equivale a

223 unidades méds ancho en cada lado. Obsérvese que esta sobreestimacién no depende de n.

Si lo que se persigue es estimar la superficie media de los municipios de menos de 10.000 habitantes
en Girona, 52 = 520.29 y por lo tanto la sobreestimacién de la varianza del estimador serd solamente

520.29
del orden d =2.49.
el orden de —

Si por el contrario lo que se quiere es estimar la media poblacional del total de habitantes por municipio

en toda Espafia, en los municipios de menos de 10.000 habitantes, N = 7458, y S? = 3668872 y
2

entonces N - 492, lo que lleva a un aumento de anchura del intervalo al 95% de 22 unidades, en

lugar de las 223 unidades que daba en el caso particular de la provincia de Girona.

De este ejemplo se deduce que el tamano poblacional afecta al término c.p.f. y por lo tanto en la
decisién de eliminarlo por simplificacién, pero también influyen la variabilidad, escala de la variable y
pretensiones de precisién del investigador.

2
~ o —~
En la estimacién de la media en m.a.s.r., vimos que V(4)m.a.sr. = —. En m.a.s. es V(7)m.as =
n
N—n 02 =~ =~ . .
N 1 Por lo tanto, V(§)m.a.sr. > V(§)m.as siempre, con lo cual el muestreo aleatorio
—1n

simple sin reemplazamiento es un método de muestreo méds preciso que el muestreo aleatorio
simple con reemplazamiento .

Si la fracciéon de muestreo f es pequena, es decir, N es muy grande respecto a n, y se considera
. N —n
el término

como 1, ambas varianzas son equivalentes con lo cual se consideran los

dos métodos similares. Esto es obvio también teniendo en cuenta que si f es pequena, la
probabilidad de caer en una repeticién en m.a.s.r. es muy baja y por lo tanto ambos métodos
darén lugar en la practica a muestras equiprobables similares.

n—152

— es el aumento absoluto

N
de varianza del estimador correspondiente a utilizar m.a.s.r. en lugar de m.a.s. Es habitual

., . . - ., L, . . V(g)m.a.s.r.
también expresar las comparaciones relativas a la precisién en términos de cociente: —=———

V(y)m.a.s.
expresa la precisién del m.a.s. (inverso de la varianza del estimador) dividida por la precisién

del m.a.s.r. ,y es

Hay que remarcar también que V@)m.a.s.r. — V@\)m.a,s_ =

V(/y\)m.a.s.r. o N _1

V(/y\)m.a.s. N —n

indicando el aumento relativo porcentual de precisién del muestreo aleatorio simple sin reem-
plazamiento respecto al m.a.s. con reemplazamiento. Cuanto mayor sea n, mayor va a ser la
ganancia relativa en precisién del m.a.s. frente al m.a.s.r. (obsérvese que si n_= en, m.a.s.

©J. Porte
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sin reemplazamiento, obtenemos todas las unidades poblacionales y por tanto informacién per-
fecta, mientras que si n = N en m.a.s. con reemplazamiento nada asegura obtener todas las
unidades, al poder repetirse las unidades muestreadas).

En general, aunque el m.a.s.r. es menos preciso que m.a.s., a veces ese tipo de muestreo reduce
costes, pues las repeticiones no generan coste alguno. Por lo cual, para el mismo coste prefijado,
m.a.s.r. puede obtener en algunos casos, en promedio, una precisién mayor que m.a.s.

EEjemplo 4.7.}

~ - —182 -1 V() m.asr N-1

Basdndose en el ejemplo 4.6, V(§)m.a.sr. — V(¥)m.as. = nn ~ = nn 12963. y V(é))mas -5
209 —1

=509’ A medida que aumenta n, la diferencia entre las varianzas del estimador aumenta, pero sélo hasta
-n

2
la cantidad minima N como se ve en la Figura 4.2. La precision relativa del m.a.s. frente al m.a.s.r. aumenta

también con n, como se observa en la Figura 4.3.
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Figura 4.2. Diferencia entre varianzas
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Figura 4.3. Precision relativa del m.a.s. frente al m.a.s.r.
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4.4 Determinacion del tamano de la muestra en m.a.s.

Supondremos Normalidad del estimador, que se cumple con pocas restricciones, por el Teo-
rema Central del Limite, al ser una suma de variables aleatorias idénticamente distribuidas
(aunque la hipétesis de independencia no es cierta en este caso). Supondremos que S? e @ son
aproximaciones a S? e 7 obtenidas posiblemente a través de una muestra piloto. En el caso de

estimacion de proporciones, se sustituird 52 por + 1fj\(l —D)e 7 por b, siendo p la proporcién

estimada en la muestra piloto. Eventualmente se toma directamente p = 0.5 (el caso peor) para

~

evitar tener que obtener informacién de una muestra piloto, y en este caso se sustituye S? por
N N 1

N 1T NZ1g

En todos los desarrollos siguientes se debe tener en cuenta que si N es grande, los términos de

c.p.f. pueden ser eliminados de las expresiones dando lugar a férmulas més sencillas.

4.4.1 Tamano muestral con error de muestreo prefijado

Se plantea el problema de determinar cuél es el tamano muestral minimo necesario para obtener
un valor de error de muestreo=¢ en estimacién de la media en m.a.s. Como el error de muestreo

= ~ N-nS? N —nS2
es o = V(T) =/V(y) vy V(g) = Tn%, basta hacer N n% = ¢* y por lo tanto

P N N NS2 1
NS*—nS? = ¢?Nn = n(N¢* +5%) = NS> = n= ——— = o
No¢* + S? i+¢_
N g2
Para el caso de las proporciones, queda:
N
~ N (1l —7p ~ ~
NS NP _ Np(1 —p)
N¢® 4 52 N¢2+Lﬁ(1—ﬁ) ¢*(N —1) +p(1 - p)
N -1

4.4.2 Tamano muestral con error de muestreo relativo prefijado

Se trata de determinar cudl es el tamano muestral minimo necesario para obtener un valor de
error de muestreo relativo=¢.en estimacién de la media en m.a.s. Se supone que se dispone
de una estimacion previa y de la media poblacional, de una muestra piloto. Como el error de

V(7) N-nS21
muestreo relativo es ¢ = —=— =~ N = Yypor lo tanto, elevando al cuadrado en ambos
Y ny

1 NS?
lados de la igualdad y despejando n como en el caso anterior, n = =5 = = —.
L 007 S+ NP
S

1
N

N

Para proporciones, queda
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1 N(1—p)
n — = — — .
1 (¢9)? (1-Dp)+(N-1)pg’
— 4
N G52

4.4.3 Tamano muestral con error de muestreo absoluto prefijado

El problema es ahora determinar cudl es el tamano muestral minimo necesario para obtener un
valor de error de muestreo absoluto=e.en estimacién de la media en m.a.s. Se conoce el nivel
de confianza o, y se supone normalidad, con lo que z,/; es conocido. Como el error de muestreo

= IN —n 52 1 Nz2, 52
absoluto es e = 24/21/ V (§) = 2a/2 no y por lo tanto n = 5— = o2 .
N n e 22,52+ Ne?

a/2

~

1
—+
2
N Zoe/QS2
Para proporciones, es:

Nzi/zﬁ(l o ]/9\)
250 —p) + (N — 1)

n =

4.4.4 Tamano muestral considerando costes

En ocasiones puede desarrollarse un enfoque més practico para estimar el tamano de la muestra,
basado en el coste de obtencién de la muestra. Sean las siguientes cantidades:

z = error en la estimaciéon muestral=valor del estimador ¢-verdadero valor del pardmetro 6 =

(t—10).

l[(z) = pérdida al tomar una decisién que lleva al error z.

f(z,n) =distribucién de probabilidad de z, dado el tamano muestral 7.
L(n)= [l(2)f(z,n)dz =pérdida esperada dado n.

C'(n) =coste asociado al tamano muestral n.

Una manera de escoger n es minimizando el coste més la pérdida esperada:
]\{Lm{F(n) =C(n)+ L(n)}

Existen varias funciones de pérdida que se pueden aplicar. Un método habitual es fijar las
funciones de pérdida y coste siguientes:

a) I(z) = A\z2, con \ = cte. Esto implica L(n) = AE(z?).
b) C(n) = ¢o + c1n®, con ¢y, ¢; y « constantes independientes de n.

En el caso particular de estimacion de la media en m.a.s., tenemos

N —n S?

N n ©J. Portela, M. Villeta
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N —n S?

La funcién a minimizar en n es F(n) = C(n) 4+ L(n) = ¢o + c1n® + A N
n

2
Derivando respecto de n, F'(n) = cian®™! — )\ﬁ' Al ser la segunda derivada positiva, igualar

a cero f'(n) nos dard posibles valores del n donde se minimiza F'(n):
52

a+l
F'(n) =0=n* = ()\—) . Para el caso mds sencillo de funcién de coste lineal, o = 1,
[55] e

82
tenemos que C'(n) = co+ ciny n* =/ A—.
C1

Se observa que el n 6ptimo aumenta con la variabilidad S? de y y disminuye con el coste ¢; en
que se incurre por cada unidad muestral.

EEjemplo 4.8.}

En una poblacién de tamano N = 1000 se desea estimar la media poblacional mediante m.a.s. Consi-
deraremos una funcién de pérdida cuadrética: I(z) = 22 y como coste fijo del trabajo de campo ¢y = 10,
con un gasto extra de dos unidades monetarias por cada unidad muestral. Encontrar el tamano
muestral 6ptimo para minimizar el coste mds la pérdida esperada, sabiendo que la cuasivarianza
poblacional es S? = 200.;Qué precisién se obtiene con el n éptimo?

Tenemos que [(z) = @ — )2, es decir, A = 1.

C(n) =10+ 2n, es decir, c; =2y a = 1.

[ 52 200
Asi, n* = /| A\ — =4/ —.=10.
C1 2

L ion de la estimacis bt 1 V@) N —n*S% 1000 — 10 52
a precision de la estimaclon que se obtiene es ——, Ccomo = _— =
P a v Y N w1000 10

19.8, la precisiéon obtenida serd de ——=-—— = 0.05.
p V(y) 19.8

4.5 Ganancia en precision al aumentar n

Una cuestién importante desde el punto de vista intuitivo es que si N es suficientemente grande,
a partir de un cierto valor de n aumentar el tamano muestral no redunda en una ganancia
significativa en precisién, y esa es una de las principales razones que hace que los censos se
sustituyan a menudo por estudios basados en el muestreo.

Fijado el error de muestreo en ¢, el valor de n que da lugar a ese error de muestreo es

n = ————.El valor de n necesario es mds grande si N aumenta. Si el tamano poblacional es

Nz
2

grande, 1/N ~ 0y n ~ ? Es decir, a medida que N se acerca a infinito el valor del tamano
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2
muestral para una precisién ¢ estd acotado en —;, como se ve en la Figura 4.3.

N

Figura 4.4. n necesario para un error ¢ cuando /N aumenta.

52
De modo que si no hay informacién suficiente acerca de IV, basta calcular la cota superior ?
como el valor mdximo a tomar para n. Es decir, al ser S? fijo, el tamafio muestral necesario
para un cierto nivel de error ¢ aumenta aproximadamente proporcionalmente al inverso del

cuadrado de ¢.

[Ejemplo 4.9.}

A menudo la intuicién traiciona a los desconocedores de las nociones bédsicas de muestreo: muchos
pensardn que si la poblacién es mds grande, la muestra a tomar debe ser también mds grande. Pero
esa relacién no es tan importante a partir de un tamano poblacional N suficientemente alto, como
se ve en el gréfico anterior. Por ejemplo, una muestra de tamafio n = 100 de una poblacién de
N = 100.000 unidades tiene practicamente la misma precisién que una muestra de tamano n = 100
de una poblaciéon de N = 100 millones de unidades:

~ _ 100.000 — 100 S*  S?
Para N =100.000, V(y) = —55500 100 — 100

~_100.000.000 — 100 S2 52
Para N = 100.000.000, V (7) = 00000000 100 — ﬁ(0'999999>'

(0.999).
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MUESTREO ALEATORIO SIMPLE
Pardametro poblacional I Ny P
Estimador y=—> vy | Ny P=—> U
N =1 =1
N —n S? S22 | N—npq
Vari — N(N —n)— —
arianza N . ( n) — | N_1n
N —ns? 2 | N—n pg
Estimador de 1 i — N(N—-n)— | ———
stimador de la varianza N ( n) - N o1

TAMANOS MUESTRALES EN m.a.s.

Errores o costes prefijados

Tamano muestral (media)

Tamano muestral (proporcién)

zi 2§2 + Ne2

— N&S2? Np(1—p
¢=1/V({©) n=———— 5 A f) <
N¢? + §2 ¢*(N —1) +p(1 —p)
B \/V(?) . NS? N(1-p)
7 52 4+ N(¢7)? (1-p) + (N — 1)pg?
— Nz2 .82 Nz22,.p(1 —p
e = za\/V(@) n= ol 0P~ 7)

Zi/2ﬁ(1 —p)+ (N —1)e?

C(n) =co+ c1n®

.
S2 a+1

n= (A)
1
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4.7 Obtencién de muestras por m.a.s. con SAS

Al igual que se vio al estudiar el muestreo m.a.s.r., se pueden extraer muestras por m.a.s de dos
modos: por programacion directa y mediante la utilizacién del procedimiento proc surveyselect
. Se verdn a continuacién las dos maneras:

4.7.1 Mediante programacién directa

Supongamos que los datos estdn en el archivo SAS temporal llamado datos, que tiene N ob-
servaciones. Se supone que el archivo contiene una variable de identificacién de las unidades
elementales, que llamaremos en general 1D.

supongamos en lo sucesivo que N = 50 y n = 10.

El programa de obtencién de una muestra por m.a.s.r. consistird en los pasos vistos en la
seccion 3.3: ordenacion aleatoria del archivo de datos y toma de los n primeros niimeros del
archivo. El programa serfa:

data datos;
set datos;
u=ranuni (123456) ;
run;
proc sort data=datos;run;
data muestra;

set datos;
if _n_>10 then stop;
run;

A continuacién se podria pasar a la fase del trabajo de campo consistente en acceder a las
observaciones escogidas y recolectar informacion en cada una de ellas para pasar al proceso de
estimacion.

4.7.2 Mediante el Procedimiento Surveyselect

Asumiendo que los datos estdn en el archivo SAS temporal llamado datos, con N = 50 obser-
vaciones, y se desea una muestra de n = 10 observaciones obtenidas por m.a.s, el programa
serfa sencillamente:

proc surveyselect data=datos out=muestra method=srs n=10;
run;

La opcién method=srs indica que el tipo de muestreo utilizado es el muestreo aleatorio simple.
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4.8 Estimaciéon en m.a.s. con SAS

4.8.1 Estimacién con el Procedimiento Surveymeans

Estimacion de la media o proporcién
En este caso se anade el valor de N, necesario para el cdlculo de varianzas:
proc surveymeans data=muestra N=50;

var y;
run;

obteniendo la estimacion de la media o proporcién, la desviacién estdndar del estimador y el
intervalo de confianza al 95%.
Estimacion del total

Si lo que interesa es la estimacién del total, hay que crear una nueva variable de peso, con

valor — que en este caso es 5:
n

data muestra;
set muestra;
peso=5;

run;

Después se procede a ejecutar el proc surveymeans con esta variable de peso:

proc surveymeans data=muestra N=b0 sum;
weight peso;
run;

obteniendo la estimacién del total (que aparece como "suma'), desviacién esténdar del esti-
mador e intervalo de confianza al 95%.

Otra posibilidad es utilizar la macro mas, que se explica a continuacion.
4.8.2 Estimacién con la macro estimas

La macro mas presenta en la ventana output los estimadores y sus varianzas. Su sintaxis es la
siguiente:

%estimas (archivo,variable,npobla);
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Donde:
archivo es el archivo de datos SAS que contiene la muestra.
variable es la variable de interés, sobre la cual se desea obtener estimaciones.

npobla es el nimero de observaciones poblacional N ( se utiliza solamente para la estimacién
del total).

En la ventana OUTPUT aparecen los estimadores para la media (o proporcion si e una variable
0-1) y para el total (que aparece como "suma'"), junto con sus varianzas, desviaciones tipicas
(lamadas desviaciones estdandar en la salida) e intervalos de confianza.

Una aplicacion de esta macro con los niimeros anteriores serfa:

%estimas (muestra,y,50) ;

© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



Ejercicios resueltos 105

4.9 Ejercicios resueltos

[Ejercicio 3.1.]

Un aficionado a los crucigramas tiene a su disposicién tres crucigramas, y desea realizar dos al
azar por m.a.s., para estimar el tiempo que tarda en promedio en acabar un crucigrama. En
realidad, el tiempo que tardaria en hacer los crucigramas 1,2, y 3, serfa, por orden: 10 minutos,
15 minutos y 20 minutos.

a) Estudiar la distribucién del estimador insesgado del total de tiempo promedio que tarda en
realizar un crucigrama. Comprobar que es insesgado.

b) Estudiar la distribucién del estimador insesgado del total de tiempo que tardaria en realizar
los tres. Comprobar que es insesgado.

c) Estudiar la distribucién de s*> como estimador insesgado de S%.Comprobar que es insesgado.

N —n s
d) Estudiar la distribucién de N, como estimador insesgado de la varianza del estimador
n

de la media. Comprobar que es insesgado.

a) Como se ha visto, en m.a.s. basta analizar las muestras sin tener en cuenta el orden. Para cada muestra
se obtendré el valor del estimador. Por ser sin reemplazamiento y sin tener en cuenta el orden, hay (‘3) =3
muestras posibles. La tabla de probabilidades es:

Muestra f P

{1,2} | 125 |1/3

(1,3} |15 |1/3

{2,3} | 175 | 1/3

~ ~ 1
Obviamente se puede comprobar que y es insesgado para § pues E(y) = §(12.5 +154175)=15=7.

b) La distribucién del total N7 es 37.5,45, y 52.5 todos con probabilidad 1/3.

c¢) Hay que calcular s?> para todas las muestras, con lo que es, respectivamente, s?> =12.5, 50, 12.5 , todos
los valores con probabilidad 1/3. La cuasivarianza poblacional es S? = 25, con cual se ve que E(s?) =

1
3(12.5 + 50 + 12.5) = 25 y por lo tanto s? es insesgado para S2.

N _ 2
"5 _ 908, 8.33 y 2.08
N n

~ N-—-nS?
respectivamente, todos con probabilidad 1/3. La varianza real del estimador es V(g) = n
)

d) Para cada muestra, se obtiene el estimador de la varianza de 7 : ‘7@) =

N 4.166, con

~ o~ 1 ~ ~ ~
lo que se observa que E(V (7)) = = (2.08 + 8.33 4+ 2.08) = 4.166 y por lo tanto V(%) es insesgado para V(7).
3
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[Ejercicio 3.2.]

Se pretende estudiar el mimero de personas que acuden los miércoles a servicios administrativos
del ayuntamiento en cierta comunidad. Se escogen por m.a.s. 10 ventanillas de las 100 que hay
y se cuenta el nimero de personas que acuden a ella un miércoles. La distribucién de frecuencias
viene dada en la tabla siguiente, donde "Frecuencia" indica el niimero de ventanillas donde se
ha dado ese resultado:

Numero de personas | Frecuencia
70 1
65 3
92 1
87 1
45 2
30 2

a) Dar un intervalo de confianza a 95% suponiendo normalidad para la estimacién del niimero
medio de personas por ventanilla.

b) Con los datos obtenidos, dar el mimero de ventanillas que habria que muestrear para obtener
un error de muestreo de 4 unidades. Dar el nimero de ventanillas necesario para obtener un
error de muestreo relativo de 0.08. Dar el niimero de ventanillas necesario para obtener un
error de muestreo absoluto de 8 suponiendo normalidad y o = 0.05.

c) {En el caso del apartado a), que diferencia habria en la varianza estimada del estimador si
en lugar de m.a.s. se hubiera utilizado m.a.s.r.?.

a) La media muestral es J = 704+3-654+92+87+2-45+2-30) = 59.4.

10(

2
N-ns" _nmu
n

Ademds, s? = [Z Y2 —ny } = 463.82. Por lo tanto, la varianza estimada de 3 es V(%) =

El intervalo de confianza para la media serd @ —1.964/V @ @ 1. 96\/ (46.7,72).

b) Recurriendo a las férmulas, se tiene que, para el error de muestreo,

NS? Ns? 100 - 463.82
o= - — —22.47.
N¢2 + 52 N¢* + s2 100 - 42 + 463.82

Con n* = 23 se satisfaria ese nivel de error.
Para el error de muestreo relativo:
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NS? 100 - 463.82
ntt == —— = =26.7
52 4 N(¢7)2  463.82+ 100 - 0.062 - 59.42

Con n** = 27 se satisfaria ese nivel de error.
En el caso del error de muestreo absoluto:

e NS 100196246382
T 22,5 fNe 1964638210082 T

Con lo que n*** = 22.

c¢) Si se hubiera utilizado m.a.s.r. y obtenido los mismos datos, el estimador de la media poblacional serfa el
mismo, pero se sabe que la varianza del estimador en muestreo aleatorio simple con reemplazamiento tiene

que ser mayor que la obtenida en muestreo sin reemplazamiento. En este caso, estimariamos la varianza del

2 463.82 N —ns?
estimador por G- = 46.82 en lugar de por "5 _ 4174,
n 190 n

[Ejercicio 3.3.]

En un hospital hay 230 habitaciones con 345 camas, y se realiza un m.a.s. de tamano n = 8
habitaciones para estudiar la ocupacién promedio en un momento dado del dia. Se obtienen
los datos:

Ntimero de camas | Nimero de camas ocupadas
2 1
2 2
1 1
2 0
3 2
2 1
2 2
3 1
1 0
2 2

a) Estimar el nimero de camas ocupadas por habitacién y dar un intervalo de confianza al 95%
suponiendo normalidad.

b) Estimar el total de camas ocupadas en el hospital y dar un intervalo de confianza al 95%.

© J. Portela, M. Villeta
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c¢) Estimar la proporcién de camas ocupadas en el hospital y dar un intervalo de confianza al
95%.

d) Suponiendo que las estimaciones del apartado a) son buenas aproximaciones, ;Cudntas
habitaciones habra que examinar si se requiere un coeficiente de variacién del estimador de la
media de camas 0.107

. ~ ~ N—-ns? 230 —100.62
a) Se tiene y = 1.2 y s? = 0.622. Por lo tanto, V() = N ne_ 3(;30 0 01% = 0.0595.
n

El intervalo de confianza al 95% para la media de camas ocupadas por habitacién en ese momento del dfa en el

hospital serd (7 — 1.961/V (), + 1.964/ V(%)) = (0.72,1.68).

b) Al ser N = 230, el estimador del total es ]\@ = 276 camas ocupadas, su varianza es N2 IA/@) = 3147.55 y el
intervalo de confianza es (165.6,386.4).

c¢) Al conocer el nimero de camas en total y ser este constante, la proporcién de camas ocupadas es el nimero
Ny 276

de camas ocupadas entre el total de camas. Se estimard por Y =D 0.80 (un 80% de camas
total camas 345

ocupadas).

Para estimar la varianza de este estimador, al ser el total de camas una constante, se tiene que

PN Ny 1 P 1
v ( Y ) V(NG) 3147.55 = 0.02644.

total camas | _ total camas? = 3452

El intervalo de confianza sera (0.80 — 1.96+/0.02644,0.80 + 1.96+/0.02644) = (0.637,0.962).

Hay que sefialar que serfa incorrecto (serfa una estimacion, pero en general peor) realizar la estimacién hallando
la proporcién de camas ocupadas en cada habitacién de la muestra, y después la media de estas proporciones.
Como el nimero de camas en cada habitacién es una variable aleatoria, estarfamos construyendo el estimador

n .
>~ = donde y; = nimero de camas ocupadas en la habitacién i, y x; =ndmero de camas en la habitacién .
i=1 Li

Este estimador es el estimador de los momentos de la "razén media" poblacional, que es la media de las

N
proporciones de camas ocupadas por habitacién Z Z=. Pero no es un estimador correcto de la proporcién de
i=1 Tj
N

Zyi

=1

> Ti
=1

camas ocupadas en el hospital, que es exactamente y se suele llamar "razén" poblacional.

n

Z Yi
i=1
n

E
=1

. Este

Otro estimador posible, serfa estimar la proporcién de camas ocupadas por la razén muestral

Ny
] ~_ _ total camas.
z e y es alta. El lector puede acudir a la teoria sobre estimacién indirecta (estimacién de razén) para mds

explicaciones sobre este tema.

estimador puede tener menor varianza que el mostrado en la resolucién , si la correlacién entre

d) En realidad se nos estd pidiendo n para obtener un error de muestreo relativo de

Jr@

Y

=Coeficiente de variacién del estimador=0.10.

6=

El tamano necesario es ©J. Portela, M. Villeta
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NS2 230 - 0.622
n== = = ~ = 36.36.
52 ¢ N(67)2  0.622+230(0.10 - 1.2)

Por lo tanto harfa falta examinar n* = 37 camas.

[Ejercicio 3.4.]

Una empresa de auditoria desea estudiar la proporcién de facturas no declaradas a Hacienda
en un acta de contabilidad. El acta contiene 525 facturas, y se toma una m.a.s. de 20 facturas.
De ellas, 8 son no declaradas.

a) Estimar la proporcion de facturas no declaradas y calcular la desviacion tipica del estimador.

b) ;Cuél es la fraccién de muestreo? ;Cual es el coeficiente de correccién por poblacién finita?
., Cual es el error de muestreo aproximado? ;Cual es el error de muestreo relativo aproximado?
i,Cual es el error de muestreo absoluto aproximado suponiendo o = 0.01?

c) Se suele definir el "efecto de disefio" como el cociente entre la varianza del estimador bajo
un cierto tipo de diseno, entre la varianza del estimador béasico utilizando m.a.s. Calcular el
efecto de disenio de utilizar m.a.s.r. en este caso.

d) Si la estimacion de la proporcion fuera exacta, y no utilizamos la aproximacién normal, jcudl
serfa la probabilidad de, realizando un m.a.s. de 200 facturas, encontrarse con 100 o mas de 100
no declaradas? (hay que utilizar la distribucién hipergeométrica ). Utilizando la aproximacién
normal, responder a la misma pregunta. Utilizar tablas o un paquete estadistico para responder
a estas preguntas.

.8 . . . EN
a) La proporciéon muestral es p = 20 = 0.40. La varianza estimada del estimador es V(p) = =

525—-200.4-0.6

595 0-1 = 0.01215. Por lo tanto la desviacién tipica es v/0.01215 = 0.11.

b)

20
La fraccién de muestreo es f = % = 1500 = 0.01333.

N —n

El coeficiente de correccién por poblacién finita es =1— f=0.9866.

El error de muestreo aproximado es la desviacién tipica estimada del estimador (es aproximado pues se trata

de una estimacién, no del error real) /V(p) = 0.11.

S)

P
) 0.275.

El error de muestreo relativo aproximado es

)

El error de muestreo absoluto aproximado suponiendo v = 0.01 es 20,005\/\7(@ = 2.574/ ‘7(1/)\) = 0.2827.

c¢) La varianza obtenida en m.a.s.r. serfa la misma exceptuando el coeficiente de correccién por poblacién finita:

‘A/(ﬁ) = ﬂl = 0.012315. Por lo tanto el "efecto de disenio" al utilizar m.a.s.r. se estima en el cociente de las
n—
0.012315
i .a.8.T. .. ——— = 1.013582.
varianzas en m.a.s.r. y en m.a.s, que es 0.01915 01358

Obviamente,cuando el efecto de diseno es mayor que uno, es que el método tiene mayor varianza que el muestreo

aleatorio simple y es en teorfa peor. ©J. Portela, M. Villeta
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d) Supongamos entonces que p = 0.4 y por lo tanto hay 0.4-1500 = 600 facturas no declaradas, y 900 declaradas.
Si se extraen 200 por m.a.s., la probabilidad de encontrarse, por ejemplo, con 100 no declaradas es, al ser todas
las muestras equiprobables, el nimero de muestras de tamano 200 que podrian contener 100 no declaradas,
entre el nimero total de muestras. Esto es:

(foo) (00)

1500

( 200 )
pues hay (?88) maneras de tomar sin reemplazo 100 facturas de las 600 no declaradas, y por cada una de éstas,
(?88) maneras de tomar 100 facturas de las declaradas. El denominador es el niimero de muestras de tamano

200 que se pueden tomar de las 1500 facturas.

Para calcular la probabilidad de que al menos haya 100 no declaradas habrian que sumar, considerando el
razonamiento anterior, los términos

G0 e e
(s00) (s00) (500)

Se ve que el nimero de facturas no declaradas en la muestra de tamano 200 sigue una distribucién hiper-
geométrica, por lo cual sélo es necesario calcular la probabilidad con la ayuda de tablas o paquetes estadisticos.
En particular, en SAS se utiliza la funcién probhypr(N,K,n,x) donde N es el tamafio de la poblacién, K el de
la subpoblacién de items con la cualidad, n el tamano muestral y x el nimero de items con la cualidad sobre
el que se quiere calcular la probabilidad. La funcién devuelve la probabilidad de que haya, en una muestra de
tamano n, x o menos items con la cualidad. En nuestro caso se utiliza 1-p para que devuelva la probabilidad
de 100 o m&s items.

data;

proba=1-probhypr (1500,600,200,100) ;
put proba=;

run;

obteniendo un resultado de proba =0.0008062602.

Al ser la poblacién finita, se ha utilizado la distribucién hipergeométrica. Si se considera infinita (a partir
de N suficientemente grande), se utilizarfa la distribucién binomial, y ademds, a partir de un np grande, la
aproximacion normal.

La aproximacién normal tiene en cuenta que el niimero de unidades con la cualidad obtenidas en una muestra de
tamafio n, y sabiendo que la probabilidad de obtener la cualidad en un item es p, sigue una normal N (p,0?) =
N(np,np(1l — p)). Por lo tanto basta calcular la probabilidad de X > 100 bajo esa distribucién normal.

Con el SAS, se utiliza la funcién probnorm(x)=P(Z < z), con Z una variable Normal (0.1). Sabiendo que
100 —

P(X > 100) = P(Z > —&
o

100—u)
— )

) donde Z es una variable distribuida como Normal (0.1), hay que calcular

1-probnorm(

data;

u=(100-200%0.4)/ ((200%0.4%0.6) **0.5) ;
proba=1-pronorm(u) ;

put proba=;

run;

obteniendo proba=0.001946208.

© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



Ejercicios resueltos 111

[Ejercicio 3.5.]

Una empresa inmobiliaria desea estimar el precio promedio de los pisos en venta de una zona.
Para ello escoge por m.a.s. 15 de los 100 pisos que estdn en venta. Obtiene una media muestral
del precio de 17.000 euros, con una cuasivarianza muestral de 625 millones. Tras esta operacion,
que se utilizard como muestra piloto, se desea realizar otro estudio de manera que con un grado
de confianza del 95% la estimacién esté dentro del 10% del precio promedio real. ;jCuéntos
pisos deberd muestrear por m.a.s. en una segunda encuesta?.

Para que la estimacion diste del precio real un 10% ha de ser
P(|7~7|< 0.107) = 0.95.

N —nS?

Suponiendo normalidad del estimador, y como la desviacién tipica del estimador es N
n

se tiene que

0.10y
17-7] Y\ _oos
\/N —n 52 N —n 52
es decir,
1 1
0.10y 0.10y — 0.95
\/N—n5’2 N—nS2 N—nS2
. . =~ _ N —n 52 , .
Como el estimador es insesgado, § = N (¥, ~ —) y por lo tanto el término central es Z = N(0,1).
n
Entonces,
0.10y 0.10y
Pt gz« ———Y 0095
N-—n Sj N —n S;Q
N n N n
10y
Lo que implica que _ 0105 = Za/2, con a = 0.05.
N—n Si
N n

Por lo tanto,
0.10y

N —n
N

=19y

SRS

2

0

N—n
0.10 N n
1.96 y
de muestreo relativo sea 0.10. Con la férmula habitual, se tiene que

lo que es lo mismo que decir que hay que encontrar el tamano muestral n tal que el error

e NS§Z 100 - 625000000 683
824 N(gp)2 625000000 + 100 - (0.10-17000)2 —

Por lo tanto habria que muestrear n = 69 pisos.
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[Ejercicio 3.6.]

En un estudio agricola en el drea A se pretende estimar el nimero de drboles que han comenzado
a dar frutos antes de determinada fecha.

a) Antes de comenzar el estudio no se tiene ninguna informacion, salvo el nimero de arboles
que es N = 100. ;Qué tamano muestral se les recomendaria tomar si se pretende escoger los
arboles por muestreo aleatorio simple de modo que la semianchura del intervalo de confianza
al 95% sea como mucho 57

b) Supongamos que se sabe por estudios realizados en un pueblo cercano que el verdadero
porcentaje de drboles que dan frutos prematuramente estd entre 0.2 y 0.35. ;Qué tamano
muestral se recomendaria en este caso?.

c) Se ha realizado finalmente el estudio con el tamanio muestral obtenido en el apartado b) y se
ha obtenido una proporcién muestral de drboles que han fructificado antes de tiempo de 0.25.
Establecer un intervalo de confianza para la cantidad "nimero de arboles que han fructificado
en el drea A".

a) En el caso de estudio de proporciones, la varianza del estimador es méxima si p = ¢ = 0.5. Por lo tanto,
en ausencia de informacion se suele tomar el valor p = 0.5 por defecto, porque dard lugar a un n maximo (es
situarse en el caso peor).

N —
En este caso, si p = ¢ = 0.5, la semianchura del intervalo de confianza es 1.964/ N2 - i ZLE =5 (recordemos
V —1n

N —
N 71”& = 5/N = 0.05 queda transformada a la expresién
—1n

usual de un error de muestreo absoluto para la proporcién.

que se trata de estimar el total). Haciendo 1.96

Despejar n equivale a aplicar la férmula:

Nz2,,p(1 - D) 100-1.962-0.5- 0.5

- = 80 4rboles.
22— p)+ (N —1)e? ~ 19620505+ 99- (0.05) arboles

n =

b) La varianza del estimador, como funcién de p, es una pardbola creciente desde p = 0 hasta p = 0.5 y
decreciente hasta p = 1 con mdximo en p = 0.5 . Por lo tanto, es peor (daria una varianza més alta) el caso
p = 0.35 que p = 0.20. Situdndose en el caso peor p = 0.35, el tamano muestral necesario, aplicando la férmula:

Nz2,,p(1 - P) 100 - 1.962 - 0.35 - 0.65

/2 - = 77.9 ~ 78 drboles.
22(1—D) + (N — 1)z 1.962-0.35-0.65 + 99 - (0.05)2 Arboles

n =

. N-n pg 100 -780.25-0.75

c¢) La varianza estimada del estimador es V(p) ~ 1= 100 Ty 0.000535.
n— _

el intervalo de confianza serd (0.25 — 1.96+/0.000535, 0.25 4+ 1.96+/0.000535) = (0.20, 0.29).

[Ejercicio 3.7 ]

En un estudio de mercado se desea estimar la media poblacional de ingresos en la venta de
cierto articulo en miles de euros en las 200 tiendas de una regién, de modo que el coeficiente de
variacién del estimador no supere el 5%. Por anteriores estudios, se conoce que el coeficiente
de variacién de la variable ingresos era de 0.35.

a) (Cuél es el tamafio muestral que se debe tomar si se desea realizar el muestrep por m.a.s5.7
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b) ;Cuél es el tamafnio muestral que se debe tomar si se desea realizar el muestreo por m.a.s.r.?

A~

V(y)

a) Se desea hallar n tal que ¢ = = 0.05. De modo que despejando n se accede a la férmula n =
NS?2
S2 4+ N(65)?

El Coeficiente de Variacién de y es

o N-15
CV(y)===——= conlo que
) 5 N 7
S, N
3 -1V

R =2 . .z
Dividiendo por iy en numerador y denominador en la expresién de n, queda:

N
o N® NG NEove»
SANGD®  Cup g (Fov)? N
. .

Como se sabe que C'V (y) es aproximadamente 0.35, sustituyendo queda

200
200(200710.35)2
500 — = 14.24 con lo que se tomard n = 15.

0.35)2 4 200 - 0.052

n =

(200— 1

b) En caso de muestreo con reemplazamiento, se utiliza la expresiéon para n:

5> CV(y)? 035

= — — —_— 49-
S N N

[Ejercicio 3.8.}

Se dispone de los siguientes datos obtenidos de un estudio realizado en 10 restaurantes escogidos
por m.a.s. en un determinado municipio que tiene 130 restaurantes. Se anotd, en promedio,
el tiempo en minutos que tarda en servirse el primer plato en una comida de Ment del dfa.
También se anoto si el restaurante merecia la calificaciéon A (més calidad) o B (calidad media),
C (calidad baja).

© J. Portela, M. Villeta
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Tiempo en servir 1° plato | Calidad
5 A
10 B
20 B
5 A
3 B
8 B
4 B
13 C
7 A
6 B

a) Estimar y dar un intervalo de confianza al 95% para el nimero de restaurantes que tienen
la calidad A.

b) Estimar el tiempo promedio en servir el primer plato en los restaurantes del municipio.

¢) Si quisiéramos plantear un intervalo de confianza para el tiempo promedio en servir el primer
plato en los restaurantes de calidad C, ;qué problemas habria?.

d) Suponiendo que la estimacién dada en el apartado a) fuera cierta, presentar un intervalo
aproximado de confianza al 95% para el tiempo promedio en servir el primer plato en los
restaurantes de calidad A.

e) {Cudntos restaurantes habria que muestrear por m.a.s. para tener una semianchura del in-
tervalo de confianza al 95% de como méximo 8 restaurantes en la estimacién del apartado a)?

a) La estimacion del total es Np = 130% =39, y p = 0.30. La varianza estimada del estimador sera

N —-n pq :1302130—100.300.70 364,

N n-1 130 10-1

N2V (p) = N2
Por lo tanto un intervalo de confianza suponiendo normalidad seria

(39 — 1.961/364, 39 + 1.961/364) = (1.6,76.4).

Hay que observar que el extremo inferior se puede aumentar, pues se sabe que al menos hay 3 restaurantes tipo
A (los que han aparecido en la muestra). El intervalo es muy ancho debido al pequefio tamano muestral y a la
variabilidad de la cualidad (al estar p cerca de 0.5, el caso con mds variabilidad).

b) La media muestral es 7 = 8.1 y la cuasivarianza s> = 26.32. La varianza del estimador SCTA | portela. M. Villeta
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~~ N-ns®* 130—1026.32
V(@) = 2o Y% 943,
e 130 10

El intervalo de confianza al 95% asociado, suponiendo normalidad, es (5.04,11.15).

c¢) Al haber solamente una observacion, la varianza del estimador no se puede estimar. aunque sf se puede dar
una estimacion del tiempo promedio en los restaurantes tipo C, que es 13 (la tnica observacién y por lo tanto
la media muestral).

d) Si se supone la estimacion del apartado a) cierta, entonces el nimero de restaurantes tipo A es Ny = 39.
La media muestral del tiempo promedio en los restaurantes tipo A de la muestra es ¥ = 5.66 y s> = 1.33. La
varianza del estimador se puede estimar en

o~ Na-nas®  39-3133

= 0.409.
NA na 39 3

El intervalo de confianza al 95% aproximado sera

(5.66 — 1.96+/0.409, 5.66 + 1.961/0.409) = (4.4, 6.91).

e) Se transformars la férmula de la proporcion, sabiendo que, cuando se estudia la proporcién y
€ = Za2\/ V(D)

se tiene

NZZ/QZ/)\(]‘ - ﬁ)
20— D)+ (N - 1)

n =

Pero en este caso, al estudiar el total de clase, el error absoluto de muestreo es

e=2q/2v/ N2V (D) = Nzo/2/V (D),

con lo cual basta sustituir en la férmula z, /5 por Nz, /2. Asi,

N3z ,p(1 = D) 130%1.9620.30 - 0.70

= — = = 81.
NZ22 51— P) + (N — 1)e?  130°1.9620.30 - 0.70 + (130 — 1)8?

n

[Ejercicio 3.9.]

Se realizé un estudio sobre la afluencia de hormigas en hogares de una comunidad de 1000
viviendas. Se extrajo una m.a.s. de 10 viviendas y se conté el niimero de viviendas que tenfan
un problema con las hormigas. Resultaron salir 4 viviendas con este problema.

a) Construir un intervalo de confianza para la proporcién de viviendas afectadas. Suponiendo
que la muestra fuera de tamano n = 50 en lugar de tamano n = 10 y saliera el mismo porcentaje
de viviendas afectadas en la muestra, ;céomo varia la semianchura del intervalo de confianza?.

b) Suponiendo despreciable el término de correccién por poblacién finita, responder ahora al
apartado a).

c¢) Supongamos que el coste de evaluar las viviendas se cifra en una cantidad fija ¢y = 3 més
una cantidad que depende del tamafio muestral ¢; - \/n, con ¢; = 2. Si se pretende minimizar
la funcién "coste méas 200 veces la varianza del estimador", ;que cantidad de viviendas habria
que examinar? Responder a la pregunta utilizando la férmula habitual con A = 20 y también
programando en SAS la funcién coste mds varianza aumentando n paulatinamente.

© J. Portela, M. Villeta
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100-100.4-0.6

100 5 0.024, con lo que 1.96 - \/\7(]3) = 0.30 y el intervalo es

a) p = 0.4,.con lo cual V(p) =
(0.096,0.70).

100-500.4-0.6

Si la muestra fuera de tamafio n = 100, serfa V(p) = 100 0 0.00244 y 1.96 - \/V(p) = 0.0968,

mucho mas pequeno.

b) En el primer caso serfa V(p) ~ 0.0266 y 1.96-1/V (p) = 0.32 y en el segundo, V (p) = 0.00489 y 1.96-1/V (p) =
0.137.

El término de correccién por poblacién finita en el primer caso era 0.90 y en el segundo 0.50, por lo que afecta
proporcionalmente més en el segundo caso la eliminacién.

¢) Como habitualmente se realiza en el caso de proporciones, se sustituye en la férmula el término utilizado

para medias 52 por p(1 — ). Ademsés, la funcién de coste es

N
N -1
C(n) = ¢o + c14/n, con lo que a = 1/2.
La funcién a minimizar es por lo tanto

f(n) = co + c1v/n+ 200V (p).

Utilizando la férmula,

_1
a1 100

1 N
o2\ ot (1 —p) = 0.4-06
n= (AS ) — A= 200 10=1

=13.3.
c1Q [&Ye . 1

Habria que examinar n = 13 o n = 14 viviendas.

Con SAS, basta hacer un bucle en un paso data, calculando el valor de la funcién cada vez:

data uno;

put @5 ’n’ @20 ’funcion’ /;
do n=2 to 20;

f=n/100;

coste=3+2x(n**0.5) ;
var=(1-f)*0.24/n;
fun=coste+200*var;
put @ n 020 fun;
output;

end;

run;

Se obtiene:

funcion
29.348427125
21.984101615
18.52
16.592135955
15.418979486
14.668645479
14.176854249
13.853333333

© 00 ~NO O WNB
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10 13.64455532

11 13.516885944
12 13.44820323

13 13.423410243
14 13.431886202
15 13.465966692
16 13.52

17 13.589740663
18 13.671948041
19 13.764113677
20 13.86427191

Se observa cémo el valor de la funcién es minimo para n = 13. Se puede hacer un grafico para ver la funcién
minimizada ( se ha afiadido la sentencia output en el bucle para guardar todas las observaciones):

symbol i=join;
proc gplot data=uno;plot fun*n;run;

2 3 4 5 & 7 8 5 10 1 12 13 W 15 16 17 18 13 20

[Ejercicio 3.10.]

En un estudio sobre hdbitos de audiencia de television, se realizé un m.a.s. sobre la poblacién
de ninos de un colegio de 1500 ninos. Se obtuvieron 100 encuestas, de las cuales se obtuvo
la, siguiente informacién sobre el nimero de horas que vefan la televisién al dia (cada nifio
encuestado respondia con una estimacién de las horas promedio que veia al dia la television).

Se obtuvieron los siguientes resultados: media muestral: 1.5 horas. Cuasivarianza muestral:
0.64.

a) Obtener un intervalo de confianza al 95% para la media poblacional de horas que pasan al
dfa viendo la televisién los ninos de ese colegio.

b) Realizar un programa SAS para presentar los errores de muestreo aproximados (normal,
relativo y absoluto con a = 0.05) aumentando n primero de 1 en uno de n = 2 hasta n = 20,
luego de 100 en 100 a partir de n = 100. Hacer la misma tabla, suponiendo m.a.s.r. Presentar
un gréfico del error de muestreo en m.a.s. y otro en m.a.s.r. a medida que aumenta n.

c¢) Observando la tabla de m.a.s. del apartado b), ja partir de qué n se tiene un error de muestreo
de 0.207 Corroborarlo con las férmulas habituales de determinacién del tamano muestral.
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a) Se tiene que 5 = 1.5 es el estimador insesgado de la media poblacional. Ademds,

. N-ns2 1500 —1000.64
V(g) = —— "5 _ 2~ TR 0059733,
W="x5" 1500 100

Con lo cual el intervalo de confianza sera (1.5 — 1.961/0.0059733, 1.5 + 1.964/0.0059733) = (1.348,1.651).

b) Se recurrird al programa del ejercicio 2.1, cambiando los pardmetros y ligeramente las férmulas :

data uno;
52=0.64;ngrande=1500;ymedia=1.5;
put ’n’ @10 ’Error’ 025 ’E.relativo’ @40 ’E.absoluto’ /;
do n=2 to 20,100 to 1500 by 100;
var=s2/n*(1-n/ngrande) ;
el=varx*0.5;
e2=var/1.5;
e3=1.96*(var*x0.5) ;
put n @10 el 6.4 025 e2 6.4 040 e3 6.4;
output;
end;
run;

En la ventana LOG se observa cémo desciende el error de muestreo, que para n = 1500 es cero (si aparece 0 en
algunas observaciones antes en el error de muestreo relativo es debido al formato de salida: se pueden cambiar
los 6.4 por 10.8 para ver mds decimales).

Se ha puesto la sentencia output; dentro del bucle para guardar las observaciones en el archivo uno y poder
presentar el grafico. Este se realiza con la opcién symbol i=join; para unir los puntos por lineas.

symbol i=join;
proc gplot data=uno;plot el*n;
run;

T T T T T T T T T T T T T
0 200 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500

Para m.a.s.r el programa es igual, cambiando var= var=s2/n*(1-n/ngrande); por var=s2/n;.

c) Se observa que habria que tomar como minimo n = 16 para obtener un error de muestreo de 0.20. Si
recurrimos a la férmula:

L N& _ 1500-0.64
© N¢2+ 52 1500 -0.202 + 0.64

= 15.8 dando lugar a un n minimo de 16.
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[Ejercicio 3.11.]

El archivo SAS madrid, con 179 observaciones y utilizado en el ejercicio 2.7, contiene datos
sobre edificios por construir en municipios en la Comunidad de Madrid en 1998. Se trata de
comprobar las diferencias existentes al tomar muestras sin reemplazamiento frente a muestras
con reemplazamiento.

a) En el ejercicio 2.7 se vio que la varianza poblacional era 21047. Con m.a.s.r. se vio que harfa
falta un tamano n = 90 para obtener un error de muestreo de 30. ;Que tamano harfa falta con
m.a.s.?.

b) Con esa informacién poblacional, calcular el error de muestreo exacto en los siguientes
casos: m.a.s. con tamano n = 20 y m.a.s.r. con tamano n = 20 para la estimacién de la media
poblacional.

c¢) Con n = 40, extraer una m.a.s. con el proc surveyselect y estimar la media y total poblacional
con la macro estimas, usando la semilla 12345.

d) Se han creado para el propdsito de este ejercicio, las macros variasmas y variasmasr, para
observar graficamente y comparar el comportamiento de los dos estimadores de la media, bajo
mas y bajo masr. La sintaxis es:

%variasmas (replicas,tama);

y

hvariasmasr(replicas,tama);

Las macros repiten, tantas veces como indica el pardmetro "replicas", el proceso de extraer una
muestra de tamano "tama" y calcular el valor del estimador de la media. Todo con el archivo
temporal madrid, para la media de la variable edif. Finalmente presentan un histograma (es el
objetivo de la macro) de los valores obtenidos de los estimadores en las réplicas.

dl) Para observar cémo se comporta el estimador de la media bajo mas a medida que se
aumenta el tamano muestral, realizar 50 réplicas con muestras de tamano n = 10, después de
tamano n = 50 y después de tamano n = 100. Comparar visualmente los graficos obtenidos.

d2) Para comparar m.a.s. con m.a.s.r, realizar las mismas operaciones anteriores con la macro
variasmasr y comparar, en términos de varianza-rango, los gréaficos obtenidos con los vistos en
m.a.s.

d3) Observar que cuando la muestra es pequena, la distribucion es asimétrica (como lo es la de
la variable edif) pero cuando aumenta n, se acerca mas a la normalidad.

Nz2, 52 N
@/27 __ donde S? = 707 = 21165.2, asi:

a) El tamafo serfa n = ———+——
25957 + Ne? -

179 - 1.962 - 21165.2
= ~ i 1 1 val = i .a.S.T.
n 1962 211652 £ 179 - 302 60, considerablemente menor que el valor n = 90 obtenido %%%o%el%,sﬁ Villeta
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b) El error de muestreo es en m.a.s.r., \/V@) =

=~ N —nS§?
VV@) =\ =5 = 3066,

c¢) El programa serfa el siguiente:

= 3243 y en m.a.s.,
n

B

proc surveyselect data=madrid noprint out=muestra method=srs n=40 seed=12345;
run;
%estimas (muestra,edif,179);

Obteniendo:

>k >k >k 5k 5k ok ok ok ok 5k 5k >k >k >k >k >k >k >k >k ok >k ok ok >k %k >k %k %k %k >k %k >k >k >k >k >k

ESTIMACION DE LA MEDIA O PROPORCION

3k >k >k K 3K 3K 3K 3K 5k 5k 5k 5k 5k 5k 5k 5k %k >k 3k 3K 3k 3k 5k 5k 5k %k 5k >k %k %k %k K >k >k >k >k >k

Estadisticos
Error std de Var de la
Variable Media la media media 95%, CL para la media
edif 50.300000 12.830546 164.622911 24.3477711 76.2522289
ook sk ok ok ook ok ok ok ok ok o ok ok sk ok ok K
ESTIMACION DEL TOTAL
3k 3k >k 5k >k >k 5k 5k 5k kK 5k 5k %k 5K 5k %k %k >k %k >k %
Estadisticos
Desviacién Var de
Variable Suma esténdar la suma 95% CL para Suma
edif 9003.700000 2296.667735 5274683 4358.25103 13649.1490

d) Se utiliza la sintaxis:

Y%variasmas(50,10);
Y%variasmas(50,50);
Y%variasmas(50,100);

Observando los histogramas respectivos:
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Histograma con MA.S,, replicas= 50 y n= 10

Histograma con MA.S,, replicas= 50 y n= 100

o

3 '\||‘

o T T
50

o 100 150 200 250 300

Histograma con MA.S,, replicas= 50 y n= 50

121

Los gréficos obtenidos con la macro variasmasr son similares, con mayor variabilidad en general. El programa

serfa:

Y%variasmasr(50,10);
%variasmasr (50,50);
%variasmasr(50,100);
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4.10 Ejercicios propuestos

1) En un estudio sobre el posible uso del muestreo para reducir el trabajo de inventario de
existencias en una bodega, se realizé un recuento del valor de los articulos de cada uno de los
36 estantes de la bodega. Los valores obtenidos fueron:

29, 38, 42, 44, 45, 47, 51, 53, 53, 54, 46, 56, 58, 58, 59, 60, 60, 60, 60, 61, 61, 61, 62, 64, 65, 65,
67, 67, 68, 69, 71, 74, 77, 82, 85.

Se quiere que la estimacién del valor total a partir de una muestra sea correcta salvo un error
méximo de 200, con una probabilidad de error de 0.05. Un consultor sugiere que una muestra
aleatoria de 12 estantes es suficiente para hacer la estimacion. ;Es correcta la afirmacion?.

2) Los resultados de una encuesta realizada a una m.a.s. de 1000 personas establecen que que el
55% de los espanoles considera el fiitbol como su deporte favorito. Un periédico afirma: "Con
una muestra de este tamano, se puede decir con un 95% de seguridad que los resultados estén
dentro de méds o menos 3% de lo que estarfan si la poblacién completa de adultos hubiera sido
encuestada". Decir si se estd de acuerdo con esta afirmacion.

3) Se quiere estimar mediante m.a.s. la proporcién de padres espafioles que si pudieran hacer
retroceder el tiempo decidirfan tener hijos. Suponiendo que dicha proporcién es inferior a 0.3,
calcular el tamano muestral para que el error absoluto de muestreo cometido sea inferior a 0.06
con probabilidad 0.95.

4) Una empresa de marketing estd interesada en conocer la proporcién de personas que se
abonarfan a una oferta que intentan realizar de un nuevo producto. Disponen de un fichero de
200000 direcciones, y piensan realizar un m.a.s. sin reemplazamiento.

a) ; Qué tamano muestral deben elegir para estimar la proporcién de individuos que se abonarian
con un error absoluto de muestreo del 0.5% a un nivel de confianza de 95%?.

b) Suponer que se sabe por experiencia que la proporcién de abonos a este tipo e oferta suele
estar generalmente entre el dos y el tres por ciento. ;Cudl serfa entonces dicho tamano?.

5) En un estudio realizado sobre 10 pacientes escogidos por m.a.s. en un hospital con 200
pacientes se anoté el tiempo de permanencia en dias en el Centro. También se pregunté al
paciente su opinién sobre el Hospital.
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Tiempo de permanencia | Opinién
7 Buena
5) Media
6 Media
) Media
3 Mala
8 Buena
4 Mala
2 Media
7 Buena
6 Mala

a) Estimar y dar un intervalo de confianza al 95% para el mimero de pacientes con opinién
mala sobre el hospital.

b) Estimar el tiempo promedio de permanencia.

c¢) Suponiendo que la estimaciéon dada en el apartado a) fuera cierta, presentar un intervalo
aproximado de confianza al 95% para el tiempo de permanencia de los pacientes con opinién
mala .

e) ;Cudntos pacientes habria que muestrear por m.a.s. para tener una semianchura del intervalo
de confianza al 95% de como maximo 8 pacientes en la estimacién del apartado a)?.

6) Se pretende estudiar el nimero de peras por peral que hay en una huerta. Se escogen 10
perales de los 40 que hay y se obtiene la tabla de frecuencias presentada.

a) Dar un intervalo de confianza a 95% suponiendo normalidad para la estimacién del nimero
medio de peras por peral.

b) (En el caso del apartado a), que diferencia habria en la varianza estimada del estimador si
en lugar de m.a.s. se hubiera utilizado m.a.s.r.”.

c¢) Suponiendo la estimacion del apartado a) suficientemente precisa, decir cudl seria el error de
muestreo aproximado si se seleccionaran 20 perales? ;Y 39 perales?.
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Peras | Frecuencia
40 1
25 3
18 1
30 2
20 1
16 2

7) En un pueblo se desea conocer el nimero de familias donde algin miembro ha sido afectado
por la gripe. No se tiene mds informacién que el nimero de familias del pueblo, que es 500.
,Cudntas familias habrfa que seleccionar por m.a.s. para asegurarse un error absoluto méximo
de muestreo de 60, al nivel 95% al estimar el niimero de familias afectadas?.

b) Se conoce por los pueblos circundantes que la proporcién de familias afectadas estd entre
0.15 y 0.30. ;Qué nimero de familias a muestrear se recomendaria en este caso?.

c) Se realizé el estudio con el tamanio muestral recomendado en el apartado b) y resulté una
proporcién de familias afectadas de 0.18. Dar un I.C. al 95% para el total de familias afectadas.

8) El archivo SAS pesos contiene datos sobre una poblacién de 1200 personas con las variables
estatura, peso, dieta y sexo. Se trata de rellenar la tabla que aparece debajo a partir de los
siguientes resultados.

a) Comprobar con un proc means la verdadera proporcién de personas que hacen dieta y la
media poblacional de la estatura.

b) Extraer 4 muestras por m.a.s. de tamano 40, con semillas 1234, 1235, 1236, 1237 y estimar
la media de estatura y la proporcién de personas que hacen algin tipo de dieta (la variable
dieta estd codificada como 1=hace dieta y 0=no hace dieta).

c) Realizar el apartado a) pero con tamano muestral 400.
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Tamano | Semilla | Proporcién dieta | Media estatura
40 1234
40 1235
40 1236
40 1237
400 1234
400 1235
400 1236
400 1237

d) Suponiendo la iltima muestra de n = 400 suficientemente fiable, estimar el error de muestreo
en la estimacién de la media de estatura que se alcanzarfa con n = 1000.

9) El archivo SAS guisa contiene datos sobre la superficie (variable super) y produccién de
guisantes en las 51 provincias espanolas en 1998.

a) Extraer 4 muestras por m.a.s. de tamano 10, con semillas 1234, 1235, 1236, 1237 y estimar
la superficie total cultivada de guisantes en 1998.

b) Extraer 4 muestras por m.a.s.r. de tamano 10, con semillas 1234, 1235, 1236, 1237 y estimar
la superficie total cultivada de guisantes en 1998. comprobar si se repite alguna provincia.

c¢) Utilizar un proc means para observar la cuasivarianza de la variable superficie. Deducir
cudl serfa el tamano muestral necesario exacto para tener un error de muestreo de 750 en la
estimacién de la media de superficie cultivada de guisante por provincia, con m.a.s.

d) Extraer una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento con el tamafo muestral obtenido
en ¢) y calcular la estimacién del error de muestreo obtenido. Calcular también el error de
muestreo exacto (puede ser algo menor que 750, debido a la correccién aplicada en el apartado
c) por ser n entero ). Comparar.
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5 MUESTREO ESTRATIFICADO

5.1 Introduccién y notacién

Este tipo de muestreo se aplica cuando la poblacién de tamano N estd particionada en L

estratos o clases disjuntas de modo que si el tamano de la clase o estrato h es N, se cumple
L

que Y N, = N.

h=1
En la Figura 5.1, hay 3 estratos (h = 1 =ovejas blancas, h = 2 =ovejas negras y h = 3 =
ovejas pintas), con tamanos respectivos N; = 8, Ny = 6, N3 = 10. El tamanio de la poblacién
es N = 24.

Figura 5.1. Poblacién particionada en 3 estratos.

N L

Se denomina peso o ponderacién relativa al estrato h, a W), = Wh , de manera que Y W), =
h=1

1. La ponderacién relativa es el tamano relativo del estrato respecto al total. En la figura, el

peso de los 3 estratos es respectivamente Wy = 0.33, Wy = 0.25, W3 = 0.42. Portela, M. Villeta
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El muestreo estratificado consiste en seleccionar aleatoriamente n; elementos de cada estrato
L

h = 1,...,L. El tamano final de la muestra serd n = > ny. La seleccién dentro de cada
h=1

estrato es independiente del resto de estratos, de ma-nera que el muestreo estratificado es una
subdivisién de un problema de muestreo en una poblacién, en L problemas de muestreo en L
poblaciones independientes. Mateméticamente, esto implica que no hay relaciones de depen-
dencia (covarianzas) entre unidades muestreadas en un estrato y en otro diferente. Ademés
esta divisién permite obtener estimaciones por separado en cada estrato.

Los motivos que llevan a realizar muestreo estratificado son tanto practicos como tedricos.
Entre ellos se pueden destacar:

e La necesidad de obtener estimaciones separadas para cada subpoblacién o estrato (por
ejemplo, provincias).

e Una mejor organizacién del trabajo de campo (por ejemplo al asignar recursos y grupos
de trabajo a cada estrato geogréfico).

e La posibilidad de mejorar la precisién de los estimadores globales, a través de una buena
seleccién de estratos y de una afijacién apropiada (seleccién de los tamanos muestrales

nh).

En la Figura 5.1, interesa realizar muestreo estratificado para estimar la cantidad media de
lana que se extrae de una oveja, obteniendo también informacién sobre las diferencias entre los
distintos de ovejas, y una mayor precisiéon en el estimador global si las diferencias entre los 3
tipos de ovejas en cuanto a cantidad de lana individual son importantes.

En general , para obtener un estimador con mayor precisiéon, conviene que los estratos sean
homogéneos por dentro y diferentes entre si, respecto a la variable de interés. Por ello la
creacion de estratos suele realizarse a menudo en funcién de una variable auxiliar relacionada
con la variable de interés (por ejemplo en muestreos sobre unidades familiares de indole social,
se pueden utilizar como estratos tramos de renta, pues estdn relacionados con las variables
sociales de la encuesta).

Sea y la variable de interés. Sea y;; = valor de la variable de interés en la i-ésima unidad del
estrato h, para h=1,...,L,ei=1,..., N.

Estadisticos poblacionales.

1 Ny
Yp = A > yni = media de y en el estrato h.
h =1

Np
Nyy,, = 231 yn: = Total de y en el estrato h.

(2

1 D
o2 = A ;(yhi —7,)? = Varianza de y en el estrato h.
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1 M N,
SZ = N, 1 ;(yhi — ) = N, i 10,21. =Cuasivarianza de y en el estrato h.
T=—=S S Yni=—> NJ, = Z »Y, = Media poblacional de y.
N =iz N = h=1

L
Nhyh = Total poblacional.

@I

1 L Ny
- N > Z(yhz 7)? =Varianza poblacional.
h=11:1=1
N

N 102 = Cuasivarianza poblacional.

(yhz )2 =

1z

=g 3

Vemos entonces que en muestreo estratificado la media poblacional puede ser expresada en
términos de una suma ponderada de las medias por estratos. El total poblacional es obviamente
la suma directa de los totales por estratos. En el caso de la varianza poblacional existe una
descomposicién ttil desde el punto de vista tedrico que se verd mas adelante.

Estadisticos muestrales.

En cada estrato i se toma una muestra yu1, ..., Yan,, -

~ ]_ Th
U, = — Y yn; = media muestral de y en el estrato h.
Nh =1
1 ~
57 = : > (yni — y),)*> =Cuasivarianza muestral de y en el estrato h.
Np — L1i=1

5.1.1 Descomposicién de la varianza de una poblacién estratificada
Teorema 5.1 (descomposicién de la varianza).
L L
o = 3 Waoj, + > Wi(7, — 7)°
h=1 h=1
Demostracion.

=) ﬁ'f(ym 9=

=z

L h
> (ym T+, —7)° =
h=11

ZIH

..
||

(Wni = 5n) (W —9) =

10z

IIMN

1 L ) 1 L 3 9 L Ni, B
=— > Nwoi+ = > Nu(@, —9)* + Z( =) > (Yni — Tn)-
Nh:l Nh:l =1

h:l

El 1ltimo sumando es cero, pues para todo h,
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Np,
> (Wni — Un) = Nap, — Nugy, = 0.

=1

Asi,
1 L 1 L L L

0= — 3 Nyor+— > Nu(@, —79)* = Y. Whor + > Wi(7), —9)%
Nh:l Nh:l h=1 h=1

De modo que la varianza poblacional se puede descomponer en dos sumandos: el primero
relativo a la variabilidad dentro de los estratos y el segundo a la variabilidad entre estratos.

5.2 Estimacion en muestreo estratificado con m.a.s. en cada estrato

5.2.1 Estimacion de la media poblacional

Teorema 5.2 (estimador de la media).

L L

Definamos con el subindice st de estratificacién a g, = > Whﬁh => N
h=1 h=1

de la media poblacional en muestreo estratificado con m.a.s. en cada estrato. Se verifica que
Y, es un estimador insesgado de la media poblacional 7.

h=

Yy, como el estimador

Demostracion.

L —~ L AN
E@.) = E (Z Whgh) = > WhE®,) =

cada estrato de una subpoblacién independiente, donde @h es el estimador usual de la media
en m.a.s., y por lo tanto es insesgado.

L AN
Wywy, = v, donde E(y,) = 7, por tratarse

Teorema 5.3 (varianza del estimador).

La varianza del estimador 3, es

L Nh(Nh—nh)S_%: L Wh(Nh—nh)S,%

V(7) = 2l ) O,
@) h=1 N2 np, hgl N np
Demostracién.
L L .
V(yy) =V <Z Whyh) = Y WAV <yh) por independencia del muestreo de unos estratos a
h=1 h=1
otros.
Entonces,
L N, —nhSQ L Nh(Nh—nh) 52
V() = Y Wi——-h = 3 ok
(y t) hZ::l h Nh ny, hzzjl N2 ny,

por ser cada varianza V' (@h) la varianza del estimador ¥, de ¥, cuando se hace m.a.s. en cada
estrato.
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Teorema 5.4 (estimacién de la varianza del estimador).

Un estimador insesgado de V (7,) es

~ L Nh Nh — Ny, 52
V(yy) = %—h-
h=1 Ny

Demostracion.

= L Nh(Nh—’th) S%L L Nh(Nh—nh)
* [ —F AV Th TR Ph ) N TR TR
(V (yst)) (};1 N2 np, = NQTL}L

:i Nh(Nh — nh) S_]?L

— V7,
= N2 n, (y t)

5.2.2 Estimacion del total poblacional

Corolario 5.1 (estimador del total).

(a) Ny, es un estimador insesgado del total poblacional, con varianza

S

VINT) = 3 NN = )2t

(b) Un estimador insesgado de V(N7,,) es V(NT,,) = 3. Nu(Nyp — nz)
n

5.2.3 Estimacién de la proporcién poblacional

131

Definamos p como la proporcién poblacional, p;, como la proporcién en el estrato h, p;, como

L

la proporcién muestral en el estrato h, y ps = > Wjp como el estimador estratificado de la

h=1

proporcién poblacional. Los resultados son directos, al tratarse las proporciones muestrales y
poblacionales como medias muestrales y poblacionales respectivamente cuando la variable y es

dicotémica.

Corolario 5.2 (estimador de la proporcién).

(a) ps es un estimador insesgado de la proporcién poblacional, con varianza

nh52 Lo Nh — 1y Pran
Nh n, = " Np—1 my

(pst) Z Wh

(b) Un estimador insesgado de V (py) es V(ps)

EL: Nh_nh thh
h=1 Nh nh—l
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[Ejemplo 5.1.]

Una empresa publicitaria decide realizar una encuesta por muestreo para estimar el nimero medio
de horas por semana que se escucha la radio en los hogares del municipio. Dicho municipio abarca 2
pueblos A y B, y un drea rural. El pueblo A rodea una fdbrica y la mayoria de los hogares son de
obreros jévenes con hijos en edad escolar. El pueblo B es un suburbio de una ciudad vecina, y consta
de habitantes de mas edad, con pocos nifios en casa. Existen 155 hogares en el pueblo A, 62 en el
pueblo B y 93 en el drea rural. Se realiza muestreo estratificado obteniendo los datos siguientes, donde
para cada estrato se refieren las horas por semana que se escucha la radio en cada hogar muestreado.

Estrato 1 (Pueblo A): 35, 28, 26, 41, 43,29,32,37,36,25,29,31,39,38,40,45,28,27,35,34.
Estrato 2 (Pueblo B): 27, 4, 49, 10, 15, 41, 25, 30.

Estrato 3 (Area rural): 8 15 21 7 14 30 20 11 12 32 34 24.

a) ;Serfa interesante estratificar la poblacién?

b) Estimar el tiempo medio que se ve la televisién en horas por semana, para los hogares del municipio,
y dar una estimacién de la varianza del estimador, ademds de un Intervalo de confianza al 95% para
la estimacion suponiendo normalidad del estimador.

c¢) Similar al apartado b) pero referido solamente a los hogares del pueblo B
d) Comparar los resultados anteriores.

e) Estimar el nimero total de horas por semana que las familias del municipio dedican a ver la televisién
y dar un I.C. al 95% para ese nimero total.

f) La empresa publicitaria quiere estimar la proporcién de hogares donde se escucha un programa
de entrevistas. Para ello, utilizando el anterior muestreo estratificado, recoge los siguientes datos
muestrales: En el pueblo A, de los hogares muestreados 16 escuchan el programa de entrevistas . En
el pueblo B, 2, y en el drea rural, 3. Estimar la proporcién de hogares que escuchan el programa, y
dar un I.C. al 95% para esa proporcion.

a) La particién de la poblacién en 3 estratos facilita la tarea de seleccién de muestras y el trabajo de
campo. Ademds se espera cierta homogeneidad dentro de cada estrato y posiblemente alta variabilidad
(diferencias) entre los 3 estratos en cuanto al nimero de horas de escucha de radio . Esto favorece
la precisién de un estimador global respecto a un m.a.s. no estratificado, como se verd mds adelante.
Por 1ltimo, la estatificaciéon permite dar estimaciones e intervalos de confianza para cada estrato por
separado.

b) Vemos que el tamano muestral ny, difiere en los 3 estratos. Obtenemos los siguientes datos mues-
trales:
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Estrato 1 | Estrato 2 | Estrato 3

N, | 155 62 93
np | 20 8 12
7n | 33.9 25.125 19

3,21 35.358 232.411 87.636

Tabla 5.1. Datos muestrales.

Ademds, N = 155462 4+ 93 =310 y n = ny1 + ng + ng = 40.
El estimador de la media poblacional es

_ L Ny~ Ny~ No~ N3~ 155 62 93
Ygp = hgl Wyh = Wyl + Wyz + Wyg = m33.9 + ﬁ%'l% + %19 = 27.7 horas a la semana

por hogar del municipio
El estimador de la varianza de ¥y, serd

- L Nu(Np—nn) 53

V 75 = B —— =

 155(155 — 20) 35.358 n 62(62 — 8) 232.411  93(93 — 12) 87.636

=1.97.
3102 20 310 8 + 3102 12

Con lo cual un intervalo de confianza al 95% para 7 vendrd dado por

Gat — 2a2\/ V (Tat)s Tst + 2020/ V(@) = (27.7 — 1.96V/1.97,27.7 + 1.96v/1.97) =
= (24.92, 30.45)

~ ~ o~ Ny—mgs3 62—8232411
c) Para el pueblo B se tiene y, = 25.125 con V(y,) = 2N n2% o 5 s = 25.303.
2 N2

d) La estimacién de la media poblacional 3 es bastante buena, pero la estimacién particular de la
media del estrato 2 no lo es tanto, es decir, la varianza estimada del estimador toma un valor muy
alto, debido a la gran variabilidad interna de ese estrato (s3 = 232.411) y al pequefio tamaiio de la
muestra.

e) En el estrato 1, la proporcién muestral es

_ numero de unidades (hogares) que escuchan el programa de entrevistas 16

— =— =08
P nimero de unidades (hogares) muestreados 20

Anslogamente, ps = 0.25 y p3 = 0.5.
La estimacién de la proporcién poblacional vendra dada por

L 155 62 93
= S Wibh = —20.8 4+ 2025 + —>-0.5 = 0.6
pst = 2 Wi = 37508 + 375025+ 375
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La estimacién de la varianza de ese estimador es

~ L Ny —np Phan L Np(Np—mnp) Dnan
Vipw) = 35 2 =y M)
h=1

Ny m—-1 /= N2  n—1

= (0.0045

155(155 —20) 0.8 - 0.2 n 62(62 —8) 0.25-0.75 n 93(93 —12)0.5-0.5
3102 19 310 7 3102 11

con lo cual un intervalo de confianza al 95% para p vendrd dado por

= (0.6 — 1.961/0.0045, 0.6 + 1.961/0.0045) = (0.46, 0.73).

5.3 Afijacién muestral

Dado el tamano muestral n, se denomina afijacién muestral al reparto de la muestra en los

diferentes estratos. Es decir, es la divisién de n en L nimeros ny, con h = 1, ..., L, de manera
L

que Y. n, = n. A continuacién se verdn varios tipos de afijacién, suponiendo m.a.s. en cada

h=1
estrato.

5.3.1 Afijacién igual

Consiste en asignar el mismo tamano muestral en cada estrato, es decir, ny =ng = ... = ny, =
L
... =ng. Como n = Y n, = Lny, pues todos los n, son iguales, se tiene que n; = E.Este tipo
h=1

de afijacién favorece a los estratos de menor tamano y perjudica a los grandes, en cuanto a
precision. También se puede denominar afijacién uniforme.

5.3.2 Afijacién proporcional

Consiste en asignar a cada estrato h un tamano muestral proporcional al tamano relativo de

: .onp Npoy o h : e
dicho estrato, es decir, — = W.ASI, ny = nW = nW),. Se verifica que con estd afijacion,
n

todas las unidades de la poblacién tienen la misma probabilidad de figurar en la muestra de n

unidades. Es posiblemente la més utilizada, cuando los tamanos de los estratos varfan mucho
entre si.

5.3.3 Afijacién de varianza minima

Dado un tamano muestral total n , esta afijaciéon consiste en asignar a cada estrato un tamano
muestral n;, de modo que la varianza V' (7,,) del estimador estratificado sea minima. Para ello
es necesario disponer de una aproximacién a las cuasivarianzas por estrato S?.

Se trata de un problema de optimizacién no lineal con una restricciéon de igualdad donde se

puede utilizar el método de los multiplicadores de Lagrange.
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MZTL V(gst)

sujeto a

L
>np—n=0.
h=1

Definiendo el lagrangiano

L LNy (N — ) S2 L
D(ny,...,np) =V (Ggy) + A (Z ny — n) => %—h + A (Z ny — n>
h=1 = np h=1

h=1

Derivando respecto de cada ny,

96  N2S?
= — A=0 todoh=1,....L
on, Nen2 + para todo s
N2S? NSy N5S, Ny Sy NSy,
Asi, A\ = A0 1 1 = = = .. = .=
Sh N2n? con lo cual y v/A Nnq Nny Nny, Nn;

a c at+c a
Como - = - = —, tenemos que

b d _ b+d b

L
> NpSh
h=1 hoh
= para todo h y, por lo tanto ,
L Nnh
Nnh
h=1
L
NS,
2 s, - NiSh o . »
N =% lo que implica que n;, = n————— €s la afijacién de varianza minima.
n np
> NuSh
h=1

Vemos que en la expresion intervienen tanto la cuasivarianza en cada estrato como el tamano
del estrato (a mayor cuasivarianza y mayor tamano en el estrato h, mayor tamano muestral es
requerido en h). Si la cuasivarianza no varia mucho de estrato a estrato , es decir Sj, ~ S para
todo h, esta afijacion coincide con la afijacién proporcional, por lo que la afijacién de varianza
minima sélo tiene utilidad cuando la diferencia de variabilidad entre estratos es alta, pues tiene
el defecto de requerir las estimaciones Sj,.

5.3.4 Afijacién 6ptima con costes variables

En este tipo de afijacion se considera que el coste de observacién de cada unidad muestral en
L
el estrato h es Cj,. Asi, el coste total de la muestra es C' = > Cyny. La afijacion consiste en
h=1
minimizar la varianza del estimador sujeto al coste fijo C' :

MZH V(yst)
sujeto a
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L
Z C’hnh—C: 0
h=1

o . 9 N2S2
Con lo cual , desarrollando como en la afijacién de varianza minima, T N2

+AC, =0
para todo h =1, ..., L y entonces,

NhSh NhSh

y por lo tanto, n;, = NN G V]\ghhh

h=1 \/Ch

Esta relacion se puede expresar también de otra manera, pues como

_ VG
\/_—N—nh

esto implica que n = C'

NS

ny = C’L— VCh para todo h =1, ..., L.
> NupSpv/Ch
h=1

Si los costes son similares en los distintos estratos, esta afijacién coincide con la de varianza mi-
nima. Por otro lado, el criterio es igualmente valido para otras funciones de coste, en cuyo caso
habria que adaptar la expresién de la afijaciéon, minimizando la varianza sujeto a la expresién
correspondiente.

5.3.5 Afijacién fija

Es una afijacién arbitraria de los tamanos n;, en cada estrato, motivada por motivos précticos,
de coste u organizacién.
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[Ejemplo 5.2.]

En una comarca compuesta por tres pueblos A,B, y C se desea conocer la edad media de sus habitantes.
Para ello se dispone de un presupuesto de de 1000 euros, y se supone que el coste por observacién es
de C4 = Cp = 0.8 euros, y Co = 1.2 euros.

(a) Determinar el tamano muestral en cada pueblo y el tamanio muestral en total si de una encuesta
previa se ha estimado que las cuasivarianzas son 5124 = 302, 5’123 = 322, S% = 40, y sabiendo que el
nimero de habitantes en cada pueblo es Ny = 25.000, Ng = 12.000, No = 2.000. EIl objetivo es
obtener la méxima precisién a coste fijo.

(b) Presentar también las diferentes configuraciones de la muestra, suponiendo el tamano n derivado
de los cédlculos anteriores, para la afijacién igual, proporcional y de varianza minima.

(c) Realizar un programa y presentar una tabla que indique los costes y precisién para diferentes
afijaciones, variando los ny de 50 en 50 y suponiendo n = 1200. Expresar en un gréfico la relacién
entre coste y varianza para diferentes afijaciones.

(a) Hay tres estratos A,B,C. El presupuesto o coste general fijo es C = 1000 . Hay que hallar
na,np,nc, tales que se minimice la varianza V(7,,) sujeto a 1000 = 0.8(n4 +np)+ 1.2nc. Aplicando
el resultado de afijacién 6ptima,

Ny Sh
np =(C—F"—""—— Ch

L
> NuSpV/Ch,
h=1

L
En este caso Y NpSpy/C}h, = (25.000)30v/0.84(12.000)32+/0.8+(2.000)40+/1.2 = 1101916.04. Ademas,

h=1
NaSa _ 2500030 _ gognon 5 NBSB _ 199395 05 y NoSe _ 79099.6.
vCy 4/0.08 VCp vCo
Asi,
838525.5
429325.05
= 1 _—— =
ne = 100757016.00 = 399
73029.6
= 1 - = .
na = 10007757976.01 =~ 90

Asi, n = 760 + 390 + 66 = 1217.

(b) Con n = 1217 y afijacién igual, se tendria aproximadamente ng = ng = ng = 406 .

25000 12000 2000
=780, np = 1217—— = 375, ng = 1217

39000 39000 39000 62

Con afijacién proporcional, n4 = 1217
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L
Con afijacién de varianza minima, se tiene que »_ NS, = 2500030+ 1200032+ 2000-40 = 1214000,

h=1
N4S NgS NgS
Y A =n—o"t =752, np = n—2P— = 385, ng = n——— = §0.
> NuSh > NuSh > NuSh
h=1 h=1 h=1

(¢) La programacién consiste en dos bucles haciendo variar ny y na, de 50 en 50, calculando ng y
dentro del bucle la varianza del estimador y el coste. El programa serfa algo asf como:

s1=30;s2=32;s3=40
c1=0.8;c2=0.8;c3=1.2
ngl1=25000;ng2=12000;ng3=2000;ng=39000
repetir desde n1=50 hasta 1150
repetir desde n2=50 hasta 1150-ni
n3=1200-n1-n2
varianza=(ngl-n1)*(s1**2)/nl+(ng2-n2) * (s2**2) /n2+(ng3-n3) * (s3**2) /n3
varianza=varianza/ (ng**2)
coste=cl*nl+c2*n2+c3*n3
fin_repetir
fin_repetir

Ordenando por varianza y coste, los primeros valores de la tabla son:

nA nB nC varianza coste
550 450 200 .000053052 1040
600 400 200 .000053055 1040
550 400 250 .000053192 1060
500 450 250 .000053638 1060
600 350 250 .000053836 1060
500 500 200 .000053946 1040
650 350 200 .000054043 1040
600 450 150 .000054317 1020 *k ok
500 400 300 .000054479 1080
650 400 150 .000054665 1020
550 350 300 .000054675 1080
550 500 150 .000054763 1020
450 500 250 .000055130 1060
450 450 300 .000055522 1080
450 550 200 .000055765 1040

Tabla 5.2. Varianza y coste para varios ni, ng y ns.
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Si se ordenan por coste y varianza, queda:

nA

650
700
600
750
550
800
500
850
450
400
900
350
950
300
250

nB

500
450
550
400
600
350
650
300
700
750
250
800
200
850
900

nC

50
50
50
50
50
50
50
50
50
50
50
50
50
50
50

varianza

.000078677
.000078846
.000079104
.000079682
.000080122
.000081334
.000081776
.000084094
.000084175
.000087515
.000088513
.000092125
.000095727
.000098575
.000107909

coste

980
980
980
980
980
980
980
980
980
980
980
980
980
980
980

Tabla 5.2. Varianza y coste para varios ni, ng y nas.

Como se ve, si no se asume coste fijo ni varianza fija , no hay una afijacién que minimice simultdnea-
mente ambos pardmetros. En la Figura 5.2 se observa la relacién entre coste y varianza.
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Figura 5.2. Relacién entre coste y varianza para varias afijaciones.

Observando el grifico, una solucién de equilibrio serfa alguna de las cercanas a la esquina inferior
izquierda. Por ejemplo, la afijacién que da lugar a varianza=0.000054317, y coste=1020 . Es decir, la
afijacion ny = 600, np = 450, nc = 150 (marcada con *** en la Tabla 5.2).

Pero es el investigador quien debe decidir en iltima instancia, de acuerdo a las tablas y grificos, y a
la importancia relativa que tienen la varianza y el coste en el trabajo que se lleva a cabo. Supongamos
que decide que no puede asumir un coste mayor de 1000 ni una varianza del estimadar mayor cue
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0.00007. Entonces, es facil truncar el grafico empleado dibujando dos rectas correspondientes a esos
puntos de corte, como aparece en la Figura 5.3, restringiéndose a la esquina izquierda y decidiéndose
en este caso por la solucién n4 = 650, ng = 450, nc = 100 ,con varianza= 0.000059433 y coste=1000.

coste
1400 o
o o
[+] [¢] [+]
<] ] o o]
@ o o [}
1300 o o +] ]
o o ] [+] 0
oo @ *] 0 [+]
@O0 00 Q Q o]
E| 0000 00 0 o] [+
1200 @oo 0 00 o] s} [o]
Qoo 0 00 o o] o]
oo 0 00 [+] o] [«
@I 0 00 Q [o] o]
aoja 0 00 [¢] [+] o]
1100 ] @po|® 0 © O [} [} 0
@Gno|®@ 0 0 0 Q 0 [+]
®moo|® 0 0 O ] o o
o QJ % (% % (£ % %
1000 “% O 0O O O 13 0 O
anooe 0 0 0 O [} o o
900
[ I I [ ] [ [ I I

0.00005 0.00010 0.00015 0.00020 0.00025 0.00030 0.00035 0.00040 0.00045 0.00050

varianza

Figura 5.3. Relacién entre coste y varianza con cotas superiores.

5.4 Comparaciones con m.a.s.

En esta seccién se comparan la estrategia m.a.s. con las estrategias estratificadas con afijacién
proporcional y de varianza minima, suponiendo el mismo tamano muestral n y en el caso en
que N, y N sean suficientemente grandes (en ese caso S? y S? son préximas a o2 y o2). Se
observa en la comparaciéon como la estratificacion puede abocar a cierta ganancia en precision.

Teorema 5.5 (comparacién entre m.a.s. y muestreo estratificado).
Suponiendo N y N, suficientemente grandes,

V (@, afijvarmin) SV (g, afijprop.) SV (@).

Demostracién.

~ N-nS? o2 ) .
En m.as., V() = N ~ — por considerarse N suficientemente grande y por lo tanto
n

n
1-f)~1yS?~o2

En muestreo estratificado con afijacién proporcional, sustituyendo n;, = nWh en la férmula de

varianza, y realizando la aproximacién suponiendo N y N, grandes,
Ny,

L Nu(Nw —nn) S _ ZL: Na(N —nF) e

V(. afijprop) = 3~ — ) =
(Fs» afij.prop.) h; N o N? N,
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LNhO'2 1 L
EZWF}L:—ZW}LO%

n p=1

Como se ha visto en la descomposicién de la varianza en una poblacién estratificada,

L L
0% = hz Whot + hZ Wi, —7)?
=1 =1

con lo que
1 &L o2 1 & o?
— Wyo? = — — = W (g, —7)2 < —
nhz::l hOp n nh; 0 (T, ?J)_n
L o2
Por lo tanto, cuando N y N}, son suficientemente grandes, — > W07 < — y asf
n p=1 n

V(@ afijprop) S V(G mas.).

Por otra parte, se sabe que
V (W, afijvar.min). < V(yy,afij.prop.)

pues en la afijacién de varianza minima, como su nombre indica es la que da lugar a la menor
varianza del estimador. Asi,

V(ystv a’fij'var'min)' S V<g5t7 afz'j.prop.) S V(/g\)

Aunque se han supuesto N, y N grandes, en general el muestreo estratificado con afijacién
proporcional o de varianza minima produce estimaciones mds precisas que el m.a.s. La ganancia
en precisién es mayor, para la afijacion proporcional, si los tamanos difieren mucho de unos
estratos a otros. Para la afijacién de varianza minima la ganancia en precisién aumenta si tanto
los tamanos de los estratos como la variabilidad de la variable de interés difieren mucho de unos
estratos a otros.

[Ejemplo 5.3.]

Se desea estimar la media de produccién media de lana por oveja en un rebafno de ovejas de razas
mezcladas, como el que aparece en la Figura. 5.4. Se puede utilizar m.a.s. o muestreo estratificado
con diferentes afijaciones.

(It
w

55 933

Figura 5.4. Kilogramos de lana obtenidos de cada oveja.
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Suponiendo n = 6:

a) Calcular la varianza del estimador de la media bajo muestreo estratificado con afijacién proporcional.

b) Calcular la varianza del estimador bajo muestreo estratificado con afijacién de varianza minima .
c¢) Calcular la varianza del estimador bajo muestreo aleatorio simple.

d) Calcular la varianza del estimador bajo muestreo estratificado, con ny = 3, ng = 2, ng = 1.

e) {Qué problemas dan en este ejemplo las afijaciones proporcional y de varianza minima?.
)

f) Presentar un gréfico de cajas de la poblacién expuesta.

a) Se observa que las medias poblacionales por estrato son muy diferentes, pues 7, = 1.26, 55 = 2.783,
e Y3 = 2.022, con lo cual el muestreo estratificado mejorarfa al muestreo aleatorio simple, si la afijacién
es proporcional o de varianza minima. Nétese que la media poblacional a estimar es § = 2.06.

Suponiendo las varianzas poblacionales por estrato conocidas, S? = 0.073, S5 = 0.1617, Sg = 0.38. Se
cifra el tamano muestral total en n = 6.

5 6 9
Por afijacién proporcional, serfa n; = 6% = 1.5, ny = 6% =18, n3 = 6% = 2.7 lo que se puede
aproximar por n; = 1,ne = 2y n3 = 3 y ademés,

L Ny(Ni =) S; _ 5(5—1)0.073  6(6 —2) 01617 , 9(9 —3)0.38

V(gst) = Z

= 0.017051.
= N2 o, 200 1 202 2 202 0.01705

L
b) Si se utiliza afijacién de varianza minima, se tiene que »_ N Sp, = 5-0.27+6-0.40249-0.6164 = 9.31.

5.0.27 6-0.402 9.0.6164
pr— . pr— — 1‘ p— ——
o317~ 087me =06 95, my = 6—g=7

aproximada n; = 1,n9 = 2 y n3 = 3 equivalente a la afijaciéon proporcional y por lo tanto corresponde
a la misma varianza del estimador.

Entoncesny = 6 = 3.57 lo que da una afijacion

~ 20 — 6 0.552
c) Si se utiliza muestreo aleatorio simple, S? = 0.552 y entonces V(y) = 0 6 = 0.0644,

mayor que la varianza obtenida en muestreo estratificado. En general, aunque N no sea grande, si la
diferencia de las medias por estratos es amplia, se produce una mejora al utilizar muestreo estratificado
con afijaciéon proporcional o de varianza minima.

d) Si se utiliza muestreo estratificado pero la afijacién es arbitraria, se corre el peligro de incurrir en
una estimaciéon peor que la del m.a.s. En este ejemplo, si n1 = 3, ny = 2, n3 = 1. Entonces, la
varianza del estimador seré:

L. Nu(Np—np) S _ 5(5—3)0.073  6(6—2)0.1617 9(9 —1)0.38

V(i) =
e D 200 3 202 2 a2
la varianza del estimador en m.a.s.

= 0.0738, mayor que

e) Ambas afijaciones dan lugar a un tamano muestral de una unidad en un estrato, lo que impide
estimar la varianza del estimador ( se necesitan al menos dos unidades para calcular s en cada
estrato h) y por lo tanto aproximar en la practica la precisién de nuestras estimaciones. Una solucién
practica en este caso es tomar n; = 2,n9 = 2 y n3 = 2 (afijacién igual), con lo que ©.J. Portela, M. Villeta
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. 5(5-2)0.073  6(6—2)0.1617  9(9—2)0.38
Vi) = =5 3 T 7ar 3 T o
obtenida con m.a.s.

= 0.03614 que sigue siendo menor que la

f) El gréfico de cajas permite observar y comparar la conformacion de la poblacién para los diferentes
estratos. Normalmente no se dispone de toda la informacién poblacional, como en este ejemplo, pero
igualmente se puede presentar este tipo de gréfico sobre la muestra estratificada obtenida.

En el gréfico se pueden observar las diferencias entre los 3 estratos en media de la variable de interés,
lo que justifica el muestreo estratificado, y también en variabi-lidad, lo que justifica tomar un tamano
muestral en la afijacién mayor en el tercer estrato y menor en el primero.

T T T
1 2 3

estrato

Figra 5.5. Diagrama de cajas por estrato.

Ejemplo 5.4

En este ejemplo se realizard un estudio de simulacién basado en el ejemplo anterior. Se comparard la
distribucién del estimador usual de m.a.s. con la distribucién del estimador por muestreo estratificado
con afijaciéon proporcional. Se fijard n =6,y ny =1, ngo = 2, ng = 3.

El proceso de obtener una muestra estratificada con esa afijacién, calculando el valor del estimador
L N, -

de la media ¥, = hX: Whgh, se realizard 200 veces y se obtendra el histograma de la variable 3,
=1

(recordemos que la obtencién de la muestra estratificada consiste en realizar m.a.s. en cada estrato h

de tamano ny).

Anidlogamente se realizard 200 veces el proceso de obtener una muestra aleatoria simple de tamano
n = 6 y calcular el estimador de la media 7, dibujando finalmente el histograma.

© J. Portela, M. Villeta
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Figura 5.5. Histograma de 200 obtenciones del estimador estratificado (arriba)

y del estimador por m.a.s. (abajo) sobre los datos del ejemplo.

Como se observa en el grafico, la variabilidad del estimador media muestral con m.a.s. es mayor que
en muestreo estratificado con afijacién proporcional. Se comprueba también que ambos estimadores
son insesgados: su centro de gravedad estd en torno a la media poblacional 2.06. Ademds se puede
comprobar que la distribucién de ambos estimadores es aproximadamente normal.

5.5 Estratos como dominios de estudio

Algunos de los planteamientos para la afijacién en muestreo estratificado realizados en las
anteriores secciones, consistentes en minimizar la varianza del estimador global, pueden no
tener sentido si los principales objetivos de la investigacién son una estimacién suficientemente
precisa en cada estrato y/o la comparacién entre estratos. Bajo estos criterios, la afijacién
puede ser algo diferente. Una manera habitual de actuar es exploratoria, a través de tablas
y graficos como en anteriores ejemplos, decidiendo la afijacién que mejor corresponda a los
intereses del investigador, en funcién de las precisiones obtenidas por estratos.

En el caso particular en que lo que interesa es la comparacién entre estratos via contraste de
hipdtesis, por ejemplo, un criterio es escoger una afijacién que de una buena precisién en la
estimacion de las diferencia de medias entre estratos. Si hay dos estratos, el criterio serd escoger
la afijacién que cumpla

~ Nl—nle Ng—ngsg}

Mi { = }:M' N1 — oy
m V(yl yQ) Zn{ Nl ny + N2 No

sujeto a

ny+ng =n. ©J. Portela, M. Villeta
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1
"5 /S, 1

Derivando y utilizando el lagrangiano, queda n; = Yy Ng =N —ny.
También se puede minimizar la funcién sujeta a un coste fijo con una cierta funcién de coste. Si
la intencion es realizar solamente un contraste de hipétesis y no interesa tanto la estimacion de
la diferencia y; — 75, se pueden eliminar los términos de correccién por poblacién finita. Esto
puede arrojar alguna diferencia en el caso de utilizar funciones de coste.

Ejemplo 5.5

Considerando el ejemplo de las ovejas, supongamos que la poblacién sélo contiene los estratos 2 y 3
(que llamaremos 1 y 2 respectivamente por simplificar la notacién). Si se dispone de recursos para un
tamano muestral final n = 6, y el objetivo es comparar ambos estratos, la afijacién seria

1
ny = GW =3.58 y ng = 6 —3.58 = 2.41 con lo que n1 = 4 y no = 2. En términos comparativos,
41
0.40 + 6
la afijacién proporcional en este caso seria ny = 6-— =24y ny =3.6 conloquen; =2y ny =4. La

15

6-0.40
= 3.70 y ny = 2.30, que da una afijacién similar a la

885

obtenida al minimizar la varianza de la diferencia.

afijacién de varianza minima serfa n; = 6

5.6 Construccion de los estratos

EEjemplo 5.6.]

Si la poblacién estd configurada en tres estratos con valores respectivos de y : {1,2,3}, {1,2,3},
{1,2, 3}, y se realiza muestreo estratificado con n = 6 con afijacién proporcional o de varianza minima

3—-2 1
queda la misma configuracion ny = ng =n3 =2y V(yy) = 3 (3 : 2> = 0.5. Si para el mismo
~ 9-6 3
tamano muestral n = 6 se realiza muestreo aleatorio simple, se obtiene V(y) = —— - 1= 0.25,

con lo cual en este caso el muestreo aleatorio simple mejoraria al muestreo estratificado. Es un caso
extremo, pues los estratos son iguales entre si tanto en valores como en tamano. Si construimos los
estratos en la misma poblacién como {1,1,1},{2,2,2},{3, 3,3}, obtenemos que la varianza V (7,,) del
estimador estratificado es cero, pues S, = 0 para todo h = 1,2, 3. Sin embargo, V@) = 0.25 . Es otro
caso extremo, donde ahora el muestreo estratificado seria perfecto. A partir de este ejemplo se intuye
que la construccién adecuada de los estratos (homogéneos por dentro y diferentes entre si) redunda en
la precisién final en igual o mayor medida que otros factores como el tipo de estimador o el tamafio
muestral.

La decisién sobre el nimero de estratos L depende de factores como los costes, la precision
y también de la necesidad de obtener estimaciones separadas. El nimero de estratos debe
ser suficientemente pequeno para que al menos se obtenga n;, > 2, de cara a poder estimar la

. . n *1 7’
cuasivarianza en cada estrato. Esto lleva a L < 5 Utilizar un ntiimero grande de estratos puede

© J. Portela, M. Villeta
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no redundar en una mejora significativa en la precisién en términos relativos, incluso Cochran
(1990) recomienda tomar L < 6, pero a menudo factores précticos (geograficos, administrativos)
son los que deciden el tipo de estrato y el nimero. de éstos.

Una vez determinado el nimero de estratos L, queda por definir cudles son estos estratos.
Frecuentemente existen subdivisiones en la realidad que los definen (provincias, distritos, mu-
nicipios, etc.). A menudo ciertos grupos especiales deben considerarse estratos (por ejemplo,
una gran ciudad debe considerarse un estrato en si misma). Cuando se realizan subdivisiones
arbitrarias por motivos de organizacién o de estructura interna de la poblacién, debe de tenerse
en cuenta que los estratos conforman una particién de la poblacién: deben de ser disjuntos y
su unién debe ser toda la poblacién.

Si no existen subdivisiones naturales u organizativas, una posibilidad es utilizar una variable
auxiliar x para delimitar los estratos, de la que se conocen los valores para toda la poblacién.
Esta variable es interesante que esté correlacionada con la variable de interés y para justificar la
estratificacion.El método de la regla de acumulacién de la raiz de la frecuencia, o regla
de Dalenius-Hodges, consiste en los siguientes pasos:

1. Ordenar la poblacién por la variable continua .

2. Realizar una tabla de frecuencias considerando arbitrariamente un nimero M suficiente-
mente grande de intervalos de valores de X , llamados I;, i = 1,...M. Denotar por f; la
frecuencia absoluta en el intervalo I;.

3. Calcular \/f;, la raiz de la frecuencia absoluta para cada intervalo I;, y el valor acumulado

ac . . M ac 1 ac
Vfi© para cada intervalo I;. Definir la suma Y +/f; = v/far . Calcular k = Z\/ v -

=1

4. Los puntos de corte de los estratos vienen definidos por el limite superior del intervalo
cuyo valor v/f;"* esté lo mds cerca posile de los muiltiplos de k (k, 2k, ..., (L — 1)k).

[Ejemplo 5.7.]

Un investigador desea estimar el promedio anual de ventas de este ano para 56 empresas. Se encuentran
disponibles los datos de frecuencias en una clasificacién del afios pasado por incrementos de 50.000
euros que se presentan en la Tabla 5.3. Se trata de asignar las empresas a L = 3 estratos.

© J. Portela, M. Villeta
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Ingreso en miles | f;
100 — 150 11
150 — 200 14
200 — 250 9
250 — 300 4
300 — 350 5
350 — 400 8
400 — 450 3
450 — 500 2

Tabla 5.3. Ingresos y frecuencia de empresas.

Donde f; =ntimero de empresas que tienen sus ingresos en el tramo 4.

[ S T
o = N W &
TN T

N WA O d B W
- ——

I

|

Figura 5.6. Nimero de empresas con ingresos en cada intervalo.

En este caso el nimero de intervalos de la tabla inicial de frecuencias M = 8 viene ya dado. Se trata
de completar la tabla con los pasos 2 y 3.

© J. Portela, M. Villeta
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Ingreso en miles | fi | Vfi | Vi€
100 — 150 11 | 3.32 | 3.32

150 — 200 14 | 3.74 | 7.06

200 — 250 9 |3.00 | 10.06
250 — 300 4 | 2.00 | 12.06
300 — 350 5 | 224 ] 14.30
350 — 400 8 283 17.13
400 — 450 3 1.73 | 18.86
450 — 500 2 1.41 | 20.27

Tabla 5.4. Tabla de frecuencias

Asf, 28:\/7 = Vfs" =2027. Como k = — Z\F

2() 27

= 6.76, y los multiplos de k£ son

1=
(6.76,13.52), observando donde caen estos Valores en la columna de la raiz de frecuencia acumulada,
los estratos estaran delimitados asi: Estrato 1 (Ingresos de 100 a 200), Estrato 2 (Ingresos de 200 a

350), Estrato 3 (Ingresos de 350 a 500).

5.7 Tamano de la muestra con m.a.s. por estrato

Nos centraremos en el caso en que se desea estimar la media poblacional, cuando el error
absoluto de muestreo e y el nivel de confianza « estan prefijados. Se desea conocer el tamano
muestral n para obtener ese nivel de error. Como la varianza del estimador depende de los
tamanos ny, hay que plantearse el problema en funcién de los diferentes tipos de afijacién. Se
suponen conocidas estimaciones piloto de S7 para cada estrato h.

5.7.1 Afijacién igual

n
Como ny, = —,
L

Vi, = 3 IR 5

n n
Asi, como e = 2z4/21/V (¥ ), se tiene que

e? e? L Sz LW,

-1 N

Vg = 5 = 5 = > LWp=t - ZWS?L

Za/2 Za/2 h=1 n h=1

Whse
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y entonces

L
L3 Wisi
2

__|_Z

a/2

n =

y por lo tanto

L L
> Wish N;:Sh
o, = n h=1 . h=1
- I 2 L W - e2 :
T+ S N+ S N,S2
Za/2 h=1 N a/2 h=1

5.7.2 Afijacién proporcional

En este caso n;, = nl¥,. Entonces

_ L W,(N, —nW,) S?
V(g = 3 i) S

h=1 N nWy,
o L (Nh — nWh) 52 Wh 2
=3 Py = - 8 s = o
con lo cual
L L
Z W, S7 Z N,S?
n = —
L W 2 2
Ly B z W,S2 + N——
=1 N Za/2 =1 a/2
y por lo tanto
L
> NiSi

h=1

nh:nWh—NhL 2

> NLSE+ —N2
h=1 Zoz/2

5.7.3 Afijaciéon de varianza minima

Calculos similares llevan a

L
NhSh(Z NpSh)

2
Z NyS%+ —N2

=1 Za/2

np =

62

Zoz/2

149
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5.7.4 Afijacién éptima con costes variables

Igualmente, se obtiene que

L N, S
NuSu/Cr( S =22t
=1 VCh

L 62
Z NhS}% + 2—N2
h=1 Zoz/2

)

np =

5.8 Postestratificacion

A menudo no se dispone de la informacién para la realizacién de los estratos, o incluso conocidos
estos, el estrato al que pertenece una unidad no se conoce a veces hasta después de realizado
el muestreo. Este es el caso de caracterfsticas de cardcter social y personal como religién, ideas
politicas, etc. Las unidades solamente se pueden clasificar en estratos una vez conocidos los
datos de la muestra. Supondremos N}, y por lo tanto W) conocidos, pues pueden conocerse a
partir de anteriores investigaciones u estadisticas oficiales.

En estos casos, se puede utilizar un diseno no estratificado para seleccionar la muestra de
tamano n, y una vez seleccionada, se puede a posteriori asignar las unidades de la muestra a
los L estratos, y de este modo obtener mejores estimaciones. Se observa que en este caso los
tamanos muestrales en cada estrato son variables aleatorias n; , pues varfan de una muestra a
otra. Ello produce un aumento del error de estimacion.

Supongamos ahora que la muestra se obtiene a través de m.a.s. pero una vez seleccionada,
se decide estratificarla "a posteriori" y estimar la media poblacional 77 mediante una media
post-estratificada 7,y Asf, el tamano muestral en el estrato h , ny, es aleatorio antes de
seleccionar la muestra y fijo una vez seleccionada. El estimador postestratificado serd similar
al estratificado:
_ L. Np~ ~ : .
Upost = 2 ~ U donde ¥, es la media muestral de y en el estrato h, creado a posteriori.

h=1
Este método puede llegar a ser casi tan preciso como el muestreo estratificado proporcional,
siempre y cuando:

a) La muestra sea razonablemente grande.Si los estratos varian mucho en tamano, la muestra
debe ser mds grande para garantizar que caen suficientes observaciones en cada estrato.

b) Las ponderaciones W}, no estdn exentas de errores, pues NN, suele ser una estimacién, pero
se supone que el nivel de error cometido en esta estimacién es despreciable.

En concreto, se puede demostrar que
1) Ypost €8 un estimador insesgado de 7.

g 1 f
2) V(ypost) = T thWhS}Ql +

i(l — Wh)S3

2
ns  p=1
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En esta tltima expresién se observa que la varianza de ¥, tiene dos sumandos: el primero
es exactamente la varianza del estimador por muestreo estratificado con afijaciéon proporcional.
El segundo se puede considerar como la variabilidad adicional introducida por la postestratifi-
cacioén, siendo menor que el anterior término debido al n? en el denominador.

Se puede aplicar el siguiente estimador de la varianza en estimacién post estratificada:

V(y ):1_

post

(1 — Wh)sj,

h=1

[Ejemplo 5.8.]

Se observa una m.a.s. de 100 personas de una poblacién que se supone igualmente dividida entre
varones y mujeres. El objetivo es estimar el peso medio de la poblacién. La muestra revela la siguente
informacién:

Datos globales: n = 100, § = 66 es la media muestral y por lo tanto el estimador estdndar de la media
del peso poblacional.

En esta muestra se observa que los datos desagregados consisten en:
Varones: n; = 20, 51 = 90.

Mujeres: ng = 80, @2 = 60.

Si se aplica la postestratificacién, y considerando que hay igual niimero de varones y mujeres, Wl =
Ny 1
N

=3

_ Ni~ Ny~
Ypost = Ny1+ Ny2:*90+ 60—75

que es una estimacién mas fiel a la realidad, pues la estimacién anterior @ = 66 estaba alterada debido
a la descompensacién en la muestra entre hombres y mujeres (20% — 80%) respecto a la distribucién
real (50% — 50%).

5.9 Unidades autorrepresentadas

En muchos casos practicos existen en la poblaciéon unidades que por sus caracteristicas especiales
deben ser excluidas del muestreo, tratadas como casos aparte, e incorporadas en la estimacién
final. La razén es que su valor en la caracteristica de interés y estd muy alejado del valor medio
del resto de la poblacién, y el hecho de que el azar en cualquier tipo de muestreo haga que
estas unidades estén o no incluidas en la muestra genera una variabilidad muy grande en el
estimador.

El método de escoger estas unidades a priori, medir su valor en y y realizar el muestreo en
el resto de la poblacién, incorporando adecuadamente al estimador el valor obtenido en las
unidades autorrepresentadas, es perfectamente licito y lleva a menudo a grandes mejoras en
precision.
©J. Portela, M. Villeta
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Una manera de ver las unidades autorrepresentadas es considerar cada una de ellas un estrato
independiente, del cual se toman todas las unidades. La estimacién del total consiste en sumar
las estimaciones de los totales parciales en cada estrato, y la varianza total consiste en la suma
ponderada de las varianzas de las estimaciones por estrato.

El siguiente resultado permite utilizar esta técnica en un caso general de muestreo.
Teorema 5.6 (unidades autorrepresentadas).

Sean uq, ..., u, k unidades poblacionales sobre las cuales se ha medido a priori la variable de
interés, obteniéndose los valores yi, ..., yx. Sean uyy1, uy las unidades poblacionales restantes.

Sea (N — k)@l un estimador insesgado del total (N — k)7’ en la subpoblacién w41, uy, con
varianza (N — k)2V () y estimador (N — k)2V (7). Entonces

~

(a) Kf\y =y1+...+y+(N—k)y esun estimador insesgado del total N7 en toda la poblacién.

~

(b) V(Ny) = (N — k)2V(¥) con estimador (N — k)2V (7).
1 ~
(¢) —=N7 es un estimador insesgado de la media poblacional, con varianza

N

y estimador

(N];;c)? 7).

Demostracion.

Al ser seleccionadas con probabilidad 1 cada una de las unidades poblacionales uy, ..., u; no hay
varianza en la estimacién de su valor.

(a) E(NY) = E(y1)+ ...+ E(p) + (N=K)EF ) = y1+ ...+ ye + (N — k) = N7 , pues (N — k)
representa el total poblacional excluyendo las unidades uq, ..., us.

LWV (NG) =V () + . + V(y) + (N = k)2V(G) = (N —k)2V(G).
(c) Es inmediato.

El caso (c) se puede aplicar también para estudios de proporciones, como se verd en un ejemplo
mds adelante.

Las unidades autorrepresentadas pueden darse en situaciones diversas como:

(i) Unidades cuyos valores en y son tan peculiares respecto al resto de la poblacién que deben
de ser tomadas en cuenta por separado, por razones tedricas de precision en el estimador.

(ii) Unidades que tienen una importancia practica especial (administrativa, de representacion,
etc.), y por su interés deben ser examinadas individualmente.

(iii) Unidades sobre las cuales se dispone de informacién concreta por anteriores estudios.
Entonces se deben excluir del muestreo e incorporar su informacién en la estimacién final como
aparece en el Teorema.
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(iv) Un numero reducido de casos que no estaban disponibles en el marco inicial de muestreo,
y son tan importantes que es necesaria su medicién e incorporacién a la estimacién para repre-
sentar correctamente a la poblacién objeto de estudio.

[Ejemplo 5.9.]

Se desea estimar el total de poblacién de la provincia de Girona, tomando una muestra aleatoria de 10
municipios. En total hay 221 municipios. Pero la presencia o ausencia de Girona capital en la muestra
puede dar lugar a estimaciones muy diferentes (dicho de otra manera,la varianza del estimador es muy
alta debido a esa unidad elemental). Esto se ve reflejado en la Figura 5.7. Supongamos que se dispone
de informacién mas o menos exacta del nimero de habitantes de Girona capital=71858.

307

207

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000

Figura 5.7. Histograma del nimero de habitantes por municipio en la provincia de Girona.

Por lo tanto, se excluye del muestreo la capital, y se extrae una m.a.s. de tamano n = 10 de entre
los NV = N — k = 221 — 1 = 220 municipios que quedan después de excluir la capital. Supongamos
que la media muestral obtenida en esa m.a.s. es 5 = 1925. Se sabe que (N — 1)5, es un estimador
insesgado del total en la subpoblacién provincia de Girona excluyendo Girona capital, y el valor para
nuestra muestra es (N — l)ﬁl = 220 - 1925 = 423500. El estimador del total para toda la provincia es
YGirona—capital +(IN — 1)5 = 71858 + 423500 = 495358.

Se ha calculado también en la muestra s? = 7189584. Una estimacién de la varianza del estimador
del total para toda la poblacién es

20 — 10 7189584
220 10

con una desviacién tipica de 182252.

I 2
(N — 12V (7)) = 220? = 3.32- 1010,

1
Ademsds, una estimacién de la media de habitantes por municipio es ——495358 = 2241 con una

221
varianza estimada para el estimador de
3.32- 101
————— = 680080.
2212

Suponiendo normalidad del estimador, un intervalo de confianza al 95% para la poblacién media por
municipio es (624.6, 3857.3).

Si se hubiera realizado el muestreo aleatorio simple de n = 10 unidades incluyendo la capital,

recordemos que la probabilidad de inclusién de cada unidad en m.a.s. es de m; = —. Por lo tanto
QVJ. Portela, M. Villeta
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10
221

lo mds probable es que no cayera en ella, y que por lo tanto el valor del estimador de la media de

Girona capital solamente tendria una probabilidad de = 0.045 de caer en la muestra, con lo que

habitantes por municipio subestimara el verdadero valor (que en realidad es y = 2457).

EEjemplo 5.10.]

En un estudio de muestreo sobre la presencia de glaucoma (una enfermedad ocular que puede degenerar
en ceguera) en la provincia de Segovia, muchos de los potenciales enfermos de la poblacién objetivo
ya habian sido diagnosticados en hospitales, con lo cual no era necesario tenerlos en cuenta para el
muestreo. Sin embargo incorporar sus diagndsticos a la estimacién realizada en el resto de la poblacién
era necesario para una estimacion correcta de la prevalencia de la enfermedad en la provincia.

Para simplificar, considérese la poblacién de la Figura 5.8, donde los diagnosticados como enfermos
de glaucoma estdn en color negro y los sanos en color blanco.

Ya diagnosticados

ot %
Il|||i]

"

Subpoblacién objetivo
pf "
i 0
|

i W

w ®O

Figura 5.8. Poblacién con un subconjunto previamente diagnosticado.

El muestreo se reducird a la subpoblacién objetivo, que es el conjunto de los no diagnosticados previ-
amente. Después se incorporard la informaciéon de los ya diagnosticados. Supongamos que se extrae
una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de tamano n = 5 de la subpoblacién objetivo y
caen en la muestra 3 enfermos de glaucoma y 2 pacientes sanos. Al ser un estudio de proporciones,
la variable de interés es y = 1 si el paciente tiene diagndstico positivo de glaucoma e y = 0 si no.

3
La proporcién muestral es p' = 5 Entonces el estimador del total en la subpoblacién objetivo es

(N — k:)@l = (N—-k)p = (23— 9)% = 8.4. Incorporando la informacién conocida del resto de la

poblacidn, la estimacién del total de enfermos en toda la poblacién es 5 + 8.4 = 13.4. La varianza
estimada del estimador del total serd
14—-50.6-04

(N — KPP (@) = 1427

51 o6

El estudio pretende estimar la prevalencia de la enfermedad en toda la poblacién y dar una estimacion

de la precisién de la estimaciéon. Como el total estimado es 13.4, la estimacién de la proporcién

13.4
poblacional (la prevalencia de la enfermedad) serd p = 5)—3 = 0.58.

La varianza estimada de esta proporcién serd

(N — k)

N V(p') = 0.01429.
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MUESTREO ESTRATIFICADO CON m.a.s. EN CADA ESTRATO
Parametro
y Ny P
poblacional
. _ L Np~ _ LN,
Estimador Ut = > ~ Yn Ny, D=, N Ph
h=1 h=1
L Np(Np—mnp) S L L Ny, — np pray
Varianza “h N (Ny — np )b W2lh " y
h2::1 N2 nh hz::1 w(Na = nn) ;12:31 "N =1
Estimador L N, (N, — 2 L L N, — B 6
3 h( ](L/Z nn) sy S NW (N —np) 2k | S W2 hN h Ph9h
. h=1 Nh | h=1 h=1 hoonp—1
de la Varianza
MUESTREO POSTESTRATIFICADO CON m.a.s. global
Parametro
] Ny P
poblacional
. L. Np~ _ L Nj
Estimador Ypost = hgl Wyh Nypost = th
. 1-— f L 2 1— f L 2 o7 7
Varianza aprox. - hzl WhSi + 2 hzl(l - Wh)Sh NV(ypost) V(ypost)
Estimador 1—-f L 1—f L ~ ~
n Z WhS}% + ’I’L2 Z (1 - Wh)sh Nv(ypost) V(gpost)
de la Varianza h=1 h=t
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AFIJACIONES Y TAMANOS MUESTRALES CON ¢ PREFIJADO

Afijacién Tamano muestral para estimar la media dado e
L ~
> NiSq
n h=1
Igual np = — np =
L e2 L ~
N2T + E NhS}zl
zoz 2 h=1
L ~
> NiuSi
. Np, h=1
Proporcional ny = nW ny = Ny, 7 5
Y NuS2 4+ = N2
h=1 /2
. L
5 NpSu( 22 NpSh)
: " NpSh h=1
Varianza minima | ny = n———— | "h =7 3
N N e
Z NSy Z NhS%L—i-TNQ
h=1 h=1 2a/2
g ~ L NS
NS NuSiv/Cr(Y =222
Opti . vy _ h=1 VCh
ptima np = nT Nh = —7 5
hoh 2, € 2
> > NpS;+ —-—N
=1 Chp h=1 b2,
Notas:

Para el estudio de la estimacién de la proporcién p, se sustituird en cada caso S? por

Ny,
N, —1

(1 —pn).
Para el estudio de la estimacion del total, se sustituira §h por N §h.

2
e

Para el estudio del error de muestreo ¢ = /V(¥,;), se sustituird —— por 0>,
z

/2
: : _ VVs) N 2 o
Para el estudio del error de muestreo relativo, ¢ = ——=—=, se sustituird —— por ¢° - 7%, .
Yst Za/2
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5.11 Obtencién de muestras por muestreo estratificado con SAS

Supongamos que se desea extraer muestras por muestreo estratificado con m.a.s. en cada
estrato de un archivo SAS. Utilizaremos para ello el procedimiento surveyselect. Supongamos
que el archivo datos contiene la variable indicativa de estrato, llamaa estrato, y toma valores
1,2,3,...indicativos del estrato.

Afijacién igual

Supongamos que se desean extraer exactamente n;, = 5 unidades de cada estrato. Para esta
afijacién la sintaxis es sencilla:

proc surveyselect data=datos out=muestra sampsize=5;
strata estrato;
run;

Afijacién proporcional
n n
Es la opcién por defecto que utiliza el proc surveyselect. Con afijacién proporcional, N Fh,
h
y este valor de proporcién hay que indicarlo enla opcién samprate al ejecutar el procedimiento.
Supongamos que en el archivo datos hay N = 50 observaciones en total, y que se desea afijacién

n
proporcional con n = 10. Entonces N 0.2.

La sintaxis para obtener la muestra es la siguiente:

proc surveyselect data=datos out=muestra samprate=0.2;
strata estrato;
run;

Otros tipos de Afijacién

En este caso hay que indicar en el proc surveyselect el archivo que contiene la informacién
del tamano muestral requerido en cada estrato (si la afijacién es de varianza minima hay que
haber calculado previamente los valores ny). El archivo debe contener la variable de estrato y
la variable nsize , que contiene los valores ny,.

Suponiendo que tenemos en el archivo datos 3 estratos ueremos n; = 3, ng = 6, n3 = 2,8e

9 ) s 103 )
puede crear previamente el archivo (que llamaremos afijaciones) en un paso data, de la siguiente
manera;

data afijacion;

input estrato _nsize_;

cards;

13

2 6

32

; ©.J. Portela, M. Villeta
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Una vez creado el archivo, se utiliza en el proc surveyselect en la opcién sampsize.

Para ejecutar este procedimiento correctamente en el caso de muestreo estratificado con afi-
jacién aportada en archivo, es rigurosamente necesario que el archivo poblacional (datos) esté
previamente ordenado por la variable de estrato, y en el mismo orden que el archivo de afija-
ciones. Esto se puede realizar con el proc sort del SAS.

La sintaxis final para seleccionar la muestra quedaria:

proc sort data=datos;by estrato;run;

proc surveyselect data=datos out=muestra method=srs sampsize=afijacion;
strata estrato;

run;

5.12 Estimacién en muestreo estratificado o post-estratificado con

SAS

5.12.1 Estimacion con la macro estimestrat

El proc surveymeans requiere diferentes sintaxis para diferentes tipos de afijacién, y diferentes
estimaciones (medias o totales). Para simplificar las cosas, presentamos una macro que calcula
las estimaciones.

En cualquier caso, previamente a la utilizacién de la macro pueden tenerse los tamanos pobla-
cionales por estrato en un archivo SAS, muy similar al archivo de afijaciones estudiado en la
anterior secciéon. Se puede crear con un paso data. Supongamos que en la poblacién hay 3
estratos, con tamanos poblacionales respectivos 20,10 y 20:

data tamas;

input estrato Nh;
cards;

1 20

2 10

3 20

b

Esto es opcional, pues también se pueden tener los tamanos directamente en el archivo muestral.

La sintaxis de la macro es

estimestrat (muestra,archivo2,vary,vartama,post,indicador,nestratos,N) ;

donde

muestra es el archivo que contiene la muestra.

© J. Portela, M. Villeta
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archivo2 es el archivo que contiene la informacién del tamafio de los estratos(opcional).
vary es la variable de interés.

vartama es la variable que indica el tamano de los estratos

post

1 Si la muestra proviene de muestreo estratificado con m.a.s. en cada estrato.

2 Si la muestra proviene de un m.a.s. (post-estratificacion).

indicador

1 si el tamano de los estratos estd indicado en el archivo2 en la variable vartama.

2 si el tamano de los estratos estd en la variable vartama en el archivo muestra .
nestratos es el nimero de estratos.

N es el tamano poblacional.

En nuestro ejemplo, suponiendo que los datos muestrales provienen de un diseno estratificado,
y estdn en el archivo llamado muestrab, serfa

%estimestrat (muestrab,tamas,y,nh,1,1,3,50);

La macro presenta en la ventana LOG los estimadores y varianzas estimadas para la media o
proporcién y total, y los intervalos de confianza respectivos al 95%.

© J. Portela, M. Villeta
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5.13 Ejercicios resueltos

[Ejercicio 4.1.)

Se realiza un estudio sobre las notas obtenidas en matematicas en tercer curso en las dos escuelas
que hay en una pequena poblacién. En la primera hay 300 ninos y en la segunda 600 ninos.
Se obtiene, utilizando afijacién igual con tamano total n = 50, una muestra de ninos en cada
escuela por m.a.s. Los datos obtenidos estdn en la tabla:

= 2
Escuela | y, | sj

I 5.7 | 1.2

IT 6.8 1.6

a) Suponiendo normalidad, plantear un intervalo de confianza al 95% para la media de la nota
en matemdticas en toda la poblacién. Plantearlo para la Escuela I.

b) Utilizando la informacién de esta encuesta, ;qué tamano muestral en total y por estrato
habria que tomar con afijacién proporcional para obtener un error de muestreo absoluto menor
de 0.15 con o = 0.057 ;y con afijacién de varianza minima?

a) Como N = 300 + 600 = 900, la estimacién es

L Np~ 300 600
& Naz 600 oy
T hzzjl N 0n = 5057+ ggg 08 = 6:43.

Como el tamano total es n = 50, y es afijacién igual, ny = 25 y ny; = 25.La varianza estimada del estimador es

PN L Nh(Nh —np) sh 300(300 — 25) 1.2 600(600 — 25) 1.6
= — 4+ ——————=— =10.032.
Via) = 2 o 9002 25 9002 25
El intervalo de confianza al 95% para la media poblacional serd
(6.43 — 1.96/0.032,6.43 4+ 1.96+/0.032) = (6.07,6.78).
Para la Escuela I, como se ha realizado m.a.s. de tamano ny = 25, es
~ Ny —nrs?  300-—251.2
V(y,) = L ) — = 0.044 y por lo tanto, el intervalo es ()

N] ny 300 25
(5.7 — 1.961/0.044, 5.7 + 1.961/0.044) = (5.28,6.11).

b) Con afijacién proporcional, aproximando las cuasivarianzas por estrato por las cuasivarianzas muestrales
obtenidas en la encuesta, es

L
> NuSj
— 300 - 1.2 + 600 - 1.6
np = Nj—"= 5 =300 + T —65.3
3 N,S2 4 ——N? 300 - 1.2 4 600 - 1.6 + ——-9002
h=1 Zoz/? 96

y como
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N, N N 600
ny = nWh para todo h, entonces n = nhﬁh =196y n;r = n% = 196% = 130.66. Asi, se tomardn n; = 65

observaciones en la escuela I y nyr = 131 observaciones en la escuela II, con un amano total de n = 196.

Con afijacién de varianza minima,

L
NpSn( Y2 NuSh)
h=1

np — I 62
> NuSp+ —5—N?
h=1 Za/2

Calculando los términos:

L

NpSp, =300-+v1.2+600-+1.6 =1087.58.
h=1

L
> NpS? =300-1.2+600- 1.6 = 1320.
h=1

Asi,
NiSH(5S NaSi)
S it 2 ; " 300 \/?(112287.58‘) 300 /T3 0.179 = 59.
2 NS+ i—/ZNQ 1320 + 175-5900%
y

nrr = 600-+1.6-0.179 = 136.

Con lo cual n = ny + nry = 195.

[Ejercicio 4.2.]

En una encuesta sobre habitos de dormir (nimero de horas promedio al dias) realizada a
hombres y mujeres en una empresa, con m.a.s. en cada estrato, habfa inicialmente 35 mujeres
y 56 hombres. Se obtuvieron los siguientes datos:

~

Estrato |7, | s2 | na

Hombres | 7.5 | 0.36 | 8

Mujeres |7 | 0.5 |5

a) ;Qué afijacién se utiliz6? ;Mejoraria mucho la estimacién una afijacién distinta?

b) Calcular un Intervalo de Confianza al 95% bajo el supuesto de normalidad, para el promedio
de horas dormidas al dfa en general entre los trabajadores de esa empresa.

¢) ;Qué tamano muestral se necesitaria para estimar con un error de muestreo de 0.05 la media
poblacional del niimero de horas que duermen en promedio los trabajadores de la empresa,
utilizando afijacién proporcional?.

nq 8 Up) 5 1 .. .
a) Al ser — = — = — = — = —, se trata de afijacién proporcional.
) Ny 56 Ny 35 7 ) prop ©J. Portela, M. Villeta
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El error de muestreo estimado al estimar la media es, en este caso,

. L Ny (N, —np) s> 56(56 —8) 0.36  35(35—5) 0.5
Vo) = Sho_ =2 0.0272.
(st) h; NZ  n, oz s " oz 5 00

Suponiendo exactas las estimaciones de las cuasivarianzas, y con el mismo tamafo muestral de n = 13, si se
utilizara afijacién de varianza minima, los tamanos muestrales serian :

NS 56 - 0.6
no=n— 1 1A — 1356 064350707 =748 y ny = 13 — 7.48 = 5.51 con lo cual se tomarian ny =7y
> NSy
h=1

Ng = 6.
El error de muestreo aproximado seria, en este caso,

PN 56(56 — 8) 0.36  35(35—5) 0.5
V(wy) = %7 + %? = 0.02725 muy parecido al obtenido con afijacién proporcional.

Con afijacién igual en este caso serfa puesto que n es impar aproximadamente un error de muestreo similar,
ny =7y ny =6.

b) Como
P = 3 Mg 2 5005, B g3
ySt_hleyh_gl . 91 -

Se tiene que el intervalo es

(7.30 — 1.961/0.0272, 7.30 + 1.961/0.0272) = (6.97,7.62).

¢) Con afijacién proporcional, y ¢ = 0.05,

N, 52

M

h

L ~
S NLS? + ¢ N2
h=1

1

np = Nh

Como

M

NyS2 =56 -0.36 + 35 - 0.5 = 37.66

h=1

y, por lo tanto,

37.66

=565 =36.13
37.66 + 0.052912

ni

y al ser afijacién proporcional, ny = NQ% = 22.5.
1

Se necesitarfan aproximadamente n; = 37 y ng = 23 observaciones (n=60 en total).

[Ejercicio 4.3.]

Se estudia la proporciéon de vacas de una cierta raza en dos grandes rebanos. El primero tiene
aproximadamente 100 vacas, y el segundo 200. Se toma una m.a.s. de 20 vacas del primero y
de 45 del segundo. Se observan, en el primero, 8 vacas de la raza en cuestién, y en el segundo,
15.
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a) Dar un intervalo de confianza al 95% para la proporcién de vacas de la raza en cuestién en
conjunto en los dos rebanos.

b) Dar un intervalo de confianza al 95% para el total de vacas de la raza en cuestién en conjunto
en los dos rebanos.

¢);Cual es el error de muestreo relativo aproximado al estimar la proporcién? ;y al estimar el
total?

., Qué tamano muestral se deberfa tener para obtener un error de muestreo relativo de 0.05 para
estimar la proporcién utilizando afijacién proporcional?.

1
a) pr = % =04yp= 15 = 0.33. Por lo tanto,

15
100 200

But = —— 0.4+ =0.33 = 0.355

Pst = 3004 F 300

Los pesos respectivos de cada estrato son

W =
[SCIN N

y

— o, Pndn 1100-200.4-0.6 22200 — 450.33 - 0.66
s Z Wi = = — 0.00286.
Vi) = = h Nh mh—1 32 100 20—1 32 200 45-1

Asi, el intervalo es

(0.355 — 1.96+/0.00286, 0.355 + 1.961/0.00286) = (0.25,0.46).

b) La estimacion del total es Npy; = 106.5, y su varianza N2V (p,;) = 9585000. El intervalo sera:

(75,138).
V(ps
¢) El error de muestreo relativo aproximado estimando la proporcién es # =0.15.
Pst
N2V (p,
Estimando el total, es % = 0.15 (es el mismo).
Dst

Con afijacién proporcional, el tamano muestral para cada estrato sera :

L
Z N, S?
np = Nn— h=1 =
Z hSQ + N2
h=1 a/2
a2 . Nh —~ ~ 62 e
donde S}, se sustituye por Pr(l1—Dr)y —— por @ - Dst-
N, —1 /2
Se calcula Z NuS?2 =100——— 100 0.4(1 —0.4) + 200———0.33(1 — 0.33) = 68.91
"h T 100 — 1 200 -1 '
Para el primer estrato, es:
68.91
nq, = 100 =10.8.

68.91 + (0.05 - 0.355)2 - 3002

.. . ni
or ser afijacién proporcional, no = — Ny = 21.66.
% P . prop ’ Ny ©J. Portela, M. Villeta
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Con lo cual se tomaria ny = 11 y no = 22, con un total de n = 33 observaciones.

[Ejercicio 4.4.]

Se ha estudiado el niimero de margaritas que crecen en las dos dreas que conforman un jardin.
Cada drea es dividida en 20 parcelas, y se seleccionan 5 parcelas al azar en cada drea. Los
nimeros de margaritas obtenidos en cada una de esas parcelas son 15,40,10,25,30 en el drea 1,
y 40,50,35,20,25 en las parcelas de la segunda &rea.

a) Dar un intervalo de confianza para el total de margaritas en el jardin.

b) Realizar los célculos en SAS con la ayuda de la macro estimestrat .

a) En el drea 1, se tiene ﬁl =24y s% = 142.5. En el 4rea 2, @1 =34y s3=1425.

20 ~ 20 ~
entonces, Yy = 0 7 + 0 Yy =29y Ny, = 1160.
=~ L Nu(Np —nyp) s2 20(20 —5) ,_.142.5 . . =,
V(wy) = hX::I ( IE )n—’; = (402 )(2 z ) = 10.6875 y la varianza del total serd N2V (y,,) = 17100.

El intervalo de confianza para el total serd
(1160 — 1.964/17100, 1160 4+ 1.96+/17100) = (903.7, 1416.3).

b) Con SAS, se introducen los datos en un archivo:

data margarita;
input estrato marga tama;
cards;

15 20

40 20

10 20

25 20

30 20

40 20

50 20

35 20

20 20

25 20

N NNMNNDNNDNEFE P P 2

La macro estimestrat se ejecuta asf:

%estimestrat(margarita,.,marga,tama,2,2,40);

Obteniendo el mismo resultado.

Otra forma de crear el archivo margarita son:
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data margarita;

do i=1 to 5;estrato=1;tama=20;input marga @;output;end;
do i=1 to 5;estrato=2;tama=20;input marga @;output;end;

cards;

15 40 10 25 30 40 50 35 20 25

)

165

[Ejercicio 4.5.]

Se desea construir un diseno estratificado para estudiar la variable ventas mensuales de deter-
minado articulo en una empresa que dispone de 1340 franquicias. Se dispone de informacién
sobre las ventas de articulos parecidos, que estd indicada en la tabla, agrupadas en frecuencias

n° Ventas | n° de franquicias
0-50 100
50-100 150
100-150 200
150-200 300
200-250 210
250-300 180
300-350 100
350-400 100

Presentar cual serfa la configuraciéon en dos estratos segin la regla de la frecuencia acumulada.

Hacer lo mismo con 3 estratos.

Se anaden a la tabla las columnas correspondientes a la raiz de la frecuencia de la raiz de frecuencia, acumulada.
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n° Ventas | n° de franquicias | /f; | Vi
0-50 100 10 10
50-100 150 12.24 | 22.24
100-150 200 14.14 | 36.38
150-200 300 17.32 | 53.7
200-250 210 14.49 | 68.19
250-300 180 13.41 | 81.6
300-350 100 10 91.6
350-400 100 10 101.6

1M 101.6
Para dos estratos, se calcula k = 7 S Vi = — = 50.8. El L — 1 = 1 multiplos de &k = 50.8 es 50.8 .Por
i=1
lo tanto el punto de corte es el intervalo superior que contiene a 50.8 en la columna de raiz de frecuencia
acumulada: el intervalo 150-200. Por lo tanto el primer estrato constard de las empresas que tengan ventas de
0 a 200 en el articulo parecido (con el que se ha construido la tabla), y el estrato 2 constard de las empresas
restantes (de 200 a 400 ventas).

101.6
Para un estrato, k = —5 = 33.8. Los L — 1 = 2 multiplos de k£ son 33.8 y 67.7. Por lo tanto el primer estrato

estard formado por las empresas con ventas de 0 a 150, el segundo de aquellas con ventas de 150 a 250, y el
tercero con las restantes.

(Ejercicio 4.6.]

Se desea estimar la nota media de los alumnos en una escuela de 800 alumnos, donde hay 500
mujeres y 300 hombres. Se toma una m.a.s. de 20 alumnos y se sospecha que la nota media de
las mujeres es superior a la de los hombres, por lo que se anota el sexo de los encuestados. Se
obtienen los siguientes datos en la muestra: hubo 6 mujeres, con notas medias

655 7 75 8 5
y 14 hombres, con notas medias
455 6 846578 5456555

a) Si no se tiene en cuenta el sexo, dar la estimacién de la nota promedio en la escuela y el
intervalo de confianza al 95%.

b) Hacer lo mismo teniendo en cuenta el sexo.

a) Como se trata de una m.a.s., hay que aplicar la estimacién usual en m.a.s.:

ﬁz 5.925, con s2 = 1.74. La varianza estimada del estimador es

_ 2 _
N-ons = 800 — 20 1.7 = 0.085. El intervalo de confianza es i
N n 800 20 © J. Portela, M. Villeta
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(5.925 — 1.964/0.085, 5.925 4+ 1.96+/0.085) = (5.35,6.49).

b) Al no ser muestreo estratificado, pero conocer los tamaifios poblacionales de los estratos, se puede recurrir a
la estimacion por post-estratificacion.

La media muestral en mujeres es @1 = 6.5, y en hombres es @1 = 5.67.

El estimador global sera

_ L Np~ 500~ 300~ 500 300 .. . ~
Upost = hZ=:1 Wyh = %yl + %yQ = %6.5 + %5.67 = 6.18, distinto del estimador 7 = 5.925.

El estimador de la varianza en estimacién por post estratificacion es

~ 1-f & , 1-f & 9
V(ypost) = Z thh + 2 Z (1 - Wh)sh
n p=1 ne k=1
800 — 20
como s2 =158 y s2 =169,y f = ————— = 0.975
800
. 1—f L 1—f L
o) = L 3 Wit + L S5 (1w =
n h=1 " p=1
.02 .02
:%[%1.58 + %1.69] + %[%1.58 + %1.69] = 0.0021, sensiblemente menor que la varianza sin

tener en cuenta los posibles estratos (aunque hay que tener en cuenta que en ambos casos se trata de varianzas
estimadas).

El intervalo de confianza en este caso serd

(6.18 — 1.96/0.0021, 6.18 + 1.961/0.0021) = (6.09, 6.26).

[Ej ercicio 4.7]

En un estudio médico en un hospital se desea saber el niimero de mujeres que han tenido hijos
alguna vez. De las 200 pacientes ingresadas, hay 30 de las cuales ya se conoce la respuesta
por tenerla registrada en los ordenadores: 18 mujeres de esas 30 han tenido hijos. En el resto
de mujeres de las que no se tiene informacién es necesario hacer un muestreo. Se escogen por
m.a.s. 20 mujeres y se cuentan 9 con hijos.

Estimar el total de mujeres con hijos en el hospital, y la proporcién de mujeres con hijos. Dar
un intervalo de confianza al 95% para ambas cantidades.

9
En la subpoblacién muestreada (N’ =170 mujeres), la proporciéon muestral es p' = 20 = 0.45. En esa misma

subpoblacién, se estima por lo tanto en N’0.45 = 170 - 0.45 = 76.5 el total de mujeres con hijos. La estimacién
de este total tiene una varianza estimada de
N —n p'q 170 — 20 0.45 - 0.55

—— =170? = 332.17.
N -1 0T o1 Y

1702V (') = 1702

En todo el hospital, se estimard en 18 + 76.5 = 94.5 el total de mujeres con hijos. Esta estimacion tiene una
varianza de 332.17, pues la cantidad 18 anadida no aporta error de muestreo. Por lo tanto el intervalo de
confianza para el total de mujeres con hijos es

(94.5 — 1.961/332.17,94.5 4 1.961/332.17) = (58.77,130.22).
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945 .
Para la estimacién de la proporcion, se parte de la estimacion anterior del total: p = 200 = 0.4725 y la varianza

de este estimador es

1
——332.17 = 0.0083.
2002

El intervalo de confianza para la proporcién es entonces:

(0.4725 — 1.964/0.0083,0.4725 — 1.96+/0.0083) = (0.29,0.65).

[Ejercicio 4.8.]

Determinar el tamano n de la muestra que con afijacién de varianza minima produzca la misma
precision que una muestra aleatoria simple no estratificada de tamano n’ para estimar la propor-
cién p de cierta clase en la poblacién. Suponer en ambos casos muestreo con reemplazamiento,
y aplicar después el resultado a los siguientes datos con n’ = 500 :

Estrato | Wy, | pn

I 03105
IT 0.3 0.7
ITI 0.4 ]0.2

La afijacién de varianza minima en muestreo con reemplazamiento queda:

N, N, 1-— De
nh = n ROR —n n/Pr(1— pn) Eanh-

L I
> Nioy > Niv/pr(l—pn)
h=1 h=1

La varianza del estimador de la proporcién en muestreo estratificado con m.a.s.r. en cada estrato sera:

L
V(ﬁst) — Z W}%thh — Z ngth

La varianza en m.a.s. con tamano n' serd

V(p) = p(ln* p)

L
donde la proporcién poblacional es p = Y Wy,pp.
h=1

Igualando ambas expresiones y despejando n, se obtiene:

L
pran  p(1—p)
wptt =
h; h nkj, n'

=

L 71
B oPran \ (p(1—p)
o= () (M)

Para aplicar el resultado a los datos, hay que calcular primero K y p:
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Kh_ Nh\/m _ Whm

- L L
> Nuv/pn(L—=pr) >0 Wi/pr(1 —pr)
h=1 h=1

donde se ha dividido por N en el numerador y denominador, y por lo tanto,

~

Wi/pr(1 = pr) = 0.3,/0.5(1 — 0.5) + 0.3,/0.7(1 — 0.7) + 0.4,/0.2(1 — 0.2) = 0.15 + 0.137 + 0.16 = 0.447
1

h

0.3,/0.5(1 — 0.5)
0.447

y andlogamente Ko = 0.306 y K3 = 0.358.

Ky = —0.335

Ademass,
L
p=> Wipr=03-054+03-07+0.4-0.2=0.44
h=1
Por lo tanto,
L 71

_ 5Pngn\ (PA—p)\

= (Ev) () -

0.25 0.21 0.16 \ /0.44-0.56\ "
—(0.32. =22 4032 = 4+0.42. = 406.
< 0.335 © 0.306 © 0.358> < 500 )

Para obtener la misma precision que en muestreo aleatorio simple con reeplazamiento con n’ = 500, uti-
lizando muestreo estratificado con afijacién minima y muestreo con reemplazamiento en cada estrato, hard falta
muestrear n = 406 unidades. Concretamente, n/K; = 136 en el primer estrato, nKy = 124 en el segundo estrato,
y nK3 = 146 en el tercer estrato.

[Ejercicio 4.9.]

En un estudio de mercado para estimar cierta media poblacional se ha cifrado el coste de
evaluar cada unidad en el primer estrato en 4 unidades monetarias, mientras que el coste de
evaluar cada unidad en el segundo estrato se cifra en 7 unidades. Se posee una estimacion de
las cuasivarianzas en cada estrato que aparece en la tabla:

Estrato | W), | S}

1 0213

2 0.8 |5

a) Calcular la afijacién teniendo en cuenta que se ha fijado un coste miaximo de C' = 200
unidades.

b) Realizar un programa SAS para calcular el coste y varianza para combinaciones de 1 en 1
L
para ny hasta 10 y ny hasta 30. En el célculo de la varianza, despreciar el término N ST W52
h=1
pues no influye a nivel comparativo.

© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



170 MUESTREO ESTRATIFICADO

a) Se trata de construir la afijacién éptima con coste fijo. Asi, a partir de la expresién de nj, en funcién de n y

L
de la restriccién C = > Cpnp, se obtiene
h=1

N, Sy, W, Sh
C \/C}L —C VCh

L L
> NuSpv/Ch > WiShvCh
h=1 h=1

np =

donde se ha dividido por N en numerador y denominador. Por lo tanto:

L
S WiSiV/Cr=02-vV3-V/4+08-V5-/7=54
h=1

y entonces:

0.2-vV3

ny = 20057\6 = 6.4

y
0.8-v5

ny = 20057\/2 = 25.

por lo que se toman n; = 6 y ny = 25 para no superar el coste. Por lo que n = 31.

b) Hay que ver en primer lugar que

o NV =) Si S LSS gy e
h=1

h=1 N2 Th Ty N h=1

Como en el segundo término no intervienen los ny no influye a nivel de comparacién. el programa es:

data costes;
wl=0.2;w2=0.8;s1=3%*0.5;s2=5%x*0.5;
cl=4;c2=7;
do n1=1 to 10;

do n2=1 to 30;

vari=((wil*s1)**2) /n1+((w2*s2)**2)/n2;

coste=cl*nl+c2*n2;

output;

end;
end;
run;

Para presentar los datos, ordenamos el archivo por coste y varianza, y pedimos que sélo se presenten la obser-
vaciones con coste ente 190 y 210:

proc sort data=costes ;by descending coste vari;
proc print data=costes (where=(190<coste<210)) noobs;
var nl n2 coste vari;

run;

Obteniendo el listado en la ventana OUTPUT: ©J. Portela, M. Villeta
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n2

=}
-

9]

27
24
28
25
29
26
27
24
28
25
26
23
27
24
28
25
26
23
27
24
25
22
26
23
27
24
25

—
o

OO ~NN OO~ 00w

1

o

O ~NN OO~ 00w

1

o

> OO 0w

coste

209
208
208
207
207
206
205
204
204
203
202
201
201
200
200
199
198
197
197
196
195
194
194
193
193
192
191

O O O O O OO OO ODODOOIODODODODOOODOOOOOOoOOo

vari

.14252
.14533
.15429
.14300
.23034
.14308
.14852
.14667
.17429
.14514
.14708
.15113
.158562
.14833
.23429
.14800
.15308
.15246
.17852
.15048
.15200
.15745
.16308
.15413
.238562
.15333
.15800

171

Se observa que la solucién n; = 6 y ny = 25 es la de menor varianza en el entorno de C' = 200.

[Ejercicio 4.10.}

En el archivo SAS pesos se dispone de datos de una poblacién de 1200 hombres y mujeres, de
la variable peso. Se pretende realizar muestreo aleatorio simple por estratos para estimar la

media, y compararlo con la precisiéon obtenida por m.a.s normal.

a) Puesto que se dispone de la informacién poblacional, calcular la varianza exacta del estimador

de la media con n = 40 y afijacién igual en los siguientes casos:

al

a2

a4) Muestreo aleatorio simple con reemplazamiento.

ab) Muestreo aleatorio simple y post estratificacion.

Muestreo estratificado con m.a.s. en cada estrato.
Muestreo estratificado con m.a.s.r. en cada estrato.

)
)
a3) Muestreo aleatorio simple.
)
)

Comentar también sin hacer los célculos si se ganarfa algo utilizando afijacién de varianza

minima.
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b) Extraer 5 muestras por muestreo estratificado de tamanos n; = ny = 20, calcular el estimador
de la media con la macro estimestrat y apuntar los valores del estimador. Utilizar las semillas
1234,1235,1236,1237,1238.

c¢) Hacer lo mismo pero con m.a.s. directo.

d) Hacer lo mismo, pero esta vez utilizando postestratificacion (obtener la muestra con m.a.s.
y estimar con la macro estimestrat).

a) Utilizando el siguiente programa:

proc means data=peso mean var;
var peso;

by sexo;

run;

se obtienen las cuasivarianzas por estrato. Utilizando el mismo programa sin "by peso;" se obtiene la cuasivar-

ianza poblacional (y la media poblacional del peso, que es 69.89).

proc means data=peso mean llvar;

var peso;

run;

Asi, llamando 1 al estrato de hombres y 2 al de mujeres, se tiene:

S? =114.97, S2 = 115.93 y S? = 163.95. La media poblacional del peso exacta es 7 = 69.89.

Hay 575 hombres y 625 mujeres, con lo cual la afijacién igual es muy parecida a la proporcional (la afijacién
proporcional con n = 40 serfa de n; = 19 y ny = 21).

De modo que la varianza en cada caso, con n = 40, n; = ny = 20, es:

al) Muestreo estratificado, con m.a.s. en cada estrato:

=2.79.

V) = i Na(Ny = m) 8% _ 575(575 — 20) 114.97 | 625(625 — 20) 115.93
Yar) = 2 NZ o, 12002 20 12002 20

a2) Muestreo estratificado, con m.a.s.r. en cada estrato:

En este caso, se suman las varianzas en cada estrato multiplicadas por el peso al cuadrado. Como las varianzas
difieren de las obtenidas cuand se utiliza m.a.s. colamente en el coeficiente por poblacién finita en cada estrato
Np —np

, queda:
Nh

L N252 L N2N, 162
Nj oy, _ Ni Ny, 1i:
=1 N2np o 21 N2ON, o my

5752 575 —1114.97 6252 625 —1115.93

12002 575 20 + 12002 625 20 . ) )
la fraccién de muestreo f es pequena en cada estrato, la probabilidad de repetir observacién en m.a.s.r. es muy

baja y por lo tanto las estimaciones suelen ser muy similares en general a las obtenidas con m.a.s.).

= 2.88, ligeramente inferior (hay que darse cuenta de que cuando

a3) Muestreo aleatorio simple:

~ N —n S§? 1200 — 40 163.95
V(y) = N o 1200 10— 596 ©J. Portela, M. Villeta
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ad) Muestreo aleatorio simple con reemplazamiento:

~ 02 N-15?
v = N

ab) Muestreo aleatorio simple + postestratificacién:

40
=——,1—f=0. .
Como f 1200° f =0.9666
_ 1—f & 1-f &
V(ypost) = Z th}% + 2 Z (1 - Wh)Sf% =
n  p=1 ns  p=1
0.966 . 575 625 0.966 . 625 575
=—|——114. ——115. —114. ——115. = 2.857.
40 [1200 0T+ 1200 593 + 402 [1200 0T+ 1200 593] 851

Con lo cual obtenemos que es mejor estratificar (con esa afijacién), pero la ganancia es pequeinia respecto a
utilizar m.a.s. con postestratificacién .

La afijacién de varianza minima no parece tener tanto sentido, porque hay muy poca diferencia en cuanto a las
varianzas y tamanos en cada estrato. La ganancia en error seria muy pequena frente a la complicacién de tener
que tener estimadas las cuasivarianzas por estrato (al ser un ejercicio tedrico tenemos estas cuasivarianzas, pero
en la practica no se dispondria de ellas).

b) Antes de poder ejecutar la macro, hay que afadir la variable de tamano de los estrato. Se puede hacer de
dos maneras: en un archivo aparte, o anadirlo a la muestra (en este caso mejor a la poblacién, pues se van a
tomar varias muestras). También se crea la variable estrato:

data peso;set pesos;estrato=sexo;
if sexo=1 then tama=575;else tama=625;
run;

A continuacion se repite el siguiente programa 5 veces, cambiando la semilla cada vez:

proc surveyselect data=peso out=muestra method=srs sampsize=20 seed=1234;
strata estrato;

run;

%estimestrat (muestra, .,peso,tama,1,2,2,1200);

Las medias estratificadas obtenidas son:

70.85, 69.73, 68.71, 69.29, 71.16

¢) Utilizando m.a.s., se realiza el siguiente programa 5 veces, cambiando la semilla cada vez:
proc surveyselect data=peso out=muestra method=srs sampsize=40 seed=1234;

run;
%estimas (muestra,peso,1200) ;

Obteniendo las medias muestrales:
70.67, 68.6, 71.12, 67.02, 69.02.
d) El programa bésico es
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proc surveyselect data=peso out=muestra method=srs sampsize=40 seed=1234;

run;
%estimestrat (muestra, .,peso,tama,2,2,2,1200);

Y variando la semilla se obtienen las medias:

68.71,69.6,70.52,67.15, 69.07.
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5.14 Ejercicios propuestos

1) Se tom6 una muestra de 2000 personas por m.a.s. pertenecientes a una poblacién de 50980
habitantes, y se recogieron datos sobre ingresos y nivel educativo. Los resultados se resumen
en la siguiente tabla:

Nivel educativo | Media muestral | Cuasivarianza muestral | Tamano muestral
1 4.1 34.8 1585

2 13 92.2 250

3 25 174.2 105

4 38.2 320.4 60

a) Estimar el ingreso medio por individuo en esa comunidad.

b) Suponer que, a pesar de que no hay ningunalista de personas de la comunidad con cada nivel
educativo, se conocen las proporciones de personas de la poblacién pertenecientes a cada uno
de los 4 niveles educativos. Estas son respectivamente:p; = 0.8033, p; = 0.1315, p3 = 0.0470,
p1 = 0.0245.

Contando con esta informacién, estimar el ingreso medio por individuo y facilitar un 1.C. al
95%.

c) ;Cuél de las dos estimaciones elegirias?

d) ;Es mas preciso el procedimiento del apartado b) que un muestreo estratificado con afijacién
proporcional?

2) Una poblacién estd dividida en tres estratos. Sus pesos respectivos son: 0.45, 0.35, 0.2. En
una encuesta piloto se han estimado las proporciones de una cualidad de interés en cada uno
de los estratos: estas estimaciones son: p; = 0.48, p; = 0.39, p; = 0.58. Se considera que los
tamanos de los estratos son suficientemente grandes respecto a los tamanos muestrales.

a) Comparar la precisién de una muestra estratificada con afijaciénn proporcional de tamano
total 500 para estimar la proporcién poblacional con la precisién de una m.a.s. no estratificada
de tamano 600 .

b) Opinar si la ganancia o pérdida en precisién en el apartado anterior parece significativa o
no.

3) Se desea estimar un total de una poblacién de 770 elementos mediante muestreo estratifi-
cado. Se sabe que la caracteristica X, dada por la distribucién de frecuencias siguientes, esta
relacionada con la varaible de interés Y:
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X | Frecuencias
2 100
3 80
4 90
5 200
8 90
10 | 30
15 |90
20 | 50
50 |10
100 | 20
200 | 10

a) Determinar 3 estratos para el estudio de dicha poblacién.

b) Hallar la afijacién de varianza minima para una muestra de tamano 100, suponiendo que el
muestreo en cada estrato se realiza mediante m.a.s. con reposicién, y que la variable de interés
Y estéa relacionada con X segin el modelo Y; = aX; + b.

4) Se tomé6 una m.a.s. de 52 trabajadores de una fabrica de 1400, recogiéndose datos sobre
el efecto contaminante de los gases sobre los pulmones, medido en una variable continua. Los
datos recogidos se organizan a continuacién en una tabla, donde se apunta también en que
grado de exposicion a los gases trabaja habitualmente el obrero:

Exposicién | Tamano muestral | Media muestral | Cuasivarianza muestral

Alta 30 85.1 160
Media 10 76.2 110
Baja 12 43.1 100

a) Estimar el efecto contaminante medio en los trabajadores de la fébrica.

b) Suponer que se conocen, antes de analizar los datos, las proporciones de los trabajadores
que estan expuestos en cada una de las dreas:
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Alta: proporcién=0.45. Media: proporcion=0.25. Baja: proporcién=0.30. Estimar, contando
con esta informacion, el efecto contaminante medio, y dar un I.C. al 95%.

c) ;Cuél de las dos estimaciones elegirias?.

5) Se van a muestrear en un pueblo familias para estimar los gastos mensuales que no son de
alimentacién. Se distingue entre familias de renta baja y de renta alta, habiendo en el pueblo
15000 de renta baja y 3000 de renta alta.

Se sabe por estudios anteriores que las familias de renta alta tienen aproximadamente 4 veces
méas gastos que las de renta baja. Ademds, se espera que la cuasivarianza del gasto en cada
estrato sea aproximadamente proporcional a la media del mismo, con ambas proporcionalidades
similares.

Explicar cémo distribuir una muestra de 800 familias en los dos estratos, suponiendo m.a.s. en
cada estrato.

6) La marca de coches "Nidia" desea conocer, de los 10000 coches vendidos en 2004 a través
de sus concesionarios, el nimero medio de ruedas cambiadas por coche desde entonces. Para
ello se tomé una m.a..s. de 100 coches, recogiéndose datos sobre la cantidad de kilémetros
recorridos y el nimero de ruedas cambiadas desde su adquisicién. Los resultados obtenidos se
resumen en la siguiente tabla:

Kilometraje | Tamano muestral | Media muestral | Cuasivar. muestral

Elevado 40 8.2 0.60
Medio 40 4.3 0.41
Bajo 20 0.9 0.09

a) Estimar el nimero medio de ruedas cambiadas por coche desde su adquisicién en 2004 en
los concesionarios "Nidia".

b) Suponer ahora que, antes de analizar los datos obtenidos, se conocen las proporciones de
coches objeto de estudio cuyo kilometraje se encuentra en cada uno de los tres niveles fijados
para su clasificacién:

Kilometraje | Elevado | Medio | Bajo

Proporcién | 0.3 0.5 0.2

Contando con esta informacién, estimar el nimero medio de ruedas cambiadas por cohce, y
facilitar un I.C. al 95% suponiendo normalidad.

c) ;/Cuél de las dos estimaciones elegirias? Razonar la respuesta.

7) Los pesos relativos de los tres estratos de una poblacién son:
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I IT | III

0210503

En una encuesta piloto se han encontrado los valores siguientes para las proporciones de los
tres estartos, relativos a una cierta caracteristica que interesa estudiar:

I IT | III

0410306

Resolver los siguientes apartados considerando que los tamanos de los estratos son suficiente-
mente grandes con relacién a los respectivos tamanos muestrales.

a) /Crees que una muestra estratificada con m.a.s. en cada estrato con afijacién proporcional de
tamano 400 dard mayor precisién para estimar la proporciéon poblacional de dicha caracteristica,
que una m.a.s. de tamano 500 sin estratificar?.

b) {Para qué tamano muestral del diseno estratificado se igualan las precisiones?
c) ;Te parece que la estratificaciéon aporta en este caso una ganancia sustancial en precisién?

8) En el archivo SAS pesos estdn datos de peso, estatura, sexo y dieta de una poblacién de
1200 personas.

a) Crear un archivo SAS llamado mujeres donde estén solamente las mujeres.

b) Comprobar con
proc freq data=mujeres;tables dieta;run;

cudntas mujeres han hecho dieta (dieta=1) y cudntas no (dieta=0).

Utilizar
proc means data=mujeres;run;

para comprobar el peso medio poblacional de las mujeres.

c) Extraer 4 muestras estratificadas de tamano 100 del archivo mujeres, siendo los estratos
formados por la variable dieta, con afijacién proporcional. Utilizar las semillas 1234, 1235,
1236, 1237.

d) Utilizar la macro estimestrat para estimar la media poblacional del peso de las mujeres en
cada una de las muestras anteriores.

e) Utilizar

proc sort data=mujeres;by dieta;

proc means data=mujeres var;run; ©J. Portela, M. Villota
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para obtener la cuasivarianza poblacional por estrato de la variable peso.

f) Calcular la afijacién de varianza minima dadas las cuasivarianzas poblacionales anteriores,
siempre con n = 100.

g) Obtener 4 muestras con las mismas semillas, con la afijacién dada en el apartado f), y estimar
la media poblacional con la macro estimestrat en cada caso.

h) ;Cudl serfa la varianza exacta del estimador del peso medio de las mujeres con el mismo
tamano muestral, si se utiliza m.a.s. sin estratificar?.

9) Realizar en SAS el ejercicio resuelto 4.6 con la ayuda de la macro estimestrat.

10) El archivo SAS ganado contiene las 50 provincias espafiolas que tienen algin tipo de ganado,
con las variables Bovino, Ovino, Caprino, Porcino y Equino que indican el nimero de cabezas
sacrificadas en 1998 respectivamente en cada tipo de ganado.

Se estudiard en este ejercicio la variable caprino.

a) Con
proc means data=ganado sum;var caprino;run;

se obtiene el total poblacional que queremos estimar a través el muestreo estratificado.

Con el paso data

data cabras;

set ganado;

if caprino<30000 then estrato=1;
else estrato=2;

run;

se crea la divisién de la poblacién en dos estratos, las provincias con menos de 30.000 cabezas
sacrificadas en 1998 estdn en el estrato 1 y las demés en el estrato 2.

Con
proc freq data=cabras;tables estrato;run;

se observa el tamano de los dos estratos.

b) Realizar ahora muestreo estratificado de tamano n = 10 con la semilla 1234, con afijacién
proporcional, y estimar el total de cabezas sacrificadas con la macro estimestrat.

c) Utilizar

proc sort data=cabras;by estrato;

proc means data=cabras var;by estrato;run; ©J Portela, M. Villeta
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para calcular las cuasivarianzas por estrato. Calcular la afijacién de varianza minima para
n = 10. ;Qué ocurre?.

d) Considerar las 9 provincias con mayor nimero de cabezas de caprino como unidades autorre-
presentadas, y tomar una m.a.s. de tamano n=1 del resto de la poblacién. Construir finalmente
el estimador del total. ;Es mejor o peor que el obtenido con afijacién proporcional?.;Qué
conclusién sacas para poblaciones muy asimétricas en muestreo estratificado?.
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6.1 Introduccién

El esquema de muestreo mediante el cual la primera unidad es seleccionada aleatoriamente,
pero las demds son seleccionadas automédticamente segiin un patrén determinado se conoce
como muestreo sistemdtico. El muestreo sistemdtico es un sistema préctico y eficiente en
muchas ocasiones entre las cuales se cuentan, por ejemplo:

e Muestreo geogrifico, donde se recorre el drea una cantidad fija de espacio cada vez,
tomando unidades sucesivas y a partir de la primera unidad que ha sido seleccionada
aleatoriamente. Se utiliza tanto en agricultura, ecologia, como en encuestas sociales en
trabajo de campo.

e Muestreo en control de calidad, donde se toman items de produccién cada cierto niimero
de items a partir del primero, que ha sido seleccionado aleatoriamente.

e Muestreo en auditorias o en informadtica, donde se deben revisar largos listados.

e Muestreo en encuestas en ciudades, donde se entrevista cada cierto niimero de peatones
que pasan por un lugar

Entre las ventajas que tiene este muestreo conviene citar que es de aplicacion sencilla, que en
casos en que no se disponga de un listado a priori de todas las unidades de la poblacion es
una solucién apropiada, que da una pauta de actuaciéon mas fécil de aplicar en el trabajo de
campo, y que puede recoger cierto efecto de estratificacién cuando las unidades estédn ordenadas
respecto a una variable correlada con la variable de interés, en cuyo caso puede mejorar al m.a.s.

Para realizar muestreo sistemdtico para la obtencién de una muestra de tamano n en una

poblacién de tamano N se supondrd de momento que & = — es un nimero entero. Ob-

n
sérvese que la poblacion estd dividida en k£ partes con n unidades cada una. En este caso, el

procedimiento de muestreo sistematico es el siguiente: ©J Portela, M. Villeta
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1. Se selecciona la unidad de partida ¢ , con i entre las k primeras unidades, con igual
. 1
probabilidad e

2. Las restantes n — 1 unidades de la muestra vienen determinadas autométicamente pues
son aquellas que toman la posicién ¢ en cada una de las n particiones realizadas de la
poblacién. Es decir, las unidades seleccionadas son las {7, i+k, i+2k, i+3k, ..., i+(n—1)k}

Esta claro que hay tantas muestras posibles, k£, como unidades de partida . Es decir, a cada
unidad de partida posible i le corresponde una muestra {i + k,7 + 2k, i + 3k, ...,i + (n — 1)k}.
Recuérdese que, sin tener en cuenta el orden, en m.a.s. hay (]Z ) muestras posibles. A pesar de

que en muestreo sistemético el nimero £ = — es mucho menor, el muestreo sistemético puede

n
proveer estimadores con precision similar al m.a.s.

6.2 Estimacion en muestreo sistematico

Supongamos que £ = — es un nimero entero. La media muestral puede expresarse como
n
—~ 1 n=1
Y= — Y Yitjk, donde i es el punto de arranque de la muestra sistemdtica escogido por m.a.s ,
Jj=0

N
de entre los nimeros 1 = 1, ...k, y k es kK = — entero.
n
Teorema 6.1 (estimacién de la media).

La media muestral § es un estimador insesgado de la media poblacional 7.

Demostracion.

1
Cada muestra posible i de las k muestras tiene probabilidad z de ser escogida y da lugar a una

media muestral 7;, con lo que por la definicién de esperanza,

- 1 .k - 1 n=1 1 k n-1 k n—1
E(@) = T z U= E ( Z yzﬂk) = Z Z Yitjk. Como 21 .Zoy”jk es la suma de todas
=1 =1 i=1 : =17=

I)

1 N
las observaciones de la poblacién, y nk = N, E(y) = N Z
Teorema 6.2 (varianza del estimador).

SG -7

=1

wl»—k

La varianza del estimador 3 es V() =

Demostracion.
Es directo por la definicién de varianza, debido a que el los valores i son equiprobables por ser

escogidos por m.a.s., y su esperanza es .
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Corolario 6.1 (estimacién del total y proporcién).

Un estimador insesgado del total poblacional es Ni/_\, y un estimador insesgado de la proporcion
poblacional es la proporcién muestral p.

[Ejemplo 6.1.}

Supongamos que sobre los siguientes datos se desea obtener una muestra sistematica de tamafio n = 4.

Obs |1 213|456 |7|8|9]10] 11|12

Tabla 6.1. Datos de ejemplo

N 12
Entonces k = — = — = 3. El punto de arranque varfa de u; a us. Por lo tanto las muestras

posibles son lasnobservaciones {1,4,7,10}, {2,5,8,11}, y {3,6,9,12} que corresponden a los valores
{2,5,5,5}, {3,6,4,2}, vy {2,8,6, 1} con medias muestrales respectivas 4.25, 3.75, y 4.25. Obsérvese que
con diferentes tipos de muestreo el espacio de posibles muestras varia. Por ejemplo, en muestreo con
reemplazamiento habria, sin tener en cuenta el orden, (12+44_1) = 1365 muestras posibles, mientras
que en m.a.s. habria (142) = 495 muestras posibles.

Esto no tiene por qué redundar en que un método de muestreo sea mds preciso que otro, atin con los
mejores estimadores insesgados posibles. Puede ocurrir que el muestreo sistemético arroje estimaciones
precisas , a pesar de que su espectro de posibles muestras sea tan reducido (pues siempre estd limitado
a las k muestras equivalentes a los k puntos de arranque).

En el ejemplo, se puede comprobar que efectivamente el estimador media muestral es insesgado, pues
la media poblacional es %(2 + 3+ ...+ 1) =4.0833 y la esperanza del estimador, al ser cada una de
las tres muestras equiprobables, es %(4.25 + 3.75 4+ 4.25) = 4.0833.

6.3 Estimacion de la media poblacional cuando k£ = % no es entero

Supongamos que k = — no es un nimero entero. Entonces hay que decidir si se toma k& como
n

el entero superior a — o el inferior.
n
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[Ejemplo 6.2.]

Sea la poblacién formada por 5 observaciones numeradas 1,2,3,4,5:

Obs |1|2]3[4]|5

y |2]3]2]5]|6

Tabla 6.2. Datos de ejemplo

Supongamos que n = 2. Entonces k = g = 2.5. Hay dos posibilidades: tomar k =2 o kK = 3. Si se
toma k = 2, las 2 muestras sistemdticas posibles, escogidas a partir del inicio aleatorio entre las dos
primeras observaciones, son {1,3,5}y {2,4}. Vemos que la segunda muestra tiene una observacién
menos. Sise toma k = 3, las 3 muestras posibles son {1,4},{2,5} y {3} Vemos que la tercera muestra
tiene una observaciéon menos. Asi, el tamano de la muestra es en este caso también una variable
aleatoria.

Propiedad 6.1.

La media muestral ¥ no es un estimador insesgado de la media poblacional 77 cuando — no es
n
entero.

Basta ver en el ejemplo que la media poblacional es 7 = 3.6.Ahora, cuando k£ = 2, las medias

muestrales obtenidas de las dos posibles muestras son respectivamente, 1?0 y %. Como cada
10

muestra es equiprobable, la esperanza del estimador sera %(3 + %) = 3.667 que no es igual que

Y.

79

Si k = 3, las medias muestrales respectivas en cada muestra son 3, 5,3. La esperanza de la

media muestral serd 1 (f + 5 +3) = 3.333 £ 7.
Teorema 6.3 (estimador de la media).

Sea y; el total calculado sobre la muestra sistemética i, considerando validas todas las muestras
(aunque tengan tamanos diferntes), y una vez escogido k para el proceso de seleccién, que puede

~ k
haber sido el entero inferior o el superior. El estimador y’ = ¥ es un estimador insesgado de

Y.

Demostracion.

1
Cada muestra sistemética tiene probabilidad z de ser escogida. Asf,

k 1 k 1k

E@;) =F (—yi) =% > NV TN > y; = Y. pues la dltima igualdad deriva del hecho de

i=1 i=1
k

que la suma de los totales ) y; sobre las muestras sistemdticas posibles coincide con la suma
i=1

de toda la poblacion. ©.J. Portela, M. Villeta
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[Ejemplo 6.2.]

Supongamos en el ejemplo anterior £ = 2. Entonces, la primera muestra da lugar a y; = 10 y por lo

tanto a jl = 510 = 4. La segunda muestra da lugar a y; = 8 y por lo tanto a?l = 58 = 3.2. Como cada

1 ~ 1
una de las 2 muestras tiene probabilidad 5 la esperanza del estimador y' serd —(4+3.2)=36=7.

~ 3
Ahora, si k = 3, la primera muestra da lugar a y; =7y @I = 57 = 4.2. La segunda muestra da lugar
ay; =9y @l = 59 = 5.4. La tercerada y; =2y @/ = 52 = 1.2. Como cada una de las 3 muestras

1 ~ 1
tiene probabilidad 3 la esperanza del estimador y’ serd, §(4.2 +54+12)=36=7.

Normalmente debido a este tipo de complicaciones se intenta evitar que — no sea entero, bien cam-
biando li-geramente n o bien eliminando alguna observacién poblacional al azar previamente. Ademads,
si la poblacién es grande, el sesgo serfa pequeno en caso de k no entero. En el resto del capitulo se

asumird k = — entero.
n

6.4 Muestreo sistematico en areas

Frecuentemente se utiliza el muestreo sistemédtico en un drea geogréfica, como por ejemplo
escoger varios arboles frutales para evaluar su produccién. En este sentido, es necesario utilizar
el concepto bidimensional para evitar soluciones incorrectas. Si se dispone de un drea cuadri-
culada, dividida en 9 columnas y 6 filas, y se numeran las cuadriculas del 1 al 54, y para
obtener una muestra sistemdtica de n = 6 se calcula k = % = % = 9, puede ocurrir que
el punto de arranque sea u; (la primera cuadricula), dando lugar a la configuracién muestral
correspondiente a la Figura 6.1, que es obviamente poco atractiva en cuanto a representatividad.
Las otras 8 muestras sistemdticas posibles son igualmente poco atractivas, al coincidir en la
misma columna todos los arboles.

(o)) AV, } NNy LU R 1 N0 ) L
oo o o o g

Figura 6.1. Planteamiento incorrecto del muestreo sistemético en un area.
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Existen varias soluciones a este problema. La més sencilla es utilizar muestreo sistemaético
"alineado". Supongamos que el tamano muestral n puede descomponerse en el producto de
dos enteros n; y ny, de modo que n; - no = n. Se asume que n; > ny. Supongamos también
que r=ntdmero de columnas es miiltiplo de n;, y que s =nimero de filas es multiplo de ns,
con r > s. Todas estas restricciones no son tan fuertes, pues en la préactica siempre se pueden
adecuar las divisiones geogréficas o los tamanos muestrales para cumplirlas.

Entonces el muestreo sistemdético alineado consiste en
r s
1) Calcular ky = —, ky = —

ni 7l2'

2) Escoger el cuadro de arranque, cuyas coordenadas son (i,j), donde i estd escogido entre
1,...k1 con equiprobabilidad y j estd escogido entre 1,...ks con equiprobabilidad.

3) La muestra sistemédtica correspondiente al punto de arranque es la que consta de los cuadros
(Lj)? (Z + klvj)? (Z + (nl - 1)k17j)7 (Zvj + k2)7 ) (7‘7] + (Tlg - 1)k2)

[Ejemplo 6.3.]

Supongamos que en un drea como la presentada en la Figura 6.1, se pretende realizar muestreo

r 9 ]

sistemdtico con n = 6. Entonces se fijan ny = 3, ng = 2. De este modo — = 3= 3y — = 3. Los
ni no

posibles puntos de arranque son todo el cuadro marcado con X en la parte superior izquierda de la

Figura.6.2. En la misma figura aparecen 3 muestras del total de las 9 muestras sistemdticas posibles.

112]3]4]|5]|6]7/8]9 112)3[4[5[6]7|8]9
1] X X X 1

2| X X X 2 |

3| X X[ X 3
4 4

5 5

6 6 ki
1/2/314]5[6]7|8(9 1/2[3]4[5]6]7]8]9
1| 9 1

2 219
3 3

4 9 4

> 5|9
6 6

Figura 6.2. Posibles puntos de arranque y muestras sistematicas posibles.
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6.5 Descomposicion de la varianza en muestreo sistematico

La varianza poblacional admite una descomposicién de utilidad para comprender por qué el
muestreo sistemdtico puede mejorar al m.a.s.

Definicién.
2

Supongamos que ¥;; es la unidad j dentro de la muestra sistemdtica ¢. .Llamaremos o7,
variabilidad media interna de las muestras sistematicas. Es decir,

ala

RS PR S o ST ACHE R b TP A
Uw_k' O'i_k‘ n yl] i N yz] i'

i=1j=1

k
Llamaremos o7 a la variabilidad entre muestras sistemdticas, o7 = Z( — %)%, que coincide

WIH

con la varianza del estimador de la media.

Teorema 6.4 (descomposicién de la varianza).
La varianza de la poblacién o2 se puede descomponer en la suma de las varianzas dentro de
muestras sistemédticas 02 y entre muestras sistemdticas o7. Es decir,

2 _ 52 2
o =o;, +o0j.

Demostracion.

kK n PN
En primer lugar hay que notar que > > (y;; — ¥;)(¥; —y) = 0 pues
i=1j=1

> 5y~ 50— ) -
:é@é Yij yiiyw ii

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1
k ~2 2 k ~2 2
=n . Y; —nky’ —n> y; + nky* = 0.
i=1 =1

Luego como

i=1j=1 i=1j5=1

k n ~ 9 k n ~ 9 k n PN _
ZZl Zl(yu v+ Zl Zl(yi —y)°+2 21 Zl(yzy U)(¥; —y) =

1=17)= 1=17= 1=1 9=

se tiene que

2 _ 2 2
0% =0, +0}.
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6.6 Comparaciéon con m.a.s.

Utilizando la descomposicién de la varianza , o2

= 07, + 0}, la varianza del estimador de la
media en el método habitual en muestreo sistemdtico es V(y,) = 02 = o

2 _ 2 :
— o2, y la varianza

~ N —nS?
del estimador de la media en muestreo aleatorio simple es V(y,,,.) = N Definiendo
n
n
ahora la cuasivarianza interna de las muestras sistemdticas como S2, = 1012,), se tiene que
n j—
~ N -1 n—1
V(ysis> = N S? — n S’L2U

Teorema 6.7 (comparacién del muestreo sistematico con m.a.s.).
a) Si S, > 5% V(i) <V(Umas)

b) Si 5% < 8% V(Hais) > V(Fimas)

¢) i 55 = 5% V(Has) =V (Umas)

Demostracién.

Si S% > 52 entonces

~ N —1 n—1 N -1 n—1
V(y...)=——5%— S2 <~ §2 92 —
(Ysis) N % <y -
N —nS? ~
—=V(y .
N n (ymas)

Se demuestra andlogamente el caso S% < S? y S2 = §2.

Este teorema pone de manifiesto que en el muestreo sistemdtico interesa que la variabilidad
dentro de cada muestra sistematica sea alta. Las siguientes consideraciones son importantes a
la hora de aplicar este tipo de muestreo:

e Si la ordenacién de los datos es aleatoria, el muestreo sistemadtico es igual de eficiente
que el m.a.s., pues la variabilidad interna de cada muestra sistematica serd similar a la
poblacional.

e Si los datos estdn ordenados de acuerdo a la variable de interés o a otra variable fuerte-
mente correlada con ésta, el muestreo sistematico serd mas eficiente que el m.a.s. Este
orden hace que la variabilidad de cada muestra sistemédtica sea mayor en general que la
variabilidad poblacional S2.

e La variabilidad interna de la muestra sistemédtica serd menor que la general (52 < S?)
y por lo tanto el muestreo sistemédtico peor que el m.a.s., en casos especificos donde por
ejemplo existe una relacion ciclica en los datos. En esos casos ciclicos, el caso peor se da
cuando la constante & es miiltiplo de la longitud del ciclo (en este caso S? puede llegar
a valer cero). Pero atin en estos casos ciclicos puede haber valores de k que den lugar
a S2 > S? es decir que el muestreo sistemdtico pueda ser mds preciso que el m.a.s. Si
existe una sospecha de datos periédicos una manera de evitar efectos perniciosos sobre
el estimador es utilizar muestreo sistematico replicado, como se explicard en la seccion
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de muestras interpenetrantes, es decir, en lugar de una tinica muestra sistmdtica, tomar
varias de tamano menor.

Estas consideraciones llevan a reafirmar el muestreo sistemdtico como una opcién préactica
recomendable. Los casos en los que el muestreo sisteméatico es peor que el m.a.s. pueden darse
por ejemplo cuando las unidades son los dias del ano, horas o cualquier momento del tiempo.

[Ejemplo 6.4.]

Supongamos los siguientes datos:
{1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5}.

La cuasivarianza poblacional es S? = 2.0833. Supongamos que queremos una muestra de tamaifio
n = 5. Dependiendo de la ordenacién el muestreo sistemético puede ser mejor, igual o peor que el
m.a.s.:

Ordenacion ciclica: {1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5}
Ordenacion aleatoria : {4,2,5,2,3,3,5,3,2,4,1,4,4,1,4,2,1,2,3,1,5,1,5,3,5}
Ordenacion ascendente:{1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,4,4,4,5,5,5,5,5}

La Figura 6.3 representa las tres ordenaciones.

25
Comon =5, k= == 5. Las muestras sistemdticas y el valor de S2 para cada ordenacién son:

Ordenacién ciclica: {1,1,1,1,1},{2,2,2,2,2},{3,3,3,3,3},{4,4,4,4,4}, {5,5,5,5,5}. S2 =0 < S2,
pues la variabilidad interna de cada muestra sistemética es 0.

Ordenacién aleatoria: {4,3,1,2,5},{2,5,4,1,1},{5,3,4,2,5},{2,2,1, 3, 3},
{3,4,4,1,5}. S2 =2.10 ~ S2.

Ordenacion ascendente: {1,2,3,4,5},{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,5},
{1,2,3,4,5}. S2 =2.5> 52,

Se observa que el muestreo sistemético con ordenacién asdendente mejora al m.a.s. por ser S2 > S2,
mientras que la ordenacién ciclica con n = 5 hace que el muestreo sistemédtico sea realmente impreciso
(si bien es cierto que con n = 4, por ejemplo, ya no serfa lo mismo). La ordenacién aleatoria en este
caso ha dado precisién similar para el muestreo sistematico y para el m.a.s. Hay que comentar que hay
ordenaciones aleatorias posibles que dan una precisién menor para el muestreo sistemético respecto al
m.a.s., y otras que dan precisién mayor (sélo hay que tener en cuenta que la ordenacién ciclica y la
ascendente son casos particulares de todas las posibles ordenaciones aleatorias). En promedio ambos
métodos, sistemdtico y m.a.s., son equivalentes si la ordenacién es aleatoria.

© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



190 MUESTREO SISTEMATICO
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Figura 6.3. Tres ordenaciones diferentes para los mismos datos.

6.7 Estimacion de la varianza: muestras interpenetrantes

Con una sola muestra sistematica no existe un estimador insesgado de la varianza del estimador.

Una posibilidad si el muestreo sistemdtico es apropiado (igual o mejor que el m.a.s.), es utilizar
N —ns? . .
N como una aproximacién fiable,
donde s? es la cuasivarianza de la muestra sistemdtica. Del mismo modo se puede utilizar
la férmula habitual de m.a.s. para estimar la varianza del estimador del total y proporcién
poblacionales.

el estimador de la varianza usual de m.a.s. V(¥) =

Otra posibilidad para acceder a un estimador insesgado es realizar muestreo sistemaético repli-
cado; es decir, en lugar de tomar una muestra sistemética de tamano n, se toman m muestras

. - ~ n . . P
sistematicas cada una de tamano n’ = —, suponiendo este mimero entero. Este método se
m
denomina también método de las muestras interpenetrantes o replicadas. Si y; es la media
muestral de la muestra sistemédtica i, y definiendo &’ = — entonces se dan los siguientes
n

resultados:

Teorema 6.5 (estimacién de la media con muestras interpenetrantes).

m
> 7, es un estimador insesgado de 7.
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Demostracion.

Es directo pues ﬁm es la media muestral de m elementos @i, obtenidos por m.a.s., y en m.a.s.
la media muestral es insesgado para la media poblacional.

kK —m 1 Ko )

2. —9)"

Corolario 6.2 (varianza del estimador). V(7,,) = 7 7 —1)
mrs —1)i=1

Demostracion.

Igualmente a la demostracién anterior, al tomarse los m valores ¥, por m.a.s. en una poblacién

k/

~ 1 ~
finita de k' elementos, y al ser la cuasivarianza de ¥, el término =) S~ (y; — ¥)?, aplicando
—1)i=
la expresion de la varianza del estimador de la media en m.a.s. se tiene el resultado.

Teorema 6.6 (estimacién de la varianza del estimador).

=~ k' —m 1 m ~2 ~2 _k'—m 1 m.~ =~ 9
V(m) = — mm = 1) (;y —mym> =7 > Ui = Ym)

es un estimador insesgado de V' (7,,).

Demostracion.

Se aplica el hecho de que en m.a.s., la cuasivarianza muestral ﬁ > @l —@m)Q es insesgado
m—1)i=1
Ko
para la cuasivarianza poblacional m S (Y, —v)>.
—1)i=1

[Ejemplo 6.4.]

Supongamos los siguientes datos:

Obs |1 213|456 |7|8|9]|10] 11|12

Tabla 6.3. Datos de ejemplo

Se desea obtener una muestra sistemédtica de tamafio n = 6. Para poder estimar la varianza utilizare-

mos el método de las muestras interpenetrantes: Tomaremos m = 2 muestras sisteméticas, cada una

N 12
de tamafio n/ = = = 6_ 3. Asi, k' queda definido como k' = — = — = 4.
m 2 n/ 3

Supongamos que después de escoger el arranque aleatorio de cada una de las dos muestras entre los
k' = 4 primeros nimeros, son elegidos el 1 y el 3. Entonces las dos muestras sistemadticas son {1, 5,9}

~ 1
y {3,7,11} que corresponden a los valores de y {2,6,6} y {2,5,2}. Asi, y; = 5(2 +6+6) = 4.667,

~ 1
> yi:§(4.667 + 3) = 3.8333 y la estimacién de la

~ 1 ~ 1
Yy Jp = =(24+ 5+ 2) = 3. por lo tanto g, = —
3 m =1

varianza sera © J. Portela, M. Villeta
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~ K —m 1

V@) = "

mo_ ~ 4 —2 1
(2% = myi> = sy (46672 4 87) —25.88%) = 036

m(m — 1)

Como en este caso tenemos toda la poblacién, podemos calcular la varianza real del estimador. Como

¥ = 15(2+...+ 1) = 4.083 entonces se tiene que

~2 k’l —-m 1 K

V) = =y S =

-2 1
:Tﬁ[(4.667 —4.083)% + (5.333 — 4.083)% + (3 — 4.083)2 + (3.333 — 4.083)2] = 0.2384.

6.8 Tablas de férmulas

MUESTREO SISTEMATICO

Parametro

y Ny
poblacional

. =~ 1n=l ~
Estimador y=— Yitjk Ny
n j=0
1k~ ~
Varianza Z S (@ —7)? N2V (7)
i=1

Estimador

= _Le NZy
muestras Ym = m > Ui m

=1

interpenetrantes
Varianza

k’l —m 1 K ~ . ~
muestras L m(k’ — 1) Zl(yz - 9)2 NQV(ym)

1=
interpenetrantes
Estimador
de la Varianza kK —m 1 mo_, R
- NV
W m(m = 1) (El Yi mym) )

muestras
interpenetrantes

© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



Tablas de férmulas

Y para la proporcién:

Parametro

poblacional

Estimador

Varianza

Estimador
muestras

interpenetrantes

Varianza
muestras

interpenetrantes

K —m 1 Koo 9
1% m(k:’ _ 1) Z(pl _p)

i=1

Estimador
de la Varianza
muestras

interpenetrantes

K —m 1 LN -
W mm = 1) @p - mpm)

193
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6.9 Obtencién de muestras por muestreo sistematico con SAS

En este caso se puede utilizar el procedimiento surveyselect de manera sencilla. Suponiendo
que se desea una muestra sitemética de tamano n = 10, la sintaxis del programa es como sigue:

proc surveyselect data=datos out=muestra method=sys n=10;
run;

Si lo que se desea es obtener muestras sistematicas por el método de las muestras interpene-
trantes, se puede utilizar la opcién rep=m, donde m es el niimero de muestras interpenetrantes
a extraer. Por ejemplo, si en lugar de extraer una muestra sistemética de tamano 10 se extraen
dos de tamano 5 cada una, se utilizarfa la siguiente sintaxis:

proc surveyselect data=datos out=muestra method=sys n=5 rep=2;
run;

El archivo muestra contiene las variables presentes en el archivo datos para las observaciones
muestrales, y la variable llamada Replicate que representa el fndice o niimero de réplica o
muestra interpenetrante.

6.10 Estimacion en muestreo sistematico con SAS

Como se ha visto, al no disponer de un estimador insesgado de la varianza se puede optar por
el estimador usual de la varianza que se utilizarfa bajo muestreo aleatorio simple sin reemplaza-
miento. Asi, el programa a utilizar podria ser la misma macro mas (puesto que el estimador es
la media muestral):

Jmas (archivo,variable,npobla) ;

donde los valores a introducir archivo, variable y npobla son los mismos que se estudiaron al
ver la macro mas en el tema sobre muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento.

Otra posibilidad, si se dispone de informacién proviniente del método de muestras interpene-
trantes, es utilizar la siguiente macro, disenada para construir los estimadores en ese caso.

6.10.1 Estimacién con la macro estimpen

Para utilizar esta macro, el archivo de datos muestrales debe contener la variable de interés y
una variable llamada replicate para poder utilizar también archivos de muestra que puedan
provenir del proc surveyselect. Esta variable contiene el niimero indice de la muestra sisteméatica
(pues se supone que se han recogido varias) a la que pertenece cada observacion, siendo replicate
nimeros enteros: replicate=1,2,...

La macro estimpen se utiliza con la siguiente sintaxis: ©.J. Portela, M. Villeta
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Estimacién en muestreo sistemdtico con SAS

%estimpen(archivo,variable,m,N);

donde

archivo es el archivo que contiene las muestras.

variable es la variable de interés .
m es el nimero de muestras interpenetrantes.

N es el tamano poblacional.

195

La macro presenta en la ventana LOG la estimacién de la media o proporcién y del total, junto

con sus varianzas e intervalos de confianza.
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6.11 Ejercicios resueltos

(Ejercicio 5.1.]

En una plantaciéon de calabacin se pretende estimar el nimero de calabacines con virus . El
terreno se divide en 10 dreas con 4 calabacines que constan de los siguientes valores:

Area 1121345678 |9]|10|11 |12

n° calabacinesconvirus |1 |1 [1101(2(2(|3[3|2|4 |3 |4

Comparar los siguientes métodos de muestreo respecto a la varianza obtenida:
a) m.a.s. con n = 4.

b) m.a.s.r. con n = 4.

¢) Muestreo sistemético con n = 4.

d) Muestreo estratificado, dividiendo la poblacién en 4 partes por el orden en que estd y tomando
una observacién en cada estrato.

e) Muestreo estratificado, dividiendo la poblacién en los siguientes estratos: dreas 1,5,9, dreas
2,6,10, areas 3,7,11, areas 4,8,12.

~ ~ 26
a) Hay Ny = 26 calabacines en todo el terreno, e y = 5= 2.166. Ademss, S? = 1.60.

La varianza del estimador del total bajo m.a.s. con tamano n = 4 es:

N —n §2 12-41.
nST g 160 _ ag 4.

=\ 2
V(Nyg) =N T

b) La varianza del estimador del total bajo m.a.s.r. con tamafio n = 4 es:

. 2 N 182 12 —11.60
VNG = N2 = y2 22 g2t 02 s
(D) n N n 2 a1 08

¢) Bajo muestreo sistemético, la varianza es
= 2 1 k = —\2
V(Nysis) =N % E(yz - y) ’
donde @Z es la media muestral en la muestra sistemdtica <.

12
Comon=4y N =12 hay k = i 3 muestras sistemdticas posibles, segin el arranque sea de las dreas 1,2,
o3

Muestra sistematica 1:
1,0,3,4 con media 7, = 2.
Muestra sistemdtica 2:

1,2,3,3 con media y, = 2.25. © J. Portela, M. Villeta
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Muestra sistemédtica 2:
1,2,2,4 con media 75 = 2.25.

Por ello:

o~

~ 1
V(Ny,,,) = N? (Y, —y)? = 1225[(2 —2.166)? 4 (2.25 — 2.166)% + (2.25 — 2.166)% | = 2

| =
e

i=1

mucho menor que la obtenida bajo m.a.s. Esto es debido a la tendencia ordenada creciente en la poblacién.
d) Las cuasivarianzas respectivas de los 4 estratos son :
S? =0, 87 =1.33,57 = 0.33,57 = 0.33.

La varianza del estimador del total es:
2

L S
V(Ng,) = > Np(Np — nh)—h =3(3-1)(0+1.334+0.33+0.33) = 12.
h=1 Nh

e) Con esta configuracién de estratos, se tiene:
Las cuasivarianzas respectivas de los 4 estratos son :
S? =0.33, 5% = 2.33,82 = 1.33,57 = 4.33.

La varianza del estimador del total es:

2

S
Ny (Ny —mi) ™8 = 3(3 — 1)(0.33 + 2.33 + 1.33 + 4.33) = 50.
1 h

M=

V(Nyst) =
h

[Ejercicio 5.2.]

En una granja se desea estudiar la comida que les sobra a los caballos una hora después de
darles de comer. Estdn dispuestos en el establo numerados del 1 al 24 y para poder estimar la
varianza se toman dos muestras sistemadticas de tamano 4. Se observan los siguientes resultados
en kilos: Muestra sistemética 1: 2,1,1,0.5. Muestra sistemaética 2: 1,1,2,1.

a) Dar un intervalo de confianza al 95% para la estimacién del promedio de comida que deja
cada caballo.

b) Supongamos que se le dan 3 kilos inicialmente a cada caballo. Dar un intervalo de confianza
para la estimacién del promedio de kilos que come cada caballo.

a) La media obtenida en la muestra sistemética 1 es ﬁl = 1.125 y en la segunda muestra, @2 =1.25.

~ 1 ~ ~
El estimador de la media poblacional es ¥,, = 5@1 +7,) = 1.1875.
Utilizando la estimacién de la varianza del estimador por muestras interpenetrantes, se tiene que k' = 6 y
m = 2. Asi,
-~ k' —m 1 mo~2
V(y,,) = 7, —my2, | = 0.00026.
(Ym) R p— (Z)l Yi mym>

El intervalo de confianza serd

(1.1875 — 1.961/0.00026, 1.1875 + 1.964/0.00026) = (1.08,1.28).
© J. Portela, M. Villeta
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b) Sea x en este caso la variable "kilos comidos" . Entonces z = 3 — y. Las medias sistemdticas quedan:

y entonces

~ ~

Tm =3 —7Y,, = 1.8125, por lo cual V(%m) = V@m) y el intervalo de confianza tiene la misma anchura y queda:

(1.7,1.9).

[Ejercicio 5.3.]

Se desea estimar la proporcién de pisos con ninos en una determinada comunidad. En ésta se
numeran los pisos del 1 al 16. Los datos aparecen en la tabla:

Piso 1 |2 3 4 5 |6 7 8

Ninos | SI | NO | NO | NO | SI | NO | NO | NO

Piso |9 |10|11]12 | 13|14 |15 |16

Ninos | SI | SI | SI | NO | SI | NO | SI | NO

a) Si se utiliza muestreo sistemdtico con n = 4, y el nimero base para el arranque aleatorio es
el nimero 3, ;jcudl es la muestra obtenida?. Dar la estimacién de la proporcién poblacional con
esa muestra y una aproximacion a su varianza .

b) Suponer que se utiliza el método de las muestras interpenetrantes, con dos muestras de
tamano 2, y los arranques aleatorios resultan ser 4 y 5. Dar un intervalo de confianza al 95%
para la proporcién poblacional. Idem, para el total de ninos en esa comunidad.

c¢) Calcular la varianza exacta del estimador suponiendo el tipo de estimacién del apartado b)
(dos muestras sisteméticas de tamano n = 2).

a) Con n = 4, se tiene que k = 16/4 = 4. Si el arranque es el nimero 3, se toman las observaciones 3, 3 + 4,
34+2-4,y 3+ 3-4, es decir, las observaciones 3,7,11 y 15.

1
La proporcién estimada con esta muestra sistemdtica es p = —. Al no tener mds que una muestra sistemadtica, y

no existir seguramente ordenamientos ciclicos en los datos, utilizaremos la aproximacién dada por el estimador
de la varianza en m.a.s. Si los datos siguen un orden aleatorio con respecto a la existencia de ninos, serd
una aproximacién correcta, mientras que si existe una tendencia creciente o decreciente, serd una estimacién
sobrevalorada de la varianza. En cualquier caso, es una estimacién conservadora correcta.

N—-n pg  16—4 025

N n-1- 16 4_1:0.0625.

V(p) =~

b) En la primera muestra estdn las observaciones 4 y 12, y en la segunda las observaciones 5 y 13. En la primera

1
es p1 = 0 y en la segunda py = 1. Se obtiene p,,, = 5(0 +1)=0.5.

. . . N 16
La varianza estimada es, teniendo en cuenta que k' = —=—-=8ym=2,
n 2 ©J. Portela, M. Villeta
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~ kK —m 1 m N
Vpm) = B mm = 1) (Z P —mpfn> = 0.1875.

Un intervalo de confianza serd excesivamente ancho, pues es 1.964/0.1875. = 0.8.

c) Hay 8 muestras sistemdticas, con proporciones respectivas:

7
1,0.5,0.5,0,1,0,0.5,0. Sabiendo que p = 6= 0.4375, se calcula la varianza exacta:

~ K—m 1 ¥ ~ 2 8-2 1 2 2 2
V(Dm) = BT a—— Z(pi —p)= Tﬁ[Q(l —0.4375)% + 3(0.5 — 0.4375)° + 3(0 — 0.4375)] = 0.076.

[Ejercicio 5.4.]

Se desea estimar la cantidad promedio facturada en un archivo de 12 facturas. Antes de acceder
a ellas se puede elaborar una ordenacién por fecha o dejarlas como estdn, aproximadamente
ordenadas por el montante. En la tabla siguiente aparecen ordenadas por fecha:

215|131 7(2]6(|1|8|12|2|3|4

Y en esta tabla , por montante:

11212123345 |6]|7|8]12

Si se realiza muestreo sistemético con n = 3, jcudl serd la varianza del estimador en cada caso?

12 . ~ ~
Hay k = 3= 4 muestras sistemdticas. En el primer caso, sus medias respectivas son y; = 5.33, §, = 4.33,

U3 = 2.33, 7, = 6.33.

Por lo tanto, la varianza serd

V() = (y —7)2 = 2[(5.33 — 4.58)2 + ... + (6.33 — 4.58)?] = 2.1875.

HM»
_MH

1
k
En el segundo caso:

T, = 3.33, 5, = 4, Ty = 4.66, §, = 6.33.
Entonces,

1 k
V) = - Z( —7)? = 1.24, mucho menor, debido a la ordenacién. Serfa similar si la ordenacién fuera

k

i=1
descendente.

[Ejercicio 5.5.]

En un estudio sobre consumo eléctrico en un pueblo, éste se divide en tres zonas A, By C. En
el drea A se realiza m.a.s. de 10 familias de las 100 de las que consta el drea A y se obtiene un
promedio de 7 = 20 kilowatios al mes en esas 10 familias, con una cuasivarianza de 25.
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En el drea B hay 200 familias, y se realiza m.a.s.r. de 20 familias, obteniendo una media
muestral de 18 kilowatios, con una cuasivarianza muestral de 30.

En el drea C hay 300 familias, que se ordenan geogréficamente, y se ha decidido realizar muestreo
sistematico replicado de dos muestras de 20 familias cada una. En la primera muestra la media
obtenida en las familias muestreadas es de 15 kilowatios y en la segunda de 19 kilowatios.

a) Calcular el estimador global de la media de consumo eléctrico por familia en el pueblo y dar
una estimacién para su varianza.

b) Calcular el estimador del total del consumo eléctrico en el pueblo.

1 2
a) Se trata de muestreo estratificado, con pesos Wy = 100 = 0.166, Wy = Lg =0.333y W3 = % =

600 60 05-

En el primer estrato (A), la estimacion es g, = 20, con varianza estimada, por ser m.a.s., de

Ny —nsi_ 100-1025
N n 100 10

<0

@1) =

En el segundo estrato (B), la estimacion es g, = 18, con varianza estimada, por ser m.a.s.r., de

st _ 30 _
n 20

<

@2) = L5.

~ 1 N
En el tercer estrato la estimacién es 73 = 5(15 +19) =17, k' = — = 15 y la varianza se estima por
n

~ ~ 15—-2 1 m o2
Ta) = Y, —2-17%) =3.4.
S FRTCESY (?y 7) ’

El estimador global es

Yoo = Wi Gy + W §y + Ws 7y = 17.83.

Y su varianza estimada,

V(@) = Wi V(@) + Wa V() + W3 V(73) = 2.6.

b) El estimador del total serd N7,, = 600 - 17.83 = 10698 y su varianza V(N7,,) = N2V (7,,) = 936000.

[Ejercicio 5.6.]

Supongamos la poblacién 1, 2, 3,4, 1, 2, 3,4, 1, 2, 3,4, 1, 2, 3, 4.

a) Extraer 2 muestras sistemédticas de tamano n = 4 con SAS, con semillas 1234 y 1235 y
calcular el valor del estimador.

b) Reordenar el archivo aleatoriamente con la semilla 1234 y volver a ejecutar el apartado a) .

d) Ordenar el archivo por la propia variable y repetir el apartado a).

a) En primer lugar se crea el archivo:

© J. Portela, M. Villeta
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data uno;

input y @Q;

cards;
1234123412341234

b
A continuacién se extraen las muestras y se estima:

proc surveyselect data=uno method=sys n=4 out=muestra seed=1234;
run;

proc means data=muestra;run;

Se obtiene, para la semilla 1234, la media 1 y para 1235 la media 2.

b) Para ordenar el archivo aleatoriamente:

data uno;set uno;u=ranuni(1234);
proc sort data=uno;by u;

Luego se obtienen las muestras y se estima:

proc surveyselect data=uno method=sys n=4 out=muestra seed=1234;
run;
proc means data=muestra;run;

Obteniendo medias respectivas de 2.5 y 3.

c¢) Para ordenar por la variable, extraer y estimar:

proc sort data=uno;by y;

proc surveyselect data=uno method=sys n=4 out=muestra seed=1234;

run;
proc means data=muestra;run;

Obteniendo 2.5 y 2.5, que ademds coincide con la media poblacional.

[Ejercicio 5.7.]

En el archivo SAS pesos se dispone de la informacién del peso y estatura de 1200 personas.
La varianza exacta del estimador de la media del peso por m.a.s. con n = 40 se calculé en
el Ejercicio 4.10, y era 3.96. Si se desea comparar con muestreo sistemético con n = 40, por
ejemplo con el método de dos muestras interpenetrantes de tamano n’ = 20 cada una, haria falta

calcular la media muestral obtenida para las = 600 muestras para calcular la varianza del

estimador.

En cambio, aproximaremos la varianza del estimador sistemédtico, tomando varias veces mues-
tras sistematicas de tamano n = 40 y calculando el valor del estimador cada vez, y calculando

© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



202 MUESTREO SISTEMATICO

finalmente su varianza (esto se puede hacer asi al disponer de toda la poblacién, pues en la
préctica solo se puede estimar esa varianza a través de una muestra).

a) Ordenar aleatoriamente la poblacién mediante una uniforme con semilla 12345, y realizar el
proceso de extraer una muestra sistemdtica de tamano n = 40 con semilla 1234 y obtener su
media muestral.

La macro variasis realiza este proceso tantas veces como se indique, presentando en la ventana
OUTPUT la varianza del estimador sobre todas las pruebas y un histograma del esimador.
Realizarla con 500 repeticiones.

La sintaxis es
%variasis(archivo,vary,n,repe) ;

b) Hacer lo mismo, pero ordenando los datos por la variable estatu (estatura). Comparar.

c) Utilizar el método de las muestras interpenetrantes tomando dos muestras de tamano n’ = 20
y obteniendo las estimaciones y errores de muestreo con la macro estimpen.

d) Realizar muestreo estratificado con sexo como la variable de estrato y con muestreo sis-
temdtico de n = 20 en cada estrato y utilizar la macro estimestrat para construir intervalos de
confianza para la media basados en la estimacion de la varianza como si fuera m.a.s..

a) Para ordenar los datos aleatoriamente, se anade la variable uniforme con semilla 12345 y después se ordena
por ella.

data pesos2;

set pesos;

u=ranuni (12345) ;

run;

proc sort data=pesos2;by u;run;

A continuacion se extrae la muestra y se calcula la media muestral:

proc surveyselect data=pesos2 out=muestra method=sys n=40 seed=12345;
run;
proc means data=muestra;var peso;run;

Se obtiene una media de 72.42.

Para realizar el proceso 500 veces repetidas,

%hvariasis(pesos2,peso,40,500);

Obteniendo una varianza del estimador en nuestro caso (la semilla varfa), de 3.30.

b) Se trata de observar si ordenar los datos por una variable auxiliar relacionada con la variable de interés puede
mejorar al estimador por muestreo sistemédtico. Ordenando:
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proc sort data=pesos2;by estatu;run;
y luego ejecutando la macro:
%variasis(pesos2,peso,40,500);

Se obtiene una varianza aproximada del estimador mucho menor, de 2.50 en nuestro caso.
c) Para obtener una muestra y estimar por el método de las muestras interpenetrantes, se realiza el proc

surveyselect con la opcién rep:

proc surveyselect data=pesos2 out=muestra method=sys n=20 rep=2 seed=12345;
run;
%hestimpen (muestra,peso,2,1200) ;

Obteniendo:

>k >k >k K 3K 3K 5k 5k 5k 5k 3k %k 5k >k >k %k %k >k >k 3k >k 5k 5k %k %k >k %k >k >k % %

Formulas para medias
sk sk ok o ok sk sk ok e ok sk sk ok o sk sk ok s ok sk sk ok s ke k sk ok ok ok

Intervalo de confianza para la media: (63.466 , 72.384 )

d) Basta aniadir en el proc surveyselect la opcion strata y ejecutar la macro sobre el archivo de salida:

proc surveyselect data=pesos2 out=muestra method=sys n=20 ;

strata estrato;

run;

/*estimestrat (muestra,archivo2,vary,vartama,post,indicador,nestratos,N);*/
%estimestrat (muestra, .,peso,tama,1,2,2,1200);
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6.12 Ejercicios propuestos

1) En la auditoria realizada a una empresa de servicios informaticos, se desea comparar las
facturas con el valor que aparece en los libros de contabilidad. La intencién es comparar un
12% de las facturas. Supongamos las diferentes situaciones:

i) Las cuentas estdn ordenadas por orden cronolégico, y las facturas més antiguas tienen ten-
dencia a tener valores mas pequenos que las mds actuales.

ii) Las cuentas siguen un orden que puede considerarse aleatorio.

iii) Las cuentas estdn agrupadas por departamentos y dentro de cada uno de éstos por orden
cronolégico (con la tendencia mencionada en el apartado i)).

En cada una de las tres situaciones, razonar qué diseno es méas apropiado: sistemédtico o m.a.s.
para seleccionar la muestra de facturas.

2) En una huerta abandonada se dispone de las plantas tomate, lechuga, col y rdabano. Se
dispone de 12 parcelas. En las parcelas 1,2,3, y 12 las plantas tienen ma&s riego natural. Se
numeran los items en cada columna hacia abajo y de izquierda a derecha:

112131456 |7 |89 |10]11 |12

T, T|T|,T,T|T|T|T|T|T|T]|T

R|R|C R|R|C|C C|R

Cc|C C R

Se duda entre tomar una muestra sistemética o bien una m.a.s. del 20%. S pide decir para
cudles de estas caracteristicas la muestra sistemadtica serd mds precisa que el m.a.s.:

a) proporcién de tomates.
b) proporcién de coles o rébanos.
¢) proporcion de plantas con mds riego natural.

3) Una compaiiia estd interesada en estimar cudntos empleados estdn a favor de promocionar el
deporte patrocinando a un equipo de atletismo. Para ello se seleccioné una muestra tomando
cada décimo trabajador que salia del edificio al final de la jornada laboral un dia concreto.
Sa-biendo que hay 2000 empleados, y que de los encuestados 132 estaban de acuerdo en pro-
mocionar el deporte, contestar a las siguientes cuestiones:

a) Estimar el niumero de trabajadores que estan a favor de la promocién deportiva y establecer

el error de muestreo.
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b) Determinar el tamano muestral necesario para estimar la proporcién de trabajadores a favor
de la promocién con un error de meustreo de 0.01. ;Cémo se obtendrd la muestra en este caso?.

4) Durante un ano, se comprobaron diversos procedimientos de tratamiento de cierta enfer-
medad en 150 personas en un hospital especializado. De la lista de pacientes sometidos a
dichos procedimientos, se obtuvieron tres muestras sistemdticas cada 50 pacientes y se midio
la tension arterial, con el siguiente resultado:

Muestra | Paciente | Tensién

1 30

80

130

67

117

3 22

72

122

a) Estimar la tension arterial media de todos los pacientes y dar un I.C. para la estimacion.

b) Suponiendo suficientemente precisa la muestra anterior, decir cuél seria el error de muestreo
si se hubieran tomado 6 muestras replicadas en lugar de 3.

5) Una tienda con cuatro departamentos tiene las cuentas corrientes ordenadas por departa-
mentos, con las cuentas vencidas al principio de la lista de cada departamento. Para un dia
particular, las cuentas aparecen de la forma siguiente:

Departamento

1 2 3 4

N° de cuentas 1-11 | 12-20 | 21-28 | 29-40

Cuentas vencidas | 1-4 12-14 | 21-25 | 29-32

La tienda desea estimar la proporcién de cuentas vencidas mediante muestreo sistematico.

a) Determinar todas las posibles muestras sisteméticas con k=10 y calcular la varianza exacta
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de la proporcién muestral.

b) Comparar los resultados con la varianza aproximada que habria sido obtenida con una
m.a.s. de tamano 4 de esta poblacién. ;Qué conclusiones se pueden obtener?. Propén un
diseno sistemético alternativo que mejore la situacion.

6) Dada una poblacién de tamafnio NNV, se considera la variable y; = 3 + 3i, para i = 1,..., N.

: : . N i
Se extrae una muestra sistemdtica con tamano n = "’ entero, donde k es también un nimero
entero.

a) Calcular 7 , y S2.

b) Calcular la varianza del estimador de la media bajo muestreo sistemdtico y la varianza del
estimador de la media bajo m.a.s.

7) Las 36 viviendas de una calle en cierto pueblo de la Costa del Sol numeradas del 1 al 36
se ordenan alfabéticamente en un archivo de acuerdo con el apellido del padre de familia.
Viviendas en las cuales el padre es extranjero ocurren en los nimeros 3, 5-7, 11-13, 15,16, 20,
21, 22, 25-28, 30-34, y 35.

Comparar la precisién de una muestra sistemdtica que toma una observaciéon cada 4, con una
m.a.s. del mismo tamano para estimar la proporcién de viviendas en las cuales el jefe de familia
es extranjero.

8) Se dispone de la poblacién de cuatro valores {1,2, 3,4}, de los cuales se tomard una muestra
de tamano n = 2. Calcular la varianza del estimador sistemdtico de la media (por simple
conteo), y la varianza del estimador de la media por m.a.s. para cada una de las ordenaciones
posibles de los datos. Comparar.

9) El archivo SAS ganado contiene el nimero de cabezas de ganado de diverso tipo sacrificadas
en 1998 en 50 provincias espanolas.

a) Calcular la media poblacional por provincia de cabezas sacrificadas de ganado porcino con
el proc means.

b) Extraer 3 muestras sistematicas de tamano n = 10 con las semillas respectivas 1234, 1235,
1236. Estimar para cada muestra la media poblacional por provincia del nimero de cabezas de
ganado porcino sacrificadas.

c¢) Ordenar el archivo por el ganado porcino y volver a realizar el apartado b) ;Se observa una
mejora en la estimacion?.

d) Realizar un muestreo sistemédtico equivalente en tamano al n = 10 utilizado anteriormente
con dos muestras replicadas. Utilizar la macro estimpen para obtener el estimador y su varianza
estimada.

10) Realizar el ejercicio 4, apartado a) en SAS, con la macro estimpen.
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En este capitulo se tratard la estimaciéon de las caracteristicas poblacionales media, total y
proporcién de una variable de interés y cuando se dispone de informacién poblacional sobre
una variable auxiliar z que se supone altamente correlada con y. La variable x, al aportar
informacion sobre y, permitird reducir el error en la estimacién. Supondremos a lo largo del
tema que se dispone de una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de tamano n , de
manera que a cada unidad muestreada se le mide no solamente el valor y;, sino también el valor
de la variable auxiliar x;. Las observaciones muestrales serén por lo tanto pares (z;, ;).

7.1 Estimadores de razon

7.1.1 Ejemplos introductorios

A modo de presentacién, a continuacién se muestran tres ejemplos ilustrativos de situaciones
donde se utiliza la estimaciéon de razén.
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[Eﬁernpﬂo 7.1.]

Utilizacién del estimador de la razén para estimar una tasa o proporcién.

Supongamos que se realiza un m.a.s. sobre pueblos de una determinada comarca para estudiar el
alcance de una epidemia de gripe. Se obtiene una tabla como la siguiente:

Pueblo muestreado | x =n° de habitantes | y =n° de afectados de gripe
1 600 10

2 1000 31

3 780 8

n

Tabla 7.1. Muestra de n pueblos.

Se desea estudiar la proporcién real de afectados en la poblacién. Es decir, se desea estimar la
proporcién de afectados de gripe en la comarca, que es:
Total de afectados en la poblacién

Prop. de afectados= B
Fop. (e AleCtatos= Ttal de habitantes en la poblacién

N - Media de afectados/pueblo
~ N - Media de habitantes/pueblo’

donde N = niimero de pueblos. En este caso, las unidades poblacionales son los pueblos, y a cada uno
de ellos se le mide la variable y =nimero de afectados de gripe y la variable  =ntimero de habitantes.

La cantidad a estimar se puede entonces denotar por
Ny
Nz

8l<

=R.
Este cociente se denomina razén poblacional. Una posibilidad de estimarla es utilizar el método

de los momentos; es decir, sustituir cada momento poblacional por su momento muestral. Asi,
queda

R=

SINES

que es la razén muestral o estimador de la razén. Otra forma de presentarlo es

~

n
Z Yi
=1

7

i=1
© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



Estimadores de razén 209

En el ejemplo, R estima la proporcién de afectados en la poblacién. Es importante tener en cuenta la
observacién siguiente:

La razén muestral R = % es el estimador utilizado para la proporcién de afectados. Este valor
T
es diferente del valor obtenido si calculamos la proporcién de afectados i en cada pueblo de los
T
n . ~
muestreados, y finalmente calculamos la media de estas proporciones, que serd — Yi R . Este
=1 %i

valor se conoce como razén media muestral R , y aunque puede utilizarse como un estimador de la
proporcién poblacional, su sesgo y varianza suelen ser mayores que los del estimador usual de razén

R. El motivo es que en realidad lo que se estd estimando con R es su equivalente poblacional, la razén

media R = N Z Yi . En el ejemplo, R es la proporcién media por pueblo de afectados por gripe,
=1 wz
N
E Yi
2 =1

Z ~ = R.
Sz
i=1

_ 1 N
que no es lo mismo que la proporcién poblacional pues R = N Z

H

EEjemplo 7.2. ]

Utilizacion del estimador de razén para estimar una media.

Supongamos que se realiza un m.a.s. sobre una poblacién de individuos a los que se mide el peso y
estatura. Se obtiene la tabla de datos 7.2, y se desea estimar la media poblacional del peso de los
individuos de la poblacién. Supongamos que la media de estatura de la poblacién T es conocida.

Individuo muestreado | y=peso | x=estatura
1 80 1.80

2 65 1.67

3 69 1.70

n

Tabla 7.2. Muestra de n individuos.

Un estimador posible de 7 es iy\, ya que se ha utilizado m.a.s. Otra 051b1hdad es la s1gulente Como

12
I

D>

Q@\
@

R es un estimador de R, tenemos que R~R y por lo tanto R= g =. 2z =Rz y por lo
x x f
tanto hemos construido un estimador de 7 llamado el estimador de razén de , denotado por

yR — Rf
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Como en el ejemplo anterior, se podrian comparar los dos estimadores @ e Yp en cuanto a varianzas.
Noétese que el estimador de razén requiere, adicionalmente al estimador bésico @ :

a) Tomar datos de la variable auxiliar x a cada unidad muestral.

b) Conocer la media poblacional de la variable auxiliar, .

Por lo tanto, el estimador de razén puede mejorar la precisién del estimador usual ¥, pero es a cambio
de requerir mayor informacion, lo que puede redundar en costes adicionales.

[Ejemplo 7.3. )

Utilizacién del estimador de razén para estimar un total sin conocer N.

Supongamos que se dispone de un camién con N cestas de fresas, IV desconocido. Deseamos conocer
la cantidad de azicar de las fresas del camién, pues est4 relacionada con el valor monetario de la carga.
En este caso podemos conocer el peso de la carga del camién. Si definimos como unidades elementales
las cestas de fresas, como variable de interés y = cantidad de azicar de cada cesta de fresas, y como
variable auxiliar x = peso de cada cesta de fresas, se tiene que N7 es la cantidad a estimar, y NT es

el peso total de la carga, conocido. Sea la razén poblacional R = N—g y sea el estimador de la razén
T
R= % Como se ha visto en el ejemplo anterior, un estimador de la media de y es el estimador de
T

razén Yp = RZ. Por lo tanto, un estimador del total seré
Ny = RNZ.
Al ser Nz conocido, se puede utilizar el estimador denominado estimador de razén del total

ghl<)

Para resolver el problema, se toma una m.a.s. de n cestas , se mide la cantidad de azicar y; y el peso

y

x; de cada una de ellas , se calcula el estimador de la razén = y a continuacién Nyp. Nétese que en

T
este ejemplo, atin para calcular el total, no ha sido necesario conocer N . También se intuye que este
estimador funcionard bien, pues la correlacién entre la cantidad de azicar y el peso de cada cesta de
fresas se supone alta.

7.1.2 Definicion del estimador de razdn.

Supongamos que se realiza un muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento de tamano n
sobre una poblacién de tamafio N, y se observan los valores del par (z;,y;) para cada unidad
muestral. Ademds, se supone conocida la media poblacional T de la variable auxiliar x.

© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



Estimadores de razén 211

N
;yi

NT @
R = —% = g = es la razén poblacional.
Nz 7 X
. T
i=1
S NG A"
R=—% =% =~ ¢slarazén muestral o el estimador de la razén.
i=1
Yp = RT = %i es el estimador de razén de la media.
T

Nyp = RNT = %NE es el estimador de razén del total .

8

Teorema 7.1 (sesgo de los estimadores de razén).

 _eon(B3
El estimador de la razén es un estimador sesgado, con sesgo B(R) = M.
T
Ademés el sesgo del estimador de razoén de la media g, s B(,) = —cov(R, 7).

Demostracion.

<

E
= ) . La igualdad
E

El estimador es sesgado pues E(}A%) =F (%), mientras que R =
T

sl <

—,
all

E(y A
E (%) = E% no se suele cumplir , salvo casos especiales. Por lo tanto en general E(R) # R.
T T

Calculemos este sesgo. Sea

B(R) = B(R) - R=E(R) - L = (zB(R) ~7) = = (E(R) - BG))
= % (E(%)E(E) . E(ﬁ%)) - —_Covf’%).

Como consecuencia, el estimador de razén de la media y, = RT serd sesgado. Concretamente,
E(r)—y=7= [E (R) — R] — —cov(R,T). Del mismo modo ocurre con el estimador de razén
del total.

Teorema 7.2 (relacién lineal).

~

Si la relacién entre x e y es proporcional, el sesgo del estimador de la razén es B(R) = 0. Si la
relacion entre = e y es lineal, pero no proporcional (existe una constante no nula en la recta de
regresion), el estimador de la razén puede ser sesgado.
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Demostracion.

Supongamos relacién proporcional entre x e y. Es decir, que y; = kz; para toda unidad

n
Z Yi k Z Z;
=1 =1
= n = n
Z L Z T
=1 =1

poblacional. Entonces R= = k es constante y por lo tanto cov(ﬁ,%) =0,

SRS

~

con lo que B(R) = 0.

La hipdtesis del teorema es puramente tedrica, pues si esa proporcionalidad se da, el estimador
de la razon es perfecto: R = k = R y también lo serd el estimador de razén de la media 7.
Pero el resultado es 1til para mostrar que para reducir el sesgo del estimador interesa que x
e y tengan una relacién cercana a la proporcionalidad. Como se verd, también interesa para
reducir la varianza del estimador. Obsérvese que el caso de proporcionalidad cumple como
consecuencia que | pxy‘ =1.

Si la relacién es lineal pero no proporcional, se tiene que y; = ax; + b con b # 0 y entonces

> (ax; +b)
5 =1 b .
R="=———=a+ =y asi,

n
Z Ty .
=1

-~

~ ~ 1 ~ ~
cov(R,T) = cov(a+=,T) = b-cov(=,T) que puede ser distinto de cero, y por lo tanto B(R) # 0.
T

T
Teorema 7.3 (cota para el sesgo relativo).
B(R)

OR

Una cota para el sesgo relativo de R es < CV(%), donde o es la desviacién tipica de

la razén muestral y OV(%) = es el coeficiente de variaciéon de la media muestral de z.

T
Demostracién.
B(R COU(Rﬁ)’ Prz| 0% - .
Al ser (%) = — = — < % = CV(T), donde pg= es el coeficiente de
Op OpT €T T ’
correlacion entre R y .
A~ ~ S:L‘ ]_ - . .1 .
Como CV(Z) = V() = — ( f), cuanto menor sea la variabilidad relativa de la
T n

a|§’3&||'—

variable auxiliar = CV(z) y mayor el tamano muestral n, mds pequena serd la cota sobre

el sesgo y como consecuencia el sesgo. A veces se dispone de gran informacién sobre z (por
ejemplo todos sus valores poblacionales); entonces S, y T son conocidas y se puede determinar
el tamano muestral n necesario para que el sesgo no exceda una cantidad. Usualmente se

considera ‘B(ﬁ)‘ despreciable si es una fracciéon pequena de su desviacién tipica, por ejemplo
CV(Z) entre 0.1 y 0.2 (Kish, 1965) y entonces ‘B(E)‘ <0.205.
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Como consecuencia de los anteriores resultados, se observa que hay tres factores que pueden
hacer reducir el sesgo:

a) Relacién de proporcionalidad entre = e y.

SN

b) Un bajo coeficiente de variacién de la variable auxiliar x , CV (z) =

c¢) Un tamano muestral suficientemente alto .

Aunque no es necesario que los tres se cumplan para que el sesgo sea despreciable, son pautas
a tener en cuenta.

Teorema 7.4 (aproximacion del sesgo).
Una aproximacion en primer orden al sesgo del estimador de la razén es

~ = —cov(y,T) + RV(T)

B(R) =
(R) =
Demostracion.
~ 7 - Rt §-Riw
Como R—R=2_-p=Y"""_Y— 7
X X X X

SINRS!

Se utilizara el desarrollo de Taylor de la funcién 52 para aproximar el término
x

~ ~ 2
x 1 r—T Tr—7T
Z:le— — + — — ...
T T-7T T ( T )
1+ [ —=

Tomando esperanzas y despreciando a partir del tercer término del desarrollo en serie:

= _p> E|-Ry)@E-7
B(ﬁ):E(ﬁ—R):E(y%R@— [(y E2)( )} _
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[Ejemplo 7.4. ]

Se utilizardn los datos poblacionales de municipios de Girona, excluyendo la capital Girona por los
motivos indicados en el Ejemplo 5.9. Supongamos que la variable auxiliar es el nimero de mujeres por
municipio, y se desea estimar el nimero medio de hombres por municipio. Se considerard conocida
la media poblacional de mujeres, T = 1074.76. Se supone que el tamano muestral a tomar es n = 10.

Aunque se dispone de toda la poblacién (y en este sentido el ejemplo es puramente teérico), para

calcular el sesgo de R habria que calcular todas las muestras posibles, equiprobables, que son (21200)

5.9 - 1016 y a partir de ellas, —cov(ﬁ, %) En lugar de ello procederemos a un estudio de simulacién,
obteniendo sucesivamente K = 200 muestras de tamano n =10, calculando R; , T; y el estimador
de razén de la media para cada una de ellas, y obteniendo también finalmente una aproximacién a

IR 1 o . _ _
—cov(R,T) como 17 (Z Rz, — K Rf), siendo R la razén media muestral y = el promedio de las

medias muestrales T;, y con ello una aproximacién al sesgo del estimador de la media.

En las simulaciones se obtiene

R =0.9936073 y T = 1070.39,

con lo que el sesgo aproximado en la estimacién de la media es —cov(ﬁ, %) ~ 2.69, lo que es un sesgo
muy pequeno pues la magnitud de la media a estimar es y = 1067.66. La causa para que el estimador
de razén tenga un sesgo tan pequeno, a pesar de un tamano muestral n = 10 no muy alto, es la
relacién cercana a la proporcionalidad entre el nimero de varones por municipio (variable y) y el
nimero de mujeres por municipio (variable z). El coeficiente de correlacién poblacional entre = e y es
de p = 0.99933 . También se observa en la nube de puntos poblacional de la Figura 7.1 esta relacién.

varones
17000 ]
16000 ]
15000 ] o
14000 ]
13000 ]
12000 ]
11000 ] o]
10000 ]
9000 a3}
8000 ]
7000 7 o
6000 ] o

5000 ]
4000 7
3000 ]
2000 7
1000 1
o]

T T T T [ T T T T [ T T T T [ T T T T [ T T T T [ T T T T [ T T T T [ T T T T [ T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000

mujeres

Figura 7.1. Relacién entre varones y mujeres por municipio en la provincia de Girona.
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La simulacién realizada también nos permite estudiar el comportamiento del estimador de razén de
la media comparado con el estimador usual de m.a.s., media muestral. La Figura 7.2 reproduce el
histograma de los valores de los estimadores obtenidos en las 200 muestras.

Es evidente que la variabilidad del estimador de razén es mucho menor que la del estimador directo
(que no tiene en cuenta la informacién de la variable auxiliar ). Ademds, como el sesgo es tan
pequeno, estd claro en este caso que la mejora introducida en la estimacién por el uso de la variable
auxiliar es muy grande.

180 :
160 %
140 =
120
100 -

80 -

&0 -

407

20 7

00 1000 1100 1200

Estimador de razén

20

T e N | I |
T T

200 1000 1100 1200

Estimador directo

Figura 7.2. Comportamiento del estimador de razén y del estimador media muestral.

7.1.3 Varianza aproximada del estimador de la razén

Teorema 7.5 (varianza aproximada del estimador de la razén).

Una aproximacion en primer orden a la varianza del estimador de la razén es
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~ 1N—-—n
V(R):? Nn

Demostracion.

(52 + R252 — 2RS,,).

SN

- R

<)

Utilizando el primer término del desarrollo en serie, R—R~ . Es importante comentar

o ) . y— Rz
que con esta aproximacién el sesgo se estd considerando nulo, pues F — = 0 como se
T

vio en la demostracién anterior. Ahora,

~ ~ Vy—Rz) 171 ~ ~ ~
VB = V(R - R~ YU L e ey @) - 2R, 7).
T T
= = N—n Sazy . .
Se puede demostrar que, en m.a.s., cov(T,y) = N donde S,, es la cuasicovarianza
n

A~

poblacional. Las demés varianzas V() y V() son las usuales para m.a.s. Asi,

~ 1 N—n

Aunque esta aproximacién es la utilizada en la practica, hay que tener en cuenta que aporta
cierto error en la evaluacién de la precisién del estimador y construcciéon de intervalos de
confianza. Un criterio préactico para considerar vilida esta aproximacién es el mismo que el que
se vio estudiando el sesgo, observar si

1—f)s

n

(S2 + R2S2 — 2RS,,).

8

CV(z) = ( <0.2.

SN

Corolario 7.1 (varianza aproximada del estimador de razén de la media).

Una aproximacién a la varianza del estimador de razén de la media poblacional es

N —n
Nn

V(yg) ~ (S 4+ R*S? — 2RS,,).

Propiedad 7.1 (estimador de la varianza del estimador de la razén).

Un estimador de los momentos de la varianza del estimador de la razén es
~ o~ 1 N—n

V(R) = =N (Sz + R?*s2 — 2Rs,,).

Propiedad 7.2 (estimador de la varianza del estimador).

Un estimador de los momentos de la varianza del estimador de la media es

~ N —n -~ ~
V(yR) = N—n(85 + stg — 2R8xy).

Demostracion.

Se trata del estimador de los momentos de la aproximacién anterior (sustituyendo los valores
poblacionales 5'5, R, 82, S,, por sus equivalentes muestrales respectivos). No es insesgado, pero
se asume un sesgo pequeno en esta estimacion en caso de ser la estimacién de razén apropiada.

© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



Estimadores de razén 217

Como la aproximacién a la varianza utilizada asume sesgo aproximadamente cero del estimador
de la razon y de la media, a la hora de calcular intervalos de confianza se utilizardn estos tltimos
estimadores de la varianza, junto con los estimadores correspondientes de razén, media o total,
despreciando por lo tanto el posibles sesgo del estimador.

Se verd a continuacién un resultado ttil desde el punto de vista del cdlculo manual o informético
del estimador de la varianza.

Teorema 7.6 (expresiones alternativas para las varianzas).

VI = Y L (S RS e 2R a)
(a2)V () = 2" <iy2+R2Zx RS 2y,)
R Nn n—-17=2" =
N—-—n 1 N
]_ 7 .
(b )V(yR) Nn N . 1 : 1( Rxl)

Demostracion.

Se demostrardn (a2) y (b2), pues la demostracién de (al) y (bl) es idéntica.

(a2)
N —n ~ ~
N (57 + R?s2 — 2Rs,,) =
N-n_1 (Z +R2Z R - 2R auys + 2Bn7y)
= —n T T — Tl nTy) =
N (v > @iy 0
_ANon (Zy n@—i—l@ixz—n§%—2§ix»y'+2§n/x\_§):
Nn n—1 ’ = T R
N —n
= R? — 2R iYi)-
N n_l(Zyﬂr Zx Z_Zlfrfy)
(b2)

Por el resultado obtenido en (a2), tenemos que

N —n

V(7g) = Nn n_l(ZyﬁPfZ-r QE;%%’):

N —n n Sa o ~ N —n n R
— > 9DRra) — N2
Nn n-—1 Z( + Rt = 2Rwiy;) Nn n—1 Z( ~ fizy)
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7.1.4 Comparacién de la estimacién de razén con la estimacién directa bajo m.a.s.

Seguidamente veremos las condiciones en las cuales la estimacion de razén es mads eficiente que
la estimacién directa.

Teorema 7.7 (comparacién entre estimacién de razén y directa).

Suponiendo adecuada la aproximacion a la varianza del estimador de razén, y asumiendo m.a.s.,
el estimador de razon de la media ¥, tiene menor varianza que el estimador usual de m.a.s.
basado en la media muestral 7, si

- 1CV(x)
Pay = 5 CV(y)

Demostracion.
- N-—-n 2q2 =
V(yg) =~ N (S + R°S; —2RS,,) < V(y) &
N—-n_, o N —mn _, N—n N —n
-9 2
& N Sy—i-R N S RNn Say < N Sy
N —n N —n

15,/7  10V(x)
2S,/5  20V(y)

Y
& %Sx — 20,5y <0 & p,, >

Estos resultados traen las siguientes consecuencias:

a) Si las variabilidades relativas de z e y son similares, basta que Py > 0.5 para que el estimador
de razon sea mas eficiente que el estimador directo de m.a.s., /j

b) La aproximacion a la varianza considerada asume sesgo cero en la estimacién de la razoén (y
por lo tanto de la media), con lo cual la comparacién aproximada se extiende al error cuadratico
1CV(x)
2CV (y)

medio de los dos estimadores, es decir, MSE(yr) < MSE @) S

¢) El coeficiente de variacién de x aparece una vez mas como un factor de mejora de la estimacién
de razén: no sélo al disminuir este coeficiente se reduce el sesgo del estimador, sino también su
varianza.

d) Si p,, es alto, la estimacién de razén ¥ suele mejorar a la estimacién 3. La diferencia entre
las dos estimaciones es mayor cuanto mayor sea p,,, pues

V@) —V(yr) < 2p,,S, — gSm, aumenta con p,, .
T
e) En la préctica se desconocen p,, y CV(y), y en general también CV(z). Por lo tanto

se realizan las aproximaciones de los momentos r,,, CV(zx) y CV(y) si se desea comprobar
aproximadamente lo adecuado de la estimacién de razon.
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[Ejemplo 7.5. ]

Los datos de la Tabla 7.1 son una muestra de n =10 provincias espanolas, del total de N = 53, a las que
se midi6 el nimero de nacimientos en noviembre de 1997 (variable z) y diciembre de 1997 (variable y).
Se desea estimar el total de nacimientos en Diciembre de 1997 y la media de nacimientos por provincia
en Diciembre de 1997, sabiendo que la media poblacional en Noviembre fue de = = 536.09.

Noviembre | 1104 | 74 | 106 | 125 | 603 | 960 | 152 | 2947 | 97 | 465

Diciembre | 759 | 69 | 122 | 154 | 644 | 1065 | 161 | 4090 | 109 | 457

Tabla 7.3. Nacimientos en una muestra de provincias espanolas (1997).

En la muestra, T = 663.30 y § = 763.0, con lo que R = (732% = 1.15. El estimador de razén de

la media en Diciembre serd yz = RT = 1.15 - 536.09. = 616.50 y el estimador de razén del total de
nacimientos en Diciembre serd Nyp = 53 - 616.50 = 32674.68.

Para la estimacién de varianzas, tenemos que s, = 886.33 y s, = 1216.62. Ademds s,, = 1057881.5 y
Ty = 0.98154. Asf,

53 — 10
53 - 10
6974.7 v la desviacion tipica del estimador \/V (75) = 83.5.

((1216.62)% + (1.15 - 886.33)% — 2 - 1.15 - 1057881.5). =

~ N —n ~ ~
V(yR) = Nn (85 + R282c — 2R3my) =

Para el total, la desviacién tipica del estimador es \/V (N Ur) = 4426.27.

Si no utilizamos la variable auxiliar x ="nacimientos en Noviembre", el estimador de la media en
Diciembre serd el usual de m.a.s. , 7 = 763.0 con una desviacién tipica aproximada de

~ ~ N —
V() =1/ Nnn s2 = 346.53, mucho mayor que 83.5.

Si estimamos los coeficientes de variacion , m) = sx/§ =1336y CT/(\y) = sy/ﬁ = 1.59, con lo que
10V (z)
2CV(y)

ya se intufa al estimar las varianzas de ambos estimadores.

~ 0.42. Al ser r,,, = 0.98154, esta claro que la estimacién de razén mejora al m.a.s., como

La Figura 7.3, nube de puntos de la muestra, pone de relieve la relacién de proporcionalidad entre x
ey.
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Figura 7.3. Nacimientos en Noviembre frente a nacimientos en Diciembre.

7.1.5 Estimadores de razéon en muestreo estratificado

Supondremos en este apartado que la poblacién estd particionada en L estratos, y se realiza
muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento de tamano n, en cada estrato, obteniendo las
observaciones (yi,,21,), --- » (Yn,>Tn,), para cada uno de los estratos h = 1,..., L. Entonces
se puede abordar el problema de la construccién de un estimador global de dos maneras: el
esimador separado de razon y el estimador combinado de razén.

(i) Estimador separado de razén

Para construir el estimador separado de razén de la media poblacional 7 se exige conocer
la media poblacional de x por estrato , =} . Es obvio que esto implica conocer también la media
poblacional de x, que serd

_ LN

pues

L N, L N, 1 M 1 L N B
AN A NN A TN

El estimador separado de la media poblacional se construye como es habitual en muestreo
estratificado: ponderando los estimadores de las medias por estrato. Por tanto este estimador
no supone que la verdadera razén poblacional permanezca constante al pasar de un estrato a
otro.

Definicién.
El estimador separado de razén de la media poblacional es

L Nh_ L Nh L
ts = hz::I Wth Z Wthh Z_:

=1

2|3w
§I>|<@I>
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~

donde Rh = == es el estimador de la razén en el estrato h, y Ty e yh son las medias muestrales
T

obtenidas en el estrato h.
Propiedad 7.3 (sesgo del estimador separado)

El sesgo del estimador separado de razén de la media es

L N PN
B(t,) = — h; thov(Rh,Eh)

Demostracion
L N, L N, L N,
E ts — 1y = —E U — Y = —E m J— - a7 —
(ts) =7 hZ:?l ~ EWr,) 7 hZ:?l ~ EWr,) h; & In
L N, 3 _ L N, L N,
h; N [E(th> - yh] = h; WB(Z/Rh) = - 21 WCOU(Rhal'h)'

Teorema 7.7 (varianza del estimador separado).

Una aproximacion a la varianza del estimador separado de razén de la media es

N,
Vi) = 3 W 5y 4 22, — 2 )

Demostracion .
L (N, _ o (Np — np)
vt =3 () Vi) = S s s, - ams.a)

por ser independiente el muestreo en los diferentes estratos.
Corolario 7.3 (estimador de la varianza del estimador separado).

Un estimador de la varianza del estimador separado de razén de la media es

% wele =) o pee oRs, ).

( ) Zl h N n, ( yh h2xh Yy )
Es una vez mas el estimador de los momentos sobre la aproximacién a la varianza. En oca-
siones (véase el primer ejemplo de este capitulo) interesa por si solo un estimador de la razén

poblacional R. La estimacién separada lleva a construir un estimador de este tipo. Recordemos

que Yp = }Aﬁ, con lo que }A%S = yTR.
T
Definicién.
~ t
Se denomina estimador separado de la razén poblacional R a R, = —. Este estimador
T

~ 1
tiene varianza V(R,) = 5V (L,).
T
(ii) Estimador combinado de razén

Para construir el estimador combinado de razén de la media poblacional 7 se exige cono-
cer la media poblacional de la variable auxiliar z, T. El estimador combinado, $e.SouptLLye
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estimando la media poblacional de ¥ y de T como usualmente en m.a.s. estratificado, y poste-
riormente creando un estimador del tipo de razén a partir de esas dos estimaciones.

Definicién .

El estimador combinado de razén de la media 7 es

L Ny~ L
Z Wyh Z Wiy _
h=1 — h=1 — St —

t. = L N T=— T = - T

h= = st
> v En > Wiz,
h=1 h=1

yst

37315

El estimador combinado de la razén R es ]/%C = , con lo que t, = ch.

Teorema 7.8 (varianza del estimador combinado).

Una aproximacién a la varianza del estimador combinado de razén de la media es

N,
V(te) ~ zwh< X[hn )(52 + R2S%, — 2RS,y).

Ademds, una aproximacion a la varianza de R, es

Demostracion .

.1 . ., X .
Utilizando la aproximacion — =~ 1, se tiene que
Lt

R R = & —R= Yst __Rfst z ~ Yst — RTy

:Est x fst T

con lo que
~ 1 1
V(R.)=V(R.— R) ~ %V(yst — Rzy) = 72 (V(ys) + RQV(Est) — 2Rcov(Tst, Yyy)) =

1 L Q(Nh—nh)

=_—22Wh

2 4 R262 _9RS.
2 = Nhnh (Syh+ Sa:h RS yh)7

L ~ L ~
pues cov(Ts, Yyy) = cov( Y WiTp, > Wigy,) =
h=1

= Z cov(WiTn, Wig,) + E cov(WhTn, W) =
h=1 hAh

J/

-~

0

L N Lo (Ny—np)
= 2cov (T, "S-
3 Wieoo(@5i) = X W= s,

El término indicado es 0 como consecuencia de la independencia del muestreo entre los estratos

. /
diferentes h y h . ©J. Portela, M. Villeta
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Corolario 7.4 (estimador de la varianza del estimador combinado) .

Un estimador de la varianza del estimador de razén de la media poblacional es

o (Vi —

( ) Z Wh Ny, )( Syh + Rc zh QRCSacyh)'

Ademsds, un estimador de la varianza de R, es

7.1.6 Comparacién entre el estimador de razén separado y el combinado

En cuanto a la informacién disponible :

e Para construir el estimador de razén separado se necesitan conocer las medias de la
variable auxiliar por estrato, 7. El estimador de razén combinado sélo necesita conocer
la media poblacional 7.

e En compensacién, el estimador de razén separado permite estimaciones de razén globales
pero también separadas por estratos, mientras que el estimador combinado sélo genera
estimaciones globales.

En cuanto a la precisién y sesgo en la estimacion:

e Si las razones en los estratos R;, son muy similares, la estimacién global separada serd
muy similar a la combinada.

En términos précticos, si se dispone de informacién por estrato T, y existen diferencias en
términos de la razén R, en los estratos, lo cual suele ser el caso mds general, se prefiere
estimacion separada. En estos casos suele ocurrir que la varianza de este estimador es bastante
inferior a la varianza del estimador combinado. El problema de n; pequenos no sélo afecta a
la estimacién separada, también redunda en una mala estimacién combinada , por lo que la
comparacion, si los R, son variables, puede ser también favorable a la estimacién separada.

Es decir, por lo general, solamente la falta de la informacién sobre las medias 7, y/o la escasa
diferencia entre razones en los estratos Rj, justificarfa la estimacién combinada frente a la
separada.

EEjemplo 7.6. )

Utilizando los datos de la provincia de Girona mencionados en el ejemplo 7.4, supon-gamos que se
excluye la capital y se estratifica la poblacién en municipios mayores de 1.000 habitantes y menores
de 1.000 habitantes Hay entonces N7 = 143 municipios en el estrato 1 (>1000 habitantes) y Ny = 77
municipios en el estrato 2 (<1000 habitantes). Supongamos que se desea una muestra final de tamano
n=20. ©.J. Portela, M. Villeta
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Si no disponemos de mayor informacién previa (es decir, las varianzas por estrato), una opcién es

143
utilizar afijacién proporcional. En este caso queda n; = 20% =13yne="7.

Se supone que se dispone de la media poblacional por estrato de la variable auxiliar nimero de mujeres
por municipio. Estas medias son 77 = 2725.86 y T1 = 185.71.

Se procede a extraer las muestras aleatorias simples dentro de cada estrato, obteniendo los siguientes
datos de las variable nimero de hombres y nimero de mujeres en los municipios muestreados:

Total hombres | 1660 | 996 | 1387 | 1888 | 682 | 8787

Total mujeres | 1723 | 1023 | 1390 | 1864 | 710 | 8777

Total hombres | 1407 | 1186 | 3954 | 2925 | 2955 | 4375 | 8913

Total mujeres | 1458 | 1264 | 4153 | 2860 | 2987 | 4219 | 8962

Tabla 7.4. Estrato 1 (municipios con més de 1000 habitantes)

Total hombres | 155 | 63 | 123 | 260 | 146 | 66 | 351

Total mujeres | 160 | 60 | 124 | 220 | 124 | 68 | 360

Tabla 7.5. Estrato 2 (municipios con menos de 1000 habitantes)

De las muestras obtenidas, se extraen los siguientes estadisticos:

~ o~ ~

Np | np | Up Tp Szh Syh Szyh Ry,

Estrato 1 | 143 | 13 | 3162.69 | 3183.85 | 2759.41 | 2765.39 | 7627487.24 | 0.9933

Estrato 2 | 77 | 7 | 166.28 | 159.42 | 103.8 104.91 | 10734 1.043

Tabla 7.6. Estadisticos muestrales por estrato

Con lo cual el estimador de razén de la media 3, en el estrato 1 es RiTy = 2707.6 y en el estrato 2
seréd RoTo = 166.27.

El estimador de razén separado de la media es:

L Ny 143 77
ty = —7p = —2707.6 + —185.71 = 1824.93.
s = 2 N IR T 0 220
Con varianza estimada:
o Lo (N — ) 5 5
V(ts) = Z W}%W(SZ}L + R}%Sih - 2Rh$xyh) =
h=1 hTth

143\ ? (143 — 13)
=\ 9590 — e (2 .392 . 29 412 -2.0. . T627487.24
(220) T3 13 (2765.39% +0.99332759 0.9933 - 7627487.24)+

© J. Portela, M. Villeta
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77\ (77 = 7) ) ) )
+ <220> W(104.91 +1.043%103.8% — 2 - 1.043 - 10734) =

= 214.76 4 5.34 = 220.1

con desviacién tipica del estimador V(ts) = 14.8. Se observa también que la contribucién a la
varianza del estimador del primer estrato es muy superior a la del segundo, por lo cual se intuye
que en este caso, una mejor afijacién seria la de varianza minima, aumentando el tamano muestral
destinado al primer estrato y disminuyéndolo en el segundo estrato.

Un intervalo de confianza al 95% para la media poblacional del nimero de hombres por municipio
basado en el estimador separado serd entonces (1824.93 + 1.96 - 14.8) = (1795.9, 1853.93).

En cuanto a la estimacién combinada, se tiene que y,, =2113.94 y T4y = 2125.3 por lo cual ]/%C =
2113.94

2125.3
estrato:

= 0.99465. El valor exacto de T se puede calcular a partir de las medias poblacionales por

T = W1T1 + WaTy = 0.65 - 2725.86 + 0.35 - 185.71 = 2046.80.
De este modo,

te fi@ = 0.99465 - 2046.80 = 2035.85.

La varianza estimada serd

~ L Ny, —n ~ ~
Vit) =Y Wg(z’\}h)(s;h + R25%), — 2Resgyn) =
h=1 hTh

143\ * (143 — 13) ) ) )
= (220) Ty (2765397 +0.994672759.41% — 2 0.9946 - T627487.24)+

77\ (77 -7) ) ) )
+ <220> W(loﬁwl +0.9946°103.8% — 2 - 0.9946 - 10734) =

= 210.2 + 4.937 = 215.13.

Aunque las diferencias son pequenas, la varianza estimada del estimador combinado es algo menor que
la del separado. Esto se da probablemente por ser las razones en los dos estratos muy similares. Se
puede utilizar, en este caso, la estimacién separada exclusivamente para dar estimaciones por estrato,
y la combinada para la estimacién conjunta.

7.2 Estimadores de regresién

7.2.1 Introduccion

La estimacién de razén supone una relacién de proporcionalidad directa entre la variable de
interés y y la variable auxiliar x. Es decir, y; = Rz;. Ocurre que a menudo que la relacién
entre las dos variables, atin siendo lineal, no pasa por el origen. En este caso se puede poner
y; = a+ bx; con a,b#0 .

© J. Portela, M. Villeta
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En muestreo aleatorio simple , si esa relacién se cumple, se obtiene que y; = a + bxr; para
i=1,...mn =79 = a+ bxr. Como ademds § = a + bT, restando ambas ecuaciones se obtiene
T—y=0bT—7) conloquey=7y+bT—T).

Definicién .

Supongamos que se dispone de 7, la media poblacional de z, y se obtiene una m.a.s. de n pares
(x;,y;). El estimador de regresién de la media poblacional 7 es

greg = /y\_‘_ b(j - %)’

donde b es una constante que puede ser conocida de anteriores estudios, pero en general se
estima por b, como se verd a continuacion.

7.2.2 Sesgo y varianza del estimador

Teorema 7.9 (sesgo del estimador de regresién).

El sesgo del estimador de regresién es B(Y,,,) = —cov(b, T). Sib es una constante supuestamente
conocida, el sesgo es B(,.,) = 0. En general b es una estimacién a partir de la muestra, con

lo que B(Y,,,) = —cov(g, 7).
Demostracién .
B(Treg) = EUyey) =7 = E(@) + Eb(T —7)] -7 =
— E(bz) — E(bT) = TE(b) — E(bT) = E(T)E(b) — E(bT) = —cov(b, T).
Teorema 7.10 (varianza del estimador de regresion).

Si b es una constante conocida, la varianza del estimador de regresién bajo m.a.s. es

N —n
V(yreg) =N (Sg + bQSg — 2bS,y).

Demostracién .
V(Treg) = V(@) + VD@ —T)] = 2c00(y,b(T — 7)) =
= V(@) + V(T —T)] — 2bcov(y, ( — T)) =
@) +0?V ( ) — 2600@@, /_35), al ser T y b constantes.

N —
Nn

Usualmente no disponemos del conocimiento de b, con lo que se hace necesario estimarlo. Una
posibilidad es tomar el valor de b que haga minima la varianza del estimador.

ASE, V(Trey) = (52 + 1252 — 2bS,,).

Teorema 7.11 (valor de b que minimiza la varianza del estimador de regresién).

El valor de b que hace minima la expresién V(¥,.,) es

© J. Portela, M. Villeta
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* SCU
Demostracion .
Haciendo
_ N - 2 2 Q2 / N—n 2 _ _ Sy
f(b) = N (S + 6257 — 2bS,,) = f'(b) = N (2bS; —2S,,) =0 b= 52 y ademds

Sy
como f(b) > 0 se cumple que b* = —~ es un minimo.

52
Corolario 7.5 (estimador de regresién con b estimado).

N Sx , . c 2 .
(i) El estimador de los momentos de b* es b = —2y Asi, el estimador de regresién con b estimado

es
Treg = U+ b(T — 7).

(ii) El estimador de los momentos de la constante a en la recta de regresién y = a + bx es
a=7y— bz.

Corolario 7.6 (varianza minima del estimador de regresién).

Sy
52

T

El valor de V (,.,) en el caso de b* = es

_ N—n
V(yreg) = Nn y(l - p?ny)

Demostracion.

. S, . .
Sustituyendo b* = % en la expresion de la varianza, queda
x

N —n N—n Say o S

Ve = 5, (S2 4052 — 2bS,y,) = N (57 + ( S%) S2—2 S”;ys y) =
N—n,_, Sﬁy N - 2

Se ve claramente que cuanto mayor sea el coeficiente de correlacién entre x e y, menor serd la
varianza del estimador.

Corolario 7.7 (estimador de la varianza del estimador de regresién).

El estimador de los momentos de la varianza V' (¥,,,) es

~ N —n ~ ~ N —n
V(yreg) = Nn (‘932/ + bQSi - 2b8$y> = Nn 2<]‘ -r y)
Sz
donde b = 2 y Ty s el coeficiente de correlacién muestral entre x e y, ry, = ——.
52 528y
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7.2.3 Comparaciones con estimacion directa y estimacién de razén bajo m.a.s.

Se realizan a continuacién comparaciones con los métodos de estimacién media muestral y
estimador de razén. Se asumird que el tamano muestral es suficientemente grande para que las
aproximaciones a las varianzas utilizadas en este capitulo sean vélidas.

Teorema 7.12 (Comparaciones entre m.a.s., razén y regresion).
Bajo m.a.s.,

a) V() > V(Jyeq), siendo iguales estas varianzas si y sélo si p,,, = 0.

Sey
52

x
equivalente a que la recta de regresion entre x e y , calculada con b*, pase por el origen.

b) V(Ur) > V(Uyeq) » siendo iguales estas varianzas si y sélo si R = b*. Esta igualdad es

Demostracion .

En m.a.s.,
N—-nS;
N n’
Con el estimador de razén |,
N —n
Nn

Con el estimador de regresién utilizando el b de varianza minima,

N—n

V(yreg) = WSE(I - pzzny)

V() =

V(yg) ~

(S2 + R2S2 — 2RS,,).

V(y 1
(a) Es directo, pues como piy <1, ) = > 1, con igualdad < p,, = 0.

V(?reg) (1 - p?zy)

(b) Sea ahora

V(R) = Vreg) = "3 (RES2 — 2RS4 72, 57) =
_ N N_n”(msg — 2Rp,, 5.5, + p2,52) =
=N (RS p,, )2 0

Adems3s la igualdad solo se da cuando R = pxyg—i = %}y ="

En este tltimo caso, a partir de la ecuacién planteada de la recta de regresién se tiene que
y=a+b'T, entonces a =y — b*T =y — RT = 0 (la recta pasa por el origen).

Es necesario hacer algunas puntualizaciones:
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e El estimador de regresion, cuando se realiza m.a.s. en la poblacion, tiene una varianza
menor que el estimador media muestral o que el estimador de razén. Esto indica que
en general, disponer de una variable auxiliar x suele llevar a una mayor eficiencia en la
estimacién de las caracteristicas poblacionales de y.

e La estimacién de regresion mejora a la estimacién de razén y a la media muestral teniendo
en cuenta el b* éptimo, que es desconocido al depender de la cuasicovarianza poblacional

. -~ -~ S .
Szy. Este b se estima por b, con b = % Hay que remarcar que este estimador de b* es
s
x

. . i S
sesgado, aunque si se dispone de S,, se puede demostrar que v’ = —~

32

xr
la supuesta mejora inducida por la estimaciéon de regresién estd sujeta a la estimacion
del pardmetro b. Si la relacién lineal entre x e y no se da, b estard cercana a cero y asi,

Ureg == Y. Pero la estimacién de b en este tltimo caso tendrd una gran varianza y sesgo,

es insesgado. Asi,

con lo que es preferible el estimador @

e Del mismo modo, si la relacién es lineal pero la recta esta cercana a pasar por el origen, o
se conoce una relaciéon de proporcionalidad directa entre x e y, es preferible la estimacién
de razon, al presentar un modelo més sencillo para la estimacién.

e Un paso previo a la estimacién de regresién debe por lo tanto incluir un estudio habitual
de la correlacién entre x e y, gréficos habituales de nubes de puntos y un estudio bésico
(ANOVA) de regresion. El contraste de hipdtesis sobre la igualdad a cero del pardmetro
a, constante de la recta de regresion, puede ser un criterio a tener en cuenta para decidirse
por estimacién de razén en caso de que a no sea significativo.

[Ejemplo 7.7. ]

Se dispone de una muestra obtenida bajo m.a.s. de 10 provincias espafiolas, con el nimero de reses
sa-crificadas de ganado bovino y porcino, en 1998. Se desea estimar la media de cabezas de ganado
bovino sacrificadas por provincia, considerada la poblaciéon un conjunto de 50 provincias, y sabiendo
que la media de cabezas de ganado porcino sacrificadas es T = 497229.98.

A priori se puede pensar que el estimador de razén puede ser una buena alternativa. Pero también
es cierto que sé6lo tenemos una idea vaga de la proporcionalidad que existe entre bovino y porcino, de
manera que la relacién pudiera ser lineal pero no exactamente proporcional. En general para este tipo
de estudios se puede tener en cuenta datos de anos anteriores o anteriores investigaciones similares,
que ayudan a decidir por una estimacién de razon o regresion.

Atendiendo a la muestra, esta es:

;; 275601 | 54413 | 59279 | 38210 | 2118 | 11583 | 19428

3881483 | 139670 | 915660 | 195212 | 22428 | 150915 | 25301
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88679 | 15986 | 16207

328682 | 21558 | 179166

Tabla 7.7. Reses de ganado bovino y porcino sacrificadas en 1998 en Espana.

Bovino
300000 ]

200000 7]

100000 ] Ie)

Q

owm
@

1000000 2000000 3000000 4000000

[= R

Porcino

Figura 7.4. Reses sacrificadas de ganado bovino frente a porcino, 1998.

También se puede realizar un anglisis habitual de regresién (tabla ANOVA) para verificar si la relacién
es puramente proporcional o no. El resultado siguiente es la salida del procedimiento reg del programa
SAS para la muestra.

Analysis of Variance

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 1 54668988644 54668988644 101.58 <.0001
Error 8 4305293948 538161744
Corrected Total 9 58974282592
Root MSE 23198 R-Square 0.9270
Dependent Mean 58150 Adj R-8q 0.9179

Coeff Var 39.89364
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Parameter Estimates

Parameter Standard
Variable DF Estimate Error t Value Pr > |t]
Intercept 1 19691 8269.01534 2.38 0.0445
Porcino 1 0.06563 0.00651 10.08 <.0001

La constante a se puede estimar por a = 5 — bz = 19691.

Se observa que el contraste sobre la constante de la recta de regresion (estimada en 19691) da un p-valor
de 0.0445. Con lo que no estd claro si se puede adoptar estimacién de regresién o de razén. Cinéndose
al simple resultado del contraste de hipdtesis sobre la constante, para un nivel de significacién de
a = 0.05 se adoptarfa estimacién de regresién y para o = 0.01 estimacién de razon.

Veamos las estimaciones directa, de regresién, y de razén, y las estimaciones de las varianzas. Los
estadisticos para la muestra son:

7 = 58150.40, T = 586007.50, s, = 1187547.73, s, = 80948.74, 7, = 0.96281, s, = 9.25 - 100,

Asi, b= — 0.0656 (se puede también comprobar esto en la tabla ANOVA anterior) y entonces

s2
Treg = § + b(T — T) = 58150.40 + 0.0656(497229.98 — 586007.50) = 52326.59

y la varianza estimada del estimador serd

~ N—n 50 — 10
V(yreg) = Nn 312/( - rwy) = 50 - 10

80948.742(1 — 0.962812) = 38266136.26

Y A/ V (Tyeq) = 6185.96.

Y —0.00923 y 5 = Rz = 49340.13.
X

En cuanto a la estimacién por razén, R =

La varianza estimada del estimador de razoén es:

~ N —n
V(yR):

Nn (55 + EQ‘S% - QESxy) =

50— 10
"~ 50-10

(80948.742 + 0.09923%1187547.73% — 2 - 0.09923 - 9.25 - 1019) = 166519939.7.

v \/V(#r) = 12904.26.

Si no utilizamos la informacién auxiliar del ganado porcino, y estimamos la media directamente:

~ ~ N — 50 — 10
7 = 58150.40 con una varianza de V() = N2 — 80948.74%2 = 524215880.6 y una

Nn Y 50 - 10
desviacién tipica de 4/ 17@) = 22895.76.

Obviamente, si tomamos como referencia las estimaciones de varianzas para comparar los tres esti-
madores la estimacién por regresién es la més precisa, y por tanto la mejor, si suponemos el sesgo
despreciable.
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Teniendo en cuenta el resultado del teorema de comparacién , se observa que 74, = 0.96281 (significa-
tivamente distinto de 0 para ese tamano muestral) y ademds R = 0.09923 es aparentemente distinto de
b= 0.0656, que junto con el p-valor relativamente significativo de la constante a de regresién induce a
considerar que la recta de regresién no pasa por el origen. Esto corrobora que probablemente en este
caso la estimacién de regresién serd la méas adecuada.

7.2.4 Estimacién de regresiéon en muestreo estratificado

Al igual que para la estimacién de razon, se pueden realizar dos tipos de estimacién en muestreo
estratificado, con m.a.s. en cada estrato: estimacion separada y combinada.

Definicién .

El estimador separado de regresiéon de la media poblacional es

siendo T, y ﬁh las medias muestrales obtenidas en el estrato h.
Teorema 7.13 (varianza del estimador separado de regresién).

La varianza del estimador separado de regresiéon de la media cuando los b, son constantes
asignadas, es

o (N —

N ) (52, + b252, — 20S,yn)-

(yregs) Z Wh

Este resultado es directo por ser la suma de varianzas por estratos, al ser muestreo independiente
en cada estrato.

Corolario 7.7 ( estimador de la varianza ).

Un estimador de la varianza del estimador separado de regresién de la media es

~ ( ) ~
V (Uyregs) = ZWh Nhnh <h+bh8zh 2b1Szyh)-

donde los by, son los estimadores de by, es decir,

by, = wy
xh
Definicién.

El estimador combinado de regresién de la media poblacional es

yregc = gst + b(E - fst)a
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o . : _ L Np~ L Np~
donde T y 7, son las medias estratificadas 7, = Z N — T,V Ts = Z Tk
=1 =1

Teorema 7.14 (varianza del estimador combinado de regresién).

La varianza del estimador combinado de regresiéon de la media considerando b fijo es

V) = X WE R 55,1252, — 20

=1

Cuando la constante b es desconocida, el valor b a utilizar en el estimador proviene del siguiente
teorema.

Teorema 7.15 (b 6ptimo en la varianza del estimador combinado ).

El valor de b que minimiza la varianza del estimador combinado de regresién es

Lo (Nh — )
W2 S,
b 112:31 " Npn o
L (Nh =)
W2 2
h§1 " Npny, wh
Demostracion.
Definiendo f(b) = Z W2 2 (Ve N )(52h + 252, — 2bS.y1),

/ _ L 2 (Nh — nh) 2 " : / _ :
f1(b) = > WhT(Zngﬂh —2S.n) v f"(b) > 0 con lo que haciendo f'(b) = 0 se obtiene
que h=1 hTh

L Nh — Np,
e T
b, = =1 hh es un minimo.
L (Nh — nh) 2

> Wi

h xh
h=1 Nyny,

Corolario 7.8 (forma del estimador combinado con b estimado).
Cuando b es desconocido, el estimador combinado de regresién toma la forma
yregc =Yg+ bc<f - fﬁ)’

donde Zo es el estimador de los momentos de b,., es decir

Corolario 7.9 (estimacién de la varianza).

Cuando b es desconocido, el estimador de los momentos de la varianza del estimador de regresién

combinado 7 es
Yrege ©.J. Portela, M. Villeta
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. L (N}, — np) N N
= _ 2 \UYh h) (2 2 2
V(yregc) - Z Wh N, (Syh + bcsxh - 2b€5$yh)'
h=1 hTp,
Los mismos comentarios que se hicieron para comparar la estimacién separada y combinada en
estimacién de razon son aplicables para la estimacién de regresién.

[Ejemplo 7.8. ]

En las Figuras 7.5 a 7.8 se explicardn graficamente las diferencias entre las situaciones apropiadas para
los distintos métodos de estimacién indirecta en muestreo estratificado. Los segmentos representan la
relacién lineal entre x e y.

Estrato 1 Estrato 2 Estrato 3
0
0 0
Figura 7.5. Estimador separado de razén.
Estrato 1 Estrato 2 Estrato 3
0 0 0
Figura 7.6. Estimador separado de regresion.
Estrato 1 Estrato 2 Estrato 3
0

Figura 7.7. Estimador combinado de razén.
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Estrato 1 Estrato 1 Estrato 3

I

’///,/

Figura 7.8. Estimador combinado de regresion.

El estimador separado de razén tiene sentido en casos en los que la razén (la pendiente de la recta
ente y y x) varfa de un estrato a otro.

El estimador separado de regresién tiene sentido en casos en los que la recta de regresién ente y y «
varia de un estrato a otro, y esta recta no pasa por el origen en cada caso. Si alguna de las rectas por
estrato pasara por el origen se utilizaria estimacién de razén en ese estrato.

El estimador combinado de razoén tiene sentido en casos en los que la razén (la pen-diente de la recta
ente y y x) no varfa mucho de un estrato a otro.

El estimador combinado de regresién tiene sentido en casos en los que la recta de regresién ente y y
x no varfa de un estrato a otro, y esta recta de regresién, comin a todos los estratos, no pasa por el
origen .

EEjemplo 7.9. ]

Es frecuente que las relaciones entre x e y varien de un estrato a otro, no sélo en cuanto a la pendiente
o constante de la recta de regresién, sino también a que la relacién lineal puede ser importante en
algin estrato y despreciable en otros. En estos casos se debe tener en cuenta la caracteristica principal
del muestreo estratificado: la independencia del muestreo entre los diferentes estratos. En general se
intentard hacer en estos casos estimacién separada, teniendo cuidado de escoger el mejor método en
cada estrato. Veamos estas ideas a través de un ejemplo.

Se dispone de datos del crecimiento de tomates en tres regiones, de modo que las unidades elementales
son las plantaciones de tomates. Tanto en la Regién I como en la IT y III se puede tomar como variable
auxiliar para ayudar a estimar la produccién total de tomates, la cosecha de calabacin del ano anterior.
En total hay N7 = 600 plantaciones en la regién I , No = 400 plantaciones en la regién II.y N3 = 800
plantaciones en la region III. Ademds, se dispone de la cosecha total de calabacin en toneladas en cada
regién: Nixzp = 9120 toneladas para la region I, 11200 toneladas para la regién II, 15280 toneladas
para la region III.

Se decide realizar muestreo estratificado con afijacién proporcional con n = 60. Asi, n1 = 20, ny = 13,
y ng = 27. Los datos muestrales obtenidos estdn en la tabla siguiente:
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Nu | nn | T Th | Sen Syh Szyh Ry, Tzy | Th by,
Region 1 600 | 20 | 368.25 | 17.7 | 5.4 | 85.87 | 208.66 | 20.8 0.45 | 15.2 | 7.15
Region 11 400 | 13 | 145 324 | 88 | 94.7 100 4.47 0.12 | 28 1.29
Region III | 800 | 27 | 306.92 | 20.7 | 9.1 | 162.1 | 1224.3 | 14.82 | 0.83 | 19.1 | 14.78

Tabla 7.8. Estadfsticos para cada regién

Las estimaciones correspondientes de la media de tomates en cada estrato, por el estimador de razon,
de regresién y media muestral son:

YRh ‘7@1%) Yregh V(?regh) @h ‘7@11)
Region 1 316.16 | 546.6 350.37 | 284.22 368.25 | 356.39
Regién IT | 125.16 | 716.0 139.32 | 657.82 145 667.43
Region IIT | 283.06 | 292.6 283.27 | 292.58 306.92 | 940.35

Tabla 7.9. Estimaciones para cada region

Para comparar mejor los tres métodos, observemos también los contrastes de regresién dados por la
salida del paquete estadistico SAS, ademads del gréfico nube de puntos en cada estrato.

REGION I

Source

Model
Error
Corrected Total

Root MSE
Dependent Mean
Coeff Var

Variable DF
Intercept 1
x1

Analysis of Variance

Sum of Mean
DF Squares Square F Value Pr > F
1 90786 90786 15.29 0.0002
58 344342 5936.92244
59 435127
77.05143 R-Square 0.2086
368.25000 Adj R-8q 0.1950
20.92367
Parameter Estimates
Parameter Standard
Estimate Error t Value Pr > |t
239.75392 34.33219 6.98 <.0001
7.25967 1.85647 3.91 0.0002
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REGION II

Source

Model
Error
Corrected Total

Root MSE
Dependent Mean
Coeff Var

Variable DF
Intercept 1
x2 1

REGION II1

Source
Model
Error
Corrected Total

Root MSE
Dependent Mean
Coeff Var
Variable DF
Intercept 1
x3 1

Analysis of Variance
Sum of Mean

DF Squares Square F V
1 5511.87220
38 344415

39 349927

5511.87220
9063.55534

95.20271
145.02500
65.64572
Parameter Estimates
Standard
Error
58.01355
1.72788

0.0158
-0.0101

R-Square
Adj R-Sq

Parameter
t Value
1.75
0.78

Estimate
101.33372
1.34746

Analysis of Variance
Sum of Mean

DF Squares
1 474079
25 209737

26 683816

Square F V
474079 5
8389.48647

91.59414
306.92593
29.84243
Parameter Estimates
Standard
Error
44 .36431
1.96641

0.6933
0.6810

R-Square
Adj R-Sq

Parameter
t Value
0.02
7.52

Estimate
0.88433
14.78197

237

alue Pr > F

0.61 0.4403

Pr > |t]
0.0888
0.4403

Pr > F
<.0001

alue
6.51

Pr > |t]
0.9843
<.0001
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Figura 7.9. Relacién entre y y z en las regiones I (arriba izda), II (arriba dcha), y III (abajo).

Por los anilisis de regresién, grificos y varianzas estimadas se intuye que en la Regién I el mejor
método de estimacion es el de regresién. La varianza estimada es mucho menor que las otras dos,
la recta parece no pasar por el origen y los dos contrastes de regresién, constante y pendiente, dan
pardametros significativos.

En la Regién II, no parece que se deba tener en cuenta la variable auxiliar: la varianza del estimador
de regresién es muy similar a la del m.a.s., el R? es muy pequefo, y los contrastes de regresién no
rechazan la nulidad de los dos pardameros de la recta, y se ve en el grafico la horizontalidad de la
relacién entre x e y.

Por 1ltimo, en la Regién 11T la relaciéon parece aproximadamente proporcional. La recta parece pasar
por el origen, el contraste sobre la constante de regresién no rechaza la igualdad de ésta a cero, y la
varianza estimada del estimador de razén es similar a la del estimador de regresion.

Habiendo decidido el mejor método de estimacién en cada uno de los estratos, resta construir el
estimador separado de la media o del total. En estos casos es méds cémodo realizar los cdlculos a partir
de la estimacién del total por estratos. Asi, el total estimado en la Region I serd, puesto que se ha
decidido utilizar estimacién de regresién en ese estrato,

N1Ypeq1 = 600 - 350.37 = 210222 con una desviacién tipica de

\V/V(N1T,eq1) = V6002 - 284.22 = 10115.29.

Para la Region II serd

NQ@Q =400 - 145 = 58000 con una desviacién tipica de

V(Nagy) = V4002 - 667.43 = 10333.86.

Y el estimador del total en la Regién IIT :
N3yps = 800 - 283.06 = 226448 con una desviacién tipica de

V (N3l ps) = V8002 - 292.6 = 13684.4.
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Por lo tanto, un estimador del total poblacional serd la suma de los tres estimadores por estrato, y su
varianza serd la suma de las tres varianzas:

NG = NiTpeqr + Noliy + Naligs = 494670,
V(NG) = V(NiGpeg1) + V(NoGs) + V(N3Tigs) = 396370557.6.

Utilizando este resultado, la estimaciéon de la media poblacional de produccién de tomates por plantacién
serd

494670

—~ 1 —~
Y= N 1800 8

~ 1 5 =

Hay que recordar que este estimador construido no es insesgado pues tanto el estimador de razén como
el de regresién son sesgados. Aunque se supone que el sesgo serd pequeno debido a la relacién lineal
clara entre = e y en los estratos 1 y 3.

7.3 Tablas de férmulas

ESTIMACION DE RAZON bajo m.a.s.
Parametro
R ] Ny
poblacional
Estimador R= % Yr = Rz Nyg
I
. N-— o~
Varianza V(R) ~ I J; (55 + R?S2 — 2RS,,) | T°V(R) | N*V(yg)
nT
Estimador PR N —n . . PN N
V(R) = N2 (373 + R%s2 —2Rs,,) | Z°V(R) | N*V(yR)
de la Varianza
Sesgo B(R) = _COUDER’”:) ZB(R) | NzB(R)
Aproximacién _ == = o~ ~ o~
cov(y, {);r RV(z) ZB(R) | NzB(R)
T
al Sesgo

Expresiones alternativas para las varianzas en estimacién de razon.

Vg = St L (S R e - 2R a)
YrR) = "Npu N1 i:1yi izl% i:1$zyz
~ N-—-n 1 n =~ & =2
(Wr) Nn n—l(i;yz * izzlxz Zzzlxy) ©J. Portela, M. Villeta
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N—-n 1 XN
V(Tr) = ——— >(yi — Ra;)?
Wr) = — N_1;<y ;)
N N — n ~
Vyp) = — Rx;)?
) Nn n— ;( )
ESTIMACION DE REGRESION
Parametro
7] Ny
poblacional
Estimador Yreg = U+ 3( ~7) NY,eq
N —
Varianza V(reg) = 57 (82 4 1752 — 2b54y) | N2V (5eq)
Estimador N N-n , =~y = PN
(?reg) = W(Sy "‘ b S:ﬂ — 2b5xy) N V(greg)
de la Varianza

con

-~

Sg
—
SI
Expresiones alternativas para las varianzas:

_ N—n
V(yreg) = W(l - piy)sg

~ N —n
— _ 2\ .2
V(yreg) - W(l - rxy)sy'
ESTIMADOR SEPARADO DE RAZON
Parametro
g R Ny
poblacional
. L Nhf L S5— 5 ts
Estimador ts= >, N IR, = > WiRzTy, Rs = = Nty
h=1 h=1
L N, — 1
Varianza aprox. hzl W,%W(S;h + R2S2%, — 2R, Syyn) =) V(ts) | N?V(ts)
Estimador L (N, —
h nh) ~ 1~ .
de la Varianza h=1
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ESTIMADOR COMBINADO DE RAZON
Pardametro
y R Ny
poblacional
Estimador t. = @E EC = @ Nt
Lst Lst
Varianza aprox. i QM(SQ + R%252%, — 2RS.yp) iV(tc) N2V (t.)
= Wy N, yh Yy 72
Estimador L N, — 1
h — Th 5 3 - =
swptM )y e oRisn | LV | N30
. h=1 hTh, T
de la Varianza
ESTIMADOR SEPARADO DE REGRESION
Parametro
Y Ny
poblacional
. L Nh,
Estimador tregs = E Wy,,egh Ntregs
Varianza V(tregs) = Z Wh ( o )(S2h + bQth — 2b3,Szyn) N2V (tregs)
Estimador L N, — ~ ~
Vitregs) = 2 W;fi( . nh)( h+bh3 h = 2bnsayn) | N2V (tregs)
h=1 Npnp, *
de la Varianza
ESTIMADOR COMBINADO DE REGRESION
Parametro
Yy Ny
poblacional
Estimador Yrege = Ust +Bc(x — Tst) NYpege
: L 2 (Nh ) 2 2 Q2 21/ (75
Varianza V(Uregs) = 22 W, ~ (Sgp + 0255, — 2bSuyn) | N7V (Yprege)
h= hTlh
Estimador L (N, —
S h— Mh) ~ S
V(yregc) = Z W}% N ( yh + b% ih 2bcsxyh) N2V(yregc)
. h=1 hTh
de la Varianza

Donde

241
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L2 (Nn — na)
W2 2
7 h;1 b Nynj, TR
C L (N —np)
W2 2
hz::1 o Nyny,  h
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7.4 Estimacion de razén y regresion con SAS bajo m.a.s.

Este capitulo asume muestreo aleatorio simple, tanto sencillo como por estratos. Por lo tanto,
para la obtencién de muestras, aunque el objetivo sea la estimacién de razén o regresion,
el método utilizado es el mismo estudiado en el capitulo de muestreo aleatorio simple sin
reemplazamiento.

7.4.1 Estimaciéon de razén y regresién en muestreo aleatorio simple sin estratos

Utilizaremos para ello la macro razreg. La sintaxis es la siguiente:

hestimrazreg (archivo,variabley,variablex,mediax,ngrande,n);

donde

archivo es el archivo que contiene los datos muestrales.
variabley es el nombre de la variable y.

variablex es el nombre de la variable x .

mediax es la media poblacional de x (se puede aproximar por la media muestral si no se
dispone de esa informacion).

ngrande es el tamano poblacional N.
n es el tamano muestral.

Si por ejemplo se desea estimar por razén o regresién la razén, media o total de la variable y
llamada estatura, que estd junto a la variable x llamada peso en el archivo muestral llamado
muestra2, con n = 100 observaciones, que proviene de una poblaciéon con N = 1000 individuos
y la media poblacional de la variable peso es conocida e igual a 71, la sintaxis serfa:

hestimrazreg (muestra2,estatura,peso,71,1000,100);

Esta macro presenta en la ventana LOG los estimadores de razén y regresién de la media y
total, con sus varianzas e intervalos de confianza al 95%, asi como el estimador de la razon y
su varianza e intervalo de confianza al 95%.

7.4.2 Estimacién de razén y regresién en muestreo aleatorio simple estratificado

Para ello se utilizard la macro estimrazestrat. La sintaxis es la siguiente:

estimrazestrat (archivol,archivo2,variabley,variablex,varestrato,
vartama,varmedx,mediax,indicador,ngrande) ;
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archivol es el archivo que contiene los datos muestrales.

archivo?2 es el archivo que contiene los datos de cada estrato (opcional).
variabley es el nombre de la variable y.

variablex es el nombre de la variable x .

varestrato es la variable que indica el estrato.

vartama es la variable que contiene el tamano por estrato Nh.
varmedx es la variable que contiene la media de x por estrato.

mediax es la media poblacional de x (se puede aproximar por la media muestral si no se
dispone de esa informacion).

indicador
1 si es el archivol muestral el que contiene los datos de cada estrato.
2 si es el archivo2 el que contiene los datos de cada estrato.

ngrande es el tamano poblacional N.

Observaciones:

- Si existe el archivo2 debe de tomar la forma (los nombres de las variables pueden variar):

estrato Nh medxh
1 300 6.5
2 400 7.8

- Si no existe el archivo2, en todas las observaciones del archivol deben estar presentes las
variables de tamano de estrato y de medias de x, y son constantes por estrato.

- Si no se dispone de la media poblacional de x, medx, puede sustituirse por la media muestral
por estrato, o bien se deja como ausente (misssing) y la estimacion separada no es realizada,
existiendo sin embargo la estimaciéon combinada.

Supongamos que se desean estimar medias o totales por razén o regresién, separadas o com-
binadas. El archivo muestral se denomina datosl y el archivo con la informacién por estratos
datestrat. La variable estatura es la variable de interés, mientras que la variable auxiliar es
la variable peso. La media poblacional del peso es conocida e igual a 71. La poblacién tiene
tamano N = 1000. La variable de tamano de estrato se llama nh, la variable estratos ciudad y
la variable de media de x por estratos medx. La sintaxis serfa:

estimrazestrat (datosl,datestrat,estatura,peso,estrato,
nh,medx,71,2,1000) ;
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Esta macro presenta en la ventana LOG los estimadores de razén y regresién separados y
combinados de la media y total, con sus varianzas e intervalos de confianza al 95%, asf como el
estimador separado y combinado de la razén y su varianza e intervalo de confianza al 95%.
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7.5 Ejercicios resueltos

[Ejercicio 6.1.)

En una empresa se dispone de datos de facturacién de cierto producto en las 100 sucursales de
esta empresa, del ano 2001. El total de facturacién ese ano fue de 200 millones.

El ano 2002 sélo se puede disponer de una muestra tomada por m.a.s. de 5 sucursales, arrojando
los siguientes datos (en millones):

2001 | 1 1.5 13 2 4

2002 | 0.75 | 2 351255

a) Dar un intervalo de confianza al 95% para la media de facturacién del ano 2002, utilizando
estimacion de razon

b) Dar un intervalo de confianza al 95% utilizando estimacién de expansién (la usual por m.a.s.).

c¢) Dar un intervalo de confianza al 95% utilizando estimacién de regresion.

2
a) Se llamara y a los datos en 2002 y « a los datos en 2001. La media poblacional en 2001 es T = % =
El estimador de la razén es R = %755 = 1.19.

El estimador de razén de la media es yp = RT =1.19.-2 =2.39.

Para estimar su varianza, se calculardn s7, s y sa. Estos son:

n

2 1 =

1 n 9
Sy = Z(yiy)2<2yfny>2.56
n—1\;=1

n—13

2

s2 se calcula andlogamente y es s2 = 1.45.

1 n ~
Ademsds, sz = 1 (Z Tl — nacy> = 1.906.
-1 \i=

Entonces,

200 -5
200 -5

~ —

V(yr) = Nn

n (s7+ R%s2 —2Rs,,) = (2.56 + 1.19% - 1.45 — 2- 1.19 - 1.906) = 0.015.

El intervalo de confianza, asumiendo normalidad del estimador, es:

(2.39 — 1.961/0.015,2.39 4 1.961/0.015) = (2.15,2.63).

~ 138.75
b) El estimador es la media muestral, g = 5 = 2.75.

Su varianza estimada es

N-—ns2 100-52.
nsy 1005296 ) o

Vo) =—Fx7, 100 5
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Se ve que es mucho menor, al ser el coeficiente de correlacién entre x e y alto (el coeficiente de correlacién
muestral es r=0.988).

y el intervalo de confianza

(2.75 — 1.961/0.48,2.75 — 1.961/0.48) = (1.38,4.11).

c) El coeficiente de regresion es b= s% = 1.31.
x

El estimador de regresién sera

Ureg =T+ %(E ~F)=275+1.31- (2 2.3) = 2.35.

La varianza estimada del estimador de regresién serd

~ N —n

_ 100 — 5
V(yreg) = “Nn =

(52 4+ %52 — 2bs,,) = 005 (256 + 1317 1.45 — 2 1.31 - 1.906) = 0.010.

El intervalo de confianza serd (2.15,2.56).

[Ej ercicio 6.2}

En un estudio agrario se pretende estimar el niimero de plantas de tomate en un terreno. El
terreno estd dividido en 120 parcelas de distinto tamafo, y se sabe que en total hay 3000 m?.
Se extrae una muestra por muestreo sistemédtico de 10 parcelas, y se registra para cada parcela
el tamano del terreno en m? y el nimero de plantas de tomate que contiene. Se obtiene la
siguiente tabla:

Tamano | 10 |15 |30 |50 |20 |45 |15 |10 |5 |55

Plantas | 150 | 250 | 400 | 600 | 300 | 500 | 100 | 100 | 45 | 650

a) Estimar por razén el total de plantas de tomate. Dar una estimacién de la varianza del
estimador.

b) Realizar los mismos cdlculos con el estimador por m.a.s.

Al suponerse que el muestreo sistemédtico en este caso al menos tiene una varianza tan pequena como el m.a.s.,
se utilizardn las férmulas de m.a.s., sabiendo que el error de muestreo puede ser incluso menor.

La media muestral del tamafio es T = 25.5, y de las plantas, @ = 309.5. También si = 47958 , s2 = 335.83 y
Szy = 3922.5.

El estimador de la razén del total es:

Nz = %3000 = 36.412

Nyr = 25.5

shl<)

y R=1213

La varianza estimada de este estimador es

~ N —n ~ -~
— _ 2 2 2.2
V(Nyg)=N No (sy + R%s3 — 2Rszy). ©J. Portela, M. Villeta
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Asi,
P 120 — 10 ,
V(NGg) ~ 120=—— (47958 + 12.132 - 335.83 — 2 - 12.13 - 3922.5) = 2.922.337
. ~ . . =~ N —n 52
b) El estimador del total serd Ny = 37140, y su varianza estimada V(Ny) = N? N < = 120(120 —
n
4
10)% = 63.304.560.

[Ej ercicio 6.3}

Se quiere estimar el porcentaje de personas en un edificio que tienen moévil. El edificio consta
de 60 viviendas, de las cuales se escogen 10 por m.a.s. Se sabe que en total hay 210 personas
en el edificio. En las viviendas muestreadas, se obtienen los datos siguientes:

n° de personas 315161752367

n® personasconmovil |2 13 (3143 |1|1]4]5

a) Estimar por razén la proporcién de personas con mévil y dar un intervalo de confianza al
95% suponiendo normalidad.

b) Estimar, utilizando m.a.s., la proporcién de personas con mévil. Comparar este estimador
con el anterior.

a) Si llamamos z a la variable niimero de personas en la familia, e y a la variable mimero de personas con mévil,

N
., . . i—=1 Yi P D ‘
la proporcién poblacional de personas con mévil es R = ENil Por lo tanto la razén muestral R serd el
. €T
=1

estimador de esta proporcién:

n
RoZ=l g
>im1 i
. _ 210 ., 9 9 .
Ademids , T = — = 3.5, y se calculan también sy = 2.011, s = 4.5,y sz = 2.83, con lo que la varianza del

estimador de la razon es

~ N —n

60 — 10
V(R) = Nnz?

T 60-10-3.52

(s2 + R?s2 — 2Rs,,) (2.011 +0.62 - 4.5 — 2- 0.6 - 2.83) = 0.0015.

El intervalo de confianza, asumiendo normalidad del estimador, es:

(0.6 — 1.964/0.0015, 0.6 — 1.964/0.0015) = (0.52,0.67).

b) Sin ayuda de la variable auxiliar, se estima el total de personas con mévil, y como el nimero de personas
total es una constante conocida, se estima la proporcién por el cociente entre ambas cantidades.

El total de personas con mévil se estima por N = 60 - 2.70 = 162.

La varianza estimada de este estimador es

~ o~ N —n s> 2.011

V(Ny) = N2———-+¥ = 60(60 — 10) - —— = 603.3.
(N) = N2 — o0 - 10) -

L i6n estimada d jvil N§*162*077 te estimador ti i imad
a proporcion estimada de personas con movil es m = m = U.((, y este estimador tiene Eéa}.'l g}%e a}eﬁl}}l)ﬁém&
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~ Ny 1o, o~
V(m) ~ 9102 V(Ny) =

1
2102

603.3 = 0.01368.

Parece que la precisién aumenta, utilizando la informacién de la variable auxiliar (estimacién de razén) . El
Sz

coeficiente de correlacién muestral entre x e y es en este caso r = —~ = (.94, y el cociente entre los coeficientes
555y

de variacién estimados es

OV (z $2/T 10V (x

/\( ) = i/: =0.90, con lo que r > f/\( ) = 0.45.

CV(y)  5y/Y 20V (y)

[Ej ercicio 6.4}

En un laboratorio se desea estimar el volumen del estémago de cierta especie de rata. Hay
ratas machos y hembras. Se realiza m.a.s. de tamano n =5 de los 30 machos que hay y n = 6
de las 40 hembras que hay. Se dispone de la informacién del peso de las ratas. El peso total
de las ratas macho es de 7500 gramos, y el de las ratas hembra de 12000 gramos. Los datos
muestrales obtenidos fueron, para las ratas macho:

Volumen estémago | 1.75 | 1 25 |15 |2

Peso 200 | 150 | 400 | 150 | 250

Para las ratas hembra:

Volumen estémago | 2.25 | 3 25 | 1.5 |18

Peso 250 | 300 | 350 | 100 | 200

a) Estimar por razén y regresion el volumen medio del estémago de las ratas macho y de las
ratas hembra, por separado y calcular la varianza de los estimadores.

b) Estimar el volumen medio del estémago de las ratas por estimaciéon de razén separada y
combinada.

a)
ESTIMACION DE RAZON

Se llamara y al volumen del estémago y = al peso.

7500

Para las ratas macho, la media poblacional del peso es T = = 250. En la muestra, se tiene T = 230,§ =

1.75, 52 = 0.31, 52 = 10750 y s, = 53.12.

~ 1. .
La estimacién por razén de la media del volumen de estémago serd yp = RT = %250 = 1.90, con R = 0.0076.
La varianza de la estimacion serd:
~ . N—-—n, 5, 55, ~ 30-5 5
V(gg) = N (s; + R°s; — 2Rsyy) = m(O.Sl +0.0076° - 10750 — 2 - 0.0076 - 53.12) = 0.021.

. . . _ 12000
En el caso de las ratas hembra, se tiene que la media poblacional del peso es T = T 300. En la muestra,

. = _ = _ 2 2 _
se tiene T = 240,y = 2.21, s, = 0.34, 57 = 9250 y sy = 48.87. ©J. Portela, M. Villeta
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La estimacion por razén de la media del volumen de estémago serd yp = Rz = Q'TOSOO = 2.76, con R = 0.009.

La varianza de la estimacion seré:

. N—n N .
V(ig) = —— (s + B2 = 2Rsqy) = 0.04.

ESTIMACION DE REGRESION

~ s 53.12
En el caso de 1 t ho, b= 4 = ——= — 0.00494.
n el caso de las ratas macho, 52 10750 0.0049

El estimador de la media es
Yreg = @ JrB(f - %) = 1.75 + 0.00494(250 — 230) = 1.848.

Y su varianza estimada es

~ N —n ~ ~
V(yreg) = Nn (33 + bQSi — 2b8my) = 0.008.
~ s 48.87
En el de l tas hembra, b = =¥ = —— = 0.0052.
n el caso de las ratas hembra, 52 9950 0.005

El estimador de la media es
Dreg = J + b(T —T) = 2.52

Y su varianza estimada es

~ N —n
V(yreg) = Nn

(s3 +b2s2 — 263$y) = 0.015.
b) El estimador separado de razén es la suma ponderada de los estimadores de razén en cada estrato:

N, 30 40
Sy — 221,90 + —2.76 — 2.39.
2 N VR T g0 g

~ L 0T 30, 40,
Vits) = Z(F) V(Ug,) = (7—0) 0.021+(%) 0.04 = 0.0169.

El estimador separado de regresién se construye de manera similar:

L Np_
t'regs = hgl Wyregh =2.23
con
~ L Nh ~,
Vitregs) = 22 (7)*V (Freg) = 0-006.
h=1

Para los estimadores combinados, es necesario calcular las estimaciones estratificadas:

30 40
Ugr = —1.75 + —~2.21 = 2.01

70 70
y

30 40,

Tar = =230 + —5240 = 235.7.
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30 40
Ademis, T = —250 + —300 = 278.57.
emas, T 70 + 70

Asi, el estimador combinado de razén de la media es

T 201
to= stz — 2 97 57— 937,
T 2357

Su varianza es

V(tc) = Z W}%Ni(szh/ + sti‘h, — 2Rcsmyh)
h=1 hTip

donde R, = 5t — 0.00852.

Tst

Calculando queda:
V(t,) = 0.016.
Para el estimador combinado de regresion, se tiene que

?’I'egc = yst + bc(f - fst)

donde
L (Np — na)
W2 =
= 5 N —0.005
c XL:WQ(N}L_nh) 2 - -
=t Npng TR
Asi,

Urege = Tst + (T — Tyr) = 2.01 + 0.005 - (278.57 — 235.7) = 2.23.

y

% - (Nh — 1) > 7

Vreqe) = WE———=2(s2, + b2s2; — 2b.Szyn) = 0.006.
(y g ) h2::1 h Nhnh ( yh xh yh)

251

EEj ercicio 6.5}

Se desea estimar la proporcién de items defectuosos en un proceso de control de calidad donde
el nimero de items varia por lote. Se sabe que los items estdn repartidos en 100 lotes, de los
cuales se escogen 10 por m.a.s., obteniendo los siguientes datos:

Lote 1 (2 |3 (4 |5 |6 8 19 |10
n° de items 25135140 110|15|45|20| 30| 10| 50
n° de items defectuosos | 3 |4 |5 |2 |2 5 2 |12 1 6

Estimar la proporcién de items defectuosos y dar un intervalo de confianza al 95%, despreciando

el coeficiente de correcién por poblacién finita.

La proporcién de items defectuosos se estima por la razén muestral R =

shl<)

32
255

0.12

5.
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Ademas, 5; =284, s2 =335.83, y Sy = 19.33.
Si se desprecia el coeficiente de correccién por poblacién finita, la varianza es:

. N-_—n N N
V(R) = W( 3—4— R%s2 — 2Rs,,) ~ —

o

5 (372! + ]/%283 — QJTISW).

~2
Al no disponer de la cantidad de items en total, hay que aproximar Z> por Z , con lo que queda

~ o~

V(R) ~ m(l&l +0.125% - 335.83 — 2 - 0.125 - 19.33) = 0.0005.

El intervalo de confianza al 95% para la proporcién de interés sera:

(0.125 — 1.96+/0.0005, 0.125 + 1.964/0.0005) = (0.08, 0.168).

[Ej ercicio 6.6}

Se dispone de una poblacién con 5 observaciones de las variables x e y, como aparecen en la
tabla.

Observacion | 1 2131415

Y 052 (5|74

Si se realiza m.a.s. de n = 2, Responder a las preguntas siguientes:

a) Presentar la distribucién del estimador de razén de la media tomando x como variable
auxiliar. Calcular su esperanza y su varianza.

b) Calcular el sesgo del estimador de razén de la media poblacional de y directamente y también

con la férmula B(7,) = —cov(R, T).
*

1
a) Hay (g) = 10 muestras posibles, cada una con igual probabilidad 10" Se sabe que T = 3.8. Para cada una de

ellas, se calcula la razén Ry el estimador de razén de la media YR-

0.5+2
1+3

Por ejemplo, para la muestra {1,2} R = =0.625 y Jp = RT = 0.625 - 3.8 = 2.375.
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Muestra | R Yr P z
{1,2} 0.625 | 2.375 | & | 2
{1,3} 1.1 418 | 15 | 25
{1,4} 1.07 | 407 | & |35

{1,5} 075 285 | & |3

{2,3} 1 3.8 & 135
{2,4} 1 38 | & |45
{2,5} 0.75 | 285 | &5 |4
{3,4} 1.2 456 | 15 |5
{3,5} 1 38 | & |45
{4,5} 1 38 | & |55

La distribucién del estimador es entonces:

Yr p

2.375 | 15
2.85 | &
38 | &
4.07 |
418 | 35
456 | 15

1
La esperanza de g es F(ygp) = —(2.3754+2-2.85+4-3.84+4.07+ 4.18 + 4.56) = 3.6

La varianza de yp es

V(Ug) = %0((2.375 —3.6)2+2-(2.85-3.6)2+4-(3.8-3.6)>+

(4.07 — 3.6)% + (4.18 — 3.6) + (4.56 — 3.6)%) = 0.426.

b) Directamente, como § = 3.7, el sesgo es B(jp) = E(yr) — 5= 3.6 —3.7=—-0.1.

Para calcularlo como B(yg) = —cov(R,T), para calcular esta covarianza se ve que
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:1%[(0.625 —0.947)(2 = 3.8) + ... + (1~ 0.947)(5.5 — 3.8)] = 0.1.

Con lo cual

B(yg) = —cov(R,T) = —0.1 como se habfa calculado directamente.

EEj ercicio 6.7}

En un pueblo A perteneciente a cierta mancomunidad se realiza un muestreo para determinar
ciertas caracteristicas de la zona. Concretamente interesa estudiar la proporcién de mujeres
enfermas de gripe y el nimero total de hombres. Se sabe que en el pueblo, que consta de
50 manzanas, hay en total unas 2000 mujeres. Se escogen por muestreo aleatorio simple 6
manzanas y se cuentan las mujeres, hombres, y nimero de mujeres enfermas.

Manzana | Mujeres enfermas | Hombres | Mujeres
1 2 37 30

2 1 26 20

3 6 99 100

4 2 36 25

5) 3 o6 50

6 4 71 65

a) Estimar la proporcién de mujeres enfermas en el pueblo y dar un intervalo de confianza al
95% para la estimacién suponiendo normalidad del estimador.

b) Estimar el mimero total de hombres en el pueblo comparando el estimador bésico de muestreo
aleatorio simple con los dos estimadores usuales de estimacién indirecta (presentar un I.C. al
95% para cada método). Explicar las diferencias entre los tres métodos de estimacién utilizando
medidas de precisién, descriptivas y graficos.

c¢) Se dispone de datos tomados del conjunto de pequenios pueblos restantes de la mancomunidad
a la que pertenece el pueblo A. En total hay en esos pueblos unas 30 manzanas, con un total de
1500 mujeres. Se toma una muestra de 5 manzanas y se observan, en esos datos, los siguientes
estadisticos: media muestral de mujeres enfermas por manzana: 1. Cuasivarianza muestral de
mujeres enfermas por manzana:3. media muestral de mujeres por manzana: 55. Cuasivarianza
muestral de mujeres por manzana: 900. Cuasicovarianza entre mujeres y mujeres enfermas=21.
Estimar por dos métodos de estimacion indirecta la proporcién de mujeres enfermas en toda la
mancomunidad (incluyendo el pueblo A), calcular la varianza estimada de los dos estimadores
y explicar los resultados. Decidir cual serfa , de los dos, el mejor estimador.

a) Definiendo y como la variable ndimero de mujeres enfermas y « como el nimero de mujeres, la proporcioén se

3

= ——— = 0.062.
48.33 0.06

estimard por la razén muestral, R =

SRS
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Ademais, 5; = 3.2, s2 =926.6, y Szy = 54, con lo que 7,y = 0.99 y estd justificado el uso del estimador de la
razén (otra manera de estimar esa proporcién era, como se vio estudiando m.a.s., estimar el total de enfermas
por N 5 y dividirlo por el total de mujeres, que es 2000. Pero en este caso es més adecuado utilizar el estimador
de la razon).

La varianza estimada del estimador de la razén es, teniendo en cuenta también que la media poblacional del

. _ 2000
nimero de mujrese por manzana es T = w0 = 40:
~ = N —n ~ ~ 50 — 6
V(R) = 2+ R?52 —2Rs;,) = ————(3.2 4+ 0.062% - 926.6 — 2 - 0.062 - 54) = 0.000006.
(R) = e (o T 105 = 2Rswy) = gy (324 )

El intervalo de confianza al 95% es
(0.062 — 1.96+/0.000006, 0.062 — 1.96+/0.000006) = (0.057,0.066).

b) Definiendo y como el nimero de hombres y x como el nimero de mujeres, la estimacién de expansién del
total de hombres es Ny = 50 - 54.16 = 2708.33.

Para comparar esta estimacién con la estimacién de razén, teniendo en cuenta que 372/ = 742.96, s2 = 926.6,

Y Sgy = 827.33, entonces se tiene que gy = = 0.997 y por lo tanto, al ser tan alto el coeficiente de
525y

> o L . y CV(z)

correlacion estd justificada la estimacién de razén o regresién. Se puede de todos modos calcular é‘\/( ) =
Yy
T 0503 1CV
sz/i = —— = 0.80 y por lo tanto ry, > 7/\7(@ = 0.40 lo que justifica la no utilizacién del estimador de
expansion en este caso.
La estimacion de razon del total es Nyp = N%E = 2241.38.
z

Por lo que respecta a escoger entre estimacién de razén o regresion, el coeficiente de regresion es b= % =0.89
xX

y el estimador de la razén es R=1.12 (son suficientemente diferentes para que las varianzas de los estimadores,

que solo difieren en ese término, sean también diferentes, siempre a favor de la estimacién de regresion). Por otra

parte, la constante estimada de la recta de regresién es @ = @ —bz=11.141o que parece suficientemente grande

en magnitud. El contraste de hipétesis en un modelo de regresién sobre la constante a rechaza la hipétesis de

diferencia de cero. Se presenta la nube de puntos de la muestra en la figura siguiente, donde se aprecia que no

se podria considerar cero la constante de regresién:

hombres
100

T T T T T T T T
20 30 40 50 60 70 80 90 100

mujeres

Nube de hombres por mujeres

Como ¥,., = 7 —|—/I;(f — T) = 46.72, La estimacion de regresion del total es NY,eq = 2336.
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¢) Llamando, como en el apartado a), y a las mujeres enfermas e x a las mujeres, se tiene que s2 = 900, si =3,
Sgy = 21, T = 50, T = 55, e @ = 1. Si se utiliza el tipo de estimacién del apartado a), la estimacién de la
proporcién en ese conjunto de pequenos pueblos se hard a través de la razén muestral R = 0.018. La varianza
de este estimador es
~ N —n
V(R) =

( ) Nnz?

(s2 + R?s2 — 2Rs,,) = 0.000169.

Para obtener una estimacién conjunta de los dos estratos (el pueblo A y los restantes pueblos) se puede optar
por estimacioén separada o combinada. Para el caso de la estimacion separada, se tiene que el estimador de la
razon es

te 1 L Ny~ 1 /50 30
R,— 2 — = RyTn = —— [ 220.062 - 40 + 2-0.018 - 50 | = 0.043.

T fh; N T 3 s (80 %0 )

3500

=22 4375
pues T 20
Y su varianza estimada sers
/1 L Ny~ L Ny Ty oo~ 50 40 30 50
V(=S 22Ra ) = S (2222 (R, = (22 —22)20.000006 + (= ———)20.000169 = 0.000026.

<x,§1 N ’Ih> 2y Z )V = (5 375) + oms)

Si se opta por estimacién combinada, el estimador es

50 30
.7 T
R. = f—t ==y gy = 0.0442.
st 248334 —55
80 %0

Y su varianza estimada,

~ 1 L (Nh — Tlh) = =
V(R.) = = ;Z‘l Wﬁ;Nhnh (Sih + stih - 2Rc5myh) =
1 5.,(50-6) ,
= — 3.240.0447 -926.6 — 2 - 0.044 - 54
43.752(8) 50 -6 (32+ I+

1 3.,(40-5)

2 2 _
B (3 g 5 (3 0.0447 - 900 — 2 0.044 - 21) = 0.0000444.

+

En general, si hay diferencias en las razones por estrato y hay suficientes observaciones por estrato la estimacion
separada estd mads justificada que la estimacién combinada, como es en este caso.

[Ej ercicio 6.8}

El ano 2000 se realizé un examen de literatura a los estudiantes de dos clases de 40 alumnos cada
una, obteniendo una media de 6.5. Al ano siguiente se les hizo otro examen de literatura, ademads
de otro de mateméticas, sobre los conocimientos adquiridos en ese curso académico. Corregidos
10 exdmenes seleccionados aleatoriamente entre los 80 alumnos y cotejando el resultado del ano
2001 con el obtenido por los mismos alumnos en el ano 2000, se obtuvo la siguiente tabla:

2000 (literatura) 5 |4 |6 |7 |7 |55(4 |8 [3 |6 |9

2001 (literatura) 4 331481565744 |132]66]25|48|72

2001 (mateméticas) | 4.7 | 4.0 | 5.5 6.3 | 6.3 |53 |44 |73 |34|57]79
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Se trata de realizar las siguientes estimaciones sabiendo que solamente se conoce el resultado
de los 80 alumnos del ano 2000 en literatura.

a) La mejor estimacién posible de la media de 2001 del examen de literatura .

b) La mejor estimacién posible de la media de 2001 del examen de matematicas.

a) Al haberse realizado muestreo aleatorio simple, se puede optar por estimacién de expansién, de razén o
regresion. La variable auxiliar es obviamente la nota obtenida en 2000 en literatura, de la que se conoce la
media poblacional T = 6.5.

1CV
Se ha visto que si el coeficiente de correlaciéon cumple p,, > 3 C’VEQC; la estimacién de razén supera a la de
Y
expansién en términos de varianza. Se puede comprobar también que la varianza estimada serd ademéds menor
1CV — ~ ~
en estimacién de razén que en estimacién de expansion si 74, > — /(\x) donde CV (z) = s,/Ty CV (y) = s4/7.
2CV(y)
En nuestro caso, se tiene que 7= 5.86, 5 =4.73, 52 = 3.30, sz = 2.13, 55y = 2.65 y por lo tanto r;, = Szy _
525y
0.998, CV(z) = s,/ =031y CV(y) = s,/y = 0.306 y entonces T = 0.5 con lo cual es evidente que al
CV(y)

menos la estimacién de razén serd superior a la de expansion.

Falta comparar la estimacién de razén con la obtenida por regresién. Se preferird razén cuando la recta
de regresién pase aproximadamente por el origen. En este caso, con estimacién de regresiéon se tiene que

> S . . . =~ o ~
b= % = 0.80.La estimacién de la constante en la recta de regresién es a =y — bT = 0.042 que es pequeno en

x
magnitud respecto a bZ. El contraste de hipétesis sobre la significatividad de este coeficiente da que este no es
es significativamente distinto de cero

Ademss,

~

N — ~ _
V(ygr) = N;%i+R%§—y%w)=0mM2

y
V(y )—N_n@?ﬂ%Q—ﬁs)—omM1$mmra¢nwm
Yreg) = Nn Y T zy) — Y- ) 5

con lo cual se preferird el método de razén al de regresién y también frente a la estimaciéon de expansién. Las
tres estimaciones son y = 4.73, Yp = 5.25, y Y,y = 5.24.

b) En este caso, ¥ = 5.52, so = 1.88, spy = 2.48 y por lo tanto 74, = Ssxy =0.995 y 6‘\/(y) =5,/7=0248y

—_—
1CV(x) . . , . . ., o
entonces — —=— = 0.62 con lo cual la estimacién de razén serd superior en precisién a la de expansién.
CV(y)

La estimacion de la constante en la recta de regresion es a = 5 — bz = 0.832. El contraste de hipétesis sobre la
significatividad de este coeficiente da como resultado que es significativamente distinto de cero.

Ademais,

Uy Yo D22 5 _

V(Ugr) = Nn (sy + R°s; — 2Rs;y) = 0.012

y

V(T _N-n 5 Hs o _

V(yreg) - Nn (Sy er e QbSIy) = 00016, © J. Portela, M. Villeta
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que es 7 veces menor que la varianza del estimador de razén, con lo cual se preferird el método de regresién y
también frente a la estimacién de expansion. Las tres estimaciones son y = 5.52, y = 6.12, y ¥,.., = 6.00.

[Ej ercicio 6.9}

Se dispone de la siguiente muestra obtenida mediante m.a.s. en un lote del peso en gramos y
longitud en mm de ciertos tornillos obtenidos en un proceso de fabricacién. Se sabe que el peso
total de los 100 tornillos en el lote es de 1.5 kg.

Peso 12114 15| 13| 16

longitud | 15 | 17 | 18 | 14 | 19

a) Suponiendo la muestra suficientemente precisa y estimacién de razoén, decir cudntos tornillos
habra que muestrear para obtener un error de muestreo de 0.20 en la estimacién de la longitud
media.

b) Realizar el apartado a suponiendo estimacién de regresion.

c¢) Realizar el apartado a) suponiendo m.a.s.

a) La varianza del estimador de razén de la media es:

N -—n
Nn

V({yr) = (S2 + R2S? — 2RS,,).

Si se supone la muestra suficientemente precisa, las estimaciones de las cuasivarianzas y cuasi covarianza son:
52~ s, =43

82~ 52 =25

Sy 2 Szy = 3.

Y la estimacion de la razon es ITZ =1.18.

Para que el error de muestreo sea 0.20, ha de ser \/V (7)) = 0.2 y por lo tanto

N —
0.04 =V (yg) = Tnn(S; + R?S2 — 2RS,,) y entonces,
N-—n 100 — n

04=——(52 262 _2RS,,)~ —(4.3+1.182.25-2-1.18-
0.0 N (S; + R*S; — 2RS,y) 100m (4.341.18 5 8-3)
y por lo tanto,

100 — n

-0.701 = 0.04.

100m 0.70 0.0

Asi,
100 - 0.701

n(100-0.04 4+ 0.701) = 100-0.701 y n = = 14.9.

(100 - 0.04 4 0.701)
Por lo tanto habria que muestrear 15 tornillos.
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~ s
b) Como b = % = 1.2, y la varianza del estimador de regresion es
S(L‘

_ N —n
se tiene que
100 — n 100 — n
.04 = 4. 1.22.25-2.12.3) = 7).
0.0 100 4.3+ 5 3) 100 (0.7)

y por lo tanto se necesitard el mismo tamano muestral n = 14.

¢) Suponiendo m.a.s., se tiene que
100—n ., 100—n
100n Y~ 100n

. 100-4.3
T 100-0.04+4.3

0.04 =

4.3 y entonces

51.8.

Bajo m.a.s., habria que seleccionar 52 tornillos para obtener ese nivel de precisién.

[Ejercicio 6.10}

En una ciudad interesa estudiar la proporciéon de perros machos de una determinada raza y el
nimero total de perros hembra. Se sabe que en la ciudad hay aproximadamente 30 perreras, y
hay en total unos 1000 perros machos. Se escogen por muestreo aleatorio simple 5 perreras y se
cuentan los perros macho, los perros hembra, y niimero de perros macho de la raza en cuestion.

Perrera | Perros Macho Raza | Perros macho | Perros hembra
1 4 41 60

2 2 50 40

3 12 180 120

4 4 65 50

5 6 100 100

Nota: Si se define por

a= Perros Macho raza , b= Perros Macho, y c= Perros Hembra,

se tiene que

5
E 2 __
i=1

a) Estimar la proporcién de perros machos de la determinada raza sobre los perros macho y
dar un intervalo de confianza al 95% para la estimacién suponiendo normalidaq@sl
ISBN 9788496866133
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b) Estimar el nimero total de perros hembra en el pueblo con un estimador de estimacién
indirecta . Comparar su varianza con la obtenida con el estimador usual de muestreo aleatorio
simple.

a) El nimero de perros macho en cada perrera es una variable aleatoria, por lo que se utilizard el estimador
de razén para estimar la proporcién de perros macho de esa raza (suponiendo, como se comprobard, que la
correlacion entre perros macho de raza y perros macho es alta).

Definiendo por y = Perros macho de raza, y x = Perros macho, se tiene que el estimador de la proporcién estard
definido por

=~ 5.6
87.20

shil)

Para calcular la varianza, es necesario calcular 372/, S2Y Suy-

1 n o 1
= T (;y?—ny ) = (216-5-5.6°) = 148.

1
§2 = g (30806 — 5 87.2%) = 3196.7.

1 = S 1
Spy = p—] (;_1 Ty — nxy) =51 (3284 — 5-87.2-5.6) = 210.6.
. . . _ 1000
También se conoce la media poblacional T = =0 - 33.33.

La varianza estimada del estimador es entonces:

L,y sy o 30— 5
—2Rsy,) = ——— > (14.8 + 0.064 - 3196.7 — 2 - 0.064 - 210.6) = 0.00014.
(85 + B2s2 = 2Rsuy) = g5~ aay (148 4+ 0.064 - 3196.7 — 2 0.064 - 210.6) = 0.000

V(R) = N

Nnz?

El intervalo de confianza al 95% para esa proporcion serd
(0.064 — 1.961/0.00014, 0.064 + 1.96/0.00014) = (0.041,0.087).

b) Se utilizard como variable auxiliar la variable perros macho, pues es de la que se dispone de la informacién
sobre la media poblacional.

Se comenzaré por realizar estimacion de regresién, descartdndola a favor de la estimacién de razén si hay razones
suficientes para suponer que la recta pasa por el origen.

En este caso, utilizando expresiones similares a las del apartado a), y llamando & =Perros macho e y = Perros
hembra, se obtiene:

312/ = 1180
s?c = 3196.7
Sy = 1761.5.
~ 8 1761.5
El estimador de 1 tante d i6 b= "2 = =0.55.
estimador de la constante de regresion es 52 31967 0.55

El estimador de regresién del total es N, , con
Ureg = J + b(T — T) = T4 + 0.55(33.33 — 87.20) = 44.3.

Asi, N?reg =30-44.3 = 1329. © J. Portela, M. Villeta
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Por otra parte, a = 5—/5% = 26.04 que parece grande en magnitud (un contraste de hipétesis sobre el pardmetro
en un modelo de regresion clasico da significativamente distinto de 0). El estimador de la razén R = 0.84,
bastante diferente de b en magnitud, con lo cual la varianza de ambos estimadores diferird bastante (ambas
varianzas se diferencian en que el término R estd en lugar del término b y todos los demds términos son similares).
La diferencia siempre es a favor del estimador de regresién, pues se demuestra que tiene menor varianza que el
de razon.

Por estos motivos se prefiere en este caso la estimacién de regresién a la de razén. Realizar el grafico de la nube
de puntos siempre es posible, ademéds, como un medio gréfico de observar que la recta de regresién no pasa por
el origen.

La varianza estimada del estimador es N2V (7, g)s con

- N - - " 30— 5
V(Tyey) = Nn” (53 + 922 — 2bszy) = 7 (1180 +0.557 - 3196.7 — 2 0.55 - 1761.5) = 34.80.
y

N2V (F,,) = 31401,
El intervalo de confianza al 95% para el total de perros hembra es

(1329 — 1.96v/31401, 1329 + 1.96+/31401) = (981.7,1676.3).

[Ejercicio 6.11}

El archivo SAS guisa contiene datos de 51 provincias espafiolas con las variables superficie
dedicada al cultivo del guisante en 1998, en Hectdreas, (super) y la produccién de guisantes en
toneladas métricas (produ).

Se utilizard como variable de interés la produccién de guisantes y como variable auxiliar la
superficie. Se desea estudiar la estimacién de la media de produccién de guisante por provincia.

a) Se desea comprobar la precisién global del estimador de razén y de regresién con el de
expansion, bajo m.a.s. Calcular, con la ayuda de los procedimientos del SAS, las varianzas
exactas de cada uno de los tres estimadores, asumiendo n = 10.

b) Utilizando el archivo poblacional, dibujar la nube de puntos de la produccién con la superficie.

c) Extraer 5 muestras de tamano n = 10 con las semillas 1234, 1235, 1236, 1237, 1238 y com-
probar el valor de los estimadores de razon, regresién y m.a.s. (utilizar la macro estimrazreg y el
proc means para la media muestral). Se supone conocida la media poblacional de la superficie,
1131.

a) Utilizando el proc corr del SAS, se obtiene la matriz de varianzas y covarianzas, as{ como las medias y
coeficiente de correlacion entre las dos variables:

proc corr data=guisa cov;
var produ super;
run;

© J. Portela, M. Villeta
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Asi, S; = 12004900.12, 5% = 6910396.79, y S,, = 8959207.48. Ademds, ¥ = 1454 y T = 1131. El coeficiente de

correlacién poblacional es p,, = 0.98. La razén poblacional es R = J_ 1.285.

8

La varianza exacta del estimador de expansién, con n = 10, es:

N-ng 51-10

V) =% = 5110

12004900.12 = 965100.

La varianza exacta del estimador de razoén es:

_ N —n 51 —10
V(ygr) = Tn(sj + R?S} — 2RS,,) = 5110

30534.6

(12004900.12 + 1.285% - 6910396.79 — 2 - 1.285 - 8959207.48) =

S,
En el caso del estimador de regresion, se tiene que b = ;Zy = 1.29.
xr

Asi,

51— 10
(85 +6°52 —2b5z,) = —— - (12004900.12+ 1.20 - 6910396.79 — 2+ 1.20-8950207.48) ~ 30534

N-—n

Nn

V(yreg) =

con lo cual en este caso la estimacién de regresién no es necesaria, al no apreciarse diferencias sustanciales con
la de razon.

b) El programa utilizado es

symbol v=circle i=none c=black;
proc gplot data=guisa;plot produ*super;run;

dando lugar al gréfico:

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000 12000 13000 14000 15000 16000 17000 18000 19000

super

Produccién por superficie

c¢) El programa bésico es

proc surveyselect data=guisa method=srs out=muestra seed=1234 sampsize=10 noprint;
run;

proc means data=muestra;var produ;run;

%hestimrazreg(muestra,produ, super,1454,51,10);
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Variando la semilla para las cinco muestras, se obtienen los siguientes resultados:

y Yr yreg

1048 | 980 | 996

3251 | 1230 | 1396

2153 | 1223 | 1274

466 1328 | 1157

788 1163 | 1079

donde se observa la mayor variabilidad del estimador de expansién, respecto a los de razén y regresién.

[Ejercicio 6.12}

El archivo SAS parcelas contiene datos sobre la produccién de frutas y hortalizas en 200 parcelas,
situadas ambas en dos tipos de terreno diferente de 100 parcelas cada terreno. Se desea estudiar
la estimacion de la produccién media de hortalizas conociendo la producciéon media de frutas
en las 200 parcelas.

a) Calcular con el proc means la media poblacional de produccién de hortalizas y frutas por
parcela en conjunto, y la media de frutas por estrato.

b) Extraer una m.a.s. estratificada con semilla 12345 de 10 parcelas en cada terreno y realizar
la estimacion separada y combinada por razén y regresién de la produccién media de hortalizas
por parcela, utilizando la macro estimrazestrat.

c¢) Realizar el mismo proceso con muestras de tamano 50 en cada terreno y la misma semilla.

d) A la vista de la muestra de tamano n = 10, estudiar si es mejor realizar estimacién sepa-
rada con razon en un estrato y regresién en el otro, utilizando la macro estimrazreg para cada
estrato. Aplicar el caso a la estimacion en la muestra obtenida de tamano 10 por estrato.

a) Realizando el proc means, y llamando = a la produccién de fruta e y a la de hortalizas:
proc means data=parcelas;run;

se obtiene T = 24.09 e § = 23.82.

Para obtener los datos por estrato, se ejecuta
proc means data=parcelas;by estrato;run;

dando T; = 26.44 e T> = 21.75.

b) Para poder utilizar posteriormente la macro, se afiade, en el archivo poblacional, la variable de tamano (el

tamarfio es 100 en cada uno de los dos estratos) y la media de x a cada estrato:
© J. Portela, M. Villeta
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data parcelas;set parcelas;if estrato=1 then mediax=26.44;else mediax=21.75;tama=100;
Se extrae la muestra y se utiliza la macro:

proc surveyselect data=parcelas method=srs n=10 out=muestra seed=12345;
strata estrato;

run;

%estimrazestrat (muestra,.,hortalizas,frutas,estrato,tama,mediax,24.09,1,200);

Obteniendo los siguientes resultados:

Estimacién Estimador | Varianza estimada
Razon separada 24.14 0.50
Razoén combinada 24.18 0.59
Regresién separada 23.91 0.10
Regresién combinada | 24.21 0.38

c¢) Con n = 50 y la misma semilla, se obtiene la siguiente tabla:

Estimacion Estimador | Varianza estimada
Razoén separada 23.94 0.05
Razoén combinada 23.85 0.01
Regresion separada 23.95 0.06
Regresion combinada | 23.95 0.04

Se observa como aumenta la precisién al aumentar el tamanio muestral (recordemos que el valor real de 7§ es

23.82).

d) Para saber si en algin estrato es conveniente no utilizar estimacién de regresién (pues la recta pasa por
el origen y en ese caso conviene mejor utilizar el modelo més sencillo de razén), veamos con detalle los datos
obtenidos por estrato con la muestra de tamano 10:

proc corr data=muestra cov;by estrato;
var frutas hortalizas;
run;

Se obtiene para el primer estrato:

T=27.7,7=288,52 = 94.6, s2 = 103.5, 5, = 98.8, y 4y = 0.99 .Entonces,

b= 04
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<

R=2=1.039.

shl<)

con lo cual en el primer estrato, al ser b y R muy parecidos, y a despreciable en términos de la magnitud del
valor de 7, la recta de regresién pasa aproximadamente por el origen y es més adecuado utilizar estimacién de
razon.

En el segundo estrato:

T=20.7,7 = 19.8,52 = 95.7, 2 = 30.8, 5,y = 50.48, y 74y = 0.92 .

Entonces,

~ s

b= % =0.52
T

= 0.95.

=)
I
SINESIN

Al ser by R my diferentes, y @ claramente no ignorable en términos de la magnitud de 7, en este segundo estrato
es conveniente realizar estimacién de regresién.

Para construir el estimador conjunto, se realiza calcula el estimador de razén y su varianza en el primer estrato,
y el estimador de regresion y varianza en el segundo, para después unirlos con los pesos respectivos.

La estimacién se realiza con la macro estimrazreg, creando antes un archivo para cada estrato:

data estratol estrato2;

set parcelas;

if estrato=1 then output estratol;

else output estrato2;

run;
%hestimrazreg(estratol,hortalizas,frutas,26.44,100,10);
hestimrazreg(estrato2,hortalizas,frutas,21.75,100,10);

De la primera macro se obtiene 75 = 27.26 con V (jz) = 0.11 y de la segunda, Ureg = 20.39 con V(#,e) = 0.36.

yreg
El estimador separado se construye mediante

~  Ny_ Ny _
T = TRt o Treg = 0.5+ 27.26+0.5-20.30 = 23,82

Su varianza estimada es
V(y ) = (37)?VUR) + (57)°V (Freg) = 01175,

Se observa cémo en este caso, la estimacién da practicamente el valor real de la media poblacional, que aunque
ha sido casualidad, es explicado también por haber "afinado" en la construccién del estimador.
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7.6 Ejercicios propuestos

1) De una poblacién de 40 hogares se obtiene una m.a.s. de 4 hogares, que proporcionan los
siguientes valores anuales en euros:

Gastos en alimentacién | Gastos totales
6000 12000

5900 10600

3400 7400

7000 18000

a) Estimar el porcentaje de gasto en alimentacién
b) {Se puede decir que el sesgo es despreciable?

2) Una compania de seguros desea estimar el gasto medio por asegurado en que se incurre en
los asegurados que han tenido algin percance. Para ello se escogen por m.a.s. 8 asegurados. Se
sabe que hay 600 asegurados que han tenido algin incidente, y que el ntimero de percances entre
esta subpoblacién de asegurados asciende a 900. Se obtiene, para cada asegurado muestreado,
el gasto total que le ha originado a la compania y el nimero de percances que ha tenido:

Asegurado 1 2 3 |4 5 |6 7 8

n° incidentes | 1 2 1 3 1 2 3 1

gasto total 120 | 350 | 80 | 700 | 90 | 240 | 850 | 80

a) Basdndose en estos datos, que método de muestreo (describir el estimador) y qué tamario
muestral recomendarias para obtener un error maximo de muestreo de 60 para estimar la media
de gasto por asegurado?.

b) ;Si se desea estimar el gasto por incidente, qué tamafnio muestral minimo se ha de tomar
para obtener un error de muestreo de 507

3) En una ciudad que contiene 15000 viviendas se ha tomado una m.a.s. de 600 viviendas. En
cada una de ellas se ha observado el niimero de personas P; y el niimero de habitaciones H;
obteniéndose los siguientes resultados:

600 600 600 600 600
> P=2946, > H;=2150, Y P?=18694, ¥ H? =10997, > P;H; = 12800.
1=1 i=1 i=1 =1 i=1

a) Estimar el nimero medio de personas por habitacién, utilizando el estimador de razoén.

b) (Es influyente el sesgo en la estimacién?
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c) Realizar la estimacién por intervalos al 95% de confianza comentando la precisién obtenida.

d) Suponiendo conocido el nimero total de personas en la ciudad, se desea averiguar el total de
habitaciones en la misma mediante el método indirecto basado en la razén. ;Resulta apropiada
dicha estimacién frente a la basada en la media por unidad?.

4) El rectorado de la Universidad Complutense de Madrid ha decidido hacer un estudio para
saber cuantas horas de baja han necesitado sus profesores durante el curso escolar. Los profe-
sores de la UCM pueden elegir entre usar la Seguridad Social (seguro A) y un seguro privado
(seguro B). Se sabe que el nmimero de profesores que utilizan el seguro A es 1000, mientras que
los que utilizan el seguro B son 1500. Los profesores del primer grupo acumularon un total de
16300 horas de baja en el ano anterior, mientras que los del segundo sé6lo 12800. Se extrae una
muestra estratificada de 20 profesores obteniéndose los siguientes resultados:

Seguro A Seguro B
Profesor | X | Y | Profesor | X |V
1 12113 |1 10 | 8
2 2412512 8 |0
3 151153 0 |4
4 301324 14 |6
5 32136 |5 12 | 10
6 26 (24 |6 6 |0
7 10127 4 |2
8 1516 | 8 0 |4
9 0 [2 |9 8 |4
10 14 |12 | 10 10 | 8

donde X = Numero de horas perdidas el ano anterior e Y = Nuimero de horas perdidas este
ano.

Se pide:

a) Estimar el nimero medio de horas perdidas por los afiliados a la Seguridad Social y su error
de muestreo mediante estimacién de razén. Hacer lo mismo para la compania B.

b) Estimar el nimero medio de horas perdidas en la poblacién total mediante el estimador de
razén separado, combinado, regresién separada y regresion combinada. Comparar resultados.
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5) Un investigador desea estimar el efecto de la creacién de una fabrica en un entorno rural.
Para ello escoge un terreno no cultivado significativo en el entorno de la fébrica, lo divide en
40 parcelas, escoge 10 por muestreo sistemdtico con arranque aleatorio, y cuenta el nimero de
especies vegetales diferentes en cada parcela antes de que la fabrica comience a funcionar en el
ano 2000. Tres anos después de ese comienzo, vuelve a contar en cada parcela el nimero de
especies diferentes. Sabiendo que en las 40 parcelas la suma de las especies diferentes contadas
en cada parcela es 440 (que no es lo mismo que el mimero de especies "diferentes" en todas las
parcelas, pues las contadas por parcela estdn repetidas en unas parcelas y otras),

a) Estimar la disminucién en porcentaje del nmimero de especies vegetales en el entorno de la
fabrica supuestamente debida a su presencia.

b) (Es relevante el sesgo del estimador?.
c¢) Estimar adecuadamente el nimero promedio por parcela de especies en la actualidad.

d) ;Mejora el estimador del apartado anterior al estimador de expansién (media muestral)?.

Datos:
Parcela muestreada | A=n° especies en 2000 | B=n° especies en 2003
1 6 2
2 15 6
3 10 4
10 7 2

Con . A =153, 5. B=159, Y A2 =2763, 3. B2 =417y 5" AB = 1067.

6) En un estudio realizado en el Parque Nacional de Ordesa, se desea investigar la edad media
de los pinos de un pinar. La edad exacta se puede conocer cortando el tronco y contando
los anillos, pero esto lleva més tiempo y es poco ecolégico. Como el didmetro del tronco estd
relacionado con el nimero de anillos, se mide el didmetro de los 500 arboles del pinar y se
obtiene que el didmetro promedio es de 50 centimetros. A continuacién se seleccionan 10 pinos
por muestreo sistematico con arranque aleatorio y se cortan, midiendo su edad en meses a partir
de los anillos. Se obtienen los siguientes datos, donde D es el didmetro y E es la edad:

10 10 10 10 10
> E;=2291,) D; =521, Y E?=>545075, Y D?=28543, > D;E; = 124611.
=1 1=1

i=1 i=1 i=1
Suponiendo que el orden de los drboles en el pinar no tiene relacién con su edad, calcular tres
diferentes estimadores de la media de edad de los drboles del pinar, y compararlos, estimando
sus varianzas y justificando bien la respuesta.

7) Para un estudio sobre dietas en un pueblo se escogen 8 hombres por m.a.s. y se mide su Jeso
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antes de aplicar el tratamiento. Tres meses después, se vuelve a medir el peso de esos mismos
hombres, obteniendo la tabla:

Peso antes de la dieta 85 | 85 | 81 | 87 | 74 | 74 | 76 | 78

Peso después de la dieta | 70 | 72 | 60 | 69 | 57 | 56 | 54 | 62

Se considera que el peso medio de los 500 hombres del pueblo es 76 kilogramos, dato obtenido
de un estudio médico de gran precisién en la comarca a la que pertenece el pueblo.

a) Estimar la reduccién promedio en peso de los hombres tras la dieta, si se aplicara el
tratamiento a cualquier hombre del pueblo.

b) Estimar el hipotético peso promedio de los hombres del pueblo después del tratamiento si
se aplicara la dieta a todos. Comparar en esta estimacién los dos estimadores indirectos.

8) Un agricultor desea estimar el nimero medio de olivos por cada hectdrea en un cierto terreno

que posee. Conoce la produccién total de aceituna en anos anteriores, que es 12 toneladas
métricas (1 Tm=1000 kilos).

El agricultor selecciona por muestreo sistemético 6 hectdreas de las 25 que posee, cuenta el
nimero de olivos en cada una de ellas y cuando llega la recolecta marca las cajas que provienen
de esas hectareas, conociendo la produccién de cada una de ellas.

Obtiene los siguientes datos:

Hectérea 1 2 3 4 5 6

n° de olivos 193 | 193 | 180 | 201 | 147 | 147

Produccién (en kilos) | 908 | 925 | 782 | 924 | 648 | 648

a) Estimar el nimero medio de olivos por hectdrea. Comparar los dos estimadores indirectos,
estimando sus varianzas.

b) Cual serfa el tamano muestral necesario para estimar esa media con un error de muestreo
de 2 unidades?.

9) Utilizar la macro estimrazreg del SAS para resolver el ejercicio propuesto nimero 7.
10) Utilizar la macro estimrazreg del SAS para resolver el ejercicio propuesto niimero 8.
11) Utilizar la macro estimrazestrat del SAS para resolver el ejercicio resuelto nimero 6.4.
12) Utilizar la macro estimrazreg del SAS para resolver el ejercicio resuelto nimero 6.8.

13) El archivo SAS activos contiene la poblacién activa en miles de personas en las 52 provincias
espanolas en 1996 y 1997. Supongamos que se dispone de la informacién de 1996 y se desea
utilizar m.a.s. de varias provincias en 1997, para utilizar estimacién de razén o regresién para
la media de activos por provincia. Sabiendo que la media poblacional en 1996 es 306.46, se
pide: ©J. Portela, M. Villeta
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a) Extraer 5 m.a.s. de tamano 10 con las semillas 1234, 1235, 1236, 1237, 1238. Con la macro
estimrazreg, estimar por razén y regresién la media de activos por provincia. Ir apuntando los
resultados en la tabla que aparece més abajo. Estimar también esa media con el estimador de
expansion.

b) Se crean 4 regiones diferenciadas: 1=Norte, 2=Sur, 3=Castilla, 4=Levante, en la variable

regién, con nimero de provincias respectivas 14, 14, 15, y 9. Utilizar

proc sort data=activos;by region;
proc means data=activos;var acti96;by region;run;

para obtener las medias de la variable auxiliar por estrato. Utilizar la afijacién 2, 3, 3, 2 para
extraer una m.a.s. estratificada de tamano n = 10. Hacerlo 5 veces, con las mismas semillas
que en a).

Con la macro estimrazestrat, calcular cada vez los estimadores separados y combinados de
razén y regresion de la media. Apuntar los resultados en la tabla.

Con la macro estimestrat, calcular cada vez el estimador de expansién estratificado. Apuntar
los resultados en la tabla.

c¢) Conclusiones.

Muestra y Yr yreg ﬂst e | ts tregs yregc
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En este capitulo se tratard de un método de muestreo alternativo al muestreo aleatorio simple
o muestreo sistemético, donde las probabilidades de aparecer en la muestra eran las mismas
para cada unidad poblacional .

En muestreo con probabilidades desiguales, cada unidad ¢ tiene asociada una probabilidad
inicial p; de ser escogida, frecuentemente calculada a partir de una variable auxiliar x; (nétese
que se requiere conocer a priori el valor de z para toda la poblacién).

Este método de muestreo se utiliza sobre todo cuando las unidades consideradas son con-
glomerados (conjuntos de unidades), y puede ser bastante eficiente en caso de una relacién de
proporcionalidad directa entre z e y (o dicho de otro modo, entre las probabilidades de seleccién
pi y los valores ;).

Respecto a la utilizaciéon de una variable auxiliar x, hay que observar que los métodos de pro-
babilidades desiguales exigen poder conocer todos los valores x; de la poblacién antes de llevar
a cabo el muestreo para construir las p;, mientras que otros métodos como el muestreo aleatorio
simple combinado con estimacion de razén o regresién solamente exigian el conocimiento de los
valores x; muestrales y de 7.

8.1 Muestreo con probabilidades desiguales con reemplazamiento

En este apartado se estudiard el caso en que cada unidad poblacional 1 = 1,..., N lleva asociada
una probabilidad p; de ser escogida, y se realiza la selecciéon sucesiva e independiente de n
unidades, de modo que la probabilidad de seleccién permanece constante en cada extraccion,
al ser con reemplazamiento.

Las probabilidades p; pueden ser: ©.J. Portela, M. Villeta
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N
a) Arbitrarias (cumpliendo Y p; = 1).
i=1

b) Construidas a partir de una variable auxiliar x conocida para toda la poblacién, de ma-

nera que p; = ———. Como a menudo la variable x suele estar relacionada con la magnitud

> T

i=1
o "tamano" de la unidad, este método de muestreo se denomina también muestreo propor-
cional al tamano con reemplazamiento (pptr) aunque = no indique forzosamente tamano

[Ejemplo 8.1. )

Supongamos que se quiere realizar un muestreo pptr de n = 3 viviendas de las N = 6 que conforman
un edificio. Se desea que la probabilidad asociada a cada vivienda sea proporcional al nimero de
habitantes de la vivienda z.

Vivienda | n° habitantes | probabilidad de seleccién p; = f;z
1 8 8/30
2 6 6/30
3 3 3/30
4 5 5/30
5 4 4/30
6 4 4/30

Tabla 8.1. Probabilidades de seleccion

Para obtener las tres viviendas de la muestra, se sortea repetidamente un nimero entre 1 y 6, con
probabilidades respectivas p; = 3%, ey D6 = %. Al ser muestreo con reemplazamiento, las viviendas
pueden repetirse en la muestra.

Usualmente se utilizan los métodos de probabilidades desiguales cuando las unidades son
grandes conglomerados o conjuntos de subunidades de interés. La variable au-xiliar x a partir
de la cual se construyen las probabilidades suele estar correlacionada con y. Algunos ejemplos
son:
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unidad | variable de estudio y | variable auxiliar x
pueblos | poblacion poblacién censo anterior
pueblos | ingresos declaraciéon renta anterior
terrenos | drea de cierto cultivo drea geografica total
fabricas | produccién n° trabajadores

Tabla 8.2. Ejemplos de muestreo ppt

8.1.1 Estimacién en muestreo pptr

En caso de muestreo pptr, es necesario construir diferentes estimadores de los que son habituales
en m.a.s., al haber alterado la equiprobabilidad de cada unidad poblacional.

Teorema 8.1 (estimador insesgado del total).

Sea p; la probabilidad de seleccionar la unidad i en la muestra. Sea una muestra obtenida
mediante muestreo proporcional al tamano con reemplazamiento. Entonces
I &y

thg = — )
n =1 Pi

denominado estimador de Hansen-Hurwitz del total poblacional, es un estimador insesgado
de Ny.

Demostracion.

I & Yi
e =1 5 (%).
=1 bi
Ahora, cada Yt ruestral es una variable aleatoria que toma valores posibles E, e y—N, siendo

Pi P1 PN
las probabilidades respectivas de estos valores pq, ..., py. Asi, por la definicién de esperanza,

Y, N n N
E <_’> =3 p; <—]> = > y; = Ny para todo i, y entonces
. =

i j=1 b

Corolario 8.1.

1
Sip = N el muestreo pptr es equivalente al muestreo aleatorio simple con reemplazamiento,

pues consiste en escoger con reemplazamiento entre N unidades con probabilidades iguales.
Ademas, en este caso el estimador de Hansen-Hurwitz coincide con el estimador usual en m.a.s.r,
es decir, tyy = Nvy,.
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Teorema 8.2 (varianza del estimador).

V(tun) = % (% 4 (N?)2> :

j=1Pj

Demostracion.

1
Vtge) = o) Z ( ) por ser muestreo con reemplazamiento (extracciones independientes).
v (y—> -5
Di

SINEASE

Cada (£ ) muestral es una variable aleatoria que toma valores posibles (ﬂ)z, s (y—N)2
: D1 DN

4

Por otra parte,

Y

(2
siendo las probabilidades respectivas de estos py, ..., py. Asi,

2 N 2
( ) Z PJ — (Ny)? = Z % (N%)? para todo 7, y por lo tanto
pi ~ i

Jj=1 J

20 () )2 (2o

Teorema 8.3 (estimador de la varianza).

Un estimador insesgado de V (typ) es

~ 1 2
Pltn) ~ == (555 )

n(n —1) \i=1 p;
Demostracion.
1 [~ y_JQ _ 2|
e ; » (V(tuw) + (E(tan)) )] =

- 5D (n;1>§§_<n;1)<N@)Q]:

:% (i % (N?)2) =V(tun).

j=1Dj

Otras formas de la varianza y del estimador de la varianza vienen expresadas a continuacion.
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Teorema 8.4 (expresiones alternativas para las varianzas).

5 1 L Yi 2
b) V(t = = —t
Demostracion
1 X <yz _)2 1 X (?f _y;
a) — =—-N pi = — = —2Ny=+ (Ny =
()n; i n; p? ; (Np)*

N N
pues se ha utilizado que Y p; =1y > y; = N7.

=1 i=1

(b) — 3 <y— _ tHH)2 _ ;) 3 <y 2pZtHH +tHH> _

n(n—1) = \pi n(n—1 p?

= L2t = t2 =
iy (5 g 2 3+ 35 )
1 n yl? N ~

Se ha utilizado en el desarrollo que % _ ntag.
i=1 Pi

Para estimar la media poblacional basta con corregir las expresiones obtenidas para la esti-
macion del total.

Corolario 8.2 (estimacién de la media y proporcién).

1
1. Nt gy es un estimador insesgado de la media poblacional 7, con varianza WV(t HH)

1 ~
2. Un estimador insesgado de la varianza del estimador de la media es WV(t HH)-

3. Supongamos que la variable y toma valores 0 6 1 y se desea estimar la proporcién p de

valores 1 en la poblaciéon. Un estimador insesgado de esta proporcién es NtHH’ donde
n

tug = Z Y5 , siendo y; el total en el conglomerado i, que en este caso es el nimero
]: ]

1
de valores "1" en el conglomerado i. Este estimador tiene varianza mV(tHH) y un

estimador insesgado de esta varianza es — V(¢ .
& N2 ( HH ) ©J. Portela, M. Villeta
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El siguiente teorema y corolario justifican por qué la variable auxiliar z debe estar altamente
correlada con y para obtener buenas estimaciones, y ademés la relacién debe de ser aproxi-
madamente de proporcionalidad (la recta de regresiéon pasa por el origen).

Teorema 8.5 (probabilidades proporcionales a y).

Yi

La varianza V (t) es minima y ademds V (tgm) = 0si p; = —

Z Yi
i=1

, es decir si las probabilidades

de seleccién p; son proporcionales a los ;.
Demostracion.

Se trata de resolver el problema de minimizacién:

N
Min V(tgy), sujeto a Y p; = 1.

p1,.-5PN i=1

La funcién de Lagrange es

1 N y2 ) N
o= (S8 - ) AT
T \i=1 Di i=1
Derivando respecto de p; e igualando a cero , queda
——= = 0 para todo i, y asif, p = ——. Como ademds ) p; = 1 esto implica que
np; VnA i=1
N
y’i 1 —\2 . . .,
=1y por lo tanto A = —(N7%)* y sustituyendo en la primera expresién ,
i:zl VnA n( )
ly? 1 Yi Yi
n p% n( y) p Ny N

i=1
La varianza es minima en esos valores de p; y ademds, en ese caso,

(L) - (ST ) -

n \i=1 Di i=1 Yi
1 X .
== (NyZyz- — (Ng) ) = 0.
n i=1
Los valores poblacionales y; se desconocen en la practica, pero el teorema induce a escoger como
variable auxiliar  aquella de las disponibles que esté mas altamente correlacionada con y.
Corolario 8.3 (probabilidades proporcionales a una variable auxiliar).

Supongamos que las probabilidades de seleccion se escogen proporcionales a la variable auxiliar
x. Si la relacién entre x e y es lineal y la recta pasa por el origen, V(tyy) = 0.

Demostracién.
Si y = bx, entonces
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N
pi =y - . N N
lei 52%‘ Zlyi

y por lo tanto V (tgpy) = 0.

[Ejemplo 8.2. j

El siguiente ejemplo es puramente tedrico, y pretende mostrar el funcionamiento del estimador pre-
sentado. Se supone una poblacién de 4 unidades A,B,C,D, donde se plantea una variable de interés y
y una variable de tamafnio x. Supongamos que se realiza muestreo pptr con n = 2.

z |2 |46 |8

Tabla 8.3. Datos de ejemplo

Por lo tanto las p; serdn, respectivamente, 20, 240, 260, 50> es decir {0.1,0.2,0.3,0.4}. El total poblacional,

N
que consideraremos la cantidad a estimar, es g y; = 18.
i=1

Las muestras posibles teniendo en cuenta el orden son 16. Cada una de estas muestras (i, ) de tamanio
2 tiene una probabilidad de p;p; de ser escogida, debido a la independencia en el muestreo. Se puede
construir entonces la tabla de probabilidades para cada valor posible del estimador. Por ejemplo, Para
la muestra (A, B) la probabilidad de ser escogida es 0.1-0.2 = 0.02, y el valor del estimador del total
es

n
3 4\
gj (57 + 09) = 25.

N[ =

Yi _
pi

§\>—‘

tpg =

La tabla 8.1 ofrece todos los valores de ¢y, asi como sus respectivas probabilidades de seleccién.

Un histograma directo de los valores del estimador serfa incorrecto en este caso, al no ser estos valores
equiprobables. Lo correcto es representar cada valor del estimador con una barra proporcional en
altura a la probabilidad de ese valor. La Figura 8.2 refleja la funcién de probabilidad del estimador.
Se ve como la aproximacién normal serfa incorrecta.

Se puede comprobar que el estimador es insesgado, como se demostré, pues

E(tyu)= Y tum, -plmuestra;) =30-0.01425-0.02+ ... +15-0.16 = 18.

muestras
posibles

La varianza del estimador se puede calcular con la definicién béasica de varianza, puesto que se dispone
de la tabla de probabilidades y valores, o bien recurriendo a la expresién ya demostrada

1 (& oy _
V(tHH) = — (Z i - (Ny)2> = 9.667.
no\j=1P; ©J. Portela, M. Villeta
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Observando la tabla 8.1, se ve que las muestras mas probables son (D, D), que arroja una estimacién
de 15 para el total, y (D,C) y (C, D), con estimaciones de 15.83.

] ‘ ’ ‘
E | | 1

10 15 20 25 30 35

Figura 8.1. Funcién de probabilidad de tgg.

Muestra | tgg | p(muestra)

(A, A) 30.00 | 0.01

(A,B) | 25.00 | 0.02

(A,C) | 23.33 | 0.03

(A,D) | 22,50 | 0.04

(B,A) | 25.00 | 0.02

(B,B) | 20.00 | 0.04

(B,C) | 18.33 | 0.06

(B,D) | 17.50 | 0.08

(C, A) 23.33 | 0.03

(C, B) 18.33 | 0.06

(C,C) 16.33 | 0.09

(C,D) 15.83 | 0.12

(D,A) | 22,50 | 0.04

(D,B) | 17.50 | 0.08

(D,C) | 15.83 | 0.12

(D,D) | 15.00 | 0.16

Tabla 8.4. Muestras posibles, valor del estimador y probabilidades.
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[Ejemplo 8.3. j

Un estudio pretende estimar el nimero de recetas médicas emitidas en total una regién. Para ello
se realiza muestreo con probabilidad proporcional al tamano de n = 10 pueblos de los N = 300 que
componen la regién. La variable de tamano utilizada es  =nimero de habitantes del pueblo.

Tras realizar el sorteo, caen en la muestra ciertos pueblos, con probabilidades respectivas de aparicién
{0.003, 0.01, 0.008, 0.02, 0.006, 0.07, 0.004, 0.002, 0.01, 0.003} y los valores del nimero de recetas
médicas obtenidos en esos pueblos son, respectivamente,

{40,100, 75, 210, 65, 610, 38, 20, 90, 45}

El estimador de Hansen-Hurwitz del total poblacional serd, por lo tanto,

1,40 100 75 45 1

I &y
— = = — e+ ———) = — - 106255.95 = 10626
n Z; Di n(0.003 + 0.01 + 0.008 Tt 0.003) n

tHg =

1
y el estimador de la media de recetas expedidas por pueblo serd Nt g = 35.41.

El resultado para la estimacién de la media puede parecer extrano, habida cuenta de que observando
los valores muestrales de y, sélo una observacién supera el valor 35.41. La razén para ese valor del
estimador es que, en general, las probabilidades de que las observaciones presentes en esta muestra
fueran elegidas son altas, (comparese, por ejemplo, con las probabilidades de cada observacion si éstas

1
fueran idénticas para todos los pueblos: estas serian p; = — = 0.0033 para todo ). El hecho de que

estas probabilidades sean relativamente altas hace disminuir el valor del estimador pue las p; estdn en
el denominador.

Esto no es un defecto, pues si el estimador no tuviera esta propiedad de correccién no seria insesgado.
Es razonable suponer que al caer en la muestra pueblos proporcionalmente més grandes (pues sus p;
son grandes), el resto de pueblos serdn en general mds pequenos, y esto justifica intuitivamente el valor
pequenio del estimador.

Respecto a la proporcionalidad relativa entre la probabilidad de seleccién y la variable de interés, se
puede observar que, para la muestra obtenida, r,, =0.998. Pero como se ha visto, es deseable no
solamente una relacion lineal entre p; e y, sino que la relacién sea de proporcionalidad (constante de
la recta de regresién aproximadamente igual a cero). La Figura 8.2 expresa la relacién entre p; e y
en la muestra obtenida, que parece de proporcionalidad casi exacta. El estimador parece por lo tanto
bastante fiable. La estimacién de la varianza del estimador serd, ademds,

n . 2
Plam) = sy 5 (5 - tom) -

_ 40 10626 2+ 100 10626 2+ + 45 10626 i =
- 10-9 [\ 0.003 0.01 0.003 -

= 404839.43

~

y su desviacion tipica \/V (tgm) = 636.27 .
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Suponiendo normalidad del estimador, el intervalo de confianza al 95% para el total de recetas emitidas
en la regién serd

(10626 £ 1.96 - 636.27) = (9378.5,11872.68).

El intervalo de confianza al 95% para la media de recetas por pueblo emitidas serd

2
(35.41 + 1.96 - %) — (31.25,39.56).

Obsérvese que no es directo, a priori, comparar la estimacién de la precisién con muestreo pptr con
la precisién estimada obtenida con m.a.s., pues ésta tltima es desconocida al haber sido el muestreo
diferente. Aunque existen métodos para estimar S2 (y por lo tanto la varianza del estimador media
muestral) a partir de una muestra obtenida por muestreo pptr, no se expondran aqui.

Figura 8.2. Relacién entre p; e y.

8.2 Meétodos de seleccion de la muestra

En caso de muestreo pptr, existen varios métodos para escoger las unidades poblacionales con
pro-babilidades proporcionales a x;.

a) Método acumulativo

1) Se construye la tabla siguiente:

ID | V. auxiliar | Total acumulado

1 T Tl =T

2 |z To =z1 + 22

N | oy T =x1+z0+ ... +zN

Tabla 8.5. Método acumulativo
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2) Se selecciona un nimero aleatorio uniforme R € (0, Ty).
3) Considerando Ty = 0, se selecciona la observacién i tal que T;_; < R < T;.

Los pasos 2-3 se repiten n veces para obtener la muestra de tamano n.

El método es similar a calcular primero p; = —~ calcular a continuacion los totales acumu-
> Ti
i=1

lados sobre los p;, y seleccionar el nimero R eU (0,1).

Para realizar el método con calculadora u ordenador, se calcula R = Ty - u , donde u proviene
de una U(0,1) .

Hay que hacer notar que este sistema requiere calcular los totales acumulados, lo cual puede
hacerse largo. Ademads, si existe un coste relacionado con el conocimiento de cada x;, el método
es costoso pues requiere conocer todos los x; a priori. El siguiente método evita tener que
conocer a priori todos los ;.

b) Método de Lahiri

Antes de comenzar la seleccién, se determina un nimero xg tal que xy > max(xy, ..., x,).
1) Se escoge aleatoriamente y con equiprobabilidad un nimero entero i € (1, N).

2) Se escoge aleatoriamente y con equiprobabilidad un nimero R € (0, x).

3) Si R < x;, entonces la observacién i es seleccionada. Si no, es rechazada (se vuelve a repetir
el proceso).

Los pasos 1-2-3 se repiten n veces para obtener la muestra de tamano n. Hay que observar que
el método puede ser largo e ineficiente si xy es mucho mayor que el méximo, pues habra muchas
unidades rechazadas.

Para escoger el nimero entero ¢ con calculadora u ordenador, basta generar « de una U(0,1) y
hacer ¢ = [N * u] + 1 donde el corchete indica la parte entera.

[Ejemplo 8.3. ]

Se utilizardn los datos del Ejemplo 8.2. Supongamos que queremos extraer una muestra con muestreo
pptr de tamano n.

w3 |4 |5 |6

p; | 01102]03]|04

Tabla 8.6. Datos de ejemplo ©J. Portela, M. Villeta
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Método acumulativo

1) La tabla es:

ID | V.auziliar | Total acumulado
A |2 T =2

B |4 T, =6

C |6 T3 =12

D |8 Ty =20

Tabla 8.7. Totales acumulados

2) Se escoge un numero Uniforme R € U(0,Tw). Utilizando la calculadora, se obtiene por ejemplo
17.41.

3) Como el valor 17.41 estd entre 12 y 20, se selecciona la observacién D.
Los pasos 2 y 3 se realizardn n veces, obteniendo una muestra de tamano n.
Método de Lahiri

Supongamos que se pone zg = 10.

1) Se escoge aleatoriamente y con equiprobabilidad un nimero entero ¢ € (1,4). Por ejemplo, utilizando
la calculadora se obtiene i = 2.

2) Se escoge aleatoriamente y con equiprobabilidad un nimero entero R € (0, 10). Por ejemplo, uti-
lizando la calculadora se obtiene R = 6.

3) Si R < x;, entonces la observacién i es seleccionada. Si no, es rechazada (se vuelve a repetir el
proceso). Como en nuestro caso 6 > xa = 4, se repite el proceso:

1) Obtenemos con la calculadora i = 4.
2) Obtenemos con la calculadora R = 7.
3) Como 7 < x4 = 8, se acepta la observaciéon 4 = D.

El método a partir del paso 1) se realizard n veces, obteniendo una muestra de tamano n.

8.3 Muestreo con probabilidades desiguales sin reemplazamiento

En este tipo de muestreo, que se notard por ppt (muestreo proporcional al tamano), cada

unidad poblacional i tiene probabilidad p; inicial de ser seleccionada, pero una vez que estd en la
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muestra, no puede volver a ser escogida. Como ocurre habitualmente , la varianza del estimador
serd menor que en muestreo con reemplazamiento, pero existen cuestiones relacionadas con el
esquema de seleccién y estimacién de varianzas que complican a menudo su utilizacion.

8.3.1 Estimacién en muestreo ppt

En este tipo de muestreo es necesario contar con el cdlculo de las probabilidades de inclusién
m; de cada unidad poblacional. Veremos en primer lugar dos resultados que seran 1itiles.

Teorema 8.6.

Sea m; la probabilidad de inclusién de la unidad poblacional 7 en la muestra, en muestreo sin

N
reemplazamiento (las probabilidades pueden ser desiguales). Entonces > 7; = n.
i=1

Demostracion.

1 si la unidad 7 estd en la muestra
Definamos la variable aleatoria e; =

0 si la unidad 7 no estd en la muestra

N
Entonces E(e;) = m;. Ademds, en muestreo sin reemplazamiento, Y e; = n pues al no haber
i=1
repeticiones, se cuenta e; = 1 por cada unidad muestral de las n que pertenecen, y 0 por cada
N

unidad que no pertenece. Tomando esperanzas en ambos lados, FE (Z ei) = n y por lo tanto
i=1

N N

Z E(@l) = Z’/TZ' = nN.

i=1 i=1

Teorema 8.7.

Sea ;; la probabilidad de inclusién de las unidades poblacionales ¢ y j en la muestra, en

N
muestreo sin reemplazamiento . Entonces dado ¢ € {1,..., N}, > m;; = (n — 1)m;.
JFi

Demostracion.

Se tiene que

N N
> mij = . P(j € muestra| ¢ € muestra) P(i € muestra) =
J#i J#

N N

> P(j € muestral i € muestra)m; = m; y . P(j € muestra| i € muestra).

j#i JFi

Ahora, esta suma de probabilidades es la correspondiente a la seleccién sin reemplazamiento de

N
(n — 1) unidades de todas las (N — 1) restantes (pues i ya estd en la muestra). Asi, Y P(j €
JFi

N
muestra| ¢ € muestra) = (n — 1) y por lo tanto ) m;; = (n — 1)m;.

JF#i ©J. Portela, M. Villeta
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[Ejemplo 8.4. ]

Supodngase que se quiere extraer una muestra de tamafnio n = 2 con probabilidades proporcionales al
tamano y sin reemplazamiento, de la poblacién del Ejemplo 8.3.

Yi | 3 4 ) 6

p; 101]02)03]|04

Tabla 8.8. Datos de ejemplo

El método bédsico de muestreo ppt sin reemplazamiento consiste en mantener las probabilidades de
extraer cada unidad proporcionales a las probabilidades iniciales p;, en cada paso. Es decir, si en la

primera extraccién ha salido la unidad ¢, en la segunda la probabilidad de cada unidad j es 1p7] Si

(]
en la 12 y 2% extraccién han salido las unidades ¢ y j, en la tercera la proba bilidad de que Salga k es
17]?, y asi sucesivamente.
— Di bj

En este esquema la probabilidad de cada muestra, ordenada, se calcula segiin el ejemplo que sigue:
P(A, B) = P( sale A en la primera extraccién y sale B en la segunda)=

=P(sale A en la primera extraccién)-P(sale B en la segundal| ha salido A en la primera)=

DB 0.2
=p4 - =0.1- = 0.02222.
AT o, 1-01
Hay que remarcar que no existe simetria en el sentido de que P(B, A) = pp - 1 PA_ _ 0.025.
—PB

Asi, tenemos la tabla de probabilidades 8.9.

© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



Muestreo con probabilidades desiguales sin reemplazamiento 285

Muestra | p(muestra)

(A,B) | 0.0222

(4,C) 0.0333

(A,D) | 0.0444

(B,A) | 0.0250

(B,C) | 0.0750

(B,D) |0.10

(C, A) 0.0428

(C,B) | 0.0857

(C,D) | 0.1714

(D,A) | 0.0666

(D,B) | 0.1333

(D,C) | 0.20

Tabla 8.9. Probabilidades para cada muestra

Con lo cual
ma=P(A,B)+ P(A,C)+ P(A,D)+ P(B,A)+ P(C,A) + P(D,A) =
= 0.0222 4 0.0333 + 0.0444 4 0.0250 + 0.0428 4 0.0666 = 0.234.

Del mismo modo, se calcula 7 = 0.4412 , ¢ = 0.6082 vy wp = 0.7157.

N
Se puede verificar entonces el resultado Y 7; = n pues
i=1

N

omi=ma+7mp+7mc+7TD=2.
i=1

Utilizando que las probabilidades de inclusién de segundo orden se pueden también calcular, pues por

N

ejemplo map = P(A, B) + P(B, A) = 0.0472, se puede comprobar que ) m;; = (n — 1)m; pues
i
N
> TAj = TAB +Tac + Tap = 0.0472 +0.0761 + 0.111 = 0.234 = (n—1)ma.
JFA
N N N

Igualmente se puede comprobar para ) 7gj, >, Tc; ¥ Y, TDj-

Jj#B Jj#C J#D ©J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



286 MUESTREO CON PROBABILIDADES DESIGUALES

El siguiente teorema define el estimador insesgado més utilizado en este tipo de muestreo.
Teorema 8.8 (estimador insesgado del total).

Sea una muestra ¥, ..., v, obtenida mediante muestreo ppt, donde las probabilidades de in-

clusion respectivas de las unidades muestrales son ;. Entonces el estimador de Horvitz-
n

Thompson del total poblacional tgr = ) Yi es un estimador insesgado de N7y.
i=1 T

Demostracion.

1 si la unidad ¢ estd en la muestra
Definamos la variable aleatoria e; =

0 si la unidad 7 no estd en la muestra

Entonces como 7; es la probabilidad de que la unidad 7 esté en la muestra, e; = B(1,7;) es una
Bernoulli. Asi, E(e;) = m; y V(e;) = m;i(1 — ;). Se puede reescribir el estimador de la siguiente
manera;

n Yi N Yi
tyr =Y, = = > “e; y por lo tanto,
i=1Ti  i=1Ti

E(tgr) = E (Z —ez') => W—E(ez‘) = > vi=N7y.
i=1 /g =1 /2 =1

La probabilidad de inclusién en m.a.s. es m; = N con lo que el siguiente corolario es directo.

Corolario 8.3.

Cuando se trata de muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento, el estimador ¢y es tal que
tyr = N7.

Teorema 8.9 (varianza del estimador).

La varianza del estimador de Horvitz-Thompson es

Vtar) = i+ Y ———
=1 T iz Tl

o, de otro modo,

( ) ; T Kz; 7Ti7Tj J
Demostracion.

Utilizando la definicién de la variable aleatoria e;, se tiene también que , para i # j,

1 si las dos unidades ¢ y j estdn en la muestra
61'6]' =

0 en cualquier otro caso
© J. Portela, M. Villeta

ISBN 9788496866133



Muestreo con probabilidades desiguales sin reemplazamiento 287

La probabilidad de que e;e; = 1 es la probabilidad de inclusién de ambas unidades, m;;, y
ademds, E(e;e;) =1 X m;; = m;;. Ademds, se puede ver que

1 si la unidad 7 estd en la muestra
0 si la unidad 7 no estd en la muestra

La probabilidad de que e¢? = 1 es 7;. Ademds, F(e?) =1 x m; = ;.
Ahora,
N v U
Vitar) =V (Z —ez) Z 1% (—€Z> + Z cov(Fe;, “Le;)
=174 i i.J,i#] T Ty

pues al tratarse de muestreo sin reemplazamiento existe una relacién de dependencia entre las
unidades extraidas y la covarianza es no nula. Entonces,

N oy2 Yi Y
Vitur) =3 =5V (&) + Z——jcov(eueg)

i=1T; itj i Ty
Ny? N Yy

=2 omi(l—mi)+ 3. ——[E(eie;) — Blei)Ele;)] =
i=1 T} irgig i T
N 1—m Ny,

=y — Ty y B )=
i=1 Z 7]7Z7£.7 7T 7T-7
N1l-m N T — T,

- yz + E—
z':zl Ur uzz;éa T g

Teorema 8.10 (otra forma para la varianza del estimador).

La varianza del estimador de Horvitz-Thompson puede también expresarse mediante la forma
de Yates-Grundy:

1 N v ui\
Vtar)ye = 5 > (mmj — ) <—Z - —J>

0,J,i7] T T

(0}

V(tur)ve = %(Wﬂj — ij) (% — &)2

i<j Uy Uy
Demostracion.
1 X vy )
Vit == M — T =2 =
(= 3 =) (-2
1 XN y2 y2 Yi Yy
) E '(7TZ7TJ Tij) (_12 + =5 2— -
0,J,0#£] o T T3 T
=5 2 (mmj —my) <%+—JQ = 2 (mmy—my) = =
i,5,i#j s j i,5,i#] T Ty ©.J. Portela, M. Villeta
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éj: (mim; — mij) (yl) +3 Z(WTJ Tij) (%Z) -

7Ti 20z J

MIH

N
N
Z (777TJ Z)7T17T]

N 2 N
y: Yi Yj
= > (mmj — i) <—2> — > (mmj —mi) ==
i.5,i#] T

i i,J,i#] T3 T

pues el primer termmo y el segundo dan el mismo valor al sumar ¢ o 5 en todo N. Sustituyendo

N N
el sumatorio Z por su version extendida > > y desarrollando :
1,J,07#] i=1 j#i

V(tur)ye = % %mj (i—) 2 z T (?T) _ fj (i — i) LY

i=1j#i i i=1j#i i 00,17 T
vi N (i ul Yi Yj
'L Z
—Sm (L) S -3 (L) w3 (- m) L
i=1 m) i =1\ / j#i i,j,i#] i Ty
N N N
Como ) m; =n—m; por ser y m; =n,y ademds se sabe que ) m;; = (n — 1)m;, se tiene que:
i =1 i

N y? N2 N Yi Yj
Vitnr)ve = 3o m (—) (n—m)— (—) (n—m— 3 (mamy — i) 2
‘ m i=1 \T; 1,5,i#] i T

=5 ()t~ (-1l 5 (i - 2 =

0,J,i#] T T
Ty — T4

N
yit X — Y
=1 T igiati Tl

El siguiente resultado permite estimar la varianza del estimador de Horvitz-Thompson.
Teorema 8.11 (estimador de la varianza).

Un estimador insesgado de la varianza del estimador de Horvitz-Thompson es:

V(tur) = i ( ) 2+ i (m3j — mim;) yiys '

i#j Tij T

o, de otro modo,

V(tHT) _ zn: (1 ) 2 + 2§: (ﬂ—l] 4k 7T]) YilY; ‘

1=1 ﬂ—z i<j Tij T 4
Demostracion.

Definiremos e; como en las demostraciones anteriores, y

1 si las dos unidades 7 y j estdn en la muestra

61']‘ =

0 en cualquier otro caso
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de manera que E(e;;) = m;;.
Asi, el primer sumando queda

n(l_ﬂ'i>2_N(1_7"i>2

i:z:l ﬂ_? yz - l; ﬂ_? ZJZ €;

y el segundo

i (Tij — TiT5) Yiy _ ﬁg (mij — ™iT;) Yy, .
i#j Tij Ty i#j Tij T

ij-
Por lo que

EV(tar) = 5 Lo 2o 4 5o 0 = TT0) 083 gy

i=1 Ty i#j g T
1—m; N — T
— 2 i iy _
=2 vi + 2 yiyj = V(tur).
=1 T igizj Tl

Teorema 8.12 (otro estimador de la varianza).

Un estimador insesgado de la varianza del estimador de Horvitz-Thompson en la forma de
Yates-Grundy, es:

N 1 & (mimy—my) (v Y 2 (mim; — i) (Yi Y ?
V(tHT)YG—§ Z =) =) | = = =
2,] z 1] ()

T44 T 7Tj i<j T44 5 7Tj
Demostracion.

Al igual que en la demostracién anterior,

no(mm =) (v w1 & () (v w
Z# Y % :§ZJ—J Ui %) e,
JF i

y por lo tanto

1
5 Z
E(V(tur)ve) =

1 X vi U\
=5 2 (mmj—my) | ——— | =V(tar)ve.

T Uy

Aunque sean estimadores insesgados de la misma cantidad V (ty7), pueden tomar valores dife-
rentes en cada muestra concreta, pues la propiedad de ser insesgado afecta a la esperanza o
centro de gravedad de la distribucién del estimador, no a cada valor particular. Ademads, aunque
sean insesgados puede ocasionalmente salir en la estimacién, un valor negativo. También estos
resultados son ilustrativos de que pueden existir (y ser igualmente ttiles) diferentes estimadores
insesgados para un mismo pardmetro.
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[Ejemplo 8.5. ]

En este ejemplo tedrico se estudiardn el comportamiento del estimador del total y de los estimadores
de varianza para los datos del Ejemplo 8.4.

Calculando el estimador y el estimador de la varianza para cada muestra obtenida, resulta por ejemplo,
para la muestra (A, B),

tgr = Y _ 0231 + 0412 = 21.89 y el estimador de la varianza de tg7 quedara:
i=1 T4 . .
n ( - ) " (7Tz — T ) Uil

" 2 +9 J J i _

( HT) = Z Z; Tij T

(1-0234) _, (1-0.4412) , (0.0472 — 0.234 - 0.4412) 3 4
=~ 4 2 —104.17.

0.2342 + 0.44122 + 0.0472 0.2340.4412

Al ser negativo, es incorrecto como estimador de la varianza, con lo cual serd necesario comprobar el
estimador de la varianza en la forma de Yates-Grundy .Este es:

2

R N (s — T i .

Vitnr)ye =3 (mimj — ;) <y _ y]> —
ij

i<j Tij i T
~(0.234-0.4412 — 0.0472) [ 3 4N e
B 0.0472 0.234 0.4412) '

Se puede comprobar que el estimador ¢ty es insesgado, pues
E(tgr) = 0.0222 - 21.89 + ... + 0.2 - 16.60 = 18.

La varianza del estimador ¢ g7 se puede calcular pues es

N1-—m
Vtgr) = >, —— 2+22

i=1 T3 i<j 7Tz7Tj

T ey~ 3.42,
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Muestra | p(muestra) | tgr V(tHT) V(tHT)YG
(A, B) 0.0222 21.89 | —104 16.74
(A,0) | 0.0333 21.04 | —31 | 18.41
(A, D) 0.0444 21.20 | 36.52 10.02
(B, A) 0.0250 21.89 | —104 16.74
(B,C) | 0.0750 17.29 | —27.4 | 0.478
(B,D) | 0.10 17.45 | 12.18 | 0.165
(C,A) 0.0428 21.04 | —31.0 18.41
(C,B) | 0.0857 17.29 | —27.4 | 0.478
(C,D) | 0.1714 16.60 | 22.75 | 0.005
(D,A) 0.0666 21.20 | 36.52 10.02
(D, B) 0.1333 17.45 | 12.18 0.165
(D,C) 0.20 16.60 | 22.75 0.005

Tabla 8.10 Estimaciones obtenidas para cada muestra posible.
Hay que tener en cuenta los siguientes comentarios respecto a los resultados obtenidos:

1. La varianza del estimador en el caso de muestreo sin reemplazamiento es mucho menor que en
muestreo con reemplazamiento, donde era, para los mismos datos y configuracién de probabili-
dades, 9.667 frente al 3.42 obtenido en muestreo ppt.

2. Los estimadores de varianza parecen poco estables. El estimador ‘A/(t rr) da un valor negativo
para 6 de las 12 muestras posibles, mientras que los dos estimadores tienen una variabilidad
enorme, siendo muy dificil en la préctica, establecer con fiabilidad la precisién de las estimaciones
a partir de la muestra.

3. Sin embargo si para los mismos datos se utiliza m.a.s. para estimar el total con una muestra de
tamafio n = 2, se obtiene V(N%) = N(N —n)S? = 4(4 — 2) - 1.25 = 10 mayor que la obtenida
en muestreo pptr con esas probabilidades (9.66) , y mucho mayor que en muestreo ppt (3.42).
Lo que explica que con una adecuada seleccién de las probabilidades, se utilicen los métodos
ppt v pptr en la préctica, sin preocuparse tanto de los problemas presentados en la estimacién
de varianzas.

4. Se puede comprobar grificamente que la variabilidad del estimador es menor utilizando muestreo
sin reemplazamiento, que con reemplazamiento, observando la gréfica de barras de la distribucién

de probabilidad del estimador,.como aparece en la Figura 8.3.
© J. Portela, M. Villeta
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Figura 8.3. Distribuciones del estimador ¢ty (muestreo pptr, arriba) y del estimador ¢ (muestreo
ppt, abajo).

8.3.2 Seleccién de las probabilidades de inclusién

De forma comparable a como ocurria en muestreo con probabilidades desiguales y con reem-
plazamiento, en muestreo ppt el estimador tendrd méds precisién cudnto mds cerca estén las
probabilidades de inclusién 7; de una relacién proporcional a ;.

Teorema 8.13 (probabilidades de inclusién proporcionales a y).
Si m; es proporcional a y; para todo i = 1, ..., N, es decir, m; = ky;, entonces V (tgr) = 0.
Demostracion.

Sim; = ky;, entonces% = — , constante para todo ¢ . Sustituyendo este término en la expresién

(2
de la varianza en la forma de Yates-Grundy,

1 N T 2
Vityr) =V(tar)ve == Y, (mmj—mj) | = —=] =0.

2 i it T T
Este resultado nos indica que las probabilidades de inclusién deben estar cerca de la propor-

cionalidad con y para obtener un estimador eficiente.
©J. Portela, M. Villeta
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[Ejemplo 8.6. ]

g = 2 b
@ b Gl e e . =1
Sambor

Figura 8.4. 50 elefantes de circo numerados para muestreo ppt.

Una critica a los métodos de probabilidades desiguales aparece en un famoso ejemplo en (Basu, 1971).
En un circo hay 50 elefantes y se necesita conocer el peso total de todos los elefantes por motivos de
desplazamiento. Pesarlos a todos es muy dificil, pero el propietario del circo conoce el valor de hace
tres anos del peso w de un elefante llamado Sambo, y por lo tanto razona que el peso total de todos
los elefantes debe ser aproximadamente 50 - w. Un estadistico, que a la sazén trabaja como payaso en
el circo, propone utilizar muestreo con probabilidades desiguales con una muestra de tamano n = 1,
asignando las siguientes probabilidades de seleccién, que para n = 1 coinciden con las de inclusién:

99
T Sambo = PSambo = m para Sambo.

1
T =p; = 1900 para cada uno de los 49 elefantes restantes.

Asi, la probabilidad de tener que pesar el elefante muestreado es muy pequena, de , pues para

4900
Sambo se utilizarfa el dato histérico w sin necesidad de pesarlo.

Con este planteamiento, si el elefante escogido es Sambo, el peso estimado de todos los elefantes segiin
el estimador de Horvitz-Thompson es

y Yi 100

= — = —UW

99

es decir, se estima el peso de todos los elefantes juntos como si pesaran aproximadamente tanto como
solamente Sambo.

Si el elefante escogido es otro cualquiera, por ejemplo Jumbo, con peso W, el peso estimado de todos
los elefantes juntos es

tur = 2 = 4900W

i
lo cual también es inverosimil, pues se estima el peso de los 50 elefantes como 4900 veces el peso de
uno de ellos.

Es obvio que el ejemplo no ataca las bondades teéricas de los métodos ppt, pero alerta sobre su
utilizacién indebida. Aunque el ejemplo estaba planteado para alertar sobre los peligros de utilizar los
métodos ppt en muestras pequenas, hay que senalar lo siguiente:

e En el ejemplo, no hay manera de saber si las probabilidades de inclusién planteadas estédn
correladas con la variable de interés, el peso. Para ser asi, los elefantes dife%:yg@osrteglae Aﬁ%}}epao
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deberfan pesar aproximadamente lo mismo, y ademéds aproximadamente 4900 veces menos que
Sambo, lo que es imposible. Al no ser aproximadamente proporcionales las m; con las y;, el
método de muestreo ppt (o pptr, pues coinciden para n = 1) no es adecuado.

e Una muestra de tamano n = 1 no puede representar bien una poblacién heterogénea.

Supongamos el siguiente ejemplo alternativo, donde se representan cinco elefantes con su dieta.

Nombre | Sambo | Niko | Jumbo | Koku | Papo

Peso 5000 500 | 500 500 500

Dieta 4800 475 | 520 450 650

Tabla 8.11. Dieta y peso de 5 elefantes

Aunque la heterogeneidad de la poblacién es grande, pues Sambo pesa 10 veces méds que cualquiera
de sus congéneres, si se utiliza muestreo proporcional a la dieta las estimaciones, atin para n = 1, son
verosimiles (el verdadero peso total poblacional es 7000):

Nombre | Sambo | Niko Jumbo | Koku | Papo

Peso 5000 500 500 500 500

m =p; | 0.701 0.069 | 0.076 0.066 | 0.088

tHT 7130.2 | 7205.3 | 6581.7 | 7605.6 | 5704.2

Tabla 8.12. Probabilidades de inclusién y estimador

La precision de las estimaciones se debe a que la relacién entre 7; e y; es aproximadamente proporcional.
El coeficiente de correlacién es p,,, = 0.999 y la recta de regresion pasa aproximadamente por el origen.

Como se ha visto, las probabilidades de inclusién deben estar cerca de la proporcionalidad con
y para obtener un buen estimador. Pero lo tinico que se puede controlar de manera sencilla es
la seleccién de una variable auxiliar x, de relacién cercana a la proporcionalidad con ¥, que lleve
a probabilidades de selecciéon en primera extraccion p; aproximadamente proporcionales a
y. Como se verd en el siguiente resultado, la proporcionalidad p; o< y; no implica forzosamente
la proporcionalidad m; o ;.

Teorema 8.14 (muestreo ppt).

Supongamos que n = 2 . Se realiza muestreo con probabilidades p; en la primera extraccién
y en la segunda, excluyendo la primera unidad extraida, se extrae la segunda unidad con
probabilidad proporcional respecto de la suma de las probabilidades de las unidades que restan
(esto se podria llamar el método basico de muestreo ppt). Entonces,

© J. Portela, M. Villeta
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a) m = pi(1+ g: p—j)

iF L =D
1 1
b) mi; = pip; + :
Demostracion.

a) La probabilidad de inclusién de la unidad i serd

7; = P(sale i en 1* extraccién)+P(No sale i en 1* extraccion, sale i en 2* extraccién)=

N
=p; + > P(sale j en 1* extraccion, i en segunda)=
JF
N
= p; + > P(i en segunda |sale j en 1* extraccién)P(sale j en 1* extraccion) =
JF

=pi+ —p; = pi(1+ ).
Zl=pi il =D

Se ha utilizado el hecho de que P(i en segunda |sale j en 1* extraccién):1 bi

J

por ser 1 — p;
la suma de las probabilidades restantes habiendo salido j en 1* extraccién.
b) m;; = P(i en 1* extracciéon)P(j en 2*| i en 1* )+

+P(j en 1* extraccién)P(i en 2*| j en 1* )=

Dj D
L —p +p]1—

=Di .
Dj

Para n > 2 se puede razonar del mismo modo y desarrollar las expresiones para m; y m;;. Lo
mads importante, es que, como se ve, con el método basico p; no es proporcional a 7; .

Se han desarrollado métodos de muestreo con probabilidades desiguales y respetando el hecho
de ser muestreo sin reemplazamiento, pero que cumplan la relaciéon m; « p;.Por lo tanto, con
estos métodos, si la variable auxiliar = tiene relacién aproximada de proporcionalidad a y, y
se construyen p; o< x; x y;, obtendremos aproximadamente m; o< y; y por lo tanto una gran
precision en el estimador. Se verdn a continuacién algunos de estos métodos.

Los principales objetivos de estos métodos de seleccién son :

a) Proporcionalidad 7; o p;.

b) Sencillez de implementacién del método .

c¢) Buenas propiedades en cuanto a la estimacién (expresién sencilla para ;).

d) Buenas propiedades en cuanto a la estimacién de la varianza (expresién sencilla para 7;;).

© J. Portela, M. Villeta
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i) Método de Brewer

Presentaremos el caso en que n = 2, aunque existe una extensién del método para n > 2 que
permite calcular las probabilidades de inclusién de forma recursiva. El procedimiento es:

(1-p) (& (A-—p) -
1) La primera unidad se selecciona con probabilidad p; —( 1= 2p) (Z Di —(1 5 )) :
— 4pi) \i=1 4P

2) Sea la primera unidad seleccionada la unidad j. La segunda unidad se selecciona sin reem-
Pi

_pj'

plazamiento, con probabilidad

El método exige p; < 0.5 para todas las unidades. Para el caso de una muestra de tamano n,

ha de ser p; < — para todas las unidades de la poblacién.
n

El método de Brewer verifica, para n = 2:

a) m; = 2p;.

1 1 al Pk -
) i pp](l—Zpi+1—2pj)(+kz::11—2pk)

ii) Método de Sampford

El método se puede utilizar para cualquier tamano n.
1) La primera unidad se selecciona con probabilidad p;.

2) La segunda unidad se selecciona con reemplazamiento, con probabilidad

-1
bi (% Dk >
L —np; \4i=1 1 —npy

3) Si la segunda unidad es similar a alguna que ya esté en la muestra, se descarta. El paso 2
se repite haste tener n unidades distintas en la muestra.

1
Al igual que el método de Brewer, para poder aplicar el método ha de ser p; < — para todo i.
n

Existe un modo de calcular los 7; y los m;;. En el caso de n = 2, se cumplen las mismas
relaciones que en el método de Brewer:

a) T = 2]%

1 1 Noope \
) i T\1-2p;  1-2p; 19211—21714:

Ademss, el método de Sampford cumple m;7; — m;; > 0, con lo que se asegura la positividad
del estimador de la varianza del estimador de Horvitz-Thompson en la forma de Yates-Grundy.

iii) Método de Hanurav

Es un método para n = 2, aunque existe una extensién para n > 2 (método Hanurav-Vijayan).

El procedimiento es: .. Portela, M. Villota
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1) Se reordena la poblacién y redefinen los p; de manera que p; < ps... < py.

2) Sea ¢ = 2(1 — py)(pnv — Pn-1)/(1 — pny — pn—1). Se realiza un sorteo de Bernoulli con
probabilidad de éxito ¢ y de fracaso 1 — ¢.

3) Si el resultado es éxito, se selecciona la unidad N y la segunda unidad es seleccionada de
entre 1,..., N — 1 con probabilidades respectivas pi,...,py_1.

4) Si el resultado es fracaso, sean las probabilidades ¢; = p;/(1 —py —pny-1) parai=1,..., N —
ly ¢y = (py — ¢/2)/(1 — ¢). Se seleccionan con reemplazamiento dos unidades con estas
probabilidades. Si no coinciden, se aceptan. Si hay coincidencia, se rechazan y se realiza
muestreo con reemplazamiento con probabilidades proporcionales a gzﬁ;"Q. Si vuelven a coincidir,
se repite el proceso desde el principio.

El método exige p; < 0.5 para todas las unidades. Para el caso de una muestra de tamano n,

ha de ser p; < — para todas las unidades de la poblacién. Existe un modo de calcular las m; y
n

las m;;, y se cumple que m;7; — m;; > 0.

En estos métodos, el estudio de casos con n = 2 estd justificado desde el punto de vista en
que las unidades a seleccionar puedan ser en realidad conglomerados de unidades de posteriores
etapas, de modo que a menudo se elige una pequena cantidad.

1
En general, los esquemas existentes requieren p; < — para todas las unidades de la poblacién.
n

Esto con frecuencia no se cumple, asi que desde el punto de vista practico se adoptan soluciones
como:

e Estratificar previamente por grupos relacionados con la variable x. Asi, estos estratos
serdn homogéneos respecto a = y por lo tanto en cada grupo las probabilidades p; no

diferirdn excesivamente, llevando probablemente a p; < — para todas las unidades dentro

de cada estrato. Aunque a veces la estratificacién, al reducir el nimero de unidades,

puede tener una consecuencia opuesta a la deseada: que surjan unidades con p; > —.
n

e Como caso particular del anterior, se pueden considerar unidades autorepresentadas : si

hay pocas unidades con p; > —, puede forzarse a que entren en la muestra como si fueran

estratos independientes, reduciendo el tamano muestral n para el resto de la muestra.
Los célculos de estimadores para el total y varianzas son sencillos teniendo en cuenta la
independencia en el muestreo sobre los estratos.

e El método béasico de muestreo, que no tiene la restriccién p; < —, no aboca a una probabi-
n

lidad de inclusién 7; proporcional a p;, pero si la relacion entre x e y es aproximadamente
de proporcionalidad, puede dar lugar en todo caso a buenas estimaciones.

e Utilizar otros tipos de muestreo que aunque no son estrictamente sin reemplazamiento,
dan lugar a mejores estimaciones que el muestreo con reemplazamiento (método de Narain
, método de muestreo secuencial con minimo reemplazamiento de Chromy), etc.

© J. Portela, M. Villeta
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e Otra posibilidad es variar las probabilidades de seleccién. Es decir, truncar superiormente
por una constante los valores de la variable auxiliar x, de modo que se crea esta segunda
variable 2’ como variable para las probabilidades de seleccién. Siempre que este trun-
camiento no afecte a que la correlacién entre ’ e y siga siendo alta, da lugar igualmente
a buenas estimaciones.

[Ejemplo 8.7. )

Si se utilizan los datos de los N = 209 municipios de la provincia de Girona, y se considera como
variable auxiliar el niimero de mujeres por municipio, y la variable de interés el nimero de hombres, se
puede ver en la Tabla 8.3 que la probabilidades iniciales de extraccién arrojan diferencias que pueden
hacer inviables los métodos presentados anteriormente.

Los datos de la tabla 8.3 estdn ordenados de mayor a menor respecto al nimero de mujeres. Si se

1
desea utilizar muestreo ppt con alguno de los métodos descritos, ha de ser p; < — para todas las
n
observaciones. El caso peor es Girona capital, donde p; = 0.136, y como ha de ser 0.136 < —, entonces
n

n < 0136 = 7.33. Es decir, para poder utilizar alguno de los métodos de seleccién ppt que tienen

supuestamente buenas propiedades, el tamano méximo de la muestra habria de ser n = 7.

Municipio Mujeres | p;
Girona 37343 0.13639
Figueres 17308 0.06322
Blanes 14363 0.05246
Olot 14334 0.05235
Salt 10938 0.03995
Meranges 30 0.000109
La Vajol 33 0.000120
Sales de Llierca | 27 0.000098

Tabla 8.13. Municipios de la provincia de Girona.

Para solucionar este problema, en primer lugar hay que remarcar que Girona capital tiene el doble
de mujeres que el siguiente municipio en la lista. A partir de este segundo municipio, el nimero de
mujeres no tiene cortes tan bruscos.

© J. Portela, M. Villeta
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La posibilidad m&s habitual es, como se hizo en el ejemplo 5.9, considerar Girona como una unidad
autorrepresentada (obviamente en la practica hay que tener en cuenta los costes asociados a esta
decision).

Las probabilidades de extraccién (proporcionales al n° de mujeres sin Girona) se reconstruyen sin tener
en cuenta Girona, y el primer municipio de la lista pasa a ser Figueres, con su nueva probabilidad
de primera extraccién p; = 0.0732. En este momento, la restriccién para poder utilizar los métodos

descritos es n < = 13.6. Si se requiere un tamano muestral mas grande, se puede realizar la

0.0732
extracciéon con el método bdsico de muestreo sin reemplazamiento, o bien estratificar para intentar

. 1 . . .
corregir p; < — en cada estrato, o bien recurrir a més unidades autorrepresentadas.
n

En cuanto a la estimacién del total de hombres en la provincia de Girona, si se realiza muestreo ppt en
la subpoblacién que no contiene a Girona capital con cualquiera de los métodos expuestos, y tgr es el
estimador del total dentro de esa subpoblacién, el estimador del total final serd tgr + Yaironas donde
Ygirona €S €l valor de y en Girona capital. La estimacién de la varianza serd V(t HT) O V(t HT)YG, Pues
al anadir el valor constante de la capital la varianza del estimador no cambia.

EEjemplo 8.8 )

Se realizard un estudio de simulacién para comprobar el comportamiento del estimador de Horvitz-
Thompson en la poblacién descrita en el ejemplo anterior. En este estudio se toman k = 100 muestras
de tamano n = 10 cada una por muestreo proporcional al nimero de mujeres en cada municipio, sin
reemplazamiento. El objetivo es estimar el nimero medio de hombres por municipio.

Se utilizara la exclusién de Girona capital, como se ha indicado en el anterior ejemplo, incorpordndola
después al valor del estimador. Asi, el estimador del nimero medio de hombres final serd %(tHT +
YGirona), donde trp estima el total de hombres en la subpoblacién excluida la capital Girona.

El paquete estadistico SAS utiliza el método de Hanurav por defecto. Este serd el método de extracciéon
aplicado.

Se ha realizado el mismo ejercicio de simulacién utilizando los tipos de muestreo y estimacién si-
guientes (en todos ellos se procede a la correccién por la unidad autorrepresentada): muestreo pptr
con estimador de Hansen-Hurwitz, muestreo aleatorio simple con estimacién de razén, y m.a.s. con
estimacién directa.

La tabla 8.4 presenta la media y desviacién tipica del valor del estimador obtenido sobre las 100
muestras, para cada uno de los métodos de estimaciéon/muestreo.

Método ppt pptr | m.a.s.(estimador @) m.a.s.(estimador )
Media del Estimador 1219.10 | 1221 | 1322.17 1226
D. tipica del Estimador | 18 19.31 | 726 27

Tabla 8.14. Resumen de estimaciones bajo diferentes esquemas.

Se observa cémo el muestreo con probabilidades proporcionales al tamano mejora incluso al m.a.s. con
estimacion de razon, en cuanto a la varianza del estimador. Si no se utiliza la 1nformzz©0}olp g?a pimero
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de mujeres por municipio (variable auxiliar), y se utiliza m.a.s. con el estimador ¥ la estimacién es
mucho peor, con una desviacién tipica de 726.

La Figura 8.5 presenta los histogramas de los valores de los estimadores en las 100 muestras para los
cuatro métodos empleados.

ok mdwa @ e s @B Ex
R

300 500 1300 1800 2300 2800 3300 3800 300 800 1300 1800 2300 2600 3300 3800

ok md L e uw e 5 Hx

300 800 1300 1800 2300 2800 3300 3800 300 800 1300 1800 2300 2800 3300 3800

Figura 8.5. Histograma del valor de los estimadores en los métodos ppt (arriba, izda.), pptr (arriba,
dcha.), m.a.s. con estimacién de razén (abajo, izda.), m.a.s. con estimador media muestral (abajo,

dcha.).

Se observa la gran variabilidad debida a no utilizar variable auxiliar en m.a.s., y la ganancia en precision
de los muestreos ppt respecto a m.a.s. , atin con estimacién de razén. La comparacién entre muestreo
ppt y pptr es més sutil, pero existe (es mds preciso, en general, muestreo sin reemplazamiento que con
reemplazamiento para el mismo tamano y método empleado).

Hay que tener en cuenta que diferentes tipos de muestreo y/o estimacién requieren diferente informa-
cion adicional. Aquellos que dan mejor resultado suelen requerir més informacién, que puede estar o
no asociada a costes importantes.

En muestreo proporcional al tamano sin reemplazamiento, se requiere conocer los valores de la variable
auxiliar para todos los elementos de la poblacién, previamente al muestreo.

En muestreo proporcional al tamano con reemplazamiento se requiere la misma informacién, pero
en promedio es menos costoso que el método anterior al poderse repetir unidades en el muestreo, y
ahorrarnos la medicién en estas unidades a partir de la segunda vez que son elegidas. El m.a.s. con
estimacién de razén requiere conocer la media poblacional de la variable auxiliar, y no forzosamente
los valores de esta variable para toda la poblacién, pero sf los valores de esta variable para las unidades
que caen en la muestra.

Finalmente, el m.a.s. sin utilizar la variable auxiliar en la estimacién no requiere de informacién adi-
cional.
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PROBABILIDADES DESIGUALES CON REEMPLAZAMIENTO
Parametro
Ny g p
poblacional
. 1T & v tHH tHH
Est d t == Ll hEERES HA
stimador HH = Z; Z ~ ~
1 /N y2 V(tHH) V(tHH)
Vari — ZL _ (N7)2
arianza - <l§ l (N7) ) 2 2
Estimador 1 n yl2 g ‘7(75HH) ?(tHH)
n(n—1) ;& p? HH N2 N2
de la Varianza

PROBABILIDADES DESIGUALES SIN REEMPLAZAMIENTO
Parametro
Ny Y D
poblacional
. X Yi tur tur
Est d t = — v
stimador HT = N N
N — T V(tur) V(tur)
Varianza i y? + 2 L
= ; Z;] . i - YiY; N2 N2
Varianza N v yi\2 V(tur) V(tur)
S (o — ) (Y- W HT)YG HT)YG
i<j J J 5 7Tj N2 N2
(Yates-Grundy)
Estimador Zn: (1—m; )y Lo Z (mij —mimy) yiyj | V(twT) V(tgr)
de la Varianza i=1 z ’ i<j Tij T N? NZ
Estimador
: . 5" (mimj —mig) (i v\’ V(tar)ve | Vitar)ve
de la Varianza Z 5 o N2 N2
(Yates-Grundy)
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8.5 Obtenciéon de muestras con probabilidades desiguales con SAS

8.5.1 Muestreo ppt con reemplazamiento

La utilizacién del procedimiento surveyselect es sencilla. Supongamos que la variable auxiliar
se denomina x. La sintaxis para obtener el archivo de muestra de tamano n = 10 del archivo
poblacional datos, con probabilidades proporcionales a x; es:

proc surveyselect data=datos out=muestra method=pps_wr n=10 outhits;
size Xx;
run;

8.5.2 Muestreo ppt sin reemplazamiento

En este caso, debido a las razones expuestas en la teoria, es conveniente utilizar algin método
alternativo al bésico. El proc surveyselect del SAS utiliza por defecto el método de Hanurav-
Vijayan, y tiene la virtud de aportar, dentro del mismo archivo muestral, las probabilidades de
inclusién de primer y segundo orden, necesarias para el cdlculo de estimadores.

Por ello se utilizara este procedimiento. Si la variable auxiliar es x, y se desea una muestra de
tamano n = 3 obtenida por muestreo ppt del archivo poblacional datosl, la sintaxis es :

proc surveyselect data=datos out=muestra method=pps n=3 jtprobs;
size x;
run;

El archivo muestral contiene, ademads de la informacién presente en el archivo datos, las proba-
bilidades de inclusién (que se han solicitado a través de la opcion jtprobs) . Presentamos abajo
una parte de este archivo para aclarar como estan dispuestas estas probabilidades.

Las m; estdn representadas en la variable llamada SelectionProb. Las 7y, en la variable Jt-
Prob_ 1, para j = 1,2,3 (por lo tanto, en el ejemplo, m3 = 0.00656), las mo; en la variable
JtProb_ 2, etc. Es obvio que al ser muestreo sin reemplazamiento la probabilidad de seleccionar
dos veces la misma unidad es 0 (es decir, 713 = Ty = w33 = 0).

Selection
X Prob JtProb_1 JtProb_2 JtProb_3
1.76810 0.03232 0 .001479431 .003079121
3.71252 0.06786 .001479431 0 .006563197
7.72682 0.14123 .003079121 .006563197 0

Una cuestién importante al realizar muestreo ppt con el proc surveyselect (y en realidad con
la mayoria de los métodos creados a tal efecto) es que las probabilidades de seleccién inicial p;

deben ser, para todas las observaciones, tales que p; < —. Esto representa en muchos casos un
n © J. Portela, M. Villeta
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impedimento, que se puede solucionar utilizando el método de seleccién proporcional al tamano
con minimo reemplazamiento, o método de Chromy (method=pps_seq) y utilizar estimaciones
tipo Hansen Hurwitz (es decir, como si fuera muestreo con rempazamiento) , pues las varianzas
estimadas siempre serdn una aproximacién conservadora.

8.6 Estimacién en muestreo con probabilidades desiguales con SAS

8.6.1 Muestreo ppt con reemplazamiento

Se utilizard la macro estimpptr para realizar las estimaciones.
En esta macro, se tiene la alternativa de aportar las probabilidades de selecciéon de dos modos:
(1) En el mismo archivo muestral, como una variable llamada pi.

(2) (opcional) Aportando un archivo que contenga en la variable pi las probabilidades de se-
leccién p; para cada unidad poblacional. En este caso la variable de identificacién de cada
observacion debe tomar los valores enteros desde 1 hasta IN. Esta variable de identificacién
también debe estar presente en el archivo muestral. Es decir, este archivo "poblacional" debe
tomar la forma:

ID pi

1 0.032
2 0.012
3 0.456
4 0.222

y en el archivo muestral también debe estar presente la misma variable de identificacién, para
las observaciones que estén en él.

La sintaxis de la macro estimpptr es
estimpptr(archivol,archivo2,variabley,id,ngrande,n,indicador) ;

donde
archivol es el archivo que contiene la muestra.

archivo? es el archivo que contiene las probabilidades para todos los elementos de la poblacién
(opcional).

variabley es la variable de interés.
id es la variable de identificacién
ngrande es el tamano poblacional N.

© J. Portela, M. Villeta
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n es el tamano muestral.

indicador estipula el modo en que aparecen las probabilidades de seleccién pi:
1 como la variable pi en el archivo de muestra.

2 como la variable pi en el archivo2.

Supongamos que se desea obtener estimaciones para los datos muestrales presentes en el archivo
muestral, con n = 10 observaciones. Asumamos que este archivo contiene ya las probabilidades
pi (indicador=1). La poblacién tiene tamano N = 100 y la variable de interés se llama z
en el archivo de la muestra. La variable de identificacién no necesita aparecer. La sintaxis
correspondiente es:

hestimpptr (muestral,.,z,.,100,10,1);

Se ha puesto el simbolo missing (".") en lugar del archivo2 pues no se dispone de este archivo
(en realidad cuando el indicador es 1 la macro no usa el archivo2, con lo cual se puede poner
cualquier nombre).

Supongamos que, en este mismo ejemplo, el archivo muestral no contiene las probabilidades p;,
pero éstas estdn en el archivo poblacional llamado datosl junto con la variable de identificacién
codigo. La sintaxis correspondiente en este caso es:

hestimpptr (muestral,datosl,z,codigo,100,10,2);

La macro estimpptr presenta en la ventana LOG los estimadores de Hansen Hurwitz de la
media y total, y sus varianzas e intervalos de confianza al 95%.

8.6.2 Muestreo ppt sin reemplazamiento

Se utilizard la macro estimppt para realizar las estimaciones.

Para utilizar esta macro se solicita que el archivo muestral contenga las probabilidades de in-
clusién de primer y segundo orden, tal y como aparecen en el archivo de salida del procedimiento
surveyselect (con lo cual se supone que los datos muestrales provienen de la seleccién realizada
a través del proc surveyselect, aunque se puede crear un archivo similar con un paso data si se
dispone de las probabilidades de inclusién).

Se asume por lo tanto que los datos muestrales tienen la forma descrita en el apartado de
seleccién ppt presentado anteriormente.

La sintaxis de la macro estimppt es la siguiente:

hestimppt (archivol,variabley,n,ngrande) ;

© J. Portela, M. Villeta
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donde

archivol es el archivo que contiene la muestra. Debe contener los datos muestrales y las
probabilidades de inclusién

de primer y segundo orden, tal y como aparecen en la salida de un proc surveyselect. En general
es el archivo proveniente de un proc surveyselect.

variabley es la variable de interés
ngrande es el tamano poblacional N
n es el tamano muestral

Como ejemplo, asumiendo que el archivo muestral muesl proviene del proc surveyselect con el
método pps, la variable de interés es la variable alfa, el tamano muestral es n = 10 y el tamano
poblacional es n = 100, la sintaxis serfa:

%hestimppt (muesl,alfa,10,100);

La macro estimppt presenta en la ventana LOG los estimadores de Horwitz Thompson de media
y total, junto con sus varianzas estimadas (la usual de Horwitz-Thompson y la de Yates-Grundy)
y los intervalos de confianza al 95% asociados a esas varianzas.

© J. Portela, M. Villeta
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8.7 Ejercicios resueltos

[Ejercicio 7.1}

Una poblacion tiene 3 unidades con valores en 3, 2 y 7 en la variable y. Los valores respectivos
de la variable x para esas observaciones son 6, 5 y 13. Suponiendo n = 2:

a) En muestreo pptr proporcional a la variable z, presentar la distribucién del estimador del
total poblacional. Comprobar que es insesgado.

b) Hacer lo mismo suponiendo muestreo ppt (con el método bésico).

6
a) Las probabilidades respectivas de las tres observaciones son p; = o2 0.25, po = 0.208 y p3 = 0.542.

Para cada muestra (4, j), al ser muestreo con reemplazamiento, la probabilidad es p;p;.

Las muestras posibles (al ser muestreo con reemplazamiento se tiene en cuenta el orden), sus probabilidades y
el valor del estimador del total son:

Muestra | p taa
(1,1) 0.062 | 12

(1,2) 0.052 | 10.8
(1,3) 0.135 | 124
(2,1) 0.052 | 10.8
(2,2) 0.043 | 9.6

(2,3) 0.112 | 11.2
(3,1) 0.135 | 124
(3,2) 0.112 | 11.2
(3,3) 0.293 | 12.9

donde por ejemplo, para la muestra (1,2) se han calculado las probabilidades as:
P((1,2)) = p1p2 = 0.25 - 0.208 = 0.052.

Y el valor del estimador es
12y 1,3 2

tpg = — > & = 5(coz + o) = 10.8.
= i=1Di 2(0.25 + 0.208)

La distribucién del estimador es por lo tanto:

© J. Portela, M. Villeta
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tun | p(tum)
9.6 0.043
10.8 | 0.105
11.2 | 0.225
12 0.062
12.4 | 0.271
12.9 | 0.293

La esperanza del estimador es

307

E(tgm) =0.043-9.6 + ... +0.293 - 12.9 = 12 = N7, con lo cual tyy es insesgado como estimador del total.

b) Como n = 2, se calculan las probabilidades de inclusién asi:

w4 Y )

i i j;ﬁil_pj .
T = 1 ( 1 +

ij = PiDPj 1—p; "y

Calcularemos en primer lugar cada

J=1

j:

j:

Asi,

71 = 0.25(1 + 0.263 + 1.183) = 0.6115.
9 = 0.208(1 + 0.333 + 1.183) = 0.5233.

w3 = 0.542(1 + 0.263 + 0.333) = 0.865.

y

T12 = 0.25 - 0.208(1.333 4 1.26) = 0.135.
T13 = 0.25 - 0.542(1.333 4 2.18) = 0.476.

o3 = 0.208 - 0.542(1.26 + 2.18) = 0.389.

0.25

"1-025

0.208

"1-0208

0.542

" 120542

= 1.183;

1

= 0.333;

0.263;

_Pi y como cada

1-0542

Se presentan en la tabla las muestras (sin tener en cuenta el orden, pues es muestreo sin reemplazamiento), con

sus probabilidades y el estimador del total.
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n .
El estimador del total de Horvitz Thompson es tgr = > &. Por ejemplo, para la muestra {1,2} es tyr =

i=1 T
3 2
= 8.727.
0.6115 + 0.5233
Muestra | m;; tHH

{1,2} | 0.135 | 8.727

{1,3} | 0.476 | 13

{2,3} ] 0389 | 11.9

Se comprueba que el estimador es insesgado, pues

E(tgp) = 0.135-8.727 4 0.476 - 13 4 0.389 - 11.9 = 12.

[Ej ercicio 7 .2}

Se realiza un muestreo estratificado para determinar una estimacion para el mimero de plantas
con un virus en una finca. Esta se divide en parcelas de la parte Norte y de la parte Sur. En
la parte Norte hay 4 parcelas, con un total de 200 plantas, de las cuales se escogen dos con
reemplazamiento , asignando probabilidades de eleccién proporcionales el nimero de plantas
de cada parcela. En la primera parcela muestreada hay 21 plantas enfermas, y 45 plantas. En
la segunda hay 30 plantas enfermas y 58 plantas.

En la parte Sur hay 3 parcelas , con un total de 145 plantas, de las cuales se escogen 2 con
probabilidades proporcionales al nimero de plantas, pero esta vez sin reemplazamiento. En
la primera parcela muestreada hay 17 plantas enfermas, y 45 plantas. En la segunda hay 19
plantas enfermas y 47 plantas.

Suponiendo normalidad del estimador,

a) Dar un I.C. al 95% para el nimero total de plantas enfermas en la finca.

b) Dar un I.C. al 95% para la proporcién de plantas enfermas en la finca.

a) Se trata de muestreo estratificado, por lo cual se realizaran las estimaciones por separado para cada estrato
(norte y Sur), para construir finalmente un estimador global.

Estrato Norte:

45
Se trata de muestreo pptr. La probabilidad de la primera parcel escogida es p; = 200 = 0.225, pues es
5
proporcional al nimero de plantas. La probabilidad de la segunda es ps = 200 = 0.29.
El estimador del total de plant fi trat t L 21+30 98.39
estimador del total de plantas enfermas en ese estrato es =— | —— + — ] =98.39.
Hacor P ' ' HH =5 10225 " 0.29

La varianza estimada de ese estimador es

n 1 ( 212 302
1

V(t = ZL 2 —
(tarr) (; " HH) 22— 1) \0.2252 ' 0.20°

—2-98.39% ) = 25.73.
n(n —1) >
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Estrato Sur:

En este caso es muestreo ppt. Para calcular los estimadores y varianzas es necesario calcular las probabilidades
de inclusién. Suponiendo que se ha realizado el muestreo mediante el método bésico, se tiene que

pi(1 +Z )
J#Zl pj
Yy
1 1
Tij = DPiPj + .
L babilidades inicial _ b =0.31 —4—7—0324Por10tant0 —E—O?)GG
asproallae51n1c1aessonp1—145— . yp2—145— .324. p3—145— .366.
Asi,
b3
——)=10.637
= pa( 1 17p3)
y
b3
pa( 1—pm 1—]93)
y
1
12 = p1pa( ) =0.294.

+
I—=p1 1—po
El estimador de Horvitz-Thompson del total en este estrato es
17 19

tyr = —— 4+ —_ — 55.65.
HT = 5637 T 0.656

y su varianza estimada:

no(l—m) , n (T — W) Yy
V(tgr) = y? + 2 —
zg z z;g Tij TG
(1-0637) _, (1-0656) , _(0.294—0.637-0.656) 17 19
= 1 1 2 —104.25.
0.6372 [ 0.6562 (. 0.294 0.637 0. 656

Al ser negativo se utilizard el estimador de la varianza en la forma de Yates-Grundy:

o n (mm;—miy) (vi v\ (0.637-0.656 —0.294) [ 17 19 \?
t T (S S ) o - —2.18
Vitnr)ye = 2, " (m m) 0.294 0.637  0.656

i<j Tij

El estimador global se construird sumando las estimaciones del total en cada estrato:
N7 = 98.39 + 55.65 = 154.04.

Su varianza seré:

—~

V(NY) = Vitgw) + V(tgr) = 25.73 + 2.18 = 27.91.
El intervalo de confianza al 95% para el total de plantas enfermas en la finca es

(154.04 — 1.964/27.91,154.04 4+ 1.961/27.91) = (143.6, 164.4).

V(N7) = 0.000234.

© J. Portela, M. Villeta
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El intervalo de confianza es

(0.446 — 1.96+/0.000234, 0.446 — 1.96+/0.000234) = (0.416,0.476).

EEj ercicio 7.3}

Se desea estimar el nimero medio de alumnos por aula que asisten a clase habitualmente en
cierta Facultad. Hay 6 clases con diferente nimero de alumnos matriculados. Se escogen 3
clases con reposicién y con probabilidad proporcional al niimero de alumnos matriculados. Si
los nimeros respectivos de alumnos matriculados son 57,63,80,44,60,62, se pide:

a) Utilizando una tabla de nimeros aleatorios, se obtienen los nimeros 120,4,230. ;A qué clases
corresponden si utilizamos el método acumulativo de seleccién ?

b) Suponiendo que el nimero de alumnos que asisten habitualmente a clase en el orden de las
tres clases mencionadas es respectivamente de 52,38 y 28, estimar el nimero total de alumnos
que asisten a clase habitualmente en la Facultad y estimar la varianza del estimador.

c¢) Estimar el nimero de alumnos que asisten a clase habitualmente, por aula, en la Facultad y
estimar la varianza del estimador..

a) Se construye la tabla de totales acumulados:

Observacion | x; | T;

1 57 | 57

2 63 | 120
3 80 | 200
4 44 | 244
5 60 | 304
6 62 | 366

Los nimeros 120, 4 y 230, éstos pertenecen a los intervalos respectivos correspondientes a las observaciones 2,1
y 4 (los intervalos son cerrados por la derecha).

63 57 44
b) P las obs i 52, 1yv4 ti = — =0.172 =—=0.1 = — =0.12.
) Para las observaciones 2, 1 y 4, se tiene py 366 0.172, p1 366 0.155, y p4 366 0

El total se estima a través del estimador de Hansen Hurwitz:

b= (52 38 L 28\ o
HE =3\ 0172 " 0.155 ' 0.12)

La varianza se estima por

. 1 52 2 38 2 28 \?
Vit = — ) —3-260%| =524.38.
(tarr) 3(3-1) ((0.172) * (0.155) * (0.12) )

¢) Se trata de estimar la media, pues las unidades elementales son las aulas en este ejercicio.©pjo;,olr(t)e banfq,., ..
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~ 1
y=—t = 43.33
Yy N HH Yy

1 1 5

<0

[Ej ercicio 7 .4]

Se dispone de una poblacién con 3 observaciones y se compararan ciertos procesos de muestreo
y estimacion con n = 2.

Y|
213
315
416

a) Calcular la varianza exacta del estimador del total si se utiliza muestreo pptr con variable
auxiliar x.

b) Calcular la varianza exacta del estimador del total bajo m.a.s. de tamano n = 2.

c¢) Calcular el error cuadratico medio exacto del estimador bajo m.a.s. con estimacién de razén,
suponiendo conocida 7.

a) Las probabilidades respectivas de cada observacién son p; = % =0.214, py = % = 0.357, p3 = % = 0.429.

La varianza del estimador de Hansen Hurwitz es:

0214 T 0357 T 0420

1 (L y? 1/ 22 32 42
Vit —— 1Ny2>—< + 92>—0.10.
() n (L; Pi (VD) 2
. . . 2 — 3 - 2
b) La cuasivarianza poblacional es S; = 1, y entonces V(y) = — - 1 = 0.166.

3-2

~ ~

c¢) La estimacién de razon del total es Ny, = N%E = 14%. Se calculard el valor del estimador para cada
T T
muestra posible, para calcular su esperanza y sesgo, y su varianza.

2.
Para la muestra {1, 2}, se tiene N7y = 14T5 = 8.75; para {1,3}, Ny = 9.333; para {2,3}, Nyp = 8.909.

1
La esperanza del estimador es E(Ngg) = §(8.75 +9.333 + 8.909) = 8.9974.

El sesgo es por lo tanto Ny — E(Ngg) = 0.0026.
La varianza del estimador es

1
V(NGR) = 5((8.75 — 8.9974)” 4 (9.333 — 8.9974)” + (8.909 — 8.9974)?) = 0.06055.

El error cuadritico medio es ECM (Nyg) = V(NYg) + sesgo?(Nyg) = 0.06055 + 0.00262 ~ 0.06055.
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[Ej ercicio 7.5}

De las 25 granjas de un pueblo se selecciona una muestra aleatoria de tamano n mediante
el siguiente procedimiento: la primera extracciéon se realiza con probabilidades proporcionales
al tamano de las granjas y las n — 1 restantes con probabilidades iguales, siendo todas las
extracciones sin reposicion.

a) Calcular la probabilidad de que la granja i aparezca en la muestra.

b) Calcular una estimacién insesgada del dinero que entre todas las granjas del pueblo dedican
anualmente a comprar piensos, con los siguientes datos: n = 3, tamano total=100 y

Granja muestral 1 12 |3

Dinero que emplea al ano | 61 | 30 | 50

Tamano 5 13 |6

c) Establecer la desviacion tipica de la estimacién del apartado b).

a) Hay que calcular las probabilidades de inclusién con ese método de muestreo.

Llamando «x; al tamano de la granja ¢, la primera extraccién se realiza con probabilidades respectivas p; =
~ = ——. La probabilidad de que la granja i no salga en la 1* extraccién es por lo tanto 1 —

>

i=1

Nz Nz’
La probabilidad de que la granja ¢ esté en la muestra es la probabilidad de que salga en primera extraccién més
la probabilidad de que salga en alguna de las restantes:

m; = P(i1 € 1* extraccién)+
P(i ¢ 1* extraccién y sale en la 2%)+

+P(i ¢ 1* extraccidn, ¢ ¢ 2* extraccién y sale en la 3*)+

+P(i ¢ 1* extraccién ni en ninguna de las restantes y sale en la iltima)=

" NT Nz*‘N—-1 N—-1N-2 7 N-1"

Se observa que todos los sumandos se simplifican y queda en cada sumando. Como hay n — 1 sumandos,

queda:

z;, ., n—1
“N N1

Ly

-~ Nz

T + (1
Otra manera de calcular el segundo término es la siguiente: Una vez extraida la primera granja, las n — 1
restantes se extraen con probabilidades iguales y sin reemplazamiento de las N — 1 que quedan, por lo cual se
trata de muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento de n — 1 en una poblacién de N — 1, y se sabe que la

- . . c n—1
probabilidad de inclusién de cada observacién ¢ en esta submuestra es, por ser m.a.s., ) = F L Pbriela M. Villet
J—Pdrtela, M. Villeta
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b) Se utilizars el estimador de Horvitz-Thompson, por ser muestreo ppt sin reemplazamiento.

Las probabilidades de inclusién son:

T = % +(1- %)% = 0.12917.

o = % +(1- %)% = 0.111083.

T = % +(1- %)% = 0.13833.

Luego:

bar = ; 7% - 0.61129 + 0.?1(11 * 0.51%8 = 1104.38

c¢) Para estimar la varianza, hay que calcular las probabilidades de inclusién de segundo orden. Se realizard un
célculo de probabilidades similar al obtenido anteriormente, dependiendo de lo ocurrido en cada extraccidn:
iy =Piel*je2 03 )+P(el*ie2 03 )+ Pli,je2 03") =

T; 2 T 2 T; T 1 1

v Oty Pty N ooy e

En el dltimo sumando se ha calculado la probabilidad de que ¢ pertenezca a la 2* extraccién y j a la 3* +la
probabilidad de que j pertenezca a la 2* extracciéon e ¢ a la 3* . Se puede utilizar también que la probabilidad
n(n —1)
N(N -1)

de inclusién de dos observaciones en m.a.s. es m;; =

22-1) 1 L
(N-1)(N-2) N-1N-27

. En este caso, N* = N — 1 y queda 7r;‘j =

mi; se puede simplificar factorizando y queda:

2
T Nz(N - 1)(N —2)

Tij [(N—3)($i+$j)+Nf].

De este modo, queda:

2

= Too(aa)(zg) (25 ~ (6 +3) +100] = 0.01

12

y andlogamente,

mT13 = 0.01239

y

T3 = 0.010797.

Ahora se estima la varianza a través del estimador usual de Horvitz-Thompson:

~

no(1-m) , n (mi — ™) Yiyy
Vtar) => yi+2> ~ 28468.
(taz) = om i my mm

Por lo tanto, la desviacién tipica del estimador es

~

V(tgr) = 168.7.
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[Ej ercicio 7 .6}

Se realiza un estudio para estimar, en un terreno de 10 hectdreas, qué superficie en total esta
cubierta por arbolado. El terreno estd dividido en 20 parcelas de distinto tamano, y se seleccio-
nan de entre éstas 5 con reemplazamiento y probabilidad proporcional al tamano de la parcela.
Se obtiene que la proporcién de terreno cubierto por arbolado en cada parcela de las parcelas
muestreadas, es respectivamente 0.2, 0.3, 0.25, 0.5, y 0.8. Calcular un intervalo de confianza al
95% para la superficie total en el terreno cubierta por drboles.

Se ha realizado muestreo con probabilidades proporcionales al tamano de las parcelas. Si se denomina por x;

x; x;
al tamano de la parcela ¢ en hectédreas, la probabilidad de seleccién para esa parcela es p; = Zz = 1—6
T
El estimador de Hansen Hurwitz del total de terreno cubierto por arbolado es
12 yi 10 »
log=—), —
N i=1Di 5 i=1 %

donde y; representa el terreno cubierto por arbolado en la parcela 3.

Los datos que se dan en el problema son las proporciones de terreno cubierto por arbolado en cada parcela, o
sea,

Terreno cubierto por arbolado en parcela i y;
Total de terreno en parcela ¢ oz

Asi que :
10 2 y; 10 .
tug = E > x— 7 —(0.240.340.25 + 0.5 4+ 0.8) = 4.10 hectéreas.

La varianza estimada de tgpg es:

Pltum) = ——— (32 %ty ) = ——— (10222 e, ) =
n(n—1) \[ = P? n(n—1) \i=1 T;

1

=51 (10%(0.22 4+ 0.3* +0.25% + 0.5* 4+ 0.8%) — 5- 4.10?) = 1.6133

por lo cual un intervalo de confianza al 95% ser4

(4.10 — 1.96+/1,6133,4.10 + 1.964/1,6133) = (1.61, 6.59).

(Ejercicio 7.7)

Utilizar en SAS las macros estimpptr y estimppt para calcular los estimadores y sus varianzas
en cada estrato del ejercicio 7.2.

Para estimacién en caso de muestreo con reemplazamiento (estrato Norte) se utilizard la macro estimpptr,
creando primero un archivo con la informacién muestral:

data uno;
input id y pi;

cards; ©J. Portela, M. Villeta
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1 21 0.225
2 30 0.29

)

%estimpptr (uno,.,y,id,4,2,1);

Obteniendo los resultados del ejercicio 7.2, es decir: tgy = 98.49 y v(tHH) = 25.57.

En el caso del estrato Sur, donde se ha realizado muestreo sin reemplazamiento, se utiliza la macro estimppt.
En el archivo creado hay que incorporar las probabilidades de inclusién:

data dos;

input y selectionprob jtprob_1 jtprob_2;
cards;

17 0.637 0 0.294

19 0.656 0.294 0

hestimppt(dos,y,2,3);

Obteniendo los mismos resultados que en el ejercicio 7.2.

EEj ercicio 7.8}

En el archivo SAS guisa, donde la variable super indica la superficie dedicada al cultivo del
guisante y la variable produ la produccién de guisante en provincias espanolas en 1998, se
realizard un estudio para comprobar la eficacia de los estimadores pptr y ppt, estimando la
produccién total de guisante utilizando muestreo con probabilidad proporcional al tamano (en
este caso, la superficie dedicada al cultivo).

a) Crear en el archivo guisa la variable pi, que indica la probabilidad de ser escogida para cada
provincia. Observar el listado del archivo, ordenado por esa probabilidad. ;Cudles son las
provincias con mayor probabilidad de ser escogidas? ;Y las que menos?.

b) Extraer 5 muestras con probabilidad proporcional a la superficie con reemplazamiento, de
tamano n = 10, con las semillas 1234, 1235, 1236, 1237, 1238. Utilizar la macro estimpptr para
estimar el total y observar los valores del estimador. Observar también los estimadores de la
varianza.

c¢) Realizar el mismo proceso con muestreo ppt . Utilizar la macro estimppt.

d) Realizar muestreo aleatorio simple 5 veces con las mismas semillas , observando el valor de
la media muestral. Calcular en estos casos también el estimador de razén y regresién mediante
la macro estimrazreg. Comparar con los resultados anteriores.

a) Para crear la variable de probabilidad se realiza un proc means para obtener el total de superficie. A
continuacién se crea la variable pi en un paso data, junto con la variable de identificacién necesaria en la
ejecucién de la macro. La ordenacién se realiza con el proc sort y el listado con el proc print.

proc means data=guisa sum;run;

data guisa;set guisa;pi=super/74173;id=_n_;
proc sort data=guisa;by pi;

proc print data=guisa;run; © J. Portela, M. Villeta
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En cuanto a superficie de produccion, las provincias con menor superficie y por lo tanto con menor pi son
Asturias, Cantabria y varias més (todas con superficie 0). Las que mds superficie dedican son Ciudad Real y
Valladolid. Por lo tanto serdn aquellas con mayor probabilidad de salir en la muestra.

b) El programa base es:

proc surveyselect data=guisa out=muestra n=10 method=pps_wr seed=1234 outhits;
size pi;

run;

%estimpptr (muestra, .,produ,id,51,10,1);

En esta primera muestra se obtiene, por ejemplo, Alava 3 veces y Badajoz 2, (estaban en la lista ordenada en
las posiciones 37 y 45, con lo que es normal que hayan sido escogidas).

El estimador en esta muestra es 103.625. Para las muestras restantes, con las diferentes semillas, es 56395,
62945, 75885, 51549.
c¢) Al intentar obtener muestras proporcionales a la variable super con el proc surveyselect, con tamano n = 10,

se obtiene un mensaje de error, pues hay provincias con p; > — = 0.10. Una manera de tratar esto es seleccionar

obligatoriamente la unidad de p; mds alto y calcular las nuevas p; con las n — 1 = 9 unidades restantes. Si

existen unidades con p; > 1 se repite el proceso, seleccionando obligatoriamente la de valor p; més alto,
n—

. . . 1 .
comprobando si existen en el nuevo archivo unidades con p; > Y asi sucesivamente. Este problema suele
n—

ocurrir a menudo en poblaciones donde la variable es asimétrica.

Con SAS, una manera de hacerlo es ir eliminando las observaciones seleccionadas del archivo y recalcular p; cada
vez (utilizando un proc means para calcular la suma de los valores de la variable super y haciendo pi=super/suma
1

en un paso data). Se comprueba entonces en cada caso, con un proc print, si existen observaciones con p; > po—
n—
en cada caso, donde se han eliminado k del archivo.

Otra manera mds rapida es ir eliminando una a una las observaciones con mayor valor en super en un paso data
y ejecutando cada vez el proc surveyselect reduciendo n en una unidad cada vez. En el momento que no hay

mensaje de error, es que todas las observaciones que quedan cumplen p; < —
n—

En nuestro caso, se seleccionan obligatoriamente y por orden sucesivo, segtin el esquema presentado, las provin-

cias de Ciudad Real, Valladolid, Sevilla y Palencia (las que mayor superficie dedican al cultivo del guisante).

1
Finalmente el tamano muestral restante es 10 — 4 = 6. Todas las provincias restantes cumplen p; < 5 El paso

data para eliminar esas observaciones es:
data guisa2;set guisa;if super>6000 then delete;run;

Entonces se realizard muestreo ppt con n = 6 en esas provincias restantes, considerando fijas en la muestra las
provincias mencionadas, y el estimador del total se construird con el esquema habitual cuando hay unidades
autorrepresentadas. Es decir, como las 4 provincias autorrepresentadas suman 34467 en produccién de guisante,
el estimador del total serd tgr + 34467 y su varianza estimada ‘7(15 gT) pues las cuatro provincias autorrepre-
sentadas no anaden variabilidad al estimador por estar seleccionadas de manera no aleatoria.

El proceso se hace como en el apartado b) , repetidamente 5 veces con las semillas usuales. En la sintaxis del
proc surveyselect se indica el archivo modificado guisa2, el tamano n = 6 y la opcién jtprobs para que el archivo
de muestra contenga las probabilidades de inclusién, necesarias para las estimaciones con la macro estimppt.
En muestreo ppt no hace falta tener calculada la variable pi (la macro estimppt no la va a utilizar, sino que
utilizard las probabilidades de inclusién en su lugar), por lo que en el apartado size se indica directamente la
variable super. En la macro, hay que senalar que el tamano poblacional es el nuevo tras haber eliminado las 4
provincias, es decir N’ = 47 :

© J. Portela, M. Villeta
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proc surveyselect data=guisa2 out=muestra n=6 method=pps seed=1234 jtprobs;
size super;

run;

%estimppt (muestra,produ,6,47);

Con las 5 semillas respectivas , se obtienen los estimadores en la subpoblacién muestreada, de 20720, 15364,
30311, 20783 y 17256.

Los estimadores finales respectivos son 20720434467 = 55187, 15364+34467 = 49831, 30311434467 = 64778,
20783434467 = 55250, y 17256434467 = 51273. Como se observa, se trata de estimaciones muy cercanas al
verdadero valor poblacional de la produccién total, que es 57694.

d) Se calcula la media poblacional de superficie, que es 1454.37, para utilizarla en la estimacién indirecta. El
programa para realizar la estimacién de expansién es el proc means y para la estimacién indirecta la macro
estimrazreg:

proc surveyselect data=guisa out=muestra n=10 method=srs seed=1234 ;
run;

proc means data=muestra;var produ;run;

%hestimrazreg (muestra,produ,super,1454.37,51,10);

Finalmente, se presentan en la siguiente tabla los valores obtenidos para la estimacién del total con las 5 semillas,
en cada método realizado.

Semilla | Ny Nyg | NUpeq | tun tar

1234 53448 | 50017 | 50825 | 103625 | 55187

1235 165846 | 62751 | 71226 | 56395 | 49831

1236 109803 | 62378 | 64974 | 62945 | 64778

1237 23796 | 67754 | 59015 | 75885 | 55250

1238 40203 | 59360 | 55053 | 51549 | 51273

Se observa como el método mds preciso es muestreo ppt sin reemplazamiento (aunque ha habido que cambiar
las condiciones de muestreo, utilizando unidades autorrepresentadas). La estimacién de razén y regresién son
bastante buenas. Estas también tienen la ventaja de que no es necesario a priori conocer los valores de todas
las provincias en la variable super, solamente su media poblacional. El estimador de expansién es menos preciso
debida a la gran variabilidad Sf/ de la variable de interés .

EEj ercicio 7.9}

Supongamos que tenemos la siguiente poblacién de 4 unidades numeradas 1,2,3,4 con valores
en y = {2,3,4,5}, y se desea obtener una muestra de tamano n = 3, con probabilidades de
inclusién de primer orden, en ese caso, de m; = 0.6, w9 = 0.9, w3 = 0.6, 74 = 0.9, y de segundo
orden de:

T12 = 0.5

T13 — 0.2
© J. Portela, M. Villeta
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w1 = 0.5
o3 = 0.5
Toq = 0.8
34 = 0.9

Utilizar la macro estimppt del SAS para obtener estimaciones para el total con la muestra 1,2,3
y con la muestra 1,3,4.

Para ello hay que crear el archivo donde aparecen los valores de y y las probabilidades de inclusién para los
elementos muestrales.

data uno;

input y selectionprob jtprob_1-jtprob_3;
cards;

2 0.6 00.5 0.2

3 0.9 0.50 0.5

4 0.6 0.20.50

>

a continuacién se ejecuta la macro estimppt:

%estimppt (uno,y,3,4);

y se obtiene una estimacién de 13.33. con una varianza de Yates-Grundy de 0.61.

Para la muestra 1,3,4 es similar:

data uno;

input y selectionprob jtprob_1-jtprob_3;
cards;

2 0.6 00.2 0.5

4 0.6 0.20 0.5

5 0.9 0.50.50

Y la macro estimppt:

%estimppt (uno,y,3,4);

Obteniendo una estimacién de 15.55 con una varianza de Yates-Grundy de 9.38.

[Ejercicio 7 .10}

En una ciudad con 8 escuelas elementales un vendedor de ordenadores pretende estimar el
nimero de alumnos zurdos. Utiliza el nimero de alumnos matriculados en las escuelas para
seleccionar con probabilidad proporcional al tamano, 3 escuelas. La informacién sobre las
escuelas muestreadas y las probabilidades de seleccién aparece en la tabla siguiente: el M. Villeta
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Escuela | n° de alumnos zurdos | 7;

1 10 0.45
2 4 0.40
3 2 0.50

Las probabilidades de inclusién de segundo orden 7;; son:

110 0.20 | 0.20

210200 0.20

3102010200

Utilizar la macro estimppt en el SAS para calcular la varianza y los intervalos de confianza al
95% para el total de alumnos zurdos, basados en la varianza estimada por Horvitz-Thompson
y por Yates-Grundy.

Para ejecutar la macro es necesario introducir los datos en un archivo creando las variables selectionprob (m;)
y jtprob_ 1 hasta jtprob_3 (m;;). La creacién del archivo se produce en el paso data:

data dos;
input escuela zurdos selectionprob jtprob_1-jtprob_3;
cards;

a continuacién se ejecuta la macro estimppt:

%estimppt (dos,zurdos,3,8);

Las varianzas estimadas son 361.82 con el estimador de Horvitz-Thompson y 26.56 con el estimador de Yates-
Grundy.

Un intervalo basado en el estimador de la varianza de H-T: (-1.06, 73.50 ), que se puede dejar en (0, 73.50), y
un intervalo basado en la estimacién de la varianza de Yates-Grundy, de (26.11 , 46.32 ) .

En la préactica estas diferencias suelen ocurrir y es dificil orientarse por uno de los dos estimadores. Como
referencia, siempre se puede tener en cuenta la suposiciéon de que se ha realizado muestreo ppt y calcular la

varianza del estimador de Hansen-Hurwitz en ese caso, pues siempre servird de aproximacién como cota inferior
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. En este caso, se asume m; = np; en el método de seleccién utilizado por el vendedor de ordenadores, y por
ur . . . . . .
lo tanto p; = —. Se estimard con la macro estimpptr la varianza del estimador de Hansen-hurwitz, en este

supuesto:

data dos;

set dos;

pi=selectionprob/3;

run;

%estimpptr(dos, .,zurdos,escuela,8,3,1);

La varianza estimada es 258.71, més cercana a la que arrojaba el estimador de la varianza de Horvitz-Thompson

© J. Portela, M. Villeta
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8.8 Ejercicios propuestos

1) Una cadena de supermercados posee tiendas en 9 ciudades espanolas. El director de la
companfa piensa que serfa interesante crear guarderfas anexas a los supermercados para facilitar
a sus empleados el cuidado de sus hijos. Por ello desea estimar el nimero medio de hijos de
empleados menores de 5 anos por tienda. Para conseguirlo, el director decide muestrear con
reposicién 4 ciudades con probabilidad proporcional al nimero de tiendas. Si los respectivos
nimeros de tiendas en las 9 ciudades son:

10, 25, 8, 31, 40, 16, 5, 23, 17
Se pide:

a) Mostrar c6mo seleccionar la muestra con ayuda de una tabla de nimeros aleatorios (respetar
el orden en que se presentan las tiendas que hay por ciudad).

b) Si los nimeros aleatorios seleccionados son 122, 31, 37 y 100, ;qué ciudades constituyen la
muestra?.

¢) Suponiendo que el nimero total de hijos de empleados menores de 5 anos obtenidos en las 4
ciudades muestrales son (segun el orden de seleccién) 90, 153, 78, 205 respectivamente, estimar
el nimero medio de hijos de empleados menores de 5 anos por tienda, de toda la compania, y
dar un I.C. al 95% suponiendo normalidad.

2) Se realiza un estudio para estimar, en un colegio de 300 alumnos en 10 clases de 3°, cudntos
alumnos utilizan mévil. Se seleccionan 5 clases con reemplazamiento y probabilidad propor-
cional al nimero de alumnos. Se obtiene que la proporcién de alumnos que utilizan mévil en
las 5 clases muestreadas es respectivamente 0.05, 0.1, 0.2, 0.2, y 0.06. Calcular un intervalo de
confianza al 95% para el nimero de alumnos que utilizan movil.

3) De las 30 jaulas de un gallinero se selecciona una muestra aleatoria de tamano 3 mediante el
siguiente procedimiento: la primera extraccion se realiza con probabilidades proporcionales al
nimero de gallinas de las jaulas y las 2 restantes con probabilidades iguales, siendo todas las
extracciones sin reposicién.

Calcular una estimacién insesgada de los huevos puestos al dia entre todas las jaulas del gallinero
, sabiendo que hay en total 200 gallinas, con los siguientes datos:

Jaula 11213

Huevos | 5|32

Tamano | 6 | 5 | 4

Establecer también la desviacién tipica de la estimacién.

4) Una poblacién tiene 3 unidades con valores en 5, 2 y 8 en la variable y. Los valores respectivos
de la variable x para esas observaciones son 7, 3, y 10. Suponiendo n = 2:

a) En muestreo pptr proporcional a la variable x, presentar la distribucién del estimador del

total poblacional. Comprobar que es insesgado. ©J. Portela, M. Villota
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b) Hacer lo mismo suponiendo muestreo ppt (con el método bésico).

5) En una poblacién con 3 observaciones se desea estimar el total con n = 2.

Yyl
112
416
6|13

a) Calcular la varianza exacta del estimador del total si se utiliza muestreo pptr con variable
auxiliar x.

b) Calcular la varianza exacta del estimador del total bajo m.a.s. de tamano n = 2.

c¢) Calcular el error cuadratico medio exacto del estimador bajo m.a.s. con estimacién de razén,
suponiendo conocida .

d) Calcular la varianza exacta del estimador del total si se utiliza muestreo ppt con variable
auxiliar x.

6) En un proceso de control de calidad realizado en dos fébricas similares, se realiza un muestreo
estratificado para determinar una estimacién para el mimero de lotes defectuosos. En el pro-
ceso de la primera fabrica hay 10 lotes, con un total de 200 items. Se escogen dos lotes con
reemplazamiento , asignando probabilidades de eleccién proporcionales al nimero de items. En
el primer lote muestreado hay 4 items defectuosos, y 20 items en total. En el segundo lote
hay 35 items defectuosos y 60 items. en la segunda fabrica hay 3 lotes a examinar, con un
total de 150 items. Se escogen 2 lotes con probabilidades proporcionales al nimero de items sin
reemplazamiento. En el primer lote muestreado hay 60 items, de los cuales 30 son defectuosos.
En la segunda fabrica hay 10 items defectuosos y 30 items.

Suponiendo normalidad del estimador,

a) Dar un I.C. al 95% para el nimero total de items defectuosos en conjunto en las dos fabricas.
b) Dar un I.C. al 95% para la proporcién de items defectuosos en conjunto en las dos fébricas.
7) Resolver el ejercicio propuesto 1), ¢) en SAS, con la ayuda de la macro estimpptr.

8) El archivo SAS aprobados contiene los alumnos matriculados en Selectividad en Junio en las
42 Universidades espafiolas en 1996 (variable matri) , y el nimero de aprobados (variable junio).
Se trata de estimar el total de aprobados utilizando la variable matri como variable auxiliar.
Se ird rellenando la tabla que aparece mas abajo a medida que se realicen las estimaciones.

a) Calcular el verdadero total de alumnos aprobados en Junio con

proc means data=aprobados sum;var junio;run;
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b) Extraer 5 muestras con probabilidad proporcional a los alumnos matriculados con reem-
plazamiento, de tamano n = 6, con las semillas 1234, 1235, 1236, 1237, 1238. Utilizar la macro
estimpptr para estimar el total y observar los valores del estimador. Observar también los
estimadores de la varianza.

c¢) Realizar el mismo proceso con muestreo ppt . Utilizar la macro estimppt.

d) Realizar muestreo aleatorio simple 5 veces con las mismas semillas , observando el valor de
la media muestral. Calcular en estos casos también el estimador de razén y regresion mediante
la macro estimrazreg. Comparar con los resultados anteriores: ;Qué estimadores parecen tener
mayor varianza y cudles menor?.

Muestra | Ny | Nyp N@,,eg tug | tar

e) Supongamos que se seleccionan forzosamente las Universidades mas grandes, UCM, Pais
Vasco, Santiago, Auténoma de Madrid y Barcelona. La Universidad restante se extrae por
m.a.s. del resto. Realizarlo sucesivamente 5 veces con las semillas anteriores y calcular el valor
del estimador final. ;Que tal es la precisién de este ltimo estimador?.

f) Como se pueden conocer las cuasivarianzas exactas de las variables, calcular la varianza exacta
del estimador del apartado e), la de tyy bajo muestreo pptr, la del estimador de expansién
bajo m.a.s. y la del estimador de razén del total bajo m.a.s.. ;Cuél es menor?.

© J. Portela, M. Villeta
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9 MUESTREO POR CONGLOMERADOS EN UNA
ETAPA

En este capitulo se estudiard el tipo de muestreo que selecciona aleatoriamente conjuntos de
unidades llamados conglomerados, de una particién de la poblacién en estos grupos. Al ser
muestreo en una etapa, se considera que en cada conglomerado de los seleccionados se exami-
naran todas las unidades pertenecientes a él.

9.1 Introduccién

Se comenzard con la definicién de conglomerado (cluster) de unidades.
Definicién.

Un conglomerado es un conjunto de unidades, que a su vez es una clase o parte de una
particién de la poblacion.

Como esta definicién puede ser equivoca respecto a los estratos, que también son particiones de
la poblacién, hay que anadir que los conglomerados se crean con el propésito de seleccionar una
muestra de entre ellos por algiin método de muestreo, dejando otros sin examinar. La diferencia
respecto al muestreo estratificado es que en éste tltimo se seleccionan unidades dentro de todos y
cada uno de los estratos. El muestreo estratificado, para ser eficiente, requeria cierta diferencia
entre los estratos respecto a la variable de estudio, y cierta homogeneidad interna. En el
muestreo por conglomerados, como se van a selecionar sélo algunos, conviene que cada uno
de ellos esté en cierto modo representado por los demés (homogeneidad entre conglomerados),
y, ademads, que cada uno de ellos sea en s{ mismo una buena representacién de la poblacién
(heterogeneidad intra conglomerados).

La Figura 9.1 representa una particién tipica del muestreo por conglomerados (en este caso,
los conglomerados son los corralitos): estos son parecidos entre si, y la variabilidad interna de
cada uno de ellos representa en cierto modo la variabilidad de la poblacién. Compédrese con la
particién en estratos de la Figura 4.1. para comprender la diferencia.
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Noétese también en la Figura 9.1 que los conglomerados no tienen por qué tener el mismo
tamafio (nimero de unidades elementales), aunque a menudo se construyen de tamanos iguales
por simplificar los problemas de muestreo y estimacién.

Figura 9.1. Particién de la poblacién en 7 conglomerados.

El muestreo por conglomerados presenta algunas ventajas que veremos a continuacion:

e Suele ser menos costoso en tiempo o recursos que otros tipos de muestreo, pues la dis-
posicién de las unidades en grupo facilita las tareas administrativas de localizacién, des-
plazamiento y toma de datos.

e A menudo no se dispone de informacioén exhaustiva de todas las unidades de la poblacion,
o es costoso conseguirla. En muestreo por conglomerados sélo se necesita recabar infor-
macion sobre los conglomerados seleccionados, disminuyendo los costes .

e Frecuentemente los conglomerados existen ya como unidades administrativas, facilitando
la tarea de particionar la poblacién.

Por otro lado, y como principal inconveniente del método, aunque teéricamente se construyan
conglomerados homogéneos entre ellos, en la préctica suele ocurrir que no lo son suficientemente,
disminuyendo asf la precisién del estimador. Véase en los ejemplos de la tabla 9.2 que puede
existir variabilidad alta entre los conglomerados respecto a la variable de interés. Asi, en general,
el muestreo por conglomerados suele ser menos preciso que el muestreo aleatorio simple para el
mismo tamano muestral. A pesar de esto, para el mismo coste, el muestreo por conglomerados
suele ser mas preciso que otros métodos, incluido el m.a.s., debido a que permite tomar muestras
de mayor tamano por un precio similar, al reducirse mucho los gastos del trabajo de campo.

Respecto a la organizaciéon del método, un conglomerado puede a su vez, ser dividido interna-
mente en subgrupos, y cada uno de estos subgrupos formar una particién interna de unidades.
Si existe este tipo de jerarquia, se utiliza la siguiente terminologia: se denominan a los primeros
conglomerados unidades de primera etapa, a los subgrupos unidades de segunda etapa,
etc. El método de muestreo en varias etapas consiste en seleccionar por muestreo algunos de
los primeros grupos, y a continuacién , y dentro de los grupos ya seleccionados, seleccionar por
muestreo algunos de los subgrupos, y asi sucesivamente hasta llegar a las unidades elementales.
En este capitulo se tratard del muestreo por conglomerados monoetépico.
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Introduccién

Definicién.

El método de muestreo por conglomerados monoetapico o en una etapa consiste en seleccionar
por algin método de muestreo una muestra de conglomerados, y dentro de cada uno de los

seleccionados examinar todas las unidades elementales.

Conglomerados | unidades elementales | variable de interés y
familias individuos gasto mensual

edificios hogares consumo eléctrico
granjas gallinas presencia de enfermedad

parcelas de terreno

arboles frutales

produccién

mancomunidades municipios consumo de gas
hospitales pacientes internos tiempo internado
escuelas alumnos nota final de curso

Tabla 9.1. Ejemplos de conglomerados en muestreo monoetépico.

Hay que remarcar que al examinar todas las unidades elementales dentro de cada conglomerado
de los seleccionados, es como si estuviéramos tratando simplemente con "grandes" unidades
elementales, pues no hay ningin azar asociado al resultado dentro del conglomerado una vez
escogido. Es como si cada conglomerado llevase asociada una caracteristica de interés (que
puede ser su total, proporcién o media) y basta aplicar los resultados asociados a la técnica de
seleccién o estimacion escogida (m.a.s.r., m.a.s., ppt, etc.) sobre esa caracteristica de interés
como si ésta fuera la variable habitual y. Asi, los resultados tedricos en el fondo suelen co-
rresponderse directamente con los ya vistos anteriormente, variando simplemente la notacién.
Sin embargo, hay nuevos conceptos relativos a la homogeneidad "intra" y "entre" conglomerados
y a la comparaciéon con m.a.s., que no se han estudiado hasta ahora.

Notacién

En este diseno de muestreo, se supone que la poblacién estd particionada en L conglomerados,
de tamanos respectivos N;, 1 =1, ..., L.
- . — 1 & N
El tamano medio de los conglomerados es N = T > N; = T
i=1

1 N
La media del conglomerado i es y, = N Zlyij.
1 )=

N.

. def _ ’
El total del conglomerado i es y; = Ny, = > v
J=1 ©J. Portela, M. Villeta
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N
SZ = 2 )2 = —
Nz_ z::(yj Z) Nz_lal
: : 9 N;
En estudio de proporciones, S7 = N 1p1(1 — ;)
a cuasivarianza poblacional es S5° = —— ; = o
p N1z &Y TV Ty
: : 9 N
En estudio de proporciones, S¢ = mp(l - D).
L N
La cuasivarianza intra-conglomerados es S? = S5 (yi—7;)?
L(N — 1) i=1j=1

dio de la cuasivarianza interna de cada conglomerado.

1 L
En estudio de proporciones, S2 = — > p,(l — Di).
L =1 Nz
s o 2 1 - = T2
La cuasivarianza entre conglomerados es S; = -1 Y Ni(y; — 7)
—1)i=1
N L
glomerados tienen el mismo tamarno, S7 = =1 S, — )2
- i=1

En estudio de proporciones,

2 __ 1 L 2

i=1

9.2 Conglomerados de igual tamano

, que es un prome-

. Si todos los con-

En este apartado se estudiard el caso en que los conglomerados pueden considerarse de igual
tamafio N. En la notacién anterior, esto equivale a sustituir cada N; por N. Si la variacién
en tamano de los conglomerados es pequena, aproximadamente entre 5% y 10%, se pueden
utilizar los resultados de este apartado, pues la contribucién del tamano de los conglomerados
a la varianza del estimador suele ser despreciable. Durante el desarrollo de este apartado se va

a asumir m.a.s. en la seleccién de los conglomerados.

9.2.1 Anadlisis de la varianza en muestreo por conglomerados

Veremos en primer lugar una descomposicién de la varianza poblacional en términos de las

varianzas intra-conglomerados y entre conglomerados.
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Teorema 9.1 (descomposicién de la varianza).
Se verifica que

(N —-1)S%?=L(N —1)S2 + (L —1)S?.
Demostracién.

Se desarrollard la demostracién para el caso general en que N; puede variar, pues N; = N para
todo i (conglomerados del mismo tamano) es un caso particular.

( ) > Zl(yu v) 21 Zl(yu Ui+ Y — )
= = 1=1 9=

=17

S G- 250 S ey — 73 — 7).

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1

tenemos que

(N-1)8 =3 5 (s 7 + 5 S0 — 7 =

i=1j=

—
.
Il
—

e
Il
—

L N;

=22y — 0 + NG~ 9)° = LIN = DS + (L= DS
1=1J)= 1=

Asi, la variabilidad total se puede descomponer en variabilidad entre conglomerados y variabil-

idad intraconglomerados. Como se ha comentado, en muestreo por conglomerados interesa que

la descomposicién sea favorable a una variabilidad "intra" alta frente a una variabilidad "entre"

baja.

La siguiente definicién permite aproximar de otro modo el concepto de variabilidad o hetero-
geneidad intra-conglomerados.

Definicién.

Supongamos que los tamafios de los conglomerados son iguales, N. El coeficiente de co-

rrelacién intra-conglomerados es

L
(Wi — ¥ (Wix — 7))

=1 j#k=1

(N —1)(LN —1)52

(2

%Mz\

Este coeficiente refleja el grado de homogeneidad interna de los grupos, por lo cual a mayor
J, peor serd la configuracién de conglomerados, y a menor 0, (méas heterogeneidad interna),
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mejor serd esa configuraciéon. Se puede demostrar que el valor minimo de § (correspondiente a

1
la mejor configuracién de conglomerados) es 6 = ————.

N -1

[Ejemplo 9.1 ]

Supongamos que tenemos una poblacién de 9 elementos, con valores {1,2,3,1,2,3,1,2,3}. Entonces
la media poblacional es j = 2 y la cuasivarianza poblacional es S? = 0.75.

Si escogemos la siguiente configuracién de conglomerados:

{1,2,3}, {1,2,3}, {1,2,3}

entonces

L N

> > Wii — )ik — )
5= i=1j#k=1 _

N — 1)(LN — 1)82

3(1-2)2-2)+(1-2)B3-2)+(2-2)1-2)+ (2—-2)(3—2)]
(3-1)(3-3-1)0.75 *

3(3-2)1-2)+(3-2)(2-2)] _
(3-1)(3-3—-1)0.75

3. =2 1

B-1)(3-3-1075 2

1 1
Ademss, N1 =-3-1= "3 con lo cual la configuracién escogida es la mejor posible.

Si, por el contrario, se utiliza la configuracién:
{1,1,1}, {2,2,2}, {3,3,3}

entonces

5 6(1—2)(1-2)+6(3—-2)(3—-2)+6(2—2)(2-2) _
N (3-1)(3-3-1)0.75 B

12 .
(3-1)(3-3-1)0.75

que es positiva, y, como se verd mas adelante, lleva a que el muestreo por conglomerados, con esta
configuracioén, sea inferior al m.a.s. para el mismo tamano muestral.

9.2.2 Estimacion de la media

Veremos a continuacién un estimador de la media en el caso de conglomerados de igual tamano.
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Teorema 9.2 (estimacién de la media).

Supongamos que se realiza un m.a.s. de n conglomerados entre L, siendo éstos de igual tamano
N. En cada conglomerado ¢ de los n muestreados se examinan todas las unidades y por lo
tanto se obtiene la media poblacional en el conglomerado ¥;. Entonces

o 1a

Ye =1 Z; Yi

es un estimador insesgado de .

Demostracién.

E(y.) = —>_ E(y;). Ahora, por el mismo razonamiento que se hizo al estudiar m.a.s., cada

1
Y, es una variable aleatoria que toma valores ¥, ..., 7; cada uno con probabilidad I entonces

para todo i, es

B@) =1 X0,

y por lo tanto

B(@,) =+ 3 B() = B(.) =

=1

3I'—‘

Teorema 9.3 (varianza del estimador).

La varianza de 7, es

L—n L L—n

Lo B

V(y.) =

Demostracion.

Es otra consecuencia de la utilizaciéon del muestreo aleatorio simple sobre los grupos. Basta
redefinir el conjunto de conglomerados como una poblacién de L unidades, cada una de las
cuales toma valor 7;, y donde se realiza m.a.s. de tamano n.

El estimador definido 7, coincide con el estimador usual media muestral en m.a.s., pues 7. =

— > ¥;, y por lo tanto su varianza serd
n =1
L —nS"

V(y.) = I

1 L
[ 2@ — ) al ser
- La=1

donde en este caso S”? es la cuasivarianza de la variable 7., que es
19 L

=1 © J. Portela, M. Villeta
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entonces
2

o 5
N

y se obtiene el resultado.
La siguiente expresion relaciona esta varianza con el coeficiente de correlacién intra-conglomerados.

Teorema 9.4 (otra forma para la varianza del estimador).

_ (L —n)No? —
@) = 3 o+ = 10)
Demostracion.

En primer lugar se puede expresar ¢ en funcién de o2. Por ser

N

$? =

L—n L N . N s N
‘WELZ}%—@) + 2 =D y)]
_ Lo Ner g NV - 1)) = LNy
= [No?+ N(N — 1)02] L<L_1)nﬁ2(1+(zv 1)),

Corolario 9.1 (forma aproximada para la varianza del estimador).

Una aproximacion a V' (7,) es

L—n S? _
@) = = =1+ (V- 1))
Demostracion.
L—n No? —
Viy.) = — —(1+ (N —1)9).
5= i - 09)
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Sélo hay que demostrar que

No? 9
~ .

(L-1)N

Utilizando que S? =

(L-1)N (L—1)N (N-—N)

N -1 1 1/N N
El término ( _) = — — / — ~ 1 pues se considera — despreciable. Entonces se
N —N) 1— % — % N

ti No* 52 lo tant
lene que —mMmMmM >~ or 1o tanto
q L—-1N yp

L—n S? —
—(1+ (N —1)6).
(14 (V- 1)9)

V() =

9.2.3 Estimacion de varianzas
Para estudiar la precisién del estimador en la préctica, es necesario construir estimadores de su
varianza.

El siguiente resultado es un paso previo para estimar el coeficiente de correlacién intra con-
glomerados.

Teorema 9.5 (aproximaciones a ¢).

Suponiendo N y L suficientemente grandes, se tiene que:

S22

(a)ézm.

N L(N-1)S?
N—-1(N=-1)52"

(b) 0 ~1—

Demostracion.
(a) Como

L—n S?

=+ (N = 1)9)

V(y.) ~

y ademads

_ L—n

igualando ambos términos se tiene que
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5:&.
(N —1)52

(b) Utilizando que
L(N —1)S2 = (N —1)S? — (L — 1)S?
por la propiedad de descomposicién de la varianza, se tiene que

N L(N-1)8? (N—-1)(N—-1)S?~-N(N—1)S?+ N(L—1)S?

1_W—1WFUW:: (N —1)(N — 1)82 -
NIL=1)
B O LR VL S e W
B (N —1)(N —1)82 - (N-1)8?
Ahora,
NL-1) N-N N W

N1 NI N1 m_-i°% 1 pues el segundo término se considera aproximada-

mente cero suponiendo N despreciable frente a N. Ast,
N L(N-1)S? N S — 52 N
N-1 (N-1)5? — (N-1)s82

El siguiente resultado permite estimar el coeficiente de correlacién intra conglomerados, lo que
serd 1til en el sentido de diagnosticar si la configuracién de conglomerados permitird obtener
una buena precisién en las estimaciones.

Corolario 9.2 (estimacién de 9).

Un estimador de los momentos de ¢ es

N L(N-1)s?

5:1_N—1 (N —1)s?

donde

2= —— ﬁi%@m 7i)?
n(N —1) iz j=1

y

S > g(%j Je)?
nN — 1= ;=1

En muestreo por conglomerados no se cumple que s? sea un estimador insesgado de S2. El

siguiente resultado permite estimar la cuasivarianza poblacional S? y la varianza del estimador.

Teorema 9.6 (estimacién de varianzas poblacionales).

a) Un estimador insesgado de S2 es s2.
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b) Un estimador insesgado de S? es s? =

¢) Un estimador insesgado de $% es 52 =

Demostracion.

—_

~ 1 ]Xj:(yw y2)2]

—_

, . de . . . .
El término S? = —— Z (yi;—7;)? es la cuasivarianza poblacional interna en el conglomerado
N - ]_ ]—
. Como se eligen n conglomerados por m.a.s. de entre L, es una variable aleatoria que toma

1
valores 5%, ..., 5% con probabilidades iguales T Su esperanza serd entonces E(S?) = 7 > 52
i=1

Asi,

B(s2) = 23T 38— 738 =~ 3 Sy T - S

J=1

| =

1.
n
1 9 . .
1 > (¥, —y.)?| . Considerando cada conglomerado como una unidad de
n—1)i=1
una poblacién de L unidades, de la cual se toma una m.a.s. de n unidades y se denota por
1
— 0 es més
=) ;(yz 7.)? no es m

que la cuasivarianza muestral s%, de la caracteristica 7, , y por ser m.a.s. F(s @,) = Sg, =
1 1 1

1 Lo )
m;(yi—%) . Asi,

b) E(s?) = NE

Y, la caracteristica de interés de esa unidad, se observa que

B(s) = V() = oy 20— 7 = St

c) Al ser insesgados s2 y s2, y por la propiedad de descomposicién de la varianza, se tiene que
E[L(N —1)s% + (L —1)st.] = L(N —1)S2 + (L — 1)S% = (N — 1)52.
Entonces,

L(N —1)s% + (L —1)s?

(N —1) =5

B(5?) =

Corolario 9.3 (otro estimador de 9).

Otro estimador de los momentos de § es
. Q2
(N —1)5?

El siguiente importante corolario ofrece la posibilidad de estimar la varianza del estimador de
manera insesgada.
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Corolario 9.4 (estimador de la varianza del estimador).

Un estimador insesgado de la varianza

_ L—n
V(%)stf-
€S
., _L—’I’L2_(1—f1) n
V@J_'Lﬁn%__mn—i)g¥% 7.)?

[Ejemplo 9.2 ]

Un agricultor desea estimar la produccién media de sus perales. Divide su terreno en 20 grupos de
arboles de 6 drboles cada conjunto, y escoge aleatoriamente 5 grupos, examinando todos los darboles
dentro de cada grupo. Los datos obtenidos en kilogramos de produccién, en cada uno de los drboles
de los grupos muestreados, son los siguientes:

Grupo\Arbol [1 [2 [3 |4 |5 |6
1 1810 | 15 |20 | 14 | 8
2 9 |13 |10 |11 |7 |17
3 1215|146 |8 |9
4 1012137 |6 |8
5 1216 |13 |12 |10 | 7

Tabla 9.2. Datos de produccién de perales.

De este modo, se obtienen las medias en cada conglomerado, que son y; = 15.4, §, = 10, 73 = 11,
y4 — 967 y5 - 126

Asi, la estimacién de la producciéon media por peral es

1 n
=-S5 (154+10+11+96+126)_1172
n =1

La estimacién de la varianza del estimador serd
~ L-n 1 n 20 -5 1 5
Vg)=————7-—3 (7, -7.) = —— 2 =0.8358.

=1

Si se desea profundizar mds en la estructura de conglomerados, se puede estimar el coeficiente de
homogeneidad §. Para ello es necesario calcular

n N
= > > (v —7)* =162

2
Y n(N n(N-1) &=
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Asi, tenemos que

N L(N—-1)s2 20(6 — 1)1.62
( ) _ 6 20(6-1)162 _ o

S=1- — —1— —
N—1 (N—1)s? 6—1 (120 — 1)12.79

Una manera gréfica de observar las diferencias entre conglomerados, (perjudiciales en cuanto a la
precision del estimador) es utilizar un diagrama de cajas:

20.0 -

175 I
.

15.0 - .

" I
.
L I
2 3 4 5

grupo

Figura 9.2. Diagrama de cajas por conglomerado.

En la Figura 9.2 se aprecia la variabilidad entre conglomerados, que puede afectar a la precisiéon de
la estimacién. Como se verd a continuacion, cuando d es positivo el muestreo por conglomerados es
m&s impreciso que el m.a.s. para el mismo tamarno muestral, aunque como frecuentemente ocurre,
utilizando conglomerados existe una ganancia respecto a la reduccién en trabajo de campo: el agricul-
tor sabe que solamente tiene que desplazarse a 5 grupos para realizar la toma de datos, cosa que no
ocurrirfa con el m.a.s., mds complejo de implementar. Una alternativa apropiada en este problema
préctico concreto serfa utilizar muestreo sistemaético.

9.2.4 Estimacién del total y proporcién

En el caso de conglomerados del mismo tamano, se aplican directamente los resultados anteri-
ores.

Propiedad 9.1 (estimacién del total y proporcién).

En m.a.s. monoetdpico de conglomerados de tamanos iguales:

N n

a) Un estimador insesgado del total es Ny, = — > %, , con varianza V(Ny,) = N?V(y.) y
n =1

estimador insesgado de la varianza N2V (7).

b) Supongamos que la variable y toma valores 0 6 1 y se desea estimar la proporcién p de

. 1z
valores 1 en la poblacién. Un estimador insesgado de esta proporcién p es 7. = p. = — > pi,
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N L
donde p; es la proporcién en el conglomerado i. En este caso, S7 = T —1) > (p )’y la
- 1=1
L— . =~ L—n,
varianza es V(p.) = V(7.) El estimador de la varianza serd V(p.) = T, b
n
N n
donde s? = S( )

(Ejemplo 9.3 |

Se desea estimar el nimero de franquicias de una determinada empresa que han cumplido sus objetivos
anuales, y la proporcién de franquicias que los cumplen. Para ello se agrupan las franquicias en 25
regiones geogrificas con 10 franquicias cada una, y se obtiene una m.a.s. de 5 regiones, examinando
todas las franquicias dentro de cada una de estas regiones .

Los resultados obtenidos son 3 franquicias que han cumplido los objetivos en la primera regién ana-
lizada, y sucesivamente 4,3,2,3 en las regiones 2,3,4, y 5 respectivamente.

Suponiendo la creacién de la variable y, con valor 1 si la franquicia en cuestién ha cumplido los
objetivos y con valor 0 si no, se puede estimar la proporcién poblacional a través de p, :

n 1,3 4 3 2 3
> i —(1—0+1—0+1—0+1—0+10)_0.3.

1
n ;=1 5

Para calcular la varianza estimada del estimador , se tiene que

=

2= (n—1)§( B)2 = 0.05

y por lo tanto

~ L—n, 25 —

V(pe) = 7% = 3510, 5005_00008

Si se quiere estimar el total, se utiliza el resultado anterior, pues
Ny.= Np.=250-0.3=75
y su varianza estimada serd

N2V (p,) = 50.

9.2.5 Comparacién con m.a.s.

En este apartado se comparard la precisiéon del muestreo por conglomerados monoetédpico con
m.a.s., con conglomerados de igual tamano, con el m.a.s., suponiendo el mismo tamano mues-
tral=nimero de unidades elementales muestradas. Ademas se estudiara cémo buscar el tamano
muestral adecuado en algunos casos.

Teorema 9.7 (comparacién con m.a.s.).

Suponiendo el mismo nimero de unidades elementales muestradas, se verifica que
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V()
V()

Demostracion.

~ 1+ (N —1)6.

Muestrear n conglomerados de tamafio N equivale a obtener nN unidades elementales, con
— N —nN S?
lo que el m.a.s. equivalente debe ser de nN unidades. Asi V(y,) = ————

2 e N W Yy como
_ L—nS — _ N—-nN S —
V(y,) ~ 7 n—N(l + (N —1)5) = Tn_ﬁ(l + (N —1)J), entonces
V(y.) ~
—Z ~ 14 (N —1)6.
V) <Y

Corolario 9.5 (comparacién en funcién de 9).

Asumiendo L suficientemente grande como para hacer vélida la expresién aproximada de V (7..),
entonces:

1
a) Sid= BTAEL entonces V(7,.) =0 < V(y,).

1
b) Si 1 <60 <0, entonces V(y,.) < V(7,).

c) Si 6 = 0, entonces V(7,.) = V(7,).
d) Si § > 0, entonces V(y,) > V(7,).

Como consecuencia, si la homogeneidad interna de los conglomerados es alta (0 alto), el
muestreo por conglomerados serd menos preciso que el m.a.s., algo natural. En la préctica,
se utiliza un estimador de los momentos del coeficiente de correlacién intra-conglomerados.

EEjemplo 9.4 ]

En el ejemplo 9.2, se puede estimar la relacién entre realizar muestreo por conglomerados y m.a.s. a
través de la estimacién de & : como & = 0.87, se tiene que 1 + (N —1)d = 1+ 5-0.87 = 5.35, con lo
cual la varianza del estimador realizando muestreo por conglomerados serd aproximadamente 5 veces
mds grande que la obtenida realizando m.a.s., para el mismo tamano muestral.

9.2.6 Estudio del tamano muestral

De cara a estudiar el tamano muestral para una precisién o coste prefijados, se comenzard con
una comparaciéon con m.a.s. derivada de los resultados anteriores.

Corolario 9.6 (comparacién con m.a.s. en términos de tamano muestral).

El tamafio muestral (en unidades elementales) necesario en muestreo por conglomerados mo-
noetdpico de tamanos iguales, para obtener la misma precisién que en un m.a.s. con tamano
muestral 1,, .., €S
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Ne ~ Nm.as. (1 + (N —1)0).

Demostracion.

L—n N —nN —
Se utilizard que 7 N y sea nN = n. el tamano muestral final en muestreo
monoetdpico.

Al ser las dos varianzas

_ N —n.S? _
V(g) = =1+ (N = 1)9)
Yy

— N — Nm.a.s. 52
V) =—F =

entonces, para tener la misma precisién,ha de ser

N —n.S? — N —Nmas S?
—(14+ (N —-1))) =~ e .

N TLC( * ( ) ) N Nm.a.s.
Despreciando los términos de correccién por poblacién finita,
1 — 1
—(14+ (N —=1)0) =~
nC ( ( ) ) nm.a.s.
y por lo tanto
ne =~ nm.a.s.(l + (W - 1)6)

V(w
ngic) ~ (1+ (N — 1)) es denominada "efecto de disefio". El coeficiente ¢ suele

Ys —
decrecer cuando el tamario medio de los conglomerados IV crece , pues se va haciendo mayor la
heterogeneidad interna, pero en términos relativos el factor (1 + (N — 1)d) suele crecer con N.
En todo caso, para un estudio previo es necesario hallar un equilibrio entre tamano muestral,

coste, precisién y tamano de los conglomerados.

~—

La expresién

Normalmente la comparacién directa con m.a.s. en términos de precision no tiene interés
préctico, pues el muestreo por conglomerados tiene mucho menor coste que el m.a.s. Ademas,
en grandes poblaciones el muestreo aleatorio simple es frecuentemente inutilizable por motivos
practicos, de coste y de falta de informacién. Veremos a continuaciéon cémo obtener una apro-
ximacién al tamano muestral 6ptimo en muestreo monoetépico para una precisién y/o un coste

dados.
Tamano muestral para un error de muestreo dado ¢.

Recordemos que 7. es el nimero de unidades elementales obtenidas en muestreo por conglo-
merados monoetdpico, de n conglomerados seleccionados mediante m.a.s.

El error de muestreo ¢ es la desviacién tipica del estimador. En este caso ¢ = /V(y.) ¥y
entonces ¢* = V(7,). Asitomando la expresién aproximada de V (7,) :
N —n.S5?

(14 (N —1)8) = ¢ y despejando, se obtiene
N n. ©J. Portela, M. Villeta
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N1+ (N-1)§)5?
NG+ (14 (N —1)6)S2

Cc

— N
Como n, =nN = nf, siendo n el nimero de conglomerados seleccionados, se obtiene

N
L+ -19s* (1+ (7 —1)9)5”

5 — )
Si el nimero de conglomerados L es conocido, n estd determinado por esta expresién, siempre
que se tenga una buena aproximacién a S2. Si se pueden adoptar diferentes configuraciones de
conglomerados de igual tamano, existen varias soluciones que se pueden presentar en una tabla,
asociando a cada L un n que arroje la precisién requerida, y asociando probablemente el coste.
En este 1ltimo caso, ademds, cada diferente construccién de conglomerados lleva a un diferente
0. A menudo esta informacién no estd estimada para todas las posibilidades de configuraciones
de conglomerados, con lo que se suele prefijar el nimero de conglomerados L en un valor que
permite a través de informacién anterior, tener estimada ¢ ( y ademds, como es habitual, S?).

Si se desprecia el término de correccién por poblacién finita, queda

S+ (N -1)9)

Ne > pe
con lo que
1 S%(1+ (N —1)9)
n>~— 3 .
N ¢

Las mismas consideraciones respecto a L son vilidas en esta ltima aproximacién.

Tamano muestral para un coste dado C.

En este caso es necesario expresar C' en funcién de los diferentes costes que surgen en este tipo
de muestreo. Una funcién de coste sencilla es

C = ¢y +ncy +niNey,

donde ¢ es un coste fijo , ¢; es el coste asociado a cada conglomerado (viaje, requerimiento
de informacién, etc.) y ¢y es el coste asociado a cada unidad elemental (toma de datos, viaje
dentro del conglomerado, costes administrativos, etc.) dentro de los conglomerados. Es directo
que

C—Co
n=-————
Cl+NCQ

por lo que si el tamano de los conglomerados estd prefijado, fijar el coste lleva a un valor de n
concreto.

© J. Portela, M. Villeta
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[Ejemplo 9.5 ]

Supongamos otra vez el Ejemplo 9.2, asumiendo que una buena estimacién de S? es S? = 7. En
primer lugar, haremos un anélisis a través de medios informéticos del error de muestreo obtenido
para diferentes tamafnios muestrales n.. Recordemos que habia 120 drboles en total. Supongamos que
prefijamos el nimero de conglomerados en L = 20 de N = 6 4rboles cada conglomerado, y que la
estimacion de  en el ejemplo 9.2 es correcta, es decir, 5 = 0.87.

El error de muestreo al cuadrado es aproximadamente

N —n, S? — 120 —n. 7
2= ! — 1))~ ——="(1 ~1)0.87) =
¢ N nc( + (N )9) 130 nc( + (6 )0.87)

120 —n.37.45 120 —nN 3745 120 —n -6 37.45
120 n. 120 nN 120 6n

Realizando un sencillo bucle de programacién, se obtiene el error al cuadrado ¢? para diferentes valores

e L. . .y
den = = Supongamos ademds ciertos costes cg = 3,¢; = 2y c2 = 3, asumiendo una funcién de coste

lineal. Se presentars en la tabla también el valor del coste C' = ¢y + ncy +nNep para cada valor de n.

n error”2 Coste
1 5.93 23
2 2.81 43
3 1.77 63
4 1.25 83
5 0.94 103
6 0.73 123
7 0.58 143
8 0.47 163
9 0.38 183
10 0.31 203
11 0.26 223
12 0.21 243
13 0.17 263
14 0.13 283
15 0.10 303
16 0.08 323
17 0.06 343
18 0.03 363
19 0.02 383
20 0.00 403

Obsérvese que si se toman los 20 conglomerados, al ser muestreo monoetdpico se estd examinando
toda la poblacién y por lo tanto el error de muestreo es cero.

Si el error de muestreo estd prefijado, se puede obtener a partir de la tabla el n minimo para obtenerlo,
o bien a través de la férmula del Teorema. Por ejemplo, supongamos que queremos un error maximo
de ¢ = ¢ = 1. Entonces, ha de ser:

N 2
(1+(N-1)8)s2 37.45 .

N¢? + (1+ (N —1)3)52 - 712043745 ©J. Portela, M. Villeta
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es decir n ha de ser mayor que 4, que como se ve en la tabla es el punto de corte a partir del cual el
error es inferior o igual a ¢ = ¢? = 1.

Otra posibilidad para la funcién de coste es utilizar que el coste de viaje es aproximadamente
proporcional a la raiz cuadrada del nimero de conglomerados. Para ilustrar esta idea, con-
sidérese la figura 9.3, donde los conglomerados se reparten a la misma distancia en un &area
rectangular A.

o O O
o 0O O O
O O O O

Figura 9.3. n = 12 conglomerados

Si la distancia horizontal o vertical entre dos conglomerados es d , y n; es el nimero de conglo-
merados en una fila y ny el nimero de conglomerados en una columna, la longitud del rectdngulo
es d(ny — 1) y la altura serd d(ns — 1). Ademds, el mimero total de conglomerados es n = nins.
En el ejemplo de la figura, n; =4, ny = 3, n = nyng = 12.

El area total es
A= d(m — 1) X d(ng — 1) = d2(n1 — 1)(712 — 1)

Si el nimero de conglomerados por columna o fila es mas o menos grande, se puede aproximar

A
A ~ d?nnsy, con lo que A ~ d*>n y la distancia entre dos conglomerados es d ~ {/ —.
n
Si se trata de recorrer todos los conglomerados por el camino més corto, la distancia recorrida

serd aproximadamente d(n — 1), que es el nimero de caminos entre los conglomerados dos a dos

[A
(en el ejemplo, d x 11). Aproximando d(n — 1) ~ dn, y como d ~ 4/ — , entonces la distancia
n

recorrida en total sera

A
— X n=+vnA.
n

Por lo tanto, como el coste relativo al viaje entre conglomerados es aproximadamente propor-
cional a la distancia recorrida, serd proporcional a la raiz cuadrada del nimero de conglome-
rados. Esto se suele representar en la funcién de coste como un término adicional cgy/n:

C = cov/n+ney +nhep. ©.J. Portela, M. Villeta
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El valor de ¢ tiene en cuenta las consideraciones realizadas (el drea A) y el coste de cada viaje.
En el valor de ¢; estdan excluidos ahora los costes por viaje, sélo cuentan costes relativos a la
adquisicion de informacion o anadidos extra por cada conglomerado. La constante ¢, es, como
anteriormente, relativa al coste de cada toma de datos y adquisicién de informacién previa
en cada unidad elemental. Hay que tener en cuenta que a menudo estos costes se consideran
también en términos de horas/hombre.

En esta funcién de coste, se puede despejar n, haciendo n’ = y/n y resolviendo la ecuacién de
segundo grado en n'. Si el tamafio medio de los conglomerados N (y el niimero de éstos , L) no
estd prefijado, la optimizacién de la varianza sujeta al coste fijo C' se puede realizar también
por métodos numéricos, arrojando ésta valores 6ptimos de N. Otra posibilidad més sencilla
y directa es programar la expresién del coste y de la varianza, y dar valores a N, observando
los valores de n y de la varianza obtenida, presentando la tabla y/o graficos para la toma de
decisiones sobre el nimero éptimo de conglomerados.

Para la elecciéon del tamano muestral, también es posible plantear el problema como mini-
mizacién del coste sujeto a una precisiéon dada. Los desarrollos son del mismo tipo.

9.3 Conglomerados de tamano desigual

Se estudiard a continuacién el caso en que los conglomerados varfan en tamano. Si la variacién
en tamano es muy grande, el hecho de que caigan unos conglomerados u otros en la muestra
hard variar mucho el valor del estimador, o, dicho de otra manera, el efecto de la variacién del
tamano de los conglomerados sobre la varianza del estimador puede llegar a ser importante.
Hay varias maneras de intentar paliar este efecto cuando se sospecha que puede ser grave:

e Estratificacién de los conglomerados por tamano. Se realiza estimacion separada en es-
tratos formados por conglomerados de tamano similar. Requiere conocer a priori los
tamanos de todos los conglomerados, lo que en la practica puede ser dificil, pero pueden
aproximarse estos tamanos con variables auxiliares, si es solamente para la formacién de
estratos.

e Estimacién de razén a tamano. Es uno de los métodos més eficaces si no se puede estra-
tificar. Normalmente el total por conglomerado estd relacionado de manera proporcional
con el tamano, asf que la estimacién de razén esta justificada.

e Estimacién con probabilidades desiguales, asignando probabilidades mayores a los con-
glomerados de mayor tamano. Requiere conocer a priori el tamano de todos los conglo-
merados o una variable auxiliar muy correlacionada con el tamano. Este método permite
evitar el riesgo practico que existe en muestreo aleatorio simple de que los conglomerados
grandes (mds importantes en términos relativos para el investigador) queden fuera de
la muestra, o que puedan estar en la muestra conglomerados muy pequenos con escasa
representatividad.

— L N

En el caso de conglomerados de tamano desigual, se define como hasta ahora N = T > N; = T
i=1

© J. Portela, M. Villeta
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9.3.1 Estimacién de la media

En este apartado se procederd a estudiar dos distintos tipos de estimaciéon bajo m.a.s. de los
conglomerados: estimacion insesgada y estimaciéon de razon a tamano.

Teorema 9.8 (estimador insesgado de la media).

(a) Bajo muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento monoetdpico de conglomerados, un
estimador insesgado de la media poblacional 7 es

v= Nn ; Nn ; v
donde y; representa el total en el conglomerado 1.

(b) La varianza de 7 es

1 L—-n 1 &

L7 )\2

V()=

donde ¥, representa el total medio por conglomerado, es decir, ¥, = I Z Yi-

(¢) Un estimador insesgado de esta varianza es

~ o~ 1 L— n ~
Vv 7 n Z( 7,)? , donde 7, es el total medio por conglomerado estimado,
nN n—1»1i=1

__Zyz_

Demostracion.
(a) E(§) = = > E(y;). Como y; es una variable aleatoria que toma valores ¥, ..,y con

1
probabilidades iguales T pues se trata de m.a.s. sobre los conglome-rados, se obtiene que

1 L
E(y;) = T Z1yj . Entonces,
]:

(b) V(7) = ( Z y;). Pero V( Z y;) es la varianza usual de la media muestral en m.a.s.,
N i=1
considerando los conglomerados como las unidades, L como el tamano de la poblacién y n el

de la muestra. Entonces,

1 L-nl 1 &

V() = — S Sy —7,)?
) ~ I nL—1Z-:1(y 7y

por ser la varianza de la media muestral en m.a.s. la cuasivarianza poblacional ( en este caso
la cuasiva-rianza de la variable aleatoria y;), dividida por el tamanio muestral n y multiplicada
L—n

L ©J. Portela, M. Villeta
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(c) Con un razonamiento similar al anterior,

S 1 L—n n

EV@) = — 7 F | ST

Se trata de la esperanza de la cuasivarianza muestral en m.a.s., con lo que serd la cuasivarianza
poblacional, y asf,

BVG) =~

nNZ L L-13

El estimador anterior suele tener una varianza muy alta en el caso en que la variaciéon en tamano
es grande. Este estimador insesgado tiene sentido sélo si el tamano muestral de conglomerados
n es relativamente grande .

Por lo tanto, conviene utilizar otro tipo de estimador en caso de tamanos muy variables. Un
estimador muy utilizado es el estimador de razén a tamano, considerado en el siguiente
resultado.

Teorema 9.9 (Estimador de razén a tamano).
Bajo m.a.s. de conglomerados de distinto tamano,

(a) Un estimador de la media, basado en la técnica de estimacién de razon, es

(b) La varianza aproximada de este estimador es

~ 1 L—n 1
Yp) >~ — N2 iU

(c) Un estimador de los momentos de esta varianza es

V(?JR):?

ZN( Ur)™

Lnn

En este tltimo caso, si no hay informacién sobre N , éste valor se puede sustituir por N =
1 n

=2 N

=1

Demostracion.

(a) En primer lugar, definiendo los conglomerados como las unidades, L como el tamano de la
poblacién y n el de la muestra aleatoria simple, y; como la variable de interés a medir en cada
unidad (conglomerado) y N; como la variable auxiliar, tenemos que la razén poblacional

iz 1 &
R=T—=yXlu=

i=1 © J. Portela, M. Villeta
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con lo que estimar la razén poblacional es equivalente a estimar la media poblacional. Asi,

Zyi

Up=R= =1 sera un estimador (sesgado) de la media poblacional.

> Ni
=1

(b) Como se ha visto, la varianza aproximada del estimador de la razén se puede poner uti-
lizando la forma (bl) indicada en el Teorema del capitulo de estimacién indirecta. Utilizando
la notacién adecuada (L = tamano poblacién, N; variable auxiliar), en este caso el 7 definido

en el capitulo mencionado es yp = RN y por lo tanto R= yﬁR y entonces,

= v vy Ly LL-n 1 &
V(yR)—V(R)—V(N)—NQV@R)—NQ In L-15

(y; — RN;)?

El término

L L
(yi — RN:)? = Y (ys — ——Ni)? = Y (yi — Ni)* = >_ N2(y, — 9)*
1=1 =1 Z Nl =1 =1

con lo que queda
~ 1 L—-n 1

L
Up) = — —— ST N%(g. —7)2.

(c) Es una consecuencia directa de lo anterior, y se demuestra igual, utilizando (b2) del capitulo
de estimacion indirecta.

[Ejemplo 9.6]

Una empresa desea conocer el nimero promedio de litros de leche consumidos al mes por familia
en una comunidad de 3000 hogares, agrupados de manera natural en 150 edificios de viviendas. Se
seleccionan por muestreo aleatorio simple 5 edificios y en cada uno de estos se entrevista a todas las
familias. Se obtienen los datos siguientes:
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Litros consumidos en total

Edificio n° de hogares
en todos los hogares

1 225 15

2 420 20

3 510 30

4 60 10

5 160 20

Tabla 9.3. Consumo de leche en hogares

Se desea estimar la media poblacional de los litros por unidad elemental (familia). Obviamente en este
caso el estimador tipo razén puede mejorar al estimador insesgado, al ser el tamano de conglomerados
muestreado pequenio y estar previsiblemente muy relacionado el consumo total de leche con el tamano
del conglomerado (a m&s hogares, més consumo). Veamos en todo caso los valores obtenidos por los
dos estimadores.

— 3000
Nétese que en este ejemplo se tiene n =5, N =3000, L =150y N = T = 20.

El estimador insesgado es

~ 1 @ 1
T==—> 1y = ——(225 + 420 4+ 510 + 60 + 160) = 13.75
V== ; Yi = 5g 5 (225 + 420 + 510 + 60 + 160)

Dado que el total medio estimado por conglomerado es
~ 1 ~
Yy = 5(225 + 420 + 510 + 60 + 160) = 20 -y = 275,

la varianza estimada del estimador de la media serd

~ ~ 1 L—-n 1 n

V(y) = — yi —7,)% =
) N L n_lgl( t)

1 180-5 1 &

= i —7,)% = 16.7.
5-202 150 5—1;@ vt)

El estimador de razén a tamano sera:

n
_ ZY (9254420 4510 + 60 + 160) i
Sy, (15203010420
=1

y su varianza estimada:

~ o~ 1 L-n 1 n

(Ur) = In n_li; 7Y —Yr)
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1 150—-5 1
= 507 150 5 5 110 (15 — 1447 + ... + 20°(8 - 14.47)7) = 5.65.

Aparentemente el estimador de razén a tamafio tiene mayor precisién que el estimador insesgado
(recordemos que no hay certeza pues tanto V() como V(yp) son estimaciones).

Una manera de corroborar esto es calcular el coeficiente de correlacién muestral entre y; y IV;. Este
es, en este caso, r = 0.86, con lo cual al ser relativamente alto, se intuye que es correcto en este caso
utilizar el estimador de razén en lugar del insesgado, a pesar del sesgo.

9.3.2 Estimacioén del total y proporcién

Se aplicaran los resultados vistos anteriormente al caso de estimacién de totales y proporciones.
Propiedad 9.2 (estimacién del total y proporcién).

En muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento monoetdpico de conglomerados de tamanos
desiguales,

a) Un estimador del total es

R Zyz
NyR:NZZI 5

n

> Ni
=1

con varianza V(N7) = N2V (3) vy estimador de la varianza N2V ().

b) Supongamos que la variable y toma valores 0 6 1 y se desea estimar la proporcién p de

Z Yi
i=1

> Ni
=1

valores len la poblacién. Un estimador de esta proporcién p es Gz = pr = . La varianza

de este estimador es

~ 1 L-n 1 &
Viy =Vpp) = —— _ — N2 i —
(yR) (pR) NQ Im L—1 = 7 (p p)

2

donde p; es la proporcién en el conglomerado . El estimador de la varianza serd

~ 1 L-n 1 =~
V(pe) = — N2(p; — pr)>.
(0w) = =~ =g 2 Ve~ P)

[Ejemplo 9.7)

Supongamos que se desea estimar por muestreo por conglomerados monoetdpico, la poblacién de
hombres en Espafia en 1998, tomando como conglomerados las provincias y unidades elementales los
municipios. En cada provincia seleccionada se realiza un estudio completo por municipio para calcular
la poblacién de hombres en esa provincia. Se sabe que hay 8.098 municipios en toda Espana.

© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



350 MUESTREO POR CONGLOMERADOS EN UNA ETAPA

Supongamos que de las 52 provincias se plantea escoger n = 10. Obsérvese el principal problema del
muestreo por conglomerados, y es que la variabilidad entre conglomerados es muy alta al haber provin-
cias mucho mds pobladas que otras. Evidentemente esto se puede corregir utilizando estimaciones tipo
razon, o como veremos mas adelante, probabilidades desiguales, asignando probabilidades mayores a
las provincias con mayor valor en una variable auxiliar relacionada con la poblacién de hombres.

Una cuestién interesante en este caso es que el estimador de razén a tamafo no tiene a priori por
qué mejorar al estimador insesgado, pues el que una provincia tenga méds unidades elementales, que
en este caso son los municipios, no tiene por qué redundar en mayor valor de la variable de interés .
Por ejemplo, en provincias con ciudades grandes como Madrid o Barcelona no es necesario que haya
muchos municipios para obtener un valor muy grande en la variable de interés.

Cadigos de provincias
01 Alava 30 Murcia
02 Albacets 31 Navarra
03 Alicants 32 Ourense s 4w
04 Almetia 34 Palencia e L=} TN 17
33 Asturins 35 Las Palmas = 22 |/ 25 I
05 Avila 36 Pontevedra 5 2900 e, 0 P8
06 Badajor 26 La Ricja 50
07 lles Baleara 37 Sulamanca He 42 43
08 Bareelona 38 Santa Crur de Tenarife 49 4
09 Burgos 40 Segovia 40 s .
10 Cdceras 41 Sovilla 12
11 Cadiz 42 Sorfa 20 b £
38 Cantabris 43 Tormgona 16
12 Castallon de la Plans 44 Terusl % e o7
13 Ciudad Rea 45 Toledo 1o
14 Cérdoba 46 Valeneis 13 oz
15A Comfa 47 Valladolid 03
16 Cuenca 48 Vizcaya 06
17 Gironm 49 Zamora a 30
18 Granada 50 Zaragaza - 14
16 Guadalajara 51 Ceuta o
20 Guipiacoa 52 Mellla 2 4 18
21 Huelva _ 2
22 Huesca
23 Jain #
24 Laén
27 Lugo ;
75 Usids /35 P
28 Madrid /. k.
29 Malaga ® /

Figura 9.4. 52 Provincias espanolas

Las provincias obtenidas por m.a.s., con el valor de la poblacién de hombres y el nlimero de municipios
se presentan a continuacién:
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Provincia | Pob. hombres | n® municipios
A Coruna | 528.571 94
Almeria 225.388 102
Badajoz 321.189 163
Tarragona | 268.596 183
Barcelona | 2.265.359 310
Murcia 514.527 45
Valencia 1.033.149 265
Cantabria | 257.805 102
Mélaga 570.326 100
Segovia 73.618 208

351

Tabla 9.4. Provincias muestreadas

— N
En este ejemplo, n =10, N =8.098, L =52,y N = = 155.73.

El estimador insesgado de la media de hombres por municipio serd
-~ 1
V=~ ;1 Yi

y por lo tanto el estimador del total de la poblacién de hombres en Espana es N ﬁ = 31.504.501.

Dado que ﬁt = N@ = 605852, la varianza estimada del estimador de la media es

~ ~ 1 L-n 1 n

V() = —7,)2 = 1367721.4
®) nW2 I n-1 Z;(yz i)

y por lo tanto, la varianza del estimador del total es 80982\7@) =8.96 % 1013

Si se utiliza el estimador de razén a tamarfo,

n
R Z Yi
Yp = Zzl = 3854 y entonces el estimador del total es N - 3854 = 31.209.692
> Ni
i=1
y
5~ 1 L—n 1 2 o~
V(yr) = S N2(G; — r)? = 808910.5

ﬁ Ln n—lizl

. . . 277 /= _ 13
y por lo tanto la varianza estimada del estimador del total es 8098°V (y) = 5.30 % 1 7 ‘Portela, M. Villeta
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La varianza en estimacién de razén a tamafo parece bastante menor que la del estimador insesgado.
El coeficiente de correlacién muestral entre la poblacién de hombres y el nimero de municipios es
r = 0.65, con lo cual al final s parece que el estimador de razén también mejora al insesgado, al igual
que en el ejemplo anterior.

Se sabe por otra parte, que el nimero de hombres en Espana en 1998 es 19.488.465, con lo cual
con ambos estimadores estarfamos sobreestimando ese valor. Utilizando probabilidades desiguales se
puede corregir ese problema, como se verd mds adelante.

9.3.3 Comparaciones entre los dos estimadores

Se han visto dos alternativas para estimar las caracteristicas poblacionales en caso de que los
conglomerados sean de distinto tamano. Aunque en general el método de razén tiende a tener
mejores resultados, conviene tener en cuenta las siguientes consideraciones:

1. Para construir el estimador insesgado ¥y s6lo es necesario conocer el tamano poblacional
N. En el estimador de razén ¥, es necesario conocer los tamanos de cada uno de los
conglomerados muestreados.

2. Para estimar la varianza de jR, si no se dispone del tamano poblacional N (y por lo

— N —
tanto no se conoce el tamano medio N = f)’ se puede estimar N por la media muestral
= 1 .n
N=—-) N,.
oD

3. La estimacion de razén tiene sesgo, y tanto la varianza expuesta como la estimacién de
la va-rianza son aproximaciones. Pero en la prictica el sesgo es pequeno, por ser los N;
aproximadamente proporcionales a los ¥;, y la estimacién de varianza suele ser una buena
aproximacion.

4. Es inmediato comprobar que si los tamanos de los conglomerados son iguales, N; = N
para todo 7, entonces coinciden los tres estimadores vistos ¥ = yp = ..

9.3.4 Muestreo monoetapico con probabilidades desiguales y reemplazamiento

Otra manera de evitar el efecto perjudicial que puede tener sobre la estimacién la diferencia de
tamanos entre conglomerados es asignar probabilidades proporcionales a una variable auxiliar
x relacionada con la variable de interés, o proporcionales al tamano si se sabe que éste estd
relacionado con y. Los resultados son equivalentes a los estudiados en muestreo con probabi-
lidades desiguales, pues cada conglomerado ¢ puede tomarse como una gran unidad elemental,
con caracteristica de interés su total y;.

Teorema 9.10 (estimador del total y varianzas).

Supongamos que se seleccionan n conglomerados de los L posibles, segin un esquema de
muestreo con probabilidades respectivas p; y reemplazamiento. Dentro de cada conglomerado
se examinan todas las unidades elementales.
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1oy
(a) Un estimador insesgado para el total Ny es tgy = — > % donde y; es el total en el
N i=1Di
conglomerado 1.
. 1Ly} —\2
(b) La varianza de tyg es V(tyy) = — = —(Ny)? ).
n \i=1 Di
i i % 1 - yz2 2
(c) Un estimador insesgado de V(tgpy) es V(tun) = Py p— > S5 — nlyy
n{n — =1 V;

1 1
(d) Un estimador insesgado para la media poblacional es NtHH, con varianza WV(tHH) y

1 ~
estimador insesgado de la varianza m\/(t HH)-

(e) Si la variable y es una variable con valores 0, 1 y se trata de estimar la proporcién p de unos

en la poblacién, se aplica la misma expresion NtHH que en apartado (d) y las varianzas de

acuerdo con esto. Hay que notar que en este caso tyy, que es un estimador del total, estimaria
el niimero de valores "1" en la poblacién.

Demostracion.

Basta definir la poblacién como una poblacién de L unidades cada una con un valor de interés

yi, y donde se muestrean por muestreo con probabilidades desiguales y con reemplazamiento
L

n conglomerados. Como se verifica que Y y; = N7, el estimador habitual de Hansen-Hurwitz
i=1

del total del valor de interés y; en esos L conglomerados, serd a su vez un estimador del total

de la poblaciéon N7. Las varianzas y estimadores de ellas son las habituales de la estimacién de

Hansen-Hurwitz.

Cuando se realiza muestreo aleatorio simple sobre los conglomerados este puede hacerse con
reemplazamiento. Se sabe que este tipo de muestreo es un caso particular de muestreo pptr
asumiendo las probabilidades iguales. El siguiente resultado expone este caso particular.

Teorema 9.11 (estimacién en m.a.s.r.).

Supongamos que se seleccionan n conglomerados de los L posibles, segin un esquema de
muestreo aleatorio simple con reemplazamiento. Dentro de cada conglomerado se examinan
todas las unidades elementales.

n

L ~
(a) Un estimador insesgado para el total Ny es tyy = — > v; = Ly,.
n ;=1

1 L
(b) La varianza de tyy es V(tyy) = — <L Syl — (N?)2> .
n i=1

. 12 n .
(c) Un estimador insesgado de V(tgpy) es V(tyn) = Py p— (Z y? — n@?)
nin — i=1

(d) Los resultados para media y proporcién se aplican al igual que en los apartados (d) y (e)

del teorema anterior. ©.J. Portela, M. Villeta
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Demostracion.

El muestreo aleatorio simple con reemplazamiento es equivalente a asignar probabilidades p; =

1
T para todo 7. Basta sustituir este valor en las expresiones habituales de la estimacién de

Hansen-Hurwitz, en el Teorema anterior.

El siguiente resultado es otro caso particular, y es 1itil cuando disponemos de informacién directa
sobre el tamano de los conglomerados, pues en este caso suele convenir asignar probabilidades
proporcionales al tamano.

Teorema 9.12 (estimacién con probabilidades proporcionales al tamano).

Supongamos que se asignan a cada conglomerado probabilidades proporcionales a su tamafno,

es decir p; = Nl Entonces

1.
(a) Un estimador insesgado para el total Ny es tyy = N— > 7;
=1

SN (@ —-9)°.

=1

N L
(b) La varianza de tyy es V(tyy) = —
nj

(¢) Un estimador insesgado de V (ty) es V(tyy) =

Demostracion.

(a) Es inmediato, sustituyendo p; = NZ en la expresiéon de tgpy.

N
(b) Se sustituye p; = NZ en la expresion alternativa de la varianza

1 L [y 2
V(tun) = - 231 (p_] - Ny) P>
j=1 \Pj

y utilizando que y; =total en el conglomerado = N;;.

N
(c) Se sustituye p; = Wl en la expresion alternativa de la estimacién de la varianza

?mmrz—i——f(&—nmf.

n(n —1) ;=1 \p;

[Ejemplo 9.8]

En el ejemplo 9.7 se comentaba que la diferencia entre conglomerados podria ser muy grande, pues la
presencia o ausencia de provincias como Madrid o Barcelona en la muestra final de conglomerados es
determinante para grandes variaciones en la estimacién final. Una posibilidad es asignar probabilidades
proporcionales a la poblacién total en cada provincia, suponiendo que se dispone de esta informacion.

Asi, las probabilidades iniciales de seleccién quedarian:
©J. Portela, M. Villeta
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Provincia | p;

Madrid 0.124

Barcelona | 0.115

Melilla 0.00153

Tabla 9.5. Probabilidades de seleccion

Se ha realizado la seleccién de 10 provincias, con reemplazamiento y probabilidades p; proporcionales
al nimero de habitantes en la provincia. Al ser muestreo con reemplazamiento, algunas provincias
han sido seleccionadas mds de una vez. En la siguiente tabla quedan los resultados:

Provincia | Pob. hombres | p; n° de veces seleccionada
Madrid 2.444.919 0.124 | 2
Barcelona | 2.261.746 0.115 | 2
Valencia 1.060.156 0.054 | 1
Vizcaya 5b3.761 0.028 | 1
Murcia 551.343 0.027 | 1
Granada | 391.867 0.020 | 1
Lleida 178.152 0.009 | 1
Segovia 73.410 0.003 | 1

Tabla 9.5. Provincias muestreadas y probabilidades de seleccién

El estimador del total es

1 &y 1 2444919 73410
thp=—), —=—2 ———+ ... + ——=) = 20.245.671
T 1; Di 10( 0.124 L 0.003) 0.245.67

Y su varianza estimada es:

V(tgye) = —- L —nt% g | = 225860525988 = 2.25 x 101,

) = gy (£ 03 i)

Aunque se trata de una estimacién de la varianza, nos da una idea de que su magnitud es mucho

menor que cuando se utilizaba m.a.s., sin informacién auxiliar, y estimaciones inses%a}iggrt(e)ladﬁ[ razon
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a tamano. Por supuesto, en este caso la correlacién entre la poblacién de hombres y p; es muy alta
al estar p; construida a partir de la poblacién total. Recordemos que el nimero real de hombres en
Espana en 1998 es 19.488.465, con lo cual la estimacién en este caso serfa bastante correcta.

Se puede observar en la Figura 9.3 la relacién de proporcionalidad entre el nimero de hombres en
cada conglomerado (provincia).y p;.

nnnnnnn
ooooooo

2000000

1000000

o
T

T T T T T T T T T T T T T
0.00  0.01 ©0.02 003 0.04 005 006 007 0.08 009 0.10 0.11  0.12  0.13

Figura 9.5. Relacién entre y; y p;.

Si suponemos normalidad del estimador, un intervalo de confianza al 95% basado en el estimador de
Hansen Hurwitz serd

(20.245.671 + 1.96 - 475247.8) = (19.314.185,21.177.156).

Hay que observar en este ejemplo que el estimador de Hansen Hurwitz no utiliza el nimero de munici-
pios en cada provincia para la estimacién. Y es que de alguna manera esa informacién estd implicita
en los totales por provincia ;.

9.3.5 Muestreo monoetdpico con probabilidades desiguales y sin reemplazamiento

Igualmente que en el caso anterior, todos los resultados vistos al estudiar muestreo con probabi-
lidades desiguales sin reemplazamiento son aplicables aqui, simplemente considerando L como
el tamano poblacional y el total por conglomerado y; como la caracteristica de interés. El
siguiente teorema es valido para el total, pero las habituales correcciones lo hacen vélido para
estimaciéon de media y proporcién.

Teorema 9.13 (estimacién en muestreo sin reemplazamiento).

Supongamos que se seleccionan n conglomerados de los L posibles, segin un esquema de
muestreo con probabilidades respectivas de inclusién m; y m;; y sin reemplazamiento. Den-
tro de cada conglomerado se examinan todas las unidades elementales.

(@) tyr = > Yi s un estimador insesgado de N7.

i=1 T4
1—m; Lo om —mm;
_ 2 ij il
(b) V(tar) = 2. ——wi + 2 ——— vy
i=1 T igitj il © J. Portela, M. Villeta
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1 & Vi Y 2 L % Ui 2
2.t ! T\ Ty z;j ! P\ j
~ n (1 _ 7-‘-1,) n (ﬂ-lﬂ _ 7Ti7T') Vil
d) V(t =S V2 J J j
(d) V(tur) 2221 = yi + ; - —
7% 1o (mm—my) (v w\ & mm—mg) (v w)
(e)v(tHT)YGI—Z4(———j =y M ) (S i)
2 it Tij T T i<j Tij T Ty

Donde V (tyr)yq es la expresion de la varianza en la forma de Yates-Grundy y se sabe que
V(tar)ve = V(tar).

Demostracion.

Al igual que en el caso de muestreo con reemplazamiento, se define la poblacién como una

poblacién de L unidades una con caracteristica y;, y donde se escogen, por muestreo con proba-
L

bilidades desiguales y sin reemplazamiento, n conglomerados. Como se verifica que > y; = N7,
i=1
el estimador habitual de Horvitz-Thompson del total de la caracterfstica y; en esos L conglo-

merados, serd a su vez un estimador del total de la poblacién N7y.

9.3.6 Tamano de la muestra

Si los conglomerados son de tamano desigual y estamos utilizando muestreo monoetépico, el
. =

tamano muestral final serd n’ = A N; = nN que es una variable aleatoria pues depende de
qué conglomerados caigan en la nzljllestra. Si los conglomerados ya estdn configurados, y N =
% ZL:I N; estd prefijado y es conocido, el niimero de conglomerados a muestrear n correspondiente
a un coste fijo esperado

C =co+nc, +nNey esn = C;_CO.
c1+ Ney

Si la funcién de coste esperado es C' = co\/n + ney + nNcy, es

2

\/C% + 40(61 + NCQ) — (p
2(c1 + Neg)

n =

Se trata de funciones de coste esperado, pues el término nNc, es la esperanza del coste por
unidad elemental, F(n'cy) = E(nNcy) = nNc,.

Si N no estd prefijado, y se puede elegir entre diferentes configuraciones de conglomerados
, entonces se puede realizar la optimizacién respecto a las varianzas sujeto a coste fijo, o,
més facil y directo, recurrir a la enumeracién informética de las dife-rentes posibilidades para
la configuracién de conglomerados y cédlculo aproximado de la varianza y coste asociados a
diferentes tamanos n.
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9.4 Tablas de férmulas

TAMANOS DE CONGLOMERADOS IGUALES (m.a.s.)
Parametro
] Ny P
poblacional
. _ 12 _ - 1
Estimador Ue=—>.7; Ny, Pe=—>.Di
ni=1 ni=1
. (1-1f1) Lo —\2 27/ (7 (1-/f1) L 2
R N i T
Verianza w1 5P|V gy 5
Estimador (1—f) & . (1—f1) &
7. —1)2 | N2V (5 1 — D)2
o p— ;(yl Ye) (@) o p— ;(p Pe)
de la Varianza

Otras expresiones para la varianza del estimador son:

_,_ (L—n)No? ~
V) = = S (V1)
V() = S

y
V() = T (V- 19)

Otra expresién para la varianza estimada es:

~ L—n
V(yc) = INn Slg
con
N n
2 - 2
Sp (TL . 1) l:zzl(yz yc)
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5% = é g(yw c) .

nN —

Otro estimador de § es

6: _ Sg — §2
(N —1)5?
donde
o LE-1D2+(@L-15
(N —-1)
TAMANOS DESIGUALES: ESTIMACION INSESGADA (m.a.s.)
Parametro
] Ny p
poblacional
Estimador 7= i i Ny i i Nip;
Yy = Nn & Yi Yy Nn & iDi
. (1-f1) & 2 21/ (= =
Varianza 3 > Wi—9)" | NV(y) | V(©)
niN (L — 1) =1
Estimador 1—f n . ~ | s~
U D) -5 | 3206G) | 76)
de la Varianza | " (n—1)=1

donde

_ 1 &
Y = E;yz
e

~ 12
yt_ﬁ;yi-
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TAMANOS DESIGUALES: ESTIMACION DE RAZON A TAMANO (m.a.s.)
Pardametro
] Ny P
poblacional
R > Yi R > Nipi
Estimador Yp = Z,Tl Nyg PR = l:i
d>ON; > N;
i=1 i=1
. 1— L L ~ 1— L
Varianza D) S NG - | NV | Ty N2 -2
N'n(L—1)i=1 N'n(L—1) =1
Estimador 1 — n ~ ~ o~ 1-— n
—7(2 f) > N2@: —Ur)? | N*V(yg) 77(2 f1) NZ(p; — Dr)?
. Nn(n—1)i=1 N'n(n—1)i=1
de la Varianza

TAMANOS DESIGUALES, PROBABILIDADES DESIGUALES,
CON REEMPLAZAMIENTO
Parametro
Ny y p
poblacional
1 2 oy t t
Estimador tHg = - Z; y—z ;IVH %
1 /L y? V(tgr) | V(tan)
Vari - i _ (NG 2
arianza - <g:1 i (N7) > N2 e
Estimador 1 ( n 3/12 P > f/(tHH) f/(tHH)
_— ZL —n
n(n —1) \/Z{ p? HH N2 N2
de la Varianza ( ) A= Pi
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TAMANOS DESIGUALES, PROBABILIDADES DESIGUALES
SIN REEMPLAZAMIENTO
Parametro
Ny y p
poblacional
. Y tar tur
Est d tur = —
stimador HT PR, N N
L i L V(tar) V(tar)
. i 9
Varianza PR +23 N2 N2
Varianza L , V(tur)vae | V(tar)ve
Z(Trlﬂ—] Tij) < N2 N2
(Yates-Grundy) =
Estimador Xn: (1—m) , P 2n: (i ?(tHT) TA/(tHT)
=1 7T22 v i<j N? N?
de la Varianza
Estimador
. (ﬂ'iﬂj Tij ?(tHT)YG V(tHT)YG
de la Varianza Ey oy N2 N2
(Yates-Grundy)
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9.5 Obtenciéon de muestras en muestreo monoetiapico de conglom-
erados con SAS

9.5.1 Muestreo aleatorio simple de conglomerados

Para extraer una muestra de conglomerados en muestreo monoetédpico se utilizard la macro
extramono. La sintaxis es la siguiente:

hextramono (archivol,archivo2,codif,varconglo,nconglo,n,semilla) ;

donde

archivol es el archivo que contiene la informacién poblacional.

archivo?2 es el archivo que contendrd la muestra.

codif es un archivo de salida que contiene la recodificacién de los conglomerados.
varconglo es la variable que indica el conglomerado en el archivo poblacional.
nconglo es el nimero de conglomerados diferentes.

n es el tamano muestral.

semilla es la semilla de aleatorizacién para obtener la muestra. Si se desea variar de semilla
cada vez, sin tener un control sobre ella, se puede poner el valor cero, de modo que se utilizara
el reloj del ordenador como semilla.

La variable de conglomerado varconglo puede ser numérica o alfanumérica.

Si por ejemplo se dispone del archivo con la informacién poblacional datal y la variable que
indica los conglomerados se llama provincia, y se desea una muestra en el archivo muestral, de
5 conglomerados de los 55 existentes , y se fija la semilla en el nimero 44444444, y el archivo
de codificacién se llamard codif, la sintaxis es:

%extramono (datal,muestral,codif,provincia,b5,5,44444444);

La macro extramono obtiene el archivo muestral en muestreo por conglomerados monoetéapico.
Este archivo contiene todas las observaciones de cada uno de los conglomerados seleccionados.

A veces el investigador realiza el proceso de escoger los conglomerados de un listado de con-
glomerados, sin tener la informacién completa de los items que forman cada conglomerado. En
este caso, supongamos que tiene un archivo con la variable de identificacién de conglomerado
y una observaciéon por conglomerado, y desea escoger n conglomerados por m.a.s. Entonces
no es necesaria la macro extramono, basta con utilizar el proc surveyselect para escoger por
m.a.s. los n conglomerados. La macro extramono estd orientada a archivos que contienen la
identificacién de los conglomerados pero también la de todos los items en cada conglomerado.
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9.5.2 Muestreo de conglomerados con probabilidades desiguales, con o sin reem-
plazamiento

En este caso se utilizard la macro extramonoppt. La informacién sobre la variable auxiliar base
para las probabilidades de seleccién puede estar incluida en el archivo de informacién pobla-
cional (en cuyo caso tiene que ser constante dentro de cada conglomerado) o bien en un archivo
aparte, donde aparece la variable de indice de conglomerado varconglo, y la variable auxiliar.
Recordemos que como variable auxiliar es posible aportar directamente las probabilidades p;
pues no afectard al programa y es correcto igualmente.

La sintaxis es :

hextramonoppt (archivol,archivo2,archivo3,inclusion,
codif,varconglo,variablex,nconglo,reemplazo,indicador,n,semilla);

donde

archivol es el archivo que contiene la informacién poblacional.

archivo? es el archivo con la informacién de la variable auxiliar o pi por conglomerado(opcional).
archivo3 es el archivo de salida que contendrd la muestra.

inclusion es un archivo de salida que contiene las probabilidades de inclusién de los conglo-
merados muestrales (en caso de muestreo sin remplazamiento).

codif es un archivo de salida que contendra la recodificacién de los conglomerados y las pro-
babilidades p; para cada uno.

varconglo es la variable que indica el conglomerado en el archivo poblacional.
variablex es la variable auxiliar para las probabilidades de seleccién (puede ser p;).
nconglo es el nimero de conglomerados diferentes .
reeemplazo:
1 Si se desea muestreo ppt CON reemplazamiento
2 Si se desea muestreo ppt SIN reemplazamiento
indicador:
1 Si la variablex estd presente en el archivo poblacional, constante por conglomerado.
2 Si la variablex estd en el archivo2, que contiene ademds la variable varconglo.
n es el tamano muestral.
semilla es la semilla para la extraccién de muestras.

La macro extramonoppt crea por lo tanto el archivo de muestra y el archivo de codificacién de

los conglomerados. El archivo de muestra contiene todas las observaciones de ¢ada uno de los
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conglomerados seleccionados. Si alguno de éstos ha caido varias veces en la muestra (cuando
se trata de muestreo con reemplazamiento), todas sus observaciones aparecen repetidas. La
variable numberhits indica cudntas veces ha caido ese conglomerado en la muestra.

El archivo de codificacién contiene la variable conglo, que son nimeros enteros consecutivos que
van de 1 al nimero de conglomerados, y la variable original (nombrada varconglo en la macro)
que indica en el archivo poblacional el cédigo del conglomerado. A cada nimero de conglo va
asociado un cédigo de varconglo.

Si se ha solicitado muestreo ppt sin reemplazamiento, el archivo de inclusion tiene la siguiente
forma:

Selection JtProb_ JtProb_ JtProb_ JtProb_ JtProb_
conglo Unit Prob 1 2 3 4 5
5 1 0.16984 0.00000 0.09418 0.09590 0.09946 0.11350
8 2 0.67845 0.09418 0.00000 0.44234 0.45414 0.49943
2 3 0.68850 0.09590 0.44234 0.00000 0.46419 0.50948
10 4 0.70595 0.09946 0.45414 0.46419 0.00000 0.52693
3 5 0.76783 0.11350 0.49943 0.50948 0.52693 0.00000

Conglo es la variable indice de conglomerado creada por la macro (también estd en el archivo
la, varconglo original).

Debido al proceso de seleccién del surveyselect, la numeracién de las probabilidaddes cambia.
La variable Unit estd por lo tanto referida a cada conglomerado, de manera a poder identificar
las probabilidades de segundo orden.

SelectionProb es la variable que indica 7; para cada conglomerado: si se mantiene la numeracién
de la variable conglo, es 5 = 0.16, g = 0.67, w5 = 0.68, etc.

Las columnas Jtprob 1 a Jtprob 5 indican las probabilidades de segundo orden. Estas se
refieren a la codificaciéon expresada por la variable Unit. Es decir, dentro de esa codificacién
Tog = M3z = 0.44. Si traducimos esa codificacién a la numeracién de conglo (ver columna conglo
y columna Unit), serfa mgy = mag = 0.44.

Hemos supuesto que el archivo tiene esta ordenacién para su utilizacién en la macro, pues la
numeracion correlativa (de 1 a 5) de los items que han caido en la muestra serd mds sencilla de
tratar para el cdlculo de estimaciones.

Como se comentd en la explicacion de la macro extramono, si no se dispone dentro del archivo
de la identificacién de los items dentro de cada conglomerado, sino solamente de la identificacién
de cada conglomerado con una observacién por conglomerado, se puede prescindir de esta macro
y utilizar directamente el proc surveyselect con la opcién pps_wr (con reemplazo) o bien pps
(sin reemplazo) para extraer los conglomerados.
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9.6 Estimacién en muestreo monoetapico de conglomerados con SAS

9.6.1 Los conglomerados han sido seleccionados por muestreo aleatorio simple

Se utilizard la macro estimono. La sintaxis es la siguiente:

estimono(archivol,archivo2,varconglo,variablex,nconglo,n,ngrande) ;

donde

archivol es el archivo que contiene la muestra.

variabley es la variable de interés .

varconglo es la variable que indica el conglomerado en el archivol.
nconglo es el nimero de conglomerados diferentes .

n es el tamano muestral (mimero de conglomerados muestreado).
ngrande es el tamano poblacional N.

La macro mono calcula y presenta en la ventana LOG estimadores, varianzas e intervalos de
confianza al 95% de medias y totales bajo los siguientes supuestos:

- Estimacién insesgada suponiendo tamanos iguales.
- Estimacién insesgada suponiendo tamanos desiguales.

- Estimacion de razén a tamarno.

9.6.2 Los conglomerados han sido seleccionados por muestreo ppt con reemplaza-
miento

Se utilizard la macro monopptr. La sintaxis es la siguiente:

estimonopptr(archil,archi2,varconglo,variabley,indicador,nconglo,
n,ngrande) ;

donde:

archil es el archivo que contiene la informacién muestral.

archi2 es el archivo con la informacién de pi por conglomerado (opcional).

varconglo es la variable que indica el conglomerado en el archivo poblacional y archivo2.
variabley es la variable de interés.

indicador ©J. Portela, M. Villeta
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1 Si la variable de probabilidades pi estd presente en el archivo poblacional, constante por
conglomerado.

2 Si pi estd en el archivo2, que contiene ademds la variable varconglo.
nconglo es el nimero de conglomerados diferentes .

n es el tamano muestral.

ngrande es el tamano poblacional .

Observaciones importantes para su correcta utilizacién:

- La macro monopptr utiliza la salida de la macro estimpptr, por lo cual ésta iltima ha de
haber sido compilada anteriormente.

- Si un conglomerado ha sido tomado k veces repetidas (se trata de muestreo con reemplaza-
miento), sus observaciones deben aparecer también repetidas en el archivo muestral, y estas
repeticiones estar numeradas en una variable llamada rep que va de 1 a k.

- El archivo muestral debe contener una variable llamada pi que indica la probabilidad de
seleccion del conglomerado. Si el archivo muestral ha sido creado con la macro extramonoppt
la variable de probabilidades pi y la variable de repeticiones k estdn ya creadas en el archivo
muestral.

La macro monopptr calcula y presenta en la ventana LOG los estimadores, varianzas e inter-
valos de confianza al 95% de medias y totales suponiendo muestreo pptr proporcional a las
probabilidades p; presentes en la variable pi.

Supongamos que el archivo muestra2 ha sido generado a través de la macro extramonoppt
donde se extrajeron con probabilidades p; cinco conglomerados de los L = 50 existentes en una
poblacién de N = 1000 elementos. La variable de interés se llama ingresos, y la variable de
conglomerados es municipio. La macro monopptr se ejecutarfa asi:

estimonopptr (muestra?2, .,municipio,ingresos,1,50,5,1000) ;

En segundo lugar, supéngase que el archivo muestra2 no se generé con la macro extramono
sino que fue aportada desde el exterior. La variable de codificacién de conglomerados estd
presente en ese archivo muestra2 y también en el archivo codigos, que contiene la variable de
conglomerados y la variable de probabilidades pi, obtenida de una variable auxiliar utilizada
para la seleccién de conglomerados con probabilidades proporcionales a ella.

Entonces la sintaxis es:

estimonopptr (muestra2,codigos,municipio,ingresos,2,50,5,1000);

9.6.3 Los conglomerados han sido seleccionados por muestreo sin reemplazamiento

Se utilizard la macro estimonoppt. La sintaxis es :
©J. Portela, M. Villeta
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estimonoppt(archil,inclusion,variabley,nconglo,n,ngrande) ;

donde
archil es el archivo que contiene la muestra.

inclusion es el archivo que contiene las probabilidades de inclusién (proviene de la macro
extramonoppt).

variabley es la variable de interés .

nconglo es el nimero de conglomerados diferentes .

n es el tamano muestral (nimero de conglomerados muestreado).
ngrande es el tamano poblacional N.

Para ejecutar esta macro es necesario haber compilado previamente la macro estimppt, y nor-
malmente se supone que la muestra proviene de una ejecuciéon de la macro extramonoppt.

Si la muestra no proviene de la macro extramonoppt, deben cumplirse las condiciones:

e Existe una variable de conglomerados numerada de 1 a nconglo(L) y que se llama con-
glo, tanto en el archivo archil como en el archivo inclusion (como ambos son archivos
muestrales no tienen por qué estar presentes todos los valores 1,...,L. de conglo, sélo los
conglomerados seleccionados).

e El archivo de inclusion contiene la variable conglo, la variable SelectionProb (las ;) y las
variables JtProb_1,....JtProb_n (las m;;).

Estas dltimas estdn numeradas de tal forma que la probabilidad m;; estd en la observacion i y
en la variable JtProb j del archivo inclusion.

La macro monoppt calcula y presenta en la ventana LOG los estimadores, varianzas e interva-
los de confianza al 95% de medias y totales suponiendo muestreo ppt con las probabilidades
presentadas en el archivo inclusion. Si alguna estimacién de varianza es negativa el intervalo
de confianza no es presentado.

Supongamos que se ha obtenido el archivo de muestra mues5 y el archivo de probabilidades de
inclusién inclu3d a través de la macro extramonoppt. La variable de interés se llama renta, y
se han muestreado 6 conglomerados de los 40 existentes, en una poblacién con 2000 unidades
elementales. La sintaxis es:

estimonoppt (mues5,inclu3,renta,40,6,2000) ;

© J. Portela, M. Villeta
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9.7 Ejercicios resueltos

[Ej ercicio 8. 1]

En un proceso de control de calidad para piezas de repuesto de coches se dispone de 5 grandes
lotes compuestos cada uno de 10 cajas de piezas. El nimero de piezas por caja puede variar. Se
seleccionan por m.a.s. 2 lotes, y en cada uno de éstos se examinan todas las cajas, contando el
nimero de piezas defectuosas y, de entre éstas, el niimero que requiere reparacion forzosamente.
En la tabla el niimero 3/8 indica que en el lote 1, en la caja 1 se encontraron 8 piezas defectuosas,
de las cuales 3 necesitaban reparacion.

Lote/Caja | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 3/812/6|5/7|3/6|2/4]0/3|2/5|3/7|4/8]2/4

2 2/4 1 3/5|0/2|1/2|2/3]0/0|1/2|3/5|4/6|5/7

a) Estimar el nimero total de piezas que necesitan reparacién en los 5 lotes y dar un 1.C. al
95%.

b) Estimar el mimero medio por lote de piezas que necesitan reparacion y dar un 1.C. al 95%.

c¢) Estimar el mimero medio por caja de piezas defectuosas y dar un I.C. al 95%.

d) Estimar la proporcién de piezas defectuosas que necesitan reparacién sobre todas las defec-
tuosas y dar un I.C. al 95%.

En este ejercicio se pondra de relieve que las estimaciones en muestreo por conglomerados monoetédpico se pueden
reducir en general, a las ya estudiadas en temas anteriores (estimaciones bajo m.a.s., en este ejemplo). Solamente
es necesario concretar bien qué es lo que se considera unidad elemental: basta definir los conglomerados como
unidades elementales pues dentro de cada uno de ellos los valores totales y/o medios son fijos al ser muestreo
monoetdpico y tomarse todas las unidades dentro de cada conglomerado.

En todo caso, para evitar confusiones, se considerardn las dos maneras de solucionar el problema (una es
definiendo los lotes como unidades elementales y asociar a cada lote el total obtenido sobre las cajas, y la otra
, definiendo los lotes como conglomerados y las cajas como unidades elementales).

a) Considerando, como se ha comentado, los lotes como unidades elementales, se obtiene que al lote 1 estdn
asociadas en total 3+...4+2=26 piezas que necesitan reparacion y 8+...4+4=>58 piezas defectuosas en total. En el
lote 2 hay respectivamente 21 piezas que necesitan reparaciéon y 36 defectuosas en total.

Llamando y; =nidmero de piezas que necesitan reparacién en el lote ¢, como se ha realizado m.a.s. de 2 lotes de
26 + 21
= 117.5.

los 5 lotes, la estimacién del total es N@ =5

La varianza estimada del estimador es, por ser m.a.s.,

~ N —ns? 5—212.5
V(Ny) =N N =Y =9

con lo cual el I.C. vendréd dado por:

(117.5 — 1.964/93.75,117.5 4+ 1.964/93.75) = (98.52,136.47). ©J Portela. M. Villeta
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Si se desean aplicar las férmulas vistas en conglomerados, el resultado es el mismo. Se define como conglomerado
el lote y como unidad elemental la caja: estamos en el caso de tamanos iguales, pues cada lote tiene 10 cajas.
Asi, L =5y N = ntimero de unidades elementales=50. El tamafio medio del conglomerado es N = = 10.

La estimacién insesgada del total es :

1 n n y
N7, - kAl
donde y; es el total por lote= mimero de piezas que necesitan reparacién en el lote . Asi,

2 21
0+ =117.5.

X Yi
T 51

Para la estimacién de la varianza,

V(Ng.) = N?“‘Tfl) 0 L D) ;il(yi —9.)" =

:502 (]- —22/5) (n i 1) 22:21(?1 _ gC)Q.

n 26 1

El término ———— > (¥, — ¥.)? es la cuasivarianza de los valores — y —, medias por conglomerado (la
(TL — 1) i=1 10 10

. C . . . _ 1,26 21

estimacion de la media poblacional por caja es Yy, = i(TO + TO) .35).
1 n N

Entonces ( 0 S (H; — ¥.)? =0.125 y por lo tanto V(N¥,.) = 93.75, como se vio con el otro planteamiento.

n—1)i=1

1
b) Habiendo estimado el total en la poblacién, y como hay 5 lotes, la estimacion es 5117.5. = 23.5 y la varianza
1
de este estimador es =R 93.75 = 3.75. El intervalo de confianza es (23.5 — 1.96v/3.75,23.5 + 1.96v/3.75) =
(19,7,27.29).
c)

Si se hace considerando los conglomerados como unidades elementales, el nimero de piezas defectuosas en los
lotes muestreados es respectivamente de 58 y 36. Entonces, el estimador del total de piezas defectuosas es

~ ~~ — 2242
Ny=5- 8 +36 _ 235. Como es s2 = 242, La varianza de este estimador es V(Ny) = 52%7 = 1815.
50 & 58+ 36 =
Si se realiza a partir de la definicién de conglomerados, Ny, = T > y—o = —; =235,y V(Ng,) =

1-2/5 1 n
) ) (n—1) Z(yz 7.)? = 1815, igualmente.

=1

502 (

235
Como en total hay 50 cajas, el nimero medio de piezas defectuosas estimado por caja es 0 - 4.7 y la varianza
de este estimador es

WlSlE) =0.726.

El intervalo de confianza es (3.84,5.55).

c¢) Tanto el niumero de piezas defectuosas como el nimero que necesita reparacién son cantidades aleatorias.
Para estimar la proporcién hay entonces que utilizar el estimador de la razén.

En este caso lo adecuado es considerar los lotes como unidades elementales. Se define x; como el niimero total de
piezas defectuosas en el lote i e y; como el nimero de piezas que necesitan reparacion en el lote i. El estimador

de la proporcién en todos los lotes es el estimador de la razén ©J. Portela, M. Villeta
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. ~ 5—2
(s2 + R?s%2 — 2Rs,,) = m(m.s +0.25-242 —2-0.5 - 55).

x

La media T se desconoce, pero se estimard por la media muestral a efectos del calculo en la varianza:z =
58 4+ 36
= 47.

2

Asi, V(R) = 0.00244.

[Ej ercicio 8.2}

Se dispone de una poblacién con 8 observaciones:

Observacién | 12|13 (4 (5]6| 7|8

Yi 1{2/o/1]ol2|0]0

Se desea comparar la configuracién de dos conglomerados siguiente:
{1,2,3,4} y {5,6,7,8}, con la configuracién {1,2,5,8} y {3,4,6,7}.

Decir qué configuracién es mejor calculando el coeficiente de correlacién intraconglomerados, y
calcular también S2, S? en cada caso.

Para la primera configuracién, se tiene que

(Yij — ) (yir. — 7)
i=1 j#k=1

(N —1)(LN —1)8?

M=
| WMZ‘

6:

En el primer conglomerado, es

l(yij -9y —Y) =

¥
WMZ‘

=1-D2-H)+(1-1D0O0-H+1-1D(Q -1+
+2-DA-D+2-1)0-1)+2-1)(1 -1+
+O0-1)1-1)+0-1)2-1)+0-1)1-1)+
FOI-DA-D+(1-1D)2-1+(1-1)0-1)=
= -2.

En el segundo, se calcula igualmente y es:

© J. Portela, M. Villeta
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l(yij — ) (Yix —Y) = —3.

¥
TITMZ\

J

Entonces, como S? = 0.785,

—9_
5 = —0.303.

0= (4—1)(8—1)0.785

. . . 1
Se trata de una buena configuracién, pues el minimo valor posible de ¢ estd muy cercano pues es § = o1
—0.333. Como se sabe, para valores negativos de §, es mds preciso realizar muestreo por conglomerados que

m.a.s.

En esta configuracién, se tiene que

s2— — L S -7 =t 1) =083
w L(N*l) Pl ym yz - 2 3 == U.
y
N L
Sp = > ([ —9)?=05

Se observa que en la descomposicién de la varianza, el término relativo a la varianza dentro de conglomerados
es muy alto respecto al término relativo a la varianza entre conglomerados:

(N-1)S?*=L(N-1)S2 +(L—-1)S? =5+0.5.
Para la segunda configuracién, el sumatorio del numerador es —2.75 tanto para el primer conglomerado como
para el segundo. Asi:

2. -2.75
=-0.33

0= (4—1)(8—1)0.785

que es la mejor configuracién posible. En este caso,

1
5% = 5(0.9166 +0.9166) = 0.9166
y

52 =0

pues las medias en cada conglomerado de esta configuracion son iguales. Asi, los conglomerados son lo méds
parecidos posible entre s y variables internamente.

[Ej ercicio 8.3}

En un estudio realizado en una comunidad de vecinos, se escogen 2 edificios por m.a.s., de
entre los 6 edificios que contiene la comunidad. En los edificios muestreados se examinan todas
las viviendas, con la particularidad de que algunas estdn vacias permanentemente y se cuenta
como si no existieran. En las viviendas no vacfas examinadas, se cuenta si hay perros o no. Se
obtienen los siguientes datos: Primer edificio muestreado: hay 15 viviendas no vacias, en las
cuales hay 3 con perros. Segundo edificio: hay 20 viviendas no vacias, de las cuales 5 tienen
perro.

Estimar la proporcién de viviendas habitadas que tienen perro y dar un I.C. al 95%.

© J. Portela, M. Villeta
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Se trata de un estudio por conglomerados de distinto tamaifo, pues no se consideran las unidades (viviendas)
que estdn vacfas. En este caso existen dos estimaciones posibles: la estimacién insesgada y la de razén a tamano.
como a priori no se conoce N, es decir, el nimero de viviendas no vacias, se recurrird al estimador de razén a
tamano.

Se tiene
Ni 1
~ 1; b e 3+5
PR = — =pr = 5520 0.228.
> Ni *
i=1

_ (1 — 2/6) 2 2 9 91
=7 5720 = 1y [15°(0:2 — 0-228)" + 20°(0.25 — 0.228)%] = 0.0004,

donde se ha estimado N por el valor medio del tamafio de los conglomerados de la muestra, es decir N =
15+ 20
=17.5.

2

El intervalo de confianza correspondiente es (0.188,0.267).

[Ej ercicio 8.4}

En un colegio se desea estimar la estatura media de los ninios de tercer curso. Hay 7 clases de
diferentes tamanos, con un total de 220 alumnos, y se seleccionan 3 clases por m.a.s. En la
primera clase muestreada hay 20 alumnos, y se obtiene que la media de estatura es de 140 cm.,
en la segunda hay 35 alumnos, con una media de estatura de 155 cm., y en la tercera hay 28
alumnos con una media de 135. Dar una estimacion de la media de estatura en el colegio para
los ninos de tercer curso y estimar la varianza del estimador.

Al ser las clases de tamano distinto, se puede utilizar estimacién insesgada o de razén a tamano. Se calcularan
los dos estimadores.

Por estimacién insesgada, se tiene que

~ 1 2 1 2
— N 220
Como N = == 31.42, es
~ 1
m (20 - 140 4+ 35 - 155 + 28 - 135) = 127.32.

T 31423

Puede llamar la atencién que el valor obtenido sea menor a las medias observadas en cada una de las clases

muestreadas. El "mecanismo" del estimador se puede explicar obsrvando que consiste en calcular una estimacion
n

— > y; del total medio por clase, y después dividir esta cantidad entre el nimero de alumnos medio por clase

=1

N. Si el nimero de alumnos por clase varia mucho, la primera estimacién puede ser imprecisa y dar lugar a

resultados extranos como el observado, donde las clases variaban mucho en tamano respecto a la media.

. . ~ 1 & . . .
El total medio estimado por clase es 5, = — > y; = 4001.67. La varianza estimada de este estimador es:
n =1 ©J. Portela, M. Villeta
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‘7@) = ilz_ f1) Z”:(yz _Ly\t)z =
nN (n—1)i=1
(1-3/7)

= [(20 - 140 — 4001.67)? 155 — 4001.67) + (28 - 135 — 4001.67)2] = 339.3.
31_422.3(3_1)[(0 0 —4001.67)% + (35 - 155 — 4001.67)* + (28 - 135 — 4001.67)°] = 339.3

Si se realiza estimacién de razén a tamano, entonces:

n
_ &Y% 901404351554 28 - 135

Un == = 144.63.
SN, 20 + 35 + 28
i=1

Yr

(1—3/7)

Se observa la gran diferencia en la precisién estimada de ambos estimadores. La razon para explicarlo es que
la correlacion entre el total por conglomerado y; y el tamano del conglomerado N; es muy alta: ryn = 0.98. Es
conocido que es mejor un estimador sesgado (el de razén a tamanio lo es) pero con pequefia varianza, que un
estimador insesgado con varianza alta.

(Ej ercicio 8.5}

En una auditorfa se realiza una inspeccién de los gastos de electricidad de una gran empresa.
Se escogen 4 meses por m.a.s. y en cada uno de esos meses se examinan todas las facturas
debidas a electricidad, que es un nimero fijo de 70 facturas. Se observan los gastos medios por
factura en euros respectivamente en cada uno de esos 4 meses: 2500 (con una cuasivarianza de
60.000), 4500 (con una cuasivarianza de 70.000), 3800 (con una cuasivarianza de 50.000), 4000
(con una cuasivarianza de 50.000).

a) Teniendo como objetivo estimar el gasto anual de la empresa en electricidad, estimar el
coeficiente de correlacion intraconglomerados y concluir si el método de muestreo es correcto o
hubiera sido "mejor" seleccionar 4x70=280 facturas por m.a.s. de las 12x70=840 existentes, a
pesar del trabajo extra que esto implicarfa.

b) Dar un intervalo de confianza al 95% para los gastos totales en electricidad.

a) El estimador de 0 que se utilizard, al no tener los datos completos de cada conglomerado, es

1
Y. = 1(2500 + 4500 + 3800 + 4000) = 3700,

2

S (7 - 7.)? = v

Oy Y a0

[(2500 — 3700)2 + ... + (4000 — 3700)2] = 50866666.67,

S
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1 n N 1
s = ——— 3 3 (yi; — 7;)? = ~ (60000 + 70000 + 50000 + 50000) = 57500,
n(N —1)iz1j=1 4
y
~ L(N —1)s? L—1)s? 12(70—-1 12—-1 }
Ge o KW= Vsy+ (L= sy _ 12(70 = 1)57500 + (12 — 1)50866666.67 _ ),
(N -1) (840 — 1)
Asi,
N 2 _ g2 67 — 723651
5_ % S* _ 50866666.67 — 723651 _ 1004

(N —-1)52 (70 — 1)723651

con lo cual al ser mayor que cero, es preferible el m.a.s. al muestreo por conglomerados en este caso (la
variabilidad entre conglomerados es muy alta).

b) El estimador del total es Ny, = 840 - 3700 = 3108000.

La varianza estimada de este estimador es

VR = N S - = 28100

El intervalo de confianza para el total serd (2777199, 3438800).

[Ej ercicio 8.6}

Se realiza un estudio de muestreo para estimar la nota media en selectividad en Institutos
de cierta ciudad. Estos pueden ser clasificados en tres tipos: Privados, Piblicos y Privados
subvencionados.

En todos los institutos privados hay 60 clases de tltimo curso de Bachillerato, con un nimero
aproximado de 1500 alumnos en total. Se extraen 2 clases de entre todos los institutos con
probabilidades proporcionales al tamano con reposicién, y en cada clase se examina a todos los
alumnos. Los datos obtenidos son: tamanos de las clases muestreadas: {25,30} y media de los
alumnos obtenida en esas clases: {5.2,6.4}.

En los 10 institutos ptblicos, que congregan alrededor de 6000 alumnos de tltimo curso de
Bachillerato, el nimero de alumnos de cada instituto varia considerablemente. Se seleccionan
por m.a.s. 3 clases de las 240 existentes en todos los institutos , y se obtiene la nota en
selectividad de cada uno de los alumnos de esas clases. La media obtenida en selectividad en
cada una de esas tres clases es {5.5,6.2,7.1} y el nimero de alumnos, {28, 35, 20}.

De los institutos privados subvencionados, se extrae una muestra sin reemplazamiento y pro-
porcional al nimero de alumnos de dos institutos de los 3 que hay en la ciudad, y en cada uno
de ellos se obtienen datos de todos los alumnos, sabiendo que en total en los tres institutos
hay 150 alumnos en selectividad. Se obtiene que en el primer instituto hay 50 alumnos en
selectividad y la nota media obtenida es 5.5. En el segundo, hay 40 alumnos y la nota media
obtenida es de 6.5.

Estimar la nota media en selectividad en la ciudad y estimar la varianza del estimador.

Se trata de un problema de muestreo estratificado. En cada estrato se ha realizado un tipo diferente de
estimacién. Se procederd a una estimacién del total en cada estrato, para obtener ﬁnalmenéel%%e%§Wﬁé%n
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del total como la suma de las estimaciones en los tres estratos, y corregir para obtener una estimacién de la
media.

Estrato Centros Privados:

Se ha realizado muestreo de conglomerados monoetdpico con probabilidades proporcionales al tamano y reem-
plazamiento, donde los conglomerados son las clases y las unidades elementales los alumnos.

Para las dos clases muestreadas, se tiene: p; = = 0.02. Ademass, y; = 5.2-25 =130
e ys =6.4-30=192.

30
22— 001 -2
1500 0166y P2 = 3505

El estimador del total en ese estrato es

"oy 1, 130 192
¢ — s ——) = 8700.
S ; i = 350166 * 0.02)
8700
Y el estimador de 1 di ) =5.8.
el estimador de la media sera 1500 5.8

La varianza estimada del estimador del total es

= 1 yz 2 — 1 130 2 192
Vitan) = nn—1) <Z P2 ”tHH> T 2(2-1) <(0.0166) + (0.02

i=1 Vg

)22 -2 87002> = 810000.

Estrato Centros Publicos:

Se ha realizado m.a.s. y los tamafios de los conglomerados (las clases) son desiguales. Al ser muy diferentes
estos tamanos, se utilizard el estimador de razén a tamano:

. &Z7 55.28462-30+7.1-20
= - —6.179
Yr ‘ 28 4 30 + 20

y por lo tanto N7, = 37076.92.

La varianza estimada del total es

VTR = S S N2, -5 -
N n(n — 1) i=1

~ 6000%(1 — 3/240)
C(T)?2-33-1)

(282(5.5 — 6.179)2 + 302(6.2 — 6.179)2 + 202(7.1 — 6.179)2) = 6646896.7

Estrato Centros Privados subvencionados:

En este estrato los conglomerados son los centros. Hay 3 y se escogen con probabilidades proporcionales
al tamano sin reemplazamiento. Para las estimaciones es necesario calcular las probabilidades de inclusién.
Llamando 1 al primer centro muestreado y 2 al segundo, se tiene:

50 1 40 60

Entonces,
1 0.266 0.4

=—(1 = 0.676

m =30+ 0966 T 1204 ’
0.333 0.4

=0.266(1 =0.
m2 = 026601+ T —(aas + 7o) = 077
y
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1 1 1
T12 = -0.266

= 0.254.
3 (1—0.333+1—0.266) 0-25

El estimador del total en los 3 centros Privados subvencionados es

n oy, 55-50  6.5-40
t = e
HT ; S o676 T o5

) = 857.41.

El estimador de la media en esos centros seria

El estimador de la varianza del total es:

~ (1-0.676) (1-0.577)

V t = — B T ——
(trr) 0.6762 0.5772

0.254 — 0.676 - 0.577) 5.5 - 50 6.5 - 40
0.254 0.676 0577 96866

(5.5 - 50)2 + (6.5 - 40)%+

+2(

Da un valor negativo, por lo cual habré que calcular la varianza en la forma de Yates-Grundy:

P ltar)ve = (0.676 - 0.577 — 0.254) (5.5-50 6.5 40
HT)YG = 0.254 0.676  0.577

2
> = 1027.67.

Finalmente, para construir un estimador global de la media, se construye primero el estimador global el total,
que es la suma de los tres estimadores de los totales, y su varianza estimada serd la suma de las varianzas
estimadas:

N7 = 8700 + 37076.92 + 857.41 = 46634.33.

y
V(NT') = 810000 + 6646896.7 + 1027.67 = 7457924.37

~+  46634.33.
Puesto que en la poblacién hay 1500+6000+150=7650, el estimador de la media serd finalmentey = ——— =

7650
ook 7457924.37

6.096 y su varianza estimada serd V(g ) = —e2 0.1274.

Un intervalo de confianza al 95% para la media poblacional basado en estas estimaciones es (5.39,6.79).

[Ej ercicio 8.7}

Se desea estudiar el tiempo que las obras realizadas en una ciudad provocan contaminacién
actistica por encima de un determinado nivel los dias de semana. Para ello se divide la ciudad
en 10 zonas, y de estas zonas se escogen 3 por m.a.s. En cada zona seleccionada se cuentan las
obras y en cada una de ellas se elabora un recuento de las horas semanales que esas determinadas
obras hacen ruido por encima del nivel fijado.

Se obtiene que en la primera zona de las seleccionadas, hay 5 obras, con horas semanales de
ruido respectivas 17,20,5,15,10. En la segunda zona hay 3 obras, con horas 21,25, 6. En la
tercera zona hay 4 obras, con horas 6, 6, 6, 8 .

a) Estimar el total de las horas de ruido semanales que se dan en todas las zonas y estimar la
varianza del estimador.

b) Si la normativa dijera que en una obra no se puede llegar a mas de 12 horas semanales de ruido
por encima del nivel prefijado, estimar la proporcién de obras que incumplen esa normativa y

dar un intervalo de confianza al 95% para esa proporcién, suponiendo normalidad del estima(llor.
© J. Portela, M. Villeta
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a) Se trata de un muestreo por conglomerados monoetdpico, donde los conglomerados son las zonas y las
unidades elementales las obras. Los tamanos son desiguales, y se puede optar tanto por el estimador insesgado
como por el de razén a tamano, pero en este caso se desconoce el niimero total de obras y por lo tanto se
utilizard el de razén a tamano. En la primera zona el total de horas es y; = 67, en la segunda yo, = 52 y en la
tercera ys = 26.

Se tiene:

XY eris2496

hr= S = TR 1208
> N;
=1

La estimacién del total tiene una complicacién y es que se desconoce el nimero total de obras. Este se puede

estimar, sin embargo, por N= LN, donde

=

n 1
i=1

SRS

es la estimaciéon muestral del nimero medio de obras por zona. Asi, N =10-4 = 40 obras, y entonces
Nyp = 483.32.

La estimacién de la varianza del estimador es :

V(N5p) = L) S N2, — 5

~2
. . -2 ~
donde también hay que estimar N por N . Asi,

(1-0.3)

V(NG )=42 102 —— 2/
(N¥r) 2.33-1)

[52(13.4 — 12.083)% + 3%(17.33 — 12.083)? + 42(6.5 — 12.083)?] = 9215.
b) Se utiliza también el estimador de razén a tamano. Se crea la variable y;; = 1 si el nimero de horas de ruido
en la obra j de la zona ¢ excede el valor 12, e y;; = 0 si no. La proporcién estimada es:

n
o 2 34240

- - ~ 0.416.
2 5+3+4
> Ni o
i=1

La varianza del estimador es:

(1-0.3)

‘A/(ﬁR):m[52(O.6 —0.416)% + 32(0.66 — 0.416)2 + 4%(0 — 0.416)?] = 0.0304.
El intervalo de confianza serd

(0.416 — 1.96+/0.0304, 0.416 + 1.96+/0.0304) = (0.073,0.76).

[Ej ercicio 8.8}

Se trata de estimar la media en muestreo monoetépico con n = 2 en una poblacién que contiene
3 conglomerados, con los tamanos y las medias poblacionales indicadas en la tabla inferior:

© J. Portela, M. Villeta
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N; Yi | Yi

2000 | 30 | 60000

500 | 60 | 30000

20 10 | 200

a) Calcular la correlacién entre los NN; y las medias g;. Calcular la correlacion entre los N; y los
totales ;.

b) A la vista de lo obtenido, para estimar la media, jes conveniente utilizar m.a.s. con estimacién
insesgada, m.a.s. con estimacién de razén a tamano o bien muestreo ppt con probabilidades
proporcionales al tamano?

c) Calcular el valor de los tres estimadores de la media indicados en el apartado anterior para
todas las muestras, con sus probabilidades respectivas. Resumir en una tabla, y calcular a
continuacion la varianza y sesgo de cada uno de los tres estimadores. Concluir.

Sng, 3100
Sy, Sy, 1033-25.16

a) La correlacién poblacional entre N; y las medias g, es = 0.119. La correlacién entre

SNiyi

S, Sy, = 0.959.

N; y los totales y; es

b) Lo que importa en la estimacién, aunque se trate de la estimacién de la media, es la correlacion entre la

variable auxiliar y los totales por conglomerado. Esto se ve en la expresién de los estimadores: el de razén a
n

Z Yi

=1

tamano es yp = ———

>N
=1

, lo que implica asumir alta correlacién entre N; e y;. El estimador de Horvitz Thompson

1 1 ;
para la media es NtHT =N > Yi , con lo que se asume del mismo modo alta correlacién entre el total y; y

i=1Ti
las probabilidades ;.

La razén es que aunque la media en cada conglomerado no esté relacionada con el tamano, la contribucién de
la media de cada conglomerado a la media poblacional sf lo estd, pues en la construccién de la media global,
contribuyen en mayor medida los conglomerados grandes que los pequenos:

En el ejercicio, la media poblacional es:

1
——(30- . 10 - 20) = 35.79.
9520 (30 - 60000 + 60 - 30000 + 10 - 20) = 35.79
Se observa que la media poblacional estd "ma&s cerca" de la media de los conglomerados grandes que de las
medias de los pequenos.

Por ello si el tamafio de los conglomerados es muy variable, en general es muy poco recomendable utilizar m.a.s.
con estimacién insesgada (a no ser que la fraccién de muestreo sea muy alta). O bien se utiliza m.a.s. con
estimadores de razén o bien muestreo ppt (o pptr).

Como en este caso la correlacién entre los tamanos y los totales por conglomerado es alta, la estimacién de
razén con m.a.s. y la estimacién por muestreo ppt serén preferibles al m.a.s. con estimacion insesgada.

Si la relacion entre N; e y; es practicamente de proporcionalidad , y hay grandes diferencias de tamano, el

muestreo ppt suele ser preferible al m.a.s. con estimacién de razén, como se verd en este caso.
© J. Portela, M. Villeta
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¢) Se construirdn las probabilidades en caso de muestreo ppt:

2000
s = 0.1984.
ps = 0.007936.

7T12=p1< b2 +p2>:0.95957.
1—p1 1—po

m13 = 0.0386.
a3 = 0.00355.
Asi,

1 = T2 + w13 = 0.99645, w9 = m19 + w3 = 0.96312 y w3 = 713 + w3 = 0.04041.

El estimador de la media poblacional de Horvitz Thompson para la muestra 1,2 se calcula como

, _ 1 (60000 30000
HT(1,2) = 9590 \ 0.99645 ' 0.96312

> = 36.24.

Anédlogamente, se tiene tar1,3) = 29.85y tyr(e,3) = 14.32.
Cada una de estos valores del estimador tiene probabilidad respectiva w12, 713, Ta3.

Para el estimador de razén a tamano con la muestra 1,2, se tiene:

~ 90000

Yr(1,2) = 5500 36.

Tgualmente se calculan los resultados que aparecen en la tabla. Como es bajo m.a.s., cada uno de estos valores
tiene probabilidad 1/3.

La estimacién de la media por m.a.s. y estimacién insesgada en la muestra 1,2 es:
~ 1

El resto de estimaciones aparece en la tabla:

m.a.s. ppt
Muestra | 7p | ¥ p(muestra) %tHT p(muestra)
(1,2) 36 53.5 | 1/3 36.2 0.95957
(1,3) 29.8 | 35.8 | 1/3 25.8 0.03686
(2,3) 58 179 | 1/3 14.3 0.00355

~ 1
Se sabe que los estimadores ¥ y —tgr son insesgados (comprobarlo). El estimador de razén a tamafio tiene

N
sesgo E(ygp) — 35.79, donde

~ 1 ~
E(yg) = 5(36 +29.8 + 58) = 41.26.Asi que el sesgo de yp, es 5.47.

~ ~ 1
La varianza de y es V(yp) = g((36 —41.26)% + (29.8 — 41.26)% + (58 — 41.26)?) = 146.4. .. Portela, M. Villeta
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La varianza de 3 es V() = = ((53.5 — 35.79)2 + (35.8 — 35.79)2 + (17.9 — 35.79)2) = 211.2.

1
3
1 1
La varianza de - trr es V(S trr) = 0.95957(36.2—35.79)° +0.03686(25.8 —35.79) +0.00355(14.3—35.79)%) =
5.47.

El error cuadritico medio de Jp es 5.47% + 146.4 = 176.3. El de los otros dos estimadores coincide con su
varianza, por ser insesgados.

La conclusién es que el muestreo ppt es muy superior en este caso al m.a.s., ain con estimacién de razén a
tamano.

Como se ha comentado, el motivo es que suele dar mejores resultados en términos de precisién asegurarse de que
caen en la muestra con mayor probabilidad los conglomerados més grandes y por lo tanto més representativos
de la poblacién. El hecho de que el m.a.s. otorgue la misma probabilidad al conglomerado de 20 unidades que
al de 2000 tiene en este caso una gran repercusién, aumentando mucho la varianza del estimador. Si las medias
dentro de cada conglomerado fueran iguales o similares, serian aproximadamente equivalentes unos métodos a
otros.

EEj ercicio 8.9}

En una huerta se realiza un estudio para comprobar cudntos tomates tiene cada mata en
promedio. Se divide la huerta en 10 parcelas y escoge 3 de éstas por m.a.s. En ellas se cuenta el
nimero de matas y el nimero de tomates en cada mata. Se obtienen los siguientes resultados:

Parcela\Mata | 1 |2 3[4 |5

1 101645 |7
2 5 |68
3 1056

a) Estimar el nimero medio de tomates por mata y calcular la varianza del estimador.

b) Si se desea obtener un error de muestreo de 0.10, jcudntas parcelas se tendra que examinar?.

a) Se utilizard el estimador de razén a tamaifio:

~ 32419421

Un="g5 343 -0

Para la estimacién de la varianza, se estimara previamente N por ﬁ = % = 3.67.

Vijg) = &[52(6.4 — 6.54)2 + 32(6.33 — 6.54)% + 32(7 — 6.54)%] = 0.024.
RI36723(3—1)

b) Para determinar el tamanio muestral, se aproxima en la varianza exacta el término
1 LA 2
N (y, — 7y

ETRERA

por el término obtenido en la muestra
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1 n
——— 3 N2(y; — y)* = 1.385.
(n—1) 12:31 ( )
Asi,
~ —Nn
V(yr) ~ —5—1.385 y entonces,
n
N —
0.01=—; 1 385.
N Nn

Aproximando N por N = Lﬁ = 36.7, se obtiene que

36.7-1.385

_ = 8.03
0.01(3.672 - 36.7) + 1.385

Se necesitaria seleccionar n = 9 parcelas.

(Ejercicio 8.10}

En un polideportivo, se dispone de 10 grupos de natacién supuestamente de similar nivel y con
5 alumnos cada uno. Se desea estimar el tiempo medio que tardan los nadadores de ese nivel en
cubrir una cierta distancia a la mayor velocidad que puedan. Se escogen por m.a.s. dos grupos
y en cada uno de ellos se hace la prueba a todos los formantes del grupo. Se obtiene que en el
primer grupo la media es de 80 segundos, con una cuasivarianza de 100, y en el segundo grupo
la media es 70 con una cuasivarianza de 65.

a) Estimar la varianza entre grupos y la varianza entre grupos. Decir si los grupos estédn bien
formados o son my diferentes. Estimar el coeficiente de correlacién entre conglomerados. ;Cual
serfa el valor minimo que podria alcanzar este coeficiente? Estimar la media poblacional y
estimar su varianza.

b) Suponiendo las estimaciones anteriores suficientemente precisas, si se desea estimar la media
con un coeficiente de variacién del estimador de 0.04, y sin tener en cuenta el coeficiente de
correccion por poblacién finita jcudntos grupos habria que seleccionar? |y si se tiene en cuenta
el c.p.f.?

c) Si se desea estimar la media con un error de muestreo absoluto de 7 segundos, jcudntos
grupos habria que seleccionar?.

a) La varianza entre grupos es

= 5 é@i 7P =5 > 17((50 - 75)* + (70~ 75 = 250,

La varianza intra grupos es

n N 1
Sw = Z Z(yw U;)? = 5(100 + 65) = 82.5.

2

b (N —1)i

Parece que se trata de una mala configuracién de grupos, pues son muy diferentes entre si respecto a su
variabilidad interna. Como consecuencia, 0 seré posiblemente positivo.

Para calcular 5, hay que calcular primero
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ISBN 9788496866133



382 MUESTREO POR CONGLOMERADOS EN UNA ETAPA

N 2 _ 2 _ —
G bt (L—Dsj _ 10(5—1)825+ (10 =1)250 _ oo
(N -1) (50 — 1)

s_ s -8 250-11326
S (N-1&  (6-111326

1

= _0.25.
N-1)

El valor minimo que podria tener el coeficiente de correlacién intraconglomerados es § = —

La media se estima por el estimador insesgado:

_ 12_ 80470
yc_ﬁlzyi_ 2 =T5.

=1

La varianza estimada de %, se puede poner como:

(1-A)
Nn

(1-0.2)
5.2

V(5,) = s2 = 250 = 20.

b) Al ser las estimaciones suficientemente precisas, s7 es una estimacién insesgada de S? y al ser el coeficiente
de variacién del estimador

VT _ 04,

E(?C)

entonces
1—
Vi) = U s — 0.
n

Sustituyendo la esperanza de ¥, por el valor de 3, obtenido en la muestra, y Sg por s%, se tiene que

1 _
M%o ~ 0.042 - 752.
5n

1
Si se prescinde del término 1 — f7 es 5—250 ~ 0.042 - 752 y despejando n, se obtiene que n = 5.5 por lo que se
n

tomaria n = 6.

Si no se prescinde del término:

10 — n) 250
%57 ~ 0.042 - 752 y entonces:

. 10 - 250
T 0.042-752-10- 5 + 250

= 3.57 y se tomarfa n = 4.

2
¢) Si 196@ =7, entonces V(y,) = # y

(10-n)250 7
10 5n  1.962

por lo cual
10 - 250
n= = = 2.8 y se tomarfa n = 3.
—— -10-5+ 250
1.962 +
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[Ejercicio 8.11}

Realizar el ejercicio 8.7, apartado a) con la ayuda de la macro estimono del SAS.

Para ello se crea el archivo muestral:

data uno;input y conglo;
cards;

17 1

20 1

51

15 1

A continuacién se ejecuta la macro estimono, donde se introduce la estimacién N = 40 como el tamano
poblacional:

%hestimono (uno,y,zona,10,3,40);

Obteniendo los datos de la estimacién de razén a tamafio del total y su varianza (sale 9218 en lugar del valor
9215 obtenido en la resolucién del ejercicio 8.7 debido a mds precisién en los decimales).

[Ejercicio 8.12]

En una ciudad se desea estimar el nimero de cafeterfas donde no se permite fumar. Se decide
dividir la ciudad en 10 divisiones geogréficas, y se escogen 3 por m.a.s. en cada una de éstas se
cuenta el nimero de cafeterias y el nimero en el que no se permite fumar. Los datos obtenidos
son los siguientes: Division 1: 20 cafeterfas, de las cuales en 4 no se permite fumar. Divisién
2: 30 cafeterfas, de las cuales en 8 no se permite fumar. Divisién 3: 35 cafeterfas, de las cuales
en 9 no se permite fumar.

a) Estimar la proporcién de cafeterias donde no se puede fumar en la ciudad, con la ayuda de
la macro estimono.

b) Estimar la proporcién de cafeterias donde no se puede fumar en la ciudad, con la ayuda de
la macro estimrazreg.

Si se desea utilizar la macro estimono, es necesario tener en el archivo una observacién por unidad elemental,
de modo que se crea el archivo artificialmente, con la variable y;; = 1 si en la cafeterfa no se permite fumar, e
yij = 0 si se permite: ©.J. Portela, M. Villeta
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data cafe;

do i=1 to 20;division=1;if i<=4 then y=1;else y=0;output;end;
do i=1 to 30;division=2;if i<=8 then y=1;else y=0;output;end;
do i=1 to 35;division=3;if i<=9 then y=1;else y=0;output;end;
run;

El archivo tendrd entonces 85 observaciones, y en cada conglomerado (divisién) respectivo habréd 20, 30 y 35,
donde las primeras 4, 8 y 9 observaciones corresponden a las cafeterfas donde no se puede fumar (y;; = 1) y el
resto de observaciones a aquellas en las que se puede.

Para obtener estimaciones del total al ejecutar la macro, hay que estimar previamente N (el nimero de cafeterias

—~ = 2
en la ciudad), pues no es conocido. Asi, N = LN =10- W = 283.33.

A continuacion, se ejecuta la macro:
%estimono(cafe,y,division,10,3,283.33);

Donde se observa el estimador de razén a tamaiio, que es p = 0.247 , con una varianza estimada de ‘7(15) =
0.00019 y un I.C. al 95% de (0.219,0.274).

b) La manera de proceder seria crear el archivo con una observacién por conglomerado y los totales en la
variable y;, v aplicar la macro estimrazreg, con N; como variable auxiliar, y utilizando la estimacién muestral
de N = 28.33 para el célculo de la varianza:

data caf;
input tama y;
cards;

20 4

30 8

35 9

%estimrazreg(caf,y,tama,28.33,10,3);

El resultado es el mismo, tanto en el valor del estimador como en su varianza teniendo en cuenta que la
proporcién a estimar es la razén. Se vuelve a comprobar que los problemas de estimacién en muestreo por
conglomerados monoetdpico se reducen en general a problemas més sencillos, considerando los conglomerados
como unidades elementales.

[Ejercicio 8.13}

Un pasto de ganado de 2000 m? estd dividido en 6 parcelas, de las cuales se escogen 2 con

probabilidades proporcionales al tamano. En cada uno de éstos se cuentan todas las vacas y se
comprueba su edad por la placa de identificacién que llevan. Los datos son:

Primera parcela seleccionada: mide 400 m?, y hay 6 vacas, con edades en afos 1, 1.5, 2, 1.7, 3,
1. Segunda parcela seleccionada: mide 500 m? y hay 8 vacas, con edades 2, 2, 3, 1, 1.5, 1, 3.

Utilizar la macro estimonopptr para estimar la edad media de las vacas del pasto, la varianza
del estimador y un I.C. al 95%.

En primer lugar se crean los datos, calculando antes la probabilidad de seleccién de los conglomerados muestrales.

Como se trata de probabilidades proporcionales al tamano, p; = 0.2y p2 =

2000 QT s ortela, M. villeta
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data vacas;

input edad parcela ;

if parcela=1 then pi=0.2;
if parcela=2 then pi=0.25;
cards;

WHFE PP, OWONNNEFE, WL, NPE -
NNNNDNDNDNNRPE PP 22

A continuacion se ejecuta la macro, estimando antes N=LN=42:
%estimonopptr(vacas, . ,parcela,edad,1,6,2,42);

Se obtiene que la edad media de las vacas se estima por 1.25 anos, con una varianza estimada de 0.0012 y un
intervalo de confianza de (1.18 , 1.32).

(Ejercicio 8.14}

Se realiza una encuesta para estimar el gasto en comida diaria de las familias en una comunidad.
Hay 10 bloques, con diferente niimero de viviendas. En total hay 260 viviendas. El archivo
SAS comunidad contiene los datos.

a) Calcular, con un proc means y a modo informativo, la media de gasto poblacional por familia.

b) Utilizar muestreo aleatorio simple de 3 bloques con la macro extramono y semilla 1234, y
para estimar la media del gasto y obtener un I. C. utilizar la macro estimono. Realizar el mismo
proceso seleccionando 6 bloques y comparar los resultados.

c) Utilizar muestreo proporcional al tamano de los bloques (la variable nviv indica el nimero
de viviendas), con reemplazamiento, con la macro extramonoppt y semilla 1234, con tamafio 3
y después 6, y realizar las estimaciones, a través de la macro estimonopptr.

d) Realizar el mismo proceso que en el apartado c), pero esta vez sin reemplazamiento con
las macros extramonoppt y estimonoppt. Decir también cudl es el valor de la probabilidad de
inclusién de segundo orden los dos conglomerados con més bajo cédigo (variable bloque) que
han entrado en la muestra, y también sus probabilidades de inclusién de primer orden.

a) Con el programa

proc means data=comunidad;var gasto;run; ©J. Portela, M. Villeta
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se obtiene que el gasto medio por familia en comida es 636.46 euros.

b) Se ejecutan las macros:

%hextramono (comunidad,muestral,codif,bloque,10,3,1234);
hestimono (muestral,gasto,conglo,10,3,260);

El estimador de razén a tamano (son tamafios desiguales), con la muestra de 3 bloques, es 632.26. Su varianza
estimada es 245.46.

Si se toman 6 bloques, se obtiene una estimacién de la media de 630.92 y de la varianza del estimador de 96.3.

c¢) La sintaxis para la macro extramonoppt es:

%extramonoppt (comunidad, . ,muestra?,.,codif ,bloque,nviv,10,1,1,3,1234);

Vemos con un proc print data=muestra2 que han sido seleccionados los bloques 2,3 y 4. Con la macro esti-
monopptr se obtienen las estimaciones:

hestimonopptr (muestra2, .,conglo,gasto,1,10,3,260);

Obteniendo un estimador de la media de 643.75 con una varianza estimada de 225.48 con la muestra de 3
bloques. Con la muestra de 6, se obtienen respectivamente, 651.71 y 80.92. Hay que senalar que en la muestra
de 6 bloques aparecen repetidos dos veces en la muestra los bloques 2 y 3, y aparecen una sola vez los bloques
1y4.

d) Ejecutando la macro :

%hextramonoppt (comunidad, . ,muestra3,inclu,codif,bloque,nviv,10,2,1,3,1234);

Y presentando los archivos muestra3 e inclu con un proc print en la ventana OUTPUT, se observa que han sido
elegidos los bloques 2, 10 y 4. Las probabilidades de inclusién se ven en el archivo inclu. Las de primer orden
m; de los bloques 2 y 4 son respectivamente 0.276 y 0.242. La probabilidad de inclusién de segundo orden de
esos bloques es w4 = 0.049 (hay que ver que 2 y 4 corresponden a los valores de la variable Unit respectivos 3
y 1, y entonces buscar en la matriz de probabilidades el elemento (1,3) ¢ (3,1)).

Para obtener las estimaciones, se ejecuta la macro:

%estimonoppt (muestra3,inclu,gasto,10,3,260);

que da lugar, para la muestra de tamano 3, a una media estimada de 623 con varianzas estimadas de 2138
(Horvitz-Thompson) y 546 (Yates-Grundy).

Para la muestra de tamano 6, la media estimada es de 645 con varianzas estimadas 64 deYates-Grundy y sale
negativa bajo el estimador de la varianza de Horvitz—Thompson.

[Ejercicio 8.15]

Supongamos que en determinada poblacién dividida en 50 conglomerados se ha estimado con
certa precision el coeficiente de correlacién intraconglomerados 6 ~ —0.05, y la cuasivarianza
poblacional S? ~ 20. Si los tamafios de los conglomerados son iguales, con N :©}_(),Oml% M. Villeta
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a) Calcular cuéntos conglomerados hay que seleccionar por m.a.s. para que el error de muestreo
al estimar la media sea de 0.25.

b) Suponiendo que la funcién de coste es

C = co\/n 4+ ney + nlNey,

donde ¢cg =7, ¢; = 0.10, y ¢o = 0.05,

presentar una tabla creada con programacién con SAS para que para cada tamano muestral

de n = 2 hasta n = 30, presente el error de muestreo aproximado al que se llegarfa y el coste
asociado a ese tamano muestral.

a) La varianza del estimador de la media es aproximadamente

L—n S? —
—(1 N —1)6).
1+ (V- 19)

V(g.) ~

Asi que se pide n tal que

50 — nﬂ
50 10n

0.25% ~ (1+ (10 — 1)(—0.05)).

Despejando, se obtiene:

(1+ (10 — 1)(—0.05))

— 50
"= 25010 0.252 + (1 + (10 — 1)(—0.05))

= 13.01.

Se necesitarian extraer n = 14 conglomerados.

b) Un programa podria ser el siguiente:

data uno;

delta=-0.05;

k=2*(1+9xdelta) ;

put ’n’ @5 ’error’ @15 ’coste’;

do n=2 to 30;
f=n/50;
var=(1-f)*k/n;
error=var*x*x0.5;
coste=7*nx*0.5+0.1*n+0.05%x10%n;
put n @5 error 5.3 Q@15 coste 4.2;
output;

end;

run;

Obteniendo una tabla como:

n error coste
2 0.727 11.1
3 0.587 13.9
4 0.503 16.4
12 0.264 31.4
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13 0.250 33.0
14 0.238 34.6
27 0.137 52.6
28 0.131 53.8
29 0.126 55.1
30 0.121 56.3

donde se aprecia que a partir de n=14 se cumple que el error es menor que 0.25 (el valor del error para n = 13
es mayor que 0.25, pero simplemente no aparecen todos los decimales en la tabla).

© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



Ejercicios propuestos 389

9.8 Ejercicios propuestos

1) En una poblacién dividida en conglomerados de tamano 25 se obtiene una muestra de
10 conglomerados por m.a.s. De experiencias anteriores parece razonable asumir la relacion
S? = 0.32- S%. Si se obtiene una varianza para el estimador de la media igual a 0.01, se pide,
prescindiendo del factor 1 — f:

a) Valor del coeficiente de correlacién intraconglomerados. Interpretacion.
b) Valores de S? y S2.

c) ;{Cuédntas unidades elementales seria necesario obtener utilizando m.a.s. para conseguir igual
precisiéon que en el muestreo por conglomerados?.

2) El propietario de un periédico local quiere saber cudntas familias han leido alguna vez su
periédico. En su pueblo hay 1500 viviendas, alojadas en 35 edificios. Por motivos de coste,
se decide seleccionar una m.a.s. de 3 edificios y en cada uno de ellos se entrevista a todas las
familias.Se obtienen los siguientes datos: en el primer edificio habia 36 familias, de las cuales
12 habian leido alguna vez el periédico. En el segundo edificio, habia 45 familias, de las cuales
28 habfan leido alguna vez el periédico, y en el tercer edificio muestreado habia 26 familias de
las cuales 13 habifan accedido alguna vez al periédico.

a) Estimar la proporcién de familias que han leido alguna vez el periédico en el pueblo, y dar
un I.C. al 95% para la cantidad estimada.

b) Suponiendo suficientemente precisa la estimacién anterior, dar el error de muestreo obtenido
si se muestrearan 5, 10 y 20 edificios respectivamente.

3)

En un museo se dispone de 100 lotes de piezas sin clasificar. Se sabe que en total hay 1600
piezas. Se desea tener una aproximacién al periodo del que datan en promedio las piezas. Se
escogen 4 lotes por m.a.s. y se encuentra que en el primer lote hay 15 piezas. Estas se fechan
con ayuda de expertos, que datan las piezas en promedio del ano 1210, con una cuasi desviacion
tipica de 108. En este y el resto de lotes se obtiene lo que aparece en la tabla.

Lote | Media | Cuasi d.tipica | n° piezas
1 1210 108 15
2 1310 110 20
3 1260 | 120 30
4 1340 | 130 10

a) Estimar la varianza entre lotes y la varianza entre lotes. Decir si los grupos estén bien
formados o son muy diferentes. Estimar el coeficiente de correlaciéon entre conglomerados.
. Cual serfa el valor minimo que podria alcanzar este coeficiente? Estimar la media poblacional
del ano de las piezas y dar un intervalo de confianza al 95% .
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b) Suponiendo la estimacién anterior suficientemente precisa, decir en cudnto se aumentaria la
precision si se tomaran 20 lotes en lugar de 4.

4) Se realiza un control de calidad sobre las piezas de un pedido de 800 lotes con 30 piezas
cada uno. Se extrae una muestra sin reposicién de 25 lotes, dentro de la cual 12 lotes no tienen
piezas defectuosas, 10 lotes tienen una pieza defectuosa y tres lotes tienen 2 piezas defectuosas.

a) Estimar el nimero total de piezas defectuosas en el pedido, el error de muestreo y el error de
muestreo relativo, asi como el error de muestreo absoluto con un grado de confianza de 95%.

b) Resolver el apartado a) suponiendo que el muestreo es con reposicién.

5) En una ganaderia las vacas estdn distribuidas en grandes dehesas separadas por alambradas.
Se realiza un estudio para comprobar qué proporciéon de vacas hembra hay en promedio. Hay
15 dehesas y escoge 3 de éstas por m.a.s. En ellas se cuenta el nimero de vacas y toros. Se
obtienen los siguientes resultados:

Dehesa\ Vaca | Vacas | Toros

1 30 8
2 10 12
3 12 12

a) Plantear el problema como muestreo monoetapico de conglomerados. Estimar la proporcién
de vacas y estimar la varianza del estimador, por estimacién insesgada y por razén a tamano.

b) Resolver el problema plantedndolo como un problema de m.a.s.+estimacién de la razoén.
Estimar la varianza del estimador y comparar.

6) Se trata de estimar la media en muestreo monoetdpico con n = 2 en una poblacién que
contiene 3 conglomerados, con los tamanos y las medias poblacionales indicadas en la tabla
inferior:

Ni |7
3000 | 25
1000 | 60
50 10

a) Calcular la correlacién entre los NN; y las medias g;. Calcular la correlacion entre los N; y los
totales ;.

b) A la vista de lo obtenido, para estimar la media, jes conveniente utilizar m.a.s. con estimacién
insesgada, m.a.s. con estimacién de razén a tamano o bien muestreo ppt con probabilidades

proporcionales al tamano?
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c¢) Calcular el valor de los tres estimadores de la media indicados en el apartado anterior para
todas las muestras, con sus probabilidades respectivas. Resumir en una tabla, y calcular a
continuacion la varianza y sesgo de cada uno de los tres estimadores. Concluir.

7) Supongamos que el nimero total de personas mayores de 65 afnos y el nimero de per-
sonas mayores de 65 anos que requieren los servicios de un asistente social en 2 urbanizaciones
muestreadas de un conjunto de 5 urbanizaciones, son los expuestos en la siguiente tabla:
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Urbanizaciéon A | Urbanizaciéon B
>65 | >65,asist | >65 | >65,asist
1 ]2 1 1 1
2 |1 0 1 0
3 |2 0 1 1
4 |1 1 3 1
5 |1 0 2 0
6 |1 0 1 1
7 12 1 3 0
8 |1 1 1 0
9 |3 1 1 0
101 1 3 2
1111 0 2 1
12 ] 2 1 3 0
131 0 1 1
14 |3 1 1 0
151 0 2 1
16 | 3 2 2 1
1711 0 1 0
18 | 2 0 2 0
19 |1 1 2 1
20 | 3 0 1 1

Estimar las caracteristicas poblacionales siguientes, facilitando intervalos de confianza al 95%:

a) Numero medio de personas por urbanizacién mayores de 65 afios que requieren los servicios
©J. Portela, M. Villeta
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de un asistente social-
b) Nimero de personas mayores de 65 anos que requieren los servicios de un asistente social.

c¢) Nimero medio de personas por vivienda mayores de 65 afos que requieren los servicios de
un asistente social.

d) Nimero medio de personas por urbanizaciéon mayores de 65 anos.

e) Proporcién de personas mayor de 65 anos que requieren los servicios de un asistente social.
8) Realizar el ejercicio propuesto 7) en SAS, con la ayuda de la macro estimono.

9) Realizar el ejercicio resuelto 8.13 en SAS, con la ayuda de la macro estimono.

10) El archivo SAS instituto contiene las notas medias de los alumnos de diferentes clases de
un instituto.

a) Calcular, con un proc means y a modo informativo, la nota media de los alumnos del instituto.

b) Utilizar muestreo aleatorio simple de 4 aulas con la macro extramono y semilla 1234, y para
estimar la nota media y obtener un I. C. utilizar la macro estimono. Realizar el mismo proceso
seleccionando 7 aulas y comparar los resultados.

c¢) Utilizar muestreo proporcional al tamafio de las aulas con reemplazamiento, (el tamano estd
indicado con la variable numero) , con la macro extramonoppt y semilla 1234, con tamano 4 y
después 7, y realizar las estimaciones con la macro estimonopptr.

d) Realizar el mismo proceso que en el apartado c), pero esta vez sin reemplazamiento con
las macros extramonoppt y estimonoppt. Decir también cudl es el valor de la probabilidad de
inclusién de segundo orden los dos conglomerados con més bajo cédigo (variable bloque) que
han entrado en la muestra, y también sus probabilidades de inclusién de primer orden.

e) Para comprobar la variabilidad entre conglomerados, ejecutar el siguiente programa con la
iltima muestra obtenida:

proc boxplot data=muestra;plot nota*aula;run;

11) El archivo SAS supermat contiene un estudio realizado sobre 4810 alumnos en 91 Centros
de Ensenanaza Secundaria de Madrid, sobre aptitudes de todo tipo. La variable centro indica
el codigo de centro, y la variable tamacentro el nimero de alumnos encuestados en ese centro.

Para el resto del ejercicio, consideraremos el archivo como la poblacién de interés. Los tests
realizados estdn en escala de 1 a 100.

a) Calcular la nota poblacional media de la variable orto (test de ortografia).

b) Extraer 5 centros por muestreo proporcional a la variable tamacentro, con reemplazamiento,
con la macro extramonoppt, con la semilla 1234. Calcular un I.C. al 95% para la nota media
en el test ortografia con la macro estimonopptr.

c) Realizar el apartado anterior pero en muestreo sin reemplazamiento, con las macros extra-

monoppt y estimonoppt.
ppLy pp © J. Portela, M. Villeta
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Un conglomerado frecuentemente contiene demasiados elementos para obtener una medicién de
cada uno de ellos, o estos son tan homogéneos que la medicién de sélo unos cuantos proporciona
informacion completa sobre el conglomerado. Cuando ocurre cualquiera de las dos situaciones,
el investigador puede seleccionar una muestra aleatoria de conglomerados y dentro de los selec-
cionados, escoger a su vez una muestra aleatoria de unidades elementales. El resultado es una
muestra por conglomerados en dos etapas.

Por lo tanto, en el muestreo en dos etapas o bietdpico se seleccionan primero n conglomerados
o unidades primarias. Después se selecciona un niimero especifico de subunidades o unidades
secundarias o finales en cada uno de los conglomerados extraidos. Al igual que en el capitulo
anterior, se considerard en primer lugar el caso mds simple, en el que cada unidad primaria
o conglomerado contiene el mismo nimero N de unidades secundarias, de las cuales se selec-
cionaran m en cada uno de los conglomerados escogidos.

La principal ventaja del muestreo en dos etapas es su flexibilidad respecto al muestreo en una
etapa. Como de costumbre, se trata de alcanzar un cierto equilibrio entre precision estadistica
y coste. Pueden muestrearse pocos conglomerados y muchos elementos en cada uno, o muchos
conglomerados y pocos elementos en cada conglomerado. Los conglomerados grandes tienden
a contener elementos heterogéneos, y en consecuencia se requiere una muestra grande de cada
uno para lograr estimaciones precisas de los pardmetros de la poblacién. En contraste, los
conglomerados pequenos frecuentemente contienen elementos relativamente homogéneos, en
cuyo caso puede obtenerse informacién precisa sobre las caracteristicas de un conglomerado
seleccionando una muestra pequena de cada uno.

Otra ventaja es que el coste respecto al muestreo monoetédpico es menor, al no tomarse todas las
unidades dentro de los conglomerados escogidos. Ademsds, el problema existente en muestreo
monoetdpico con tamanos desiguales, relativo a que el tamano muestral final es una variable
aleatoria, no existe aqui.
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Entre las desventajas de este método de muestreo cabe citar que, al extraer una muestra
dentro de cada conglomerado, aparece una nueva fuente de variabilidad. La precisién de los
estimadores se verd afectada, pues las varianzas serdn similares a las obtenidas en muestreo
monoetdpico, pero con un factor anadido debido a la variabilidad de la submuestra dentro de
cada conglomerado. Ademsds, los desarrollos tedricos son mas complejos, al tener en cuenta esa
segunda fuente de variabilidad.

10.1 Marco probabilistico

Cuando se seleccionan aleatoriamente conglomerados y dentro de cada uno de ellos unidades
elementales, existen dos fuentes de variabilidad implicadas en la construccién de un estimador:

1. La distribucién que asigna probabilidades de aparicién, en la muestra de tamano n, a los
L conglomerados.

2. Las distribuciones de probabilidad que asignan probabilidades de aparicién, en la muestra
de tamano m;, a las unidades elementales que estdn dentro del conglomerado i. Estas
distribuciones estdn condicionadas a que haya salido escogido el conglomerado 7 en la
muestra inicial de conglomerados.

Por lo tanto, a la hora de calcular esperanzas y varianzas de los estimadores, funciones matemati-
cas de la muestra, habra que tener en cuenta este esquema probabilistico. Los siguientes re-
sultados permiten acometer la tarea de célculo de espe-ranzas y varianzas de estimadores en el
resto de este capitulo.

Teorema 10.1 (esperanza y varianza en muestreo bietdpico-Teorema de Madow).

Sea @ el valor del estimador obtenido en muestreo bietépico. 9 es una funcién de las unidades
elementales obtenidas.

Sea E; la esperanza en 1° etapa, es decir, el promedio calculado sobre todas las posibles
selecciones de conglomerados ¢ en primera etapa. E; estd relacionada con la distribucién men-
cionada en el punto 1. Sea V] la varianza en primera etapa.

Sea E} la esperanza en 2° etapa condicionada al conglomerado i. Es decir, el promedio
del valor del estimador calculado sobre todas las posibles muestras en segunda etapa en el
conglomerado i. E} se refiere a la distribucién mencionada en el punto 2 para un determinado
conglomerado i.Sea V; la varianza en segunda etapa.

Entonces,

-~ -~

(a) E(0) = Ea[E5(0)]
(b) V(0) = VA[EL(0)] + Ea[V3(0)]
El apartado (b) se conoce como el Teorema de Madow.
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Demostracion.

(a) Es una consecuencia del conocido resultado en teoria estadistica

E(X) = Ey[Ex(X |Y)].

E[ ( )] ZpZEZ( ) Zpl Z ps/z D)

i=1 seq;

donde 55 es el valor del estimador obtenido habiendo escogido la muestra s en el conglomerado
i, y Pssi es la probabilidad condicionada de obtener la muestra s en el conglomerado i.

Asi, como p;ps/; = pis es la probabilidad conjunta p(conglomerado i, muestra s), se tiene que

5 L o L 5 L . L . N
sz Z ps/'L s Z Z pzps/l s Z Z Z 9 Z Z 0 sPi = ( )
i=1 seQ; i=1s€8Q; i=1s€8; i=1 se); i=1

-~

(b) V(0) = E(0 — E0))* = E\[EL((0 — E(9))2)].

Hay que tener en cuenta que E(/é) es una constante. El término interior se puede desarrollar:

-~

Ey((6— E(0)) = E(0) — 2E@)E3©) + E2(0) = (E3(©))* + V2(0) — 2B(Q)Ei(6) + E*(0).
Asi,

V() = EA(EL(0))2] + Ea[Va(0)] — 2E(0) B [E4(9)] + E2(6) =

= E\[(EL(0))) + Ex[Va(0)] — 2B2(0)? + E2(0) = EA[(EL(0))2] + Ea[Va(0)] — E*(9) =
Ei[(E5(0))%] + Ex[Va(0)] — (BA[ES(0)))? = VA[ES(0)] + Ea[Va(0))-

Pues se ha utilizado que Vi [EL(9)] = E1[(EL(9))%] — (E1[EL(6)))>.

De modo que para calcular esperanzas de estimadores y estudiar si son insesgados, se utilizard
el resultado (a), y para calcular varianzas, el apartado (b).

10.2 Conglomerados de igual tamano

Supongamos que todos los conglomerados o unidades de primera etapa tienen el mismo tamano
N, que se seleccionan n de entre los L que existen, y que de cada uno de esos conglomerados
se eligen m unidades elementales de las N que existen. El tamano poblacional es N = LN. Se

denotan por f; = 7Y fi== las fracciones de muestreo en primera etapa y segunda etapa,

respectivamente.
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10.2.1 Notacion

Caracteristicas poblacionales

y;; = valor de la j-ésima subunidad en la i-ésima unidad primaria.

ST S
Y= —= Yij = — > Y; = Media poblacional.
INS=ZY L3
1 N
Y, = ~ > yij =Media en el conglomerado i
j=1

N N-1
S5 = =—— > (yi; — y;)* = Cuasivarianza en el conglomerado 7. Se denota o3, = TSQZZ

|l\3
M=
M=

1
(yu )=~ 21 S2. =Cuasivarianza en segunda etapa , o promedio de

las cuasivarianzas en los conglomerados.
2 _ 2
Se denota 03 = — > 03;.
1=

(Nota: S2 = S2

2 siendo S? la cuasivarianza intra-conglomerados presentada en muestreo

monoetapico)

1 L
S? = —— > (y; — y)? = Cuasivarianza en primera etapa, o cuasivarianza entre medias de
unidades primarias.

2 L 2 -
(Nota: S7 = =9} , siendo S; la cuasivarianza entre conglomerados presentada en muestreo
monoetapico)

Caracteristicas muestrales

~ m
Y; = — »_ Yij = Media muestral en el conglomerado i.

m =1
- 12~
7 = — >_ 7, =Media muestral de las medias obtenidas en los conglomerados seleccionados.

=1

1 ~
s3, = — zjl(yw —¥;)? = Cuasivarianza muestral en el conglomerado i.
j:
~ 1xr

s3 = Z Z(yw U;,)> = —>_ 53, =Cuasivarianza muestral en segunda etapa , o

( ) i=1j= n =1
promedio de las cuasivarianzas en los conglomerados.
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1 ~ = . . L :
1 > (Y, —y)2 = Cuasivarianza muestral en primera etapa, o cuasivarianza entre medias
n—1,=1

de unidades primarias.

2 _
81—

10.2.2 Estimador insesgado con m.a.s. en ambas etapas

Se verd a continuacién un estimador insesgado de la media poblacional, suponiendo muestreo
aleatorio simple en ambas etapas.

Teorema 10.2 (estimador insesgado de la media y varianza).

12~
= — > 7, es un estimador insesgado de la media poblacional.
=1

<

(a)

(b) La varianza de 7 es

o, en funcién de las fracciones de muestreo,

V@ =020

Demostracion.

(a) Se utilizard que en m.a.s. , la esperanza de la media muestral es la media poblacional.

n

B = BED] - BB 00 - B |2 S BG)| =B |2 S -

=1

1

ll

L
Z:l Yi =Y.
(b) Se utilizara el Teorema de Madow:

V(0) = Vi[E}(0)] + B[V (0)

~ 1 7 ~
donde en este caso 0 =y = — > 7,.
N =1

En primer lugar,
i (0 (12 L&
Vi[E5(0)] = Wi {E2 (‘ Z%)} =W [— Zyz:|
n =1 =1

Como se trata de muestreo aleatorio simple, y se seleccionan n unidades de entre L, considerando
n

. . : . 1 &
y; la caracteristica de interés, la varianza de la media muestral - Yy, es Vi {E Yyl =
i=1 i=1
L-nS2
Ui . . . _ 2 . . .
T La cuasivarianza poblacional de y; denotada por 57 es la cuasivarianza en primera
/”L K3
PN L —nS?
2 2 i 1
etapa, Sz = S entonces Vi |F5(0)] = —.
pa, oy, Y 1[E5(0)] L n ©J. Portela, M. Villeta
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A continuacién se desarrolla el segundo sumando en el Teorema de Madow:

1 » N— mS B
n= N m

B0 -6 v (2 35)| 28 L Sum)| ©a |

n =1

IN—-m1 13 o\ N—m 1 1L _, N-mb52
‘) N mmL5S 27N am’

La igualdad (*), donde las covarianzas no aparecen, proviene del hecho de la independencia del
muestreo dentro de cada conglomerado, de unos conglomerados a otros.

La igualdad (%) se da por tratarse de la varianza de la media muestral en muestreo aleatorio
simple en cada conglomerado, es decir, muestreo de m unidades sobre una poblacién de N
unidades.

]_ n

La igualdad (x * x) se da por ser Fi(— Y S3,) la esperanza de la media muestral de la carac-
n ;=

terfstica S2,, que en muestreo aleatorio simple es la media poblacional — Z S2..

Asi,

L-nS? N-mS?
_+—_

MBSO+ BV (0) = ==t + =

La expresion de la varianza del estimador es muy ilustrativa de lo que ocurre en muestreo bi-

L—nS?
etdpico: La varianza es la suma de dos fuentes de variabilidad: entre conglomerados ( 7 =1
n
: —m S2
e intra-conglomerados ( = ~2). Si la configuracién de conglomerados es correcta, los con-
nm

glomerados son parecidos entre sf y S? es pequefia, y por lo tanto n no importa que sea pequena.
Ademss, los grupos son heterogéneos internamente, y entonces S3 es grande, con lo cual m debe
ser relativamente grande para compensar.

Pero normalmente la configuracién puede no ser 6ptima, y estudios piloto de variabilidad |,
anadidos posiblemente a una funcién de coste , deben ser utilizados para determinar cémo
distribuir la muestra de tamafio aproximado n/ = (nm), en dos etapas. Es decir, estudiar si se
tomardn muchos conglomerados y pocas unidades dentro de cada uno de ellos, o por el contrario
pocos conglomerados y una muestra de tamano alto m dentro de cada conglomerado.

Hay que remarcar ademds que la varianza del estimador de la media en muestreo monoetépico
con tamanos iguales era

L—n L L—nS?
L n(L )g( v = L n’

n

V(y.) =

con lo cual se observa que la varianza obtenida en muestreo bietdpico es la misma que en
2
—-m S

muestreo monoetdpico, més el factor anadido , debido a tomar muestras, y no toda

nm’
la poblacién, dentro de cada conglomerado escogldo. La coincidencia del primer término de las

varianzas de muestreo bietdpico con la varianza completa obtenida en muestreo monoetapico se

© J. Portela, M. Villeta
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dard, en general, en la mayoria de los diferentes marcos de muestreo que se veran ( y usualmente
también se da en los estimadores de las varianzas ).

El siguiente resultado permite estimar la varianza del estimador de manera insesgada.

Teorema 10.3 (estimador de la varianza). Un estimador insesgado de V() es

2 2

~ L—ns N —m s? 52 S
V@) = SIS BT A S A 1)

) I N mL ( fl)n+( fQ)mL
Demostracion.

~ _ L—n N—m
EV(y)) = E(s? — E(s2).

(V@) = 2" B + B
Calcularemos por separado E(s?) y E(s3) :

. 2 1 oo~ =\2 1 N ~2 =2
En primer lugar, se sabe que s} = @, —9)=—— y;, —ny |, con lo que
n—1;3 n—1 (3

B = BB = B |8 | 7 |

Ahora,

2 {25 - ”ﬂ — Y EG) - 0BG = X2 B - n [(B@) + Vi) -

=S 3 ) (S S50 g
_z:lyZ i=1 2” nnz‘:fyi n2i:1 2nm_
VD SUACHE RS S
_i=1 vi nz:lyi 2 i=1nm

Se ha utilizado en (x) que

n 1 n n n

>0~ ) = 30—l 30

i=1 i i=1 i=1

2

n n
debido a la conocida propiedad asociada a la varianza muestral, Y (z; — 7)? = > 2? — nz? .
: ]

=1 %
Asi,
l. 1 [ee o 1 1o n 52
Bi(s) = 8 £ 5 o | - L S L S -

n—1 = -1, i=1 T

Tomando la esperanza en primera etapa, como el primer término es una cuasivarianza muestral
y su esperanza bajo m.a.s. es la cuasivarianza poblacional, se tiene que

© J. Portela, M. Villeta
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, 1 &, 1 12 1
BH) = BBYSD) = g S0 -0+ (= ) B[ L 53] =824 (1= )]
En segundo lugar, calcularemos E/(s3) :

B(s3) = By (E}(s3) = { T >} F > Eﬁ(sgi)} - b F X Sg’} B

=1 =1

1 L 2 2

Asi,
~ _ L — N
E(V () = Lnn (s1) _mZLE(Sg) = -1 [ (1= f») ] ( m[:fQ) 2
1— 1 .
R e
1— 1 1— 1
:%512 +(1- f2)5522 [—( nfl) + Z} :
Como
1-fi) 1 L-n 11
B A R A
se tiene finalmente que

BV@) = 1- 1)+ 1- )2 — v,

[Ejemplo 10.1]

En un proceso de control de calidad industrial, se dispone de componentes electréncios agrupados en
lotes. Estos componentes se evaltian obteniendo un valor que indica un cierto tipo de rendimiento.
Cada lote consta de 20 componentes, y hay 140 lotes de produccion. La idea es estimar el rendimiento
medio de los componentes en toda la produccion.

Se realiza muestreo por conglomerados bietdpico, seleccionando 6 lotes, y dentro de cada uno 5 com-
ponentes. Los resultados se indican en la tabla 10.1.

En este ejemplo, se tiene L = 140, N = 20, N = 2800, n = 6 y m = 5. El estimador insesgado de la
media poblacional es

~ 1
3 = G2+ 11.6+104+9.8+11.8 +12.4) = 11.33.

S|

ﬁM:

Y=

© J. Portela, M. Villeta
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Lote | Rendimientos en los componentes seleccionados

1 12,10,15,6,17

2 9,8,16,13,12

3 7.5,18,12,10

4 6,10,10,15,8

5 13,14,9,15.8

6 12,10,6,18,16

Tabla 10.1. Rendimientos de componentes

Para estimar la varianza, se calculan

P — B ) — = —(18.54+10.3+25.3+11.2+9.7+22.8) =
52 n(m _ 1) l;j;(ylj yz) 6 z; 5 1 jZ:: (ylj yz) 6( + + + + + )
16.3.

y
2 1 LN
= 7 — =1.018
Sl n — 1 Z;(yl )
Entonces
~_  L—-ns*> N- 2 140 —61.018 20—5 16.3
V(y) = it Ui —0.179.

L n N mL 140 6 * 20 5-140

Para observar la variabilidad entre conglomerados y entre conglomerados se puede recurrir a un dia-
grama de cajas en la Figura 10.1.

Un intervalo de confianza al 95% , suponiendo normalidad del estimador, quedaria en

(11.33 £ 1.96 - 0.179) = (10.97,11.68).

20,0

17.5

15.0

12.5 o

Figura 10.1. Diagrama de cajas del rendimiento por lote. ©J. Portela, M. Villeta
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10.2.3 Estimador del total y la proporcién

Para estimar el total y la proporcién, se aplica el resultado anterior.
Corolario 10.1 (estimador del total y proporcién).
En caso de muestreo bietdpico con m.a.s. en ambas etapas,

(a) Un estimador insesgado del total poblacional es Ny, con varianza N2V (y) y estimador
insesgado de la varianza N2V (7).

(b) Supongamos que la variable y toma valores 0 6 1 y se desea estimar la proporcién p de
valores 1 en la poblacién. Un estimador insesgado de esta proporcién p es /ﬁ = — > p; donde

=1
p; es la proporcién muestral en el conglomerado i.

(c) La varianza de Des

L-nS? N-m S?
= =
L n N nm

V(p) =

donde, en este caso,

1 L L N 1

1 L
52:— i — 2 52:_—5 E 1—12:—5

(d) Un estimador insesgado de V(D) es

-~ L—-nst N-—m s2

VO =1t~ mL

donde, en este caso,

1 -~
2 _ ~ N2
$1 n_lhy% p)%,
2 =M 505
521 m_lpl( p’L>7
y

12 m

22N — (1 —1y).
52 ni;m—l ( i)

En (c) y (d) se ha aplicado el resultado ya conocido de que
1 X N

cuando la variable y es una variable 0,1 y p es la proporcién de valores "1".
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10.2.4 Tamano muestral y distribucién de la muestra en las etapas

Precisiéon prefijada

En muestreo bietédpico, si se pide la distribucién de la muestra (es decir, el reparto de la muestra
entre conglomerados y unidades dentro de cada conglomerado), para obtener una determinada
precisién o varianza del estimador, existen varias soluciones pues la ecuacion

. L—-nS? N-mS2

V(y) = — =K
) L n+ N nm

puede satisfacerse de manera aproximada para varias combinaciones de n y m.

Una manera practica de afrontar el problema serfa presentar un listado con esas posibles solu-
ciones y el coste asociado a cada una de ellas, segiin una o varias funciones de coste. En esa
tabla o listado se pueden descartar aquellas soluciones exageradamente carentes de equilibrio a
juicio del investigador.

Otro planteamiento es prefijar el coste y obtener aquella solucién que ofrece varianza minima.
También se puede minimizar el coste sujeto a cierta varianza prefijada, dando lugar al mismo
tipo de desarrollos.

Coste prefijado

(1) Supongamos que la funcién de coste es C' = ¢y + ncy + nmcy. Con un desarrollo andlogo al
estudiado en la seccién dedicada al tamano muestral en muestreo monoetdpico, se obtiene que

O — Cp . :
= ——— si suponemos fijos C'y m.
cl +mcey

*

(2) En caso en que la funcién de coste es C' = co++/nc1+nme; o cualquier otra funcién compleja,
pueden utilizarse técnicas de optimizacién, pero al ser n y m valores discretos, es més sencillo
programar el cdlculo del valor de la varianza y coste para una lista de n y m y centrarse en un
intervalo de valores adecuados de C'y V' (por ejemplo, descartando la enumeracién en la tabla
de valores de C'y V, fuera de los intervalos mencionados).

[Ejemplo 10.2]

Supongamos que en el ejemplo 10.1 de los lotes se tiene una buena estimacién de S? = 1.1y S5 = 15.8.
Supongamos que el tiempo y recursos de que se dispone obliga a fijar el nimero de componentes
muestreadas en nm = 30 componentes. Como n y m deben de ser enteros, se puede calcular el error

aproximado para diversas combinaciones de n y m tales que nm =~ 30 . Se realiza un programa
L—nS? n N —m S2

informético asignando diversos valores a n y m y calculando V (7) =

combinacién. Nos restringimos en la salida presentada a aquellos valores de n y m tales que nm ~ 30
. Los primeros datos (ordenados por la varianza aproximada del estimador) son:

n m n.m Var
17 2 34 0.47508
11 3 33 0.49911

© J. Portela, M. Villeta
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16 2 32 0.50527

8 4 32 0.52464
30 1 30 0.52914
15 2 30 0.53948
29 1 29 0.54766

Se observa que la mejor combinacién tal que nm = 30 corresponde a tomar 30 conglomerados y una
observacién dentro de cada uno de ellos. Esto llevaria a no poder estimar s%i y por lo tanto a no
poder utilizar el estimador de la varianza insesgado estudiado. Una solucién alternativa es tomar 15
conglomerados con 2 observaciones cada uno (el aumento de la varianza del estimador respecto a la
anterior solucién es aproximadamente solo de 0.01).

10.2.5 Estimadores con m.a.s. en primera etapa y m.a.s.r. en segunda etapa

Los desarrollos anteriores se pueden modificar ligeramente para obtener los estimadores y var-
ianzas en el caso en que en la segunda etapa la seleccién se haga con reemplazamiento.

Teorema 10.4 (estimacién de la media y proporcién).

En caso de muestreo por conglomerados bietdpico con m.a.s. en primera etapa y m.a.s.r. en
segunda etapa,

- 1~
(a) Un estimador insesgado de la media es y = — > ¥;, con varianza
n =1
-, L-nS* o2
V(@) = 2+ 2,
) L n nm
~ I — 2 2 _
(b) V(y) = 7 n% + TszL es un estimador insesgado de V(7)’.
~ & :
(¢) Un estimador insesgado de la proporcién p es p = — > p; con varianza
ni=1
L—-nS? o2
V(p) = L2
) L n * nm
donde,
2 1 & 2. o 1
i L_lgp p)?y o3 L;p( i)
(d) Un estimador insesgado de V(p)’ es
~ L—ns? s
\% 7Y — “1 2
9 L n * mL
donde
2 L& 20
si=— 2.(bi—D)
n i=1 ©J. Portela, M. Villeta
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y

12 m
2= —n:(1—7;).
> n;m_ pi(l —pi)
Demostracion.

Recurriremos a los teoremas similares desarrollados para el caso de m.a.s. en ambas etapas.

(a) La demostraciéon de que ¥ es insesgado es similar que para el caso de m.a.s. en ambas
etapas.

La expresién de la varianza de V (7) es ligeramente distinta:

Al ser muestreo con reemplazamiento en segunda etapa, en el paso (xx) del teorema que calcula

V() para m.a.s. en ambas etapas, hay que expresar Vi (7,) = 2% on lugar de Vi(m,) =
m

N—mSk
M%) pesto se desarrolla de igual manera.

m

~

(b) Recurriendo al teorema que calcula E(V (7)) en m.a.s. en ambas etapas, basta hacer

N 2
Vf@z) =

o5, X
2y Bi(s2) = 02 , y todos los desarrollos restantes son similares. Se obtiene
que

m
2

E(s2) = 52+ 22 ¢ B(s2) = o2
(s1) 1+nmy (s3) = 03,

y por lo tanto

BTG - E|

2 2 2 2
L—mnst 32}_L—n51 o5

I n mL I 0 am

(¢) y (d) Son consecuencia de lo inmediatamente anterior.
10.3 Conglomerados de distinto tamano

Al muestrear una poblacién extensa, suelen encontrarse unidades primarias que varian en
tamano. Ademds, por consideraciones de costes se suele recomendar el uso del muestreo en
varias etapas, de modo que los problemas que se discuten en esta seccién suceden con frecuen-
cia. Asi ocurre, por ejemplo, al considerar drboles como unidades primarias; en ese caso las
unidades secundarias como los frutos no sumarfan un nimero constante, igual en todos los
arboles. Si los conglomerados son manzanas o edificios en una ciudad, también el nimero de
hogares puede variar.

Para abordar este problema, se recurrird a las técnicas observadas en muestreo por conglom-
erados monoetdpico. Una posibilidad es la estratificacién, agrupando en un mismo estrato
conglomerados del mismo tamano. Otra, utilizar técnicas como la estimacién de razén, que
pretende corregir una alta variabilidad del estimador en caso de tamanos muy desiguales. Por
iltimo, utilizar muestreo con probabilidades aproximadamente proporcionales al tamano tam-
bién ayuda a reducir la varianza del estimador, y permite evitar circunstanciag ml%%;c%; para

1lleta
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el investigador que pueden ocurrir en m.a.s., donde en la muestra pueden aparecer con pro-
babilidad no despreciable muchos conglomerados de pequeno tamano, que pueden en conjunto
ser poco representativos de la poblacién.

Al tener los conglomerados tamanos desiguales estd justificada una posible variacién del tamano
de la muestra escogida dentro de cada conglomerado. En cada conglomerado de los escogidos
en primera etapa se extraerd una muestra de tamano m;.

Se denotard, debido a los tamanos desiguales,

I N; S .
Sz = N1 So(yij — 1) = N 1051- =Cuasivarianza en el conglomerado 1.
% 7=1 %

El esquema de este tema serd presentar, en primer lugar, un estimador insesgado y a conti-
nuacion el estimador de razén a tamano alternativo. Seguidamente se estudiardn los casos de
muestreo con probabilidades desiguales en primera etapa, con reemplazamiento y sin reem-
plazamiento, y respectivamente y como casos particulares de éstos , m.a.s.r. y m.a.s.

10.3.1 Estimacién insesgada en caso de m.a.s. en primera y segunda etapa

Se presentard ahora un método de estimacion insesgada en caso de m.a.s. en primera y segunda
etapa, y tamanos desiguales.

Teorema 10.5 (estimador insesgado del total y varianzas).
Supongamos m.a.s. en ambas etapas, y tamanos de conglomerados desiguales.

(a) Un estimador insesgado para el total poblacional es

NT— L & =
Ny =—> Nig; -
n =1

) VT = EU I S gy L3 MO LS

n ., . m; s
donde f; = T es la fracciéon de muestreo en primera etapay fo; = N es la fracciéon de muestreo

en segunda etapa.

(c) Un estimador insesgado de V(N\y) es

V(Ny) =

© J. Portela, M. Villeta
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Demostracion.

Se utilizardn los resultados vistos cuando los tamanos de los conglomerados son iguales.
(a)

E(NY) = BuEY(NT)] = BBy 35 N5))] = B [g > E;uv@i)} -
=L-F E gNi@} = éNigi =

Hay que tener en cuenta en este caso que un estimador del total basado en el estimador visto
en el caso de conglomerados de tamano igual:

— N no_.
N y’ = — Z y, serfa un estimador sesgado, pues
n [

T 7; que es distinto de > N;7; en general.

i=1 i=1

Por lo tanto, en caso de tamanos desiguales, tanto para estimar el total como la media o
proporcidn, es conveniente utilizar el estimador presentado en este teorema u otros estimadores
que se verdn a lo largo del capitulo.

(b) Baséndose en la demostracion del caso de conglomerados con tamanios iguales, basta realizar
un desarrollo similar para ver que

VI[EN(NG)] = [ ( ZNyZH v [% v_ﬁl Niyz} _

ASI’ © J. Portela, M. Villeta
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410
V() = LB + BV (V)] = =) S8 - W+ 30 MU S

. 1 =2 ~ 1 -~
(c) Sea E1E! [n — . I(Niyi — Ellezyz)2:| .

1=

Denotando 7; = Nl@i, y 7= % Z yz, queda
1
Ahora,
n N )
[Z y; —ny } ;Eé(y?) ~nBy(y) =
=2 B3 + L V@) —n |(B3(E) + Vi@)] =
52 1o \? S2
SN )2 ( Su) o SN ) |
m; =1 7
n 1o \? n-1 S2
S -n(35u) + N2~ o) 22
i=1 n =1 n = m;

(1 - f2z)

my

S] B

||M:

1
n

1 iQ 1i 2
c—m — i
—1 z‘:lyZ ni:ly
S5

SN TS LIS PN o
- yz y Li:l s 27 mi-

L—-1=3
Asi, la esperanza del primer término en el estimador de la varianza queda

5 {LQ(l - fi) 1 Xn:(Nz@ - % Xn: NZ@)Q] _

n n—1;3 i=1
L2 1-— L — 1— 52
- —n((L - {3) 3~ V) + —(L DS vea - 2

Por otra parte, en el segundo término:
L & NA(L = fai) B3 (s3:)

N2( - f2i)5%‘
EZ SRR SSNE Chc T N N L =
_E, {L L 3 NE(L— f2’i)522i:| _ i NZ(L— f2:) 55
n ;=1 m; i=1 m; ©J. Portela, M. Villeta
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Asi que
E [E [\7(]\@)”
:L;& B S W+ T S e P 5 L S0

Los dos tltimos sumandos se pueden simplificar. Fijandose en sus coeficientes:

L—n
POU-f) _L0-fy+n MM L
nL N n N n n’

De modo que:

(1—f1)
(L-1) =

que es lo que se querfa demostrar.

B B [7()] = S0~ NG+ L 3 V21— fa) 2

m;

10.3.2 Estimacién de razén a tamano en caso de m.a.s. en primera y segunda
etapa

Como se ha visto en temas anteriores, una manera de evitar los problemas de representacién y
alta varianza del estimador con estimacion insesgada cuando los conglomerados son de tamanos
desiguales, es utilizar el estimador de razon a tamano. En muestreo por conglomerados bietépico
tiene tanto interés como tenfa en muestreo monoetédpico. También es cierto que en la segunda
etapa del muestreo bietdpico siempre se puede tomar un tamano muestral m mayor en los
conglomerados mé&s grandes, pero nada garantiza, bajo m.a.s. de las unidades de primera
etapa, que los conglomerados mds grandes y representativos caigan en la muestra, al estar
asignandoles probabilidades iguales a todos. La estimacién de razon corrige estas posibilidades
que surgen en m.a.s. en primera etapa, a cambio de introducir un sesgo en la estimacién que
suele ser pequeno en la préactica.

Teorema 10.6 (estimador de razén a tamano).
Se define el estimador de razén a tamano del total poblacional Ny como
> Niy;

Nyp=N=—.
>N
=1

Entonces

(a) Una expresién aproximada de la varianza de Ny es

L*(1-f1) ELZ NP —9)° L ZLZ NE(L— f2:) S5
L—1

n i=1 = m;

V(NGp) =

(b) Un estimador de los momentos de V(75) es .. Portela, M. Villeta
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N12(1 B f2i)sgi

i=1 my;

Demostracion.

(a)

A partir del Teorema de Madow:

o 2 N Ei(Y;) zNigi
VA[E§(NGR)] = Vi |N - = = NV, |5 o~
> Ni > Ni
=1

=1

1 L—-n 1 &L L2(1— f1) & N2(y, — 7)?
2 — S N7y —5)2 == LT
N In L-15 =) PEED Dl

~

donde se ha utilizado el resultado visto en estimacién de razén a tamano en muestreo por
conglomerados monoetépico.

Ademas,
E\[V5(Nyg)] = N2E\[V5(Up)] = N*Ey | = | =
(22 Ni)?
i=1
_i Nf(l — fai) S5, 1 z": Ni2<1 — f2i)S3; .
_ N2E1 i=1 _ my; _ —2N2E1 i=1 Asz ~
(2 Ni)? " N
L i=1
(x) L? 1o (1= fy)S L L (1— f5)S2
~ [ | =Y N? V2 2N 2 JE
n ' n 1:231 ! m; n 1:231 ’ m;
Donde en (*) se ha utilizado la notacién N = — > N y se aproximado la esperanza, extrayendo
=1

=2
el término muestral N en el denominador fuera de la esperanza, y ademss se ha aproximado

~2
N?~ [*N .
Sumando los dos términos Vi [EL(NT )] v F1[Vi(NT5)], se obtiene el resultado.

(b) No es necesario demostrarlo, pues se han sustituido los momentos poblacionales

LN —9)? & NP — f20) S
N oP” ( f2)z

i=1 L-1 i=1 my

por sus respectivos muestrales,

zn: Niz@i _§R>2 v n NZ(1 — fai)s3;
i=1 (n - 1) i=1 my;

© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



Conglomerados de distinto tamano 413

[Ejemplo 10.3]

Supongamos el mismo objetivo que en el ejemplo 9.7, es decir, estimar la poblacién de hombres en
Espafia en 1998. Se desea utilizar muestreo por conglomerados bietdpico. Se escogeran 5 provincias
por m.a.s.

Se seleccionardn por m.a.s., dentro de cada provincia (conglomerado) escogida en primera etapa, una
cantidad m; de municipios. Para otorgar mds importancia a las provincias con m&s municipios, se

tomard m; = 0.1-N; , es decir, la fraccién de muestreo en segunda etapa serd fo; = N = 0.1 constante.
i

Hay que percatarse de que utilizar una fraccién de muestreo constante en lugar de m; constante para

todo ¢, implica no conocer a priori el tamano muestral final, pues éste depende de los conglomerados

escogidos.

Tenemos por lo tanto, que L = 52, N = 8098 y n = 5. Tras el proceso de muestreo, se obtienen los
datos presentados en la siguiente tabla:

Provincia | n° municipios=N; | m; @Z 3.

La Rioja | 174 17 | 3831.59 | 212239434
Asturias | 78 8 2140.14 | 2136467.14
Madrid 179 18 | 6722.22 | 401646298
Sevilla 105 10 | 5046.40 | 45697537.60
Céceres 219 22 | 1738.80 | 5554809.73

Tabla 10.2. Caracteristicas muestrales

La estimacién insesgada del total serd

— L n
Ny =—>" N;y; = 30.654.771.
n =1

Y la varianza estimada del estimador:

S~ LP1-f) o~ 1 a0~ L N2(1— fa)s3
V(NY) = —————= Ny, — =S Ny, )2+ = —21:
( y) ’I’L(’I’L - 1) z;( Wi n zgl ZyZ) n ; mg
=7.4-10" 4+ 1.08-10" = 8.48 - 10'3.
El estimador de razén a tamano del total es
i ~
Ny,
~ — 2947574.16
Nyp=N=— = 8098~ ~— = 31.615.172.
> Ni
i=1

Y la varianza estimada del estimador:

RO f) o NG =)
(g = 2 fl);NZEZ’_ly)R)

+ % S N2(1 — f21)82z

e
i=1 myg ©J. Portela, M. Villeta
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=6.23-103 +1.08- 10 = 7.31 - 1013,

Ambos estimadores tienen una alta varianza, en comparacién con el ejemplo 9.8, donde se utilizaba
muestreo proporcional a una variable auxiliar . También hay que tener en cuenta que el tamano de
la muestra final era mucho mayor al ser muestreo monoetdpico en el ejemplo mencionado, y que se
escogfan 10 conglomerados en vez de 5 como en este ejemplo.

10.3.3 Estimacién en muestreo con probabilidades desiguales y reemplazamiento
en primera etapa y m.a.s. o m.a.s.r. en segunda etapa

En muestreo bietdpico no es infrecuente que la primera etapa se haga con reemplazamiento,
pues se reducen mucho los costes en casos de estudios en poblaciones grandes. Los estimadores
son por otra parte mds sencillos que en muestreo sin reemplazamiento. Ademsds, el hecho de
utilizar probabilidades proporcionales al tamano puede ayudar en general a mejorar la precision
del estimador.

A continuacién se presenta un estimador insesgado del tipo Hansen-Hurwitz en el caso de que
se seleccionen los conglomerados con probabilidades respectivas p; y reemplazamiento, y m.a.s.
0 m.a.s.r. en segunda etapa.

Teorema 10.7 (estimador insesgado del total y varianzas).

(a) Un estimador insesgado del total N7 en el caso de muestreo con probabilidades desiguales
y reemplazamiento en primera etapa y m.a.s. o m.a.s.r. en segunda etapa es

Ty L 0
nNi=1 Pi
(b) Si el muestreo en segunda etapa es m.a.s., la varianza de JVy es

= 1 (& L N; —m; N7
VD =1 (S8 - o) 41y B,

donde y; = N;y; es el total en el conglomerado i.

(c) Si el muestreo en segunda etapa es m.a.s.r., la varianza de N7 es

et 1 L y? _ 1L N2
VD =1 (S8 - (672) 41 3 S,

n i i=1Dim

donde y; = N;¥y; es el total en el conglomerado i.

Demostracion.

1n§

2.

n,;=—

(a) E(Ng) =

Di n,=1 pPi

pues la tultima igualdad deriva del hecho de que se trata del estimador de Hansen-Hurwitz del

total, que es insesgado . ©.J. Portela, M. Villeta
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(b) Se utilizara el Teorema de Madow:
V(O) = Vi[ELO)] + B[V ()
con 6 = N.
En primer lugar,
E;(ﬁy) zn: p: como se ha visto en la demostracién de (a). Entonces,
V(& e
= ( o W y)2)

pues es la varianza del estimador del total de Hansen-Hurwitz.

Vi[EY(ND)] = Wi

§I’—‘

>

Para desarrollar el segundo término en el Teorema de Madow:

. (1 2 Ny, 1 o N? 1 2 N2N; —m; S,
ViNg) =V3 [ =3 —* ) = 2V
2( y) 2 (7%21 Di ) n? i=1 pz 2( ) ”2z 1 pz Ni m;

por ser m.a.s. en segunda etapa y por lo tanto V) @Z) la varianza de la media muestral en m.a.s.
Asi,

1
n2

EVi(V7) = S n ),

; [ pz N; my;
Ahora, como la primera etapa consiste en muestreo con probabilidades p; y reemplazo, entonces
p? N; m;

es una variable aleatoria que toma valores
2 2 2 2
NPN = mu Sy Ny Np—mp S5,
5 s 5
b1 Ny oy P N myg

con probabilidades respectivas pq, ..., pr.

Por la definicién de esperanza,

1 N2 N, —m, S? 1 »n. L N2N, — mS-
E\[Vi(NY)] = 5 S By |4 ——— 2| = = D =
AV (V)] 2;1[31W7J Sy,
1 L& N;—m; N?
- KA (3 ZSZ
nzzzl Nz pimz’ 2

y, por lo tanto,

SRS
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2

. . e 09; . .
(c) Basta realizar el desarrollo anterior, pero con Vj(7;) = —= por ser la varianza de la media
my
2

. ., 03;
muestral en muestreo con reemplazamiento. Por lo tanto, en la expresién final resulta —2 en

m;
lugar de ——— —.
i m;

El siguiente método de estimacion de varianzas se debe a Hansen, Hurwitz y Madow (1958) y
se denomina método de los conglomerados ultimos para la estimacién de varianzas. Se
denomina conglomerado iltimo al conjunto de las unidades elementales que forman parte de
cada unidad de primera etapa. Es un método muy préctico y bastante utilizado, pues permite
estimar las varianzas del estimador sin necesidad de conocer las varianzas intra-conglomerados
o entre conglomerados de las etapas previas.

Su principal virtud es la simplicidad en la estimacién de la varianza. Ademds, como se ha
comentado ya, la estimacién de la varianza suponiendo muestreo con reemplazo en primera
etapa siempre servird como una cota superior, conservadora, para el mismo diseno de muestreo,
pero realizando muestreo sin reemplazamiento. Asi que en la practica no es infrecuente que
se realice muestreo sin reemplazamiento, y, para evitar las complicaciones derivadas de las
estimaciones usuales (ver estimadores de Horvitz-Thompson), se utilicen las estimaciones por
el método de los conglomerados ltimos.

Teorema 10.8 (método de los conglomerados ultimos).
Supongamos que en muestreo por conglomerados,

(1) Se seleccionan n conglomerados en muestreo con reemplazamiento, con probabilidades
iguales o desiguales, en primera etapa.

(2) Se construye un estimador insesgado @ del total poblacional N7, basado solamente en la
informacién del conglomerado i, para i =1, ..., L.

Entonces,

(a) El estimador 6 =

S|

no_
>~ 0; es un estimador insesgado del total poblacional.
i=1

(b) Un estimador insesgado de la varianza de 0 es

()

n(n—1); (6: = 6)°.

no o~ ~

1

Demostracién.
(a) Al ser insesgado 0, para 6 = N7, se tiene que E («/9\1) =F [E; (?0\1)] = 6. Entonces,

E@)=E Eéﬁ} ~ E, {Eé F ;5” - Eé [ElEg(@)H - %; Ny = N7.

)

N
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(b)

Se verdn seguidamente algunas relaciones de interés para la demostracion.

~ ~ ~ ~

Hay que notar en primer lugar que E(0;) = E(0;) y ademds, V(0;) = V(0;) para todos los
1,7 = 1,..., L pues si p; es la probabilidad de obtener el conglomerado i-ésimo en primera etapa,
~ ~2 9 2 , & 2 9
V(@) = B@) - 0* = By [E(0;)] - 0* = X piFi(@;) - 0* =
i=1

o~

L . /\2
= 3 pEj(E) 0 = V().
]:

Por otra parte, al ser insesgados @ y 9 para 0 = N7, se tiene que

~

E®@) = E0,) = B [E;(@)} — 0,y que V() = B0 — 0)°.
Ademas,

> V(@) + i cov(@-,b\j)] )

i=1 i#£j

1

n2

V@) =V (%é@) _

Pero la covarianza cov(f;,60;) =0 :

o~ o~

cov(8:, ;) = E@8)) - EGIE®,) = By | B3 (8, - ©

*k)

— By | EY@:)EY@))| - 0 By B0 B | 05| - 0* = 02— 62 = 0.

La igualdad (x) se da por ser la distribucién de muestreo en segunda etapa independiente de
unos conglomerados a otros, pues se refiere solamente a muestras intra-conglomerados.

La igualdad (%) es cierta pues el muestreo en primera etapa es muestreo con reem-
plazamiento y por lo tanto hay independencia en el muestreo de primera etapa entre los
conglomerados escogidos 7 y j.

En caso de muestreo sin reemplazamiento en primera etapa, no seria cierta esta tltima
igualdad (*x), porque habria dependencia entre los conglomerados escogidos. Por consiguiente
el resultado del Teorema de los conglomerados 1ltimos no serfa cierto en ese caso.

PPN ~ 1 ~ 1~
Debido a que cov(0;,0;) = 0 para i # j, se tiene que V() = — > V(¢;) = —V(0;) para todo
n- ;=1 n
i, por ser todos los V' (6;) iguales.

Ahora, para demostrar que ‘7(5) es insesgado, calculemos su esperanza, utilizando que F (5) =

~

E(0;) = 0 para todo i:

EV@) = S E@ -0 = S E[@—6+6-0) =

n(n—1) = n(n—1) =

1 n ~ n ~ -~ ~
= (Z E[(6; — 9)2] +2> E[(0;—0)0—0)]+nE(0 — 9)2) =
n(n—1) \i=4 i=1 © J. Portela, M. Villeta
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- - (Z E(@f) — i QHE@) +nh? + i 29E(5i)

=1 =1 =1

—23" E(0,0) — 2n6” + 2n6” + nE(0 — 9))

1 noo-2 LU ~
= E0,) +n0*> -2 E(0:0 +nE9—02) =
5 (L B S E@0) +nE@ - 0)
' (s“lva 9.)?2 2 _ 9N B39 ) —
= [V(GZ) + E()) } 252 B@F) + nV(e)) -
— (z V(@) +nb® + n6® — 23" E@) + v@))
—= — n n n -
(n—1)n \i= i=1
1 5 2 Y 5
= V(0;) + 26 - ;E(Q 0) + V(e))
- (@) + 2y [E@)E®) - E@.D)] + V@)
n—1 " ni=1 ‘ ‘
donde en la tltima igualdad se ha sustituido #* por % Zn: 0 = % zn: E (@)E (@) por ser E (5) =
i=1 i=1
E®®;) = 6.
Entonces , se tiene que
~ 1
B0 = (4 0V - 2 S eon6,9)).
Desarrollando la covarianza,
PR PO U RO AP | PO PR
cov(0;,0) = cov(B;, — > 0;) = —cov(b;, Z 0;) = — [cov(@ 6;) + Z cov(;, 0])] =
n =1 n i=1 n i#£]
11 o~ 1.~
= [V( i) +0} = V()
Asi,
BU®) = —— ((n+ V@) -~ % V@) = (0 + )V @) - 2v (D))
-1 " niin V) n—1 "
1

Hay que remarcar que en esta ultima parte de la demostracién no ha hecho falta utilizar
el desarrollo F; [Ei(.)], pues la demostracién se basa en propiedades bdsicas de esperanzas,
varianzas y covarianzas, que son ciertas independientemente de la forma del estimador. Por
ello, independientemente del tipo de muestreo que se realice en segunda etapa, siempre que
se pueda construir un estimador insesgado del total poblacional a partir de la informacién de

un solo conglomerado, y con tal de realizar muestreo con reemplazamiento en ©pr1rnera etal
J. Portela, M. Villeta’

ISBN 9788496866133



Conglomerados de distinto tamano 419

sea con probabilidades iguales o desiguales, se podra aplicar este método. Si el estimador es
sesgado, como serfa el caso de estimacién de razén en segunda etapa, pero el sesgo se puede
considerar despreciable, se puede utilizar también esta aproximacion a la varainza.

También hay que decir que la estimacién de la varianza sélo es posible si n > 2, como suele
ocurrir en general. En muestreo por conglomerados el caso en que se selecciona un sélo con-
glomerado existe a veces en la practica, sobre todo cuando hay estratificacién previa de los
conglomerados.

Corolario 10.2 (estimacién de la varianza del estimador del total).

Supongamos el caso de muestreo con reemplazamiento con probabilidades desiguales en primera
etapa y m.a.s. o bien m.a.s.r. en segunda etapa.

~

—~ 12N,
Un estimador insesgado de la varianza del estimador del total Ny = — > Yi g
ni=1 Pi
o n Ny,
V(Ny) = L — Ny)2.
(Ny) n(n_l);( b )
Demostracién.

Basta aplicar el método de los conglomerados 1ltimos. En efecto, un estimador insesgado del

~

total N7 basado solamente en el conglomerado i es Zyi, pues
£ [95) [V - 52
bi i pi
N7, _ . : Ny Ny
Cada i en primera etapa es una variable aleatoria que toma valores lyl, ey LYL con
Pi b PL
probabilidades py,...,pr, y por lo tanto
Nz?z L N@ L _
SEAEH
Pi j=1 Pj j=1
, 4 L1L SN Nl/y\l -~ 1 no~
Asi, en el método de los conglomerados tultimos § = Ny, 6, = — y 0 = —> 0, =
Di ni=1
1z Nz/y\l
-3 =Nj y. Por lo tanto un estimador de la varianza de Ny 7 es
ni=1 Di
V(VG) = V) = > (6~ 0y = 3 _ e
n(n -1)i= n(n =

El resultado es vdlido independientemente de que en segunda etapa la estimacion de y; sea a
través de m.a.s. o m.a.s.r, pues lo que importa es que sea insesgado y con reemplazamiento en

primera etapa para aplicar el método de conglomerados tltimos.
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Corolario 10.3 (Estimacién de la media y proporcién).

Supongamos que el muestreo es con reemplazamiento y probabilidades p; en primera etapa, y
m.a.s. 0 m.a.s.r. en segunda etapa.
1 — 1 2 N, :
(a ) Un estimador insesgado de la media poblacional es NN y = N_ Z , con varianza
bi

1
e V(N y) y estimador insesgado de la varianza WV(N 7).

(b) Supongamos que la variable y toma valores 0 6 1 y se desea estimar la proporcién p de
valores 1 en la poblacién.

lpl
pi

~ 1 & ~ )
(b1) Un estimador insesgado de esta proporcion p es p = N_ Z donde p; es la proporcién

muestral en el conglomerado .

(b2) La varianza de D es, en caso de m.a.s. en segunda etapa,

~ 1 L (NZ]/)\Z)Q ~ 1 L Nz — m; N2 Nl
(5) = - (z T

(b3) La varianza de P es, en caso de m.a.s.r. en segunda etapa,

. 1 L (N;p;)? R 1 L N?
V() = —— ~——— — (Np)? (1 —pp).
(p) N (; b (Np)* | + NQTLZ; o lp( pi)
(b4) Un estimador insesgado de V' (p) es
. 1 n Nﬁ .
— (7 _ N 2'
Vo) N2n(n —1) i:21< i 2

Veamos a continuacién algunos casos particulares de interés , segin los valores de las probabi-
lidades p;.

Corolario 10.4 (casos particulares para p;).

1
(a) Si el muestreo en primera etapa es con reemplazamiento y probabilidades iguales p; = I

es decir, diseno m.a.s.r., entonces,

—~ L n ~
(al) Un estimador insesgado del total es Ny = — >~ N;7,. Si el muestreo en segunda etapa es
n =1
m.a.s., la varianza de N7y es

L N?
Z il S%-

z my;

V) =1 (L X0k - (62) +

(a2) Si el muestreo en segunda etapa es m.a.s. 0 m.a.s.r., o @ es un estimador insesgado de ¥,
un estimador de la varianza V(N7) es

L? n ~ Ny

V(Ny) = S (NG = )
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(b) Si el muestreo en primera etapa es con reemplazamiento y probabilidades proporcionales
i

al tamano del conglomerado, es decir p; = N

2=

(bl) Un estimador insesgado del total es N\@ = Z@ Si el muestreo en segunda etapa es

m.a.s., la varianza de N7y es

~ yz _9 N L Nz—msz 9
V(NY) = = —Ny* | +—> ————55.
)= (% - 7)o 2 My
(b2) Si el muestreo en segunda etapa es m.a.s. 0 m.a.s.r., 0 @Z es un estimador insesgado de 7,
un estimador de la varianza V(N7) es

V() = oo 26 -y PR D

=1

[Ejemplo 10.4 ]

Continuando con el ejemplo 10.3, se aborda el problema de muestreo a través de la asignacién de
probabilidades proporcionales a la poblacién total de cada provincia, para luego escoger una m.a.s. de
municipios dentro de cada provincia.

Se escogerdn n = 5 provincias por este método, fijando la fraccién de muestreo dentro de cada provincia

en fo; = ﬁz = 0.1 como en el ejemplo 10.3. Los resultados se presentan a continuacion.
1

. . = 2
Provincia | p; N; | m; |, 55;

Madrid 0.124 | 179 | 18 | 6722.22 | 401646298

Barcelona | 0.115 | 310 | 31 | 3780.03 | 42056589.30

Valencia 0.054 | 265 | 26 | 2450.42 | 37896783.45

Valencia 0.054 | 265 | 26 | 3108.92 | 43310476.55

Valencia 0.054 | 265 | 26 | 3789.12 | 59520126.99

Tabla 10.3. Caracteristicas muestrales

Se observa que la provincia Valencia es escogida 3 veces (en cada una de ellas se extrae una m.a.s.
diferente de municipios).

El estimador del total es

— 12 N, 1[179-6722 265 - 3789
Ny=— o |2 P~ 13.154.030.
Y n; pi 5| 0122 T Tooma

La varianza estimada de este estimador es
© J. Portela, M. Villeta
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~

n y —
Z( — Ny)? =2.16 - 101

V(Ny) =
n( 1)
En comparacién con el ejemplo 10.3, podria parecer que la varianza es mucho mayor (al menos la
estimacién de la varianza es mayor). Sin embargo, el método de los conglomerados tltimos para
la estimacién de la varianza es conveniente, en general, cuando n es suficientemente grande, pues
aunque es un estimador insesgado de la varianza puede no ser preciso para muestras pequenas de
conglomerados.

En nuestro caso, utilizar probabilidades proporcionales al tamano probablemente mejora al estimador
pues el coeficiente de correlacién muestral entre p; y el total estimado por conglomerado N, @yl es 0.84.
Ademsds, en este ejemplo conocemos el valor real del total poblacional, 19.488.465, mds cerca de los
13 millones de este ejemplo que de los 31 millones obtenidos en el ejemplo 10.3.

Es otro ejemplo mas de que para comparar la precisién de dos estimadores o tipos de muestreo hay que
tener cuidado al comparar sus varianzas estimadas, pues si estas estimaciones son imprecisas pueden
llevar a conclusiones erréneas. Por ello es mejor decidirse por los estimadores o técnicas de muestreo
basdndose en las ideas tedricas de cardcter general, en lugar de dejar al resultado empirico (es decir,
estimacién de la varianza) decidir por nosotros.

10.3.4 Estimacién en muestreo con probabilidades desiguales y sin reemplaza-
miento en primera etapa y m.a.s. en segunda etapa

En general el muestreo sin reemplazamiento con probabilidades desiguales tiene menor varianza
que el muestreo con reemplazamiento del mismo tipo, pero las estimaciones de varianzas suelen
ser complicadas, y hard falta por lo general calcular las probabilidades de inclusién. Una
posibilidad es utilizar las férmulas de muestreo con reemplazamiento para estimar las varianzas,
pues siempre seran una buena aproximacién conservadora de la precision del estudio.

En todo caso, a continuacién se estudiardn los estimadores cldsicos para el caso de muestreo
sin reemplazamiento con probabilidades desiguales.

Teorema 10.9 (estimacién del total y varianzas).

Supongamos muestreo sin reemplazamiento con probabilidades desiguales en primera etapa, y
m.a.s. en segunda etapa.

(a) Un estimador insesgado para el total poblacional es

—~ . N,
Ny — y’L
i=1 T

(b) La varianza de N7 es

@):i BLUP I Ll Tk L WS R N ]

% 1#£j T i=1 T i

(c) Un estimador insesgado de V(N\y) es
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o~

(AT~ 2 ( i )2 n NziNJ@J (ﬂ'ij — 7Ti7Tj) n N2 3%
1—m)+ + L1 — fy) 2
= %=Zl ? ( : ; T Tij izzlﬂ'i( Z)mi
Demostracion.
Ny n N;E} T '
(a) B [Z il Ey > ;(yl) =F [Z yl] N7y por ser insesgado el estimador de
i=1 i i=1 T
Horv1tz—Thompson.
(b) Se aplicaré el Teorema de Madow:
o~ n Ny, L1—m — T i
VB9 = Vi [2 —y} LI NS T ST A dems,
i=1 T i=1 Ty £ 7Ti7rj
(N i (< Ny n NPV3 ()
B =B v (500 | = 1 | (£ 250 | -

—E, {é _;( fgl);j’} .

7

1 si el conglomerado 7 estd en la muestra
Definiendo la variable aleatoria e; =

0 si el conglomerado ¢ no esta en la muestra

que tiene esperanza F(e;) = m;, se tiene que

n 2 2
Bl f2i)%} o [i N

s3
(1 - sz) e €| =
i=1 T i=1 my

2

- e = 5

m;

2

(1 - f21)

m;

Uniendo vl[E;(Kf\y)] + Fy [VQZ(N\@)] se tiene el resultado (b) del Teorema .
(c) Se procederd por partes, aplicando la esperanza en cada uno de los tres sumandos:

(N:7,)?
2

1 T

7

s n N2Ez(2( >)(1_7T1>] _

i=1 U

Ms

ElEz (1 - 7Ti)

i

u, N2 V) + (EX(5)?]
=F Z 5 (1—m)| =

LB {fj Vi —m)] _

i=1 7ri ©J. Portela, M. Villeta
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7TZ2

=S w0 - ) 2,

donde se ha utilizado en la tltima igualdad la variable auxiliar e;, en ambos sumandos.

Por otra parte,

BBl i NigiNjy; (myy — mimy) | _ E, i yiy; (mig —mim;) | ZL: T Z B0y,
iz Tl Tij i#j Tilj Tij # T

donde en la tltima igualdad se ha utilizado la variable e; = 1 si ¢ y j estdn en la muestra, y 0
si no. Se verifica que E(e;) = ;5.

Por dltimo,

o, N2 s3; N? S5 L S3;
BB | £ 20— 2] =B [$ 0 2] - - )2
i=1 T my; i=1 T my; i=1 my;
Sumando los tres términos, se tiene que
E(V(Ny)) =
L N? s2. Ll_m L gt — o L 2.
=3 L1 —m)(1— fa) 2 i+ ———y + 2 N2(1 fzz)
i=1 T i i:1 T i T i=1 my;
Ll-—m , &omyj—mm; L N? —~
— i 1 — i - V N_
3 T 5 h) 2 = V()

[Ejemplo 10.5]

Un investigador desea obtener una estimacién del salario medio de pacientes ingresados por hospital
debido a cierta enfermedad, en los hospitales de una ciudad. Para ello decide obtener una muestra
de n = 3 hospitales de los L = 20 existentes, sin reemplazamiento, con probabilidades iniciales de
seleccién p; proporcionales al nimero de camas total en cada hospital. Se sabe que hay en los hospitales
de toda la ciudad, aproximadamente N = 320 enfermos de esa enfermedad. Dentro de cada hospital
de los muestreados, se selecciona por m.a.s. un 20% de los pacientes con dicha enfermedad , y se
les pregunta el salario mensual aproximado. Los datos obtenidos, junto con las probabilidades de
inclusién , son los siguientes:

Tij
Hospital | n° camas | m; Ni | mi | 7 3. 1 2 3
1 102 013 | 15 |3 | 826 | 97344 | 0 0.019 | 0.023
2 110 0.14 | 11 | 2 | 1236 | 65536 | 0.019 | 0 0.027
3 126 0.16 | 15 | 3 | 1006 | 88804 | 0.023 | 0.027 | O

Tabla 10.4. Caracteristicas muestrales y probabilidades de inclusién
© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



Conglomerados de distinto tamano 425

En este ejemplo, fo; = 0.20 . El estimador insesgado del salario medio de los pacientes ingresados por
la enfermedad en cuestion es

I o 72 1y1_L(15~286+11-1236+15-1006
NV = 2 T 3200 013 0.14 0.16

) = 701.33.

La varianza estimada de este estimador se calcula a través de los tres sumandos:

1 L ( lyz) _
N—g (1 —m;) = 161425

Z

1 2 NN (705 — mmms
5 B (Tij = 7i75) 91317 4+ 20072 4 15238.6) = 38925.7
N2 Z; i Tij

1 o N2
NE L (- le)— — 985.2

.
I
_

Z

Asi, la varianza del estimador de la media queda

1 &5 =
WV(Ny)) = 161425 + 38925.7 + 985.2 = 201335.9.

10.3.5 Muestras autoponderadas

Se verd a continuaciéon un concepto de particular interés en muestreo bietdpico, pues la comple-
jidad de este tipo de diseno, que viene con frecuencia anadido a una estratificacién previa, exige
la posibilidad de simplificaciones que den lugar a estimadores correctos pero a la vez sencillos.

Definicién.

Muestras autoponderadas. Una muestra genérica obtenida por un proceso de muestreo
concreto se denomina muestra autoponderada con respecto a un estimador 6 si 6 es una

funcién de la suma sobre las unidades elementales , es decir,d = K >~ > ...y;;.. El factor K
i=1j=1
se denomina factor de extrapolacién. Hay que remarcar que las muestras autoponderadas para
~ ~
un cierto estimador # no tienen por qué serlo si se utiliza otro estimador . También se suele
definir la estimacién autoponderada como aquella referida a un disenio de muestreo que da
lugar a muestras autoponderadas respecto a un estimador concreto 6.

En la mayor parte de los disenos, si el estimador lineal 0 es insesgado, el hecho de las muestras
sean autoponderadas respecto a 6 equivale a que todas las unidades de tltima etapa tienen la
misma probabilidad de pertenecer a la muestra. La razén es que en los estimadores lineales del
total del tipo

> Z Wij. Yij...

i=17=

los pesos w;;... representan el inverso de la probabilidad de que la observacién correspondiente
Yi;... pertenezca a la muestra. Si los pesos son constantes, ello significa que todas las unidades
tienen la misma probabilidad de ser escogidas.

© J. Portela, M. Villeta
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Por ello a menudo existe una definicién alternativa de muestra autoponderada que aparece en
algunos textos, como las muestras provenientes de un diseno que asigna igual probabilidad a
las unidades de ltima etapa.

La construccién de un diseno de muestreo que da lugar a muestras autoponderadas es muy
importante desde varios puntos de vista:

1. El calculo de los estimadores es sencillo, pues son funciones de la suma de las observaciones
muestrales. Para disenos complejos esto tiene cierta importancia, pues evita errores de
concepto y construccion.

2. Cuando en un diseno de muestreo todas las unidades elementales tienen la misma pro-
babilidad de pertenecer a la muestra, cada una de ellas es representativa de la poblacién
en el mismo modo. Estadisticos basicos como media, mediana, histogramas y percentiles
sobre la muestra estiman las cantidades correspondientes de la poblaciéon. Ademsds, las
muestras autoponderadas con frecuencia tienen una varianza menor y las estadisticas
sobre la muestra son mds robustas.

Sin embargo, a menudo , aunque se trate de muestras autoponderadas, éstas pueden no provenir
de un diseno sencillo m.a.s. y por lo tanto no son muestras aleatorias simples (recuérdese el
caso particular de muestreo con probabilidades desiguales). Por lo tanto la estimacién de los
errores de muestreo (varianza del estimador) no se simplifica, y hay que recurrir igual a las
férmulas de varianza para cada caso. Esto hace que técnicas como intervalos de confianza o
contrastes de hipétesis aplicadas de manera estdndar sobre las muestras autoponderadas, sean
incorrectas ( si bien es cierto que también lo serian, bajo el mismo tipo de diseno, en caso de
muestras no autoponderadas).

Casos particulares

Se asume muestreo estratificado con m.a.s. en cada estrato, donde los tamanos de los estratos
N}, son distintos.

(a) Supongamos muestreo estratificado con m.a.s. en cada estrato y afijacién proporcional, es

. h . . .
decir, ny = nar Un estimador insesgado de la media es

L N, N, 1 N,1 N 1 L ma
Yot = D ]\;Lyh_ Z i thj = Zﬁh—Fth] = — > > yp; es funcién de la suma
h=1 h T p=1j=1

sobre las unidades elementales y por lo tanto las muestras son autoponderadas.

También se puede remarcar que en este caso, la probabilidad de seleccionar cada unidad hj de
la poblacién es igual. Veamos: en el estrato h se seleccionan n, unidades. Como se trata de

n n
m.a.s., cada unidad del estrato h es seleccionada con probabilidad Fh =N =constante, igual
h
para todo h.

Por otra parte, se observa que el estimador del total es

© J. Portela, M. Villeta
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L np
U = > 2, —VYnj , es decir, se trata de una suma de los valores muestrales y;,; ponderada por
h=1j=1

el peso wy; = —, que es el inverso de la probabilidad de que cada observacién sea seleccionada.
n

n
(b) Supongamos muestreo estratificado con afijacién igual, es decir, n;, = I Entonces

Nh ]_ Th L NhL nh L L np

U = Z Z Ynj = D —— 2 Ynj = —< > Nn D yn; no es suma directa sobre las
=1 NV n =1 nN 1= j=1

umdades elementales. Por lo tanto las muestras no son autoponderadas (=la estimacién no es
autoponderada).

Se observa que las unidades poblacionales tienen distinta probabilidad de pertenecer a la mues-
n n
tra: las que pertenecen al conglomerado h tienen probabilidad Fh = IN. de pertenecer a
h h

la muestra. Cada una de las observaciones en los estratos con N, més grande tiene menos

probabilidad de pertenecer a la muestra que aquellas pertenecientes a estratos con tamafio IVj,
n n

< .
LN, ~ LN

mas pequeno, pues

Se observa que el estimador del total es

L np N L
_ h
Ny = > > Wnjynj, donde wy; =
h=1j=1
sea seleccionada.

es el inverso de la probabilidad de que la unidad hj

El siguiente resultado presenta el tipo de afijaciones que dan lugar a muestras autoponderadas
en muestreo por conglomerados.

Teorema 10.11 (muestras autoponderadas en muestreo por conglomerados).
(a) En muestreo por conglomerados monoetépico,
(al) Cuando los tamafios son iguales, bajo m.a.s., 7 produce estimaciones autoponderadas.
(a2) Con los tamanos son desiguales, bajo m.a.s., @ produce estimaciones autoponderadas.

(a3) Con tamanos desiguales, bajo muestreo pptr, ¢y da estimaciones autoponderadas si
co

p; = constante=— 7 (m.a.s.r. de los conglomerados).

(a4) Con tamanos desiguales, bajo muestreo ppt, g da estimaciones autoponderadas si
7; = constante (m.a.s. de los conglomerados).

(b) En muestreo por conglomerados bietapico,

(b1) Cuando los tamanos son iguales, bajo m.a.s. 0 m.a.s.r. en primera etapa, y produce
estimaciones autoponderadas si m = constante.

(b2) Con tamanos son desiguales, bajo m.a.s. en ambas etapas, el estimador insesgado

_ o N,
N7 produce estimaciones autoponderadas si — = constante.
my
©J. Portela, M. Villeta
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(b3) Con tamanos desiguales, bajo muestreo pptr en primera etapa, el estimador N\y =

1 7.
=3 Wi 4a estimaciones autoponderadas si

=constante.
ni=1 Di pimy;
~ . . . = n Nzi .
(b4) Con tamanos desiguales, bajo muestreo ppt, el estimador Ny = > da estima-
i=1 T
ciones autoponderadas si =constante.
Ty
Demostracién.
(a)
(al) T ==Y = uij = — >_ > yi; asi que es funcién de la suma sobre las unidades
niz1 N j=1 nN i=1j=1
elementales.
( ) N 1 n 1 N 1 n N
TLszzl ZNz j=1 v N’Lzzljgl Y
Loy, 1ol X ) 1 L
(a3) tyg = — >, = = — Z — Z yij. Asi que si — = constante, tyy da estimaciones
i=1 Di N i=1Di j=1 2

1
autoponderadas. Para que p; sea constante, ha de ser p, = I (Es el caso de m.a.s.r. de

conglomerados).

n

. n N; n
(ad) tyr = Y Z Z Yij. Si m; = constante= — la estimacién es autoponderada
=1 T =1 T = L

(es el caso de m.a.s. de conglomerados).

_ 1 n ]_ m;
(bl) g = — >  — > v;; es funcién de la suma si m; es constante.
n =1 M j=1
L>» ~ L2 N; I N;
b2) Ny=—> Ny, =—> — i es funcién de la suma si — es constante.
(b2) Ny n z; Yi= Z: m; Z:: J m;
1o Ny, 1& N;
(b3) Ny = — > Vi _ 2 > Z y;; es funcién de la suma si es constante.
=1 Di T =1 PiT m;p;
—~ &~ Ny, 1a N; m
b4) Ny = L= — i+ es funcién de la suma si es constante.
( ) Y 1;1 T nz'zzﬂhmuzy] myTy

10.3.6 Correcciones para muestras no autoponderadas

Como se ha comentado, el hecho de que una muestra sea autoponderada simplifica en gran me-
dida los cédlculos. La mayorfa de los programas comerciales o de investigacion sobre estimacion

en encuestas por muestreo se basan en la utilizacién de los pesos muestrales para la realizacion

© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



Tablas de férmulas 429

de estimaciones. Los pesos en el estimador del total son iguales al inverso de la probabilidad
de inclusion de la observacién. El aportar estos pesos con cada observacién evita dar mayor
informacion sobre el proceso de muestreo realizado, pues en los pesos estd practicamente toda
la informacién necesaria para la estimacion.

Si la muestra es autoponderada, los pesos son constantes y se simplifican los célculos, evitando
errores en el proceso de tabulacién. Sin embargo, en la préctica ocurre frecuentemente que la
muestra no es autoponderada, muchas veces porque motivos practicos impiden un muestreo
con las afijaciones adecuadas.

Como solucién simplificadora, pueden utilizarse técnicas en el proceso de tratamiento de datos
sobre muestras que no son en origen autoponderadas, para poder "corregir" éstas y adoptar
posteriormente los métodos estdandar de estimacion para muestras autoponderadas. Obviamente
estos métodos empeoran la calidad de la estimacién, bien en sesgo o en varianza, pero a cambio
de obtener la sencillez de tratamiento de los datos necesaria en muchos casos.

Algunas posibilidades son:

1. Reemplazar los pesos de cada observacion por la media de los pesos calculada sobre toda
la muestra. Esto es equivalente a considerar la muestra como autoponderada aunque no
lo sea. Esto da lugar a estimadores sesgados. Si la covarianza entre los pesos y los valores
muestrales de la variable de interés es pequena, este sesgo suele ser pequeno.

2. Redondeo de los pesos a miiltiplos de 10, 100, etc. a conveniencia, de modo que el
redondeo lleve a un valor aproximadamente constante de los pesos. Este método también
origina un sesgo, menos controlable que el anterior.

3. Extraer una submuestra con reemplazamiento de tamafnio n’ (< n) de la muestra original
y con probabilidades proporcionales a los pesos originales. Entonces, si el valor obtenido
de la variable de interés en cada observacién de la submuestra es y;, se tiene que

,nl

~ 1
(Ng)' =~ > (Z wz) Yk
j=1
es un estimador insesgado del total, siendo Z w;... la suma de los pesos originales sobre toda
la muestra, y un estimador insesgado de la varianza de (N%) es

!

V((NFY) = m nzl (5~ (S ) u)

=

Este método es insesgado, pero se aumenta la varianza de la estimacién respecto a la estimacion
habitual.

10.4 Tablas de férmulas

En las férmulas se tendrdn en cuenta las expresiones siguientes de las varianzas poblacionales
y muestrales, en el caso en que el objetivo sea estimar la media o la proporciéy, , , . .
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430 MUESTREO BIETAPICO DE CONGLOMERADOS

Varianzas en estimaciéon de la media o total | Varianzas en estimacién de la proporcion
= = - p
1—L_1i:1yz‘ Y 1 L—12:1pl p
1 noo_. _ 1 n ~
2 _ = 72 2 _ =~ 22
1= 1 izl(yz Y) 1= 1 Z.:1(2% p)
1 L N 1 L N
52_ - 7.2 52:— — (1 —
2 L(N—]_) Z;J;(y'l] yl) 2 LZ;N—lpZ( pz)
1 n m ~ 1 n m
2 _ DAY 2 _ = 5:(1 — o
82 n(m — 1) Z; ]gl(yzj Yi) 527 z; m— 1]9@( pi)
1 X N
82 = — 7:)? 52 = — i(1
21 (N _ 1) ]gl(y” yz) 27 N _ 1pl( pl)
2= e 3 gy — ) : (1~ 5)
S == . S — . _ .
21 (m _ 1) = Yij Yi 21 1pZ bi
TAMANOS IGUALES, M.A.S. EN AMBAS ETAPAS
Parametro
] Ny p
poblacional
_ 1 o~ _ —~ 1 n
Estimador T=—>U Ny p=—>_Di
n =1 n =1
S% S% 2 =
Vari 1—fi)—+1—fo)—= | N*V(y) | V(p
arianza (- )2+ (1= p) 22 | NV | VG)
Estimador 2 52 I RPN
(1—f1)*+(1—f2)ﬂ N*V(y) | V(p)
de la Varianza

M.A.S.R. EN SEGUNDA ETAPA

TAMANOS IGUALES, m.a.s. EN PRIMERA ETAPA,

Parametro
g Ny p
poblacional
_ 12~ _ ~ 1 &
Estimador y=—>7; Ny p==>Di
n,;- =1
S2 02 —~
Varianza (1-f)=L+—2 | NV(®@) | V(D)
n nm
Estimador s2 s3 B
1-— —= | N*V (y D
A=f) -+ V() | V(D)
de la Varianza
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TAMANOS DESIGUALES, m.a.s. EN AMBAS ETAPAS
ESTIMACION INSESGADA
Parametro
Ny
poblacional
. —~ L2
Estimador Ny=—> Ny,
n =1
L?(1 - f1) & L L N2(1— f3;)53
Vari i — N 2 - [ 1)M24
arianza n(L— 1) ;(y v)° + " z; ‘
Estimador L2A—f) o, ~ 120~ N2(1 — fo;)s2
Ny, — =S Ny, A JP2
n(n - 1) zgl( vi n z; Vi mg
de la Varianza

Para la estimacién de la media y proporcién :

Parametro
Yy p
poblacional
: Ny | . L o
Estimador Wy =5 Z; N;p;
V = V A~
Varianza ]\(]z) ]\([];)
Estimador f}@) f/(ﬁ)
N2 N2
de la Varianza
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TAMANOS DESIGUALES, m.a.s. EN AMBAS ETAPAS
ESTIMACION DE RAZON A TAMANO
Parametro
Yy
poblacional
> Ny,
Estimador Up= "
>N,
i=1
1-— L N2(y; —y)* 1 L N2(1— f21)S3
Varianza ( 72fl) Z 7 (yz y) + — Z 7 ( f2 )521
N°p i L-—-1 LN ni=1 m;
Bstimador | (1 fi) & N2~ 9w, 13 N1 fa)sh
. Nzn i=1 (n—1) Lﬁ2n i=1 m;
de la Varianza

En el iltimo caso, para la estimacién del total y proporcion :

Parametro
Ny p
poblacional
Estimador N /ﬂ\R @R
Varianza N2V(/§\R) V@R)
Estimador - ~
NV (yg) | V(yg)
de la Varianza
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TAMANOS DESIGUALES, PROBABILIDADES DESIGUALES

Y REEMPLAZAMIENTO EN 1* ETAPA, m.a.s. EN 2 ETAPA

Parametro

Ny
poblacional

—~ 1 N7
Estimador Ny=—- iYi

Ni=1 Di

1 /L y? > 1 L N; —m; N?
Varianza - 2 (NG)? )+ = v A <)

n <1§1 i (VD) nz; N, pim; %
Estimador 1 n NG

Yi =

n(n —1) ;( ];42 — Ny)?

de la Varianza = ’

TAMANOS DESIGUALES, PROBABILIDADES DESIGUALES

Y REEMPLAZAMIENTO EN 1* ETAPA, m.a.s.r. EN 22 ETAPA

Parametro
Ny
poblacional
— 1 n N.7.
Estimador Ny=—-3 iYi
ni=1 Di
— 1 (L y? > 1 L N252
Varianza V(N7g) = = i (N2 )+ = i 92i
( y) n (z; Di ( y) nz; pimny;
Estimador 1 n N3
Y; ==
ey P et
de la Varianza ‘ ’
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TAMANOS DESIGUALES, PROBABILIDADES DESIGUALES Y MUESTREO
SIN REEMPLAZAMIENTO EN 1* ETAPA, m.a.s. EN 22 ETAPA
Pardametro
Ny
poblacional
—~ 1 N,
Estimador Ny=>" Yi
i=1 Ti
o= L1l—m LT — T L N? S2
Varianza VN = 35 Ay ey T Ty 5 LA 2
i=1 T i<j T4 i=1 T m;
~ o~ n (1—7Ti) n (ﬂ-z] ) ]y]
i V(Ny) = iY:)? +2 +
Estimador (Ny) z:zl 7712 (Nig;)* g Tij T
n N2 s%-
de la Vari (] — fyy) 22
e la Varianza +i:21 - (1—fa )mZ
— =~ 2
o o (mimy —miy) [Ny Njy;
Estimador V(NY) =X ; — : - J.] T
i<j Tij g j
2
de la Varianza (Y-G) + Z (1 — far) 2 52
i=1 T3 m;

En los tltimos casos, para la estimacién de la media y proporcién se corrigen ligeramente las
expresiones anteriores:

Parametro
Yy p
poblacional
. Ny | Ny
Est d —
stimador NA NA
. V() | V(@)
Varianza N2 N2
Estimador f/@) ‘7@)
N2 N2
de la Varianza
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10.5 Obtencién de muestras por muestreo bietdpico con SAS

10.5.1 Muestreo aleatorio simple de conglomerados, con m.a.s. en segunda etapa

Se utilizard en este caso la macro extrabimas, con sintaxis:

extrabimas (archivol,archivo2,archivo3, codif,varconglo,nconglo,n,n2,
frac2,semillal,semilla2);

donde
archivol es el archivo que contiene la informacién poblacional.
archivo?2 es el archivo que contendré la muestra final.

archivo3 es el archivo que contiene la muestra de conglomerados (todas las observaciones de
cada conglomerado escogido).

codif es un archivo de salida que contiene la recodificacién de los conglomerados.
varconglo es la variable que indica el conglomerado en el archivo poblacional

nconglo es el nimero de conglomerados diferentes.

n es el nimero de conglomerados muestreados (primera etapa: n).

n2 es el nimero de observaciones m a muestrear en cada conglomerado (afijacién igual).
frac2 es la fraccién de muestreo f; en segunda etapa (afijacién proporcional) .
semillal semilla de aleatorizaciéon para obtener la muestra de conglomerados.

semilla2 semilla de aleatorizacién para obtener las muestras en segunda etapa.
Observaciones:

- Para poder ejecutar la macro extrabimas es necesario haber compilado previamente la macro
extramono.

- Si se desea utilizar fraccién de muestreo en segunda etapa fo; = fo constante (variable frac2)
es necesario poner missing (".") en el lugar de la variable n2.

- Es necesario que haya suficientes observaciones en cada conglomerado para que los tamanos
n2 puedan ser alcanzados.

La macro extrabimas obtiene el archivo muestral en muestreo por conglomerados bietdpico,
con muestreo aleatorio simple en ambas etapas. El archivo muestral archivo2 contiene las ob-
servaciones seleccionadas de cada uno de los conglomerados seleccionados. El archivo muestral
archivo3 contiene todas las observaciones de los conglomerados seleccionados.

Por ejemplo, si se dispone del archivo con la informacién poblacional datal y la variable que

indica los conglomerados se llama provincia, y se desea una muestra en el archivq.mpyestral, de 5
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conglomerados de los 55 existentes , y se fija la semilla en primera etapa en el niimero 4444444,
y la semilla en segunda etapa 12345, se requiere muestrear el mismo nimero de observaciones
en cada conglomerado escogido, m = 4, el archivo que contiene todas las observaciones de los
conglomerados escogidos en primera etapa se llamara primera, y el archivo de codificacién se
llamaré codif, la sintaxis es:

extrabimas(datal,muestral,primera,codif,provincia,55,5,4, .,4444444,12345);

Si se desea el mismo programa pero muestreando un 20% de las observaciones dentro de cada
conglomerado escogido, sera:

extrabimas(datal,muestral,primera,codif,provincia,55,5,.,0.20,4444444,12345);

10.5.2 Muestreo aleatorio simple de conglomerados, con m.a.s.r. en segunda etapa
Se utilizard la macro extrabimasr, con la misma sintaxis que la anterior:

extrabimasr(archivol,archivo2,archivo3,codif,varconglo,nconglo,n,n2,
frac2,semillal,semilla2);

10.5.3 Muestreo pptr o m.a.s.r. de conglomerados, con m.a.s. en segunda etapa

Se utilizard en este caso la macro extrabipptr, con sintaxis:

extrabipptr(archivol,archivo2,archivo3,archivo4,codif,
varconglo,varx,nconglo,n,n2,frac2,masr,indicador,semillal,semilla2);

donde
archivol es el archivo que contiene la informacién poblacional.
archivo? es el archivo con la informacién de la variable auxiliar o pi por conglomerado(opcional).

archivo3 es el archivo de salida que contiene la muestra de conglomerados (todas las observa-
ciones de cada conglomerado escogido).

archivo4 es el archivo de salida que contendré la muestra final.

codif es un archivo de salida que contiene la recodificacién de los conglomerados.
varconglo es la variable que indica el conglomerado en el archivo poblacional.
varx es la variable auxiliar.

nconglo es el nimero de conglomerados diferentes.

n es el nimero de conglomerados muestreados (primera etapa). © 1. Portela. M. Villeta
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n2 es el nimero de observaciones a muestrear en cada conglomerado (afijacién igual).
frac2 es la fraccién de muestreo en segunda etapa (afijacién proporcional).

masr

1 Si se desea masr en primera etapa.

2 Si se desea pptr en primera etapa.

indicador

1 Si la variablex estd presente en el archivo poblacional, constante por conglomerado.
2 Si la variablex estd en el archivo2, que contiene ademds la variable varconglo.
semillal semilla de aleatorizacién para obtener la muestra de conglomerados.
semilla2 semilla de aleatorizacién para obtener las muestras en segunda etapa.
Observaciones:

- Para poder ejecutar la macro extrabipptr es necesario haber compilado previamente la macro
extramonopptr.

- Si se desea utilizar fraccién de muestreo en segunda etapa fo; = f2 constante (variable frac2)
es necesario poner missing (".") en el lugar de la variable n2.

- Es necesario que haya suficientes observaciones en cada conglomerado para que los tamanos
n2 puedan ser alcanzados.

- Si se selecciona la opcién masr, no se puede seleccionar la opcién indicador=2 (no es necesaria
la variable varx).

- Si la fraccién de muestreo en segunda etapa es muy pequena, al menos se obtiene una obser-
vacion por conglomerado.

La macro extrabipptr obtiene el archivo muestral en muestreo por conglomerados bietdpico, con
muestreo proporcional a la varx con reemplazamiento en primera etapa y m.a.s. en segunda
etapa. El archivo muestral archivo4 contiene las observaciones seleccionadas de cada uno de los
conglomerados seleccionados. El archivo3 contiene todas las observaciones de los conglomerados
seleccionados.

Por ejemplo, si se dispone del archivo con la informacién poblacional datal y la variable que
indica los conglomerados se llama provincia, y se desea una muestra en el archivo muestral, de 5
conglomerados de los 55 existentes , y la primera etapa se hard proporcional a la variable llamada
pobla, y presente en el archivo datal, y se requiere muestrear el mismo nimero de observaciones
en cada conglomerado escogido, m = 4, el archivo que contiene todas las observaciones de los
conglomerados escogidos en primera etapa se llamard primera, y el archivo de codificacién se
llamara codif, la sintaxis es:

%hextrabipptr(datal, .,primera,muestral,codif,provincia,pobla,

55,5,4,.,2,1);
3V Ty e 9Ly )’ © J. Portela, M. Villeta
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10.5.4 Muestreo ppt de conglomerados, con m.a.s. en segunda etapa

Se utilizard en este caso la macro extrabippt, con sintaxis:

extrabippt (archivol,archivo2,archivo3,archivo4,inclusion,codif,
varconglo,varx,nconglo,n,n2,frac2,indicador,semillal,semilla?);

donde:
archivol es el archivo que contiene la informacién poblacional.
archivo? es el archivo con la informacién de la variable auxiliar o pi por conglomerado(opcional).

archivo3 es el archivo que contiene la muestra de conglomerados (todas las observaciones de
cada conglomerado escogido).

archivo4 es el archivo que contendra la muestra final.

inclusion es el archivo de salida que contiene las probabilidades de inclusién para los conglom-
erados muestrales.

codif es un archivo de salida que contiene la recodificacién de los conglomerados.
varconglo es la variable que indica el conglomerado en el archivo poblacional.

varx es la variable auxiliar.

nconglo es el nimero de conglomerados diferentes.

n es el nimero de conglomerados muestreados (primera etapa).

n2 es el nimero de observaciones a muestrear en cada conglomerado (afijacién igual).
frac2 es la fraccién de muestreo en segunda etapa (afijacién proporcional).
indicador

1 Si la variablex estd presente en el archivo poblacional, constante por conglomerado.
2 Si la variablex estd en el archivo2, que contiene ademés la variable varconglo.
semillal semilla de aleatorizacién para obtener la muestra de conglomerados.

semilla2 semilla de aleatorizacién para obtener las muestras en segunda etapa.

Observaciones:

- Para poder ejecutar la macro extrabippt es necesario haber compilado previamente la macro
extramonoppt.

- Es necesario que todos los conglomerados sean tales que p; < 1/n.

© J. Portela, M. Villeta
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- Si se desea utilizar fraccién de muestreo en segunda etapa fo; = fo constante (variable frac2)
es necesario poner missing (".") en el lugar de la variable n2.

- Es necesario que haya suficientes observaciones en cada conglomerado para que los tamanos
n2 puedan ser alcanzados.

- Si la fraccién de muestreo en segunda etapa es muy pequena, al menos se obtiene una obser-
vacién por conglomerado.

La macro extrabippt obtiene el archivo muestral en muestreo por conglomerados bietdpico, con
muestreo proporcional a la varx en primera etapa y sin reemplazamiento, y m.a.s. en segunda
etapa. El archivo muestral archivo4 contiene las observaciones seleccionadas de cada uno de
los conglomerados seleccionados. El archivo3 contiene todas las observaciones de los conglo-
merados seleccionados. El archivo de inclusién es importante, pues contiene las probabilidades
de inclusién de los conglomerados muestreados, de utilidad para las posteriores estimaciones.

Por ejemplo, si se dispone del archivo con la informacién poblacional datal y la variable que
indica los conglomerados se llama provincia, y se desea una muestra en el archivo muestral, de 5
conglomerados de los 55 existentes , y la primera etapa se hara proporcional a la variable llamada
pobla, y presente en el archivo datal, y se requiere muestrear el mismo nimero de observaciones
en cada conglomerado escogido, m = 4, el archivo que contiene todas las observaciones de los
conglomerados escogidos en primera etapa se llamard primera, y el archivo de codificacién se
llamara codif, y el de inclusion inclu, la sintaxis es:

hextrabippt(datal, . ,primera,muestral,inclu,codif,provincia,
pobla,10,5,4,.,1);

10.6 Estimacién en muestreo bietapico con SAS

10.6.1 Muestreo aleatorio simple de conglomerados, con m.a.s. o m.a.s.r. en
segunda etapa

Se utiliza la macro estimbimas:

estimbimas (muestra,vary,varconglo,vartamacong,reemplazo,nconglo,

n,ngrande) ;

donde:

muestra es el archivo que contiene la muestra.

vary es la variable de interés.

varconglo es la variable que indica el conglomerado en el archivo muestra.

vartamacong es la variable que indica el tamano de cada conglomerado en el archivo muestra.

reemplazo ©J. Portela, M. Villeta
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1 si es m.a.s.r. en segunda etapa

2 si es m.a.s. en segunda etapa

nconglo es el nimero de conglomerados diferentes.

n es el tamano muestral (mimero de conglomerados muestreado).
ngrande es el tamano poblacional N.

La macro estimbimas calcula estimadores, varianzas e intervalos de confianza de medias y
totales en caso de muestreo por conglomerados bietdpico con mas en ambas etapas,

- suponiendo tamanos iguales.
- suponiendo tamanos desiguales, por estimacién insesgada.
- suponiendo tamanos desiguales, por estimacién de razén a tamano.

La macro indica en un mensaje si los tamanos son iguales, en cuyo caso no se utiliza la estimacion
de razon a tamano, sino solamente la insesgada, o desiguales, en cuyo caso se presentan los dos
tipos de estimacioén.

10.6.2 Muestreo pptr de conglomerados , con m.a.s. o m.a.s.r. en segunda etapa
Se utiliza la macro estimbipptr:

estimbipptr(muestra,archivo2,vary,varconglo,vartamacong,indicador,
nconglo,n,ngrande) ;

donde:

muestra es el archivo que contiene la muestra.

archivo2 archivo que contiene las probabilidades pi junto con la variable varconglo (opcional).
vary es la variable de interés .

varconglo es la variable que indica el conglomerado en el archivo muestra.

vartamacong es la variable que indica el tamano de cada conglomerado en el archivo muestra.
indicador

1 Si pi estd presente en el archivo poblacional, constante por conglomerado.

2 Si pi estd en el archivo2, que contiene ademds la variable varconglo.

nconglo es el nimero de conglomerados diferentes .

n es el tamano muestral (mimero de conglomerados muestreado).

ngrande es el tamano poblacional N. ©J. Portela, M. Villota
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La macro estimbipptr calcula estimadores, varianzas e intervalos de confianza de medias y
totales en caso de muestreo por conglomerados bietdpico con muestreo pptr en primera etapa,
y mas o bien masr en segunda etapa.

10.6.3 Muestreo ppt de conglomerados , con m.a.s. en segunda etapa

Se utiliza la macro estimbipptr:

estimbippt (muestra,inclusion,vary,varconglo,vartamacong,nconglo,
n,ngrande) ;

donde:

muestra es el archivo que contiene la muestra

inclusion archivo que contiene las probabilidades de inclusion, la variable varconglo y la vari-
able unit (ver especificaciones abajo)

vary es la variable de interés

varconglo es la variable que indica el conglomerado en el archivo muestra

vartamacong es la variable que indica el tamano de cada conglomerado en el archivo muestra
nconglo es el nimero de conglomerados diferentes

n es el tamano muestral (mimero de conglomerados muestreado)

ngrande es el tamano poblacional N

La macro estimbippt calcula estimadores, varianzas e intervalos de confianza de medias y totales
en caso de muestreo por conglomerados bietdpico con muestreo ppt en primera etapa, y mas
en segunda etapa.

Algunas cuestiones a tener en cuenta:

- El archivo inclusién tiene que tener ciertas caracteristicas: debe tomar la forma similar a un
archivo de salida del proc surveyselect con el método pps. es decir, debe contener las variables
jtprob_1...jtprob_n, la variable selectionprob (prob de inclusién de primer orden), la variable
de conglomerado y la variable unit (indice). Un ejemplo de este archivo es:

Selection
Obs conglo Unit Prob JtProb_1 JtProb_2 JtProb_3
1 10 1 0.17641 0.000000 0.023385 0.050031
2 4 2 0.18811 0.023385 0.000000 0.053614
3 7 3 0.40247 0.050031 0.053614 0.000000

© J. Portela, M. Villeta
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donde la probabilidad de inclusiéon del conglomerado numerado como 4 y correspondiente a
unit=2 es 0.188, y la probabilidad de inclusién conjunta de los conglomerados 10 y 7 (con
indices unit=1 y unit=3, por lo tanto la probabilidad est4 en la fila 1 y columna 3) es 0.050031.

- Si el archivo de inclusién proviene de la macro extrabippt ya tiene la estructura que hace
falta.

© J. Portela, M. Villeta
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10.7 Ejercicios resueltos

[Ejercicio 9.1}

Se desea estudiar la media de salarios anuales de los empleados en miles de euros en estable-
cimientos de un banco que sélo tiene sucursales en dos ciudades . En la primera ciudad hay
15 sucursales, cada una con aproximadamente 20 empleados. Se seleccionan dos sucursales
con reposicién, y con probabilidades arbitrarias en funcién de la ubicacién estratégica de cada
sucursal (se supone que los salarios son mas altos si la ubicacién es mejor). En cada sucursal
de las escogidas se escogen por m.a.s. 3 empleados. Los datos obtenidos en esta ciudad, donde
@i representa la media de los salarios de los empleados seleccionados en miles, son:

Sucursal | p; ﬁl
1 0.10 | 17
2 0.05 | 15

En la segunda ciudad se escogen de las 25 sucursales que existen, 2 sucursales por m.a.s.. En
cada sucursal se muestrean por m.a.s. , 2 empleados. Hay gran diferencia entre el niimero

de empleados de cada sucursal, por lo que se desea utilizar un estimador de razén. Los datos
obtenidos son:

= 2
Sucursal | N; | y; | 53

1 25 | 18 | 10
2 15 120 |8
Se pide:

a) Dar una estimacién e I.C. al 95% de la media de salario anual por empleado en cada ciudad.

b) Dar una estimacion e I1.C. al 95% de la media de salario anual por empleado en la poblacién
de sucursales del banco.

a) En la primera ciudad, se trata de un disefio de muestreo por conglomerados en dos etapas, con muestreo pptr
en primera etapa y m.a.s. en la segunda. El estimador del total es por lo tanto:

—~ 12 Njy, 1,20-17 20-15
Ny = = =2 = 4700
v=o X ~ 310 T oo )
. . ~ 4700
y por lo tanto, como N = 15 - 20 = 300 empleados, el estimador de la media es § = 300 — 15.67.

La varianza de este estimador es:

~ o~ 1 1 n N7,
V(@) = > (

—N7)? =
N2n(n—-1)=3 pi 9

© J. Portela, M. Villeta
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1 1 20-17

B ( 20 - 15
©30022(2—1)" 0.10

—4700)2 + ( 005

— 4700)?] = 18.77.

El intervalo de confianza al 95% asociado a estas estimaciones es (7.17,24.16).

En la segunda ciudad, los tamanos son desiguales y se requiere el estimador de razén a tamano. Este es:

N7,
2 N0 95 1841520

25+ 20

= 16.67.

Con varianza estimadas:

(1-f1) & N2 @ —5g)’ 1 N2 = fai)s3

V({yr) = ~— + == =
R NQn i=1 (n—1) LNZn z; m;

~ (1—2/25) [252(18 —16.67)2 N 15%(20 — 16.67)2]+

22,522 (2-1) (2-1)

1 25%(1—2/18)10  15%(1 —2/20)8

= 3.41.
+25-22.522[ 2 2 I=3

— = 45
Donde se ha aproximado N por su estimador muestral N = 5 = 22.5. Una estimacién del total de empleados
serfa N = LN = 562.5.
b) Para todas las sucursales, se trata de agregar las estimaciones para los diferentes estratos.

Es més cémodo realizar la estimacién general para el total y después corregir para la media:
Ny = [4700 + 562.5 - 16.67] = 14076.8.

y
V(NG ) = 3002 - 18.77 + 562.52 - 3.41 = 2768245.3.

Asi, el estimador global de la media es

~ 14076.8

=———=16.32
Y =300 1 5625 107
y su varianza estimada:

. 2768245.3
V(E) = 2202000 g,
W) = Goo+ 562572

El intervalo de confianza sera (9.02, 23.6).

[Ej ercicio 9.2}

Se desea investigar la proporcién de plantas de tomates afectadas por un tipo de hongo. En
el invernadero hay 300 plantas divididas en 3 grandes bloques. Se extraen dos bloques sin
reemplazamiento, con probabilidades proporcionales al tamano en la 1* y 2* extraccién. Dentro
de cada bloque se escogen por m.a.s. 4 plantas. Se obtienen los datos:

© J. Portela, M. Villeta
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Bloque | n° de plantas afectadas en la muestra | N;

1 3 140

2 2 100

445

Obtener un I.C. al 95% para la proporcién de plantas afectadas en el invernadero, utilizando

el estimador de Yates-Grundy de la varianza.

Es necesario calcular las probabilidades de inclusién de primer y segundo orden.

140 1 60
- —04 = pa=— =02
Como pq 300 0.466, ps 3 P3 300 0.2,

1/3 0.2
= 0.466(1 — 0.816.
e =53+ 1=02

1 0.466 0.2

~1n
m=30+ 066 T 102

) = 0.708.

y

11 1
— 0.466 - = = 0.525.
2 = 0466 (35766 T 1=173) ~ 0%

Entonces, siendo ¥;; = 1 si la planta estd afectada e y;; = 0 si no,

3 2
= 140-2 100.-Z

= & N, 4 4

Ny = i — 199.29
Y ; T 0816 | 0.708

y

. 199.29

—F= — 0.66.

P=Y= 7300

La cuasivarianza en segunda etapa s3; se puede expresar, en el caso de proporciones, como

LIPS ~
83; = o 1pi(1 —Di)-

En nuestro caso es

4 3 3
2 =— _2(1-2)=025
y

4 2 2
2 =—_2(1-2)=0.33.
=g (17 =033

La varianza del estimador es, utilizando la de Yates-Grundy:

- 0.816-0.708 — 0.525) / 105 50 \>

30027 (5) = . -

®) 0.525 (0.816 0.708) +
1402 0.25 100 0.33

1 —4/140)—22 + (1 — 4/100)—>2 = 2926.77 con 1
o816 VM= + ogg (1 - 4/100)7 con o que
- 2926.77
V) = 22— g.0325.

() = =352
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El intervalo de confianza sera (0.31,1).

[Ej ercicio 9.3}

Se va a medir el gasto en medicinas al mes de los habitantes de cierta provincia de 700000
habitantes. Dentro de ésta se seleccionan 2 municipios con probabilidades proporcionales al
tamano y con reposiciéon . Dentro de cada uno de los municipios se seleccionan por m.a.s. una
de cada 10 farmacias . Por dltimo se pide al dependiente seleccionar por m.a.s. la factura
anénima de todos los clientes que han realizado gasto en su farmacia al mes sobre su gasto en
medicinas. Los datos recogidos son los siguientes:

Primer municipio (100000 habitantes): Se examinan 3 farmacias, en las cuales se obtienen las
siguientes cifras en euros: 10000 en la primera, 15000 en la segunda y 10000 en la tercera.

Segundo municipio (80000 habitantes): Se examinan 2 farmacias, en las cuales se obtienen las
siguientes cifras en euros: 12000 en la primera y 30000 en la segunda.

a) Estimar el gasto total en medicinas en ese mes, en la provincia. Estimar la varianza del
estimador.

b) Decir si la estimacién es autoponderada.

3
a) En cada municipio se selecciona un 10% de farmacias. Asi, en el primer municipio hay Ny = 010 = 30
5 .
farmacias, y en el segundo hay Ny = 010 = 20 farmacias.
~ 10000 + 15000 + 10000 ~
Entonces, N1y, = 30 - i 3 + = 350000 y Noy, = 20 - 21000 = 420000.
- ., s . 100000
Las probabilidades de seleccién de los dos municipios son respectivamente, p; = 700000 — 0.143 y po =
80000
— =0.114
700000 0

El estimador del total es por lo tanto,

[ [350000 420000
Y=35% 143 " 0114

| = 3062500.

Su varianza estimada es:

~ 1 350000

VINg) = 2(2—1) PE

420000

. 2
B065881.48)° + (11

— 3065881.48)%] = 3.7 - 1011,

b) Se trata de muestreo pptr en primera etapa y m.a.s. en segunda. El estimador es:

Ny=—-3% —===-3% ——3 y.
ni=1 Di N =1 PiMy =1

La estimacién serd autoponderada si = cte.

Dpimy;

i

Dimyg

. mg
Como se ha visto, fo =0.10 = — es constante pero p; no lo es, por lo que no es constante a menos que
) N ) )

K3
todos los municipios tengan la misma probabilidad p; de ser escogidos. Por ejemplo, en los datos obtenidos, se
N N
ve que L —69.9 y L =877
pima p1ma © J. Portela, M. Villeta
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La estimacién por lo tanto, no es autoponderada.

[Ej ercicio 9.4}

En un estudio en una plantacion de lechugas realizada en un invernadero, se divide ésta en 40
secciones de 10 plantas. Se desea estimar el peso promedio de las lechugas, y se escogen por
m.a.s. 4 secciones, y dentro de cada una de ellas se eligen 2 lechugas también por m.a.s. Se
obtienen los siguientes pesos:

Seccién | Pesos

1 0.8, 0.5
2 0.75, 1
3 0.4, 0.35
4 0.6, 0.7

a) Estimar el peso medio de las lechugas y dar un estimador de la varianza del estimador.

b) Realizar el apartado a) suponiendo que el muestreo de lechugas es por m.a.s.r. dentro de
cada seccion.

c) Realizar el apartado a) suponiendo que el nimero de secciones puede considerarse infinito.

d) Decir si la estimacién del apartado a) es autoponderada. ;Cuél es la probabilidad de cada
lechuga de aparecer en la muestra?.

a) Para los diferentes apartados, es conveniente calcular antes las medias y cuasivarianzas muestrales dentro de
cada seccién:

0.65, s, = 0.045

<)

1

0.875, s2, = 0.031

<)

2
U3 = 0.375, 535 = 0.00125
7, = 0.65, s2, = 0.005

Al ser los tamafios iguales, el estimador insesgado es

1
7 = ;(0.65+0.875 + 0.375 + 0.65) = 0.6375.

Para calcular la varianza estimada se tiene que:

o~

1 _
(¥, —y)? = 0.0418.

n—li

M=

2
ST =

1

y

1 n
s3=— > s2 =0.0205
n =1 © J. Portela, M. Villeta
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El estimador de la varianza de 7 es:

0.0418 0.0205

1-2/1 = 0.00962.
+(1-2/10) 5 = = 0.0096

V@) =(1- fl)% +(1- h)% = (1 — 4/40)

b) En caso de m.a.s.r. en segunda etapa el estimador es el mismo, pero la varianza se estima sin tener en cuenta
el coeficiente de correccién por poblacion finita en la segunda etapa:
~ 0.0418 ~ 0.0205
V(y)=(1-4/40)—— + ——— = 0.00967.

(3) = (1 - 4/40) == + =
¢) Si el nimero de secciones es infinito, en la estimacién de la varianza se puede prescindir del coeficiente de
correccién por poblacién finita en primera etapa (1 — f1) :

== 0.0418 0.0205

7 1-2/1 = 0.010655.
V(@) T (1= 2/10) == = 0.010655

d) El estimador es

-5
mi j=1 Y

= 1
Y= ;iZ

n =
U=
i=1

n
1

S|

Serd estimacién autoponderada si m; es constante, cosa que es cierta pues m; = m = 2 lechugas. Asi,
_ 1 n m;
Y=—7> 2 Ui

nm ;=1 ;=1

La probabilidad de aparecer en la muestra para cada lechuga es % =0.02:

, n
Esta se puede calcular como la probabilidad de que sea escogida la seccién a la que pertenece,z (como se vio en
teorfa sobre m.a.s.) multiplicada por la probabilidad de que, supuesta la seccién escogida, sea elegida la lechuga

m .
en cuestion, R Como N = LN, se tiene el resultado.

[Ej ercicio 9.5}

En un colegio se quiere estimar la proporcién de ninos que han tenido la rubeola. En el colegio
hay 280 alumnos repartidos en 10 clases de alumnos de la misma edad, y se seleccionan 5 por
m.a.s. Dentro de cada una de éstas clases se seleccionan por muestreo sistemédtico 12 alumnos
y se les pregunta si han tenido la rubeola.

clase | n° total de alumnos | n° con rubeola en la muestra
1 40 2
2 20 3
3 35 4
4 25 2
5 25 1

a) Estimar de manera insesgada la proporcién y el total de ninos que han tenido la rubeola en

el colegio. ©J. Portela, M. Villeta
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b) Dar un I.C. al 95% para cada una de éstas cantidades.

c¢) Decir si la estimacion de la proporcién es autoponderada y calcular cudl es la probabilidad
de pertenecer a la muestra del alumno j de la clase 7 .

a) El muestreo sistemdtico en la segunda etapa se considera equivalente al m.a.s., pues la ordenacién de los
alumnos en la clase es aleatoria respecto a la variable de interés (haber tenido rubeola o no).

En consecuencia se tratard como un problema de muestreo bietdpico de conglomerados con m.a.s. en ambas
etapas.

El estimador de la proporcién, puesto que se nos pide estimacién insesgada y lo tamanos de los conglomerados
son desiguales, serd

10 1
72 iDi = (40— - 2575) = 02113,

-~ 280-5° 12
El estimador del total serd Np = 59.

b) Calculando

3 = %ﬁi(l —B1), es 53, = 1.81, 82, = 0.20, s2; = 024, s, = 1.81, s3; = 0.0833.

Su varianza estimada es:
L2(1 — fl) n n L n (1 — ng)S i
T O

V(D) = > (Nipi = — 32 Nipi)* + o

1
n(n—1) & n =1

_10%(1 - 5/10)

55— 1) [(6.67 — 5.91)2 + ... + (2.08 — 5.91)%]+

10 /40%(1 — 12/40)1.81 25%(1 — 12/25)0.0833
= ot

12 12 > = 0.00267.

Y para el total, ?(Nﬁ) = 28020.00267 = 209.54.
Los intervalos de confianza respectivos son, para la proporcién, (0.11,0.31) y (30.8,87.5).

c) Al ser el estimador de la proporcién

L n m;

ﬁ Nn Niﬁi—izN Eyu_ Z Zyua

Nnm

pues m; = 12 constante para todo i, donde se ha denotado por y;; = 1 si el alumno ha tenido rubeola, y;; = 0
si no. Serfa estimacién autoponderada si N; fuera constante, algo que no es cierto.

La probabilidad de que un alumno ij pertenezca a la muestra es la probabilidad de que sea seleccionada la

clase a la que pertenece, que es 10’ multiplicada por la probabilidad de que sea seleccionado el alumno dada

que ha sido seleccionada su clase ¢. Esta tltima probabilidad es % Por lo tanto la probabilidad de que un

5 12 6 '

0N, N . Los alumnos pertenecientes a clases mas amplias tienen menos

alumno concreto ¢j sea escogido es —

probabilidad de ser escogidos.

© J. Portela, M. Villeta
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[Ej ercicio 9.6}

Se va a estudiar el seguimiento que una huelga va a tener entre los trabajadores de telefénica en
Extremadura. Se seleccionan con probabilidades iguales y reemplazamiento oficinas dentro de
cada una de las provincias. Dentro de cada oficina se eligen por m.a.s. un 20% de trabajadores
y se les pregunta si van a secundar la huelga.

Se obtienen los siguientes datos:

A B C

Céceres | 10 (420) | 8,6, 10 | 6, 5, 8

Badajoz | 8 (360) | 15,6,5 | 10, 3, 3

donde las columnas representan:
A= Numero total de oficinas y total de trabajadores (entre paréntesis) en la provincia.
B= Numero de trabajadores muestreados en cada una de las oficinas seleccionadas.

C= Numero de trabajadores que secundaran la huelga, de entre los muestreados, en cada una
de las oficinas.

Estimar la proporcién y el total de trabajadores que irdn a la huelga en Extremadura, esti-
mando la varianza de ambos estimadores.

Se trata de muestreo estratificado, pues se trata independientemente cada provincia (estratos). Se mostrard
cémo se hacen los cdlculos para la provincia de Céceres.

En ésta, se realiza muestreo bietdpico con m.a.s.r. en primera etapa y m.a.s. en segunda etapa. El tamano
de los conglomerados (oficinas) es desigual, pues al muestrearse 8 trabajadores en la primera oficina, y ser éste

8
valor un 20% del total de trabajadores en esa oficina, hay Ny = 03 = 40 trabajadores en total en ella. De
modo similar, No = 30 y N3 = 50. Hay L = 10 oficinas en total, y N = 420.

Al ser m.a.s.r. en primera etapa, se utilizan las férmulas de muestreo bietdpico con probabilidades p; y reem-

plazamiento, con p; = 7= 0.1 para todo i (probabilidades iguales). Asi, como 1/p; = 10, se tiene:
—~ 12 N;p; 10 6 5 8
N = — = — | 40- 4+ 30— 4+ 50— | = 316.66
Pcaceres n 7.; Di 3 ( ] + 6 + 10)
y
~ e~ 1
V(NDojeores) = ((300 — 316.67)% + (250 — 316.67)% + (400 — 316.67)%) = 1944.44.

3(3-1)

Para la proporcion, seré:

@Cdceres _ 316'67

N 20 0.753

ﬁCdceres =
y

© J. Portela, M. Villeta
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~ 1944.44

V(pCdceres) = W = 0.011.

En la provincia de Badajoz, los cédlculos son similares, llegando a:

NPBadajor = 21333 ¥ V(NDpagajos) = 8711.11, con

PBadajo: = 0.592 y V (PBadajoz) = 0.067.

En conjunto, para toda Extremadura, se tiene que el total estimado es:

NpEztremadura = NpCdceres + NpBadajoz = 530.

y su varianza sera:
v(@Eztremaduru) = 10655.55.

Para la proporcion, es:

NPpstremadura =0.679

Z/)\Emtremadura = 730

y

PN V(N;

V(pEztremadura) _ ( pEztremadura) = 0.0175.

7802

451

EEjercicio 9.7}

Realizar los calculos del ejercicio 9.4 , apartado a) con la ayuda del SAS y la macro estimbimas.

En primer lugar se crea el archivo de datos:

data lechuga;
input seccion y;
tama=10;

cards;

0.8

.5

.75

.4
.35
.6
7

SO W W NN
O O O O = O O

En la macro estimbimas se especifican los pardmetros del ejemplo:

hestimbimas (lechuga,y,seccion,tama,1,40,4,400);

Obteniendo los mismos resultados que el ejercicio 9.4 para el estimador y su varianza.

© J. Portela, M. Villeta
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[Ej ercicio 9.8}

Realizar los cdlculos del ejercicio 9.3 , apartado a) con la ayuda del SAS y la macro estimbipptr.

En primer lugar se crea un archivo, incorporando la informacién calculada de las probabilidades y de los tamanos
de los conglomerados (las probabilidades se dejan como fraccién para obtener mayor precisién en los cdlculos):

data municipios;

input muni gasto;

if muni=1 then do;tama=30;pi=1/7;end;
if muni=2 then do;tama=20;pi=0.8/7;end;
cards;

1 10000
1 15000
1 10000
2 12000
2 30000

)

A continuacién se ejecuta la macro. Puesto que el nimero de unidades elementales (farmacias) es desconocido
en el problema, se pone como missing (en el dltimo lugar de los pardmetros de la macro). La macro calculard
la estimacién del total, pero no podrd calcular la media.

%estimbipptr(municipios,.,gasto,muni,tama,1,8,2,.);

Se obtienen los mismos resultados de ejercicio 9.3 para el estimador del total y su varianza.

[Ej ercicio 9.9}

Realizar los célculos del ejercicio 9.2 , apartado a) con la ayuda del SAS y la macro estimbippt.

Para poder ejecutar la macro, hay que presentar el archivo con una observacién por unidad elemental, por lo
cual se crea asf:

data dos;

input conglo y tama;
cards;

1 140

140

140

140

100

100

100

NNNR P2 = =
O O R O R K

A continuacién es necesario crear un archivo con las probabilidades de inclusién, calculadas %yell,oe’zj%cjﬁi%”em
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data uno;

input unit selectionprob jtprob_1 jtprob_2;
conglo=unit;

cards;

1 0.816 0 0.525

2 0.708 0.525 0

Se ejecuta la macro, indicando el archivo de datos y el de las probabilidades de inclusion:
%estimbippt (dos,uno,y,conglo,tama,2,300);

Obteniendo el estimador y la varianza de Yates-Grundy (ademés de la de Horvitz-Thompson).

EEjercicio 9.10}

Se dispone del archivo SAS comunidad, con el que se trabajoé en el ejercicio 8.13. Se trata de
una encuesta para estimar el gasto en comida mensual de las familias en una comunidad. Hay
10 bloques, con diferente niimero de viviendas, con un total de 260 viviendas.

Se desea realizar muestreo por conglomerados bietdpico, con diferentes esquemas de muestreo:

a) Utilizar la macro extrabimas para extraer una m.a.s. de 3 bloques, y dentro de cada uno
de los bloques una m.a.s. de 12 viviendas. Utilizar las semillas 1234 y 1234 en 1* y 2% etapa.
Utilizar la macro estimbimas para estimar el gasto medio en comida en toda la comunidad,
mediante el estimador de razén a tamano.

Repetir el ejercicio con la semilla 1235 en 1* y 2* etapa y con la semilla 1236.

b) Realizar el apartado anterior, pero con m.a.s.r. en segunda etapa. Utilizar la macro extra-
bimasr para la extraccién.

c¢) Realizar muestreo pptr de 3 bloques con la macro extrabipptr, y dentro de cada uno de
éstos una m.a.s. de 12 viviendas. Realizar estimaciones con la macro estimbipptr. Utilizar las
mismas semillas para la extraccion.

d) Realizar muestreo ppt de 3 bloques con la macro extrabippt, y dentro de cada uno de éstos
una m.a.s. de 12 viviendas. Realizar estimaciones con la macro estimbippt. Utilizar las mismas
semillas para la extraccién.

e) Realizar m.a.s. de 36 viviendas y estimar la media. Repetir el proceso con las mismas
semillas indicadas.

f) Resumir todos los resultados anteriores en una tabla comparativa.

a) Los programas de extraccién y estimacion son los siguientes:

%extrabimas (comunidad,muestra,infol,info2,bloque,10,3,12,.,1234,1234);
%estimbimas (muestra,gasto,bloque,nviv,2,10,3,260);
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obteniendo los resultados de la tabla, cambiando la semilla cada vez.

b) En la macro estimbimas hay que indicar que hay reemplazamiento en la segunda etapa, con el nimero 1 en
lugar del 2 en la quinta posicién. Los programas son :

%extrabimasr (comunidad,muestra,infol,info2,bloque,10,3,12,.,1234,1234);
%estimbimas (muestra,gasto,bloque,nviv,1,10,3,260);

c) Se ejecutan los programas:

%hextrabipptr(comunidad, . ,infol,muestra,codif,bloque,nviv,10,3,12,.,2,1,1234,1234);
hestimbipptr (muestra,.,gasto,bloque,nviv,1,10,3,260);

d) Se ejecutan los programas:

%hextrabippt (comunidad, .,infol,muestra,inclusion,codif,bloque,nviv,10,3,12,.,1,1234,1234);
%estimbippt (muestra,inclusion,gasto,conglo,nviv,3,260);

e) Con el proc surveyselect y el proc means se extrae la muestra y estima la media, respectivamente:

proc surveyselect data=comunidad out=muestra n=36 method=srs seed=1234;
run;
proc means data=muestra;var gasto;run;

f) La tabla que queda es:

Semilla | m.a.s. 1*,2* | m.a.s. 1*, m.a.s.r. 2* | pptr 1*, m.a.s. 2* | ppt 1*, m.a.s. 2* | m.a.s.

1234 615.5 607.5 631.9 588.6 617.5
1235 651.6 590.3 610.2 602.5 689.4
1236 639.1 666.4 652.2 632.7 639.1

Las medias respectivas de cada una de las columnas son 635.4, 621.4, 631.4, 607.9, 649.8.

Recordando que la verdadera media era 636.4, se observa que no hay mucha diferencia en las estimaciones, segin
los métodos empleados. Esto es debido a una cierta homogeneidad entre conglomerados (son muy parecidos
entre sf). Hay que advertir que si la precisién del muestreo por conglomerados es similar a la del m.a.s., como
ocurre en este caso, en general es preferible el muestreo por conglomerados por motivos practicos de la recogida
de datos.

© J. Portela, M. Villeta
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10.8 Ejercicios propuestos

1) Una empresa de investigaciéon de mercados ideé un plan de muestreo para estimar las ventas
semanales de una determinada marca de cereales en un drea geografica concreta. La empresa
decidié muestrear ciudades dentro del drea y supermercados dentro de las ciudades. La medicién
de interés fue el nimero de cajas vendidas del cereal en una semana especifica. Se muestrearon
5 ciudades de entre las 20 del drea, obteniéndose los resultados de la tabla adjunta.

Supermercados Media Cuasivarianza
Ciudad | Supermercados
muestreados muestral muestral
1 45 9 102 20
2 36 7 90 16
3 20 4 76 22
4 18 4 94 26
5 28 6 120 12

a) Estimar las ventas promedio de todos los supermercados del drea para la semana especifica
y facilitar el error de muestreo . ;Es insesgado el estimador utilizado?

b) ¢Se tiene suficiente informacién para estimar el nimero total de cajas de cereales vendidas
en todos los supermercados del drea durante la semana? Si es asi, estimar dicho total y hallar
el error de muestreo.

c) Si se llevara a cabo nuevamente un estudio semejante al descrito, jrecomendarias que las
ciudades se muestrearan con probabilidades proporcionales al nimero de supermercados? ;Por
qué?.

2) En una determinada zona geogrifica se desea saber a si las mujeres que trabajan en las
PYMES (pequenas y medianas empresas) de menos de 50 empleados les interesaria trabajar a
tiempo parcial. Para obtener esta informacién, primero se estratifican las empresas por sectores:

Sector A: Agricultura, ganaderfa y alimentacion.
Sector B: Servicios.
Sector C: Industria y construccion.

De dichos sectores se conoce el niimero de empresas, y el nimero de trabajadoras por empresa:
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Sector A | Sector B | Sector C
N° de empresas 30 40 30
N° empleadas por empresa | 2,4,5,6... | 10 4

Se decide muestrear en cada sector del siguiente modo:

Sector A: muestreo con reposicién y probabilidad proporcional al nimero de empleadas, de 3

empresas.

Sector B: m.a.s. de 4 empresas

Sector C: m.a.s. de 3 empresas.

A todas las trabajadoras de las empresas muestreadas se les pregunté si querian trabajar a
tiempo parcial. El nimero de mujeres que contesté afirmativamente en cada sector fue el

siguiente:
Sector A:
N° de empleadas 51613
Responden afirmativamente | 5 | 5 | 3

Sector B: 2,5, 3 y 1 respectivamente.

Sector C: 2,2, y 2 respectivamente.

Sabiendo que el nimero total de trabajadoras en el Sector A es 150, estimar la proporcién total
de empleadas que desean trabajar a tiempo parcial (dentro de la poblacién objeto de estudio)
y facilitar la desviacién tipica del estimador utilizado.

3) De una edicién ilustrada de la obra de Julio Verne "La vuelta al mundo en 80 dias" se desea
conocer la proporcién de renglones que tienen al menos un acento ortografico. Para ello, primero
se clasifican las paginas del libro dependiendo de si poseen ilustraciones o encabezamientos o son
finales de capitulos (paginas que denominaremos "incompletas"), o si por el contrario carecen
de ilustraciones y espacios en blanco (paginas completas).

El nimero de pdginas y de renglones por pédgina, atendiendo a la clasificacion establecida, es el

siguiente:

Péginas incompletas

Péginas completas

N° de pédginas

50

200

N° de renglones por pagina

2,3,6,7,...

40

Para realizar el estudio se seleccionaron, de entre las paginas incompletas, por muestreo con

reemplazamiento y con probabilidades proporcionales al nimero de renglones, 2 pigings incom-

ortela, eta
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pletas. Dentro de cada una de ellas se seleccionaron por m.a.s. un 50% de los renglones que
contenfan. el nimero de renglones por pédgina y la proporcién de renglones con al menos un
acento ortogréfico descubiertos en ambas paginas se resumen en la siguiente tabla:

N° de lineas por pédgina 20 | 28

Proporcién de renglones acentuados | 0.8 | 0.5

Por otro lado, dentro del grupo de las pdginas completas se seleccionaron por m.a.s. 4 paginas,
y se observo la existencia o no de acentos ortograficos en 10 renglones de cada una de ellas
(seleccionados también mediante m.a.s.). El nimero de lineas analizadas con al menos un
acento ortografico fue 9, 5, 8 y 4 respectivamente.

Sabiendo que el niimero total de lineas de las paginas incompletas es 1000, estimar la propor-
cién de renglones del libro que tienen al menos un acento ortogréfico, y facilitar un intervalo
confidencial al 95%, suponiendo la hipétesis de normalidad.

4) Una gran urbanizacién de la Costa del Sol estd constituida por casas familiares y aparta-
mentos. Ambos tipos de viviendas se concentran en bloques. Los 30 bloques de casas familiares
contienen 40 viviendas cada uno, mientras que los 20 bloques de apartamentos varfan de tamano
(8 apartamentos, 4, 6, 12,...) , conteniendo entre todos ellos a 200 apartamentos.

Se desea conocer la proporcién de viviendas de extranjeros en la urbanizacién. Para ello, se
seleccionaron de entre los bloques de casas familiares 4 bloques, y en cada uno de ellos 10
viviendas (m.a.s. en ambos casos). Las proporciones observadas de viviendas de extranjeros
fueron 0.4, 0.3, 0.7 y 0.2 respectivamente.

Por otro lado, dentro del conjunto de los bloques de apartamentos se seleccionaron por muestreo
con reemplazamiento y probabilidades proporcionales a los tamanos 3 bloques. De cada uno
de ellos se tomé por m.a.s. una fraccién muestral del 50% de los apartamentos. El nimero
de apartamentos por bloque y de viviendas de extranjeros encontrados se resumen en la tabla
siguiente:

N° de apartamentos por bloque 16 | 816

N° de apartamentos extranjeros observados | 6 | 3 | 3

Estimar la proporcién de viviendas de extranjeros en la urbanizacién, y facilitar un intervalo
confidencial al 95%.

5) Se desea conocer la proporcién de hogares de una determinada Comunidad Auténoma en
los que hay mds de un coche. Para ello se estratifican las seccciones censales de la Comunidad
en zona rural y zona urbana. Las 25 secciones de la zona rural varian de tamano (80 hogares,
108 hogares, 95 hogares...) conteniendo entre todas ellas 2000 hogares, mientras que las 20
secciones de la zona urbana contienen 500 hogares cada una.

De entre las secciones censales de la zona rural, se seleccionaron por muestreo con reemplaza-
miento y probabilidades proporcionales a los tamanos 4 secciones. De cada una de ellas se tom6
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una fraccién muestral del 20% de los hogares por m.a.s. El nimero de hogares por seccién y
de hogares observados con méas de un coche se recogen en la siguiente tabla:

N° de hogares por seccién censal 135 | 80 | 45 | 100

N° de hogares observados con més de un coche | 3 4 (2 |4

Por otro lado, se seleccionaron 3 secciones censales de la zona urbana, y de cada una de ellas
el 10% de los hogares (m.a.s. en ambos casos). El niumero de hogares observados con mds de
un coche fue 25, 40 y 10 respectivamente.

Estimar la proporcién de hogares de la Comunidad con més de un coche, y facilitar un I.C. al
95%.

6) Se desea estimar la proporcién de alumnos que practican algin deporte en una determi-
nada zona. Para ello consideraremos como poblacién a estudiar los alumnos del Instituto de
Ensenianza Secundaria (I.E.S.) de la zona. En este curso 200/2001 se han matriculado 1000
alumnos y han sido agrupados en 50 aulas de diferente tamano, debido a la gran variedad de
optativas que ofrece la LOGSE. Realizamos un muestreo bietdpico con probabilidades iguales
y sin reposicion en ambas etapas. En la primera etapa se obtienen 5 aulas con 6, 10, 8, 20 y 60
alumnos respectivamente. De estos alumnos, en segunda etapa, seleccionamos sélo algunos con
una fraccién de muestreo fo; = 4/M; siendo M; el nimero de alumnos matriculados en el aula
iésima. A la muestra de alumnos en cada aula seleccionada se les pregunta si realizan algiin
deporte obteniéndose que en la primera aula hay una respuesta afirmativa, 3 en la 2°, 2 para
las aulas 3 y 4, y 3 alumnos practican algin deporte en la muestra del aula 5.

Con estos datos se pide un estimador insesgado para la proporcién de alumnos que practican
algin deporte y su error de muestreo.

7) Para calcular los ingresos medios por vivienda en una poblacién formada por dos barrios,
uno dedicado a la industria y otro a la agricultura, se decide realizar un muestreo en cada uno
de ellos. En el barrio industrial se selecciona una muestra de bloques de tamano 3 sin reposicién
y con probabilidades iguales. Los tres bloques de viviendas muestreados corresponden a un 5%
del total de bloques en ese barrio. Estos bloques estdn formados por 50 viviendas cada uno.
Para cada bloque seleccionamos, también sin reposicién, una submuestra de tamano 5. En cada
vivienda de la muestra se obtienen los ingresos medios. Los datos obtenidos se muestran en la
siguiente tabla:

Bloque | Ingresos medios en los hogares muestreados

1 16, 19, 22, 18, 25
2 20, 19, 23, 18, 25
3 16, 15, 20, 18, 21

Por otra parte, el barrio agricola estd formado por bloques deviviendas de diversos tamanos.
Seleccionamos cuatro de ellos con reposiciéon y probabilidades proporcionales al tamano. En
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cada bloque seleccionado se realiza un submuestreo tomando cinco hogares en cada uno de
ellso. Los resultados obtenidos se muestran en la tabla:

Bloque | Tamano | Ingresos medios en los hogares muestreados
1 40 12, 15, 18, 13, 17

2 60 19, 17, 20, 21, 13

3 45 10, 14, 6, 14, 16

4 55 7,11, 15,7, 15

Con los datos obtenidos dar una estimacién de los ingresos medios por vivienda en cada barrio
asf como los ingresos medios en la poblacién. Obtener los errores de muestreo en ambos casos.

8) Se desea muestrear tres hospitales con reemplazamiento de entre los seis que existen en una
ciudad, con el fin de estimar la proporcién de pacientes que permanecen en el centro mas de
dos dias consecutivos. Como los hospitales varian de tamano, éstos serdn muestreados con
probabilidades proporcionales al nimero de pacientes.

Los datos muestrales son:

N° de los que permanecen
Hospital | N° de pacientes muestreados

mads de dos dias

2 43 25
4 28 15
6 19 8

Estimar la proporcién de pacientes con permanencia superior a dos dfas consecutivos para los
seis hospitales y establecer un limite para el error de estimacién con un nivel de confianza de
95%.

9) Resolver el ejercicio 9.6 con la ayuda de la macro estimbipptr (nota: crear un archivo con la

1
variable conglomerado y la variable pi que es igual para conglomerado, igual a Z)

10) El archivo SAS supermat contiene un estudio realizado sobre 4810 alumnos en 91 Centros
de Ensenanaza Secundaria de Madrid, sobre aptitudes de todo tipo. La variable centro indica
el cédigo de centro, y la variable tamacentro el nimero de alumnos encuestados en ese centro.

Para el resto del ejercicio, consideraremos el archivo como la poblacién de interés. Los tests
realizados estédn en escala de 1 a 100.

a) Calcular la nota poblacional media de la variable orto (test de ortografia).
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b) Extraer 5 centros por muestreo proporcional a la variable tamacentro, con reemplazamiento,
y dentro de cada uno de ellos 10 alumnos, con la macro extrabipptr . Con la macro estim-
bipptr.calcular el valor del estimador y su varianza. Realizar el proceso con las semillas 1234,
1235, 1236, 1237, 1238. Rellenar con el estimador la parte correspondiente de la tabla inferior.

c¢) Realizar el mismo proceso sin reemplazamiento, con las macros extrabippt y estimbippt.

d) Realizar el mismo proceso, con m.a.s. en ambas etapas, con las macro extrabimas y estim-
bimas.

Muestra | m.a.s., m.a.s. | pptr, m.a.s | ppt, m.a.s.
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11 UTILIZACION DEL SAS EN MUESTREO

Al margen de la utilizacién del programa SAS en cada una de las técnicas, presentada en los
capitulos correspondientes, se verd a continuacién una sintesis de la utilizaciéon del SAS en
muestreo, asi como ciertas consideraciones de cardcter general.

11.1 El procedimiento Surveyselect

El procedimiento Surveyselect estd orientado a la extraccién de muestras aleatorias de un
archivo de datos SAS. Su sintaxis bdsica es la siguiente:

proc surveyselect data=poblacion out=muestra method=método n=tamano muestral seed=semilla;
size variable-tamano;

strata estratos;

run;

poblacion es el archivo SAS que contiene la poblacién .

muestra es el archivo SAS de salida que contiene la muestra.

tamano muestral es el tamano de la muestra. Puede también aportarse en su lugar la opcion
rate=fraccion donde se especifica la fraccién de muestreo.

semilla es la semilla de aleatorizacién para obtener la muestra. Si no se indica esta opcién, el

proc surveyselect utiliza la hora interna del ordenador.
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variable-tamano es la variable auxiliar, para métodos de muestreo proporcionales a los valores
de esa variable (la sentencia size es opcional, no se utiliza para m.a.s. por ejemplo).

estratos son las variables que indican los estratos (puede haber més de una). La sentencia strata
es opcional, para muestreo estratificado. El método indicado en method=método se aplica a
todos los estratos.

método es el método de muestreo utilizado. Se pueden nombrar los siguientes:

SIS es la opcién por defecto; es muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento (m.a.s.).

urs muestreo aleatorio simple con reemplazamiento (m.a.s.r.).

pps_ Wr muestreo con reemplazamiento, con probabilidades proporcionales a la variable
auxiliar.

pps muestreo sin reemplazamiento, con probabilidades proporcionales a la variable

auxiliar, con el método de Hanurav.
Sys muestreo sistematico.

El proc surveyselect no obtiene directamente muestras en muestreo por conglomerados en varias
etapas, por lo cual hemos programado las macros extramono, extrabippt, extrabimas y extra-
bimasr para suplir esta carencia.

Algunos comentarios respecto al muestreo estratificado y ppt son necesarios a continuacion.

11.1.1 Muestreo estratificado

En el capitulo de muestreo estratificado estd expuesta la sintaxis del proc surveyselect para cada
tipo de afijacién. Si se desea realizar muestreo estratificado con diferente método de extraccion
en cada estrato, es necesario realizar el siguiente proceso:

1) Segmentar el archivo en varios, con un archivo diferente para cada estrato. Esto se puede
realizar con el paso data:

data archivol archivo2...archivoL;
if estrato=1 then output archivol;

if estrato=L then output archivoL;

2) Realizar la extraccién de muestras por separado para cada archivo.

3) Unir todos los archivos con un paso data:
data union;set muestral muestra2....muestral;

Para aplicar la diferente estimacién en cada estrato hay que conservar también los archivos por

separado. ©J. Portela, M. Villeta
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11.1.2 Muestreo ppt

En el muestreo ppt el proc surveyselect utiliza el método de Hanurav por defecto. Es acon-
sejable utilizar la opcién jtprobs (ver el capitulo dedicado a muestreo ppt) para conservar las
probabilidades de inclusién de los elementos muestrales.

Aunque se pueden especificar los métodos pps Brewer y pps Sampford, estédn restringidos
solamente a dos observaciones por estrato, con lo cual no los hemos tratado aqui.

La restriccién p; < — puede ser una molestia con bastante frecuencia. Remitimos al capi-
n

tulo sobre muestreo ppt para ver las maneras practicas de abordarlo, a través de unidades
autorrepresentadas, estratificaciéon u otros métodos.

11.2 El procedimiento Surveymeans

Es el procedimiento del SAS para realizar estimaciones sobre muestras extraidas en diversos
tipos de muestreo. Su sintaxis bésica es:

proc surveymeans data=archivo N=total,
var variables;

strata estratos;

cluster conglomerados;

weight variable;

run;

Donde total es el tamano poblacional, que se indica a efectos de cédlculo del coeficiente de
correccion por poblacién finita, y estratos y conglomerados indican respectivamente las variables
de identificacién de los estratos y conglomerados (si los hay).

El proc surveymeans asume que la variable indicada en la opcién weight contiene, para cada
observacion, su peso en el procedimiento de muestreo. Si no se indica la opcién weight, los
pesos se toman como constantes para todas las observaciones.

Aunque el procedimiento surveymeans realiza los cdlculos sobre una cierta variedad de métodos
de muestreo, su algoritmo bdsico para la estimacién de varianzas es el método de linearizacion
por expansiéon de Taylor, que ocasionalmente puede dar lugar a estimaciones relativamente
diferentes a las presentadas en este curso bdsico. Ademads, en caso de muestreo por conglome-
rados, se asume reemplazamiento en primera etapa, considerando solamente la variabilidad en
primera etapa para el cdlculo de varianzas.

Por estas razones se han realizado las macros presentes en este trabajo. Existen también otras
macros para realizar estimaciones sobre encuestas por muestreo en SAS (el conjunto de macros
CLAN, realizado por Statistics Sweden, y el conjunto de macros GSE, realizado por Statistics
Canada), pero no son de acceso gratuito.

© J. Portela, M. Villeta
ISBN 9788496866133



464 UTILIZACION DEL SAS EN MUESTREO

Estimacion en muestras autoponderadas

La estimacion por defecto de la media por el proc surveymeans es adecuada solamente en
muestras autoponderadas, y esto suele ser fuente de errores de los usuarios. Se explica a
continuacion el funcionamiento del proc surveymeans en cuanto a estimacién de la media.

El funcionamiento del algoritmo de estimacién del proc Surveymeans consiste en calcular de
manera general, como estimador de la media, una media ponderada por los pesos aportados
por el usuario. Por ejemplo, en muestreo estratificado por conglomerados bietédpico:

np Mhj

ySurveymeans = E E E WijkYijk

" h=1 j=1 k=1

donde w... es la suma de los pesos sobre los elementos muestrales:

np Mhj

S»H Pyt

h=1 j=1 k=1

y L,ny, my son estratos, conglomerados y unidades respectivamente.

Hay que senalar que en este estimador, el denominador w... depende de la muestra, y por lo
tanto, es dificil que el estimador sea insesgado de la media poblacional si la muestra no es
autoponderada. Se obtiene que, en general :

np Mhj L Ny th
E(@Surveymeans) - E : E , E :wljkyl]k 7é § E § Yijk
"h1j1k1 h1j1k1

1 . . . ..
donde tanto —— como w;j,Yy; . son variables aleatorias. La igualdad no se suele cumplir si
w...

los pesos no son iguales para todas las observaciones, pues w... es la suma de los pesos de las
observaciones muestrales.

Si la muestra es autoponderada, entonces los pesos en el estimador insesgado habitual son
constantes, w;;r = W para todas las observaciones, y en el estimador del proc surveymeans los
pesos se cancelan y se obtiene con el proc surveymeans el estimador insesgado de la media:

np Mmp

ySurveymeans - E § : E Yijk

”kh 1 =1 k=1

donde hemos denotado por NN, el total de observaciones de la muestra.

En el caso de muestras autoponderadas, ademads, al ser los pesos constantes no es necesario
poner la opcién weight en el proc surveymeans, pues el estimador es igual si se consideran
todos los pesos como iguales.

Si por ejemplo se desea estimacién sobre muestreo estratificado con dos estratos, con pesos

0 20
Wy = 30 Wy = 30’ con m.a.s. de tamano n; = 2 y ny, = 4 respectivamente , los pesos
. . . 10 20 D
relativos para cada observacién son iguales, 30.2 ~30.4 Asi que no es necesario indicar los
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pesos en la opcién weight por ser la muestra autoponderada. Se obtendra entonces el estimador
insesgado habitual, y su varianza estimada, que no coincide en todos los decimales con el
estimador habitual de la varianza por utilizar el proc surveymeans la técnica de aproximacion
por linearizacién de Taylor.

En el ejemplo bédsico que viene en el SAS con el proc surveymeans, de muestreo por conglom-
erados monoetépico y estratificado (ver Ayuda y ejemplos del proc surveymeans) , se trata de
una muestra autoponderada, por ser los conglomerados escogidos con afijacién proporcional, y
por lo tanto tampoco es necesario introducir los pesos, tal y como estdn indicados en el ejemplo.
El programa da lugar al mismo resultado si no se utiliza la opcién weight.

Como ejemplo de un caso simple que no puede ser resuelto directamente con un estimador
insesgado por el proc surveymeans en su opcion de estimacién de media por defecto, por tratarse
de estimacién no autoponderada, si se ha realizado muestreo pptr en una poblacién de N
observaciones, para el cdlculo del estimador de Hansen Hurwitz de la media

n

~ 1 1 1
1y = —t = — _— = i
4 N7 N — i Z aniy

=1

. 1
el peso relativo de cada observacion i serfa . Pero si se utiliza como peso N o cualquier

np; np;
otro peso proporcional a éste, pues dan todos el mismo resultado, el cdlculo por defecto por el

proc surveymeans del estimador de la media da

n

~ 1 1
_:—g ——1;, pero
Y anl-y pet

=1

1
w.:;aniyél

en general, pues w. depende de las observaciones escogidas, y por lo tanto no se obtiene el

~ "1
resultado deseado, § = Z
i=1

Al calcular la media el proc surveymeans estd por lo tanto orientado a la estimacién sobre
muestras autoponderadas, comunes en la practica sobre todo cuando se realizan encuestas
complejas con estratificacion y varias etapas. Si la muestra no es autoponderada, siempre se
puede recurrir a alguno de los métodos de correccién presentados en la seccién 9.2.5. o bien
utilizar la opcién explicada a continuacién.

Estimacion en muestras no autoponderadas

Utilizando los pesos adecuados, se puede obtener el estimador correcto de la media en muestras
no autoponderadas, a través de la estimacién del total en el proc surveymeans . En el ejemplo
anterior los pesos para la estimacion del total serfan los — para cada observacién muestral, y

np;
estarfan en el archivo muestral en la variable llamada pesos, por ejemplo.

Se utilizard la opcién sum, requiriendo una suma ponderada de los valores muestrales, para

obtener una estimacion del total: ©J. Portela, M. Villota
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proc surveymeans data=archivo sum;
weight pesos;
run;

Con la opcién sum el procedimiento surveymeans construye el estimador del total

np Mhj

L
NySurveymeans = E E § WijkYijk

h=1 j=1 k=1

que en el ejemplo serd igual a

n

—_~ 1
Ny = E —1; obteniendo el resultado habitual del estimador de Hansen Hurwitz para el
i=1

total.

Si se desea la estimacién de la media, basta obtener la estimacion del total y dividirla por N.

También puede utilizarse el peso en el procedimiento, obteniendo el estimador correcto

i
de la media.
Debido a que en este ejemplo se trata de muestreo con reemplazamiento, el valor de la varianza
estimada por el proc surveymeans es igual al obtenido mediante la férmula del estimador
insesgado de la varianza estudiado para el estimador de Hansen Hurwitz.

Si en lugar de muestreo con probabilidades desiguales con reemplazamiento se utiliza muestreo
con probabilidades desiguales sin reemplazamiento, los pesos a considerar en el proc sur-

veymeans con la opcién sum son, para cada observacién muestral, — para la estimacién del
i

1
total y N para la estimacién de la media. Al no tener en cuenta las probabilidades de in-
/7"'.

(2
clusién de segundo orden 7;;, el proc surveymeans obtiene un estimador de la varianza, basado
en la linearizacion por Taylor, diferente a los estimadores cldsicos de Horvitz-Thompson y
Yates-Grundy.

Para otros métodos de muestreo (con o sin estratos, con o sin reemplazamiento, con o sin
conglomerados, probabilidades iguales o desiguales, etc.), se construirdn adecuadamente los
pesos de muestreo asignandolos a una variable, y se definirdn en la opcién weight del proc
surveymeans, ejecutado con la opcién sum.

Por ejemplo, si se trata de muestreo por conglomerados bietdpico con seleccién en primera
i
nm;m;
donde N; es el tamano del conglomerado ¢, m; es el tamano muestral en segunda etapa en el

conglomerado ¢ y 7; es la probabilidad de inclusién del conglomerado .

etapa con probabilidades desiguales, los pesos para la estimacion de la media serdn

Hay que tener en cuenta que en general, considerando la estimacién de la varianza, atin en casos
de muestras autoponderadas, la varianza calculada para estos métodos sencillos de muestreo
no tiene por qué coincidir exactamente con la estudiada en la teoria, por basarse en una apro-
ximacién, que es 1til para métodos complejos de muestreo pero no es necesaria para métodos
més bdsicos.
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En lo que respecta al proc surveymeans en la estimacion en técnicas basicas como m.a.s.r. y
m.a.s. , se han tratado en los capitulos relacionados. Una cuestién que puede ser de importancia
es que el proc surveymeans utiliza la distribucion t de Student en la construccién de intervalos
de confianza, lo que puede ser més preciso que la aproximacién Normal para muestras pequenas

11.3 Utilizacion de las macros

Las macros presentadas en este libro ha sido realizadas enteramente por los autores de éste. Su
propdésito es principalmente pedagégico, aunque se han utilizado en la practica sobre encuestas
y trabajos practicos de muestreo y estimacion, con buenos resultados.

Las macros de extraccién de muestras comienzan por el sufijo extra y las macros dedicadas a
estimacion por el sufijo estim.

La utilizaciéon de las macros requiere haberlas compilado previamente. Para este propésito,
se presentan todas conjuntamente en el archivo todomacros.sas para ser compiladas a la vez,
ademds de también estar dispuestas por separado cada una en un archivo.

Respecto a su utilizacién, conviene tener en cuenta algunas cuestiones técnicas en caso de tener
problemas al ejecutarlas:

e En general al principio de cada macro hay una linea del tipo

options nodate nocenter nonumber nonotes;

La opcién nonotes elimina los comentarios realizados por el SAS en la ventana LOG sobre los
procesos. La razon es que las macros implican a veces cierta cantidad de operaciones que llenan
la pantalla LOG de comentarios. Si existe algin problema en la ejecucién de la macro, para
poder ver todos los comentarios, se puede cambiar en la macro la palabra nonotes por notes, o
borrar la linea.

e Los valores missing pueden estropear el cdlculo de estimaciones en muchos casos, por lo
cual el archivo muestral debe ser depurado consecuentemente.

e Raramente puede ocurrir que el nombre de alguna variable de los archivos poblacionales o
muestrales aportados por el usuario coincidan con los nombres de variables utilizados en
la macro. No es normal que esto origine errores, pero en caso de duda se pueden cambiar
los nombres de las variables en los archivos utilizados.

e Los pardametros de las macros son posicionales. Eventualmente, si el usuario lo desea, se
pueden cambiar a pardametros con un igual en la definicién de la macro:

Jmacro estimasr(archivo=poblacion,variable=y,npobla=numero,z=control);
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Y en la ejecucién de la macro, se nombran también con un igual los pardmetros
%hestimasr(archivo=uno,variable=gasto,npobla=100,z=1);

Esta manera de nombrar los pardmetros en la macro es preferida por algunos usuarios.

e El SAS considera las maytusculas y mintsculas como diferentes en el nombre de las va-
riables. En algunos casos esto puede dar problemas al no reconocer las macros el nombre
de las variables, si no se indican como son. Es necesario cerciorarse por lo tanto de que
al nombrar la variable en la ejecucién de la macro el nombre de la variable aparece como
es, con sus mayusculas y mintsculas. Si es necesario, se puede ejecutar el procedimiento
contents previamente para comprobar el nombre de las variables:

proc contents data=archivo;run;

11.4 Estimaciones sobre varias variables a la vez

Una posibilidad importante es la de poder realizar estimaciones a la vez sobre varias variables,
algo que es una necesidad muy frecuente en la practica. En el proc surveymeans esta opcién
es facilmente accesible, al poder poner en el apartado var la lista de variables separada por
espacios en blanco.

En el caso de la utilizaciéon de las macros, es necesario ejecutar una macro de repeticién. Para
cada macro y en cada circunstancia (tamafnio poblacional, etc.) se crea la siguiente macro de
repeticién, que estd también presente en el archivo todomacros.sas.
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/kkokokokok ko ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok /
/* PROGRAMA BASE PARA REPETIR CUALQUIER MACRO DE

ESTIMACION CON VARIAS VARIABLES */
/ kok ok sk sk sk s ok ok ok sk sk ok o ok ok ok ks s ok ok ok sk ks s ok ok sk sk ok s s ok ok sk sk sk s e ok ok sk sk sk ok ok ok sk sk sk ook ok sk sk sk k ok sk ok ok /

#Macro Repetir( VarList ) ;
%Local Stop;
%Let Stop =
%Eval (%SysFunc (CountC(&VarList , %Str( ))) + (%Length(&VarList) >0 ));
%Do I =1 %To &Stop ;
/*JPut Y%Scan( &VarList , &I , %Str( ) ) ;*/
%let variab=%Scan( &VarList , &I , %Str( ) ) ;

/***************************************************************

AQUi DEBAJO SE PONE LA MACRO CON SUS PARAMETROS.
EN LA CASILLA DE LA VARIABLE DE INTERES ES NECESARIO
PONER LA PALABRA &variab
/ ksk sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk ko sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk ko ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk kok sk sk sk sk ok sk ok /

Y%estimasr (muestra,&variab,50,1);
/K sk sk ok ok ok ok o o ok ok ok sk sk sk sk ok ok ok ok o ok ok ok sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok okok /

%End ;

#Mend repetir;

Para cada macro y circunstancia, simplemente se cambia en el texto presentado anteriormente
la linea

%estimasr (muestra,&variab,50,1) ;
por la ejecucién de la macro que interese. Por ejemplo, por
%estimonopptr (muestra,dos,con,&variab,1,10,5,850);

donde se pone la palabra clave &variab en el lugar de la variable de interés.

Finalmente, para ejecutar la repeticién de las estimaciones de la macro sobre varias variables,
basta ejecutar la macro repetir sobre una lista de variables (que se supone estdn presentes en
el archivo de muestra):

hrepetir(gasto ingresos edad);

11.5 Listado de las macros

Para la extraccién de muestras en m.a.s.r., m.a.s., muestreo estratificado (con m.a.s., m.a.s.r.,

sistemdtico, pptr o ppt en cada estrato), muestreo sistemdtico, muestreo pptr ¥ muestreq, ppt
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se utilizara el proc surveyselect. Para estimacion de medias, totales y proporciones en m.a.s.
se utilizard el proc surveymeans.

Para el resto de procedimientos, se utilizardn las macros.

Estimacion en muestreo aleatorio simple con reemplazamiento:
hestimasr(archivo,variable,npobla,z);

Estimacion en muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento:

%estimas (archivo,variable,npobla);

Estimacién en muestreo estratificado:

%estimestrat (muestra,archivo2,vary,vartama,post,indicador,nestratos,N);
Estimacién en muestreo sistemético:

% estimpen(archivo,variable,m,N);

Estimacion de razén y regresion bajo m.a.s.:

hestimrazreg (archivo,variabley,variablex,mediax,ngrande,n);
hestimrazestrat (archivol,archivo2,variabley,variablex,varestrato,
vartama,varmedx,mediax,indicador,ngrande) ;

Estimacion en muestreo con probabilidades desiguales:

%hestimpptr (archivol,archivo2,variabley,id,ngrande,n,indicador);
%hestimppt (archivol,variabley,n,ngrande) ;

Extraccion de muestras en muestreo por conglomerados monoetépico:

hextramono (archivol,archivo2,codif,varconglo,nconglo,n,semilla) ;
Jhextramonoppt (archivol,archivo2,archivo3,inclusion,codif,
varconglo,variablex,nconglo,reemplazo,indicador,n,semilla);
hextramonopptr (archivol,archivo2,archivo3, codif,varconglo,
variablex,nconglo,indicador, n);

Estimacion en muestreo por conglomerados monoetépico:
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%hestimono(archivol,variabley,varconglo,nconglo,n,ngrande) ;
%estimonoppt (archil,inclusion,variabley,nconglo,n,ngran) ;
%hestimonopptr(archil,archi2,varconglo,variabley,indicador,
nconglo,n,ngran) ;

Extraccién de muestras en muestreo por conglomerados bietdpico:

hextrabimas (archivol,archivo2,archivo3, codif,varconglo,nconglo,
n,n2,frac2,semillal,semilla?2);
%hextrabimasr(archivol,archivo2,archivo3,codif,varconglo,nconglo,
n,n2,frac2,semillal,semilla2);
hextrabipptr(archivol,archivo2,archivo3,archivo4,codif,varconglo,
varx,nconglo,n,n2,frac2,masr,

indicador,semillal,semilla2);

hextrabippt (archivol,archivo2,archivo3,archivo4,inclusion,codif,
varconglo,varx,nconglo,n,n2,frac2,indicador,semillal,semilla?);

Estimacion en muestreo por conglomerados bietapico:

Jestimbimas (muestra,vary,varconglo,vartamacong,reemplazo,
nconglo,n,ngrande) ;

%estimbipptr (muestra,archivo2,vary,varconglo,vartamacong,indicador,
nconglo,n,ngrande) ;

%estimbippt (muestra,inclusion,vary, varconglo,vartamacong,nconglo,
n,ngrande) ;

11.6 Utilizacién del SAS en la préactica del muestreo

A lo largo del presente trabajo se han visto numerosos ejemplos pedagdgicos en los que se
dispone de toda la poblacién en un archivo, del cual se extraen muestras y se calculan los
valores de los estimadores. Estos casos, como aquellos en los que se realizan simulaciones,
tienen por objetivo ilustrar sobre el comportamiento de los diferentes estimadores estudiados.

En la practica, y antes del muestreo, no se dispone de la variable y para ningin elemento
poblacional. Normalmente se dispone de un listado con el cédigo o identificacién de cada una
de las unidades elementales (con la informacién de estratos, conglomerados y variables auxiliares
si existen). Los pasos para la realizacién del muestreo y posterior estimacién en la practica son:

1. Lo primero que hay que hacer, si se quiere utilizar el SAS para escoger qué unidades
elementales y/o de cualquier etapa hay que seleccionar, con estratos o no, es introducir
los datos de identificacién en un archivo SAS. Esto puede hacerse, si se dispone de esa
informacién en un archivo de texto, Excel o cualquier formato de base de datos, con los
procedimientos del SAS de importacién de archivos.
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Una vez creado este archivo, se procede a seleccionar la muestra, con el procedimiento
surveyselect o alguna de las macros. La muestra consistird en una porcién del archivo
"poblacional", con sus mismas variables y por lo tanto con la variable de identificacién
de las unidades.

Seguidamente se procederd al trabajo de campo, recogiendo la informacién de cada una
de las unidades cuya identificacién esté en el archivo SAS muestral.

Una vez recogida esta informacién en forma de valores de variables para cada observacién,
se incorpora al archivo muestral SAS (si ha sido recogida en otro formato, se procede a
su importacién como archivo SAS).

Por 1ltimo, se procede a la estimacién de medias, proporcién y totales utilizando el proc
surveymeans o bien la macro correspondiente, sobre el archivo muestral que contiene la
informacion recogida.
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