Introduccion

Este manual estudia principalmente las ecuaciones en derivadas parciales (EDPs),
aunque también trata las soluciones por medio de series y los problemas de contorno
de las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs). Una EDP es una ecuacién en la que
aparecen derivadas parciales de una funcién incdgnita de varias variables. Todas las
EDPs que trataremos seran lineales. Mas en concreto, salvo un breve estudio de las
lineales de primer orden, de menor interés fisico pero que nos servirdn para entender
las siguientes, veremos EDPs lineales de segundo orden (con derivadas de orden 2 o
menor), del tipo:
a 32u < au
ij=1 Jj=1

con u, Aj, Dj, Hy F funciones de (xi, ..., Xn). Casi siempre trataremos el caso n=2
para entender mejor los problemas. En mas dimensiones en esencia lo que se complican
son los célculos. Una solucién de [E] serd una funcién u(xa,...,xn) de clase C2 en una
regién D de R" que sustituida en la ecuacién la convierte en una identidad.

Entre las EDPs lineales de segundo orden se encuentran muchas ecuaciones de la fisica.
Entre ellas las tres EDPs clasicas:

ecuacion de ondas Uit — c2Au=0
ecuacion del calor ur—kAu=0
y ecuacion de Laplace Au=0,

ejemplos respectivos de los tres tipos en que se clasifican: hiperbdlicas, parabdlicas
y elipticas. Las teorias avanzadas de las EDPs vienen a ser la generalizacién del estudio
de estas tres ecuaciones. Sus propiedades son tan diferentes que no existe una teoria
general como para las EDOs lineales.

En el capitulo 1 se describirdn las pocas veces que se puede hallar la solucién de una
EDP mediante integracién (por eso, en el capitulo 4 utilizaremos series para resolverla).
Veremos cémo calcular la solucién general de algunas EDPs de primer orden en dos
variables (y aparecera una funcién arbitraria de las caracteristicas, soluciones de una
EDO ligada a la EDP) y de pocas de segundo (con dos funciones arbitrarias). Precisare-
mos qué condiciones adicionales (iniciales o de contorno) se imponen a las EDPs para
gue tengan solucidn unica. De las clasicas, solo para la de ondas se podra deducir su
solucién general y tendremos una férmula (de D’Alembert) para la solucién con el par
de datos iniciales. Conseguiremos también con la transformada de Fourier resolver
algunas EDPs de las anteriores en recintos no acotados y alguna otra nueva (como la del
calor para la varilla infinita).

El capitulo 2 describe cémo resolver EDOs lineales de segundo orden mediante series
de potencias (Unico método posible en la mayoria de las ocasiones), en torno a los
Ilamados puntos regulares y a los singulares regulares, incluido el llamado punto del
infinito. Se aplica el método a tres ecuaciones particulares (Legendre, Hermite y Bessel)
gue aparecen al resolver EDPs de la fisica.

El capitulo 4 resuelve con el método de separacién de variables las tres EDPs clasicas
(homogéneas y no homogéneas, en diferentes coordenadas y en 2 0 mas variables) en
recintos sencillos (y acotados, al menos, en una variable). Se supone que la solucién
es producto de funciones de cada variable y esto nos lleva a resolver EDOs para cada
una, alguna de ellas con condiciones de contorno. Las soluciones quedan expresadas en
términos de series de Fourier (habitualmente series de senos o cosenos).
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La teoria (muy diferente de la de los de valores iniciales) de los problemas de contorno
para EDOs (homogéneos y no homogéneos) y un estudio de dichas series se dara pre-
viamente en el capitulo 3. Y al final del 4 hablaremos brevemente de las funciones de
Green para problemas de contorno de EDOs y para Laplace.

La parte tedrica de los apuntes se acaba con un apéndice que repasa diferentes conoci-
mientos matematicos utilizados en las pdginas anteriores: de EDOs de primer y segundo
orden (estudiadas en el curso de Métodos | del cuatrimestre anterior) y de célculo en
varias variables y de la convergencia uniforme (en asignaturas de primero).

Un cuatrimestre habitual con unas 55 horas de clase se puede distribuir de esta forma
aproximada (media de los Ultimos cursos): 14 horas para el tema 1, 7.5 para el 2, 8 para
el 3, 20.5 para el 4, 2 de repaso y 3 para realizar un par de controles.

Para acabar esta introduccién, describamos el significado fisico de las tres ecuaciones
clasicas. Las interpretamos Unicamente en sus versiones mas sencillas (que son las mas
tratadas en los apuntes): cuando la u es funcién de dos variables.

La ecuacién de ondas unidimensional o ecuacién de la cuerda vibrante describe las
oscilaciones de una cuerda eldstica, tensa y fija en sus extremos. Suponemos que sus
oscilaciones son transversales y de pequeia amplitud. Si

la u(x,t) representa la altura del punto de abscisa x en instante t

el instante funcién t, esa u(x, t) satisface la EDP: U /\.l

Utt — CUxx = F(x, t) ,

donde c2 =T,/p, T, fuerza de tensién en los extremos, p masa por unidad de longitud
(densidad lineal) y F(x,t) fuerza vertical externa por unidad de masa que actla sobre
el punto x en el instante t. Para determinar la evolucién de una cuerda concreta, se
debera fijar la posiciéon de la cuerda y la distribucién de velocidades verticales en el
instante inicial, es decir, u(x, 0) y u¢(x, 0). También se deberd de tener en cuenta que
permanece fija en los extremos x=0 y x=L, o sea, que debe cumplir las condiciones
de contorno u(0, t)=u(L, t)=0. No olvidemos que el modelo matematico de esta cuerda
ideal es una simplificacién de la realidad; lo mismo ocurre con las siguientes.

La distribucién de temperaturas a lo largo del tiempo en una varilla delgada (que se
puede suponer unidimensional) viene regida por la ecuacion del calor:

Ut—kax=O ’

donde u(x,t) es la temperatura del punto x en el instante t y k>0 es una constante
que mide la capacidad de conducir el calor de la varilla. Si hay fuentes de calor en el
interior de la varilla se debe poner una F(x,t) en el segundo miembro de la EDP. Aqui
basta para determinar la solucién, a diferencia de las ondas, dar solo la distribucién
inicial de temperaturas u(x, 0) junto con los datos de contorno, que pueden ser de
diferentes tipos: temperatura dada en el extremo, extremo aislado, radiacién libre al
medio...

Entre otras situaciones fisicas, puede decribir la ecuacién de Laplace
Uxx + Uyy =0

la distribucién estacionaria de temperaturas en una placa bidimensional. La existencia
de fuentes de calor en el interior de la superficie aportaria una F en el sequndo miembro
(ecuacién de Poisson). Frente a las dos EDPs anteriores que describian la evolucién de
un sistema a lo largo del tiempo, esta describe situaciones estacionarias y los problemas
que se plantean para ella son siempre con condiciones de contorno.



