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Resumen

Este trabajo estudia la eliminaciéon de cuantificadores en teoria de modelos y su relaciéon con
la geometria algebraica y la geometria algebraica real. Tras formalizar la nocién y presentar
criterios semanticos que la caracterizan, se prueba que la teoria de los cuerpos algebraicamente
cerrados (ACF) y la teoria de los cuerpos realmente cerrados (RCF) tienen eliminacion de cuan-
tificadores. Desde este enfoque, se recuperan resultados clésicos: el Nullstellensatz de Hilbert,
el Teorema de Ax y una soluciéon al decimoséptimo problema de Hilbert.

Palabras clave: eliminaciéon de cuantificadores; teoria de modelos; cuerpos algebraicamente
cerrados; cuerpos realmente cerrados.

Abstract

This work studies quantifier elimination in model theory and its relation to algebraic geometry
and real algebraic geometry. After formalizing the notion and presenting semantic criteria cha-
racterizing it, the theories of algebraically closed fields (ACF) and real closed fields (RCF) are
shown to have quantifier elimination. Within this framework, classical results are recovered:
Hilbert’s Nullstellensatz, Ax’s theorem, and a solution to Hilbert’s seventeenth problem.

Keywords: quantifier elimination; model theory; algebraically closed fields; real closed fields.
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1. Introduccion

La légica de primer orden proporciona un marco suficientemente flexible para formalizar una
amplia variedad de teorias matemaéticas, pero esa flexibilidad no es gratuita. La presencia de
cuantificadores introduce un nivel de complejidad expresiva que, aunque necesaria en general,
no siempre refleja la complejidad estructural real de los objetos descritos. En este sentido, parte
sustancial del contenido de una teoria puede quedar oculta tras una formulacion sintécticamente
més compleja de lo necesario.

La eliminacién de cuantificadores aborda precisamente este fendémeno. Una teoria tiene
eliminacion de cuantificadores cuando toda formula es equivalente, dentro de la teoria, a una
formula libre de cuantificadores.

Dos ejemplos paradigméticos son la teoria de los cuerpos algebraicamente cerrados y la
teoria de los cuerpos realmente cerrados. En el primer caso, dicha propiedad conduce a la
caracterizacion de los conjuntos definibles como conjuntos constructibles; en el segundo, como
conjuntos semialgebraicos. En ambos contextos, la reducciéon a féormulas sin cuantificadores
hace que resultados clasicos de geometria algebraica y geometria algebraica real aparezcan
como consecuencias naturales de la estructura logica de las teorias.

Desde un punto de vista historico, esta idea aparece de forma implicita mucho antes de
ser formulada como tal. El Nullstellensatz de Hilbert permite sustituir afirmaciones sobre la
existencia de ceros comunes de un sistema de ecuaciones polinémicas, es decir, sobre la no
vacuidad del conjunto algebraico que dichas ecuaciones definen, por condiciones algebraicas
sobre el ideal asociado. Se trata, sin embargo, de un fenémeno todavia ligado a un contexto
matemaético especifico.

El primer uso consciente de la eliminaciéon de cuantificadores como herramienta logica se
debe a Alfred Tarski, en su estudio de la decidibilidad en logica de primer orden [13]. Me-
diante procedimientos algoritmicos, Tarski demuestra la eliminaciéon de cuantificadores para
cuerpos realmente cerrados. En este punto, la nociéon aparece ya de forma explicita, aunque
fundamentalmente como un método técnico al servicio de la decidibilidad.

La lectura moderna de la eliminaciéon de cuantificadores como propiedad estructural de
una teoria se consolida con el desarrollo de la teorfa de modelos [7]. Este marco desplaza el
énfasis desde procedimientos particulares hacia propiedades globales de teorias. La eliminacién
de cuantificadores admite entonces una caracterizaciéon seméntica, que permite reinterpretar de
manera unificada los casos de los cuerpos algebraicamente cerrados y realmente cerrados.

El objetivo de este trabajo es, en primer lugar, probar una caracterizacion seméntica de
la eliminacion de cuantificadores. Para ello se adopta una formulaciéon concreta tomada de |2],
cuya demostracion constituye el niicleo técnico del trabajo y permite reformular la propiedad
en términos estructurales.

En segundo lugar, se aplica este criterio para probar que las teorias de los cuerpos algebrai-
camente cerrados y de los cuerpos realmente cerrados tienen eliminacion de cuantificadores.
Este andlisis requiere un estudio cuidadoso de ambas teorias, apoyado principalmente en [0] y
[3], si bien para la unicidad de la clausura real se sigue el tratamiento mas sucinto de [7]. En la
exposicion de resultados clasicos se han seguido formulaciones habituales en la literatura.

Por ultimo, se muestran aplicaciones de dicha eliminacién: en concreto, se obtienen el Nulls-
tellensatz de Hilbert, el Teorema de Ax y una solucién al decimoséptimo problema de Hilbert.



2. Teoria de modelos

En esta seccion fijamos el marco formal sobre el que trabajaremos.

2.1. Loégica de primer orden: sintaxis y seméantica

A continuacién presentamos un repaso de los fundamentos de la logica de primer orden,
basado sobre todo en [l].

Un lenguaje de primer orden L se define como un conjunto de simbolos que consta de:

-Un conjunto C' de simbolos de constantes.

-Un conjunto F' = {F,, : n € N} de simbolos de funcion, donde cada F,, agrupa los simbolos
de aridad n.

-Un conjunto R = {Ry : k € N} de simbolos de relacion (o predicados), donde cada Ry
agrupa los simbolos de aridad k.

Por convencioén, todo lenguaje £ incluye ademaés los simbolos auxiliares para formar formu-
las: paréntesis “(, )7, la lista infinita de variables x1, zs, ..., las conectivas logicas =, A, V, —, <>,
los cuantificadores V, 3 y el simbolo de igualdad l6gica “=".

Una vez establecemos el lenguaje, construimos las expresiones validas en él. Los términos
de L, los cuales llamaremos L-términos, se forman de manera inductiva:

- Toda variable x; es un L-término.

- Toda constante ¢ € C' es un L-término.

-SifeF,yty,..., tyson L-términos, entonces f(t1,...,t,) es un L-término.

Con los términos definidos, las formulas atomicas son aquellas de la forma t1 =ty 0 R(t1,. .., ),
donde t; son términos y R € Ry. El conjunto de formulas de L, que llamaremos L-formulas, se
obtiene cerrando las atémicas bajo las conectivas logicas —, A y el cuantificador 3, adoptando las
abreviaturas usuales: escribimos x # y en vez de —(z=y); también ¢ V¢ en vez de = (= A =),
© — P envez de 2(p A1), p <> envezde (p— ) A (Y — @)y Ve en vez de =3Iz —gp.

Las reglas inductivas de formacion de términos y formulas garantizan que la descomposicion
de un término o férmula en sus subexpresiones es tinica,' eliminando cualquier ambigiiedad en
la manera de poner las paréntesis o en el orden de aplicaciéon de conectivas y cuantificadores.?

Gracias a la lectura tinica, podemos definir de forma no ambigua medidas inductivas de una
formula. En particular, definimos la altura de una formula ¢, denotada ht(y), asi:

-Si ¢ es atomica, ht(p) = 0.

-Si p = =) 0 p = Jx1h, entonces ht(p) = 1 + ht ().

-Si p = (1 A 0), entonces ht(p) = 1 + max{ht(), ht(0)}.

De modo analogo se define la altura de un término: las variables y constantes tienen altura 0,
y st t=f(t1,...,t,), entonces ht(¢t) = 1 + max{ht(¢;) : 1 <i < n}.

Esta medida de altura permite realizar inducciones estructurales sobre féormulas y térmi-
nos, demostrando propiedades por inducciéon en la altura. Usaremos este tipo de razonamiento
recurrentemente para probar resultados sobre todas las formulas de cierto lenguaje.?

Una variable en una férmula ¢ se dice libre si aparece (al menos una vez) fuera del alcance de
los cuantificadores, en caso contrario se dice ligada. Denotamos lib(y) al conjunto de variables

!(salvo renombre de variables ligadas)

2Ver las Proposiciones 1.8.4 y 1.8.7 en [1].

3En [1] las inducciones se formulan sobre la complejidad ¢(-) (niimero de apariciones de simbolos de funciéon
en los términos y de =, A, 3 en las formulas). Ambas estan bien definidas y decrecen estrictamente en subférmulas
y subtérminos; por tanto, las pruebas por induccién en c se trasladan sin pérdida a inducciones en ht.



libres de ¢. Para indicar las variables libres de una férmula, podemos escribir ¢(x1, ..., x,) para

expresar que las variables libres de ¢ estan entre x4, ..., x,. Una férmula sin variables libres se

denomina sentencia o formula cerrada. Un término sin variables se llama término cerrado.
Una teoria T es un conjunto arbitrario de sentencias de L.

Para dotar de significado a los simbolos, introducimos la nocién de L-estructura: Una L-
estructura A consiste en un conjunto no vacio A (que llamamos universo de A) junto con una
interpretacion de cada simbolo de L:

- A cada constante ¢ € C' se asocia un elemento ¢ € A.

- A cada simbolo de funciéon f € F,, se asocia una funciéon f4: A™ — A.

- A cada simbolo de relacion R € Ry, se asocia un subconjunto R4 C AF,

Emplearemos letras caligraficas A, B, . .. para denotar estructuras y letras romanas A, B, . ..
para sus universos.

Decimos que una L-estructura A es modelo de T si satisface cada sentencia de T'; es decir,
si A = ¢ para todo ¢ € T. Recordamos la nocion de satisfacibilidad.

Una interpretacion en A es una funcion 3 : {x1,zs, ...} — A que asigna a cada variable un
elemento del universo A.

Vemos como se interpreta un término en una L-estructura a partir de una interpretacion
(: si t = ¢ para una constante ¢, entonces tA[ﬂ] = cA; si t = x; para una variable, entonces
tAB8] = B(xi); y si t = f(ti,...,t,), con f un simbolo de funcién de aridad n, se define
recursivamente t4[8] = fA(¢1[8],..., 2 [A]).

Con esta interpretacion de los términos, podemos definir de forma inductiva la relacion de
satisfacibilidad para férmulas:

Ak t26[8] & 18] = 418, A £ Rt ... t)8] & #4[8),...,t48)) € R4,

A | [p] & AEYB] o AEY[H]), AE WAXB] & ARy AR X5
A | Jzy[f] & existe a € A con A = Y[Ba/a)].

Aqui, 3,/, denota la interpretacion definida por 3,/,(z) = a 'y fa/z(y) = B(y) paray # .

Escribiremos A |= ¢[ay,. .., a,] para expresar que la formula ¢(z1,...,x,) se satisface en
la estructura A cuando se interpreta x; = a; para i =1,...,n."

Si ¢ es una sentencia (no tiene variables libres), entonces su satisfacibilidad no depende de
ninguna interpretacion: decimos simplemente que ¢ es verdadera en A (o que @ es consecuencia
logica de A) y escribimos A = .

La definicion anterior formaliza la nocion intuitiva de “verdad” en un modelo: A = ¢ significa
que la estructura A cumple la propiedad expresada por ¢.

Asi aparece motivada la definicién de teoria como conjunto de sentencias, cada una de ellas
atrapando una propiedad de las estructuras que nos interesa estudiar.

Decimos que ¢ es consecuencia logica de T, y escribimos T |= ¢ si toda estructura que
satisface todas las sentencias de T' también satisface ¢, es decir, si A = T implica A | ¢.

Sean £ C L' lenguajes de primer orden. Si M’ = <A ; interpretacion de los simbolos de L)
es una L'-estructura, su reducto a L es M|, := <A ; interpretacion de los simbolos de £).° En
este caso decimos que M’ es una expansion de M al lenguaje L£'. Decimos que una L-férmula
@ es unwersalmente vdlida (o una tautologia), si es satisfacible en todas las L-estructuras de la
logica de primer orden.

4Esto porque la verdad de una formula ¢ = (21, ...,2,) en una estructura A con respecto a una interpre-
taciéon B depende tinicamente de los valores 8(z1), ..., B(zy). Véase la Proposiciéon 1.4.8 en [1].
SInterpretados igual que en M’.



Lema 2.1.1. Sea ¢ una L-férmula y L O L. Entonces ¢ es universalmente vdlida como
formula de L si y solo si lo es como formula de L.

Demostracion. Dada una interpretacion « en el dominio A, la evaluacion de ¢ en M’ y en su
reducto M = M/, coincide: M’ |= p[a] siysolosi M = g[a]. Por tanto basta observar
que toda L-estructura M admite una expansion M’ a L', lo cual es inmediato asignando
arbitrariamente interpretaciones a los simbolos de £\ L. ]

Esto demuestra que la satisfacibilidad es invariante al ampliar el lenguaje, y por tanto no
depende de este. Escribimos simplemente 7' = ¢ en vez de T = ¢.

Sea s un L-término. Decimos que la variable x es libre para s en la L-férmula ¢ cuando x
aparece libre en ¢ y ninguna de sus ocurrencias queda bajo el alcance de un cuantificador que
capture alguna variable que ocurra en s.

Denotamos por ¢4/, 0 s/, el resultado de sustituir® « por s en el término ¢ o en la féormula
©, respectivamente, entendiendo que la sustitucion se realiza cuando x es libre para s en ¢
(renombrando variables ligadas en caso necesario), lo que permite demostrar el siguiente lema.

Lema 2.1.2. (Lema de sustitucion). Sea A una L-estructura, y sea 3 una interpretacion.

1. Para cualquier término t se cumple (t5/,) (8] = tA [B SAw]/x}.
2. Para cualquier formula ¢ se cumple A = @y,[8]  siy solo si A= @[B s

Sil<i<nysesun L-término tal que xz; es libre para s en , nosotros escribiremos
©(21,. .., %1, 5, Tit1, - . -, Tp) Para denotar @, /,,, y cuando el contexto lo permita abreviaremos
simplemente por ¢(s). Andlogamente, cuando un £-término ¢ involucre las variables x1, ..., z,,
lo escribiremos como t(xy, ..., x,) y entenderemos (1, ..., %i—1,5, Tit1, ..., Tp) COMO Ly/q,.

Finalmente, como es habitual en Matemaéticas, cuando se define una estructura lo siguiente
que se hace es preguntarse cuando dos objetos son los mismos desde ese punto de vista:

Sean A y B dos L-estructuras. Un L-monomorfismo de A en B es una funciéon inyectiva
F: A — B la cual preserva la interpretacion de los simbolos del lenguaje £, es decir:
- Para cada sfmbolo de constante ¢ de £ se cumple F(c?) = cP.

- Para cada simbolo de funcion f de £ de aridad n y para cualesquiera elementos aq, ..., a,
de A se cumple: F(f4(ay,...,a,)) = fB(F(a1),...,F(ay)).
-Para cada simbolo de relacion R de £ de aridad m y para cualesquiera elementos ay, . . ., a,,

de A se cumple: (ay,...,a,) € R* siysolosi (F(ay),...,F(ay)) € R,

Un isomorfismo es un monomorfismo sobreyectivo. Decimos que dos L-estructuras A y B
son isomorfas si existe un isomorfismo entre ellas. Escribimos A = B.

En particular, si A y B son modelos de una misma teoria 7', entonces A = B como L-
estructuras equivale a que A y B son isomorfos segin la nocién propia de la teoria T'.

Hasta ahora hemos enfocado la verdad logica desde el punto de vista seméantico, es decir,
en términos de estructuras y satisfacibilidad en un modelo. Sin embargo, también se puede
abordar desde una perspectiva sintdctica, tras definir un sistema deductivo formal: un conjunto
de aztomas logicos y reglas de inferencia.

En nuestro sistema incluimos como axiomas ldgicos todas las tautologias de la logica propo-
sicional ((pV —p,(p — q) + (—pVq)...), axiomas de la igualdad (Vrz=x, Vr,y x=y — y=x

6La sustitucion se define por induccién sobre la altura (complejidad) de términos y formulas; véase la seccion
2.1 de [1].



etc.), y el axioma de 3-sustitucion ((py, — Jx ), con t un L-término y x una variable libre
para t en .) Cada una de estas formulas es universalmente valida.

Ademas, cuando trabajamos dentro de una teoria T, consideramos que todas las féormulas
de T estan disponibles como premisas iniciales.

Un requisito esencial de cualquier sistema deductivo es que cada regla de inferencia debe
preservar la validez universal: si las premisas son verdaderas en todos los modelos de T', entonces
la conclusion inferida también lo serda. Como reglas de inferencia fundamentales tomaremos
Modus Ponens (MP) (de ¢ y ¢ — 1, inferir ¢) y la regla de 3-introduccion (de ¢ — 1 inferir
Jxp — 1 con z & lib(v)).

Decimos que una £-férmula (generalmente una sentencia) ¢ es demostrable (o derivable) en
T (y escribimos T F, ) si existe una secuencia finita de formulas @1, ¢o, ..., 9, = ¢ tal que
cada @; es: o bien un axioma légico del sistema, o una sentencia de 7' , o bien se obtiene de
formulas anteriores de la secuencia mediante una aplicacién de una regla de inferencia valida.
Tal secuencia se llama una demostracion de ¢ a partir de 7.

Ademas, diremos que una L-féormula ¢ es demostrable y escribiremos F, ¢ si existe una
demostracion de ¢ partiendo de T' = (). En tal caso, ¢ se comporta efectivamente como un
axioma logico. Del mismo modo contamos con reglas de deducciéon que no forman parte del
sistema primitivo pero cuya validez puede demostrarse dentro de él. Por ejemplo, usaremos la
A — regla (para cualesquiera L-formulas @, 9, Tk oy T psiy solosi T, (0 A)).

La definicion de demostrabilidad capta la nocidon de prueba en el sistema formal: partiendo
de axiomas y usando reglas permitidas, llegamos a la férmula . Notese que esta es una nocién
de verdad completamente sintactica, que no hace referencia a ninguna estructura o significado
de las formulas, solo a la manipulacién de simbolos segtn ciertas reglas.

Una teoria T es consistente si no prueba una contradiccion (7' ¥ L). Equivalentemente, si
no existe una formula ¢ tal que T, ¢ v T F, —¢. Por otra parte, diremos que una teoria 7’
es completa si para toda sentencia v en el lenguaje, 7" demuestra 1) o demuestra —).

Dado que la deduccion formal pretende capturar el concepto de consecuencia logica, espe-
ramos que se cumpla al menos que si T . ¢, entonces T = .

Teorema 2.1.3 (Teorema de validez). Para cualquier teoria T (de primer orden) y cualquier
formula ¢, si T b, ¢ entonces T |= ¢. En particular, ninguna teoria T permite demostrar una
formula que no sea una de sus consecuencias logicas.

Idea de la demostracion. El argumento se realiza por induccién sobre la longitud de la demos-
tracion de . Por construccion del sistema deductivo, cada paso de la demostracion mantiene

la propiedad de ser consecuencia logica de T'. Al alcanzar ¢, concluimos que ¢ es verdadera en
todo modelo de T', i.e. T |= . O

En 1929, Gédel demostrd que el reciproco también es cierto.

Teorema 2.1.4 (Teorema de completitud de Gédel). Para cualquier teoria T' de primer orden
y cualquier formula o, T = ¢ siy solo si T 1 .

Observacion 2.1.5. Una demostracion de este resultado se incluye en el Apéndice A.1, donde
se muestra su equivalencia con el Teorema de Henkin (Teorema A.1.4): una teorfa es consistente
si y solo si tiene un modelo.



2.2. Herramientas de teoria de modelos

Gracias a la completitud, nuestro enfoque seméntico queda plenamente justificado: trabajare-
mos con estructuras y modelos, y emplearemos |= en vez de . A continuacion, desarrollaremos
los resultados y herramientas propias de esta area que nos llevaran a caracterizar semantica-
mente la eliminacién de cuantificadores, siguiendo el enfoque propuesto en [2].

El Teorema de compacidad

Otro metateorema principal de la l6gica de primer orden es el Teorema de compacidad.

Teorema 2.2.1 (Compacidad). Sea T una L-teoria. Entonces T tiene un modelo si y solo si
todo subconjunto finito de T' tiene un modelo.

Demostracion. Como T F ¢ siy solamente si existe un subconjunto finito 7, C 71" tal que Ty = ¢
(Observacion A.1.10), entonces una teoria es consistente si y solo si todos sus subconjuntos fi-
nitos lo son, y por el Teorema A.1.4 tenemos el resultado. O

Observacion 2.2.2. Sea T una L-teoria y I' un conjunto de £-formulas tales que T UT |= .
Por el Teorema de compacidad junto a la Observacion A.1.2, existe un entero n > 1 y férmulas

71,...,%6FtalesqueT):(”yl/\~--/\%)—>90-

El método del diagrama

Recordamos algunas nociones fundamentales més.

Sean A y B dos L-estructuras. Decimos que A es subestructura de B (y escribimos A C B)
si A C By la aplicacion inclusion ¢ : A < B es un L-monomorfismo. Decimos que B es una
extension de A.

Observacion 2.2.3. Si A C B, ¢(z1,...,x,) es una formula libre de cuantificadores y a € A",
entonces se tiene A = [a] siy solosi B = y[al.

En efecto, al ser v libre de cuantificadores, su verdad depende tinicamente de la evaluacion
de los términos y de las relaciones sobre los elementos de A, que coinciden en A y en B. La
afirmacion se prueba formalmente por induccién sobre la altura de .

Decimos que A es subestructura elemental de B (y escribimos A < B) si A C By, ademas,
para toda formula ¢(Z) y todo a € A", A |= pla] siy solosi B E ¢lal.

En la practica a menudo se desea construir un modelo de alguna teoria que contenga una
estructura dada como subestructura o subestructura elemental. Vemos que estas propiedades
pueden codificarse en teorfas adecuadas.

Definicion 2.2.4. Sea M una L-estructura. Consideremos el lenguaje L, obtenido de £
anadiendo un nuevo simbolo de constante c¢,, por cada elemento m € M. Entonces M admite
una expansiéon natural al lenguaje £, interpretando cada c,, por el propio m.

El diagrama completo de M, denotado por D(M), es el conjunto de las £ys-sentencias de la
forma @(cpm,, ..., Cm, ), donde p(z1,...,x,) es una L-formula y m € M™ es una n-tupla tal que
M E plmy,...,my]. El diagrama simple de M, denotado por A(M), se define de la misma
manera, exigiendo ademas que ¢ sea una féormula libre de cuantificadores.

"Como consecuencia del Teorema de completitud (y el Lema 2.1.1), escribimos T ¢ en vez de T b, o,
aunque en lo que sigue usaremos siempre =.



Proposicion 2.2.5. Los reductos al lenguaje £ de modelos de D(M) corresponden, salvo L-
isomorfismo, a extensiones elementales de M.

Demostracion. Sea N' = D(M) y N := N|z. Definimos ¢: M — N mediante ¢t(m) := ¢ .

Sim # nen M, como la férmula x # y es verdadera en M para (m,n), la sentencia ¢, # ¢,

pertenece a D(M), luego N’ |= ¢, # ¢,. Por tanto ¢ # V' e 1(m) # 1(n). Asi, ¢ es inyectiva.

Ahora, para cada constante d € L, cgu = d € D(M), luego t(dM) = ) = dV' = aV.
Para f de aridad k' y miy,...,mp € M, cpmpn, my) = [(Cmys--sCmy) € DM), y al
interpretar en N obtenemos ¢(fM(m1,...,my)) = fN(e(ma), ..., (my)).

Finalmente, si (my,...,my) € RM, R(cmy, -+ ¢m,) € DIM)y N = R(cpny, -+, Cm, ), luego
(t(my), ..., t(mg)) € RY; de igual modo, si (my,...,my) ¢ RM, =R(cmy,---,Cm,) € D(M) y
N = =Ry, -+ -5 Cmy), esto es, (t(my), ..., u(my)) ¢ RVN.

Lo anterior demuestra que t: M — A es un £-monomorfismo, y por tanto identificando M
con su imagen obtenemos una copia isomorfa de M como subestructura de N

Veamos que es elemental. Sea ¢(x1, ..., x;) una L-formula y my, ..., my; € M. Por definicion
de D(M), M |= plma,...,mg] siysolosi ¢(cm,,...,cm,) € DM).Como N = D(M), se
tiene NV |= ©(Cmyy - -+, Cmy ), v POI €l Lema de sustitucion se obtiene N = p[u(my), ..., t(mg)].
En consecuencia, M | ¢[m,...,my] siysolosi N E ¢[(mi),...,c(ms)], y por tanto
t(M) X N. En particular, N contiene una subestructura elemental £-isomorfa a M.

Por otra parte, si M < N es una extension elemental, consideramos la expansion N/ de N al
lenguaje £y que interpreta cada constante ¢, por m € M. Dada (¢, ..., ¢m,) € D(M), por
definicion se tiene M = p[my, ..., my]. Como M < N, se sigue que N |= ¢[my, ..., my], y por
el Lema de sustitucion obtenemos N’ = ¢(¢py, - - ., ¢, ). En consecuencia, N/ = D(M). O

Proposicion 2.2.6. Los reductos al lenguaje L de modelos de A(M) corresponden, salvo L-
1somorfismo, a extensiones de M.

Demostracion. La demostracion de la primera parte es analoga a la de la proposicion anterior,
sustituyendo D(M) por A(M).

Reciprocamente, si M C N es una subestructura, la expansiéon natural N’ de A al lenguaje
Ly satisface A(M). En efecto, por la Observacion 2.2.3, toda férmula libre de cuantificadores
con parametros en M verdadera en M se preserva en N, y por el Lema de sustitucién se
concluye que N’ = A(M). O

Expansiones por definicién

Suele ser ttil enriquecer el lenguaje con simbolos para funciones, relaciones, o constantes
definibles. Veamos esto formalmente.

Notacion. a1 abrevia Jx (1#(:1:) AVy(d(y) =z = y)) (“existe un unico x tal que ¥").

Definicion 2.2.7 (Expansion por definicion). Sea T una teoria en un lenguaje £y sea L D L.
Supongamos que para cada simbolo de £\ £ disponemos de:

» Para todo simbolo de relacion R € L'\ £ de aridad n, una L-formula @g(zy,...,z,).

» Para todo simbolo de funcion f € £'\ £ de aridad n, una L-formula ¢¢(xg, 21, ..., 2,)
tal que T' =V -+ -Va, oo or(zo, 21, .. ., Tp).

» Para todo simbolo de constante ¢ € £\ £, una L-formula p.(zg) tal que T' = Jlzg p.(x0).

Entonces la £'-teoria T" que se obtiene anadiendo a T los siguientes axiomas definitorios:
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1. Para cada relacion R € £\ £ de aridad n: Va, - - - Va, (goR(;El, cey Ty) o Rz, .. ,xn))
2. Para cada funcion f € £\ £ de aridad n: Vaq - -V, gof(f(xl, ey ), Ty ,xn).
3. Para cada constante c € L'\ L: p.(c).

es una expansion por definicion de T'.
Vamos a motivar esta nocién.

Definicién 2.2.8. Sea £ un lenguaje de primer orden y sea R ¢ £ un simbolo de relacion
n-ario. Sea T una £ U { R}-teoria.

= Decimos que T' define implicitamente R si, para toda L-estructura M de universo M y
cualesquiera relaciones Ry, Ry C M" tales que (M, Ry) =T y (M, Ry) = T, se tiene
Rl - RQ.

» Decimos que T define explicitamente R si existe una L-formula pg(zy,...,x,) tal que

T |:V9c1---Vxn( Or(x1, ..., T) ¢ R(xl,...,xn)).

Proposicion 2.2.9. Si T define explicitamente R, entonces T define implicitamente R.

Demostracion. Supongamos que T = VZ(¢(Z) < R(Z)) para cierta L-formula ¢(Z). Sean M
una L-estructuray Ry, Ry C M"™ dos interpretaciones de R tales que (M, R;) |= T parai = 1,2.
Entonces en cada uno de ellos, para todo a € M™ se cumple que R;(a) siy solosi M = plal.
Por tanto, ambas relaciones Ry y R coinciden con el conjunto de tuplas a tales que ¢(Z) se
satisface en M, y en consecuencia R; = R,. O

Observacion 2.2.10. El reciproco también es cierto, y el enunciado completo se conoce como
el Teorema de definibilidad de Beth: una teoria define R explicitamente si y solo si la define
implicitamente. Este teorema se extiende de forma analoga a simbolos de funcién y de cons-
tante, y es muy util porque garantiza que los axiomas definitorios fijan de manera tnica la
interpretacion de cualquier simbolo nuevo, lo que permite extender cualquier modelo de T" a un
modelo de 7" de forma tnica y construir expansiones conservativas.

Definicion 2.2.11. Sea T una teoria en un lenguaje £ y sea T una teoria en un lenguaje
L D L tal que TV O T. Decimos que T’ es una expansion conservativa de T si, para toda
L-sentencia 1,

TEY siysolosi T 1.
Proposicion 2.2.12. Toda expansion por definicion T' de una teoria T es una expansion
conservativa de T'.

Demostracion. Consideremos una L-sentencia .
Si T' = 4, entonces claramente 7" |= 1), ya que 1" contiene a T'. Supongamos ahora T" |= 1.

Sea M un modelo arbitrario de 7. Como 7" es una expansion por definicion de T, exis-
te una (y solo una) expansion M’ de M al lenguaje L' que satisface todos los axiomas
definitorios de 7". En efecto, para cada nuevo simbolo de relacion R € L'\ L definimos
RM = {a e M" : M |= ggla]}, donde ¢p es la formula que lo definia en 7”. Para cada
nuevo simbolo de funcién f € £'\ £ de aridad n tomamos f* (a4, ..., a,) como el tnico b € M
tal que M |= @¢[b, ay, ..., ay|, que existe y es tnico porque 1" |= V& 3z (7o, 7). Finalmente,
para cada nueva constante ¢ € £\ £ definimos ¢™ como el tnico a € M tal que M |= ¢ [a].
De este modo queda determinada de manera tnica la expansion M’. Dado que ¢ no emplea
simbolos de L'\ L, se cumple que M’ =1 implica M |= 1. Esto prueba que v es verdadera
en todo modelo de T, es decir T |= 1. O

11



3. Eliminacion de cuantificadores: criterios semanticos

Estamos listos para hablar sobre la eliminacién de cuantificadores.

Recordamos que dada una L-teoria T', dos L-formulas ¢(Z) y 1(Z) se dicen equivalentes en
T siT =Yz (p(Z) +» ¥(T)), lo que viene a decir que en T’ comparten el mismo valor de verdad,
y escribimos ¢ ~7 1. Se llaman [dgicamente equivalentes si son equivalentes en la teoria vacia,
es decir, se cumple |= VZ (p(Z) > ¥(Z)), y escribimos ¢ ~ 1.

Recordamos también que dada una L-férmula arbitraria ¢, podemos transformarla en una
formula equivalente en forma prenexa, es decir, de la forma

Q171 Qaa - - Qnxn Y(x1, ..., 20, 7),

donde cada Q; € {V, 3} y ¢ no contiene cuantificadores. A continuaciéon exponemos brevemente
los pasos del procedimiento; seguimos [3].

1. Rectificacion. Renombramos las variables ligadas para que ninguna aparezca ligada por
mas de un cuantificador y para evitar conflictos con variables libres.

Ejemplo: Va 3z P(z) ~» Va 3y P(y).
2. Eliminacion de bicondicionales. Sustituimos ¢ <> ¥ por (¢ — ) A (P — ¢).
3. Eliminacion de condicionales. Sustituimos ¢ — ¥ por —p V .

4. Empujar negaciones. Usamos las leyes de De Morgan y las equivalencias con cuantifica-
dores: =(p A1) ~ =V =), =(p V1) ~ =p A =), =Va @ ~ Jx—p, ~Fx ¢ ~ Vo —=p. De
este modo las negaciones afectan solo a formulas atomicas.

5. Extraccion de cuantificadores. Llevamos todos los cuantificadores al frente aplicando equi-
valencias como: (Vx @) A ~ Vr(pAy), ¥V (Ixe) ~ Jz( V), con la precaucion de
renombrar variables ligadas para evitar captura.

Antes de pasar a demostrar un resultado clave, recordamos finalmente que dada una L-
estructura A de universo Ay S C A, la subestructura generada por S en A, denotada (S) 4, es
la minima subestructura de A cuyo universo contiene a S. El siguiente resultado corresponde
al Lema 1.4.4. de [1].

Lema 3.0.1. Sea A una L-estructura de universo A y S un subconjunto no vacio de A. En-
tonces, el universo de (S) 4 es:

X :={t"a] : t es un L-término, a : {x1,2s,...} — X una interpretacion}.
La eliminacion de cuantificadores admite la siguiente caracterizacion seméntica.

Teorema 3.0.2. Sea T una L-teoria, n > 1 un nimero natural y o(x1, ..., x,) una L-férmula.
Las siguientes propiedades son equivalentes:

1. Existe una formula sin cuantificadores ¥(xy, ..., x,) tal que ¢ y 1 son equivalentes en T'.

2. Sean M y N dos modelos de T y sea A una subestructura comin de M y N. Entonces,
para toda tupla a € A™,

M= plal siysolosi N E plal.
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Demostracion. Veamos que (1) implica (2). Si M y N son modelos de T' que tienen a A como
subestructura comun y si ¢(x1, ..., ,) es equivalente en 7" a la férmula libre de cuantificadores
Y(xy, ..., x,), por la Observacion 2.2.3, para a € A™ se tiene

MEyla] — MEYJE — ARdla — Nkl — Nl

Finalmente, veamos que (2) implica (1). Sea ¢(z1,...,z,) una L-formula que satisface (2). Sea
el conjunto de L-formulas I'(z) := {x(Z) sin cuantificadores| T }= VZ(¢(Z) — x(Z))}. Sea
C:={c1,...,cp} concy,...,c, constantes nuevas y sea ['(¢) = {X(Ch e o x(@) € F(i‘)}
una £ U C-teoria.

Afirmacion. Se cumple que T UT'(¢) = ¢(¢).
Demostracion. Si no fuera asi, existiria un modelo M’ =T UT'(¢) U {—p(¢)}.

Sea A’ := (cM', ..., M) \p la LU C-subestructura de M’ generada por las interpretaciones
de las constantes en C'. Vamos a probar que ¥ :=T U A(A’) U {p(¢)} tiene un modelo.

En caso contrario, T'U A(A") = —p(c).

Por el lema anterior,
A" = {tM[a] : t(Z) es un LU C-término, a: {zy,...,z,} — {cM, ... ML

Sea C" = {¢; : t es un £ U C-término cerrado }.*
Por definicioén,

AA) = {x(cyy, - yen,): x(@1, .. xm) LUC-formulas. c. y A" = x[tM[d, ..., @]}

Obsérvese que este diagrama simple define cada una de las constantes ¢; en el lenguaje LUC”,
ya que para cada LUC-término ¢(Z) podemos considerar la LUC -formula x(y) : y = t(c1, ..., ¢n),
y puesto que claramente A’ = x[t*'[¢]], deducimos que ¢; = t(cy, ..., c,) € A(A).

Sea Ag(A’) el conjunto de las £ U C-sentencias que pertenecen a A(A’). Vemos que la
L U C'-teoria A(A’) es una expansion conservativa de Ax(A’). Sea 1 una £ U C-sentencia tal
que A(A') = 9. Veamos que U = ¢ para cada U = Ac(A’). La idea de la demostracion sigue
los mismos pasos que la de la Proposicion 2.2.12 (ya que A(A’) es esencialmente una expansion
por definicion de Ag(A’)). En efecto, existe una tnica expansion U’ de U al lenguaje £ U C’
interpretando las constantes nuevas en C”\ C' mediante las £UC-férmulas que hemos observado
en el parrafo anterior. Basta por tanto demostrar que U’ = A(A’). Si no fuese el caso, entonces

existiria una £ U C-formula x(y1, ..., ym) sin cuantificadores y L-términos ti, ..., t,, tales que
A= x[t]d, ..., tM[e], pero sin embargo U’ = =x(cy,,- - -, ¢, ). En particular, tendriamos
qued = ~x[t}[e], ..., tM[d]], lo cual es una contradiccion ya que x(t1(€), . .., tm(€)) € Ac(A').

Esto demuestra que T'U A (A’) = —¢(c).

Ahora, vemos que I'(¢) € A(A"). En efecto, como A’ es una £ U C-subestructura de M/,
toda formula sin cuantificadores x(¢) que sea verdadera en M’ también lo es en A’. Dado que
por definicion A(A’) contiene exactamente las £ U C’-férmulas sin cuantificadores satisfacibles
en A’, y que en la ampliacion C” identificamos el simbolo que nombra a cada C{W con el propio
¢, resulta que en este caso la formula que entra en A(A’) es precisamente x(¢), sin necesidad
de modificaciones adicionales.

Por la Observacion 2.2.2; existen &(¢),...,&(¢) € Ag(A’) con T = £(¢) — —¢(¢), donde
£@) = AL, &(@). Como los simbolos ¢; no aparecen en T, ni en ¢(Z) ni en &(Z), por la
Observacion A.1.6 T = Vz(E(Z) = —¢(T)), luego T = Vz(p(z) — —&(2))?, y =&(Z) € T'(Z) por

8Podemos identificar cada ¢; con el simbolo que nombra a C{W, de modo que C’ D C. Nétese también que
no necesitamos arrastrar la referencia explicita a las distintas interpretaciones «, ya que toda interpretacion de
las variables de un término s(z) en {c¢M', ..., M’} queda recogida en algin término cerrado de LUC', obtenido
al reordenar adecuadamente las variables en s y sustituir x; por ¢;.

9(A — B) — (=B — —A) es una tautologfa, y aplicamos MP.
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definicion. En particular, =¢£(¢) € I'(¢) € A(A’), pero también &(¢) € A(A’), contradiccion.

Lo anterior prueba que ¥ tiene un modelo, a saber N, que también es modelo de A(A’). Por
la Proposicion 2.2.6, N := N | contiene cierto B’ = A’ como subestructura, los identificamos.

Sean M = M|, A=A |,.

Se tiene que A C N, M es una subestructura comtn de Ny M tal que, con a; = ¢
N | pla] y M = —yla], lo que contradice (2).

M/
Y

7

|:|Aﬁrmacién

Como T'UT'(¢) = ¢(¢), por las Observaciones 2.2.2 y A.1.6, existen ¢4 (Z), ..., ¥, (Z) € ['(Z)
tal que T }= VZ(1(Z) — ¢(Z)), donde ¢ () := AL, 1i(Z). Por otra parte, como (%) € T'(Z) Vi,
T = Va(p(x) = 1:(T)) Vi, luego T' = V2((7) — ¥()).""

Por tanto, hemos encontrado una £-férmula sin cuantificadores ¢ con T' |= VZ(¢(Z) <> ¢()).

[l

Observacion 3.0.3. Cuando n = 0 y ¢ es una sentencia, podemos considerar ¢ como () y
aplicar el teorema para obtener una formula sin cuantificadores ¢(x) equivalente a p(z) en T.
Por ejemplo, la sentencia Jy (y = y) es equivalente en T' a la formula = = x.

Si el lenguaje £ no contiene ningtn simbolo de constante, no existen sentencias sin cuantifi-
cadores en L. En tal caso, cuando a partir de ahora afirmemos la existencia de una férmula sin
cuantificadores ¢ equivalente a una sentencia ¢, permitiremos que v tenga una variable libre.

Definicion 3.0.4. Sea T una L-teoria. Se dice que T tiene eliminacion de cuantificadores (en
el lenguaje £) si toda L-formula ¢ es equivalente en 7" a una férmula sin cuantificadores.

Lema 3.0.5. Supongamos que para toda formula libre de cuantificadores ¢ y toda variable x
existe una formula libre de cuantificadores ¢ tal que 3x p es equivalente enT' a 1. Entonces T
tiene eliminacion de cuantificadores.

Demostracion. Sean ¢ y ¢’ dos formulas equivalentes en T'. Como —) ~p —)', dx 1) ~p )/,
XA ~7p xAY' (con x una férmula cualquiera), argumentamos por induccion sobre la altura de
la formula, considerando tnicamente féormulas en forma prenexa y eliminando un cuantificador
a la vez. O

Teorema 3.0.6. Sea T una L-teoria. Supongamos que para cualquier par de modelos M y N
de T, para toda subestructura comin A C M, N y para toda formula libre de cuantificadores
o(xo, ..., Ty), si existen a € A" y by € M tales que M = plby,al, entonces existe c¢ € N con
N = ¢lco, a). Entonces T tiene eliminacion de cuantificadores.

El reciproco es inmediato: toda teoria que tiene eliminacién de cuantificadores cumple la
hipotesis anterior.

Demostracion. Sea A € M, N con M, N = T. Sea ¢ una formula libre de cuantificadores y
sea x := Jxg . Por hipotesis, M = x[a] si y solo si N |= x[a] para todo @ € A™. Del Teorema
3.0.2 se obtiene que y es equivalente en T' a una férmula libre de cuantificadores. Por el lema
anterior, T tiene eliminacion de cuantificadores. O

Proposicion 3.0.7. Sea T una teoria que tiene eliminacion de cuantificadores.

1. Sean M y N modelos de T' con una subestructura comin. Entonces M = N .M

WA= B)A--N(A—=B,)) — (A= (BiA---ABy)) es una tautologia, y aplicamos MP.
"Denota que son elementalmente equivalentes (satisfacen las mismas sentencias).
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2. SiMNET y M CN, entonces M X N.

Demostracion. (1) Es un caso particular de la implicacion facil del Teorema 3.0.2. Toda sen-
tencia ¢ es equivalente en 7" a una formula libre de cuantificadores 1(z). Si A es subestructura
comin de M y Ny a € A, entonces

MEe — MEY[ = ARl — N — NEe

(2) Es consecuencia directa del Teorema 3.0.2 (M es la subestructura comin).
O

Dos de las teorfas de primer orden més relevantes que tienen eliminacion de cuantificadores
son la teoria de los cuerpos algebraicamente cerrados (ACF) y la teorfa de los cuerpos realmente
cerrados (RCF). En la siguiente seccion estudiaremos ACF.

15



4. ACF

Comenzamos desarrollando la teoria de los cuerpos algebraicamente cerrados y las herra-
mientas algebraicas necesarias para la demostracion de la eliminacién de cuantificadores.

4.1. Cuerpos algebraicamente cerrados

En esta seccion seguiremos esencialmente [6]. Incluimos un breve recorrido por las nociones
de algebra necesarias en el Apéndice A.2. Algunas de las demostraciones requieren nociones ele-
mentales de teoria de conjuntos, principalmente de cardinalidad, cuyo repaso general incluimos
en el Apéndice A 4.

Proposicion 4.1.1. Sea K un cuerpo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Todo polinomio no constante de Klx| tiene al menos una raiz en K.
2. Todo polinomio f € K|x] se factoriza en K[z| como producto de factores lineales.'?
3. Todo polinomio irreducible en K|x] tiene grado 1.

4. K no tiene extensiones algebraicas propias.
En tal caso, decimos que K es algebraicamente cerrado.

Demostracion. La condicion (1) implica (2) por induccion en el grado, extrayendo sucesivamen-
te factores lineales; (2) implica (3), ya que si todo polinomio se factoriza en factores lineales, en
particular todo polinomio irreducible debe tener grado 1. La condicion (3) implica (4), porque
si existiera una extension algebraica propia K C L, algtn elemento b € L\ K tendria polinomio
minimo my, i de grado mayor que 1. Finalmente, (4) implica (1), pues si existiera f € K|z] sin
raices en K, afiadir una raiz a de f darfa una extension algebraica propia K C K(«)." O

Observacion 4.1.2. Sea K C L una extension de cuerpos, con K algebraicamente cerrado, y
sea b € L\ K. Entonces b es trascendente sobre K. En particular, para todo b algebraico sobre
K, se cumple que b € K, es decir, todas las raices de los polinomios de K|z| pertenecen a K.

Esto es consecuencia directa de (4): si b € L\ K es algebraico sobre K, K C K(b) es una
extension algebraica propia de K.

Definicién 4.1.3. Sea K un cuerpo. Una clausura algebraica de K es un cuerpo K que es una
extension algebraica de K y es algebraicamente cerrado.

Lema 4.1.4. Sea A un subcuerpo de un cuerpo algebraicamente cerrado L. Definimos
A¥e .= {be L|b es algebraico sobre A}.
Entonces A3® es una clausura algebraica de A.

Demostracion. Por construccion, A%% es una extension algebraica de A. Sea f € A3%[z] no
constante y b € L una raiz de f. Si ¢y, ..., ¢, son los coeficientes de f, el cuerpo A(cy, ..., c,)
es algebraico sobre A, y como b es algebraico sobre A(cy,...,c,), por transitividad de la
algebraicidad (Proposicion A.2.9) b es algebraico sobre A, es decir, b € Aleg. Por tanto, Ailg es
algebraicamente cerrado. O]

12Por “factores lineales” entendemos polinomios de grado 1, es decir, de la forma x — a con a € K.

13La existencia de esta extension se justifica en la Proposicion 4.1.5.

4En particular es finita pues son un nimero finito de coeficientes algebraicos sobre K (Teorema A.2.8), y
toda extension finita es algebraica (Proposicion A.2.6).
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Proposicion 4.1.5. Sea K un cuerpo y sea f € K[x] un polinomio de grado n. Entonces eziste
una extension F' = K(u) de K tal que u € F' cumple f(u) = 0.

Demostracion. Supongamos que f es irreducible (en caso contrario, lo reemplazamos por un
factor irreducible). Entonces el ideal (f) es maximal y el cociente K|[z]|/(f) es un cuerpo. Sea
m: K[z] — Klz]/(f) la proyeccion canoénica. La restriccion | g es un monomorfismo: en efecto,
si m(k) = 0 para algin k € K, entonces k € (f), pero (f) es un ideal propio y k es constante,
de modo que k£ = 0.

Definimos F := Klz|/(f). Tenemos que 7(K) C F, y por el isomorfismo 7|x : K — 7(K)
podemos, por abuso de notacion, identificar K con 7w(K) y considerar que K C F'. De este modo
F' se interpreta como un cuerpo que extiende a K. Sea u := 7(z) € F. Como todo elemento de
F es de la forma m(g(x)) = g(n(x)) = g(u) para algin g € K|x], se sigue que F' esta generado
por K y u, es decir, F = K(u).

Finalmente, f(u) = f(n(z)) = n(f(x)) = 0, como queriamos. O

Definicion 4.1.6. Sea f € K[z] un polinomio de grado positivo. Una extension K C F' se
dice cuerpo de descomposicion de f sobre K si f se descompone en factores lineales en F[z]
y, ademas, F' = K(uq,...,u,) donde uy,...,u, son las raices de f en F. Mas en general, si
S C K][x] es un conjunto de polinomios de grado positivo, diremos que F' es un cuerpo de
descomposicion de S sobre K si cada polinomio de S se descompone en factores lineales en F[x]
y F' es la extension de K generada por todas las raices de los polinomios de S.

Observacion 4.1.7. Sea F' un cuerpo de descomposicion de un conjunto S C K[z] sobre K, y
sea ' un cuerpo intermedio K C E C F'. Entonces F' es también un cuerpo de descomposicién
de S sobre E.

En efecto, dado que K C E C F, los polinomios de S, al estar en K[z], también pertenecen
a F[z| y se descomponen en F[z]. Como F' = K(uy,...,u,) con u; raices de S, y £ C F, se
tiene también F = E(uq,...,u,). Por tanto, F' es cuerpo de descomposicion de S sobre E.

Teorema 4.1.8 (Caracterizacion de clausuras algebraicas). Sea K C F una extension de
cuerpos. Son equivalentes:

1. F es algebraico sobre K y algebraicamente cerrado.
2. F es un cuerpo de descomposicion de la familia de todos los polinomios de K|x].

Demostracion. Vemos que (1) implica (2). Si F' es algebraicamente cerrado, por la Obser-
vacion 4.1.2 sabemos que todas las raices de los polinomios de K[z] pertenecen a F, luego
E := K ({raices de todos los polinomios de K [z]}), el cuerpo de descomposicién de la familia
de todos los polinomios de K|z], cumple E C F. Como ademéas K C F es algebraica, todo
elemento de F' es raiz de algin polinomio de K|z|, de donde E' O F'y por tanto F' = FE.
Vemos ahora que (2) implica (1). Si F' es el cuerpo de descomposicion de todos los polinomios
de Klz], entonces se obtiene a partir de K anadiendo raices de polinomios de K|[z], todas ellas
algebraicas sobre K. Puesto que la composicion de extensiones algebraicas es algebraica, se
sigue que K C F es algebraica. Falta ver que F' es algebraicamente cerrado. Sea g € F[z] un
polinomio no constante y sea K’ el subcuerpo de I’ generado por los coeficientes de ¢g junto con
K. Entonces K C K’ es algebraica, ya que K C F lo es. Sea E el cuerpo de descomposicion
de g sobre K’. Por definicion, K’ C FE es algebraica, y por transitividad también lo es K C F.
Asi, cada raiz de g es algebraica sobre K, es decir, raiz de algiun polinomio de K{[z], y por tanto
pertenece a F'. Como g era arbitrario, concluimos que F' es algebraicamente cerrado. O

17



Vamos a demostrar que todo cuerpo tiene una clausura algebraica, y que esta es tinica salvo
isomorfismo.

El siguiente lema acota la cardinalidad de las extensiones algebraicas.
Lema 4.1.9. Sea K C F una extension algebraica. Entonces |F| < ¥, - |K]|.

Demostracion. Sea T el conjunto de polinomios monicos de grado positivo en K[z]. Vemos
primero que |T'| = Xq - |K]|.

Para cada n € N* sea T,, el conjunto de polinomios moénicos de grado n en T'. Entonces
|T.| = |K|", pues cada polinomio de T;, esté determinado por sus coeficientes ag, ..., a,-1 € K
en 2" + ap_12" ' 4 - + ap.

Para cada n € N* sea f, : T,, — K™ una biyeccion. Como los conjuntos T,, (resp. K™) son
disjuntos, la aplicacion f : T = |, cn- Tn — U, e« K™ dada por f(t) = f,(t) sit € T, es una
biyeccion bien definida. Por tanto [T = | U,cy- K" = No - |K].

Vemos ahora que |F| < |T'|. Para cada g € T irreducible, elegimos un orden de las raices
distintas de g en F.

Definimos la aplicacion ¢ : F' — T x N* de la siguiente forma: dado a € F', a es algebraico
sobre K por hipotesis y existe un tnico polinomio irreducible g € T' con g(a) = 0. Asignamos
a — (g,1), donde i es la raiz i-ésima de g en el orden escogido. Esta aplicacion esta bien definida
y es inyectiva.

Como T es infinito, se cumple |F| < |T' x N*| = |T'| - [N*| = |T| - Ro = |T| = Ny - | K]|. O

Teorema 4.1.10. Sea K un cuerpo. Entonces K tiene una clausura algebraica; es decir, existe
un cuerpo K que es algebraico sobre K 1y es algebraicamente cerrado.

Demostracion. Comenzamos eligiendo un conjunto S tal que Wy - |K| < |S/|, por ejemplo uno de
cardinalidad |P(Xy x K)|. Como |K| < |S], existe una funcion inyectiva 6 : K — S. Mediante
esta funcion inyectiva podemos, de ser necesario, reemplazar S por S’ = (S \ §(K)) U K para
garantizar que K C S. A partir de ahora supondremos K C S.

Sea S la clase de todos los cuerpos E tales que £ C Sy E es una extension algebraica de
K. Un cuerpo E de esta clase queda completamente determinado por el subconjunto £ C S'y
las operaciones binarias de suma y multiplicacion en E. La suma (resp. multiplicacién) es una
funcion ¢ : ExX E — F (resp. ¢ : E x E — E). Como identificamos una funcién con su grafo,'”
¢ (resp. ¥) puede verse como un cierto subconjunto £ x E x E C S x S x S.

En consecuencia, existe una funcién inyectiva

718 —= P(Sx(SxSx8)x(Sx8xS9)), Er— (E,¢,0),

donde P(-) denota el conjunto potencia. Ahora bien, Im 7 es un conjunto, ya que es una subclase
del conjunto potencia anterior. Como § es la imagen del conjunto Im 7 bajo la funcién inversa
771 :Im7 — S, los axiomas de la teorfa de conjuntos garantizan que S es de hecho un conjunto.

Notemos que S # () pues K € S. Ordenamos S parcialmente definiendo E; < Es si y solo si
E5 es una extension de ;. Cada cadena en S tiene una cota superior (la uniéon de los cuerpos de
la cadena es un cuerpo, que obviamente esta contenido en S y sigue siendo extension algebraica
de K). Por el Lema de Zorn (Lema A.4.2), existe un elemento maximal F € S.

Afirmamos que F' es algebraicamente cerrado. En efecto, si no lo fuera, existiria f € F|[z]
sin raices en F. Por la Proposicion 4.1.5 existe una extension algebraica propia Fy = F(u) de

5Ver Apéndice A 4.

18



F, donde u es una raiz de f que no pertenece a F. Por la transitividad de la algebraicidad,
Fy es una extension algebraica de K, luego |Fy — F| < |Fy| < No|K| < |S| donde se tiene
|Fo| <Ny - |K| por el lema anterior.

Como |F| < |Fy| < |S]y |S|=(S=F)UF|=|S—F|+|F|, al tratarse de cardinales
infinitos tenemos |S| = |S — F| y, por tanto, |Fy — F| < |S — F|. En particular, la funcion
identidad en F' puede extenderse a una funcién inyectiva de conjuntos ¢ : Fy — S.

Definimos F; := Im({. Mediante (, podemos dotar a F; de estructura de cuerpo con
C(a)+¢(b) :==C(a+Db), C(a)-C(b) :=((ab). Asi, F; es una extension de F', F} C S,y (: Fy — F}
es un F-isomorfismo de cuerpos.'® Como Fj es una extension algebraica propia de F' (y por
tanto de K), también lo es Fj. Por tanto, F} € Sy F' < Fy, lo que contradice la maximalidad
de F'. Concluimos que F' es algebraicamente cerrado.

Como ademés F' es algebraico sobre K, se sigue que F' es una clausura algebraica de K. [

Probada la existencia de clausuras algebraicas, abordamos su unicidad, que se deducira como
corolario de un resultado general sobre extensiones y cuerpos de descomposicion, aprovechando
la caracterizacion del Teorema 4.1.8. Comenzamos con el siguiente teorema auxiliar:

Teorema 4.1.11. Sea 0 : K — L un isomorfismo de cuerpos, u un elemento de alguna exten-
sion de K y v un elemento de alguna extension de L. Denotemos por ¢ : K[z] — Llx] la exten-
sion de o a polinomios, aplicada coeficiente a coeficiente: (3, a;x*) = >, 0(a;)z’, o(x) = .
Nétese que o es un isomorfismo de anillos. Supongamos que se cumple una de las siguientes
condiciones:

1. w es raiz de un polinomio irreducible f € K[x] y v es raiz de o(f) € L[x]; o
2. u es trascendente sobre K y v es trascendente sobre L.
Entonces o se extiende a un isomorfismo de cuerpos o : K(u) — L(v) conojx = 0 yo(u) = v.

Demostracion. Sean u y v algebraicos sobre K y L respectivamente con polinomios correspon-
dientes f € K[z] y o(f) € L[z] . Podemos suponer f irreducible y moénico (dividiendo por su
coeficiente principal). Entonces o (f) también es monico e irreducible en L]x].

Consideremos 6, : K[z]/(f) — K(u), con 8, (g9+ (f)) = g(v) y 0, : L[z]/(c(f)) — L(v),
con 0, (h+ (a(f))) = h(v), que son isomorfismos de cuerpos (ver Teorema A.2.4).

Definimos ahora ® : K[xz]/(f) — L[]/ (c(f)), con ®(g + (f)) =3(9) + (c(f)). Para ver
que ¢ esta bien definida, si g+ (f) = ¢’ + (f) entonces g — ¢ = fh para algtin h, y al aplicar
7 se obtiene 3(g) — 3(g") € (3(f), por o que B(g + (f)) = B(g’ + (£).

Ademas, ¢ es claramente homomorfismo de anillos y es biyectiva, con inversa dada por
®YH + (6(f))) = o (H) + (f), H € L[z]. Por tanto, ® es un isomorfismo de cuerpos.
Definimos finalmente

= 0,0®00,': K(u) — L(v),

el cual es un isomorfismo de cuerpos por ser composicion de tales, y envia u a v. En efecto,
0, (u) = z+(f), por lo que ®(6,(u)) = ®(z+(f)) = (z)+([G(f)) = z+(5(f)), y finalmente
o(u) =0z + (3(f))) = v.

Sean ahora u y v trascendentes sobre K y L, respectivamente. Vemos que ¢ se extiende a

un isomorfismo de cuerpos 7 : K(x) — L(z) entre los cuerpos de fracciones de K|x] y L|x],
respectivamente.

16Un F-isomorfismo de cuerpos es un isomorfismo de cuerpos entre extensiones de F que fija F.

19



Definimos & sobre los elementos de K (x) mediante 5(5) = %, donde f,g € K[z]y g # 0.
Este cociente esta bien definido, pues ¢ es un isomorfismo de anillos y, en particular, preserva
el hecho de que g # 0 implica que a(g) # 0.

Definimos la inversa de & como ! (E) :

g) = %, F,G € L[z], G # 0. Esta aplicacion esta
bien definida por la misma razén que antes: 6! preserva el hecho de ser no nulo. Es inmediato
comprobar que 6 ' o g = idg@E) yoo o= idz(,), de modo que o es biyectiva. Por tanto,

o : K(x) — L(x) es un isomorfismo de cuerpos que extiende a &.

Como u es trascendente sobre K y v es trascendente sobre L, sabemos que K(u) = K(x)
y L(v) = L(z) (ver Teorema A.2.5). Por tanto, K(u) = K(z) = L(z) = L(v). Verificar que
la composicion de estos isomorfismos, que denotaremos por o, envia u en v es analogo al caso
algebraico.

Finalmente, en ambos casos 0|k = 0, ya que todos los isomorfismos involucrados son exten-
siones de 0 : K — L. O

Teorema 4.1.12. Sea 0 : K — L un isomorfismo de cuerpos, S C K|x] un conjunto de
polinomios de grado positivo y o(S) = {a(f) : f € S} C L[z|, donde ¢ : K[z] — L|x]
es la extension a polinomios de o. Sea F un cuerpo de descomposicion de S sobre K y M un
cuerpo de descomposicion de o(S) sobre L. Entonces o se extiende a un isomorfismo de cuerpos
o:F — M.

Demostracion. Veamos primero el caso en el que S = {f} con f € Klz]. Procedemos por
induccion en n = [F : K], donde F' es un cuerpo de descomposicion de f sobre K.

Sin =1, entonces F' = K y f se descompone completamente en K[z]|. Por tanto, o(f) se
descompone completamente en L[z]|, de modo que L es también un cuerpo de descomposicion
de f, y en este caso o es el isomorfismo buscado (F = K % L = M).

Supongamos por hipotesis de induccion que el resultado es valido para todas las extensiones
de grado menor que n. Si n > 1, entonces f tiene un factor irreducible g € K|x| de grado mayor
que 1. Sea u una raiz de g en F'. Entonces 7 (g) es irreducible en L[z], y si v es una raiz de o(g)
en M, por el teorema anterior o se extiende a un isomorfismo 7 : K(u) — L(v) con 7(u) = v.
Puesto que [K(u) : K] = degg > 1 (Teorema A.2.4), se sigue de la transitividad del grado
que [F : K(u)] < [F: K] = n. Ademas, F es un cuerpo de descomposicion de f sobre K (u)
y M es un cuerpo de descomposicion de 7 (f) sobre L(v) (Observacion 4.1.7). Por hipotesis de
induccién, 7 se extiende entonces a un isomorfismo 7 : F' — M.

Caso general. Sea S la clase de todas las tripletas (E, N, 7), donde E es un cuerpo intermedio
K C E C F, N es un cuerpo intermedio L C N C M,y 7 : E — N es un isomorfismo de
cuerpos que extiende a o. Un argumento analogo al de la prueba del Teorema 4.1.10 muestra
que S es un conjunto: basta identificar 7 con su grafo y considerar la aplicaciéon

(E,N,7) — EUN Ugrafo(r) € P(FUM U (F x M)),

que es inyectiva. La imagen es un subconjunto del conjunto potencia anterior, y aplicando la
inversa de esta correspondencia recuperamos & como conjunto.
Definimos el orden parcial

(B1, Ni,71) < (o, Noy7p) siysolosi By C Ey, N1 C No, To|lp, =71
El conjunto S es no vacio (pues contiene (K, L,0)) y toda cadena C C S tiene una cota superior

dada por (E., N, 7.) := (U(E,N,T)EC E, Ugnnee Ny Upynec T) , donde
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T, = U T:{(g;ﬂ'(x))ZQ}EE, (E,N,T)EC}
(E,N,7)eC

es la union de los grafos de todos los isomorfismos de la cadena. La condicion 73|, = 7 para
(E1, N1,71) < (B3, Ny, 72) asegura que la uniéon es una funcion bien definida. Como cada 7 es

un isomorfismo de cuerpos, su unién 7, también lo es, luego (F,, N,,7.) en efecto constituye
una cota superior de C. Por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal (Fy, My, 79) € S.

Afirmamos que Fy = F'y My = M, de modo que 7 : F' =3 M es la extension deseada de
0. Supongamos, por el contrario, que Fy C F. Entonces existe f € S que no se descompone
sobre Fy. Como todas las raices de f estan en F', existe un cuerpo de descomposicion F de f
sobre Fy con Fy C F; C F. De forma anéloga, M contiene un cuerpo de descomposiciéon M
de 10(f) = &(f) sobre M,. Por el caso de un solo polinomio, 7y se extiende a un isomorfismo
T . F1 — M1 con ’7'1|F0 = 1T0- ASi, (Fl, Ml, 7'1) € S y (Fo, MQ,T()) < (Fl, M17 7'1), lo que contradice
la maximalidad de (Fy, Mo, 79).

De modo analogo, si My C M, aplicamos el mismo argumento a 7, y obtenemos una

=

contradiccion. Por tanto, debe cumplirse Fy = F'y My = M, lo que completa la prueba. O

Corolario 4.1.13. Sea K un cuerpo y S C Klz]| un conjunto de polinomios de grado positi-
vo. Entonces cualesquiera dos cuerpos de descomposicion de S sobre K son K-isomorfos. En
particular, cualesquiera dos clausuras algebraicas de K son K-isomorfas.

Demostracion. Aplicamos el teorema anterior con o0 = idg. La unicidad de las clausuras alge-
braicas se sigue del hecho de que una clausura algebraica es un cuerpo de descomposicion de la
familia de todos los polinomios de K|z| de grado positivo (Teorema 4.1.8). O

Vamos a extender estos resultados al caso de subanillos de un cuerpo (o dominios de inte-
gridad), pues son precisamente las subestructuras de los modelos de ACF. Como vimos en el
Teorema 3.0.2, la caracterizacion de la eliminaciéon de cuantificadores depende en gran medida
de como se comportan dichas subestructuras.

Definicién 4.1.14. Sea A un dominio de integridad con cuerpo de fracciones F' = Frac(A).
Llamaremos clausura algebraica de A a cualquier clausura algebraica de F', es decir, a un cuerpo
algebraicamente cerrado F8 que contenga a F y sea extension algebraica de F.

Observacion 4.1.15. Sea A un subanillo de un cuerpo algebraicamente cerrado K, y sea
F = Frac(A) su cuerpo de fracciones. Definimos A% := {b € K : b es algebraico sobre F'}.
Entonces A%g es una clausura algebraica de A (concretamente, de F') contenida en K, y por
tanto es tnica salvo isomorfismo que fija F', y en particular A. Se sigue del Lema 4.1.4 y el

corolario anterior.

Observacion 4.1.16 (Clasificacion de cuerpos algebraicamente cerrados). Un subconjunto
S C K se dice algebraicamente independiente sobre un subcuerpo Ky de K si para cualesquiera
elementos si,...,s, € Sy todo polinomio no nulo P € Ky[Xj, ..., X,] se tiene

P(s1,...,8,) #0.

Una base de trascendencia de K sobre K| es un subconjunto B C K algebraicamente indepen-
diente tal que K es algebraico sobre Ky(B). Equivalentemente, B es un subconjunto algebrai-
camente independiente maximal con respecto a la inclusiéon. Un argumento basado en el Lema
de Zorn garantiza la existencia de una base de trascendencia. Su cardinal es independiente de
la eleccion de la base, y se denomina grado de trascendencia de K sobre Kj.
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En el contexto de cuerpos algebraicamente cerrados, el Teorema de Steinitz afirma que dos
cuerpos algebraicamente cerrados son isomorfos si y solo si tienen la misma caracteristica y el
mismo grado de trascendencia sobre su subcuerpo primo. Dicho de otro modo, la caracteristica y
el grado de trascendencia clasifican completamente los cuerpos algebraicamente cerrados (salvo
isomorfismo), de manera que, fijada la caracteristica, los modelos de ACF quedan determinados
por su grado de trascendencia.

Vemos la idea de la demostracion. Para una exposicion detallada, véase [0, §6.1].

Sean K y L cuerpos algebraicamente cerrados de la misma caracteristica, y sean B C K
y B’ C L bases de trascendencia sobre su subcuerpo primo Ky, con |B| = |B’|. Fijemos una
biyeccion p: B — B'.

Para cada subconjunto finito F' = {by,...,b,} C B, la restriccion ¢|r: F' — ¢(F) induce
un isomorfismo de cuerpos Ky(F) =2 Ko(p(F)), obtenido identificando ambos cuerpos con
cuerpos de fracciones de anillos de polinomios en n variables.

Estos isomorfismos son compatibles al variar F'. En consecuencia, definen una aplicacion
bien definida o: Ko(B) — Ky(B’) dada por o(z) = op(z) siz € Ko(F), donde FF C B es
cualquier subconjunto finito tal que x € Ky(F'). Dicha aplicacion es un isomorfismo de cuerpos,
cuya inversa se construye de forma analoga a partir de ¢!

Dado que K y L son clausuras algebraicas de Ky(B) y Ky(B'), respectivamente, este iso-
morfismo se extiende a un isomorfismo de cuerpos K = L.!7

Introducimos finalmente algunos resultados sobre cuerpos finitos, necesarios para el estudio
de ACF, (la teoria de los cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica p); los preliminares
se incluyen en el apéndice. La exposicion sigue parcialmente a [5] y [0], con algunas adaptaciones
y simplificaciones propias.

Lema 4.1.17. Sea K un cuerpo finito de p" elementos. Entonces, todo v € K cumple 2" = .

Demostracion. Recordemos que para cualquier cuerpo K, el conjunto de sus elementos no nulos
forma un grupo multiplicativo (K™*,-), pues el producto es asociativo, 1 actiia como elemento
neutro y todo a € K* tiene inverso a™! € K*. Si K tiene p" elementos, entonces |K*| = p™ — 1.

Por el Teorema de Lagrange, el orden de cada elemento a € K* divide el orden del grupo,
es decir, ord(a) | (p™ — 1), y por tanto a?"~! = 1. Multiplicando por a se obtiene a?" = a, y la
igualdad también vale para a = 0. [

Teorema 4.1.18. Sea p primo y n > 1. El cuerpo de descomposicion de f,(t) = 7" —t € F,|t]
sobre I, tiene p" elementos, que son precisamente las raices de f,.

Demostracion. Sea L el cuerpo de descomposicion de f,, sobre F, y M :={a € L: a’" = a} el
conjunto de sus raices. Si a,b € M, por el Lema A.2.10 se tiene (a +b)P" =a?" +b"" =a+by
(ab)P" = ab, por lo que a + b,ab € M; ademés 0,1 € M y si a # 0, entonces

1= (aa™ )" =a” (™) =a(a™)",

luego multiplicando por a~* obtenemos a~! = (a=1)P", es decir, a=! € M. Ademés, si a € M,

. o —a, sip#2,
entonces (—a)? = (—=1)P o = , vy si p = 2, la caracteristica es 2 y se tiene
a, sip=2,
—a = a. En todo caso, —a € M para todo a € M. Asi, M es un subcuerpo de L que contiene
a F,, y por tanto M = L.

I7En efecto, si dos cuerpos son isomorfos, entonces sus clausuras algebraicas también lo son. Esto se deduce
del Teorema 4.1.12 y la caracterizaciéon de las clausuras algebraicas.
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Por el Lema A.2.2, |[M| < deg f, = p™. Como f!(t) = —1, por el Lema A.2.11 todas sus
raices son simples, luego |M| = p™. ]

Corolario 4.1.19. Todos los cuerpos finitos con el mismo nimero de elementos son isomorfos
entre si.

Demostracion. Sea K un cuerpo finito. Entonces car(K) = p para cierto primo p, y |K| = p"
para algtn n > 1. Su subcuerpo primo K| es isomorfo a F,,, aunque no necesariamente coincide
con él. Por el Lema 4.1.17, los elementos de K son precisamente las raices de f,(t) = t*" — ¢
en Ky, y un argumento anélogo al del teorema anterior muestra que K es un cuerpo de des-
composicion de f, sobre K. Por el Teorema 4.1.12, el isomorfismo F, = K| se extiende a un
isomorfismo entre los cuerpos de descomposicion de f,(t) sobre ambos (observando que dicho
isomorfismo deja fijo f,,). Por tanto, todo cuerpo finito con p™ elementos es isomorfo a Fyn. [

Corolario 4.1.20. Sea ]F;lg una clausura algebraica de F),. Entonces F;lg = U1 Fpr-

Demostracion. Sea a € F22. Su polinomio minimo mgg,(t) € Fplt] tiene grado finito d. El
cuerpo F,(a) es una extension finita de grado d, por lo que tiene p? elementos y por el corolario
anterior, es isomorfo a IF,a. Por el Teorema 4.1.18, el cuerpo F,« también est4 contenido en Fglg
y por tanto F,(a) = F,q. En efecto, si fueran distintos, habriamos encontrado méas de p? raices

de (tpd — t). Asi, todo elemento de ]F;lg pertenece a algin F,., y por tanto leg C Uzt Fpr-
Reciprocamente, cada I, es una extension finita de IF,, y toda extension finita es algebraica. Por
tanto, todo elemento de F . es algebraico sobre IF,,, de donde se sigue que J;~; Fyr CF ;lg . O

Observacién 4.1.21. Se tiene que F, C F,e siy solo si k | £ (Proposicion A.2.12). Asi, con
Fy :=F,v para N > 1, podemos escribir Fglg como la unién creciente de los Fly.

Observacion 4.1.22. Si K es un cuerpo de caracteristica p > 0 algebraicamente cerrado, es
una clausura algebraica de su subcuerpo primo, luego es isomorfo a ]F;lg. Por tanto, todos los
cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica p son, salvo isomorfismo, el cuerpo Fglg.

Corolario 4.1.23. Todo cuerpo algebraicamente cerrado es infinito.

Demostracion. Siun cuerpo finito K fuera algebraicamente cerrado, coincidiria con su clausura
algebraica, la cual es infinita por el corolario anterior. O

Terminamos la seccién con una observacion elemental pero crucial.

Observacion 4.1.24. Sea F, un cuerpo finito, f : Fj — F una aplicacion. Si f es inyectiva,
entonces f es sobreyectiva.

En efecto, como [Fy| = ¢", una aplicacion inyectiva f : Fy — Fp satisface |f(IFy)| = ¢", por
lo que su imagen coincide con el conjunto total.

4.2. Eliminacién de cuantificadores en ACF

Entramos ya en el estudio de la teoria de los cuerpos algebraicamente cerrados. Comenzamos
por formalizarla en el marco de la légica de primer orden.

Sea Lonino = {+,,0,1} el lenguaje de primer orden donde:
» + y - son simbolos de funcion binaria (aridad 2) que representaran la suma y el producto.

= 0y 1 son simbolos de constante para los elementos neutro aditivo y multiplicativo.

23



Sea Tynie €l conjunto de sentencias en L., que expresan las propiedades de un anillo
conmutativo con 1:

» VaVy (z+y=y+x) (conmutatividad de la suma)
» VaVy (z-y=y-x) (conmutatividad del producto)
» VaVyVz (z+y)+2=2+ (y+2)) (asociatividad de la suma)
» VaVyVz ((x-y)-z=2-(y-2)) (asociatividad del producto)
» Vo (x+0=2x) (elemento neutro aditivo)
» Vo (z-1=2) (elemento neutro multiplicativo)
» Vo Jy (z+y=0) (existencia de inverso aditivo)
» VaVyVz (x-(y+2)=z-y+a-2) (distributividad)

Una L,pi0-estructura A es modelo de T, siy solo si A es un anillo conmutativo unitario.
Para obtener la teorfa Teyerpo de cuerpos, basta anadir a Ty, la siguiente sentencia:

Ve (r =0V Jy (z-y=1)) (Todo elemento no nulo tiene inverso multiplicativo).

La teoria de los cuerpos algebraicamente cerrados, que denotaremos ACF, se obtiene ana-
diendo a Tgyerpo infinitos axiomas que expresan la clausura algebraica de la siguiente forma:

Yag,...,a, dz (x"+an_1:17”_1+---—|—a0i0),

para cada n > 1.

Podemos fijar la caracteristica de la siguiente manera. Si es p > 0, anadimos a ACF el
axioma
l41+---+1=0
—_—
p veces

y denotamos por ACF), la teoria resultante. Si la caracteristica es cero, anadimos para cada
primo p el axioma

~(1+1+---+1=0),
P veces

y escribimos ACFy. De este modo, ACF, (o ACF,) axiomatiza exactamente la clase de los
cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica p (o de caracteristica cero).

Observacion 4.2.1. En el lenguaje puro de anillos Lo = {0,1,+, -}, los tnicos simbolos
de constante son 0 y 1. A partir de 1 pueden construirse todos los términos n = 1+ --- + 1
(n veces), y los axiomas de anillo garantizan la existencia de sus opuestos aditivos. Asi, los
tnicos coeficientes que pueden aparecer en una férmula del lenguaje son los enteros, que al
interpretarse en un modelo K se leen mediante el homomorfismo canénico Z — K, n+— n-1g.

Si se desea trabajar con coeficientes arbitrarios en un subanillo A C K (o en el propio K),
se entiende que el lenguaje ha sido ampliado con constantes para los elementos de A;'® entonces
las formulas atomicas corresponden a igualdades P(xq,...,2,) =0, con P € Alxy,...,z,], y
sus coeficientes se interpretan en K mediante la inclusion A — K.

1813 adicion de constantes para los elementos de A no modifica la fuerza deductiva de la teorfa (véase el Lema
A.1.5 y la Observacion A.1.6), por lo que se trata de una expansion conservativa.
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Teorema 4.2.2 (Chevalley-Tarski). ACF tiene eliminacion de cuantificadores.

Demostracion. Como toda subestructura de un cuerpo en el lenguaje L.,n0 no es sino un
subanillo, por el Teorema 3.0.6 basta probar lo siguiente: si K y L son cuerpos algebraica-

mente cerrados que contienen un subanillo comtn A, y si ¢(xg,...,x,) es una formula sin
cuantificadores, entonces para cada @ € A" se tiene que, si existe b € L tal que
L = ¢lb,al,

entonces existe ¢ € K tal que
K = ¢[c,al.
Podemos reducirnos al caso en que A = K C L. En efecto, en el caso general las clausuras

algebraicas A‘r}lég y Azzlg de A sobre K y L son isomorfas. Supongamos probado el resultado en
el caso particular A = K. Entonces, aplicado a la extension A C A?ég, se tiene

K |= 3z p(x,a) si y solo si A% = 3z o(z,a).
Como A%® = A% sobre A, y la formula tiene pardmetros en A, se tiene
A¥E = Az p(x,a) si y solo si A8 = Jz o(x, a).
Finalmente, aplicando de nuevo el caso A = K, ahora a la extension A C Ailg , obtenemos
A = 3z p(x,a) si y solo si L = 3z o(x, a).

Encadenando estas equivalencias se concluye el caso general.

Ademas, toda formula sin cuantificadores es l6gicamente equivalente a una disyuncién finita
de conjunciones de féormulas atémicas o negaciones de atéomicas, por simples equivalencias de
la l6gica proposicional clésica. Por consiguiente, la formula ¢ es l6gicamente equivalente a una

formula de la forma
\/ /\Xi,j(x(b cee 7xn)7
i g

donde cada x; ;(zo, ..., 2,) es atomica o la negacién de una atémica. Si L = ¢[b, a|, existe un
indice i tal que L = A\; x;,;[b, a]. Por tanto, basta considerar el caso en que ¢ es una conjuncién
de férmulas atéomicas y negaciones de formulas atémicas, es decir, de la forma

n

(@)= \P@) =0 A\ Qs(2) #0,

=1

donde por la observacion anterior los P;, ; pueden considerarse polinomios en K[zy,...,Z,].
Si alguno de los P;(zg, @) € K[x(] es no nulo, entonces b es algebraico sobre K, lo que implica
que b € K (Observacion 4.1.2), y hemos terminado. Por tanto, podemos suponer que

Por la existencia de b, cada polinomio Q;(z¢,a) € Klzo] es no nulo y tiene, por tanto, un
namero finito de raices. Como K es algebraicamente cerrado, es infinito (Corolario 4.1.23), y
por tanto existe ¢ € K tal que K |= ¢|c, al. O

Vamos a ligar este teorema con dos resultados clasicos de geometria algebraica.
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Definiciéon 4.2.3. Sea K un cuerpo. Un subconjunto X C K" se dice definible (con para-

metros) si existe una férmula o(x1,...,x,,a) en el lenguaje de anillos, con a € K, tal que
X={be K": K E ¢(b,a)}.

Definicion 4.2.4. Desde el punto de vista de la geometria algebraica, un conjunto se dice
constructible si puede obtenerse como combinacion booleana (es decir, mediante uniones, inter-
secciones y complementos) de conjuntos de ceros de polinomios con coeficientes en K.

El Teorema de Chevalley—Tarski admite la siguiente caracterizaciéon seméntica:

Corolario 4.2.5. Sea K = ACF. Entonces, en K los conjuntos definibles coinciden ezacta-
mente con los constructibles.

Observacion 4.2.6. Més adelante veremos que este resultado encuentra su “paralelo” en el
caso de los cuerpos realmente cerrados: alli los conjuntos definibles coinciden exactamente con
los semialgebraicos, es decir, aquellos descritos por combinaciones booleanas de desigualdades
polinémicas.

El Nullstellensatz de Hilbert

En particular, del Teorema de Chevalley—Tarski se deduce el Nullstellensatz de Hilbert.

Corolario 4.2.7 (Nullstellensatz de Hilbert). Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, y
P (Z),...,P,(z) € Klxy,...,z,)].

Si el sistema de ecuaciones polindmicas
PA(7) = Py(&) = -+ = Pul#) = 0

tiene una solucion en algin cuerpo L O K, entonces tiene una solucion en K.

Demostracion. Sea L O Ky a € L™ tal que P;(a) = 0 para todo i = 1,...,m. Ampliando L si
es necesario, podemos suponer que L es algebraicamente cerrado. Como ACF tiene eliminacion
de cuantificadores, tenemos K =< L por la Proposicion 3.0.7.

Escogemos ahora L,uie-términos F(Z, z;) y tuplas b; en K tales que Pi(z) = Fy(,b;), lo
cual es posible porque los términos del lenguaje de anillos representan precisamente polinomios
con coeficientes (parametros) en K. Entonces

y por tanto también
K =3z \ F(z,b) =0,

pues K < L. De aqui se concluye que el sistema ya tiene una soluciéon en K. O

Este teorema constituye una de las conexiones més profundas entre la logica y la geometria
algebraica: la existencia de soluciones en una extension algebraicamente cerrada se refleja ya en
el propio cuerpo de partida. Desde un punto de vista conceptual, en este contexto la existencia
de soluciones de un sistema de ecuaciones polinémicas depende inicamente del ideal generado
por los polinomios.
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El Teorema de Ax

Nos dirigimos ahora a otro resultado de gran interés: el Teorema de Ax, que se apoya en la
relacion entre las teorias ACF,, (para p > 0) y ACF,.

Teorema 4.2.8. Sea p un nimero primo o p = 0. La teoria ACF, es completa.

Demostracion. Todo cuerpo de caracteristica p > 0 contiene un cuerpo isomorfo a I, como
subcuerpo. Podemos, sin pérdida de generalidad, identificar dichas copias y suponer que los
modelos considerados comparten literalmente ese subcuerpo. Si K y L son cuerpos algebrai-
camente cerrados de caracteristica p, entonces K = L por el Teorema de Chevalley-Tarski y
la Proposicion 3.0.7(1). Por tanto, acabamos de ver que todo par de modelos de ACF, son
elementalmente equivalentes. Por el Corolario A.1.15, concluimos que ACF), es completa.
Para el caso ACF), el argumento es analogo reemplazando F, por Q. ]

Teorema 4.2.9 (Principio de Lefschetz). Sea ¢ una Lanmo-sentencia. Son equivalentes:

1. CE .

2. Existe un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica 0 en el que se satisface .
3. Todo cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica 0 satisface .

4. Emiste N € N tal que ¢ se satisface en cualquier cuerpo algebraicamente cerrado de
caracteristica p > N.

5. Euxiste un conjunto infinito de niumeros primos P tal que para todo p € P existe un cuerpo
algebraicamente cerrado de caracteristica p en el que se satisface p.

Demostracion. Las equivalencias entre (1), (2) y (3) se deducen del teorema anterior y del
Corolario A.1.15.

Vemos que (3) implica (4). Como ACF, = ACF U {x, | p primo}, donde x, expresa que
p=1+---+1+#0,si ACFq |= ¢, por compacidad existe un subconjunto finito A C ACF, tal
que A = ¢. Como A contiene solo un nimero finito de sentencias x,, existe N € N tal que todo
cuerpo algebraicamente cerrado K de caracteristica p > N satisface A, y por tanto K = ¢.

Es inmediato ver que (4) implica (5).

Para ver que (5) implica (3), sea p € Py K, = ACF, tal que K, = ¢. Si ACF, [~ ¢,
entonces ACFy = —¢ por completitud. Como (3) implica (4), existe N € N tal que —p se
satisface en todo cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica p > N. Esto obliga a que P
sea finito, contradiccion. O

Definiciéon 4.2.10. Una cadena de L-estructuras es una sucesion (M, );en de L-estructuras tal
que M; C M, para todo .

Si (M;)ien es tal cadena, existe una tinica L-estructura M con universo M = J;o M; tal
que M; C M para todo 7. En efecto, los simbolos del lenguaje se interpretan poniendo

M= Mo M Uf/\/li’ RM — URMi’

i€N ieN
lo cual esta bien definido. La L-estructura obtenida asi se denota M = |J; oy M.

Definicién 4.2.11. Una formula de la forma Vz;...Va,3Jy; ...y, ¢(Z,7), con ¢ libre de
cuantificadores y m,n > 0, se denomina V3-férmula.
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Lema 4.2.12. Sea v una Y3-sentencia en L y (M;);en una cadena de L-estructuras tal que
M; |= 9 para todo i. Entonces la union M = ;. Mi también satisface 1.
Demostracion. Sea 1) la sentencia Va1, ..., T, 31, ..., Ym ©(Z,7), con @ libre de cuantificadores.
Tenemos que probar que M |= Jy, ..., ym ©(a,y) para todo a € M™.

Como la cadena (M;);en es creciente, existe £ € N tal que a € M. Por hipotesis, My, |= 1,
asi que existen by, ..., b, € My con My |= ©(a,b). De aqui se deduce que M = ¢(a, b), pues
es libre de cuantificadores y My C M (Observacion 2.2.3). O

Observacion 4.2.13. De hecho, es posible probar que una sentencia se preserva bajo uniones
de cadenas (cumple la propiedad del lema anterior) si y solo si es l6gicamente equivalente a una
Vd-sentencia.

Proposicion 4.2.14. Sea ¢ una V3-sentencia en el lenguaje Lane que se satisface en todo
cuerpo finito. Entonces ACF |= . En particular, ¢ se satisface en C.

Demostracion. Por la Observacion 4.1.21, F ;1g es la unién de una cadena de cuerpos finitos. Por
la proposicién anterior, se tiene que Fglg E ¢ para todo primo p; luego ¢ se satisface en todo
cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica p > 0 (por la Observacion 4.1.22), y el Prin-
cipio de Lefschetz implica entonces que ¢ se satisface también en todo cuerpo algebraicamente
cerrado de caracteristica 0, en particular en C. O

Teorema 4.2.15 (Ax). Sea f : C" — C" una aplicacion polindmica, es decir, de la forma
f=C(f1,..., fn) con f; € Clxy,...,x,] polinomios. Si f es inyectiva, entonces f es sobreyectiva.

Demostracion. La siguiente sentencia 1), 4 es una V3-férmula y formaliza en el lenguaje de
anillos la afirmacion “toda aplicaciéon polinémica inyectiva f : K™ — K™ de grado a lo sumo d

es sobreyectiva’:
n
< Zw _u7,> \ </\Pn,d<2i7j): n,d 257,, /\ﬁ/\l'z_x>]
i=1

Los términos P, 4(Z;, T) representan los polinomios f;, y la disyuncién expresa que para todo
u existe una preimagen T o bien que f no es inyectiva. Ademés, identificamos la conjuncién
N; Pn.a(Zi, ) = u; con la aplicacién polinémica f = (fy,..., f,) : K" — K™

Notese que el parametro d se introduce para permitir formalizar la afirmacion en el lenguaje
de anillos, pues en caso contrario la expresion “para toda aplicacion polinémica” implicaria cuan-
tificar sobre polinomios de grado arbitrario, es decir, sobre colecciones infinitas de coeficientes,
algo que no puede expresarse mediante una férmula de primer orden.

Como 1, 4 se satisface en todo cuerpo finito (Observacion 4.1.24), se sigue por la proposicion
anterior que ACF |= 1, 4, y en particular C = v, 4. Dado que esto ocurre para todo n y todo
d, obtenemos el resultado. O

— - - 9= =/
VZi,..., 2y, 32,2

||>:

Aunque no nos detendremos demasiado en él, este teorema también es importante: en el
marco de ACF, una propiedad algebraica a priori tan fuerte como la sobreyectividad de una
aplicaciéon polinomica puede deducirse a partir de la inyectividad, normalmente mucho mas
sencilla de verificar.

En cualquier caso, lo desarrollado hasta aqui refleja claramente la potencia de la eliminacion
de cuantificadores en ACF.

Pasamos ahora al estudio de la teoria de los cuerpos realmente cerrados.
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5. RCF

Al igual que en el caso de ACF, antes de demostrar la eliminacioén de cuantificadores en RCF
debemos desarrollar varios resultados propios de la teoria de los cuerpos realmente cerrados.

5.1. Cuerpos realmente cerrados

En esta seccion seguiremos de cerca el Apéndice B.1 de [7], aunque para la parte més
constructiva (existencia del orden y existencia de la clausura real) adoptaremos el enfoque més
explicito de [8]. Solo para la unicidad de la clausura real retomaremos el tratamiento de [7], lo
que nos permitiré ser més sucintos.

Definicion 5.1.1. Sea A un dominio de integridad. Una relaciéon de orden total < en A se dice
compatible con las operaciones (o compatible con la estructura de anillo) si para todo z,y € A
satisface las siguientes propiedades:

1. Si z <y, entonces = + z < y + z para todo z € A.
2. Si0<zy0 <y, entonces 0 < zy.
Un cuerpo (F, <) con un orden compatible es un cuerpo ordenado.

Observacién 5.1.2. En un cuerpo ordenado todo cuadrado es no negativo.'” En particular,
por la propiedad (1) de la definicion, se sigue que toda suma de cuadrados es no negativa.
Si 0 < z, entonces 0 < x - x por hipdtesis; si = 0, entonces 22 = 0; y si < 0, entonces
0 < —x, por lo que 0 < (—z)(—x). Basta justificar que (—z)? = 2% como 0 = 1+ (—1), multipli-
cando por (—1) y usando la distributividad se obtiene 0 = (14 (—1))(—1) = (=1) + (=1)(—1),
de donde 1 = (—1)(—1). Asi, (—x)? = (—1)%z* = 22. En todos los casos, 0 < 2V 22 = 0.
Como 0 < 12 =1, todo cuerpo ordenado tiene caracteristica cero.

A partir de ahora escribiremos < en lugar de (0 < 2V = 0), y denotaremos el cuerpo ordenado
por (F, <) en lugar de (F, <). También escribiremos 1/x para denotar el inverso multiplicativo.

Vamos a caracterizar los cuerpos que admiten un orden compatible con las operaciones.
Para ello, expresamos la nociéon de no negatividad de manera algebraica.

Definicién 5.1.3. Sea R un cuerpo (no necesariamente ordenado). Un subconjunto P C R se
llama cono de R si se cumplen las siguientes condiciones:

1. siz,y € P entonces x +y € P,
2. si z,y € P entonces xy € P,
3. si ¥ € R entonces 22 € P.
El cono P se dice propio si ademéas cumple que —1 ¢ P.

Definicion 5.1.4. Sea (F, <) un cuerpo ordenado. El subconjunto P = {z € F' |0 <z} se
llama el cono positivo de (F, <).

19Como es habitual, diremos que un elemento x es no negativo si z = 0 0 0 < z, y que un elemento es un
cuadrado si puede escribirse como = = y? para algin y.
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Proposicion 5.1.5. Sea (F, <) un cuerpo ordenado. El cono positivo P de (F,<) es un cono
propio que cumple: P U (—P) = F, donde — P ={x € F | —x € P}. Reciprocamente, si P
es un cono propio de un cuerpo R que cumple P U (—P) = R, entonces R puede ordenarse
definiendo: v <py siy solosi y—ux € P.

Demostracion. Vemos primero que P es un cono propio. Si z,y € P, entonces 0 < z y 0 < y,
de modo que 0 < x +y y 0 < xy por compatibilidad del orden. Ademas, para todo x € F', se
tiene 0 < 22, luego 22 € P. Asi, P es un cono. Es propio porque si —1 € P, tendrfamos 0 < —1,
y sumando 1 se obtendria 1 = 12 < 0, contradiccion.

Por definicién de orden total, para todo x € F' ocurre exactamente una de las siguientes:
0<z,z=00z <0, de donde se sigue que PU (—P) = F.

Reciprocamente, sea, P un cono propio de un cuerpo R que satisface P U (—P) = R.
Definimos una relaciéon en R por v <p y siysolosi y—x € P. Vemos que <p es un
orden total compatible con las operaciones.

1. Reflexividad: para todo x € R se tiene x <p x, pues por definicion z <p x si y solo si
x—x € P, yx—x=0€ P por hipotesis.

2. Antisimetria: observamos que para cualquier cono propio P, se cumple que PN(—P) = {0}.
En efecto, siz € PN(—P), entoncesx € Py —z € P.Siz € P\{0}, entonces (1/z)? € P,
y por tanto x - (1/2)* = 1/x € P, de donde —1 = 1(—z) € P, contradiccion.

Por tanto,siz <p yey <p x, entoncesy—z € Pyz—y € P,luegoxr—y = —1-(y—x) € —P,
de donde x —y € PN (—P). De aqui x — y = 0, luego = = y.

3. Transitividad: six <pyey <p z, entoncesy—r € Py z—y &€ P. Como P+ P C P, se
tiene (z —y) + (y —x) =z —x € P, y por tanto z <p z.

4. Totalidad: dados =,y € R, como PU (—P) = R,obieny —x € Pobienz —y € P. En
el primer caso x <p y, en el segundo y <p .

5. Compatibilidad con la suma: si x <p y, entonces y —x € P, y para todo z € R se tiene
(y+z2)—(x+2)=y—x € P,luego x + z <p y + 2.

6. Compatibilidad con el producto: si 0 <p x y 0 <p y, entonces v € P e y € P. Como
P-P C P, se tiene zy € P.

Asi, <p es un orden compatible con las operaciones de R, y el correspondiente cono positivo
es precisamente P. O

Observacion 5.1.6. Sea R un cuerpo. Denotamos por XR? := {22 +--- + 22 | n € N, z; € R}
al conjunto de sumas de cuadrados de elementos de R.

El conjunto ¥ R? es un cono, y por las propiedades (1) y (3) de la Definiciéon 5.1.3 se sigue
que esta contenido en todo cono de R.

Lema 5.1.7. Sea P un cono propio de un cuerpo R.
1. Si —a ¢ P, entonces Pla| :={z+ay | z,y € P} es también un cono propio de R.

2. P estd contenido en el cono positivo de algun orden de R.
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Demostracion. Es facil ver que Pla] es un cono. Vemos que —1 ¢ Pla. Si —1 = x + ay con
x,y € P, entonces o bien y = 0, en cuyo caso —1 = x € P, contradiccién; o bien y # 0, en cuyo
caso —a = (i)gy(l + ). Como (i)2 € P por ser un cuadrado, y ademds y, 1 + x € P, se sigue
que —a € P, contradiccion.

Para la otra implicacion, sea C = {Q C R | Q es un cono propio de Ry P C @ }, ordenado
por la inclusion. Entonces (C, C) es un conjunto parcialmente ordenado no vacio, pues P € C.

Para toda cadena D en C podemos obtener una cota superior definiendo Q* := Uer Q.
Por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal ) € C, es decir, un cono propio maximal
de R que contiene a P. Si probamos que @ U (—Q) = R, por la proposicion anterior habremos
terminado. Sea a ¢ Q. Por (1), Q[—a] es un cono propio, y como ) es maximal, se sigue que

Q) = Q[—al, de donde —a € Q. O

Proposiciéon 5.1.8. Sea R un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y sea a € R. Entonces
existe un orden en R respecto del cual a < 0 si y solo si a no es suma de cuadrados en R.

Demostracion. Como toda suma de cuadrados es no negativa (Observacion 5.1.2), si existe un
orden en R tal que a < 0, a no puede ser suma de cuadrados en R.

Reciprocamente, supongamos que a ¢ LR?. Como carR # 2, si —1 € X R? entonces todo
elemento de R es suma de cuadrados (y en particular lo es a): en efecto, de —1 = >~ u? se deduce
—y? =Y (yu;)?, luego 22 — y? € L R? para cualesquiera x,y € R. Como a = (“T“)2 - (%1)2,
se tendria entonces a € Y R?, contradiccién. Por tanto, —1 ¢ L R? y Y R? es un cono propio.

Definimos P := YR* — aXR? = {z + (—a)y : =,y € UR?’} = (XR?*)[—al. Puesto que
a ¢ YR? por el Lema 5.1.7 (1) P es un cono propio. Por el Lema 5.1.7 (2), existe un orden <
en R cuyo cono positivo contiene a P. En particular, 0 < —a en este orden, de donde a < 0. []

Usaremos este resultado mas adelante.
Teorema 5.1.9. Sea R un cuerpo. Son equivalentes:
1. R puede ordenarse.
2. R posee un cono propio.
3. —1¢ 3R
En tal caso decimos que R es un cuerpo real.

Demostracion. Por la Proposicién 5.1.5, si R es un cuerpo ordenado, su cono positivo es un
cono propio, luego (1) implica (2). Por la Observacion 5.1.6, si R posee un cono propio P,
entonces XR? C P,y como —1 ¢ P, también —1 ¢ S R? luego (2) implica (3). Si —1 ¢ L R?
entonces Y R? es un cono propio de R, y por el Lema 5.1.7 (2) sabemos que X R? esta contenido
en el cono positivo de algin orden de R, luego (3) implica (1). O

Definicion 5.1.10. Sea R un cuerpo real. R es un cuerpo realmente cerrado si no admite
ninguna extensiéon algebraica real propia R C R;.

Antes de enunciar la caracterizaciéon de los cuerpos realmente cerrados, citamos un lema
auxiliar sobre polinomios que utilizaremos en la demostracion.

Decimos que un polinomio ¢(X7, ..., X)) es simétrico en las variables X7, ..., X, si es inva-
riante bajo sus permutaciones, es decir, (X1, ..., X,) = 9(Xoa), ..., Xom)) para toda o € S,.
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Lema 5.1.11. Sea p(T) € R[T] un polinomio mdnico de grado n, y sean yi, ..., Y, Sus raices
en una clausura algebraica de R. Si g( X, ..., X,) es un polinomio simétrico en Xy, ..., X, con
coeficientes en R, entonces g(y1,...,yn) € R.

Idea de la demostracion. Los polinomios simétricos elementales en n variables vienen dados
por:
X X)) = Y XX, 1<k <n,
1<ip << <n
en particular fi =X+ -+ X, v fn=X1--- X,
Sea ahora p(X) € R[X] un polinomio moénico cuyo conjunto de raices es {y1,...,y,}. Su
factorizacion en una clausura algebraica de R es

n

i=1

Como p(X) tiene coeficientes en R y es moénico, por unicidad de los coeficientes se sigue que
Por el Teorema fundamental de los polinomios simétricos [0, §2.2], existe un tnico polinomio
G € R[Ty,...,T,] tal que, como polinomios en n variables,

9(X17 ce 7Xn) = G(fl(Xb ce 7Xn)7 .. -afn(Xb Ce ,Xn))

Evaluando en (y1,...,¥,) se obtiene g(y1,...,yn) = G(fl(yl, . ,yn),...,fn(yl,...,yn)) € R.
]

Observacion 5.1.12. En las hipotesis anteriores, si consideramos un polinomio (x) en una
variable libre x cuyos coeficientes son expresiones simétricas en los y; (lo que ocurre, en parti-
cular, cuando el polinomio es simétrico formalmente en las variables que representan esos y;),
el lema garantiza que dichos coeficientes pertenecen a R; de este modo, Q(x) € R[z].

Teorema 5.1.13. Sea R un cuerpo. Son equivalentes:
1. R es realmente cerrado.

2. Existe un inico orden en R cuyo cono positivo es el conjunto de cuadrados de R, y todo
polinomio de grado impar de R[X]| posee una raiz en R.

3. El anillo R[i] := R[X]/(X? + 1) es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Demostracion. Vemos que (1) implica (2). Sea a € R. Si a no es un cuadrado en R, entonces
R[\/a] = R[X]/(X?—a) es una extension algebraica propia de R, y por tanto R[y/a] no es real.
Ast, =1 =370 (v +Vay)? = 20 2] + 2v/aX L my + adlil vl

Como la descomposicion de —1 respecto de la base {1,1/a} de R[\/a] es tnica, el coeficiente
de v/a debe ser nulo. Por tanto,—1 =" a?+ad .  y2.

Si > y2 =0, se tendria —1 = > | 2? € R, pero R es real, contradiccion. Por tanto,

nog2
S y? # 0, y despejando obtenemos —a = % € XR?.

Esto muestra, por un lado, que XR*U (=X R?) = R, de modo que, por la Proposicién 5.1.5,
existe un tinico orden en R cuyo cono positivo es precisamente ¥ R2. Por otro lado, todo elemento
que no sea un cuadrado resulta negativo para dicho orden, de donde se sigue que todo elemento
positivo es un cuadrado.
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Falta demostrar que, si f € R[X] tiene grado impar, entonces f tiene una raiz en R. Lo hare-
mos por induccién en el grado d de f. Para d = 1 esté claro. Sea f un polinomio de grado d > 1
tal que todo polinomio de grado impar < d tiene una raiz en R. Supongamos que f no tiene raices
en . Como todo polinomio de grado impar tiene al menos un factor irreducible de grado impar,
pues en caso contrario el grado de f seria par al ser la suma de estos, podemos suponer que f
es irreducible. El cociente R[X]/(f) es una extension algebraica no trivial de R. Por tanto, no es

real, de donde —1 = Z?:lh_iQ en R[X]/(f), y podemos tomar los representantes de grado < d.

Sea 7 : R[X] — R[X]/(f) la proyeccion canoénica. Aplicando la definicion de 7, la igualdad
anterior equivale a m(—1) = 7(>_1, h?), de donde w(—1—>"" | h7) = 0. Como kerm = (f),
existe g € R[X] tal que —1 =" hi + fg en R[X]. (x)

Sea m; = deg(h;). Como deg(h?) = 2m;, se tiene que deg(}_, h7) = 2mdx; m; < 2d. De
—1 =" h?+ fg se sigue que deg(fg) = deg(>_7 | h?), de donde deg(g) = 2méx; m; — d.
Como 2méx; m; es par y d es impar, deg(g) es un nimero impar, y como 2max; m; < 2d, se
tiene que deg(g) < d. Por hipotesis de induccién, el polinomio g tiene una raiz a € R.

Evaluando () en a se obtiene —1 = """ | h;(a)* € R, contradiccion.

Vemos ahora que (2) implica (3). Empezaremos demostrando que todo polinomio en R[x]
tiene alguna raiz en R[i]. Sea f € R[X]| de grado d = 2™n con n impar. Procedemos por
induccion en m. Para m = 0, sabemos que f tiene una raiz en R. Supongamos ahora que el

resultado es cierto para m — 1. Tomemos vy, ..., ys las raices de f en una clausura algebraica
de Ry definamos g,(X) := H1§/\<u§d(X —(yx +y, + hy,\yu)), para h € Z.
Como gy, es invariante al permutar yy, . . ., yg4, por la observacion anterior g5, € R[X], de grado

deggn = [{(\p) s 1 <A< p<d} = () = 4L = 200@0ncl) —_ gm—ip(Qmy — 1) = 271y,
donde n' := n(2mn —1). Como n es impar y 2™n es par, 2"n — 1 es un nimero impar, de modo
que n' es producto de dos nimeros impares, y por tanto también impar. Por induccién, cada
gn tiene una raiz en R[i], de la forma yy + y, + hy,y, con A, i fijos entre {1,...,d}.

Como el conjunto de pares {(A, 1) : 1 < A < p < d} es finito, por el principio del palomar po-
demos elegir hy # hy y un par fijo (A, p) tales que yx+y,+h1yay, € Rli] e yx+y,+hoyry, € R[i].
Restando ambas expresiones se obtiene (hy — he) yay, € R[i]. Como hy — hy € Z\ {0} C RJ[d],
dicho elemento es invertible en R[i]. Por tanto, y,y, € R[i]. Como y\ + v, + hiyay, € RJi],
restando h1y,y, se obtiene yy + y, € R[i]. Queremos ver que y, e y, pertenecen a RJ[i].

Demostramos primero que todo elemento de R[i] tiene raiz cuadrada en R]i].

Sea z = a + bi € R[i], con a,b € R. Como a® + b*> > 0, por hipotesis existe r € R tal que
r? = a* + b, Definimos v* = =%, ¢* = 5% Ambos términos son no negativos, luego existen
u,v € R cumpliendo estas igualdades. Ademas, (uv)? = % = %, y podemos escoger los
signos de u y v de modo que 2uv = b. Entonces (u + vi)? = u? — v? + 2uvi = a + bi = z.

Esto prueba que, dados b, ¢ € R[i] cualesquiera, la ecuacién x? + bz + ¢ = 0 tiene sus dos
soluciones en R[i]. En efecto, el discriminante A = b*> — 4c¢ pertenece a R[i], y por lo anterior
existe § € R[i] tal que 6> = A. Por la férmula cuadratica, las soluciones son # € RJi].
Aplicando este resultado al polinomio p(X) = X2 — (yx + y.)X + yay, € R[i][X], como yy e y,
son precisamente sus raices, se tiene que yy,y, € R[i]. En particular, f tiene una raiz en RJ[i].

Sea ¢ € RJ[i][X]. Entonces ¢(X) = ag + a1 X + -+ + a, X", con a = wy, + vyi, ug, vy € R.
Definimos ¢(X) = ap+ a1 X +- - - +a, X", donde a;, = uy —vgi. Entonces qg = Ziio cxX*, donde
cp = Zz‘—f—j:k a;a;. Observamos que a;a; = a;a;. Por tanto, ¢, = Ziﬂ:k a;a; = Ziﬂ.:k a;a;.
Intercambiando i y j en la suma obtenemos ¢; = ¢, de donde ¢, € R. Se sigue que ¢q € R[X],
por lo que el polinomio ¢q tiene una raiz x € R][i]. Entonces, o bien ¢(x) = 0, o bien g(x) = 0;
en este ultimo caso, ¢(z) =0 = ¢(x) =0 = ¢(z) = 0, de modo que T es raiz de ¢. En
cualquier caso, ¢ tiene una raiz en R][i].
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Terminamos viendo que (3) implica (1). Ya sabemos que —1 no es un cuadrado en R, pues
si lo fuera, X? + 1 tendrfa una rafz en R, el ideal (X2 + 1) no seria maximal y R[i] no serfa
un cuerpo. Veamos ahora que en R una suma de cuadrados vuelve a ser un cuadrado. Sean
a,b € R. Como R[i] es algebraicamente cerrado, el polinomio X? — (a + ib) € R[i][X] tiene
una raiz ¢ +id € RJ[i], con ¢,d € R. Entonces (¢ + id)? = ¢* — d* + 2cdi = a + ib, de donde
a=c?—d*yb=2cd,y se obtiene a* + b* = (c* + d?)?. Tterando el caso binario, se concluye
que toda suma finita de cuadrados en R es un cuadrado. En particular, si —1 fuese suma de
cuadrados en R, serfa un cuadrado, contradiccion. Por tanto, —1 ¢ L R? y R es real.

Falta ver que R no admite extensiones algebraicas reales propias. Sea K una extension alge-
braica de R y supongamos que K es real. Entonces K[i] es una extension algebraica de R]i]. Co-
mo R[i] es algebraicamente cerrado, se tiene K [i] = R[i]. Por tanto, [R[i] : R] = [R[i] : K] [K : R].
Como [R[i] : R] = 2, se sigue que [K : R| divide a 2, esto es, [K : R| =10 [K : R = 2. Si
[K : R] =1, entonces K = R. Si [K : R] =2, entonces K = RJi], de modo que —1 es cuadrado
en K, pero K es real, contradiccion. O

Observacion 5.1.14 (Teorema Fundamental del Algebra). En esencia, el teorema muestra que
la relacion entre un cuerpo realmente cerrado R y la extension R]i] es la version abstracta de la
relacion entre R y C; en ese sentido, R es el ejemplo paradigmatico de cuerpo realmente cerrado.
En particular, obtenemos una versién mas general del Teorema Fundamental del Algebra: si R
es realmente cerrado, entonces R[i] es algebraicamente cerrado.

Corolario 5.1.15. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Entonces, los iinicos polinomios mdoni-
cos irreducibles de R[X] son:
X —a (a € R),

(X —b)*+c(b,ceER, 0<c).

En particular, todo polinomio de R|X] se descompone de manera inica como producto de fac-
tores lineales y cuadrdticos de la forma anterior.

Demostracion. Por el teorema anterior, todo polinomio f € R[X] se factoriza en R][i][X]| como
producto de términos lineales f(X) = [[.(X — ax), ar € R][i]. Escribimos cada raiz como
a = u+vi, con u,v € R. Si v =0, entonces o € R y el factor correspondiente es X — wu.
Si v # 0, @ también es raiz de f, y por tanto el factor X — @ aparece en la factorizacion. El
producto de ambos factores es (X — a)(X —a) = X% — 2uX + (v? +0?) = (X —u)? +02. O

Definicién 5.1.16. Sea (F, <) un cuerpo ordenado. Sea R una extension algebraica de F' tal
que R es realmente cerrado y su orden tnico extiende el orden de F' (es decir, para todo z,y € F,
si x <y entonces © <p y). Decimos que (R, <p) es una clausura real de (F, <).

Teorema 5.1.17. Sea (F, <) un cuerpo ordenado. Entonces (F, <) tiene una clausura real.
Demostracion. Sea F' C F una clausura algebraica de F. Consideramos la clase

F C E C F son extensiones de cuerpos, }

= <
£ {(E’ <r) ‘ <g es tal que (E,<g) es un cuerpo ordenado y <p N(F x F) =<

Identificando <z con ExE € P(FxF), un razonamiento analogo al del Teorema 4.1.10 muestra
que existe una funcion inyectiva 7: & — P(F x (F x F x F) x (F x F x F)) x P(F x F),
que muestra que & es un conjunto. Ordenamos &£ parcialmente por

(B1,<p,) = (Ey,<p,) siysolosi B C By y <g, N(E, x By) =<pg, .
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Sea C C & una cadena y escribamos C = {(E;,<g,) : @ € I}. Definimos E¢ := (J,c; Ei.
Como cada E; es un subcuerpo de F con F C E;, la unién es de nuevo un subcuerpo de F que
contiene a F. Definimos una relaciéon de orden < en E¢ poniendo

x<cy siysolosi existei & [ talquex,y€e€ E;yz<g y.

Esta relacion esta bien definida, pues si z,y € E; N £}, al ser C una cadena uno de los cuerpos
esté contenido en el otro y los érdenes coinciden en la interseccion. Como cada (F;, <g,) es un
cuerpo ordenado, la compatibilidad del orden se hereda a la unién. En particular, (E¢, <¢) € €
y es una cota superior de C. Por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal (R, <g).

Vemos que R es realmente cerrado.

Sea a € R un elemento positivo que no es un cuadrado en R, y sea P el conjunto de elementos
de la forma > | b; (¢;+d;iv/a)?, con ¢;,d; € Ry b; en el cono positivo de (R, <p). Entonces P es
un cono y es propio porque, si —1 = Y | b;(¢;+d;v/a)?, tendriamos que —1 = Y7 | b;(¢? +ad?)
perteneceria al cono positivo de (R, <g), que sabemos que es un cono propio, contradiccion.
Por el Lema 5.1.7 (2), P esta contenido en el cono positivo de un orden de R[+/a], que extiende
el orden de R. Esto contradice la maximalidad de (R, <g). Por tanto, el cuerpo R tiene un
tinico orden, cuyos elementos positivos son exactamente los cuadrados de R.

Lo anterior implica que, si E es un cuerpo real con R C E C F, entonces cualquier orden de
E extiende el orden de R, y por tanto (F, <g) € £. La maximalidad de (R, <g) fuerza entonces
E = R, luego R es un cuerpo real que no admite extensiones algebraicas reales propias.

Hemos probado que R es realmente cerrado. Por construccion, F C R C F, R es algebraico
sobre F', y <gp N(F x F) =<, de modo que (R, <g) es una clausura real de (F, <). O

Pasamos ahora a demostrar que toda clausura real de un cuerpo ordenado (F, <) es tnica
salvo F-isomorfismo de cuerpos ordenados.? Introducimos un par de proposiciones que clarifi-
can los pasos que seguiremos.

Proposicion 5.1.18. Sea R un cuerpo y sean L y L' dos extensiones algebraicas de R. Supon-
gamos que se cumple lo siguiente:

1. Para toda subextension E con RC E C L y R C E finita, existe una subextension E' con
RCFE CL tal que E =R E'.

2. Reciprocamente, para toda subextension E' con R C E' C L' y R C E' finita, existe una
subextension E con R C E C L tal que E = E'.

Entonces existe un R-isomorfismo L =, L'.

Demostracion. Sean L el lenguaje que amplia el lenguaje de anillos {+, -, 0,1} con dos simbolos
de predicado U y V de aridad uno, simbolos de constante ¢, para cada r € R, simbolos de
constante ¢, para cada a € L\ R, simbolos de constante ¢, para cada o’ € L'\ R, y un simbolo
de relaciéon I' de aridad dos.

Consideramos L-estructuras cuyo universo esta formado por la unién disjunta de dos copias,
una de L y otra de L’. Los predicados U y V distinguen estas dos copias. Las operaciones
{+,-,0,1} coinciden con las operaciones de cuerpo habituales al restringirse a cada copia, sin
imponerse condiciones fuera de ellas. Sea Ly := {+,-,0,1} U{c, |r € R}U{c, |a€ L\ R}, y
analogamente Ly = {+,-,0,1} U{c, | r € R} U{cy | d' € L'\ R}.

Sea T la L-teoria formada por:

20Un F-isomorfismo de cuerpos ordenados es un isomorfismo de cuerpos f: K; — K, entre extensiones de F
que fija F'y preserva el orden, esto es, cumple que z <, y si y solo si f(z) <k, f(y) para todo z,y € K.
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s el diagrama simple de L, considerado como Ly-estructura, cuyas sentencias se interpretan
exigiendo que todas las constantes involucradas satisfagan el predicado U;

» el diagrama simple de L', considerado como Ly -estructura, cuyas sentencias se interpretan
exigiendo que todas las constantes involucradas satisfagan el predicado V;

= axiomas que expresan que [ es el grafo de un isomorfismo de cuerpos entre las partes U
y V, v que dicho isomorfismo fija R.

Sea Ty C T finito. Sean A C L y A’ C L' los conjuntos finitos de elementos cuyos simbolos
de constante ¢, y ¢, aparecen en Tp, y pongamos E := R(A) C L, E' :== R(A") C L. Por (1)
existe una subextension finita £ C L' y un R-isomorfismo ¢ : £ — F”.

Consideremos en L’ la subextension finita G’ := R(F' U E') C L. Por (2) existe una
subextension finita G C L y un R-isomorfismo 6: G — G'.

Sea M una L-estructura definida como sigue. El universo de M es la union disjunta GUG".
Para cada a € A C G, el simbolo de constante ¢, se interpreta como a en la copia de G; para
cada a’ € A’ C G, ¢y se interpreta como a’ en la copia de G’. Asimismo, para cada r € R, la
constante ¢, se interpreta como r en ambas copias. Definimos UM = Gy VM = G’. Finalmente,
interpretamos I como el subconjunto I'M := {(z,0(x)) |z € G} C G x G,

Por construccion, la relacion I'™ es el grafo de un R-isomorfismo entre G y G, y las in-
terpretaciones fijadas garantizan que todas las sentencias del diagrama simple de L y de L’
contenidas en T se satisfacen en M. Por tanto, M = Tj.

Hemos probado que todo subconjunto finito Ty C T es satisfacible.

Por compacidad, la teoria T es satisfacible, de donde se sigue que existe una L-estructura
en la que I' define un R-isomorfismo entre copias de L y L'. n

Observacion 5.1.19. En resultados anteriores hemos utilizado el Lema de Zorn explicitamente
para construir extensiones méximas. En este caso preferimos usar compacidad, tal como se
propone en |7], para mostrar como el enfoque modélico recupera el mismo tipo de resultados.
Notese, en cualquier caso, que la compacidad utilizada descansa en el Teorema de completitud,
previamente demostrado mediante Zorn.

Antes de seguir, conviene fijar algunas nociones algebraicas basicas como las de extension
simple y separabilidad. Recogemos estas definiciones y hechos en el Apéndice A.2.

Proposicion 5.1.20. Sea R un cuerpo y sean L y L' extensiones algebraicas de R. Son equi-
valentes:

1. Para todo polinomio irreducible p(X) € R[X], p tiene una raiz en L si y solo si tiene una
raiz en L.

2. L y L' contienen, salvo isomorfismo sobre R, las mismas extensiones simples.

Demostracion. Vemos primero que (2) implica (1). Sea p(X) € R[X] irreducible y supongamos
que tiene una raiz a € L. Entonces R(a) C L es una extension simple de R. Por hipotesis, existe
b e L' tal que R(a) =g R(b) C L'. En particular, b satisface el mismo polinomio irreducible que
a, luego p(b) = 0, y p tiene una raiz en L'. La implicacion reciproca se obtiene intercambiando
los papeles de L y L'.

Vemos ahora que (1) implica (2). Sea R(a) C L una extension simple algebraica y sea
p € R[X] el polinomio minimo de a sobre R. Por hipotesis, p tiene una raiz f € L'. La
evaluacion f +— f(f) define un homomorfismo R[X] — L’ cuyo nucleo es (p); por el Primer
Teorema de Isomorfia, R[X]/(p) = R(B) C L'. Identificando R(«) = R[X]/(p), se obtiene un
R-isomorfismo R(«) = R(S). El mismo argumento vale intercambiando L y L' O
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Observacion 5.1.21. Por la Proposicion 5.1.18, dos extensiones algebraicas de un cuerpo R
son R-isomorfas si y solo si todas sus subextensiones finitas lo son. Por la Observacion 5.1.2,
todo cuerpo real tiene caracteristica 0, y por tanto toda extension finita sobre él es simple
(Observacion A.2.15). En consecuencia, por la proposicion anterior, para probar la unicidad
de la clausura real de R como extension algebraica de R basta ver que los mismos polinomios
irreducibles de R[X] tienen raices en cualesquiera dos clausuras reales de R.

En este punto, necesitamos un criterio eficaz para detectar la presencia de raices en exten-
siones. En lugar de recurrir a procedimientos clasicos como el algoritmo de Sturm, emplearemos
la nocion de traza y algunas herramientas de K-édlgebras (cuyo repaso conciso se recoge en el
Apéndice A.3), que permiten cerrar la prueba de forma directa.

Lema 5.1.22 (Lema de Sylvester). Sea f un polinomio irreducible en F[X| y sea (K, <) una
extension realmente cerrada de (F,<). El nimero de raices de f en K es igual a la signatura
de la forma traza de la F-dlgebra F[X]/(f).

Demostracion. Consideramos la F-algebra finita A = F[X]/(f).

Para cada a € A, denotamos por £,: A — A el endomorfismo F-lineal dado por la multi-
plicacion por la izquierda por a. Definimos la traza de a sobre F' como trg(a) := tr({,), donde
tr(¢,) denota la traza usual del endomorfismo F-lineal /,, es decir, la suma de los elementos de
la diagonal de cualquiera de sus matrices asociadas.

Esta aplicacion induce una forma bilineal simétrica sobre A, llamada la forma traza, definida
por (a,b)p = trr(ab).

Como (F, <) es un cuerpo real (en particular, de caracteristica 0), y A es un espacio vectorial
finito sobre F, la forma traza puede diagonalizarse. Sea {aq,...,a,} una base de A respecto
de la cual la matriz de la forma es diagonal, y sean A{,..., A\, € F' las entradas diagonales
correspondientes. Definimos la signatura de la forma traza como

sign(A) := #{0 < \;} — #{\; < 0}.

Por el Teorema de inercia de Sylvester sobre formas bilineales simétricas sobre cuerpos ordena-
dos |11, §4.1|, esta cantidad es independiente de la base diagonalizante elegida.

Tensorizando A con K, obtenemos la K-algebra Ay := A®p K =2 K[X]/(f). Identificando
cada a; € A con a; ® 1 € Ak, se tiene

(Oéz' X 17 Q; & ].)K = tI‘K ((Oél & 1)(Oéj & 1)) = tl"K(OéZ'Oéj & ].) = tI‘F(OéZ'Oéj) = (Oéi, Oéj)F = )\,(FU

Por tanto, la base {ag,...,a,} sigue siendo una base diagonalizante para la forma traza de
Ag. En particular, la forma traza de A y la de Ak tienen la misma signatura.

Por el Corolario 5.1.15, f se descompone en K[X] como producto de factores lineales y
cuadraticos irreducibles, f = g1 - g,n. Como carr = 0, f no tiene raices multiples en K, los
factores irreducibles ¢y, . . ., g, son distintos, y por tanto son dos a dos coprimos. Por el Teorema
Chino del Resto, existe un isomorfismo de K-élgebras

K[X]/(f) = K[X]/(g1) x -+ x K[X]/(gm)-

Bajo esta identificacion, todo elemento de K[X]/(f) puede verse como una familia (a1, . . ., a,,),
con a; € K[X]/(gi). Sia = (a1,...,0m) y * = (x1,...,2,), entonces la multiplicacion viene
dada por

ar = (11, . . ., GpT).
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El endomorfismo de multiplicaciéon por a es, por tanto, la suma directa de los endomorfismos
de multiplicacién por a; en cada uno de los factores. Su traza es la suma de las trazas corres-
pondientes. En consecuencia, la forma traza de K[X]/(f) es la suma directa de las formas traza
de las K-algebras K[X]/(g;), y su signatura coincide con la suma de las signaturas de dichas
formas. Asi, basta calcular la signatura asociada a cada polinomio irreducible g;.

Si g es un factor lineal, entonces existe un isomorfismo de K-algebras K[X]/(g) = K, dado
por la aplicacion p(X) — p(a), donde g(X) = X — a. Bajo esta identificacion, respecto de la
base {1} de K como espacio vectorial sobre si mismo, para cada x € K la matriz asociada a
l, es (z), y por tanto trg(x) = x. La forma traza viene dada por (z,y) — trg(zy) = zy.
Respecto de la base {1}, la matriz de la forma es (1). Por tanto, la signatura de la forma traza
en este caso es 1.

Supongamos ahora que g es irreducible de grado 2, de la forma (X — b)? + ¢ con 0 < c. En

K[X]/(g) se tiene (X — b)2 = —¢c. Definiendo i := % (X —b) € K[X]/(g), se cumple i = —1.

La aplicacion K[X]/(g) — K[i], p(X) ~ p(i) define un isomorfismo de K-algebras. Mediante
este isomorfismo, todo elemento de K[X]/(g) puede escribirse de manera tnica como x + yi,
con z,y € K.

Para calcular la traza, consideramos el endomorfismo K-lineal ¢,,;: K[i] — K[i] dado por
la multiplicacion (por la izquierda) por z + yi. Para cualesquiera z’,y € K,

Cogyi (2" +9'1) = (z2” — yy') + (xy' + 2'y)i.

Respecto de la base {1,}, se tiene €,4,i(1) = x4+ yi, Lly4yi(i) = —y + xi, por lo que la matriz

r -y

asociada a £, es . En consecuencia, la traza de dicho endomorfismo es 2x, y por defi-

nicion try (z+yi) = 2z. La forma traza es (z+yi, 2/+y'i) — trx ((z4yi)(2'+y'1)) = 2(za’—yy').
Respecto de la base {1,i}, la matriz de la forma traza viene dada por (g _02) . Por tanto, la
signatura de la forma traza en este caso es 0.

Hemos probado que la signatura de la forma traza de Ay = A®p K = K[X]/(f), la cual
coincide con la de A, es igual al nimero de factores lineales en la descomposicion de f en K[X].
En particular, coincide con el nimero de raices de f en K. O

Corolario 5.1.23. Sea (F, <) un cuerpo ordenado. Entonces la clausura real de (F, <) es inica
salvo F'-isomorfismo de cuerpos ordenados.

Demostracion. Por el Lema de Sylvester, para todo polinomio irreducible f € F[X], el nimero
de raices de f en una clausura real de F' coincide con la signatura de la forma traza asociada, y
en particular es independiente de la clausura real considerada. En consecuencia, un polinomio
irreducible de F[X] tiene raiz en una clausura real de F' si y solo si la tiene en cualquier otra.
Ademés, el orden de un cuerpo realmente cerrado es tnico y queda caracterizado por su
cono positivo, que coincide con el conjunto de los cuadrados. Como los cuadrados se preservan
por homomorfismos de cuerpos, todo F-isomorfismo entre clausuras reales preserva el orden.
El resultado se deduce entonces de la Observacion 5.1.21. O]

Observaciéon 5.1.24. La unicidad de la clausura real es mas rigida que la unicidad de la clau-
sura algebraica: mientras que en el caso algebraicamente cerrado los modelos se clasifican (una
vez fijada la caracteristica) por el grado de trascendencia sobre el subcuerpo primo, en el caso
de los cuerpos realmente cerrados, cuya caracteristica es necesariamente cero, la clasificacion de
los modelos requiere, ademés del grado de trascendencia, tener en cuenta el orden subyacente.
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Extendemos finalmente estos resultados al caso de los subanillos ordenados de un cuerpo
ordenado (o dominios de integridad ordenados), ya que son precisamente las subestructuras de
los modelos de RCF.

Proposicion 5.1.25. Sea A un dominio de integridad ordenado mediante una relacion < com-
patible con las operaciones. Entonces el orden se puede extender a su cuerpo de fracciones
Frac(A) de forma tinica definiendo 0 < §  siy solo si 0 < ab, para todo a,b € A con b # 0.

a __

Idea de la demostracion. La definicion no depende del representante: si ¥ = <, entonces ad = b,
lo que implica que a y d tienen el mismo signo si y solo si b y ¢ lo tienen; de aqui se deduce que

a y b tienen el mismo signo si y solo si ¢ y d lo tienen, es decir, 0 < ab siy solosi 0 < cd.
Las propiedades del orden en A permiten comprobar que la relaciéon definida es un orden
total compatible con la suma y el producto en Frac(A), y que extiende el orden de A: en efecto,
b—a b

para a,b € A se tiene a < b siysolosi 0 <b—a siysolosi 0 <> siysolosi § < 7,

donde la ultima equivalencia se obtiene de la compatibilidad con la suma. O

Observacion 5.1.26. Sea (A, <) un subanillo ordenado de un cuerpo realmente cerrado (K, <),
y sea F' := Frac(A) C K su cuerpo de fracciones, provisto del orden inducido por el de A.
Definimos A%% := {b € K | b es algebraico sobre F'}. Entonces (A%2, <) es una clausura real
de (F, <), contenida en K. En particular, es tnica salvo F-isomorfismo de cuerpos ordenados,
y por tanto unica salvo A-isomorfismo de cuerpos ordenados.

En efecto, que F C A%g es una extension algebraica es inmediato por definiciéon. Como
A%g C K y K es un cuerpo ordenado, el orden de K se restringe a un orden en Aa}ég, de modo
que A%g es un cuerpo real cuyo orden extiende a su vez el de F.

Vemos que Aﬁg es realmente cerrado verificando las dos propiedades caracteristicas del
Teorema 5.1.13 (2). Sea p(X) € A%4[X] un polinomio de grado impar. Como K es realmente
cerrado, existe a € K tal que p(a) = 0.En particular, o es algebraico sobre Aﬁg. Como por
definicion F' C A%g es algebraica, se sigue que « es algebraico sobre F', y por tanto a € A?ég.
Por otro lado, sea a € A*}ég con 0 < a. Como K es realmente cerrado, existe € K tal que
3% = a. Entonces 3 es algebraico sobre Az}%g, al ser raiz de X2 —a € A}ﬁg [X], vy nuevamente,
como F' C A%¥ es algebraica, se sigue que [ € A%

5.2. Eliminacién de cuantificadores en RCF

Entramos en el estudio de la teoria de los cuerpos realmente cerrados. Comenzamos por
formalizarla en el marco de la logica de primer orden. Seguimos [7].

Sea Lanino = {+,-,0, 1} el lenguaje de anillos, y sea Tiyerpo la teoria de cuerpos. Consideramos
el lenguaje de anillos ordenados
‘Cord = Eanillo U {S}

Sea T gfgrpo la Lo4-teoria obtenida anadiendo a Tgyerpo 10s axiomas que expresan que < es

un orden total compatible con las operaciones del cuerpo, es decir,

» Vo (z < x) (reflexividad)
s Vo Vy ((a: <yANy<z)—x= y) (antisimetria)
n VaVyVz (z <yAy<z)—a<z) (transitividad)
n YV Vy (:v <yVy< $) (totalidad)
w Ve VyVz (x <y—zr+z<y+ z) (compatibilidad con la suma)
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s V2 Vy ((O <zAN0<y) —0<zx- y) (compatibilidad con el producto)

La teoria de los cuerpos realmente cerrados, que denotaremos RCF, se obtiene anadiendo
ord . . . . . L,
a Toepo @xiomas que expresan que todo polinomio de grado impar tiene una raiz y que todo

elemento positivo es un cuadrado, es decir,
= Para cada n > 0, anadimos Vay, ..., as, 3z (xQ”H + Ao r® + -+ ag = O).
» V2 (0 <z — Jy (v2 =2)).

Finalmente, definimos x <y siysolosi x <yAx #y. Actuaremos como si el simbolo
< formara parte del lenguaje, entendiéndolo siempre como abreviatura de la férmula anterior.

Teorema 5.2.1 (Tarski-Seidenberg). RCF tiene eliminacion de cuantificadores.

Demostracion. Usaremos el criterio de eliminacién de cuantificadores del Teorema 3.0.6. Sean
(K1,<) v (K3, <) dos modelos de RCF que contienen una subestructura comin (A, <). Sea
©(xo, 1, ..., x,) una formula sin cuantificadores, sean pardmetros a € A, y supongamos que
existe by € K; tal que Kj |= ¢[by, a]. Mostraremos entonces que (K, <) |= 3z [z, al.

Como (A, <) es una subestructura de un cuerpo ordenado, es un dominio de integridad
ordenado. Para i = 1,2, sea F; := Frac(A) C K; el cuerpo de fracciones correspondiente,
provisto del inico orden que extiende el de A. Por la unicidad del cuerpo de fracciones, existe un
tinico A-isomorfismo de cuerpos f: F; — F5, y por la unicidad de la extension del orden, dicho
isomorfismo preserva el orden. En consecuencia, f es un A-isomorfismo de cuerpos ordenados.

Aplicando la Observacion 5.1.26 a cada K;, obtenemos para cada i = 1,2 una clausura real
G = (A?f, <) de (F}, <), contenida en K;. Por la unicidad de la clausura real, el isomorfismo
f se extiende de manera tnica a un A-isomorfismo de cuerpos ordenados g: (G, <) = (Gs, <).

Sea by € K; tal que (K1, <) |= ¢[b,al. Distinguimos dos casos.

Si by € Gy, como g es un A-isomorfismo, (G, <) |= ¢[by,al si y solo si (G, <) = ¢lg(b1), al.
Dado que (Gg, <) es una subestructura de (K5, <) y ¢ es una féormula libre de cuantificadores,
por la Observacion 2.2.3 se sigue que (K3, <) | ¢[g(b1), al.

Si by ¢ Gy, entonces by es trascendente sobre ;. En efecto, como F; C G es algebraica, si
b, fuese algebraico sobre GGy lo seria sobre F) y perteneceria a Gj.

Definimos Gy :={a € Gy :a < b1} y Gy := {a € Gy : b < a}, y consideramos sus imagenes
a:=g(Gy)y B:=g(G]) en Gsy. Se tiene que o < 3, y ambos conjuntos son no vacfos.

Sea el lenguaje obtenido anadiendo a L,.q una constante c, para cada z € Ky, y consideramos
el diagrama completo D((K2, <)) de (K3, <).Sea X(z) :=={c, <z:ac€alU{x<cs:de [}
Tomamos Yg(x) C ¥(z) un subconjunto finito. Entonces existen ay, ..., a, € aydy,...,d, €
tales que Yo (z) = {coy < ,...,Ca, <, T < Cqy,...,T < cq, }. Esta familia es equivalente a la
doble desigualdad cmaxfa;,...an} < T < Cmin{ds,...dm}- COmMo a < f3, se tiene max{a;} < min{d,}.

w € Ks, la expansion canonica de (K5, <) al lenguaje

Por ejemplo, tomando xg :=
ampliado satisface todas las formulas de Xo(cy, ).

De este modo, hemos probado que dicha expansion satisface toda subfamilia finita de la teo-
ria T := D((K3, <))U3(x). Por compacidad, existe un modelo (K7, <) en el lenguaje ampliado
que satisface T'. Al tomar el reducto de (K}, <) al lenguaje L,.q, obtenemos una Lq-estructura
que contiene una copia isomorfa de (K5, <) como subestructura elemental (Proposicion 2.2.5);
identificando ambas copias, podemos considerar que (Kj, <) =< (K}, <)|z..,, v existe un ele-

mento by € K, tal que oo < by < B.

ord?
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Si by perteneciera a G, existirfa d € G tal que by = g(d). Aplicando g~! a las desigualdades
anteriores obtendriamos G < d < G, que fuerza que d = by, de donde b; € G, contradiccion.

Asi, by ¢ G5. Un razonamiento anélogo al de G muestra que by es trascendente sobre Gj.

Como b; y by son trascendentes sobre Gy y Ga, respectivamente, por el Teorema 4.1.11
g: G1 — G5 se extiende a un A-isomorfismo de cuerpos h: G1(b;) — Gy(bs2), que envia b; a bs.

Vamos a probar que h preserva el orden. Para ello, basta probar que preserva el orden para
todos los elementos de la forma p(b;) con p(X) € G1[X].

Por el Corolario 5.1.15, existe una descomposicion de p(X) en G1[X] de la forma

p(X) = 5H(X —a;) H ((X —c)? + dj),con 0 < d,.
i J

Los factores cuadréticos son siempre positivos, por lo que el signo de p(b;) depende tnica-
mente de € y de la posicion de by respecto a los a;.

El factor € pertenece a G, y, como h extiende a g, su signo se preserva. Por otro lado, para
todo i, se cumple que by < a; siy solo si by < h(a;), de donde 0 < p(by) siy solo si 0 < h(p)(ba),
donde h: Gy [X] — G2[X] denota la extension natural de h a polinomios.

Asi, h preserva el orden y es por tanto un A-isomorfismo de cuerpos ordenados.

De este modo, se tiene la cadena de equivalencias
(K1, <) Eplbi,al <= (Gi(h), <) b, a] <= (Ga(b2), <) = 0lbe, a]
= (K3, <) E ¢lb, ] = (K2, <) | Jz oz, a.
O
Corolario 5.2.2. RCF es completa.

Demostracion. Sean (Ki,<) y (K3, <) dos modelos de RCF. Como car(K;) = 0, cada K;
contiene el subanillo generado por 1 isomorfo a Z, y su subcuerpo primo Ky;, isomorfo a Q. El
orden sobre dicho subanillo queda determinado por 0 < 1, luego el orden inducido en cada Ky,
es el tunico orden en Q. Identificamos (Ky, <) y (Kg2, <) mediante un isomorfismo de cuerpos
ordenados, y consideramos que ambos modelos comparten una copia isomorfa de (Q, <).

Por la eliminacion de cuantificadores y la Proposicion 3.0.7 (1), se tiene que (K7, <) = (K3, <).
Por el Corolario A.1.15, concluimos que RCF es completa. O

Vamos a relacionar el Teorema de Tarski-Seidenberg con algunos resultados fundamentales
de geometria algebraica real.

Definicion 5.2.3. Desde el punto de vista de la geometria algebraica real, un subconjunto
S C K" se dice semialgebraico si puede obtenerse como combinaciéon booleana finita de con-
juntos de la forma {x € K" | g(z) < 0}, con g € K[Xy,...,X,], donde (K, <) es un cuerpo
ordenado.

El Teorema de Tarski-Seidenberg admite la siguiente caracterizacion semantica.

Corolario 5.2.4. Sea (K, <) = RCF. Entonces, en (K, <) los conjuntos definibles (con pard-
metros) coinciden exactamente con los semialgebraicos.

Observacién 5.2.5. En el caso de los cuerpos algebraicamente cerrados, la eliminacion de
cuantificadores permite obtener de manera directa el Nullstellensatz clasico. En el contexto de
la geometria algebraica real, en cambio, resultados como el Nullstellensatz real y el Positivs-
tellensatz ponen de manifiesto que la informacién geométrica relevante no queda determinada
tnicamente por los ideales, sino que interviene de forma esencial la estructura de orden del cuer-
po base. En este marco, las sumas de cuadrados constituyen el objeto algebraico fundamental
para describir nociones de positividad. Para una exposicion detallada, véase |12, §2.3|.
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El decimoséptimo problema de Hilbert

En particular, como consecuencia de la eliminacion de cuantificadores en RCF, obtenemos
el siguiente resultado, que resuelve el decimoséptimo problema de Hilbert.

Corolario 5.2.6 (Decimoséptimo problema de Hilbert). Sea (K, <) un cuerpo realmente ce-
rrado y sea f € K[X3,...,X,]. Entonces f es suma de cuadrados de funciones racionales, es
decir,

f=gi+ -+ cong € K(Xi,....Xy),

sty solo si
0 < f(ai,...,a,) para todo ay,...,a, € K.

Demostracion. Si f es suma de cuadrados en K (X7, ..., X,), entonces no puede tomar valores
negativos en ningin cuerpo ordenado.

Reciprocamente, supongamos que f no es suma de cuadrados en K(Xji,...,X,). Por la
Proposiciéon 5.1.8, existe un orden en K(Xj,...,X,) respecto del cual f < 0. Sea L una
clausura real de K (X, ..., X,); dicho orden se extiende a L, y en consecuencia la sentencia

g, x, (2, .. 2,) <0)

es verdadera en L.

Como K y L son cuerpos realmente cerrados y K es una subestructura de L, por la eli-
minacion de cuantificadores en RCF y la Proposicion 3.0.7 (2) se tiene K < L. Por tanto, la
sentencia anterior es verdadera en K, contradiccion. O]
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Apéndice

A.1. El método de Henkin para la completitud

A continuacion se presenta una demostracion del Teorema 2.1.4, siguiendo el enfoque pro-
puesto por Leon Henkin en 1949 (una simplificacion de la prueba original de Godel). Una
exposicion mas detallada puede encontrarse en [1].

La demostracion clasica del Teorema de completitud (y de otros metateoremas fundamen-
tales) se desarrolla en el marco de un sistema de estilo Hilbert para la logica de primer orden,
esto es, el sistema deductivo introducido previamente con sus axiomas y reglas de inferencia.
Existen otros enfoques deductivos, como la deduccion natural, donde no se postulan axiomas,
solo reglas de inferencia.

Una teoria de Henkin (respecto de un lenguaje £) es una L-teoria T' en la que, para toda
L-formula de la forma 3z ¢(z), existe un simbolo constante ¢ (llamado constante de Henkin)
en L tal que el siguiente azioma de Henkin pertenece a T (Jz ¢(x)) — ¢(c)).

Introducimos algunos resultados preliminares:

Lema A.1.1. (Lema de deduccion). Sean x una L-sentencia, T una L-teoria y 1 una L-
formula. Entonces

TU{x} Fc v siysolosi T Fp (x = ).

Observacion A.1.2. A partir de este lema, es facil ver, por induccién en n, que para todo
n>1setiene: TU{v,...,m} Fr ¢ implica T bz (1A Ay) = @.

También se demuestra el siguiente resultado:

Lema A.1.3. Sea T una L-teoria y x una L-sentencia. Entonces,

Thkex siysolosi TU{=x} esinconsistente.

La idea general de la demostracion del Teorema de completitud es la siguiente: si ¢ es
consecuencia logica de T' pero no es demostrable a partir de 7', consideramos la teoria T'U{—¢}.
Como por hipétesis T' 1/, ¢, por el lema anterior la teoria T'U {—p} es consistente, y nuestro
objetivo serd construir un modelo de esta teoria (en particular, un modelo de T' que haga ¢
falsa), llegando a una contradiccion. Para lograr esto partimos de T'U {—¢} y le anadimos
axiomas de Henkin para todas las formulas existenciales, generando una teoria de Henkin 7;
luego, mediante un proceso de extension basado en el Lema de Zorn (Lema A.4.2), obtenemos
una teorfa de Henkin completa T™* que contiene a T'". Finalmente, vemos que es posible construir
un modelo para toda teoria de Henkin completa, en particular para T* (y por ende para Ty
—¢), alcanzando la contradiccion deseada.

Por tanto, en realidad la demostracion del Teorema de completitud surgird como consecuen-
cia de este resultado equivalente:?*

Teorema A.1.4 (Teorema de Henkin). Una L-teoria T es consistente si y solo si tiene un
modelo.

21E] Teorema de Henkin se sigue del Teorema de completitud. Supongamos que, para toda férmula ¢, se tiene
T = psiysolosiTF ¢. Aplicandolo a L y tomando contrapositivos, se obtiene T'¥ L siy solosi T ¥ L. Por
definicion de satisfacibilidad, se tiene que T' |= L si y solo si toda estructura que es modelo de T satisface L.
Como L no se satisface en ninguna estructura, esta condiciéon se cumple cuando no existen modelos de T'. Por
tanto, T ¥ | siysolosi 7T tiene un modelo. En consecuencia, T es consistente si y solo si tiene un modelo.
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Paso 1: Construcciéon de una teoria de Henkin 7.
La adiciéon de constantes no altera la fuerza deductiva de la teoria en el lenguaje original. La
prueba de este resultado corresponde al Lema 2.3.19 de [1].

Lema A.1.5. (Simulacion de constantes por variables). Sean T' una L-teoria, ¢ una L-formula,
¢ un simbolo de constante con ¢ ¢ L. Si x es una variable, entonces:

Tt p(x) siysolosi T Frue p(c).

Observacion A.1.6. Sea C' un conjunto de simbolos de constante tales que LNC = (). Entonces
Thrr siysolosi Ty .

Esto se sigue directamente del lema. Como toda prueba en £ U C' utiliza tnicamente un
numero finito de simbolos de C', podemos suponer que C' es finito y concluir por induccién sobre
la cardinalidad de C.

Ahora, vemos que agregar un solo nuevo simbolo constante con su correspondiente axioma
de Henkin no genera inconsistencias. Mas precisamente:

Lema A.1.7. (Lema de Henkin). Sea ¢ un simbolo de constante nuevo (que no aparece en L)
y sea p(z) una L—formula (con x € lib(y)). Consideremos la teoria ampliada

T" =T U {(Fze(@) = e() }.
Afirmamos que T" es consistente.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Entonces, la £ U {c}-formula —(3z p(z) — ¢(c)) es
demostrable en T por el Lema A.1.3. Como —(3zp(z) — ¢(c)) = (=(ze = ¢))(c), el
lema anterior implica Ty =(Fzp — ¢), luego T, (Jzp A —p)??, v por la A — regla
Tre3dxe vy The - Conf =Vrx = x, claramente T'U {0} Fr =g, luego T' k. 0 — —p
por el Lema de deduccion, de donde T, (p — —6).?> Como —6 es una L-sentencia, por
F-introduccion deducimos T, (Jz ¢ — —6), y por tanto T, =0 por MP. Sin embargo, esto
implica que T es inconsistente (6 es demostrable), contradiccion. O]

Teorema A.1.8. Cualquier L-teoria T consistente estd contenida en una L£ U C-teoria de
Henkin T consistente, donde C' es un conjunto de simbolos de constante tal que LN C = ().

Demostracion. Partimos de la teoria original T en el lenguaje £ = Ly y enumeramos todas las
formulas ;(x) con variable libre x; a cada una le asignamos una constante nueva ¢; y anadimos
el correspondiente axioma de Henkin (3z p;(z) — ¢i(c;)), de modo que, por el lema anterior,
cada extension Tp; sigue siendo consistente en cada paso, y podemos tomar su unién para
obtener una nueva teoria consistente 77 en el lenguaje ampliado £;. En este nuevo lenguaje
aparecen nuevas formulas existenciales, por lo que repetimos el procedimiento y obtenemos 75.
De manera anéloga, iteramos el proceso en cada ampliaciéon sucesiva, construyendo asi

n=Jh: B={U"T; - T=U T

cada una consistente en su lenguaje £,. Finalmente definimos

T = U T, en el lenguaje LT = U L,

neN neN

22ﬂ(3xA — A) — (EIxA A ﬂA) es demostrable, y aplicamos MP.
(A — —B) — (B — —A) es demostrable, y aplicamos MP.
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y vemos que toda contradiccion finita habria aparecido ya en algtn 7),, luego T es consistente
y, al contener para cada féormula existencial su axioma de Henkin, resulta ser una teoria de
Henkin que extiende a 7T [

Paso 2: Extensién a una teoria de Henkin completa 7*. El siguiente paso es usar el
Lema de Lindenbaum (que emplea Zorn) para extender 7" a una teoria de Henkin completa
sin perder consistencia.

Decimos que T' es maximalmente consistente si es consistente y para cualquier L-teoria 1"
con T' C T se tiene que T” es inconsistente.

Lema A.1.9. Toda L-teoria maximalmente consistente es completa.

Demostracion. Sea T' una teorfa maximalmente consistente y x una L-sentencia. Si T' ¥, ¥,
entonces T'U {—x} es consistente por el Lema A.1.3 y por maximalidad 7" = T U {-x}, de
donde T+, —y. O]

Observacion A.1.10. Para cualquier L-teoria Ty toda féormula o,
TF. ¢ siysolosi existe un subconjunto finito Ty C T tal que T . .

Basta tomar Ty como el conjunto de las sentencias de 7' empleadas en la demostracion de .
La otra direccion es obvia.

Lema A.1.11 (Lema de Lindenbaum). Sea T, una L-teoria consistente. Entonces eziste una
L-teoria maximalmente consistente T,q. que contiene a T,.. En particular, T,,.. es completa.

Demostracion. Consideremos el conjunto .# = {T :T. C T, T consistente}, parcialmente
ordenado por inclusiéon. Dada una cadena (7})ic; en %, su union | J,.,; 7; contiene a T, y, por
la observacion anterior, sigue siendo consistente. Por el Lema de Zorn, .# tiene un elemento
maximal 7T,,,,, que es una teoria maximalmente consistente. Por el lema anterior, 7;,,, es
completa. O

Por supuesto, toda extension de una teoria de Henkin en el mismo lenguaje sigue siendo una
teorfa de Henkin. Extendemos T* a T™.

Paso 3: Construcciéon de un modelo para T*. Antes, introducimos un par de resultados:

Lema A.1.12 (Aserto I). Sea o(x1,...,x,) una L-formula sin cuantificadores y sean ty, ... t,
L-términos sin variables libres. Si'T tp Yay-- -z, o(x1,...,x,), entonces T b @(ty, ..., t,).

Lema A.1.13 (Aserto II). Sea T' una L-teoria de Henkin. Para cada simbolo de funcion f de
L de aridad n y para cualesquiera c1, .. .,c, € C, existe c € C tal que T bk, f(c1,...,cn) = c.

Recordamos también los axiomas de la igualdad para los simbolos de funcién y de relacion:

Vaq,. .., Top (/\:UZ = Tpri — flxr,...,2) if(xnﬂ,...,xgn)) , donde f € F},;

=1

Vaq,. .., Top ((/\xl = Ty /\R(xl,...,:vn)) — R(wml,...,xz”)) , donde R € R,.

i=1
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Teorema A.1.14. Cualquier L-teoria de Henkin completa T tiene un modelo cuyo universo
esta formado unicamente por las interpretaciones de los simbolos de constante del lenguaje.
Ademds, este modelo es unico salvo isomorfia.

Demostracion. Existencia. Sea C' el conjunto de simbolos de constante del lenguaje de T™.
Definimos una relaciéon ~ en C por ¢; ~ ¢ siysolosi T* b, ci=cs.

i) A partir del Aserto I, es facil ver que ~ es una relacion de equivalencia.

ii)Denotamos por ¢ la clase de equivalencia de ¢ € C'. Sea A = C'/~ el conjunto de clases.
Queremos dotar a A de la estructura de una L-estructura que sea modelo de T™*.

Definimos la L-estructura A como sigue: Para cada simbolo de constante ¢, c* = ¢. Para cada
simbolo de funcién f de aridad n, fA(¢,...,¢,) = ¢ conc € C tal que T* ¢ f(ci,...,cq)=c
(la existencia esté garantizada por el Aserto I1). Para cada simbolo de relacion R de aridad m,
(61,...,6m) €E RA siysolosi T*Fp R(cy,...,cm).

Las interpretaciones no dependen de los representantes elegidos: si ¢; ~ d; (i.e. T* b, ¢;=d;
para todo 7), por los axiomas de la igualdad y el Aserto I T* F, f(c1,...,ch)=f(d1,...,dy), de
modo que las clases coinciden. Analogamente, de T* b, ¢;=d; y T* - R(cy, ..., ¢y) se deduce
T* e R(dy, ..., dn).

Antes de demostrar que es un modelo para T*, vemos que para todo término t sin variables
libres y toda constante c,
t"=¢ siysolosi T*h,t=c.
En efecto, si t = d entonces se sigue de la definicion de ~. Si t = f (¢;...t,) para un simbolo
de funciéon de aridad n, donde t/* = ¢; para i = 1,...,n, entonces tenemos por induccién en la
altura del término que T F, t; = ¢;. Por el Aserto I y el axioma de igualdad para funciones
deducimos T* . t = f (¢4,...,¢,). Por otro lado, como

t’A:é < f'A(t'fl,,tﬁ> c <— fA((_:huEn):E <~ T*Fﬁf(cl"'cn)ic7

por el Aserto I aplicado al axioma ((z =y Ay = z) — = = z) con los términos ¢, f(cy,...,cp)
y ¢, se tiene que tA =¢ siysolosi Tk, f(er...c,)=c siysolosi T*Fpt=c.

iii) Vemos finalmente que A es un modelo para 7*. Para ello, vemos que para toda L-sentencia

X5
AlEx siysolosi TF k. x.

Demostracion. Por induccién en la altura de y.

Si x = (t1=ty), donde t; y t5 son términos sin variables libres, entonces existen constantes ¢; y
ey tales que t{ = ¢, y t3 = &, ya que t{' y t5' son elementos de A. En particular, tenemos que
T* b, t;=c; para i = 1,2 por el resultado anterior, y por tanto 7% . (t1=c1) A (t2=cs) por la
A-regla. Por tanto,

AEt=t, «— ti=t]! = ¢ =6 = T'Fre=c <= T F;t;=t.

Si x = R(tq,...,t,). La demostracion es similar, y el caso y = (x1 A x2) es inmediato por la
A-regla.

Si x = —). Entonces, por hipotesis de induccion obtenemos
A — AWKV <= TFy <= Tt = T'F,x;
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donde la ultima equivalencia se cumple porque 7™ es completa.

Si x = Jdx ¢, finalmente, vemos ambas direcciones por separado:**

A x siysolosi ¢ € Atal que A = ¢[¢], con ¢ € C. Con esta notacion, el Lema de
sustitucion implica A = ¢[d siysolosi A = ¢, ya que ¢* = & Por tanto, A = e/, v
T* Fr 9/ por induccion. Claramente la variable z es libre para c en 9, luego T (Qﬁc/x — Jz 1)
por el axioma de J-sustitucion, con lo que 7% -, dz 1 por MP.

Por otra parte, si 7" -, x, como T es una teorfa de Henkin 7™ . (Jx¢) — 1/,) para
algin simbolo de constante c. Por MP deducimos que T™ ¢ 1/,, y por tanto A |= v/, por
induccion, de donde A = ¢[¢] por el Lema de sustitucion, es decir, A |= x. ]

Unicidad. Sean A, B =T con A = {c*}.ec, B = {F}ecc. Como T es completa, Ay B satisfacen
las mismas sentencias.?
Definamos F : A — B por ¢ — B, Ve € C. Para toda constante c,

A

A=d" siysolosi Al=c=d siysolosi Bl=c=d siysolosi ¢®=dP.

Esto demuestra que F esta bien definida y es biyectiva. Vemos que también es isomorfismo.

Para toda funcion f de aridad n, fA(cft, ..., ct) =y siysolosi A f(ar,... ) = a1
siysolosi BE fler,...,c,) =cp1 siysolosi fB(cF,....8) =&,

Para toda relacion R de aridad m, (c¢it,...,ct) € R siysolosi A | R(cy,...,cm)
siysolosi BE R(ci,...,cn) siysolosi (cB,...,cB)e RP. ]

Como todo modelo de T™ es también modelo de T, estos tres pasos prueban el Teorema de
Henkin (A.1.4).

Demostracion del Teorema de completitud de Godel

1. El Teorema de validez asegura que Tk, ¢ implica T |= ¢.

2. Para ver que T |= ¢ implica T b, ¢, supongamos que T |= ¢ pero T t, ¢. Por el Lema
A.1.3, la extension T'U {—p} es consistente. Por Henkin tiene un modelo, contradiccion.

]

Corolario A.1.15. Sea T una L-teoria consistente. Entonces, T es completa si y solo si cua-
lesquiera dos de sus modelos son elementalmente equivalentes.

Demostracion. Sean A y B dos modelos cualesquiera de una teoria 7'y sea y una L-sentencia.
Supongamos que A = x pero B [~ x; luego B = —x. Pero entonces T ¥ x y T ¥ —x, lo cual
implica por el Teorema de validez que T no es completa.

Para demostrar la otra direccion, consideremos una L-teoria 1" consistente y sea x una L-
sentencia tal que T ¥ . Veamos que T+ —x. Por el Teorema de completitud, basta probar
que T = —x. Si esto no se cumpliera, existirfa un modelo A de T tal que A |= x. Por otro
lado, como T ¥ x, el conjunto T'U {—x} es consistente por el Lema A.1.3, con lo que existe un
modelo B de T tal que B = —x por el Teorema A.1.4. En particular, tendriamos dos modelos
de T que no son elementalmente equivalentes, contradiccion. O

24En esta prueba volvemos por claridad a la notacién clasica para la sustitucion.
25Es consecuencia de la implicaciéon facil del Corolario A.1.15.
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A.2. Resultados de teoria de cuerpos

En esta seccion recordamos algunas definiciones y resultados basicos para el desarrollo del
trabajo. Nos basamos en [1]| y [5].

Extensiones de cuerpos

Lema A.2.1. Sea K un cuerpo y f € K|[t]. Entonces, f(a) = 0 si y solo si (t — a) divide a
f(t).

Demostracion. Como K|[t] es un DE con funciéon grado, aplicamos el algoritmo de division
para fy g(t) =t —a. Existen ¢(t), r(t) € K[t] tnicos tales que f(t) = (t —a)q(t) + r(t), donde
degr < deg(t—a) = 1. Por tanto r(t) = r € K es una constante. Evaluando en ¢ = a obtenemos
f(a) = r. En particular, f(a) =0 siy solosir =0, es decir, si y solosi (t —a) | f(t). O

Una extension de cuerpos K C L significa que L es un cuerpo que contiene a K como
subcuerpo.

Lema A.2.2. Sea K un cuerpo y f € K|[t] un polinomio no nulo de grado d > 1. Entonces f
tiene a lo sumo d raices en cualquier extension de cuerpos L O K.

Demostracion. Podemos asumir que L = K. Procedemos por inducciéon sobre d. Para d = 1,
f(t) =a(t —b) con a # 0,y f tiene exactamente una raiz, b.

Supongamos cierto el resultado para polinomios de grado d — 1, y sea f de grado d. Si f
no tiene raices en K, no hay nada que probar. Si las tiene, sea a € K tal que f(a) = 0. Por
el Lema anterior, existe ¢(t) € K|[t] tal que f(t) = (t — a)q(t), con degq = d — 1. Toda raiz
b # a de f satisface ¢(b) = 0, y por hipdtesis inductiva, ¢ tiene a lo sumo d — 1 raices distintas.
Incluyendo a, concluimos que f tiene a lo sumo d raices distintas en K. O

Toda extension de cuerpos K C L induce en L la estructura de K-espacio vectorial. Si la
dimension de L como K-espacio vectorial es finita, se llama grado de la extension y se denota
por [L : K].

Proposicion A.2.3 (Transitividad del grado). Sean K C F C L extensiones de cuerpos. Se
cumple que [L : K| =[L: F][F : K].

Demostracion. Sea {vi,...,v,} una base de L como F-espacio vectorial y {ws,...,w,} una
base de F' como K-espacio vectorial. Entonces el conjunto {v;w; : 1 <i<m, 1 <j < n} es
una base de L como K-espacio vectorial, de donde se deduce la igualdad anterior. O

Sea L una extensiéon de cuerpos de K y sea a € L. Definimos el ideal de anulacion de
a como I, = {f € Klz] : f(o) = 0}. Como K|z] es un DIP (pues es un DE), existe un
tinico polinomio moénico g € Klz] tal que I, = (g). Decimos que « es algebraico sobre K si
I, # (0); es decir, si existe un polinomio no nulo f € Klz| tal que f(a) = 0. En este caso, g es
necesariamente irreducible y se denomina el polinomio minimo de o sobre K, denotado m,, k.
Si a no es algebraico sobre K, decimos que « es trascendente sobre K.

Teorema A.2.4. Sea K C L una extension de cuerpos y a € L algebraico sobre K. Sea

K(a) el menor subcuerpo de L que contiene a K y a a. Entonces K|a] = K(a) y el homo-
morfismo natural K[x]/(ma k) — Klaf, f+— f(a), es un isomorfismo de cuerpos. Ademds,
{L,a,...,a™ '} es una base de K(a) sobre K, donde n = degmq k.
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Demostracion. Consideramos la evaluacion ev, : K[z] — Kla], f — f(«). Por definicion,
la imagen de ev, es todo K[a]. Suntcleo es I, = {f € K[z] : f(a) = 0} = (mqa.x), donde mq
es el polinomio minimo de « sobre K.

Aplicando el Primer Teorema de Isomorfia, K[z|/(ma k) = K[a]. Como m, k es irreducible
en el DIP K|[z], el ideal (m, i) es maximal; por tanto el cociente es un cuerpo. Asi, K[a] ya es
un cuerpo y, por definicion, K[a] = K(«).

Sea n = degm, k. Por el algoritmo de division, para todo f € K[x] existen ¢,r € K|[z]
tinicos con degr < n tales que f = gma x + 7. En el cociente K[z]/(mq ) se tiene f = 7, por
lo que cada clase tiene un tinico representante de grado < n. En consecuencia, los elementos de
K («) se escriben de manera tunica como

ap+ a1+ -+ ap1a™ " (a; € K),

lo que muestra que {1,q,...,a" '} es una base de K(a) como K-espacio vectorial y que

[K(a) : K| =n. O

Teorema A.2.5. Sea K C L una extension de cuerpos y o € L trascendente sobre K. Entonces

~J

se tiene un isomorfismo de cuerpos K(a) = K(x), donde K(x) denota el cuerpo de fracciones

de K|z].

Demostracion. Como « es trascendente, para todo f € Klz]\ {0} se cumple f(a) # 0, por lo
que el homomorfismo ¢ : K[z] — Kla|, f — f(«), es inyectivo. Extendiéndolo al cuerpo de
fracciones de K[x], obtenemos un homomorfismo de cuerpos ¢ : K(x) — L, % = fla)g(a)™,

bien definido e inyectivo, cuya imagen es precisamente K («). Por tanto, K(a) = K(x). O

Una extension K C L se dice finita si [L : K] < 0o, y algebraica si todo elemento de L es
algebraico sobre K.

Proposicion A.2.6. Toda extension finita es algebraica. Ademds, si o € L es algebraico sobre
K con polinomio minimo my i de grado n, entonces [K(«a): K] =n yn|[L: K].

Demostracion. Si [L : K| = m < oo, para cualquier a € L el conjunto {1,c,...,a™}
es linealmente dependiente sobre K, lo que proporciona una relacién polinémica no trivial
ao+ara+ -+ a,a™ =0,a; € K, que demuestra que « es algebraico sobre K. Por otro lado,
con K C K(«) C L, por la transitividad del grado se tiene [L : K| = [L: K(o)] [K(a) : K], ¥
ya sabemos que [K(«a) : K] = degmg i, de donde se deduce la divisibilidad. O

Observacioén A.2.7. Sialgtin v € L no es algebraico sobre K, entonces los elementos 1,7, v, ...
son linealmente independientes sobre K, por lo que dimy K () = oo. Por otro lado, no toda
extension algebraica es finita. Por ejemplo, el cuerpo K := Q(\/Z V3,5, .. ) obtenido al
adjuntar simultaneamente las raices cuadradas de todos los niimeros primos es una extension
algebraica infinita de Q.

Teorema A.2.8 (Caracterizacion de extensiones finitas). Sea K C L una extension de cuerpos.
Son equivalentes:

1. K C L es una extension finita.

2. Existen 1, ...,7s € L algebraicos sobre K tales que L = K(v1,...,7s).
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Demostracion. Veamos primero que (1) implica (2). Supongamos que [L : K] < oo y sea
s = [L : K. Entonces, existe una base {71,...,7s} de L como K-espacio vectorial, y por
la proposiciéon anterior cada +; es algebraico sobre K. Por otro lado, cualquier a € L puede
escribirse como o = a7y + -+ + agsys, a; € K, lo que implica L C K(v1,...,7s). Como por
construccion K (71, ...,7s) € L, concluimos que L = K(71,...,7s)-

Vemos ahora que (2) implica (1). Procedemos por inducciéon sobre s. Si L = K (1) con 7
algebraico sobre K, por la proposicion anterior [L : K] = degm.,, x < 0o. Supongamos que

el resultado vale para s — 1 generadores. Sea L = K(7v1,...,7s-1,7s). Por la transitividad del
grado, [L: K| =[L: K(v1,...,7s-1)] [K(71,---,7s—1) : K]. Por hipétesis inductiva, el segundo
factor es finito, y como ~, es algebraico sobre K(71,...,7s-1), €l primer factor también lo es.
Por tanto, [L : K] < oo. O

Demostramos finalmente la transitividad de la algebraicidad.

Proposicion A.2.9 (Transitividad de la algebraicidad). Sean FF C K C L extensiones de
cuerpos. Si K es algebraico sobre F y L es algebraico sobre K, entonces L es algebraico sobre
F.

Demostracion. Seay € L. Como L es algebraico sobre K, existe un polinomio minimo m, x € K|t]
tal que m, k(y) = 0, que podemos escribir como m, g (t) = t" + a1t" ' + -+ + a,. Como
K es algebraico sobre F', cada coeficiente a; es algebraico sobre F', y por la caracterizacion
anterior ' C F(aq,...,a,) es una extension finita. El mismo polinomio m., x pertenece a
F(ay,...,a,)[t], por lo que v es algebraico sobre F'(ay, ... ,a,). Aplicando de nuevo la caracteri-
zacion de extensiones finitas, F'(ai, ..., a,) C F(ay,...,a,)(y) es una extension finita. Por tran-
sitividad del grado, [F'(ay,...,a,)(y) : F] = [F(a1,...,a,)(7) : F(ay,...,an)]-[F(a1,...,a,) : F].
Como ambos factores son finitos, la extension F' C F(ayq, ..., a,)(7y) es finita. En consecuencia,
v es algebraico sobre F'. Como 7 era arbitrario, concluimos que L es algebraico sobre F'. O]

Caracteristica de un cuerpo y cuerpos finitos

Sea K un cuerpo y consideremos el homomorfismo de grupos

v:(Z,4) — (K,+),n—n-1:=1+---4+1.
N——

n veces

Si kerp = {0}, decimos que car(K) = 0; en caso contrario, ker p = nZ para algin n > 1,
y definimos car(K) = n. Sin = ab con 1 < a,b < n, entonces (a-1)(b-1) = 0 en K con
a-1,b-1+#0, contradiciendo que K sea cuerpo; por tanto, n es primo.

Si car(K) = p > 0, el homomorfismo induce un isomorfismo Z/pZ = im ¢ C K; el cociente
Z/pZ es un cuerpo, denotado F,, llamado el cuerpo finito de p elementos. Si car(K) = 0,
la imagen de ¢ es un subanillo isomorfo a 7Z; su cuerpo de fracciones, isomorfo a @, puede
identificarse naturalmente con un subcuerpo de K.%%

En ambos casos, llamamos subcuerpo primo de K al menor subcuerpo de K, isomorfo a Q
sicar(K) =0o0alF, si car(K) = p > 0. Si K es finito, por tanto, existe un tnico primo p tal
que F, = imy C K; dado que imy C K y ambos son cuerpos finitos, se sigue que K es una
extension finita de im . Escribiendo m = [K : im ¢|, toda base {aq,...,a;,} de K sobre im ¢

26En particular, todo monomorfismo de anillos f: A < K en un cuerpo K se extiende de manera tinica a un
homomorfismo de cuerpos f: Frac(A) — K, poniendo f(a/b) = f(a)f(b)~!. En consecuencia, todo isomorfismo
de dominios se extiende de manera Gnica a un isomorfismo entre sus cuerpos de fracciones, y si A es un dominio
de integridad, cualesquiera dos cuerpos de fracciones de A son A-isomorfos.
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proporciona una descomposiciéon tnica * = ayaq + - + Ay, a; € im e, v hay p posibles
elecciones de los coeficientes. Asi, para todo cuerpo finito K, |K| =p™, m = [K : im¢].

Lema A.2.10 (Frobenius). Si K tiene caracteristica p > 0, entonces para todo a,b € K y todo
kE>1:

(a+ b)pk =a”" + b, (ab)pk = a”" b
Demostracion. Por el binomio de Newton, (a4 b)P = >0 (P)a’t?™" = a? 4+ b7, ya que (¥) =0
(méd p) para 1 < i < p—1. Ademas, (ab)? = aPbP, sin més que reordenar pues K es un cuerpo.
Por induccién sobre k, suponiendo que las igualdades valen para p*~!, se tiene

(a+0)" = ((a+0)" ) = (@ +0 P =a +V",

1

k—1

A O

y analogamente (ab)?" = (a?

Lema A.2.11. Sea K un cuerpo y f(t) = ag+---+a,t" € K[t]. Definimos su derivada formal
por f'(t) = a; + 2ast + -+ + na,t" . Si L es un cuerpo de descomposicion de [ sobre K,
entonces f tiene solo raices simples en L si y solo st med(f, f') =1 en K[t].

Demostracion. Sea a € L unaraiz de f. Entonces puede escribirse f(t) = (t—a)™h(t), h(a) # 0,
donde m > 1 es la multiplicidad de a, y recordemos que decimos que a es simple si y solo si
m = 1. Por la regla de Leibniz,

') =m(t—a)™ 'ht) + (t —a)"hW(t) = (t —a)™* (mh(t) + (t— a)h’(t)).
Evaluando en t = a se obtiene

h(a) #0, sim =1,
f(a) = S

0, sim > 2.
En particular, f'(a) # 0 si y solo si a es una raiz simple, y equivalentemente
(t—a)|f siysolosi (t—a)®|f.

Por tanto, f y f’ tienen un factor comin no trivial si y solo si f posee alguna raiz multiple. [

Proposicién A.2.12. Sean ny,ny > 1. Se cumple que Fyny C Fpna si y solo sing | na.

Demostracion. Probamos primero que con n,m > 1 enteros, se cumple que n | m si y solo si
" —1|a™—1.

En efecto, si m = d - n, tenemos 7¢ — 1 = (1 — 1)(7¢" 1 + 742 + ... + 7 + 1) para todo 7.
Sustituyendo 7 = z" se obtiene 2" — 1 = (z" — 1) (---), y por tanto 2" — 1 | 2™ — 1.

Por otro lado, sea A = (;Fﬁ[f}l) y sea a = I.

Entonces a™ = 1y n = ord(a) en el grupo (A*,-). Por hipotesis, 2™ — 1 = g(z) (™ — 1), y
evaluando en a obtenemos a™ — 1 = g(a) (™ — 1) = 0, de donde @™ = 1. Luego n | m.

Ahora, si F, C Fyn C Fyno, por transitividad del grado
ny = [Fyna : Fp] = [Fpra : Fy ] [Fpra 0 Fp] = [Fpra : Fpra] - 1.

Luego ny | no.
. n 3 s
Por otra parte, si n; | na, entonces z?"' — x | 27" — x en F,[z]. Por tanto, todas las raices
p"l ., , pnz . , pnl .
de 2P — x son también raices de 2 © — z, y el conjunto de raices de 27~ — x es precisamente
Fyn y el de 2P — x es Fyny por el Teorema 4.1.18. Luego Fyn C Fpns. m
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Separabilidad y extensiones simples

Sea K C L una extension de cuerpos y sea a € L algebraico sobre K. Decimos que « es
separable sobre K si su polinomio minimo m, x no tiene raices multiples en alguna (equivalente,
en toda) clausura algebraica de K.

La extension K C L se dice separable si todo elemento de L algebraico sobre K es separable
sobre K.

Proposicion A.2.13. Sea K C L una extension de cuerpos. Si car(K) = 0, entonces la
extension K C L es separable.

Demostracion. Sea « € L algebraico sobre K y sea mq,x € K[X] su polinomio minimo.

Como car(K) = 0, la derivada formal mj, - es no nula. Dado que mqx es irreducible y
deg(my, ;r) < deg(ma k), se sigue que med(ma,, m,, ) = 1. Por el Lema A.2.11, se dedu-
ce que my, k tiene tinicamente raices simples. ]

Teorema A.2.14 (Teorema del elemento primitivo). Sea K C L una extension finita y sepa-
rable. Entonces existe a € L tal que L = K (o).

Demostracion. Si K es finito, entonces L también lo es. Sea p = car(K); entonces K y L son
extensiones finitas de IF,,. Por el Lema 4.1.17, el grupo multiplicativo L* es ciclico, luego existe
d € L* tal que L* = (§). En particular, L = F,(§). Como K contiene a F, se tiene L = K (J).

Supongamos que K es infinito. Como K C L es finita, existen v,...,7, € L algebraicos
sobre K tales que L = K(v,...,7,), para cierto n € N. Basta tratar el caso n = 2, pues si
n > 2, iterando el caso binario se obtiene un tnico generador. Sea entonces L = K(f3,7), con
B, algebraicos sobre K. Denotamos por f = mg g y g = m, i sus polinomios minimos.

Por separabilidad, f y g no tienen raices miltiples; denotamos sus raices por y,...,08. v
Y15 - -+, Ym respectivamente.

Para todo A € K se tiene K (5+Ay) C K(8,7). Buscamos Ay € K tal que K(5+X\oy) = K(5,7).

Fijado A € K, definimos F(T') = f(B+Ay—AT) € K(S+\v)[T]. Se cumple F(v) = f(5) =0
vy g(7) = 0. Sea h = mcd(F, g) € K(8+ \)[T].

Si degh > 1, existe v; # v tal que F(v;) = g(v:) = h(y:) = 0, luego f(B 4+ Ay — Ay;) = 0.

J
Y=

22 para todo i, j. Para ese o

se tienedegh =1y h(T) =T —~v € K(B+ \o)[T], de dondJV G%K(ﬁ + Apy). Como también
S € K(B+ M), concluimos que K(5,7) C K(8+ A\g7).

La inclusion inversa es trivial, luego K (8 + A\oy) = K(B,7), vy tomando o = [ + Ay se
concluye la prueba. O

Asi, existe §; con B; = 5+ A(y — ), v despejando A\ =

Como K es infinito, podemos elegir \g € K tal que Ay #

Decimos que una extension K C L es simple si existe o € L tal que L = K(«).

Observacion A.2.15. Por el teorema anterior, toda extension finita y separable es simple. En
particular, por la Proposicion A.2.13, toda extension finita sobre un cuerpo de caracteristica
cero es simple.
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A.3. K-Algebras y producto tensorial

En este apéndice reunimos algunas nociones algebraicas que seran utilizadas en la prueba
del Lema de Sylvester (Lema 5.1.22). Nos basamos en [1| y [9], con apoyo en [10)].

Sea K un cuerpo. Una K-dlgebra es un anillo conmutativo A con unidad, junto con un
homomorfismo de anillos unitario ¢p: K — A.

Mediante ¢, se define una operacion externa de K sobre A, K x A — A, (A, a) — ¢(\) a,
que dota a A de estructura de espacio vectorial sobre K. Diremos que una K-algebra A es finita
si es de dimensioén finita como espacio vectorial sobre K.

Un ejemplo fundamental para nosotros es el siguiente. Dado un polinomio no constan-
te f € K[X], el cociente K[X]/(f) es una K-algebra mediante el homomorfismo de anillos
0: K — K[X]/(f), A\ A+ (f). Sideg f = n, las clases de 1, X, ..., X"~! forman una base
de K[X]/(f) como espacio vectorial sobre K.

Sea A un anillo conmutativo con unidad. Un A-mddulo es un grupo abeliano (M, +) provisto
de una aplicacion A x M — M, (a,m) — am, que satisface, para todo a,b € Ay m,n € M,

a(m+n)=am+an, (a+b)m = am+ bm, (ab)m = a(bm), 1m = m.

Sea A un anillo conmutativo y sean M y N dos A-mo6dulos. Una aplicaciéon b: M x N — P,
con valores en un A-moédulo P, se dice A-bilineal si es lineal en cada variable, es decir, si para
todo m,m' € M, n,n" € Ny A € A se cumple que

b(m+4m',n) = b(m,n)+b(m',n), b(m,n+n") = b(m,n)+b(m,n’), b(Am,n) = Ab(m,n) = b(m, An).

El producto tensorial de M y N sobre A es un A-moédulo M ® 4 N, junto con una aplicacion
A-bilineal ®: M x N — M ®4 N, que satisface la siguiente propiedad universal: para todo A-
modulo Py toda aplicacion A-bilineal b: M x N — P, existe un tinico homomorfismo A-lineal
b: M @4 N — Ptal que b=bo®.

Sea ahora R un cuerpo, A una R-algebra y R C K una extension de cuerpos. Recordemos
que toda R-algebra es, en particular, un R-mo6dulo. El producto tensorial A ®z K es una K-
algebra de manera natural; es un anillo con multiplicacién (a @ ) -ag,x (0@ 1) = ab® Ay, y
la estructura de K-algebra viene dada por la operacion A - (¢ ® p) = a ®@ (Au).

Si A es una R-algebra finita, entonces A ®r K es una K-algebra finita. En efecto, si
{ai,...,a,} es una base de A como R-espacio vectorial, entonces {a; ® 1,...,, ® 1} es una
base de A ®p K como K-espacio vectorial. En el caso particular A = R[X]/(f), existe un iso-

morfismo natural de K-algebras R[X]/(f)®r K = K[X]/(f), dado por (g(X)) @A — A g(X).

Recordamos finalmente una version del Teorema Chino del Resto en el contexto de ani-
llos conmutativos. Sean A un anillo conmutativo y Iy,...,I, C A ideales dos a dos co-
primos, es decir, tales que I; + I; = A para todo ¢ # j. Entonces la aplicacion canénica
A— A/ x---xA/IL,, a— (a+14,...,a+ 1), es un homomorfismo de anillos sobreyectivo
cuyo nucleo es la interseccion Iy N --- N I, y en particular induce un isomorfismo de anillos

AJLO- L)AL X - x A/

En particular, si K es un cuerpo y f € K[X] se factoriza como producto de polino-
mios dos a dos coprimos f = f;--- f., entonces existe un isomorfismo natural de K-algebras

KIX]/(f) = K[X]/(f1) x -+ x K[X]/(fr).
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A.4. Cardinalidad

A continuacion presentamos un breve repaso de resultados basicos de teoria de cardinales.
Una exposicion méas detallada puede encontrarse en la introduccion de [6].

Trabajaremos en el marco axioméatico de ZFC, utilizando, como en [6], la distincion entre
conjuntos y clases del marco axiomatico de Goédel-Bernays. Intuitivamente, toda coleccion
definida por una propiedad se llama clase; una clase es un conjunto si puede ser elemento de
otra, y una clase propia si no puede serlo. En la practica, seguiremos este uso y hablaremos de
“clases” de modo informal dentro de ZFC, donde solo se trabaja con conjuntos. Esta distincion
es relevante, pues no suele ser evidente que una clase dada sea o no un conjunto, y resultados
como el Lema de Zorn solo se aplican a conjuntos parcialmente ordenados, no a clases propias.

Dados dos conjuntos A y B, decimos que A y B son equipotentes si existe una biyeccion
A — B. La equipotencia es una relacion de equivalencia sobre la clase de todos los conjuntos.
El cardinal de un conjunto A, denotado |A|, se define como la clase de todos los conjuntos
equipotentes a A, es decir, su clase de equivalencia bajo la relacion de equipotencia.

Para motivar que hablamos de “nimeros”, observemos que los conjuntos finitos I,, = {1,...,n}
e I, ={1,...,m} son equipotentes si y solo si n = m. De este modo, decimos que un conjunto
A tiene n elementos si es equipotente a I, para algin n € N, en cuyo caso decimos que A es
finito; si no es equipotente a ningun I,,, decimos que A es infinito. Identificamos el cardinal de
un conjunto finito con el namero natural n correspondiente.

El orden entre cardinales se introduce diciendo que |A| < |B] si y solo si existe una funcion
inyectiva A — B, lo que equivale a decir que A es un subconjunto de B, que escribimos A C B.
Con estas nociones, la clase de los cardinales queda totalmente ordenada, de modo que cualquier
par de conjuntos es comparable en tamano. Dados cardinales o« = |A| y § = |B|, definimos la
suma y el producto cardinales como

a+f=|AUB]| (con Ay B disjuntos), « - = |A x B| (para cualesquiera A y B).
Estas operaciones coinciden con la suma y el producto habituales de nimeros naturales y

satisfacen las leyes conmutativa, asociativa y distributiva.

En el caso de conjuntos infinitos, se cumplen algunos hechos fundamentales: todo conjunto
infinito contiene un subconjunto numerable, de modo que Ry < |A| siempre que A sea infinito;
si « es infinito y B < «, entonces a4+ 3 = «, y si ademés [ # 0, se tiene también « - § = a. En
particular, & +n = a para todo n € Ny a - g = a para todo « infinito.

Sea ahora A un conjunto y, para cada entero n > 1, definamos A" = A x --- x A el producto

cartesiano de n factores. Si A es finito, se tiene |A"| = |A|™, mientras que si A es infinito se
cumple |A"| = |A]. Ademas, el cardinal de la uniéon de todos estos productos cartesianos es
U,>; A" = N |A|, y por tanto, si A es infinito, la unién numerable de copias de A tiene el

mismo cardinal que A.

Un hecho fundamental es que no existe un conjunto de cardinalidad méaxima. Este resultado
se formaliza en el siguiente teorema clasico.

Teorema A.4.1 (Cantor). Para cualquier conjunto A se cumple |A] < |P(A)|, donde P(A)
denota el conjunto potencia de A, es decir, el conjunto de todos los subconjuntos de A.

Idea de la demostracion. La aplicacion a — {a} define una funcion inyectiva de A en P(A),
por lo que |[A] < |P(A)].
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Supongamos que existe una biyeccion f : A — P(A) y consideremos el subconjunto
B={acA:a¢ f(a)} CA. Como B e P(A), existe ayg € A tal que f(ag) = B.
Por definicion de B, se tiene

ag € B siysolosi ag ¢ f(ap),

lo que implica que ag € B siy solo si ag ¢ B, contradiccion.
Por tanto, no existe una biyeccion entre A 'y P(A), y en consecuencia |A| < |P(A)]. O

Adoptaremos la convencion habitual de identificar las funciones con sus grafos.

Convencion. Sean A y B conjuntos. Una funcion de A en B es un subconjunto f C A x B tal
que
Va e A3be B((a,b) € f).

En este contexto, f es su grafo: no distinguimos entre la funciéon y el conjunto de pares ordenados
que la representan. Para cada a € A, el unico b € B tal que (a,b) € f se denota f(a).

De este modo, una funcién puede tratarse como un conjunto y es legitimo razonar sobre ella
dentro de la teoria de conjuntos. En particular, si X C A e Y C B, se definen la imagen de X
y la preimagen de Y como los subconjuntos

fIX] ={f(x):2€ X}CB, fllY]'={xcA: f(z) €Y} CA

Algunos de los resultados enunciados en esta seccion requieren el Axioma de Eleccion,
mientras que otros se demuestran en ZF puro. Por ello trabajamos en el marco de ZFC (ZF
més el Axioma de Eleccion). Recordamos que el Axioma de Eleccion es equivalente, sobre ZF,
al Lema de Zorn.

Lema A.4.2 (Lema de Zorn). Sea (P,<) un conjunto parcialmente ordenado tal que toda
cadena, es decir, todo subconjunto totalmente ordenado de P, tiene una cota superior en P.
Entonces P contiene al menos un elemento maximal.

Este lema se emplea en varias construcciones del trabajo, de forma explicita o implicita, en
argumentos de maximalidad y existencia.
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