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Resumen

En légica de primer orden, una teoria se dice k-categorica si tiene un tnico modelo de
cardinalidad &, salvo isomorfismo. El Teorema de Morley establece que si una teoria es
k-categorica para algin cardinal x no numerable, entonces también lo sera para cual-
quier otro cardinal no numerable. En este trabajo, se presenta una demostracién de este
teorema probando que una teoria es k-categdrica en un cardinal no numerable si, y solo
si, es w-estable y no posee pares de Vaught. Durante el proceso se analizaran conceptos
clave de la Teoria de Modelos, como los modelos primos, las sucesiones indiscernibles y
la minimalidad fuerte.

Palabras clave: k-categoérico, modelo primo, modelo atémico, modelo homogéneo, w-
estable, par de Vaught, (%, A)-modelo, sucesién indiscernible, fuertemente minimal.



Abstract

In first-order logic, a theory is said to be k-categorical if it has exactly one model of car-
dinality x up to isomorphism. Morley’s Theorem states that if a theory is x-categorical
for some uncountable cardinal k, then it is x-categorical for every uncountable cardinal.
We provide a proof of this fact by demostrating that a theory is categorical in an un-
countable power if and only if it is w-stable and lacks Vaughtian pairs. Throughout the
process, fundamental concepts of Model Theory will be analyzed, such as prime models,
indiscernible sequences, and strong minimality.

Key words: k-categorical, prime model, atomic model, homogeneous model, w-stable,
Vaughtian pair, (k, A)-model, indiscernible sequence, strongly minimal.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Contexto historico

En 1904, el matematico Oswald Veblen introduce en su trabajo “A system of axioms for geo-
metry” [12] la idea de categoricidad referido a un sistema de axiomas. Su enfoque, lejos de la
metodologia y el lenguaje de la Teoria de Modelos actual, definfa un sistema como categérico si solo
existia un objeto matemético que satisficiese los axiomas. Mds concretamente, Veblen planteaba en
su articulo una axiomatica de la geometria euclidea expresada a partir de las nociones a priori de
“punto” y de “orden” entre los puntos. En consecuencia, un sistema de axiomas era categérico si
para cualesquiera dos objetos que lo cumpliesen, existia una biyeccién entre los puntos que respetase
el orden.

Aunque prometedora, esta nocion quedé desfasada cuando, en los anos treinta, Loweheim y
Skolem demostraron que toda teoria de primer orden con al menos un modelo infinito tenia modelos
de tamario arbitrariamente grande [2]. Por tanto, la nocién de categoricidad habia de depender del
cardinal del modelo que se tomara. Como consecuencia, en 1954 Vaught [11] y Lo$ [14], de manera
paralela, definen el concepto de k-categoricidad para referirse a aquellas teorias que tienen un tnico
modelo de cardinal infinito & salvo isomorfismo!.

Por esta época ya se conocian ciertas teorias categdricas para algunos cardinales. Por ejemplo, se
sabia que la teoria de los 6rdenes lineales densos sin extremos era Rg-categdrica pero no categérica
para ningtn cardinal no numerable [14]. Por otra parte, Hammel en 1905 [3] ya habia demostrado que,
suponiendo el axioma de eleccion, todo espacio vectorial tenia una base. Con lo cual, empleando que
toda biyeccién entre bases se puede extender a un isomorfismo, se habia probado que la teoria de los
espacios vectoriales sobre cuerpos numerables era x-categérica en todo cardinal infinito . Por dltimo,
Steinitz habia demostrado en 1910 [9] que dos cuerpos algebraicamente cerrados no numerables de
la misma caracteristica y del mismo grado de trascendencia eran isomorfos. En particular, esto
probaba que la teoria de los cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica 0 era x-categdrica
para cualquier cardinal k > N,. Estas observaciones, asi como la ausencia de teorias que cayesen
fuera de estas categorias, llevaron a Lo$ a plantear la siguiente conjetura:

Conjetura 1.1.1. (Conjetura de Lo$) Existen tres tipos de teorfas k-categdricas con k > Ny:
1. Las teorias k-categoricas para todo cardinal infinito .
2. Las teorias k-categoricas en todo cardinal no numerable k.
3. Las teorias que solo son Ng-categoricas.

1Todas las nociones se definirdn de manera més rigurosa en el cuerpo del trabajo.



Durante los siguiente anos, las publicaciones de Teoria de Modelos sobre este tema se incre-
mentaron sustancialmente e importantes matematicos en el area como Mostowski, Vaught o Ryll-
Nardzewski fueron obteniendo pequenos avances sobre la conjetura. Todo este trabajo culminé en
1965 cuando Morley [6] demostré el siguiente teorema:

Teorema 1.1.2. (Teorema de Morley) Si T es una teorfa k-categérica para algin cardinal no
numerable k, entonces T' es A-categorica para todos los cardinales no numerables .

La habilidad de Morley consistié en generalizar conceptos topoldgicos al estudio de la ldgica.
En particular, Morley consigue probar su teorema basiandose fundamentalmente en los espacios
derivados y el Teorema de Cantor-Bendixon. Para ello no solo introduce nueva terminologia, como
teoria totalmente trascendente o modelo saturado, sino que define una nocién de dimension asociada
a cada férmula. En su honor, esta herramienta se conocera como Rango de Morley.

Anos més tarde, Baldwin y Lanchan [1], en su estudio de una conjetura de Vaught sobre teorias
N;-categdricas, dan una demostracién alternativa a la ofrecida por Morley en su trabajo. Mas es-
pecificamente, encuentran condiciones necesarias y suficientes para que una teoria sea categdrica en
un cardinal no numerable. Para ello, toman una nocién de dimensién, més cercana a la geometria,
basada en las férmulas fuertemente minimales.

1.2. Nota sobre la demostracion

La demostracién realizada en este trabajo del Teorema de Morley no sera la original tal y como
se desarrolla en [6]. En su lugar, se empleard una demostracién més cercana a la propuesta por
Baldwin y Lanchan [1], siguiendo una versién moderna de la misma expuesta por David Marker en
[5]. La ventaja de adoptar este enfoque es que permite hacer un estudio de conceptos muy relevantes
de la Teoria de Modelos, entre los que destacan los modelos primos, el espacio de tipos o las teorias
fuertemente minimales.

1.3. Nociones previas de légica

Se asume que el lector esta familiarizado con los conceptos bésicos de la logica de primer orden
incluyendo el Teorema de Compacidad o el Teorema de Completitud de Gédel, entre otros. No obs-
tante, en esta primera seccién se hara un repaso somero de las principales definiciones y resultados
previos necesarios para el desarrollo de este trabajo. Un tratamiento mucho maés detallado de la
materia, asi como todas las demostraciones de los enunciados que se presentan a continuacién, se
pueden encontrar entre el primer y segundo capitulo de [5] y [10] y en el primer capitulo de [8].

La légica de primer orden se centra en describir estructuras matematicas. Si nos fijamos en obje-
tos matematicos, como por ejemplo espacios vectoriales, grupos o grafos, se observa que no son muy
numerosas las especificaciones necesarias para definirlos. De hecho, en la mayoria de casos solo se ne-
cesita hablar de un conjunto, de ciertas constantes distinguidas, de ciertos subconjuntos distinguidos
y de alguna funcién del conjunto en si mismo. Por ende, un lenguaje £ no serd mas que un conjunto
de simbolos de constante (c¢), de relacién (R) y de funcién (f). Asociados a la funcién y al simbo-
lo de relacién habra un niimero natural, llamado aridad, que denotard, en el caso de la funcién, el
nimero de entradas que admite; y en el caso del subconjunto, el tamano de las n-tuplas que contiene.

A continuacién, nos interesa expresar propiedades que se correspondan con aquellas dadas en las
distintas areas de las matemaéticas. Para ello, primero introducimos la idea de L-término, que son
las combinaciones finitas de los simbolos del lenguaje, donde también se incluye la posibilidad de
anadir variables. Estos pueden entenderse como las distintas expresiones matematicas que se pueden



formar con los elementos del lenguaje. Empledndolos se pueden definir las L-férmula atémica para
referirse a las propiedades mas sencillas que se pueden expresar. Estas son esencialmente el decir que
dos términos son iguales o el saber si una n-tupla de términos estd en un conjunto. Combinando una
cantidad finita de férmulas atémicas, empleando los conectores l6gicos de negacién (—) y conjuncién
(M), asf como el cuantificador existencial (3) sobre las variables libres?, se define recursivamente el
conjunto de las L-férmulas. Llamaremos complejidad de una L-formula a la cantidad de conectores
que se hayan empleado para definirla. En general, se escribird ¢ € L para decir que ¢ es una L-
férmula.

Seguidamente, se necesita una manera de trabajar con los objetos matematicos que permita dotar
de significado a las féormulas que acabamos de construir. Definiremos una L-estructura M como un
conjunto M y cierta interpretacién de los simbolos de nuestro lenguaje £. Con una interpretaciéon
del lenguaje nos referimos a lo siguiente:

1. Para un simbolo de constante ¢, que su interpretacién ¢ esté en M.

2. Para un sfmbolo de funcién f, que su interpretacién sea una aplicacién fM : M™ — M, donde
n es la aridad de la funcién f.

3. Para un sfmbolo de relacién R, que su interpretacién sea un subconjunto RM c M™, donde n
es la aridad del simbolo de relacién R.

Llamaremos al conjunto M el universo de la L-estructura M. En general, durante el trabajo emplea-
remos letras géticas M, N, S, ... para referirnos a L-estructuras y emplearemos las letras normales
M,N,S,... para referirnos a su universo. Adicionalmente, cuando hablemos del cardinal de una
estructura nos referiremos al cardinal de su universo.

Dada una L-estructura M, un L-término t(vy,...,v,) y @ = (a1,...,a,) € M™, se define tM(a)
recursivamente sustituyendo cada simbolo de £ por su interpretacion y las variables libres vy, ..., v,
por ai,...,a,. De la misma manera, puesto que las férmulas estan formadas esencialmente de
términos, se dice que a € M" satisface una férmula ¢(vy,...,v,) en M si la propiedad que exprese
¢, cuando se evaliian en @ todos los £-términos que la contienen, es cierta. Esto lo denotaremos
como M = ¢(a).

Las férmulas que no tienen variables libres se las conoce como L-sentencias. Para este tipo de
férmulas escribimos M |= ¢ para expresar que ¢ describe una propiedad cierta en M (sin necesidad
de hacer referencia a ningin elemento de M). A un conjunto arbitrario de L-sentencias T se le
denomina L-teoria. Diremos que M es un modelo de T si M = ¢ para cada L-sentencia ¢ € T.
Aquellas teorias que tienen un modelo se dird que son satisfacibles y, si todo subconjunto finito
suyo tiene un modelo, se dird que son finitamente satisfacibles. Por ultimo, dada una L-sentencia ¢,
escribiremos T |= ¢ si ¢ es cierto en todo modelo de T'.

La nocién de satisfaccién para una teoria se puede extender para un conjunto de L-férmulas de
la siguiente manera. Sea I'(wy,...,w,) un conjunto de £-férmulas y consideremos L* = L U {¢; :
i=1,...,n} el lenguaje que resulta de afiadir un nuevo simbolo de constante a £ por cada variable
de I'. En este nuevo lenguaje, I' puede ser entendido como una L*-teoria si sustituimos cada una
de las apariciones de la variable v; en las férmulas de I' por la nueva constante ¢;. Por lo tanto,
decimos que T es satisfacible, si lo es como teoria en el nuevo lenguaje £*. Observamos que si M* es
un L*-estructura que satisface I', entonces, por la construcciéon anterior, esta es esencialmente una
L-estructura (la obtenida al solo considerar las interpretaciones de £) y una n-tupla de elementos
(a1,...,an) € M*" de forma que para toda L-férmula ¢(w) € I'(w) se cumple M |= ¢(ay,...,an).

2Una variable en una L-férmula se dice libre si no aparece cuantificada. Aunque aqui no se especifique, esta
propiedad requiere una definicién rigurosa por recursividad, tal y como se hace en [8, Definicién 1.3.9]

3Respecto a cémo tratar la nocién de veracidad en una estructura, esta requiere un estudio detallado para poder
definirla de manera precisa. Como referencia, durante el trabajo se empleard la expuesta en la Seccién 1.4 de [8].



Como es usual en matematicas, es necesario definir algin tipo de morfismo entre los objetos ma-
tematicos que conserve su estructura. En este caso lo importante es que preserve las interpretaciones
de L.

Definicién 1.3.1. Sean M, N dos L-estructuras. Decimos que una funcién inyectiva n: M — N es
un L-monomorfismo si preserva todas las interpretaciones de los simbolos de £. Un £-monomorfismo
biyectivo se le conoce como L-isomorfismo. Decimos que dos estructuras son isomorfas si existe un
isomorfismo entre ellas y escribimos M = N para denotarlo.

En caso de que se tenga una L-estructura M y una biyeccién g : M — N, se puede inducir en N
una L-estructura de manera natural. Adicionalmente, la estructura N resultante de esta construccién
serd isomorfa a M.

Definicién 1.3.2. Sean M, N dos L-estructuras, entonces decimos que M es subestructura de N
si M C N y la inclusién ¢ : M — N es un monomorfismo. En este caso escribiremos M C N para
denotar que M es subestructura de N.

Véase que, dado un monomorfismo f : M — N, se puede definir una L-estructura f(M) con
universo f(M) que, ademés, serd subestructura de A. Por otra parte, es posible caracterizar cudndo
un subconjunto N de una L-estructura es una subestructura.

Proposicién 1.3.3. Sea M una L-estructura y N un subconjunto de M. Entonces N es el universo
de cierta L-subestructura de M si, y solo si, contiene todas las interpretaciones de los simbolos de
constante ¢™M y estd cerrada por las funciones fM.

Si consideramos un conjunto arbitrario X de M, esta ultima observaciéon permite definir la
subestructura generada en M por X como la menor subestructura de M que contiene a X, a todos
los simbolos de constante y esté cerrada por simbolos de funcién. Noétese que en este caso el cardinal
de la subestructura generada es el méximo entre el cardinal del lenguaje y el de X.

Obsérvese que preservar las interpretaciones de los simbolos de £ no implica que las interpreta-
ciones de las L£-férmulas también se conserven. Esto motiva las siguientes definiciones.

Definicién 1.3.4. Sean M y N dos L-estructuras, entonces un £-monomorfismo j : M — N se
dice elemental si se cumple

MEd(ar,...,an) <= N E¢(j(ar), ... j(an)), *)

para toda L-férmula ¢(v,...,v,) y para todos aq,...,a, € M.
En el caso de que j : B — N para cierto B C M (no necesariamente una L-estructura), diremos
que j es parcialmente elemental si cumple (I) para toda L-férmula y todos aq,...,a, € B. Si

M es una subestructura de N diremos que es una subestructura elemental, si la inclusién es un
monomorfismo elemental. En ese caso lo denotaremos como M < A y diremos que M es una
extension elemental de A/ o que N es una subextensién de M.

En el caso de que se tenga un L-isomorfismo, este es necesariamente elemental. En particular,
las estructuras isomorfas cumplen las mismas sentencias y, por ende, si una es modelo de una teoria,
la otra también.

Una de las herramientas mas importantes durante el trabajo serdn las cadenas elementales.

Definicién 1.3.5. Sea (I, <) un orden lineal y supongamos que (M;);c; es una coleccién de L-
estructuras. Entonces, diremos que (M; : ¢ € I) es una cadena de L-estructuras si M; C M, para
cada ¢ < j. Si adicionalmente, M; < M, para todo i < j llamaremos a (M; : i € I) una cadena
elemental.



Dada una cadena de modelos (M; : i € I) es posible definir una L-estructura M que tenga como
universo M := J;.; v a los M; como subestructuras. Adicionalmente, si dicha cadena es elemental,
se tiene que para todo 7 € I se cumple que M; < M.

Por otra parte, se puede dar una caracterizacién de cudndo una subestructura es elemental.

Proposicién 1.3.6. (Test de Tarski-Vaught) Sea M una subestructura de /. Entonces, M es
una subestructura elemental de N si, y solo si, para cada férmula ¢(v,w) y a € M, si existe b € N
tal que N |= ¢(b,a), entonces hay un ¢ € M tal que N = ¢(c, a).

Una de las propiedades mas importantes de las extensiones elementales es que van a existir
siempre y cuando se impongan ciertas restricciones a su cardinal.

Teorema 1.3.7. (Teorema de Loweheim-Skolem ascendente) Sea M una L-estructura infinita
y sea k un cardinal infinito de manera que x > |M| + |£|. Entonces, existe una L-estructura de
cardinal £ y un monomorfismo elemental j : M — A/

Lo mismo ocurre con las subestructuras elementales que, adicionalmente, se pueden tomar de
manera que contengan un conjunto X arbitrario.

Teorema 1.3.8. (Teorema de Loweheim-Skolem descendente) Sea M una L-estructura y
X C M, entonces existe una L-subestructura elemental N' de M de manera que X C N y |N]| <
[ X[+ |£] + No.

Sea T una L-teoria y ¢ una L-sentencia. En general, en matemdticas, para probar que ¢ es cierta
en T', no se prueba que sea cierta en todo modelo de T' sino que se da una demostracién de cémo ¢
se puede deducir de las sentencias de T'. En légica, la idea de que una teoria puede demostrar cierta
L-sentencia se puede formalizar de manera rigurosa empleando la idea de consecuencia ldgica [8].
En caso de que exista una demostracién de ¢ a partir de las sentencias de T se denotara T - ¢. Esta
nueva manera de estudiar las propiedades deducibles de una teoria no es, sin embargo, diferente a
la de consecuencia seméntica T' = ¢ que habfamos introducido anteriormente. Més especificamente,
lo que Godel demostré en 1929 fue lo siguiente:

Teorema 1.3.9. (Teorema de Completitud de Gédel) Sea T una L-teorfa y ¢ una L-sentencia,
entonces T' |= ¢ si, y solo si, T F ¢.

Haciendo uso de este teorema se puede conseguir un criterio para saber cuando una teoria es
satisfacible. Diremos que una teoria T' es inconsistente si existe alguna L-férmula de manera que
T F (¢ A—¢). En caso contrario, diremos que la teorfa es consistente, es decir, cuando empleando
sentencias de T no se puede deducir ninguna contradiccién.

Corolario 1.3.10. Una L-teoria es consistente si, y solo si, es satisfacible.
La consecuencia principal de este resultado es el conocido como Teorema de Compacidad.

Teorema 1.3.11. (Teorema de Compacidad) Una L-teorfa T es satisfacible si, y solo si, es
finitamente satisfacible.

Diremos que una teoria T" es completa si se cumple que para toda sentencia ¢ o bien se verifica
T |= ¢ o bien T = —¢. En particular, en una teoria completa todos los modelos cumplen las mismas
sentencias. Sea M una L-estructura, definimos la teoria completa de M como

Th(M) := {¢ es una L-sentencia y M = ¢}.

Entre las principales consecuencia del Teorema de Compacidad tenemos que toda L-teoria T con
modelos infinitos tiene modelos de cardinal x, para cualquier k > |L].



Definicién 1.3.12. Sea T una teoria con modelos de cardinal al menos k, entonces decimos que T’
es K-categorica si cualesquiera dos modelos de cardinal x son isomorfos.

Teorema 1.3.13. (Test de Vaught) Sea T una teoria satisfacible con modelos infinitos y k-
categérica para algun cardinal x > |£|. Entonces, T es completa.

Finalmente, merece la pena destacar que durante el desarrollo del trabajo se hara uso de varias
herramientas elementales de la Teoria de Conjuntos. Entre las més reseniables se encuentra el uso
de ordinales y cardinales; asi como sus propiedades y aritmética [4, Secciones 2, 3 y 5], el uso de
induccién y recursién transfinita [4, Teoremas 2.14 y 2.15] y el Lema de Zorn [4, Teorema 5.4]. Asi
mismo, se asumird el axioma de eleccién durante todo el trabajo y se empleard, sin mencionarlo
explicitamente, cualquiera de sus enunciados equivalentes.



Capitulo 2

Tipos

2.1. Introduccién al uso de tipos

Supongamos para el resto del capitulo que M es una L-estructura y A C M. La idea de este
capitulo serd entender qué objetos potenciales de M podemos describir con propiedades de primer
orden y posibles pardmetros de A. Para ello, se extiende el lenguaje L a L4 =L U{c,:a € A} y se
interpreta los nuevos simbolos en M como el elemento de A al que estan asociados.

Definicién 2.1.1. Dado p un conjunto de L4-férmulas con variables libres vy,...,v,. Decimos
que p es un n-tipo (sobre A) si p U Th(M) es satisfacible. Diremos que un n-tipo es completo si
para cualquier £ a-férmulas ¢ en variables libres vq,...,v, se da ¢ € p 0 =¢ € p. Adicionalmente,
denotaremos por SM(A) al conjunto de n-tipos completos. Cuando se entienda por el contexto
omitiremos la n en n-tipo.

Observacion 2.1.2. Por el Teorema de Compacidad podemos reemplazar en la definicién satisfa-
cible por finitamente satisfacible. De hecho, esto nos da una manera mas sencilla para saber cuando
un conjunto de £ 4-férmulas es un tipo. En efecto, el hecho de que pUTh 4 (M) sea finitamente satis-
facible quiere decir que para cualesquiera férmulas ¢1, ..., ¢, € p existe un modelo N de Th (M)
y un elemento @ € N™ cumpliendo N = ¢1(a) A -+ A ¢, (@). Pero entonces se tiene que

N EJvr Fup(d1(0) A A d(D))

y, por tanto, también

M ETuy - T (P1(T) A -+ - A (D).

Es decir, que para que p sea un tipo es suficiente con comprobar que dado un numero finito de
férmulas en p, existe una tupla de M que las satisfaga.

Observacion 2.1.3. No siempre nos va a interesar hablar de los tipos de un modelo M, hay veces
que conviene realizar un estudio mas general y hablar de los tipos de una teoria T. En este caso
los definimos sustituyendo en la definicién anterior Ths(M) por T y denotamos al conjunto de
n-tipos completos como S, (7). Si la teorfa T es ademds completa, es inmediato comprobar que
S, (T) = SM(D) para todo M |=T.

Como ocurre con muchas nociones en matemaéticas, la idea de tipo completo no es mas que el
concepto de objeto maximal (en el sentido de la inclusién). Para ver la equivalencia entre ambas
formulaciones es suficiente con notar que para una teorfa T consistente o bien TU{¢} o bien TU{—¢}
es consistente. De aqui, mediante una aplicacién rutinaria del Lema de Zorn llegamos al siguiente
resultado:



Proposicién 2.1.4. Todo tipo p estd contenido en algin tipo completo de M.

Definicién 2.1.5. Dado un tipo p sobre A decimos que a € M™ realiza p si M | ¢(a) para todo
¢ € p. Si p no estd realizado en M diremos que M omite a p.

La condicién de que p U Thy (M) sea satisfacible en la definicién de tipo quiere decir (por el
Teorema de Completitud) que nuestro tipo es consistente con la teorfa completa de M. Esto no
implica, sin embargo, que vaya a haber algin elemento de M que satisfaga todas las férmulas de p.

Ejemplo 2.1.6. Tomemos M = (R,>) y A = N. Entonces el conjunto de férmulas:
gqv)y={v>1,...,v>n,...}

es un 1-tipo, pues es claramente finitamente satisfacible. Sin embargo, se tiene que no hay ningin
a € R que realice q.

En el apartado anterior el tipo ¢ no es completo; por ejemplo, la L£4-formula v = 1 no est4,
ni tampoco su negacién. Sin embargo, no es dificil encontrar tipos completos, pues si consideramos
para cada a = (a1, ...,a,) € M"™ el conjunto de L 4-férmulas:

tpM(@/A) = {¢p(v1,...,vn) €La : M ¢lar,...,an)},

este serfa un tipo completo. Ademads, por definicién, este tipo se encuentra realizado por a.

Por otra parte, si tomamos cualquier extensién elemental A" de M, se tiene que, para cualquier
a € M"™ se cumple tpM(a/A) = tpV (a/A) . De hecho, en esta situacién Tha(M) = Tha(N) y, por
consiguiente, cualquier tipo completo en M, con pardmetros en A, también lo es en N y viceversa.
Por lo tanto, concluimos que SM(A) = SV (A), es decir, que los tipos completos son los mismos en
una estructura y en cualquier extension elemental suya.

Sean M y N con un subconjunto comiin A, tal que tpM(a/A) = tp™V(b/A), entonces a — b es
parcialmente elemental. En efecto, basta con observar que para cada £ 4-férmula ¢() se tiene:

M= p@) <= (@) € tp™(a/A) <= (@) € tp(b/4) <= N | (D)

El reciproco a este resultado es también cierto y para probarlo es suficiente con reordenar las impli-
caciones anteriores. Con lo cual hemos probado:

Proposicién 2.1.7. Sean M y N dos L-estructuras arbitrarias con un subconjunto comin A y con-
sideremos @ € M™ y b € N™. Entonces tp™(a/A) = tpN(B/A) si, y solo si, @ — b es parcialmente
elemental.

A continuacién, veremos que para cualquier tipo, no necesariamente completo, existe una exten-
sién elemental donde este se puede realizar.

Teorema 2.1.8. Sea M una L-estructura, A C M y p(v) un n-tipo sobre A. Entonces existe una
extension elemental N de M de manera que p se realiza en N

Demostracion. Sea p un tipo de M sobre A C M, entonces por la Observacion 2.1.2 este es, en

particular, un tipo sobre M. Con lo cual, p U Thys(M) es satisfacible, es decir, que existe una

Ly-estructura N | Thp (M) y @ € N™ de manera que N |= ¢(a) para toda L-férmula ¢(7) € p.
Noétese que como N satisface el conjunto de £js-sentencias

ThM(M):{¢(mlvvmn) : M |=¢(m17...,mn), ¢€£},

el monomorfismo de f: M — N que asocia a cada m € M la interpretacién de su simbolo de cons-
N es claramente elemental. En particular, se tiene que f (M) < N. Identificando
M con f(M), pues son claramente isomorfos como L-estructuras, podemos asumir que A es una
extensién elemental de M, como querfamos probar.

tante asociado m
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Observacién 2.1.9. Nétese que en el teorema anterior, por ser Thys (M) una L£y/-teoria N puede
ser tomado de cualquier cardinal cumpliendo |N| > |La| = |M]| + |£]. En particular, existe una
extensién de M que realiza p de cardinal |[M| + |L].

Como ya hemos observado antes, los tipos completos son los mismos para M y cualquier extensién
elemental suya. Empleando el resultado anterior, esto nos lleva a la siguiente caracterizacién de tipo
completo:

Corolario 2.1.10. Un conjunto de férmulas p es un tipo completo sobre A si, y solo si, existe una
extension elemental N de M y un @ € N tal que p = tp™(a/A).

Demostracion. Por una parte, es claro que si tenemos una extensién elemental A" de M y a € N™
tal que p = tp™(a/A), entonces tp" (a/A) € SV (A) = SM(A). Para la otra direccién tomamos
p € SM(A). Por el Teorema 2.1.8 existe una extensién elemental A" de M y @ € N tal que @ realiza
p. Como p es un tipo completo, para cada L4- férmula ¢(?) una, y solo una entre ¢(v) y —¢(v)
estd en p. Por ende, ¢(7) € p si, y solo si, N |= ¢(a), lo cual equivale a que ¢(7) € tp™(a/A). En
definitiva, concluimos que p = tp? (a/A). O

Observacion 2.1.11. El resultado anterior nos dice que los tipos completos de M son exacta-

mente aquellas propiedades de primer orden que puede presentar un elemento en alguna extensién
elemental.

2.2. La topologia de los tipos

Podemos dotar de manera natural al espacio de tipos completos S (A) de una estructura de
espacio topolédgico. Para cada L 4-férmula ¢ en variables libres vy, ..., v, definimos

[¢] = {p € S)'(A) : ¢ € p},

el conjunto de tipos completos que contienen a ¢. Aplicando las definiciones se comprueba que para

cualesquiera ¢, ¢ € L4 se cumple [¢ V ¢] = [9] U [¢], [p A Y] = [¢] N [¢] y S3(A) \ [¢] = [-].
Estas propiedades nos permiten definir una topologia en S(A) tomando los conjuntos [¢] como

abiertos bésicos. En efecto, tal y como se demuestra en [13, Teorema 5.3] es suficiente con comprobar

que S3*(A) = [(9 A =0)] v [6 A 9] = [4] N [¥]-

Observacién 2.2.1. Todo el desarrollo topoldgico realizado sobre S21(A) se puede generalizar para
teorfas completas T realizando la construccién anterior para S, (T').

Veamos que propiedades presenta esta topologia.

Lema 2.2.2. Sea SM(A) con la topologia inducida por la familia de abiertos bdsicos anterior.
Entonces:
1. SM(A) es compacto.
2. SM(A) es totalmente separable, es decir, dados dos tipos p,q distintos se pueden encontrar dos
entornos suyos U, y U, disjuntos y no vacios, de manera que Si'(A) = U, UU,.

Demostracion. 1. Para demostrar la compacidad veremos que todo recubrimiento de S;\(A) admite
un subrecubrimiento finito. Supongamos que no, entonces existirfa un recubrimiento por abiertos
C = {[¢s()] : i € I} de S}*(A) sin subrecubrimientos finitos. Definamos el conjunto de £ 4-férmulas

I = {~¢:i(v) : i eI}

y veamos que es un tipo. Tomemos un subconjunto finito A de I, es decir, un subconjunto finito de
indices Iy C I. Como no existe un recubrimiento finito de C, existe un tipo p de manera que

P& U (9]
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Con lo cual ¢;(v) ¢ p para todo i € Iy y por ser este un tipo completo se tiene que /\;c; —¢:i(v) € p.
En particular, como p es un tipo, existe @ € M™ de manera que M = ;. —¢i(a). Esto demuestra
que I' es un tipo en virtud de la Observacién 2.1.2.

Por consiguiente I' es un tipo y, por el Teorema 2.1.8, existe una extensién elemental N' de M y
un elemento @ € N™ de manera que I' C tp™(a/A). Por lo cual, ¢;(7) & tp™ (a/A) para todo i € I,
es decir:

M (a/A) € S (A)\ e ()]
il

lo que supone una contradiccién con el hecho de que C sea un recubrimiento de S(A).

2. Dados dos tipos p # ¢, ha de existir una £ 4-férmula ¢ de manera que ¢ € p pero ¢ ¢ q, es decir
- € q. En este caso, [p] y [~¢] son los entornos que buscamos pues S (A) = [(pV =p)] = [p]U[-¢]

y [l U [-ep] = 0. O

En topologia, a los espacios que cumplen estas dos propiedades se les llama espacios de Stone. Es
por esto que esta topologia se le conoce como la topologia de Stone de S (A).

Nos centraremos ahora en el estudio de ciertos tipos que seran de especial relevancia en las
siguientes secciones.

Definicién 2.2.3. Decimos que p € S2(A) es un tipo aislado si {p} es un abierto de S} (A).

Damos a continuacién dos equivalencias a la definicién de tipos aislados que utilizaremos indistin-
tamente durante el resto del texto.

Proposicién 2.2.4. Sea p € SM(A), entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
1. p es un tipo aislado.
2. {p} = [¢(9)] para cierta La-férmula. En este caso decimos que ¢(7) aisla p.
3. Eziste una La-férmula ¢(T) € p de manera que para toda L -férmula (0), se cumple que
() € p si, y solo si,
Tha(M) = Vo(6(0) — (D). (+)

Demostracion. (1) = (2) Tomemos un tipo aislado p, esto implica por definicién que {p} es un
abierto de la topologia. Por consiguiente, ha de existir una coleccién de férmulas {¢;(?) : i € I} tal

que
{p} = Jlo:(0)].
i€l
Con lo cual tiene que darse necesariamente que {p} = [¢;(?)] para cierto ¢ € I.

(2) = (3) Sea {p} = [¢(¥)] y tomemos una L4-férmula (7). Supongamos, en primer lugar,
que ¥ () € p y probemos que cumple (x). Si este no fuese el caso, tendriamos Th 4 (M) = JFo(p(v) A
—1)(0)), lo que quiere decir que existe un @ € M de manera que M E ¢(a) A —~(a). Sea q =
tpM(a/A) € SM(A), por lo anterior se tiene que ¢(v) € ¢ y como [$(v)] solo contiene a p, ha de ser
p = g. Sin embargo, se cumple que —)(%) € ¢ = p, lo cual es una contradiccién.

Para la otra direccién supongamos que (o) € p. Por ser p un tipo completo, = (v) € p vy,
aplicando el argumento anterior, obtenemos que Tha(M) = Vi(é(v) — —p(v)). Obsérvese que
¢(v) € py, por tanto, ¢(v) debe ser finitamente satisfacible. Es decir, que existe un a € M™ tal
que M E ¢(a). Con lo cual, si (x) fuese cierto tendriamos M = Vo(¢(9) — ¥(9)) y, puesto que
también se tiene M = Vo(¢(v) — —(v)), deducimos que M = ¢(a) y M = —)(a), lo cual es una
contradiccién.

(3) = (1) Supongamos que para toda £ 4-férmula 1 (7) se cumple (%) y probaremos que entonces
{p} = [¢(?)]. Claramente se tiene que p € [¢(v)]. Tomemos ahora otro q € [¢(v)] y una L£4-férmula
arbitraria ¥ (o). Si ¥(v) € p, entonces aplicando (x), obtenemos que ¥ (v) € ¢. Por otro lado, si
Y(v) & p, entonces —1)(v) € p y aplicando el argumento anterior se tiene que ¥ (0) ¢ ¢. Por ende,
concluimos que p = q y, por lo tanto, p es el dnico tipo de [¢(7)].

O
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Observacion 2.2.5. La ultima equivalencia nos hace ver el interés que tienen los tipos aislados. En
estos, toda la informacion que describe el tipo solo dependen de una tnica propiedad: la descrita
por la férmula que lo aisla.

Observacion 2.2.6. La tercera de estas caracterizaciones no incluye en su enunciado que el tipo
tenga que ser completo. Con lo cual, podemos extender la nociéon de ser aislado para tipos no
completos imponiendo dicha equivalencia como una definicién.

Gracias a este resultado podemos obtener algunos ejemplos de tipos aislados y las respectivas
férmulas que los aislan.

Proposicién 2.2.7. Sea M una L-estructura y A C M. Entonces, para f, un simbolo de funcion
de aridad n y ¢, un simbolo de constante de L se cumple lo siguiente:
1. Para cualesquiera ay,...,a, € A si b= fM(ay,...,a,), entonces la L a-formula

o(x): x = fla,...,an)

aisla tp(b/A).
2. Sid=cM entonces Y¥(z) : x = c aisla tp(d/0).

Demostracion. 1. Probaremos que es aislado empleando la tercera equivalencia de la Proposicion
2.2.4 con ¢(z) : © = f(a1,...,a,). Por una parte, si una L4-férmula 6(z) cumple (%), entonces,
como M = ¢(b), se sigue inmediatamente que 6(x) € tp(b/A). Reciprocamente, supongamos que
una L 4-férmula 6(z) € tp(b/A) no cumple (x). Esto implica que

Tha(M) k= Jz(é(x) A —0()),

con lo cual podemos tomar un ¢ € M satisfaciendo M = ¢(c) A—6(c). Como M = ¢(c), es inmediato
que b = ¢, con lo que M = 6(b) vy, por tanto, 6(z) & tp(b/A).

2. La demostracién para el caso de una constante ¢ es andlogo al anterior, pero sin necesidad de
considerar pardmetros de A en la féormula . O

La Observacién 2.2.5 nos dice que, para saber si un tipo aislado p se realiza, solo hay que fijarse
en si se satisface la £ 4-férmula ¢(Z) que lo aisla.

Proposicién 2.2.8. Sea T una teoria completa, entonces un tipo aislado p € S,(T) se realiza en
cualquiera de sus modelos. En particular, cualquier p € SM(A) aislado se realiza.

Demostracion. Si ¢(0) aisla al tipo p, entonces TU{¢(0)} es satisfacible. Por ser la teorfa T completa
se tiene T |= 30¢(0), vy, por lo tanto, para cada M = T existe un a € M™ que realiza p. O

Por consiguiente, si lo que queremos es encontrar un modelo de una teoria que omita ciertos
tipos, solo podremos elegir aquellos que no estén aislados. De hecho, el siguiente resultado nos dice
que, en general, dada una colecciéon numerable de ellos, podemos encontrar un modelo que los omita.

Teorema 2.2.9. (Teorema de Omisién de tipos) Sea £ un lenguaje numerable, y consideremos
una L-teorfa T. Entonces, para una coleccién numerable X de tipos no aislados sobre ) existe un
modelo numerable M = T que omite todos los tipos p € X.

La demostracién clasica de este resultado se basa en una construccién empleando Teorias de
Henkin, parecida a la realizada en el Teorema de Compacidad. Por su extensién, esta prueba no se
incluye en el texto y se remite a cualquier lector interesado a [5, Teorema 4.2.4].

Volviendo a la topologfa, estudiemos la relacién entre los morfismos de L-estructuras y las funcio-

nes continuas entre sus correspondientes espacios de tipos. Observamos que todo morfismo f : A — N
parcialmente elemental induce un homeomorfismo entre los espacios de tipos SM(A) y SV (f(A)).
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Teorema 2.2.10. Sea N una L-estructura y f : A — N parcialmente elemental, entonces S;'(A)
y SN (f(A)) son homeomorfos.

Demostracion. Sea p € SM(A) y definimos la funcién f : SM(A) — SV (f(A)) como

fp) = {(v. f(a) € Lyca) = (,a)) € p}.

Veamos en primer lugar que estd bien definida, es decir, que f(p) € SV (f(A)). Tomemos un sub-
conjunto finito de f(p) que sera de la forma

A ={d1(v, f(@1)), - ¢m(0, f(@m)}
donde ¢1(v, f(@1)), ..., ¢m(, f(@n)) € p. Como pU Tha (M) es satisfacible,
M T 7\ i (0,a;).
Por ser f parcialmente elemental se sigue que .
N3 7\1¢i(v,f(ai))-

Con lo cual f (p) U Thy4)(N) es finitamente satisfacible y, por ende, satisfacible. Para ver que
f(p) es completo procedemos como sigue. Si ¢(, f(a)) € f(p) hemos terminado. En caso contrario,

¢(v,a) & p y, por ser p completo, —¢(, f(a)) € f(p).

A continuacién, probaremos que f es biyectiva, continua y abierta para ver que es un homeo-
morfismo. Para la sobreyectividad consideremos g € Thy(4)(N). Si tomamos ¢(7, b) € q, tiene que
existir @ € A™ tal que f(a) = b. Definiendo

p={¢(v,a) : (v, f(a)) € ¢}

se prueba, de manera andloga a la anterior, que p € SM(A) y f (p) = q. Para la inyectividad
supongamos que p # q para dos tipos de S (A). Entonces existe una £ -férmula ¢(v,a) tal que
o(v,a) € py ¢(v,a) € q. En ese caso ¢(v, f(a)) estarfa en f(p) pero no en f(q) y, por tanto,
f(p) # f(q). La continuidad se sigue de:

f

o, f@)]) = {p € SM(A) = f(p) € [0(v. f(@)]} = {p € S3(A) : 6(v, f(a) € f(p)}
={p e S(A) : 6(v,a) € p} = [¢(0,a)]

pues la contraimagen de toda abierto bésico en S (f(A)) es abierto en SM(A). Por ser f una
biyeccién, de lo anterior se sigue que f([¢(7,a)]) = [¢(7, f(@))] por lo cual f es también abierta. [

Definicién 2.2.11. Dado N una L-estructura y f : A — N parcialmente elemental denotamos al
homeomorfismo inducido por f como f: SM(A) — SN (f(A)) cuya expresién explicita es:

Fp) = {0(v. £(a)) € Ly = #(v,0)) € p}.

Corolario 2.2.12. Sea N una L-estructura y f : A — N parcialmente elemental, entonces ¢(v,a)
aisla p € SM(A) si, y solo si, ¢(v, f(a)) aisla f(p) en SN (f(A)).

Demostracion. Veamos una de las direcciones, siendo la otra andloga. Si ¢(v,a) aisla p € SM(A),
entonces [¢p(v,a)] = {p} y, por lo visto en el teorema anterior,

[6(v, f(a))] = f([6(8,a)]) = F({p}) = {f(0)}-
O
Esta manera de asociar el espacio de tipos y los morfismos entre estructuras sirve también para

relacionar los tipos que se realizan en las L-estructuras isomorfas.
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Proposicién 2.2.13. Sean M y N dos L-estructuras y f : M — N cierto isomorfismo entre ellas.
Entonces para cualquier A C M existe una biyeccion entre los tipos que realiza M en SM(A) y los
tipos que realiza S, (f(A)) en SN (f(A)).

La demostracién se sigue del hecho de que un tipo p € S, (A) estard realizado por un elemento
ae M"si,ysolosi, f(p) € SN (f(A)) esta realizado por f(a). Ademés, puesto que en las teorfas com-
pletas T sabemos que S, (T) = S*(()), para cualquier modelo suyo M, se obtiene inmediatamente
el siguiente corolario.

Corolario 2.2.14. Sea T una teoria completa y sean M y N dos modelos isomorfos de T, entonces
M y N realizan los mismos tipos de S, (T) para todo n < w.

Veamos ahora como se comportan el conjunto de tipos aislados dentro de nuestra topologia. Ob-
servemos antes lo siguiente: dado un lenguaje numerable £ y un conjunto numerable A, el conjunto
de L 4-férmulas distintas es numerable. Por consiguiente,
280 conjuntos de £ 4- férmulas. A continuacién, veremos que en caso de que no se alcance esta co-
ta, es decir, haya menos tipos completos de los posibles, los tipos aislados serdn densos sobre S (A).

SM(A)| < 2% pues solo podemos formar

De hecho, este resultado se puede generalizar para un conjunto de parametros A C M arbitrario.
En este caso, los tipos aislados serdn densos sobre S '(A) si no existe un subconjunto Ay de A
numerable para el cual dicho méximo se alcance. En este sentido, es necesario el siguiente lema.

Lema 2.2.15. Sea ¢(0) una L4-formula de manera que [¢p(D)] es no vacia y no contiene ningin
tipo aislado en S (A). Entonces existe una La- formula 1(v) tal que [¢ A ] y [¢ A =] son no
vacios Yy mo contienen a su vez ningun tipo aislado.

Demostracion. Consideremos algin tipo p € [¢]. Entonces, para cada L4-férmula 1), se tiene que
entre [¢p A1) y [¢ A —1p] al menos uno es no vacio, pues p estd en alguno al ser este un tipo completo.

Supongamos ahora que para cada £ 4-férmula ¢ uno, y solo uno, entre [¢ A ] y [¢ A —1)] es no
vaci6. Definamos p’ := {6(0) : [¢ A 6] # 0} y veamos que es un tipo completo. En efecto, para ver
que es un tipo veamos que es finitamente satisfacible. Sean 64,...,60,, € p y supongamos por un
momento que [¢ A = A, 6;] # 0. Entonces, aplicando las leyes de De Morgan

l(b/\ﬁ/\@i] = [qu\/ﬁei} = {\/mﬂ = Ul A-0),

y podemos suponer que existe cierto i tal que [¢p A —6;] es no vacio. Sin embargo, por hipdtesis,
esto implica que [¢ A —6;] lo cual contradice que 6; € p. Para ver que es completo supongamos que
existiese cierta férmula @ cumpliendo [¢ A 0] # 0 y [¢ A —6] # 0. Entonces,

B+ A6 [6A—6] = [¢] N [6] N [-6] = 0

lo que supone una contradiccién.

Por ser p’ completo para cada 6 € p’, el conjunto [¢ A —6] es vacio, es decir, no existe un tipo
completo que contenga a {¢(7) A =0(7)}. Con lo cual, Thy (M) U {¢(7) A =0(7)} no es satisfacible
pues, en caso contrario, sabemos por la Proposicion 2.1.4 que este estaria contenido en algtin tipo
completo. Tenemos entonces,

Tha(M) £ F0(¢(0)A=0(v)) <= Tha(M) = =30(¢(0) A =0(?)) <=
<= Thy (M) E Vo-(¢(0) A =0(D)) <= Tha(M) = Vo (¢p(v) — 6()).

Por la Proposicién 2.2.4 ¢ aislarfa p’ y [¢] contendria un tipo aislado, lo que supone una contra-
diccién. Por dltimo, como [¢] no contiene tipos aislados, tampoco los pueden tener [¢ A ¢], [¢ A =]

puesto que [p A Y] C [¢] v [ A —9] C [4]. =
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Teorema 2.2.16. Sea T una teoria completa en un lenguaje numerable L y A C M = T. Si para
todo subconjunto numerable Ag C A se cumple que |SM(Ag)| < 280 entonces los tipos aislados son
densos sobre SIM(A).

Demostracion. Para probar que los tipos aislados son densos probaremos que todo abierto bésico
contiene un tipo aislado. Supongamos que no, entonces existird una £4-férmula ¢ tal que [¢] # 0
no contiene ningun tipo aislado.

Para nuestra demostracién vamos a emplear un arbol binario de férmulas, es decir, vamos a
construir una coleccién de férmulas (¢, : o € 2<¥) donde cada una est4 asociada con una coleccién
finita de 0 y 1. A este arbol le vamos a pedir que satisfaga las siguientes propiedades:

1. Cada [¢,] es no vacio y no contiene tipos aislados.

2. Si o C 7 entonces [¢,] C [¢s].

3. Para i € {0,1} se tiene [¢5,;] C [7¢51-4], 0 equivalentemente [¢py 0] N [¢5,1] = 0.
Intuitivamente, lo que queremos conseguir con estas propiedades es que cada rama del arbol sea
diferente y que cada una de ellas forme cadenas descendentes de abiertos basicos que no contienen
tipos aislados.

Procedamos con la definicién por recursién del arbol binario. Para el caso o = () tomamos ¢, = ¢
que, por hipétesis, cumple que [¢] es no vacio y no contiene tipos aislados. A continuacién, para
o € 2<¥ supongamos que [¢,] es no vacfa y no contiene tipos aislados. Entonces, en virtud del lema
anterior existe una £ 4 férmula ¢, de manera que (¢, Ay| ¥ [ds A—11)s] SON N0 vacios y no contienen
tipos aislados. Entonces definimos ¢y 0 := ¢5 A Vs ¥ 0.1 := o A 5.

Por construccién, esta definicién satisface la primera propiedad. Por otro lado, la segunda, se
sigue de que [¢5] D [d6 A V5] ¥ [Po] D [Po A —)s]. Por tltimo, la tercera es inmediata de observar
[¢a A '(/}0] n [qba A jthr] = [%] N [ﬁd)o} = 0.

Consideremos una funcién f : w — 2%. Por la construccién anterior tenemos que:

[Dr10] 2 [Df11] 2 [Dy12] 2 - -

De esta manera, la familia de cerrados {[¢|,] : n € w} tiene la propiedad de la interseccion finita.
Por tanto, al ser S/*'(A) un espacio compacto, la interseccién de la familia serd no vacia y podemos
tomar -
pr € ﬂ [¢f|n]'
n=0
Consideremos ahora dos funciones diferentes f # g como la anterior, entonces habra de existir un
m de manera que f|m = g|m pero f(m+1) # g(m + 1). Con lo cual, por construccién tenemos que
(6 1m1] N [Dgpms1] = 0 deducimos que py # py.
En resumen, lo que acabamos de probar es que la funcién f +— p; es una aplicacién bien definida
e inyectiva de 2% en SM(A). Adicionalmente, observamos que en nuestra construccién no hemos
hecho uso de todo A, sino tan solo de un subconjunto suyo Ag correspondiente a las apariciones
de pardmetros en (¢, : 0 € 2<¥) y ¢. Como 2<% es un conjunto numerable y en cada férmula
Unicamente se usan un numero finito de parametros, tenemos que Ay es numerable. Con lo cual,
la imagen de la funcién anterior estd contenida en S (Ap) y, por la inyectividad, concluimos que
|2%0] = |SM(Ap)]; 1o cual supone una contradiccién con nuestra hipdtesis. O

2.3. Modelos primos

Nuestro objetivo en esta seccion serd el de estudiar modelos pequenos de una teoria que contengan
toda la informacion relevante de la misma. En el lenguaje de la teoria de modelos, lo que buscamos
son condiciones para que exista un modelo de manera que para cualquier otro modelo de la teoria

4Emplearemos la interpretacién conjuntista de los ntimeros naturales para simplificar la notacién.
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exista un monomorfismo elemental de este primero en el segundo. Durante el resto de la seccién T
sera una L-teoria completa con modelos infinitos.

Definicién 2.3.1. Decimos que M = T es un modelo primo de T si para cualquier otro N = T
existe un monomorfismo elemental de M en N.

Ejemplo 2.3.2. Veamos una ejemplificacién de este concepto empleando resultados clasicos en
teoria de modelos. Sea T' = ACFy la teoria de los cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica
0, y tomemos K = ACFy. Si llamamos F a la clausura algebraica de Q, sabemos que hay un
monomorfismo de cuerpos de F' en K, més precisamente, la extensién a la clausura de la inclusién
de Q en cualquier cuerpo de caracteristica 0. Puesto que T es de modelos completos [5, Corolario
3.2.3], este monomorfismo es elemental. Es decir, F' es un modelo primo de ACFj.

De manera muy parecida, puesto que la teoria de los cuerpos reales cerrados tiene eliminacién de
cuantificadores [10, Teorema 3.3.15], se puede probar que la clausura real de Q es un modelo primo
de dicha teorfa.

Observacién 2.3.3. Para un lenguaje numerable £, si una teoria T' con modelos infinitos tiene un
modelo primo M, este es numerable. En efecto, basta con tomar un modelo numerable de T, que
existen por Lowenheim-Skolem descendente, y emplear que los monomorfismos son inyectivos.

Supongamos que T tiene un modelo primo M y tomemos un tipo p € S, (T') realizado por cierto
a € M™. Si p no fuese aislado, sabemos por el Teorema de Omisién de tipos que existiria cierto
modelo A |= T que lo omite. Sin embargo, por ser M primo, existe un monomorfismo elemental
j: M — N y por ende j(a) realizarfa p, lo que supone una contradiccién. Esto prueba que, en
particular, para todo @ € M", tp™(a) ha de ser un tipo aislado. Esto nos lleva a la siguiente
definicién.

Definicién 2.3.4. Decimos que M = T es un modelo atémico de T si tp™(a) es un tipo aislado
para todo a € M™".

Por ende, lo que hemos probado antes es que todo modelo primo es atémico. Por otra parte, dada
una teoria en un lenguaje numerable, si un modelo atémico es primo, entonces por la Observacion
2.3.3 debe ser numerable. De hecho, veamos que ser numerable es una condicién suficiente.

Teorema 2.3.5. Sea L un lenguaje numerable y T una L-teoria completa con modelos infinitos.
Entonces, M =T es primo si, y solo si, M es numerable y atémico.

Demostracion. Que todo modelo primo es atémico y numerable ya ha quedado probado en los
comentarios anteriores. Para ver el reciproco tomemos M un modelo atémico y numerable. Sea
N E T; nuestro objetivo serd encontrar un monomorfismo elemental de M en N. Considere-

mos mg, My, ..., My, ... una enumeraciéon de M y denotemos @;(vg,...,v;) a la féormula que aisla
(mg, ..., m;), que ha de existir por ser M atémico.

La idea general consistird en construir una cadena de monomorfismos parcialmente elementales
foC fiC... de M en N de manera que el dominio de f; sea {mg,...,m;_1}. En caso de conse-

guirla, f := U;’io f; serd el morfismo que buscabamos.

Para ello, realizaremos una definicién recursiva de los f;. Comencemos considerando fy = ). Co-
mo T es completa M = Ny fy es parcialmente elemental. Para el caso de fi.1, supongamos que ya
hemos definido fi y sea n; = fr(m;) para ¢ < k. Como M = ¢i(mg,...,my) y fr es parcialmente
elemental, se tiene

N E Jvpr(ng, .., ng—1,0).

Llamaremos ny € N al que cumpla N = ¢ (no, . .., nx). Como ¢y, aisla tp™ (mo, ..., my) y acaba-
mos de ver que tp™ (ng, . .., %) € [k (v, - - .,vx)] concluimos
tp™M(mo, ..., mp) = tp™ (no, ..., ng).
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Esto muestra que definiendo fi41 := fi U {my,ni} obtenemos nuevamente un monomorfismo par-
cialmente elemental con dominio {my, ..., mg}, tal y como vimos en la Proposicién 2.1.7. O

El resultado anterior nos propone una manera de saber cuando un modelo es primo a través del
estudio de sus tipos aislados. Es posible ir un poco maés alld y obtener que la teoria tendra un modelo
primo si, y solo si, sus tipos aislados son densos sobre S, (T) para cualquier n.

Teorema 2.3.6. Sea L un lenguaje numerable y sea T una L-teoria completa con modelos infinitos.
Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. T tiene un modelo primo.

2. T tiene un modelo atomico.

3. Los tipos aislados son densos en Sy, (T) para todo n.

Este resultado nos permite resumir la relacién entre las nociones que se han estudiado hasta este
punto del capitulo. Omitiremos, sin embargo, la demostracién del mismo, pues excede en extension
los objetivo de este trabajo. Véase [5, Teorema 4.2.10].

Terminaremos la secciéon probando que, en caso de que haya un modelo primo, este es tnico salvo
isomorfismo. Para ello, necesitaremos desarrollar la nocién de modelo homogéneo.

Definicién 2.3.7. Sea k un cardinal infinito. Diremos que M = T es k-homogéneo si para cua-
lesquiera A C M con |A| < &, f : A — M parcialmente elemental y a € M, existe f* 2O f de
manera que f* : AU {a} — M es parcialmente elemental. Diremos que M es homogéneo si es
| M |-homogéneo.

Observacion 2.3.8. Ser homogéneo es una propiedad que se conserva a través de isomorfismos. En
efecto, sean M y N dos L-estructuras donde M es homogénea y sea f : M — N un isomorfismo.
Entonces, dado g : A — N parcialmente elemental vy a € N, la clave de la demostracién estd
en definir la extensién como h* = f~! o ho f, donde h es la funcién que se obtiene al aplicar la
homogeneidad de M sobre fogo f=ty f=%(a).

Realicemos una pequena digresién para entender qué tienen de particular estos modelos. La
definicién de modelo homogéneo nos dice que podemos extender los automorfismos parcialmente
elementales anadiendo cualquier elemento de M a su dominio. Esto nos lleva a la idea de que
cualquier automorfismo parcialmente elemental puede ser extendido, utilizando induccién transfinita,
a un automorfismo de todo M.

En particular, por la Proposicién 2.1.7 (la cual usaremos de ahora en adelante sin hacer referen-
cia), si tp™(a) = tpM(b) entonces @ — b es parcialmente elemental y este podrfa ser extendido a un
automorfismo de M. Es decir, en los modelos homogéneos los elementos con las mismas propiedades
pueden transformarse unos en otros mediante automorfismos.

Proposiciéon 2.3.9. Si M es atomico, entonces M es Ng-homogéneo. En particular, los modelos
primos de una teoria son homogéneos.

Demostracion. Sea M un modelo atémico. Consideremos el monomorfismo parcialmente elemental
@+ b donde a@,b € M y sea ¢ € M. Por ser M atémico existe una férmula ¢(,w) que aisla
tp™ (@, ¢), con lo cual, como M |= Jw ¢(a@,w) y @ > b es parcialmente elemental, M = Jw ¢(b, w).
Supongamos que M = ¢(b, d), entonces se tiene que la extensién que buscamos es @, c ~ b, d. O

El interés general por los modelos homogéneos recae en que, en el caso numerable, se puede
caracterizar cudndo dos de ellos son isomorfos. En general, para que dos modelos de una teoria T'
sean isomorfos es necesario que realicen los mismos tipos de S, (T'). En el caso de modelos homogéneos
numerables, esta condicién es también suficiente.
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Teorema 2.3.10. Sea T una teoria completa en un lenguaje L numerable. Supongamos que M y
N son modelos numerables homogéneos de T y que M y N realizan los mismos tipos de S, (T) para
n > 1. Entonces M = N.

Demostracién. Construiremos un isomorfismo f : M — N empleando un argumento de back and
forth. Crearemos una cadena fy C fi C ... de morfismos parcialmente elementales de subconjuntos
finitos de M en subconjuntos finitos de . Si denotamos por ag, as,. .., a la enumeracién de M y
bo, b1, ... ala enumeracién de N, queremos cerciorarnos de que a; € dom(f2;+1) y b; € Im(fa;42). De
esta manera, si tomamos f := Ufio fi este serd un morfismo parcialmente elemental y sobreyectivo
de M en N, por lo tanto un isomorfismo.

Emplearemos recursién e induccién simple para realizar la prueba. Para el caso base definimos
fo = 0. Puesto que T es completo, se tiene que fy es parcialmente elemental. Para el paso inductivo
supongamos que f, es parcialmente elemental y cumple que si s = 2i+ 1 entonces a; € dom(fs)) =: a
y si s = 2i+2 entonces b; € Im(f,) =: b. Realizaremos dos pasos de induccién que se irdn intercalando
segun sea s + 1 par o impar.

Primeramente, si s + 1 = 2i + 1 entonces tomamos p = tp™ (@, a;). Como M y N realizan los

mimos tipos, podemos encontrar ¢,d € N de manera que p = tpN(E, d). Por una parte, se tiene
que tpV (€) = tp™M(a) sin mas que suprimir la tltima variable de las férmulas de p. Dado que
tpV (b) = tpM(a) por ser f, parcialmente elemental deducimos que tpV (¢) = tpV (b).
Como N es homogéneo, para el d anterior, podemos encontrar un e € A’ de manera que ¢, d — b, e
sea parcialmente elemental. De aqui deducimos que tpV (b, e) = tp™V (¢, d) = p = tpM(a, a;) y, por
tanto, b,e — @, a; es parcialmente elemental. Nétese que esto ultimo nos dice que extendiendo fi
como fer1 := fs U{(as,e)} obtenemos un morfismo parcialmente elemental con a; en su dominio.

Para el caso de s+1 = 2i+2 reiteramos los mismos pasos que en el caso anterior pero tomando p =
tp™ (b, b;) y encontrando ¢, d tal que tpV (b, b;) = tp™ (&, d). De aqui deducimos tp™(¢) = tp™(a)
y, empleando la homogenidad de M, obtenemos un e € M de manera que tp™ (¢, d) = tp™(a, e).
Concluimos que fs11 := fs U {(e,b;)} es la extensién elemental que contiene a b; en su imagen. O

Para finalizar la seccién, empleemos el teorema anterior para probar que, en caso de existir, el
modelo primo de una teoria es tnico.

Corolario 2.3.11. Sea T una teoria completa en un lenguaje numerable. Entonces si M y N son
modelos primos de T, se cumple que M =N

Demostracién. Primeramente, por el Teorema 2.3.5, M y A son modelos atémicos numerables.
Como los tipos de S, (T') que se realizan en los modelos atémicos son por definicién los tipos aislados,
M y N realizan los mismos tipos. Por otra parte, por la Proposicién 2.3.9, se tiene que M y A son
modelos homogéneos numerables. Consecuentemente, en virtud del Teorema 2.3.10 concluimos que

MEN. O

2.4. Teorias w-estables y extension de modelos primos

En el Teorema 2.3.6 de la pasada seccién observdbamos que para que una teoria 7' tenga un
modelo primo es necesario y suficiente que sus tipos aislados sean densos sobre S, (T). A su vez,
probabamos en el Teorema 2.2.16 que esto 1ltimo ocurria cuando los tipos completos de cualquier
modelo de T no eran muy numerosos. En resumen, se tiene que las teorias sin demasiados tipos
completos presentan un modelo primo. Esto motiva el distinguir aquellas teorias cuyos modelos
tienen un numero “controlado”de tipos completos.

Definicién 2.4.1. Sea T una teoria completa en un lenguaje numerable y x un cardinal arbitrario.
Diremos que la teoria es k-estable si para cada M = T y A C M con |A| = k, se tiene que

S (A)] = k.
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Por razones histdricas nos referiremos a las teorias Nyp-estable como w-estables. Empleando el
razonamiento que hemos realizado al comienzo del capitulo obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.4.2. Sea T una L-teoria completa en un lenguaje L numerable. Entonces, si T es
w-estable se cumple que para todo M |=T y A C M, los tipos aislados en SM(A) son densos.

Demostracion. Por ser T w-estable tenemos que para cualquier M E Ty Ag C A C M con Ag
numerable se cumple | S (A)| = w. Por consiguiente, en virtud del Teorema 2.2.16, los tipos aislados
son densos en S} (A). O

Corolario 2.4.3. Toda teoria completa T sobre un lenguaje numerable que sea w-estable tiene un
modelo primo.

Demostracion. Puesto que la teoria T es completa, tomando cualquier modelo M de ella se tiene
que T = Th(M) vy, por ende, S,,(T) = S,(Th(M)) = SM(0). El resultado anterior con A = {)
prueba que los tipos aislados en S (f)) son aislados y, aplicando el Teorema 2.3.6, se tiene que T
tiene un modelo primo. O

Observacion 2.4.4. La propiedad de ser w-estable no es necesaria para que una teoria tenga un
modelo primo. En efecto, tal y como vimos en el Ejemplo 2.3.2, la teoria de los cuerpos reales
cerrados tiene un modelo primo y, sin embargo, cumple |S, (T)| = 2%° tal y como se demuestra en
[5, Ejemplo 4.3.11].

A pesar de la gran utilidad que supone la existencia de un modelo primo M, cuando se trabaja
con conjuntos de pardmetros A C M, este no aporta suficiente informacién. Por ejemplo, dado
N E T y un morfismo parcialmente elemental f : A — N, nada asegura que el morfismo elemental
f*: M — N, que existe por ser M primo, vaya a ser una extensién de f. Por ello es necesario
ampliar la nociéon de modelo primo para que no solo existan morfismos elementales a todos los
modelos de T sino que, ademads, respeten las asignaciones sobre un conjunto de parametro A.

Definicién 2.4.5. Sea T una teoria y A C M = T. Diremos que M es un modelo primo sobre A
si para cada NN =Ty f: A — N parcialmente elemental, podemos encontrar f* : M — A un
morfismo elemental que extiende a f.

Observacion 2.4.6. La razén por la cual se sigue empleando el término primo para referirse a este
tipo de modelos se basa en que estos son primos en una teoria extendida. En efecto, sea T una teoria
completa, M un modelo de T'y A C M. Entonces, un modelo primo sobre A de la teoria T, no
es mds que un modelo primo de la teorfa Th4(M). Para ver esto es suficiente con observar que A/
es un modelo de Th4 (M) si, y solo si, N es un modelo de Th(M) = T y existe un monomorfismo
parcialmente elemental f: A — N.

Seguidamente, probaremos que las teorias w-estables tienen modelos primos sobre cualquier sub-
conjunto A. Veamos antes un par de lemas previos para realizar la demostracién.

Lema 2.4.7. Sea T una teoria completa en un lenguaje numerable £ y M |=T. Si (a,b) € M™*"
realiza un tipo aislado de Sy1m(T') entonces a realiza un tipo aislado en S, (T'). De hecho, si A C M

y (@,b) € M™™ realiza un tipo aislado de S, (A) se tiene que tp™M(a/A) es un tipo aislado.

Demostracion. Sea ¢(v,w) la L a-férmula que afsla tp™!(a,b/A). Nuestro objetivo serd probar que
Jw ¢(v,w) aisla tp™(a@/A). Por la Proposicién 2.2.4, basta probar que para cualquier £ 4-férmula
¥(9) se cumple que 9 (v) € tp™(a/A) si, y solo si,

Tha(M) = Vo (3w ¢(5,®) = (D). (1)

La implicacién de derecha a izquierda es trivial pues se tiene por hipétesis que M |= Jw ¢(a, w) v,
por lo anterior, M | 3w ¢(a,w) — ¥ (a). En particular, M = ¢(a) y, por tanto, ¥(0) € tp(a/A).
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Para la otra implicacién supongamos que no se cumple (). Entonces ha de existir un ¢ € M™ tal
que

M| = (3w ¢(¢, ) = ¥(c)).
Con lo cual, existirfa d € M™ tal que M |= ¢(¢,d) y M |= —(¢). Por otra parte como 1 (v) €
tpM(a/A) C tpM(a,b/A) y ¢(v,w) aisla a tp™(a,b/A), sabemos que tiene que darse

Tha(M) = Vo Y5 (6(5,15) — (7).

Pero esto supone una contradiccién con la existencia de (¢,d) € M™T™. O

Lema 2.4.8. Supongamos que A C B C M |= T y que todo b € B™ realiza un tipo aislado en

SM(A). Entonces todo a € M™ que realice un tipo aislado de S;'(B) también realiza un tipo aislado

de SM(A).

Demostracion. Sea ¢(v,w) una L-férmula y b € B™ de manera que ¢(7,b) aisla tp™(a/B). Consi-
deremos ahora (w) una £ 4-férmula aislando tp™ (b/A). Nuestro objetivo serd probar que ¢(, w) A
(w) afsla tp™ (@, b/A) ya que en este caso, en virtud del lema anterior, obtendremos que tp™(a/A)
es aislado.

En efecto, emplearemos la misma caracterizacién que en el lema anterior. La implicacién de dere-
cha a izquierda es inmediata pues nuevamente M = ¢(a, b) A0(b). Para la otra implicacién tomemos
(v, w) € tpM(a,b/A). Como ¢(v,b) aisla tp™(a/B), se tiene:

Tha(M) = ¥ (6(5,5) — (5, B)).

Ahora bien, tenemos que Vo (¢(,w) — (0, w)) € tpM(b/A) y este tipo estd aislado por §(w), con
lo cual

Tha(M) E Yo (0(w) — Yo(¢(v, w) = ¢(v,0))),

0, equivalentemente,

Tha(M) |= Vo Vo (0(w) A é(0, w)) = ¢(v,w)),
tal y como queriamos. O

Teorema 2.4.9. Sea T una L-teoria completa y w-estable sobre un lenguaje numerable y sea A C
M = T. Entonces, existe Mg < M, una subextension elemental que es prima sobre A. Ademds,
Mg puede elegirse de manera que todos sus elementos realicen tipos aislados sobre A.

Demostracion. La idea serd emplear recurrencia transfinita para construir un ordinal § y una suce-
sién de conjuntos (A, : o < d) para definir el universo de My. En el caso base tomamos Ag = Ay, si
el ordinal « es limite, definimos A, = | s<a Ap. Para el caso de un ordinal sucesor o+ 1 realizamos
la siguiente distincién. Si algin elemento de M \ A, realiza un tipo aislado sobre A, llamamos a
ese elemento a, y definimos A,+1 = Ay U {an}. En caso contrario, llamamos al ordinal o = § y
paramos la recurrencia®.

A continuacién, veremos que por construcciéon As es el universo de una cierta estructura que lla-
maremos M. En efecto, tal y como comentamos por la Proposicién 1.3.3 un subconjunto arbitrario
de M serd una subestructura si, y solo si, estd cerrado por simbolos de funcién y contiene todas
las constantes. Si, por ejemplo, As no estuviese cerrado por simbolos de funcién, existiria f € Ly
ai,...,a, € As de manera que f™(ay,...,a,) =byb ¢ As. Sin embargo, esto es una contradiccién,
puesto que en la Proposicién 2.2.7 vimos que b realiza un tipo aislado. De manera andloga se llega

5Desde un punto de vista tedrico, tendriamos que realizar una definicién mas fina de este proceso. En primer
lugar, bien ordenamos el universo de M y llamamos ~ al ordinal que tiene asociado. A continuacién, realizamos la
definiciéon de ordinales sucesores a + 1 en general, diciendo que si no existe el elemento con las propiedades que
buscamos, entonces Ay = Aq 1. Finalmente, tomarfamos § como el ordinal més pequefio que sea igual a A,y1, que
se corresponderd al primer eslabén donde se estabiliza la cadena; la existencia de este ordinal viene garantizada por
el principio de buena ordenacién de ordinales.

19



al mismo resultado en el caso de las constantes.

Seguidamente, veamos que My < M haciendo uso del test de Tarski-Vaught (Teorema 1.3.6).
Supongamos que tenemos una L-férmula tal que M = Jv¢(v,a), con a € Af. Por la Proposicién
2.4.2, por ser T una teorfa w-estable, los tipos aislados de S*'(As) son densos. Con lo cual, podemos
encontrar un tipo aislado p € SM(As) tal que ¢(x,a) € p. Como todo tipo aislado p se realiza en
los modelos de una teorfa completa, existe b € M tal que p = tp™(b/As) y, por tanto, b € As.
Concluimos por ende que M | ¢(b,a) y, en virtud del Test de Tarski-Vaught, My < M. Nétese
que esto implica que para cualquier o < § se tiene que tp™°(aq/Aq) = tp™M(aa/Ad).

A continuacién, veamos que Mg es un modelo primo sobre A. Tomemos N Ty f: A > N

parcialmente elemental. Probaremos usando induccién transfinita que existen morfismos f = fy C
«++ C fa C++ C fs donde f, : Ay, — N es parcialmente elemental para cualquier o < 4.
El caso base de la induccién lo tenemos por hipotesis y, para el caso de ordinales limites, es suficiente
con que consideremos f, = |J f<a fs. Queda entonces por considerar el caso de un ordinal sucesor
a + 1, donde sabemos que f,, es parcialmente elemental. Consideremos la £ 4_-férmula ¢(v,a)® que
afsla tp™°(a,/As). Observamos que ¢(v,a) € tp™°(ay/Ay), con lo cual My = ¢(aq,a). Esto im-
plica que existe b € N de manera que N = ¢(b, f,(a)) como consecuencia de My = 3z ¢(z,a) y que
fa es parcialmente elemental. Lo tinico que nos queda por demostrar es que fot11 = fo U{(aq,d)}
es parcialmente elemental.

Supongamos que para una L-férmula (v, w) y @’ € A?, se cumple que M = 9(aq, a@’). Entonces:

Mo [ Y(aa,d') <= Y(v,a’) € tpMO(aa/Aa) = Y(v, fal@)) € fa(tpM"(aa/Aa)),

donde recordemos fa denota el homeomorfismo inducido por f,. Por el Corolario 2.2.12, se tiene que
60, fa(@)) aisla fo (0™ (a0 /Aa)) en S (fu(Aa)). Por tanto, como A = o(b, fa(@)) y (v, fa(@))
es una Ly, (a,)-férmula que pertenece al tipo que afsla (v, fo(a)) se tiene que N = (b, fo(@')).
Para la otra implicacién basta con aplicar el proceso anterior para f, ! que es, a su vez, parcialmente
elemental y estd bien definida sobre f,(A,). En particular, f5 : M — A es un morfismo elemental
y se tiene que My es primo sobre A.

Para concluir el teorema es necesario demostrar que todo elemento de My aisla un tipo aislado
sobre A. Para ello, procedemos por induccién transfinita. El caso base y el caso limite son conse-
cuencias inmediatas de las hipdtesis y las definiciones. Para el caso de un ordinal sucesor a + 1,
tenemos el siguiente esquema: A C A, C My; donde todos los elementos de A, aislan tipos aislados
sobre A. Como a,, realiza un tipo aislado sobre A, podemos aplicar el Lema 2.4.8 y concluir que a,,
también realiza un tipo aislado sobre A. O

Por ultimo, al igual que ocurre con los modelos primos, se puede demostrar que en las teorias
w-estables los modelos primos sobre A son isomorfos.

Teorema 2.4.10. Sea T una teoria w-estable. Supongamos que M =T y N |E T son ambos
modelos primos sobre A. Entonces existe f : M — N, un isomorfismo que fija A punto a punto.

Este resultado depende de resultados mas profundos de los expuestos en el trabajo. Sin embargo,
cualquier lector interesado puede encontrar el material necesario para entenderlo en [5, Teorema
4.2.22 y 6.4.8].

6Durante toda la demostracién la aparicién de las variables libres de las férmulas no serd necesaria, con lo cual
serdn omitidas para simplificar la notacién.
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Capitulo 3

Condiciones necesarias para la
r-categoricidad

3.1. Teorema de los dos cardinales de Vaught

En esta secciéon empezaremos a estudiar ciertas propiedades relacionadas con la categoricidad de
una teoria. Nuestra bisqueda se centrard primeramente en encontrar condiciones necesarias para la
existencia de la misma. Serd con estos nuevos conceptos que las ideas de modelo primo y homoge-
neidad tomaran un papel dominante a la hora de demostrar sus propiedades. Recordemos que para
una L-estructura M y una L-férmula ¢(vy,...,v,) se define p(M) = {Z € M™ : M = ¢(Z)}. Se
trabaja siempre con un lenguaje numerable L.

Definicién 3.1.1. Sean x > A > Ry. Diremos que una L-teorfa T tiene un (k, A)-modelo si existe
M ET y una Ly-férmula tal que |[M| =k y |[p(M)]| = A.

El estudio de los (k, \)-modelos aparece de manera natural en el estudio de la categoricidad de
una teoria ya que su existencia supone un impedimento para que esta pueda ser x-categérica.

Proposicién 3.1.2. Si una teoria T tiene un (k, A)-modelo entonces T no es k-categdrica.

Demostracion. Consideremos M |= T y cierta L-férmula ¢(vy, ..., v,) tal que |M| =k y [p(M)] = A
con A < k. Extendiendo nuestro lenguaje a £ = LU {¢, : @ < } donde &, es una n-tupla de
constantes (cl,...,c?), podemos considerar una nueva L£'-teorfa:

T'=TU{¢(Ca)tacn U{Ca # C5 1 a # B},

donde ¢, # ¢ quiere decir que al menos una de las componentes de la tupla es diferente. Veamos que
T’ es satisfacible. En efecto, dado A C T” finito, extendemos M a una L’-estructura interpretando
las n-tuplas de constantes que aparecen en A como elementos diferentes de ¢(M) (pues sabemos
que este conjunto es infinito por hipétesis). Tomando ahora N = T”, podemos observarlo como una
L-estructura que seguird cumpliendo |¢(N')| = k. Con lo cual, hemos encontrado dos modelos de T
de cardinal x no isomorfos, pues si lo fuesen también lo serian ¢(N') y ¢(M) pero esto es imposible
pues no tienen el mismo cardinal. O

Sin embargo, por si mismo los (k, A)-modelos son un concepto demasiado general que apenas nos
ayuda a conocer nuestra teoria. Es por esto que necesitamos un concepto mas fuerte que proporcione
mayor informaciéon al mismo tiempo que siga siendo un impedimento para la categoricidad. Esta
misma cuestién es la que motivé a Vaught a emplear el concepto que definimos a continuacién en
[7]; aunque la terminologia es posterior y se emplea en textos como [10].
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Definicién 3.1.3. Diremos que dos modelos M y N de T forman un par de Vaught, y lo denotaremos
(M, M), si M # N, M < N y existe una L-férmula ¢(v) de manera que ¢(M) es infinito y
(M) = ¢(N).

Observacion 3.1.4. Observamos que la definicién anterior nos dice que la existencia de un par de
Vaught (N, M) implica que existe una Lj/-férmula tal que ¢(v) tiene infinitas realizaciones en M
y ninguna en N \ M. En efecto, hay infinitas realizaciones por definicién y dado cualquier a € N tal
que N = ¢(a) se cumple a € M pues ¢p(N) = p(M).

Proposicién 3.1.5. Si T tiene un (k, A)-modelo donde k > X > Rq entonces existe un par de Vaught
(N, M) de modelos de T.

Demostracién. Sea N un (), k)-modelo de T y llamemos ¢ a la £-férmula que cumple |¢p(N )| = .
Como ¥y < X podemos aplicar el Teorema de Lowenheim-Skolem descendente (1.3.8) con X = ¢(N)
y encontrar un subextensién elemental M < AN de manera que ¢(N) C M y |M| = X. Con lo
cual, por una parte ¢(M) C #(N) pues M es subestructura elemental de Ny, por otra parte,
d(N) C ¢p(M) puesto que ¢p(N) C M. Esto prueba que (N, M) es par de Vaught. O

Observaciéon 3.1.6. Anadiendo alguna hipétesis adicional podemos conseguir un reciproco del
resultado anterior. En efecto, supongamos que existe un par de Vaught (A, M) tal que |M| < |N| = &
y |¢(N)| = X (siendo ¢ la Lp-férmula de la definicién). Entonces como A = [p(N)| = [p(M)] <
M| < £, es inmediato ver que A es un (k, A)-modelo.

Por lo tanto, establecida una vez la relacion entre estos conceptos, pasemos a enunciar el teorema
central de esta seccién.

Teorema 3.1.7. (Teorema de los dos Cardinales de Vaught) Si una teorfa tiene un par de
Vaught, entonces tiene un (X1, Xg)-modelo.

Este teorema es de gran utilidad para nuestro objetivo porque, combinado con la Proposicién
3.1.2, nos dice que ninguna teoria Nj-categodrica tiene pares de Vaught. En la siguiente seccién,
apoyandonos en este resultado, seremos capaces de generalizar esto ultimo para todo cardinal no
numerable.

Empezaremos por demostrar que si existe un par de Vaught en una teoria, entonces podemos
encontrar otro par de Vaught donde sus modelos sean numerables. Veremos que en el contexto
adecuado esto no es més que una aplicaciéon del Teorema de Lowenheim-Skolem descendente.

Observacién 3.1.8. Habitualmente consideramos el par de Vaught (N, M) como una dupla de
modelos. Sin embargo, es posible considerar esta misma estructura viendo a N’ como el modelo y a
M como a un subconjunto distinguido suyo.

En general, sea L* = L U {U}, donde U es un simbolo de relacién 1-ario. Entonces, si M, N
son dos L-estructuras tales que M C A podemos considerar (A, M) como una L*-estructura. En
efecto, basta con tomar N como su universo, interpretar los simbolos de £ como en N e interpretar
UW-M) = M.

A continuacién, veamos una manera de relacionar las £*-férmulas de (M, A) con las L-férmulas
de M. Sea ¢(vy,...,v,) una L-férmula, definimos la £*-fsrmula ¢ (), la restriccion de ¢ a U, de
manera inductiva como sigue:

1. Si ¢ es una férmula atémica, entonces ¢V : U(vi) A -+ AU(vy) A ¢(v).

2. Si ¢ es =), entonces ¢V : -V,

3. Si ¢ es Y A6, entonces ¢V : U A QY.

4. Si ¢ es Jv 1, entonces ¢V : Jv (U(v) A Y (v)).

Empleando un sencillo argumento de induccién que omitimos, se prueba que para cualquier

a € M"™ se cumple M = ¢(a) si, y solo si, (N, M) & ¢Y(a).
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De aqui en adelante, utilizaremos esta interpretacién y las relaciones anteriores sin mencionarlas
explicitamente. Continuemos estudiando algunas propiedades de estas nuevas L*-estructuras.

Proposicién 3.1.9. Sean M, N dos modelos de una L-teoria T. Entonces si M < N se verifica
que:
1. Dados dos modelos N', M’ de T, si (N, M) < (N, M') entonces M’ < N/, M < M y
N <N
2. Dados dos modelos Ny, Mg de T, si (Nog, M) < (N, M) entonces Mg < Ny , Mg < M y
No < N.

Demostracion. 1. Sean M, N modelos de T' cumpliendo M < A y tomemos dos modelos N/, M’
cumpliendo (N, M) < (N’, M’). Primeramente observemos que si tomamos @ € N y una férmula
P(v1,...,v,) tal que (N, M) E ¥(a) A A, U(a;) entonces se cumple que @ € M™ y N = (a).
Con lo cual, como M < N obtenemos que M k= 1(a), lo que equivale a (N, M) = ¥V (a).

Esto demuestra que para cualquier férmula ¢ (vy,...,v,) se cumple

(N, M) |= Vo ((/\ U(vi) A w(v)> — ¢U(v)> , (%)
i=1
y puesto que (N, M) < (N, M), esto también lo cumple (N’, M’).

Para obtener que M’ < A" haremos usos del test de Tarski-Vaught. Con lo cual, consideremos
una L-férmula (v, @) y @ € M'™ de manera que N’ |= Jvb(v,a). Puesto que a € M'™, § es una
L-férmula y las interpretaciones de N7 y (N’, M’) coinciden en £ deducimos que lo anterior implica
que (N, M') = N*_, U(a;) A Fv0(v,a@). Entonces, aplicando (x) y la definicién de la restriccion de
Jvb(v) a U obtenemos que (N, M’) = Jv (U(v) A (v,a)). Por lo tanto, existird ¢ € M’ (ya que
(N, M’) = U(c)) de manera que (N', M’) = 6(c,a). Como 6 era una L-férmula, concluimos que
N = 0(c,a), lo que finaliza nuestra prueba.

Para obtener que M < M’ observamos, en primer lugar, que M C M’ pues para a € M se tiene
(N, M) = Ula) si, y solo si, (N, M) = U(a). Por otro lado, dada una L-férmula ¢(v) y a € M™
se tiene

ME @) = N M)E¢"(@) = W M) E" (@) < M [ ¢@a).

Esto prueba que M es subestructura elemental de M’.
Por tltimo, ' < N” se obtiene como consecuencia de aplicar (A, M) < (N, M) restringido a
L-férmulas.

2. La prueba para este caso es andloga a la anterior pues (Ny, My) también cumplird (x) puesto

que (Np, M) < (N, M). O

Proposicién 3.1.10. Sea (N, M) es un par de Vaught de una L-teoria T, si denotamos por ¢ a
una Lyr-formula asociada a dicho par y X C M al conjunto de pardmetros de M que contiene ¢,
entonces se cumplen las siguiente afirmaciones:
1. Dados dos modelos N', M’ de T, si se cumple que (N, M) < (N’, M') vistas como L*-
estructuras, entonces (N, M) es un par de Vaught.
2. Dados dos modelos Ny, Mo de T, si se cumple que (No, Mo) < (N, M) wvistas como L*-
estructuras y ademds X C My, entonces (Ny, Mo) es un par de Vaught.

Demostracion. 1. Sea (N, M) un par de Vaught de 7'y tomemos N, M’ dos modelos de T’ cumplien-
do (M, M) < (N, M’). Sea ¢(v1,...,v,) la Ly-férmula del enunciado que sabemos tiene infinitas
realizaciones en M y ninguna en N \ M (véase la Observacién 3.1.4). Esto implica que (N, M)
verifican las siguientes sentencias:
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(1) Joq,..., 0% /\(171 #05) A /\ o(v;) k=1,2,... (Infinitas realizaciones)

i<j
(2) 3z -U(z) (M y N son distintos)
(3) Yo (é(v) = Ni_; U(vi))  (Toda realizacién en N, estd en M)

Por ser (N’, M’) una extensién elemental de (N, M), estas tres sentencias también se verifican
en (N'; M’) lo que prueba que es un par de Vaught. En efecto, en virtud de la Proposicién 3.1.9,
sabemos que M’ < N y, por otra parte, puesto que M C M’, se tiene que ¢ es una L -férmula.
Finalmente, se cumple que N’ y M’ son diferentes por (1), que ¢(N’) es infinito por (2) y que
B(N") = (M) por (3).

2. La demostracion de este aparatado es andloga a la anterior, salvo en el paso donde se quiere
demostrar que ¢ es una Ly, -férmula. Es aqui donde utilizamos la hipdtesis extra de que X C M,
para asegurarnos de que los pardmetros de M que aparecen en ¢ estén a su vez contenidos en My. [

Corolario 3.1.11. Si (N, M) es un par de Vaught de una teoria T, entonces existe un par de
Vaught (No, Mg) donde Ny es numerable.

Demostracidn. Puesto que (N, M) es un par de Vaught tomemos ¢, una £ /-férmula tal que ¢(M)
es infinito y ¢(M) = ¢(N) y denotemos como X al conjunto de pardmetros de M que ocurren
en la formula. A continuacion, aplicando el Teorema de Lowenheim-Skolem descendente, podemos
encontrar una L£*-estructura (N, M) numerable de manera que X C My y (Ng, Mg) < (N, M).
El resultado se sigue de aplicar el segundo apartado de la proposicién anterior. O

La siguiente proposicién es el resultado clave para la demostracién de 3.1.7. Sin embargo, es
necesario demostrar previamente los siguientes lemas.

Lema 3.1.12. Sean My < Ny dos modelos numerables de una teoria T. Entonces dado a € My y
p € SNo(a), existen un par de modelos numerables (N”, M") de manera que vistos como L*-estructura
son una extensidn elemental de (Ny, My) y tales que M’ realiza p.

Demostracion. Consideremos el conjunto de L3 -férmulas:

(@) = {¢Y(v,a) : p(v,a) € py U{p(mi,...,my) : (No, M) = d(ma,....,my), ¢ € L}},

y veamos que se trata de un tipo viendo que es finitamente realizable. Tomemos A C I'" un sub-
conjunto finito, entonces este contendra ciertos ¢¥, ..., ¢V tales que ¢1,..., ¢, € p. Como p es un
tipo de S0 (@), este es finitamente satisfacible y, por tanto, Ny = 3o AL ¢i(v,a). Aplicando que
My < N tenemos que Mg |= 3o A~ ¢:(9,a) y concluimos que (No, Mo) = 3o Aiv, ¢Y (0, a). Esto
prueba que A es satisfacible pues el resto de férmulas que aparecen en A se satisfacen trivialmente
en (N, Mp) y no depende de la eleccién de .

Por lo tanto, aplicando el Teorema 2.1.8 para la L*-estructura (Ny, My) vy el tipo T', deducimos
que existe una extensién elemental (N’, M’) donde T' se realiza. De hecho, podemos tomar esta
extension numerable por la Observacién 3.1.11.

Llamemos ¢ € N'™ a la realizacién de I'. Por una parte, tenemos que como (z = z) € p, entonces
su restriccién a U pertenece a I' y ¢ la satisface. Esto implica que (N, M) = U(c)A (¢ =¢) y
por tanto ¢ € M’. Por otro lado, dado x(v,a) € p, se tiene que (N, M’) &= x(¢,a), como ¢ € M’
deducimos que M’ |= x(&,a). En conclusién, p se realizaM’. O

Nétese que el par (N, M’) que obtenemos como resultado del lema anterior cumple a su vez
las propias hipdtesis del mismo en virtud de la Proposicién 3.1.9. Con lo cual, para cada a € M
consideramos

Fy = {tp"(a,b) : b € No} € S (a)},
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que es un conjunto numerable por serlo ANy. De esta manera F := Uae M, Fa serd numerable y
contendra a todos los tipos que se realizan en Ny con ciertos parametros a € M.

A continuacién, tomemos una enumeracién de F'y consideremos la siguiente construccién. Em-
pezando por (Ny, My) y aplicando el lema para el primer tipo de la enumeracién podemos construir
recursivamente una cadena elemental

(N07M0) =< (vaMl) <o =< (Nk,Mk) < ...,

de manera que My realice los tipos de la enumeracién que sean menores que k. Que la realizacion
de los tipos se mantenga a través de la cadena es consecuencia de que los (Ng)gen ¥ los (Mg)ren
formen una cadena respecto a la inclusién por ser las extensiones elementales.

Por tltimo, si definimos (N*, M*) = g~ Nk, M) = (Upeo Nis Upeg Mk), este par realizard
todos los tipos de F', ademas de ser numerable, por lo que obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.1.13. Sea My < Ny dos modelos numerables de una teoria T. Entonces podemos
encontrar una exrtension numerable (N, M) < (N*, M*) de manera que para cualquier a € My y
pE SnNO (@) que se realice en Ny, se cumpla que p se realiza en M*.

Lema 3.1.14. Sean My < Ny dos modelos numerables de una teoria T. Entonces dado b € Ny Y
p € SNo(b), existen un par de modelos numerables (N, M') de manera que vistos como L*-estructura
son una extension elemental de (Ny, Mo) y tales que N realiza p.

Demostracion. Dado p € Sﬁ/“ (b), como restringidas a £ las estructuras Ny y (Mo, Mg) coinciden,
podemos entender p como un tipo (no necesariamente completo) de (Ny, My). Con lo cual, haciendo
uso combinado la de la Proposicién 2.1.8 y la Observacién 2.1.9 obtenemos que existe una extension
numerable (N, M’) que realiza p. En particular, como el universo de (N, M’) es N’, deducimos
que p se realiza en N”. O

Proposicién 3.1.15. Sean My < Ny dos modelos numerables de una teoria T. Entonces podemos
encontrar un par de modelos numerables (Ny, Mg) < (N, M) de manera que tanto M como N son
homogéneos y realizan los mismos tipos sobre Sy, (T). En particular, por el Teorema 2.3.10 se tiene

que M 2 N.

Demostracion. Para obtener el resultado construiremos una cadena elemental de pares de modelos
numerables

(N07M0) < (NhMl) <.,

de manera que para todo ¢ € N se cumpla lo siguiente:
(1) Sip e S,(T) se realiza en N3;, entonces p se realiza en Mas; 1.
(2) Si a@,b,c € Mz 1 y tpMsiti(a) = tpMsi+1(b), entonces existe d € Mz; o de manera que
tpMsi+2(a, ¢) = tpMsi+2(b, d).
(3) Si @,b,c € Nsipo y tp™oit2(a) = tpMNsi+2(D), entonces existe d € Nsjyo de manera que
tpNeits (@, ¢) = tpNi+s (b, d).

Veamos como podemos definir la cadena de manera recursivamente y de forma que se cumplan
estas propiedades. Comenzamos observando que en todos los pasos inductivos, como (Ny, Mg) <
(N, My), se tiene que Ny < My. Con lo cual en el momento en el que aseguramos (Ng, My) <
(Nki1, Miy1) se tiene que, aplicando la Proposicién 3.1.9, Mgi1 < Npy1, Mg < My y N <
Nii1. Este hecho lo emplearemos sin mencionarlo durante las siguientes demostraciones.

Para obtener (1) definimos (N3;41, Msiq1) == (N*, M*) donde (N*, M*) es la extensién ele-
mental que se obtiene como resultado de aplicar el Corolario 3.1.13 a (N3;, M3;). Observemos que
esta cumple las hipétesis del corolario por ser, en particular, una extensién elemental de (N, My).

De esta manera, tomemos un tipo arbitrario p € S, (T') que se realice en N3;. Si llamamos @ € N3;
a dicha realizacién de p tenemos que p = tp™#i (a) € SN3i(a). Con lo cual, por construccién se tiene
que p se realiza en Mg, ;1 tal y como queriamos.
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A continuacién, para (2) consideremos a,b,c € Ms; 1 cumpliendo tpMsi+1(a) = tpMsi+1(b) y
definamos el siguiente conjunto de L-férmulas:

q:={6(b,2) : ¢(a,z) € tp™M*+1(a,c)} = {¢(b,x) : M3ip1 = ¢(a,c)}.

Veamos que g € S5+ (b) = S5"¥"** (b) es un tipo probando que es finitamente satisfacible. En efecto,
sean ¢ (b, x),...,¢s(b,z) € g, entonces tenemos que ¢1(a,x), ..., ds(a,z) € tp™s3i+1(a,c). Como c

realiza todas las férmulas obtenemos que Ms;11 | Iz /\‘;:1 ¢;(@, ) y aplicando que tpMei+1(a) =
tpM3i+1(b) obtenemos lo que queremos.

Aplicamos ahora el Lema 3.1.12 para Msz;11 < N3;41 y el tipo ¢ € SnN:““(l_)) obtenemos que
existe una extension (N3;y2, M3z;12) de manera que ¢ se realiza en M3;1 5. Llamando d € Mz, o al
elemento tal que ¢ = tp™3i+2(b, d) se tiene por definicién que tpM3i+2 (b, d) = tp™3i+1(a, ¢) y, puesto
que M3y 1 < Masi o, concluimos que tpMsi+2(b, d) = tpM3i+2(a, c).

Observamos que para que obtener (2) es necesario que el resultado se cumpla para cualesquiera
a@,b,c € Ms;y,. Por lo tanto, puesto que hay una cantidad numerable de ternas (a,b,c) € M™ x
M™ x M, se puede emplear el desarrollo anterior para construir una cadena elemental de pares muy
parecida a la que se lleva a cabo en el Corolario 3.1.11. Por tltimo, tomando (N3z;42, Ms;y2) como
la unién de la cadena se obtiene lo deseado.

Para (3) es suficiente con realizar un argumento idéntico al anterior, solo que esta vez se define
(N3443, M3i13) haciendo uso del Lema 3.1.12.

Sea (N, M) = Up_o(Ni, My). Entonces (A, M) es un par de modelos numerables que por (1)
realiza los mismos tipos de Sy, (T'). Ademds, se tiene que M y A son modelos homogéneos de T'. En
efecto, en primer lugar notamos que como los (M;);<., forman una cadena elemental los tipos de
un elemento pueden considerarse en cualquier eslabén que los contenga. Sean a,b € M de manera
que @ — b es parcialmente elemental y tomemos cierto ¢ € M. Por construccién, existe un k € N de
forma que @, b, ¢ € M3y 1, con lo cual, empleando (2) podemos encontrar d € M3y de manera que
tpM (@, c) = tpM(b, d). Por lo tanto, se puede extender el morfismo parcialmente elemental @ — b
anadiendo ¢ a su dominio y dandole como imagen d. Esto prueba la Ng-homogeneidad de M. De la
misma manera se prueba que A es homogéneo empleando la propiedad (3).

O

Pasamos finalmente a la prueba del Teorema 3.1.7. Para ello partiremos de un par de Vaught
suficientemente bueno que, pongamos, tiene asociado cierta férmula ¢. La idea consistird en ir
construyendo una cadena de pares de manera que las realizaciones de ¢ estén siempre en el modelo
pequenio del par. De esta manera, lo que conseguiremos, eventualmente, es que nuestro modelo
grande sea N1 y mientras que el conjunto de realizaciones de ¢ se mantiene numerable durante todo
el proceso.

Demostracion del Teorema 3.1.7. Supongamos que T tiene un par de Vaught. Primeramente, por el
Corolario 3.1.11 la teorfa presenta un par de Vaugh (Np, Mj) numerable. Seguidamente, como Mg <
My, y ambos son numerables en virtud de la Proposicién 3.1.15, podemos encontrar (Ny, M) <
(N, M) de manera que M y N realicen los mismos tipos y sean homogéneos; con lo cual también
cumplen M = A/, Ademds se tiene que (N, M) es un par de Vaught por ser una extensién elemental
de un par de Vaught. Con lo cual, tomemos cierta L);-férmula ¢ de manera que tenga infinitas
realizaciones en M y ninguna en N \ M.

Vamos a construir una cadena elemental de estructuras numerables (N, : a < wi) de forma que
cada N, sea isomorfo a Ny (Ny11,Na) =2 (N, M). En particular, de esto dltimo se desprende que
¢ no tiene ninguna realizacién en N1 \ V.. En caso contrario, la imagen de dicha realizacién por
el isomorfismo estarfa en N \ M, pero sabemos que esto no puede darse.

Para la definicién empleamos recurrencia transfinita. Para el caso base tomamos Ny := N. Por
otra parte, si @ es un ordinal limite definimos No = Uz_, Ng. Observemos que N, es la unién
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numerable de modelos isomorfos a A/ con lo cual, como A es homogéneo, empleando la, Observacién
2.3.8, se obtiene que N, es también homogéneo. De la misma manera, cualquier tipo que se realice
en N, se realiza en particular en A/, con lo que ambos realizan los mismos tipos de S, (7). Por tanto,
concluimos que N = N,.

Por tltimo, para el paso inductivo consideremos N, = N. Puesto que por hipdtesis N' = M
deducimos que M = N, y denotemos por h : M — N, a dicho isomorfismo. Denotemos ahora
por Z :={z, : * € N\ M} a cierto conjunto de elementos que no pertenecen a N, y definamos
Nag1:= N, U Z. Tomando la funcién H : N — Nay1:

o= (it S

es inmediato comprobar que es una biyeccion. Por consiguiente, podemos emplear H para inducir
una interpretacién como L-estructura en N,.1. De hecho, esta nueva estructura N, 1 es isomorfa
a N empleando el propio H. Por otra parte, M,y1 es subestructura elemental de N,. En efecto,
esto es consecuencia directa de que M < N y que H sea un isomorfismo que extienda a h. Por
ultimo, puesto que H(M) = h(M) = N,, el isomorfismo H también puede entenderse como un
L*-isomorfismo entre los pares (N, M) y (Nat1, Ny ). Esto concluye el paso inductivo. El siguiente
diagrama resume la construcciéon que acabamos de hacer.

N— N

M h NO‘

Definamos N* = {J,, _,,, Nao- Por un lado se cumple que |N*| = [y, Nao| = max(Ro, R;) =¥y
pues N, es numerable para todo « y, por otro, si N* = ¢(a) entonces a € M. Si este no fuese el
caso, como a € N*, tendrfa que haber un ordinal o de manera que a € N, pero a ¢ N para todo
B < a. Si @ = 0, hemos terminado pues no hay realizaciones de ¢ en N \ M. En caso contrario,
podemos suponer que « es sucesor, pues si fuese limite, por definicién, pertenecerfa a un Nz con
B < a. Por tanto, llamando o’ al predecesor de a, tenemos que a € Ny y como Ny 1 < N* se
obtiene que @ es una realizacién de ¢ en Ny 41 \ Ny . Sin embargo, por construccion, habfamos visto
que esto no se cumplia para ningin «, lo que supone una contradiccién.

Concluimos que N* es el (R, Rg)-modelo que estdbamos buscando puesto que este es de cardinal
Ny y acabamos de probar que |¢(M)| = No.

O

Combinando los resultados de esta seccidon obtenemos el siguiente corolario el cual establece que
tener un (k, A)-modelo es una obstruccién para la N;-categoricidad de una teorfa.

Corolario 3.1.16. Si T es una teoria Ni-categdrica, entonces T no presenta pares de Vaught. En
particular, T no tiene (k, \)-modelos para k > A > .

Demostracion. Tomemos T una teoria Ni-categdérica y supongamos que esta tuviese un par de
Vaught. Entonces en virtud del Teorema 3.1.7, la teorfa T' tendria un (Yp,Ng)-modelo. Sin em-
bargo, debido a la Proposicién 3.1.2, se tiene que eso es tltimo contradice la N;-categoricidad de T.
La segunda parte del resultado es una aplicacién inmediata de la Proposicién 3.1.5. O

Para finalizar la seccién estudiaremos que, si la teoria es w-estable, entonces se puede conseguir
un reciproco del Teorema de Vaught.
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Lema 3.1.17. Sea T una teoria w-estable y M =T tal que |M| > Ry. Entonces existe una Ly-
formula ¢(v) cumpliendo |p(M)]| > Ry y tal que para cualquier otra Lys-féormula ¢ (v) se da o bien
que |[$(M) Np(M)| < Ro 0 bien [p(M) N —p(M)| < Ro.

Demostracion. Supongamos que no fuese cierto el resultado. Entonces para cada £/-férmula ¢(v) tal
que |p(M)| > Ny existirfa una férmula 1 (v) de manera que tanto ¢(M)NY(M) como d(M)N—1p(M)
serfan no numerables. A partir de aqui nuestro objetivo serd construir un arbol binario (empleando
las mismas técnicas que en el Teorema 2.2.16) para llegar a una contradiccién con la w-estabilidad.

Queremos conseguir un arbol binario con todas sus ramas distintas que cumpla que, sobre cada
férmula del mismo, se pueda aplicar nuestra hipétesis. Con lo cual, construyamos un arbol binario
de férmulas (¢, : 0 < 2<%) de manera que para cada o € 2<% se cumpla que:

(1) [pg(M)] = Ry.
(2) Si o C 7 entonces ¢ (M) C ¢s(M).
(3) bo0(M) N g1 (M) =0.

Comencemos tomando como primera férmula ¢y : v = v. Esta férmula cumple claramente que
|pg(M)] = |M]| > Ny y, ademds, contiene a todo conjunto definible. Para el paso inductivo suponga-
mos que |¢,(M)| > X;. Si llamamos 1 (v) a una férmula asociada a ¢, por la hipdtesis del primer
pérrafo de la demostracién, basta con que definimos ¢,0 = ¢(v) AY(v) ¥ ¢po1 = ¢(v) A =(v). En
efecto, la propiedad (1) en estas férmulas se sigue por construccién. Por otra parte, (2) es conse-
cuencia de que (¢s A Y)(M) = ¢ (M) NYP(M) y (¢5 A )(M) = ¢o (M) N —p(M). Finalmente
(3) proviene de que (M) N —h(M) = ().

Consideremos una funcién f : w — 2. Por la construcciéon anterior tenemos que:

Dp10(M) 2 ¢p1(M) D dpp(M) D ...

Nuestro primer objetivo es demostrar que py := {¢y},, : 7 < w} es un tipo . Para ello probaremos que
es finitamente satisfacible en M. En efecto, dados ¢y, ..., @f|n,, llamemos k := max;<i<m ().
Entonces, puesto que los conjuntos forman una cadena descendente se tiene ¢ ¢, (M) C ﬂ:’;l b5:(M)
y claramente este 1iltimo conjunto serd no vacio pues |¢ ¢, (M)| > Ry. Puesto que acabamos de probar
que py es un tipo, definamos py como el tipo completo que lo contiene (véase Proposicién 2.1.4).

Consideremos ahora dos funciones diferentes f # g como la anterior, entonces habra de existir
un m de manera que f|m = g|m pero f(m + 1) # g(m + 1). Con lo cual, por construccién tenemos
que @ fjpmi1(M) N dgimi1(M) = 0 lo que quiere decir que @¢jmi1 ¥ Ggjm+1 Do pueden estar en el
mismo tipo pues, en caso contrario, este no seria finitamente satisfacible. Concluimos entonces que
Df # Pg, lo que implica que la funcién que asocia f — py es inyectiva.

Sea A la unién de los pardmetros de las férmulas ¢, ; con 0 < 2<¢ e i € {0, 1}. De forma similar
a como se argumenté en la Proposicion 2.2.16, el conjunto A es numerable. Sin embargo, el parrafo
anterior demuestra que S1(A) no es numerable, lo cual contradice la w-estabilidad de T'.

Finalmente, nétese que solo se puede dar una de las dos condiciones simultaneamente. En caso
contrario, si para alguna £ y;-férmula ¢ (v) se cumpliese |p(M)NY(M)| < gy [p(M)N—1p(M)] < N,
entonces

Ry < [pM)] = [p(v) N (p(M) U =p(M))] = [(¢(M) N (M)) U (6(M) N = (M))] < Ry,
lo que supone una contradiccién. O

Teorema 3.1.18. Sea T una teoria w-estable, M =T y | M| > Ry. Entonces, ezxiste una extension
elemental propia N de M de manera que si T'(w) es un tipo numerable sobre M que se realiza en
N, también es cierto que T'(w) se realiza en M.
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Demostracion. Consideremos la férmula ¢ que se obtiene como resultado de aplicar el Lema 3.1.17.
La idea serd considerar el tipo p de todas las férmulas que son ciertas para casi todos los elementos
que satisfacen ¢(v). Sea el conjunto de L£ys-férmulas

p=A{v@) ¢ € Las : [¢(M) Np(M)] = Ry},

y veamos que este es un tipo. Sean 1,...,%,, € p, entonces para todo i = 0,...,m se tiene
|[p(M) Np; (M)| > Ny y, por la definicién de ¢(v), se tiene que |¢p(M) N —1h;(M)]| < Rg. Con lo cual,
como

3

m

@) n=t:(M) = 6(M) 0 [J (-9s(M) = (M) 1 (\/ m) (M),

i=1 1=1 =1

y la unién finita de conjuntos numerables es numerable, obtenemos que [¢p(M) N (Vi =) (M)] <
Rg. Por lo tanto, aplicando las leyes de De Morgan se tiene [¢(M) N (=~ AL, i) (M)] < Ry y puesto
que la disyuncién en el Lema 3.1.17 era excluyente obtenemos |¢(M) N (AL, ¢;)(M)] > Ry, En
particular, A”, ¢;(v) € py, por tanto, p es finitamente satisfacible (pues de hecho hay al menos
N, realizaciones). Por tltimo, nuevamente por construccién, puesto que exactamente una de las
férmulas 1 (v) y —p(v) estd en p, concluimos que p es un tipo completo sobre M.

Sea M’ una extension elemental de M que contenga a ¢, una realizacién de p. Por el Teorema
2.4.9, como la teorfa es w-estable, podemos encontrar N' < M’ un modelo primo sobre M U {c} de
forma que cada @ € N realiza un tipo aislado sobre M U {c}.

Sea ahora I'(w) un tipo numerable sobre M que se realiza en N y llamemos b € N a dicha
realizacién. Por construccién, sabemos que existe una £p-férmula 6(w,v) de manera que 6(w, c¢)
aisla tp™' (b/M U {c}). En particular, N = 6(b, c) lo que implica que 3w 6(w,v) € p. Ademas, dada
una L ys-férmula v(w) € T, puesto que b realiza dicho tipo y 6(w, ¢) aisla el tipo de b (con parametros
en M U {c}) aplicando la Proposicién 2.2.4 se tiene que

N EVo(8(w,c) = vy(w)).

En particular, esto equivale a que Vw(0(w,v) — v(w)) € p. Consideremos ahora el siguiente
conjuntos de L ;-férmulas

A = {3w(w,v)} U{Vw(d(w,v) = y(w)) : v € T'}.

Por lo que acabamos de ver A C p, lo que implica, por una parte, que A es numerable y, por otra,
que es un tipo (pues es, en particular, finitamente satisfacible). Notamos ademds que dada una
realizacién suya, digamos ¢/, entonces N = Jw 0(w,c’). Asi pues, si llamamos b’ al elemento que
cumple N |= (b, '), este realizarfa en particular I' por el segundo conjunto de férmulas de A. Lo
tnico que faltarfa por demostrar es que, de hecho, podemos tomar ¢’ en M, pues entonces como
M <M y N = Fwb(w, ), podriamos tomar un &' € M con M = 0(b', &) el cual realizaria T.
Sea 0p(v),d1(v),... una enumeracién de A. Entonces, ya que para todo n < w se cumple que
A, 6;(v) € p aplicando nuevamente el Lema 3.1.17 se obtiene que |{z € M : M |= ¢(z) A=(o(z) A
-+ A dp(x))}| < Ro. Notese que si  no realiza A, es porque no realiza alguna de las dx, con lo cual

o0
{reM: M= ¢(z) y « no realiza A} C U {zeM:  MEop(x)A=(dp(z) A+ Adp(z))}.
n=0
En consecuencia, como el conjunto de la derecha es numerable para todo n € w, el nimero de
realizaciones de ¢ en M que no realizan A es numerable. Sin embargo, recordemos que por definicién
el nimero de realizaciones de ¢ en M es no numerable. Por consiguiente, concluimos que existe un
¢ € M de manera que realice A. O

Teorema 3.1.19. Supongamos que T es una teoria w-estable la cual tiene un (Xq,Rg)-modelo.
Entonces para k > X1 existe un (k,Ro)-modelo de T
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Demostracion. Sea M = T el (81, Xg)-modelo de Ty denotemos por ¢(7) a la férmula tal que
[¢(M)] = Ro.

Queremos ir construyendo una cadena elemental de modelos de manera que el universo se vaya
haciendo cada vez mds grande pero el conjunto ¢(M) siga siendo el mismo. Es decir, dado x > N;
buscamos construir una cadena elemental (M, : @ < k) de forma que M, C M1 y, sin embargo,
cumpla que ¢(M,) = ¢(M,) para todo a < k.

Procedamos, como es habitual, por recursiéon transfinita tomando como caso base Mg := M.
Para el caso de un ordinal limite o tomamos M, = U,8<a Mg. De esta manera, puesto que M, es
una unién de modelos cumpliendo Mg < My v ¢(Mpg) = ¢(My) obtenemos ¢(My) = ¢(My). Por
dltimo, para el paso inductivo, tomamos un ordinal « y consideramos el conjunto de £y -formulas:

I'(w) ={p(v)} U{v#m:m e My, My = ¢(m)}.

Observamos que I'(v) es un tipo sobre M,, pues es finitamente satisfacible ya que por hip6tesis
se tiene quelp(M,)| = |p(Mo)| = Ng. Ademads, se observa que I' contiene tantas férmulas como
elementos ¢(M,) y que, por consiguiente, es un tipo numerable. Con lo cual, si definimos M1
como la extensién propia que obtenemos como resultado de aplicar el Teorema 3.1.18 a M,, (lo cual
es posible pues | My| > |[My| = R1) se tiene que ¢(My41) = ¢(Mo). En efecto, al ser I'(v) un tipo
numerable sobre M, que se omite en M, por construcciéon, M1 también ha de omitirlo. Por
consiguiente, cualquier realizacién de ¢ en M1 realmente se encuentra en M, y, por tanto, en
M.

Tomando N = |, .,. Ma, como la cadena de universos (Mg )a<x €s estricta se sigue que [N| > .
Con lo cual, llamando A’ a la subextensién de tamafio x que resulta de aplicar el Teorema de
Lowenheim-Skolem descendente para X = ¢(My) obtenemos que N es un (k,Ng)-modelo de la
teorfa T O

3.2. Ordenes de indiscernibles

En esta secciéon nuestro objetivo serda probar que las teorias k-categdricas para x no numerable
son necesariamente w-estables y no presentan pares de Vaught. Para conseguir esto haremos uso
de los resultados que hemos desarrollado anteriormente, asi como de una nueva nocién: los érdenes
indiscernibles.

Definicién 3.2.1. Sea I un conjunto infinito y supongamos que X = {z; : i € I'} es un conjunto
de elementos distintos de cierta L-estructura M. Diremos que X es un conjunto indiscernible si
para cualesquiera 41,...,%mn ¥ J1,---,Jm dos sucesiones de elementos distintos de I se tiene M =
&(Tiy, -5 xi,) < oz, ..., ;) para cualquier £-férmula ¢ con m variables libres.

Basicamente, los conjuntos indiscernibles son conjuntos de elementos de una estructura que no
pueden diferenciarse unos de otros mediante férmulas de primer orden. Veamos esta idea reflejada
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.2. Supongamos que F' un cuerpo algebraicamente cerrado que tiene grado de trans-

cendencia infinito. Consideremos x1, s, ... una sucesién infinita de elementos de F' algebraicamente
independientes. Sabemos que para cualesquiera dos sucesiones i1, ...,%, Y J1,---,Jm podemos en-
contrar un automorfismo® o de F de manera que o(z;,) = xj, para k = 1,...,m. Esto demuestra
que nuestra sucesién 1, Ts,... es un conjunto indiscernible.

6Nétese como aqui el automorfismo habitual de cuerpos coincide por completo con la nocién derivada en légica de
L-automorfismo de estructuras en el lenguaje £ = {+,-,—,0,1} de los cuerpos.
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Por lo tanto, pareceria que toda estructura tendra cierto conjunto indiscernible. Sin embargo, si
uno toma (A, <) un orden lineal infinito observa que en esta estructura no existe ningtin conjunto
indiscernible ni siquiera de tamafio 2. En efecto, basta con tomar ¢(vq,vs) : (v1 < v2) ya que no
se puede dar simultdneamente a < by b < a para cualesquiera a y b elementos distintos de A.
Curiosamente, este es el inico impedimento que existe a este respecto.

Definicién 3.2.3. Sea (I, <) un conjunto ordenado y sea (z; : i € I) una sucesién de elementos
distintos de cierta L-estructura M. Diremos que (z; : i € I) es una sucesién de orden indiscernible
respecto al orden (I,<) si para cualesquiera i1 < o < ... < i, ¥ j1 < ... < Jn dos sucesiones
estrictamente crecientes de I se tiene M = ¢(zy,,...,2;,) < ¢(z;,,...,x;, ) para cualquier L-
férmula ¢ con m variables libres. Si (I, <) es isomorfo al ordinal («, €), entonces diremos que el tipo
del orden de la sucesién es a.

Observacién 3.2.4. Si X es una sucesién de orden indiscernible respecto al orden (I, <) para una
cierta L-estructura M y A C M, definimos el conjunto de £ 4-férmulas:

tp(X) ={o(v1,...,vn) M EO(Tiy, .., 24, )01 < ... <ip €I,n <w}

Este conjunto es un tipo, pues es claramente finitamente satisfacible, y lo llamaremos el tipo del
indiscernible X sobre A.

Ejemplo 3.2.5. Para la L,.4-estructura (Q, <) sabemos que dadas dos sucesiones cualesquiera
21 <...<Zm ey <...<Yny podemos encontrar un automorfismo f : Q — Q tal que f(xzx) = ys
para k = 1,...,m (véase [5, Lema 3.1.2]). Esto prueba que todo Q es una sucesién de orden
indiscernible. Esencialmente lo que acabamos de probar es que en el orden usual de Q no hay
ningin elemento (o conjunto finito de elementos) que destaque por encima de otro en lo que se
refiere a sus propiedades respecto al orden.

El beneficio de esta definicién ampliada es que ahora para cualquier teoria (con al menos un
modelo infinito) y para cualquier orden lineal infinito (I, <) vamos a poder encontrar un modelo
para el cual exista una sucesién de orden indiscernible (z; : ¢ € I).

Teorema 3.2.6. Sea T una teoria con modelos infinitos. Entonces para cualquier orden lineal in-
finito (I,<), existe M |= T tal que esta contiene una sucesién de orden indiscernible respecto al
orden (I,<).

La demostracién de este resultado se puede encontrar en [5, Teorema 5.2.3], la cual se basa en
un argumento de compacidad combinado con el Teorema de Ramsey (en su enunciado en términos
de combinatoria infinita) [4, Teorema 9.1]. La demostracién no se incluye en esta memoria porque
excede los objetivos razonables del trabajo.

A continuacién, vamos a introducir un tipo de teoria que se beneficia enormemente de la existencia
de sucesiones de orden indiscernible.

Definicién 3.2.7. Diremos que una L-teoria tiene funciones de Skolem integradas si para ca-
da L-férmula ¢(v,ws,...,w,) existe un simbolo de funcién del lenguaje de manera que T |
Vo ((Fv p(v,w)) — ¢(f(w), w)). En otras palabras, existen suficientes simbolos de funcién en el
lenguaje para recoger toda la informacién que tienen las férmulas existenciales.

En muchas ocasiones las teorias con las que trabajamos no tienen ni siquiera simbolos de funcion,
con lo que mucho menos pueden tener funciones de Skolem integradas. Sin embargo, es posible
encontrar una teoria ampliada en un nuevo lenguaje extendido en el que si las tengan.

Teorema 3.2.8. Sea T una L-teoria. Entonces existen L* D L yT* DT una L*-teoria de forma
que T* tiene funciones de Skolem integradas. Adicionalmente, dado M =T podemos expandir M a
una L*-estructura M* de forma que M* |=T*. Por dltimo, la eleccion del lenguaje se puede hacer
de manera que |L*| = |L| + Ro. La teoria T* se conoce como la “Skolemnizacion”de la teoria T.
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Demostracion. La demostracidn se omite pues en extension excede la longitud razonable del trabajo.
La prueba detallada puede encontrarse en [5, Lema 2.3.6].

No obstante, veamos como se construyen el nuevo lenguaje £* y la teoria T sin llegar a probar que
efectivamente tiene las propiedades del enunciado. En efecto, la demostracion consiste en construir
una cadena de lenguajes £L = Ly C L1 C ... y una cadena de L;-teorias T =Ty C 11 C ...

Para el caso del lenguaje, estos se definen recursivamente como

Liv1:=LiU{fs: o(v,wn,...,wy) una L;-férmula, n=1,2,...},

donde fy es un simbolo de funcién de aridad n. Para precisar las £;-teoria T;, en primer lugar se
considera para cada L£;-férmula ¢(v,w) la sentencia

Wy V(G0 6o, @) = 6(fo(), ),
y, seguidamente, se definen recursivamente las teorias empleando
Tiy1 =T, U{¥ : ¢(v,w) una L;-férmula}.
Finalmente, el lenguaje y la teorfa buscadas serdn £* = J;—y L; y T* = Uie( Ti- O

Lo primero que hacemos notar respecto a estas teorias es que cualquier secuencia de orden indis-
cernible para una L*-estructuras también lo sera para su respectiva restriccién a £. Adicionalmente,
para poder trabajar con estructuras que tengan sucesiones de orden indiscernible introducimos el
siguiente concepto.

Definicién 3.2.9. Sea T* la Skolemnizacién de una teoria T y sea M* | T*. Entonces para
X C M*, definimos la envoltura de Skolem de X como la L*-subestructura de M* generada por X
y la denotamos por H(X).

Observacién 3.2.10. Veamos que H(X) es una subestructura elemental de M* como consecuencia
de que la teoria T* tenga funciones de Skolem integradas. En efecto, consideremos, con el fin de
aplicar Tarski-Vaught, cierta £*-férmula ¢(v,w) y ciertos aq,...,a, € H(X) de manera que M*
3z ¢(z,a). Por construccién de T* sabemos que ha de existir un simbolo de funcién f de manera que
M* = ¢(fM (@), a). Puesto que H(X) es una estructura, esta estd cerrada por simbolos de funcién
lo que implica que fM"(a) = 11X (@) € H(X).

Como ya hemos comentado, el empleo de las sucesiones indiscernibles respecto a un orden tienen
multiples aplicaciones en las teorias con funciones de Skolem integradas. Asimismo, aunque la teoria
no posea esta propiedad, se puede extraer informacion relevante de su Skolemnizacién. Por ejemplo,
si tomamos T una L-teoria arbitraria y T su Skolemnizacién, se puede probar que en T existen
modelos con un numero arbitrariamente grande de automorfismos. De esta manera, restringiendo
esos modelos a su interpretacion en £ podemos deducir este mismo resultado para nuestra teoria
original T

Otra de las aplicaciones interesantes que presenta este método es el de poder encontrar modelos
arbitrariamente grandes con un numero reducido de tipos completos.

Teorema 3.2.11. Sea L un lenguaje numerable y T una L-teoria con un modelo infinito. Entonces,
para todo Kk > Vo, existe un M |E T con |M| = k de manera que si A C M, entonces M realiza a
lo sumo A+ g tipos en SM(A).

Demostracion. Realizaremos la demostracion solamente para 1-tipos, siendo el caso general analogo.
Sean T™* la Skolemnizacién de Ty L* el lenguaje extendido para el cual T* tiene funciones de Skolem
integradas. Sea N* = T* un modelo que contiene una sucesién de orden indiscernible I respecto
del orden (k, <), y denotemos M* := H(I) que sabemos es un modelo de T* por la Observacién
3.2.10. De ahora en adelante identificaremos el elemento x € I con su indice en . De esta forma,
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dados x4,z € I con o, 8 < Kk, si escribimos i, < ig queremos decir que a < 3. Llamaremos
M = M*|z que es, por la construccién de T del Teorema 3.2.8, un modelo de Ty, por simplicidad,

nos referiremos al universo de ambas estructuras como M. Ademds, puesto que |L*| = |£] +Rg = Ny
sabemos que |[M| = |H(I)| = k. Veamos que M es el modelo que satisface las condiciones del
enunciado.

Nétese que por la definicién de H(I), para cada m € M existe un término ¢, € L* y una tupla
finita Z,, de elementos en I tal que m = t,,(Z,,). De hecho, podemos suponer que los elementos
de la k-tupla z,, = (x1,...,2%) estd ordenada, es decir, que z1 < ... < zi (segun el orden k de
la secuencia indiscernible). Fijemos un subconjunto A C M y probemos que M realiza a lo sumo
A+ R tipos en S{(A). Para ello, en primer lugar consideremos

X ={x € I : x aparece en algin Z, para cierto a € A},

el cual satisface que | X| < |A| + Vo, al ser las tuplas Z, finitas.

A continuacién, definimos una relacién de equivalencia en las tuplas finitas ordenadas de I. Dadas
dos k-tuplas ordenadas §y y Z de elementos en I, diremos que § ~x Z si para todo z € X y todo
i=1,...,k se cumple:

p<r<=z <z & y=r<=z =1

En otras palabras, dos k-tuplas estaran relacionadas si son indiscernibles respecto al orden res-
tringido a los elementos que aparecen en X. El motivo por el que nos restringimos a X es porque
en este se encuentran los Unicos elementos que importan a efectos de los parametros de A.

Esto nos permite demostrar que, dados dos elementos b,c € M tales que b = () v ¢ = t(2)

si § ~x Z, entonces b y c realizan el mismo tipo en S{*'(A). En efecto, sea a = (ay,...,a;) € A*
y sea ¢(w,a) una L-férmula. Puesto que las sucesiones § = (y;)i<i ¥ Z = (2;)i<; son indiscernibles
respecto & Zq,,- .., Tq, e tiene, aplicando la definicién de orden indiscernible, que

M ‘: ¢(b7 a]_7...,0/l) = M |: ¢<tb(y17"'7yl)7ta1(jja1)a---;tal(i‘m))
= MEd(te(21,- -, 21) ta, (Zay), - - - e, (Tay))
— M |:¢(Caa/1a"'aa‘l)'

Con lo cual, lo Unico que queda para terminar nuestro teorema es demostrar que el nimero
de clases de equivalencia es menor o igual que |A| + Rg. Para ello, dado y € I\ X definimos
Cy:={x € X : 2 <y} ylollamamos el corte de y. Notemos, primeramente, que el tamano de clases
de equivalencias es a lo sumo el de cortes diferentes.

En efecto, consideremos C = {C,, : y € I\ X} el conjunto de todos los cortes. Sea OF el conjunto
de k-tuplas ordenadas de I y definamos la aplicacién f : OF/ ~x— (C L X)* tal que

_ i sty € X,
que asigna a cada elemento de la clase, o bien el propio elemento de X o bien su respectivo corte.

Esta funcion esta bien definida pues dados § ~x Z, se tiene que si y; € X entonces z; = y; por
definicién. Por otro lado, si y; & X, se tiene z; € X y, por definicién, y; < x si, y solo si, z; < x. En
este caso C, = Cy, y la imagen de la clase estda univocamente definida. Adicionalmente, dandole la
vuelta a los argumentos que acabamos de esbozar, se sigue que la funcién es también inyectiva. Esto
muestra que |OF/ ~x | = [f(OF/ ~x)| < |(CLUX)"| = |(CUX)| =|C| + |X| donde se ha empleado
que el producto cartesiano de un conjunto es equipotente al propio conjunto.

Para terminar el argumento acotemos el ntimero de cortes. Si I = X, entonces C = {@}. En otro
caso, se tiene que X C I y construimos una nueva funcién g : C — X U {0} definida de la siguiente
manera. Dado un corte no vacio Cy, si {i € X : 4 > Cy} es vacio, entonces definimos g(Cy) := (. En
caso de que {i € X : ¢ > C,} no sea vacio, entonces g(Cy) :=inf{i € X :i > C,} (el cual existe y es
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unico porque el orden en I inducido por x es un buen orden). Por ltimo, si C, es vacio, definimos
g(Cy) como el infimo de X.

Veamos que g es inyectiva. En primer lugar, si g(Cy) = 0, se tiene por definicién que {i € X : 4 >
Cy} =0y, por la convexidad del conjunto C,, deducimos que C,, = X. Si g(C,) es igual al infimo
de X, entonces, es claro que Cy = 0, ya que si C,, # 0, el infimo del conjunto {i € X : i > Cy} no
podria ser el infimo de X. En el caso restante, dados C, # C, con y,z € I \ X, si suponemos sin
pérdida de generalidad que y < z, entonces existe cierto xg € X tal que y < z¢p < z. En particular,
se tiene

mf{fie X:i>Cy} <zo<inflic X:i>C.}

y, por tanto, inf{i € X : 4 > Cy} # inf{i € X : i > C.}. Por consiguiente, como ¢ es inyectiva,
deducimos que |C| < |X| + 1. Reuniendo todo lo que se ha probado resulta que

0%/ ~x [ <Ol +1X| < [X|+ 1+ |X] = |X] < |A] + Ro.

En definitiva, se obtiene que, como méximo, puede haber |A| + Xy tipos que se realizan en el modelo
M.
O

Empleando este teorema se podra probar que las teorias x-categdricas son w-estables y no pre-
sentan pares de Vaught. Como veremos en la siguiente seccién, esto se corresponde con una de las
dos direcciones en el Teorema de Baldwin y Lanchan (Teorema 4.2.6)

Teorema 3.2.12. Sea T es una teoria completa en un lenguaje numerable con modelos infinitos y
sea k > Ny. Entonces si T es k-categdrica, se tiene que T es w-estable y no tiene pares de Vaught.
En particular, T tampoco presenta (k, \)-modelos con k > A > V.

Demostracion. Si T no fuese w-estable, entonces podriamos encontrar M =T y A C M numerable
de manera que |SM(A)| > Ng. Podemos suponer que M es numerable empleando el Teorema de
Léwenheim-Skolem para el subconjunto A, pues recordemos que los tipos completos son los mismos
en cualquier subestructura elementalmente equivalente. A continuacién, queremos encontrar una
extensién elemental de M realizando al menos ®; tipos de S (A). Para ello, construyamos una
cadena elemental (M, : @ < wy1) de modelos numerables de T" aplicando recursién transfinita. En
primer lugar, sea {p, : @ < w;} una coleccién de cardinal X; de tipos de S} (A). Como caso
base tomamos My = M y para « ordinal limite definimos M, = Uﬁ<a M. Para el paso inductivo
definimos M 41 como la extension elemental numerable de M, que realiza p,. Considerando M* =
U(KW1 M, es claro que este cumple lo que queremos y que, ademas, tiene cardinal R;. Como k > Ny,
por Lowenheim-Skolem ascendente podemos tomar una extensién elemental A; de M con cardinal
k. Nétese que en particular, N7 realiza una cantidad no numerable de tipos sobre A.

Por otra parte, por el Teorema 3.2.11 existe un modelo A5 de T' de cardinalidad x de manera que
Na realiza, a lo sumo, una cantidad numerable de tipos de S22 (B) si B es numerable. Suponiendo
ahora que T fuese k-categdrica, entonces habria de existir un isomorfismo f : N7 — N3. Aplicando
la Proposicién 2.2.13 obtenemos que los tipos que realiza A sobre S’nN 1(A) y los tipos que realiza N
sobre S2(f(A)) estdn en biyeccién. Sin embargo, esto es imposible pues el primero es no numerable
y el segundo es numerable. Esto prueba que T es w-estable.

Pasemos a demostrar que T' no tiene pares de Vaught. Aplicando el Teorema de los dos cardi-
nales de Vaught deducimos que existe un (N, Ng)-modelo. Por tanto, como T es w-estable por el
argumento anterior, deducimos por el Teorema 3.1.19 que existe un (&, Rg)-modelo. Sin embargo,
esto es imposible pues contradice la Proposicién 3.1.2. O

34



Capitulo 4

El Teorema de Morley

4.1. Conjuntos fuertemente minimales

En este capitulo, el ultimo del trabajo, se recopilan todos los resultados y conceptos definidos
hasta ahora, asi como algunos conceptos nuevos como el de minimalidad fuerte para construir la
prueba al Teorema de Morley.

Como se comentd en la introduccién, los ejemplos candnicos de teorias k-categéricas para cardi-
nales k no numerables son la teoria de los espacios vectoriales sobre un cuerpo numerable y la teoria
de los cuerpos algebraicamente cerrados. La idea principal de esta primera seccién sera generalizar,
al ambito de la l6gica matematica, los instrumentos tedricos que se usan habitualmente en el estudio
de estas teorias.

Concretamente, nos interesa conseguir un andlogo de la idea de dimensién. Buscamos una he-
rramienta que permita caracterizar cuiando dos modelos son isomorfos, como ocurre, por ejemplo,
con los espacios vectoriales de dimensién infinita. Sin embargo, para poder conseguir este tipo de
teoremas nos tendremos que restringir a cierto tipo de teorfas (las fuertemente minimales).

Supondremos durante todo el capitulo que estamos trabajando con un lenguaje numerable L.

Definicién 4.1.1. Dada una L-estructura M, diremos que X C M™ es un conjunto definible si
existe una L-férmula ¢(v,w) y un b € M™ de manera que X = {a € M" : M = ¢(a,b)}. En este
caso diremos que ¢(0,w) define X. Si A C M, diremos que X es A-definible si existe una L-férmula
¥(0,w) y un b € A™ de manera que X = {a € M™ : M |=(a,b)}.

Observacién 4.1.2. Dados una L-estructura M, una L-férmula ¢(v,w) y a € M para simplificar
la notacién de ahora en adelante escribiremos ¢(M,a) :={g € M" : M |= ¢(y,a)}.

Definicién 4.1.3. Sea M una L-estructura y sea D C M™ un conjunto definible infinito. Diremos
que D es un conjunto minimal en M si para cada conjunto definible Y C D se tiene que o bien Y
es finito o bien D \ 'Y es finito. Si ¢(7,a) es la férmula (con posibles pardmetros de M) que define
D, diremos que ¢(7,a) es minimal.

Adicionalmente, diremos que D es fuertemente minimal si D sigue siendo minimal en cualquier
extensién elemental ' de M. Andlogamente, diremos que una férmula ¢(v,a) es fuertemente mini-
mal si define un conjunto minimal en cualquier extensién elemental de M.

Por dltimo, diremos que una teoria T' es fuertemente minimal si todo modelo M de T es fuerte-
mente minimal.

Observacién 4.1.4. 1. Sea T una L-teoria y sea M = T. Consideremos ¢(M) C M un conjunto
fuertemente minimal donde ¥ (v, a) tiene pardmetros en Ay C M y veamos que la propiedad de ser
fuertemente minimal no depende del modelo M que se tome, sino solamente del tipo de Ag. En otras
palabras, veamos que dado cualquier otro modelo N de T tal que exista un monomorfismo parcial
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f: Ag = N verifica que ¥(N) también es fuertemente minimal. En efecto, para cualquier férmula
d(v,w) € L se cumple que

Yy(w) := {FF0(¢(v,a) A ¢(v,w)) A I Fu((0,a) A —¢(v,w)) : k=0,1,...}

es un conjunto de £-férmulas sobre Ay que no puede ser realizado en ninguna extension elemental de
M, por ser (M) fuertemente elemental. Con lo cual, ¥ (w) no puede ser un tipo, pues contradiria la
Proposicién 2.1.8 y, por tanto, alguna de sus férmulas es inconsistente con Th 4, (M). En particular,
para cada L-férmula ¢(v,w) existe un nimero natural kg tal que

M EVo(3Fv(y(0,a) A ¢(v,w)) vV I=Fo(¢(0,a) A —¢(0,1))).

Esta es una férmula con pardmetros en Ag por lo que también A la satisface, lo que implica que
¥(N) es fuertemente minimal.

2. En general, durante el capitulo trabajaremos con una férmula minimal ¢(7,ag) definida en
cierto modelo M de manera que ¢ tenga parametros Ay C M. Sin embargo, tal y como se ha
demostrado en la primera parte de la observacién, ¢ podria haber sido definida usando cualquier
otro modelo N que contuviese una copia “adecuada” de Ag, es decir, tal que exista by € N™
cumpliendo tp™M(ag) = tp™ (bo).

Con lo cual, cuando se esté trabajando con dos modelos N7 y A5 realizaremos un abuso de
lenguaje diciendo que Ag estd contenido en ambos. Con esto, lo que realmente se quiere expresar
es que existen a; € N;, de manera que ¢(N;,a;) es fuertemente minimal con ¢ = 1,2 y tp\1 (a1) =
tle (&2).

Como ocurre en cualquier parte del Algebra, necesitaremos lo primero de todo una nocién de
independencia. Asi, procediendo de manera similar a como se hace en Algebra Conmutativa, empe-
zamos por definir qué se entiende por elemento algebraico sobre un conjunto.

Definicién 4.1.5. Sea M una L-estructuray A C M. Diremos que un elemento b € M es algebraico
sobre A si existe una L-férmula ¢(v, @) y un @ € A de manera que M = ¢(b,a) y ¢(M,a) :={y €
M : M = ¢(y,a)} es finito.

Definimos la clausura algebraica de A como el conjunto de todos los elementos de M algebraicos
sobre A y la denotaremos por acl(A4). Dado un conjunto D C M definible sobre Ay C M, definimos

aclp(A) :=acl(AU Ag) N D.
Omitiremos el subindice D cuando este se entienda por el contexto.

Observacién 4.1.6. 1. Sea D C M un conjunto fuertemente minimal definido con pardmetros Ay.
Entonces, es facil comprobar que para cualquier A C M se cumple que x € aclp(A) si, y solo si,
x € D y existe una férmula ¢(w,a) con pardmetros en AU Ay tal que M = ¢(z,a) y que tiene un
namero finito de realizaciones en D.

2. Si D esta definido sobre un conjunto Ag entonces es posible considerar los pardmetros Ay,
como constantes en el lenguaje £4,. De esta manera, si se trabaja en este nuevo lenguaje, D es un
conjunto definible sin pardmetros. Asimismo, puesto que ya no es necesario considerar los pardmetros
de Ay, la clausura algebraica acl, Ao (A) N D que obtenemos empleando L 4,-férmulas coincide con
la clausura aclp(A) que hemos definido anteriormente.

Ejemplo 4.1.7. En un cuerpo algebraicamente cerrado K la nocién de teoria de modelos de clausura
algebraica coincide con la usual de la teorfa de cuerpos. Mas especificamente, dado A C K se tiene
que a € acl(A) si, y solo si, a es algebraico sobre el subcuerpo de K generado por A (véase [5,
Proposicién 3.2.15]).

36



De aqui en adelante va a interesar restringir nuestro estudio a las clausuras algebraicas que se
encuentren definidas sobre conjuntos fuertemente minimales. Una de las principales razones es la
siguiente propiedad conocida como principio del intercambio.

Proposicién 4.1.8. (Principio del intercambio) Supongamos que D C M es minimal y sean
A C Dya,be D. Entonces, si a € aclp(AU{b}) \ aclp(A), se cumple b € aclp(A U {a}).

Demostracion. Por la Observacién 4.1.6.2 podemos asumir que D es definible sin pardmetros y
trabajar con £ 4,-férmulas. Supongamos que a € acl(AU{b})\acl(A), entonces, existira cierta férmula
¢(x,y) con pardmetros en A, de manera que M = ¢(a,b) y tal que [{z € D : M = é(x,b)}| = n.
Sea 1 (w) una férmula que exprese justamente que {x € D : M |= ¢(z,b)} tiene exactamente n
elementos. Llamando a la férmula que define D, esta puede expresarse como

n n
Y(w) : D(w) A Jxq, ..., 2, ((/\ D(z;) A ¢($i,w)> AVz (D(z) A d(z,w) — (\/ z = acZ))) .
i=1 i=1
Probaremos que ¢(w) A ¢(a, w) es la férmula que hace a b algebraico sobre AU{a}. Por consiguiente,
lo tnico que tenemos que demostrar es que {w € D : ¥(w) A ¢(a,w)} es finito, asi que supongamos
que este no fuese el caso. Por ser D minimal la dnica posibilidad es que {w € D : ¢(w) A ¢(a, w)}
sea cofinito y, por ende, podemos suponer que existe k € N tal que |[D\ {w € D : ¢p(w) A p(a,w)}| =
k. Consideremos, siguiendo el mismo método realizado arriba, x(z) una férmula que exprese que
D\ {w e D :¢(w) A p(x,w)} tiene exactamente k elementos.

Observamos que x(z) define un conjunto cofinito. En caso contrario, como y viene definida
unicamente pardmetros de A y puesto que M = x(a) llegarfamos a que a € acl(A), lo que supone
una contradiccién. Con lo cual, como D es minimal, x(z) define un conjunto cofinito.

Sean ay,...,an+1 € D distintos tales que M = x(a;) para todo i = 1,...,n + 1 y definamos
B, = {w € D : ¢(a;,w) A (w)}. Por hipétesis, los B; son cofinitos y excluyen exactamente k
elementos, con lo cual, tomando B = ﬂzrl B;, este serd un conjunto no vacio ya que excluye como
mucho k - (n + 1) elementos de D. Sea b € B, entonces M = ¢(a;,b) para cada i =1,...,n+1 lo
que implica que [{z € D : M |= ¢(x,b)}| > n + 1. Sin embargo, esto supone una contradiccién con
el hecho de que M = (b). O

Ya tenemos las herramientas suficientes para definir una nocién de independencia que genera-
lice el concepto de independencia lineal, en espacios vectoriales; y el concepto de algebraicamente
independiente, en el caso de los cuerpos algebraicamente cerrados. De ahora en adelante M serd un
modelo arbitrario de Ty D es un conjunto fuertemente minimal en M.

Definicién 4.1.9. Sea T una L-teoria y sea M un modelo de T'. Sea D C M un conjunto fuertemente
minimal definido sobre Ag. Decimos que A C D es independiente sobre Ag si a ¢ aclp(A\ {a})
para todo a € A. Ademds, dado C' C D diremos que A es independiente de C' sobre Ag si a ¢
aclp((C U A)\ {a}) para todo a € A.

A continuacién, veamos qué relacién existe entre los elementos independientes en los distin-
tos modelos de una teoria. El siguiente resultado establece que si existe una férmula minimal con
parametros en Ag, entonces los elementos independientes sobre Ag tienen el mismo tipo sobre Ag.

Teorema 4.1.10. Sea T una L-teoria completa y sea ¢(v) una formula fuertemente minimal definida
sobre Ag. Sean M, N [T dos modelos que contienen a Ag. Dados ay,...,a, € ¢(M) yby,...,b, €
(N elementos independientes sobre Ay, se cumple que tp™(a/Ay) = tp™ (b/Ao).

Demostracion. Por la Observacién 4.1.6. 2. podemos suponer que estamos trabajando en el lenguaje
L4, y que, por tanto, ¢ esta definida sin pardmetros. Probamos por induccién el teorema. Para el
caso base, suponemos que tenemos dos elementos a € ¢(M) y b € ¢(N) ambos independientes sobre

(. Es decir, tenemos a € ¢(M) \ acl(®) y b € ¢(N) \ acl(0).
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Consideremos una férmula ¢ (v) € tp™(a) o, lo que es lo mismo, tal que M = 9(a). Nétese que
(¢ A1p)(M) debe ser infinito pues, en caso contrario, a serfa algebraico sobre (). En particular, puesto
que ¢ es fuertemente minimal, ¢(M) es minimal, lo que implica que ¢(M) \ (¢p(M) N PY(M)) =
d(M) \ (M) tiene que ser finito. Esto tltimo lo podemos escribir como

k k
ME3zq,... x, ((/\ o(x;) A —@/1(@-)) AVz <¢(z) A—(z) — (\/ z= ;nl))) ,
i=1 =1

para cierto k € N. Esta férmula no tiene pardmetros y, por ende, al ser 1" una teoria completa,
también se tiene que

k k
NIz, .. 2, <</\ (/)(@)/\ﬂ/}(@)) AVz ((b(z) A =p(z) — <\/z = $Z>)> .

Esto quiere decir que ¢(N) \ ¥(N) es finito. Con lo cual, si b € ¢(N) \ ¥(N), entonces b seria
algebraico sobre ), pero esto no puedo ocurrir por hipdtesis. Concluimos, por consiguiente, que
bepWN)y ) e tp™V’ (b). Para la otra direccién simplemente es suficiente repetir el argumento
cambiando N por M y a por b.

Para el paso inductivo, supongamos que tenemos ai,...,an11 € ¢(M) y by,...,bpr1 € Y(WN)
donde ambos conjuntos son independientes sobre () y que el resultado es cierto para n elemen-
tos independientes sobre ). Entonces, denotando @ = (a1,...,a,) y b = (b,...,b,), se tiene que

tpM(a) = tp?V (b). Tomemos, cierta férmula 1 (1, v) sin parametros de manera que M = ¥(@, an1).
Puesto que a1 es independiente sobre (), a, 1 € acl({a}) y, repitiendo el mismo argumento que
en el caso base, llegamos a que el conjunto ¢(M) N (a, M) es infinito. Nuevamente, por ser ¢
fuertemente minimal, deducimos que ¢(M) \ ¥(a, M) es finito. Si se expresa este enunciado como
una férmula de primer orden tal que

k k
M3z, .. 2, ((/\ o(zi) A ﬁ@b(&,zi)) AYz ((b(z) A—(a,z) — (\/ z = :cz>>>
i=1 i=1
se observa que esta no es méds que una L-férmula v(7) cumpliendo M [ v(a@). Con lo cual, como
sabemos que @ — b es un morfismo parcialmente elemental, por hipétesis de induccién, se tiene que
dicho enunciado es también cierto en N’ donde se sustituye @ por b. Por lo tanto, ¢(N')\ (b, N) es un
conjunto finito y como b,,4+1 no es algebraico sobre {B} se llega, empleando el mismo procedimiento
que antes, a que b, € (b, N). Concluimos que ¥ (w,v) € tpN(B, bnt1), lo que termina el paso
inductivo. O

Como consecuencia inmediata del teorema, deducimos que los conjuntos infinitos de elementos
independientes son de hecho conjuntos de indiscernibles (véase Definicién 3.2.1).

Corolario 4.1.11. Sea T una L-teoria completa y sea ¢(v) un formula fuertemente minimal definida
sobre Ay. Sean M,N =T dos modelos que contienen a Ag. Sea B C ¢(M) independiente sobre Ay
y sea C C ¢(N) independiente sobre Ag. Entonces B y C son conjuntos indiscernibles con, ademds,
el mismo tipo sobre Ayg.

Si observamos atentamente este ultimo corolario, lo que esta diciendo es que la tinica manera de
diferenciar dos conjuntos independientes de D es mediante su cardinalidad. Esta idea no es nueva,
pues ocurre lo mismo, por ejemplo, en los espacios vectoriales. Esto nos conduce de manera natural
a la idea de base.

Definicién 4.1.12. Sea D un conjunto fuertemente minimal y sea Y C D. Decimos que un sub-
conjunto B C Y es base de Y si B es independiente sobre Ag y aclp(B) = aclp(Y).
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Otra manera de entender las bases es como conjuntos maximales independientes, donde maximal
significa que no hay ningin otro conjunto independiente que lo contenga estrictamente. Por lo
tanto, imitando el mismo argumento que en el Teorema de Hammel sobre las bases de un espacio
vectorial, llegamos a que todo subconjunto de un conjunto fuertemente minimal tiene una base.
Ademas, cualquier base que cojamos tiene necesariamente la misma cardinalidad. Resumimos esta
informacién en el siguiente lema.

Lema 4.1.13. Sea D un conjunto fuertemente minimal definido con pardmetros sobre Ag y sean
A, B C D dos conjuntos independientes sobre Ay. Entonces dado Y C D se cumple

1. Existe una base deY.

2. Si A y B son bases para Y, entonces |A| = |B.

La demostracién del segundo resultado se encuentra en [5, Lema 6.1.9] y hace uso del principio
del intercambio. Esto permite pasar, finalmente, a la nocién de dimensiéon para un subconjunto de
un conjunto fuertemente minimal.

Definicién 4.1.14. Sea D un conjunto fuertemente minimal. Dado Y C D, definimos la dimension
de Y como la cardinalidad de cualquier base de Y. Escribiremos dim(Y") para denotar a la dimensién
de Y.

Observacién 4.1.15. Veamos que si D es no numerable, dim(D) = |D|. En efecto, tomemos una
base cualquiera B de D y supongamos que |B| < |D|. Por una parte sabemos por la definicién de
clausura algebraica, que en aclp(B) puede haber tantos elementos como £p-férmulas. Puesto que
|Lg| = |L]|+|B] vy el lenguaje es numerable, obtenemos que R+ |B| > |aclp(B)|. Ahora bien, puesto
que aclp(B) = aclp(D) y aclp(D) = D (pues todo d € D es algebraico sobre D mediante la férmula
v =d), llegamos a que |D| = |aclp(B)| < Xg + |B| < |D|. Contradiccién.

Pasemos al ultimo resultado de la seccién, donde se demuestra que bajo las mismas condiciones
del Teorema 4.1.10, si ademds ¢p(M) y ¢(N) tienen la misma dimension, entonces se puede encontrar
una biyeccion parcialmente elemental entre ellos.

Lema 4.1.16. Sea M una L-estructura, A C M y b € M. Entonces se verifican los siquientes
enunciados:
1. Si una La-formula ¢(x) no aisla tp™ (b/A), entonces existe 1(x) € tp™(b/A) de manera que
(¥ A @)M) & ¢(M).

2. Si b es algebraico sobre A, entonces tp™'(b/A) es un tipo aislado.

Demostracion. 1. Sea ¢(x) una L s-férmula que no aisla tp™ (b/A) y supongamos por contradiccién
que el resultado fuese falso. Entonces, para toda L£a-férmula v¢(y) € tp™(b/A) se tendria que
(Y A $)(M) = ¢(M). En otras palabras, toda realizacién en M de ¢ serfa, en particular, una
realizacién de ¢. Con lo cual, M | Vw(é(w) — ¢ (w)) para cualquier £4-férmula. Sin embargo, en
virtud de la Proposicién 2.2.4, esto contradice el hecho de que ¢ no aisle tp™(b/A).

2. Sea b € M algebraico sobre A C M. Entonces existe una £ 4-férmula ¢(w) tal que M = ¢(b) y
tal que (M) es finito. Si se tiene que 9 (w) aisla tp™(b/A), la demostracién ha terminado. En caso
contrario, por la primera parte del lema, existe una £ 4-férmula ¢ € tp™(b/A) tal que (¥ A¢)(M)
¢(M). Como ¢(M) es un conjunto finito, esto, en particular, implica que |(1) A ¢)(M)| < |p(M)].

Puesto que (¢ A ¢)(w) € tp™(b/A), se puede repetir el proceso anterior un niimero finito de
veces hasta encontrar una férmula que aisle tp™(b/A) o hasta obtener una £ 4-férmula v(w) cuya
tinica realizacién sea b. En ese caso, v seria la férmula que aisla tp™(b/A) ya que, para cualquier
formula x (w), se cumplirfa que y(w) € tp™(b/A) si, y solo si, M | Yw(y(w) — x(w)). O
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Antes de empezar el Teorema 4.1.17 es necesario introducir la siguiente notacién. Dadas dos £L-
estructuras M y A con un subconjunto comiin A y My un subconjunto de M (no necesariamente una
L-estructura), se dice que f : My — N es un monomorfismo parcial A-elemental si es parcialmente
elemental aplicado a L 4-formulas. Equivalentemente, esto significa que f puede extenderse a un
monomorfismo parcialmente elemental f*: MyUA — N tal que f*|4 = id4. Es inmediato observar
que un monomorfismo es parcialmente elemental en L4 si, y solo si, es parcial A-elemental en L.

Teorema 4.1.17. Sea T una L-teoria completa y sea ¢(v) un férmula fuertemente minimal definida
sobre Ag. Sean M, N =T dos modelos que contienen a Ag. Si dim(¢p(M)) = dim(¢(N)) entonces
existe un monomorfismo parcialmente Ag-elemental y biyectivo f : p(M) — d(N).

Demostracion. Sean B y C dos bases de ¢(M) y ¥(N) respectivamente. Puesto que |B| = |C],
podemos encontrar una biyecciéon f : B — C. De hecho, puesto que B y C' son bases, en virtud del
Corolario 4.1.11 estos son conjuntos de indiscernibles con el mismo tipo sobre Ag. Entonces, dada
una L 4,-férmula ¢(v1,...,v,) y b1,...,b, € B se tiene que

ME ¢, ..., bn) <= N o(f(b1),.., f(bn))

y, por tanto, f es un monomorfismo parcialmente Agp-elemental y biyectivo. De aqui en adelante,
para simplificar el argumento supondremos que el lenguaje £ con el que se trabaja es L4,.
Consideremos el conjunto

I:={9:B" - C'":BC B C¢(M),C CC" CpN),fC g parcial Ap-elemental y biyectivo}

el cual es no vacio pues f pertenece a él. Estableciendo la inclusién como orden parcial en I, se puede
probar rutinariamente que toda cadena tiene una cota superior tomando la unién de los dominios y
las imagenes, asi como de las propias funciones. Con lo cual, empleando el Lema de Zorn, el conjunto
I tiene un elemento maximal g : B’ — C’ con B’ C ¢(M) y C' C ¢(N). Supongamos que existe
b € ¢p(M)\ B’, entonces puesto que ¢(M) = acl(¢(M)) = acl(B), b es algebraico sobre B y, por
ende, sobre B’ pues B C B’.

Por el lema anterior, sabemos que existe una £p-férmula v (v, d) que afsla tp™(b/B’). En par-

ticular, M = Jv (¢ (v,d) A ¢(v)) y, por ser g parcial Ag-elemental, N = Jv (1 (v, g(d)) A ¢(v)). Es
decir, existe ¢ € ¢(N) de manera que N = (¢, g(d)).

A continuacién, se muestra, siguiendo un argumento muy parecido al llevado a cabo en el Teorema
2.4.9, que se puede extender g a un nuevo morfismo parcial Ag-elemental si mandamos b a ¢. En

efecto, supongamos que para una L£p/-férmula ¢(w,d’) se cumple que M = (b, d’). Entonces,

M b, d) < ¢v,d) etp™(b/B) < o(v,g(d)) € §(tp™(b/B))

donde § denota el homeomorfismo inducido por g. Por el Corolario 2.2.12 se tiene que ¥ (v, g(d))
afsla §(tp™(b/B’)) en SV (C'). Por tanto, como N = (c, g(d)) y (v, g(d")) es una Ler-férmula
que pertenece al tipo que afsla (v, g(d)), se tiene que N’ |= (¢, g(d’)). Para la otra implicacién es
aplicar el proceso anterior para ¢—! que es, a su vez, parcial Ag-elemental y estd bien definida sobre
.

No obstante, esta tiltima construccién contradice la maximalidad de ¢’. Con lo cual, $(M) = B'.
Mediante un argumento, analogo haciendo uso de g~!, llegamos también a que ¢(N) = C’. En

definitiva, ¢’ es el monomorfismo parcial Ag-elemental y biyectivo que buscdbamos. O

Finalmente, se tiene que si una teoria es fuertemente minimal dos modelos son isomorfos si y
solo tienen la misma dimensién.

Corolario 4.1.18. Sea T una teoria fuertemente minimal. Entonces si M,N |= T, se tiene que

M =N si, y solo si, dim(M) = dim(N).
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Demostracion. En primer lugar, observemos que en una teoria fuertemente minimal, la férmula
¢ : v = v es fuertemente minimal. Con lo cual, para cualesquiera dos modelos M,N &= T que
tengan la misma dimensién, puesto que ¢ no tiene pardmetros y ¢(N) = Ny ¢(M) = M se cumple,
empleando el Teorema 4.1.17, que existe un morfismo parcial elemental y biyectivo f: M — N, es
decir, un isomorfismo.

Para la otra direccién, ndtese que es suficiente con probar que en las teorias fuertemente minimales
los isomorfismos mandan bases a bases. En efecto, sean M, N =T y sea f : M — A un isomorfismo,
entonces el resultado se sigue de que a € M es algebraico sobre A C M si, y solo si, f(a) es algebraico
sobre f(A). O

4.2. El Teorema de Baldwin y Lanchan

Una vez hecha la discusién pertinente sobre la idea de dimensién, es necesario combinarla con
el resto de conceptos que hemos estudiado en los capitulos anteriores para poder llegar al ultimo
resultado importante antes de la demostracién del Teorema de Morley. En particular, nuestro obje-
tivo serd demostrar que en las teorias w-estables sin pares de Vaught existen férmulas fuertemente
minimales.

Empecemos por ver que en teorias w-estables hay férmulas minimales.

Proposicién 4.2.1. Sea T una teoria w-estable con modelos infinitos. Entonces dado M =T existe
una formula minimal en M.

Demostracion. Sea T una teoria w-estable y supongamos que no existe ninguna férmula minimal
en M | T. Construyamos un arbol binario de férmulas (¢, : 0 < 2<“) de manera que para cada
o € 2<% se cumpla que:

(1) ¢o(M) es infinito.

(2) Si o C 7 entonces ¢ (M) C ¢ps(M).

(3) (ba,O(M) N ¢0,1(M) =0.

Para ello procedemos por recursién. Para el caso base tomamos ¢y : v = v, puesto que |¢y| =
|[M| > Ny pues T es completa y tiene modelos infinitos. A continuacién, consideramos o € 2<%
tal que ¢, (M) sea un conjunto infinito. Puesto que ¢,(M) no es minimal existe una férmula ¢(v)
con pardmetros en M tal que ¢p(M) C ¢o(M) y de forma que (M) y ¢o(M) \ (M) son ambos
infinitos. Con lo cual, por una parte tenemos que (¢, A ¥)(M) es infinito pues (¢, A ¥)(M) =
o (M) NYP(M) = 1p(M). Por otra parte, se tiene que ¢5(M) \ Y(M) = (¢p5 A —10)(M) vy, por
tanto, (¢, A —9)(M) es también infinito. Con lo cual, definiendo ¢y 0 = ¢ AV Y P01 = o A Y
se cumple la propiedad (1) y como ya se ha probado en varias ocasiones, el definir asi las férmulas
recursivamente nos da inmediatamente (2) y (3).

Tal y como se realiza en el Lema 3.1.17, se pude construir una funcién inyectiva de 2¥ a Sy (M),
asociando a cada f : w — 2 un tipo completo que contenga py = {¢f|n :n < w}. Ademds, denotando
A como la unién de los pardmetros de las férmulas ¢, ; con o € 2<% e i € {0,1}, se obtiene, de
manera similar a como se hizo en la Proposicién 2.2.16, que el conjunto A es numerable. Con lo
cual, la funcién inyectiva anterior tiene como imagen S7(A), lo que implica que este es un conjunto
no numerable. Sin embargo, como A es numerable, esto contradice la w-estabilidad de T O

A continuacién, demostraremos que en una teoria sin pares de Vaught, cualquier formula minimal
es fuertemente minimal. El punto clave de la demostracién es el siguiente lema que nos dice que,
si una teoria no presenta pares de Vaught, entonces se puede expresar “existen infinitos elementos”
con una Unica sentencia de primer orden.
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Lema 4.2.2. Sea T una L-teoria sin pares de Vaught. Tomemos M =T y sea ¢(v,w) una formula
con pardmetros en Ag. Entonces, existe un nimero n de manera que si a € M y |p(M,a)| > n,
entonces ¢(M,a) es infinito.

Demostracion. Sea M un modelo de T'y ¢ (v, w) una L-férmula con pardmetros en Ay y supongamos
que el resultado no fuese cierto. En ese caso, para cadan € N, existe a,, € M de manera que ¢(M, a,,)
es un conjunto finito de al menos tamano n. Sea £* = L U {U} el mismo lenguaje que se considera
en la Observacién 3.1.8 y definamos I'(wy, . . ., w,,) como el siguiente conjunto de £*-férmulas:

(1) 3o1,..., 00 | N\ 0 #0; A\ ¢(i,@) | para todon=1,2,...

i<j i=1
(Existen infinitas v satisfaciendo ¢(v,w))

(2) Vo <¢(U,w) — /\ U(vi)> (Todas las realizaciones © de ¢(0,w) estédn en U)

(3) /m\ U(w;) (w estd en U)

(4) ZﬂmlﬁU(ac) (U es un subconjunto propio)

Sea N una extensién elemental de M y probemos que I'(w) es un tipo de (N, M). Sea A(w) C
I'(w) un subconjunto finito, entonces existe un k£ € N de forma que para que a € M satisfaga A
solo hay que asegurar que ¢(M, a) tiene como minimo & elementos. Con lo cual, si se toma a;, como
realizacién, esta cumple (1) y (3). Al ser (4) cierto por construccién, solo queda (2) por probar.

Si denotamos ¢ al cardinal del conjunto finito ¢(M, ay), entonces es ficil encontrar una férmula
de primer orden con pardmetros en ay que expresa que ¢(v, ax) tiene exactamente ¢ elementos. Como
esa férmula se satisface en M, entonces también lo hace en N y, por tanto, (M, ax) = ¢(N, ax).
Esto termina de probar que I'(w) es un tipo de (N, M).

Tomemos una extensién elemental (N, M’) de (N, M) que tenga cierta realizacién a de T.
Como M < Ny (N, M) < (N, M), por la Proposicién 3.1.9 y por (4) se cumple que M’ es
una subextensién propia de A’. Por un lado, aplicando (2) se tiene que ¢(M,a) es infinito y, por
otro, empleando (3), se tiene que ¢(M,a) = ¢(N,a). Con lo cual, si se considera ¢(w, a) como una
L p-férmula se tiene que el par (N, M’) es un par de Vaught. Esto supone una contradiccién. O

Teorema 4.2.3. Si T no tiene pares de Vaught, entonces toda féormula minimal es fuertemente
minimal.

Demostracion. Sea M = T'y consideremos una férmula minimal ¢(v) de M con posibles pardmetros.
Supongamos que ¢(v) no fuese fuertemente minimal, entonces existiria una extensién elemental A
de manera que ¢(N) no es minimal. Esto implica que existe una L-férmula 1 (7,w) y un b € N
de manera que (N, b) C ¢(N) y tal que, tanto (N, b) como ¢(N) \ ¥(N,b), son dos conjuntos
infinitos.

Como T no tiene pares de Vaught, en virtud del Lema 4.2.2, existe un nimero natural n tal que
para todo @ € M se tiene que ¢(M) N Y(M,a) es infinito si, y solo si, |p(M) NY(M,a)| > n, vy
P(M) A—p(M, @) es infinito si, y solo si, |[p(M)A—-1(M,a)| > n (obsérvese que esto es consecuencia
de aplicar el lema para ambas férmulas y coger el maximo). Por otro lado, como ¢(¥) es minimal se
tiene que para todo a € M o bien ¢(M) N (M, a) o bien ¢(M) N —p(M,a) es finito, es decir, por
el lema se da |p(M) NY(M,a)| < n o bien |¢(M) N (M, a)| < n. Esto se puede expresar como
una sentencia de primer orden de la siguiente forma esquematica

M Vo (|p(M) (M, @) <n Vv [pM) N =M, w)| <n).
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Puesto que N es extensién elemental de M, esta sentencia también se cumple en N. Sin embargo,
esto es imposible pues habfamos visto que tanto ¢(N)NY (N, b) como ¢(N)N—p(N, b) eran conjuntos
infinitos. 0

Recopilando estos resultados llegamos inmediatamente al resultado deseado.

Corolario 4.2.4. Sea T una teoria w-estable y sin pares de Vaught, entonces para cualquier M =T
existe una formula fuertemente minimal con pardmetros en M. En particular, existe una formula
fuertemente minimal con pardmetros en My, el modelo primo de T.

Finalmente, detallemos los pasos a seguir para conseguir probar el Teorema de Caracterizacion de
teorias categoricas en cardinales no numerables de Baldwin y Lanchan. Recordemos que se necesita
demostrar que para que una teoria sea k-categorica es suficiente que sea w-estable y no tenga pares
de Vaught, pues la otra direccién la probamos en el Teorema 3.2.12. Para ello, se emplea como
resultado central el Teorema 4.1.17. En primer lugar, se encuentra una férmula fuertemente minimal
sobre el modelo primo de la teorfa. Seguidamente se toman dos modelos de la misma cardinalidad y
se construye su respectivo isomorfismo parcial. Finalmente, se extiende a un isomorfismo empleando
el siguiente lema.

Lema 4.2.5. Sea T una teoria sin pares de Vaught , M =T y ¢(0) una férmula con pardmetros
en Ao tal que ¢(M) es infinito. Entonces, ninguna subeztension elemental propia N de M contiene
a p(M) U Ay. Adicionalmente, si T es w-estable, M es primo sobre ¢p(M) U Ayg.

Demostracion. Supongamos que existiese una subextensién elemental propia A de M que contuviese
a Ag y a ¢(M). Entonces, ¢ serfa una L y-férmula cumpliendo ¢(N) = ¢(M) y tal que ¢(M) es
infinito, es decir, que (N, M) serfa un par de Vaught. No obstante, esto es imposible por hipétesis.

Si, adicionalmente, la teoria T es w-estable, entonces por el Teorema 2.4.9 existe N' < M un
modelo primo sobre ¢(M) U Ag. Puesto que T no tiene pares de Vaught, tiene que darse M = Ny,
por lo tanto, M es primo sobre ¢(M) U Ay. O

Teorema 4.2.6. (de Baldwin-Lanchan) Sea T una teorfa completa en un lenguaje numerable
con infinitos modelos, y sea k un cardinal no numerable. Entonces T' es k-categérica si, y solo si, T'
es w-estable y no tiene pares de Vaught.

Demostracion. SiT es k-categdrica, entonces por el Teorema 3.2.12 es w-estable y no tienen pares
de Vaught. Con lo cual, solo queda por demostrar una de las direcciones.

Sea T una teoria w-estable y sin pares de Vaught. Puesto que T es w-estable, la teoria tiene
un modelo primo M. Por el Teorema 4.2.4 existe una férmula fuertemente minimal ¢(7) sobre un
conjunto finito de parametros Ay de M.

Sean M y N dos modelos de T de cardinal x > N;. Nétese que puesto que los pardmetros de
¢ se encuentran en el modelo primo, empleando lo visto en la Observacién 4.1.4, se puede suponer
que Ag esta contenido en M y A. A continuacién, como T no tiene ningtin par de Vaught, tampoco
tiene ningtn (k, A\)-modelo con £ > A > N, lo que en particular implica que |¢(M)| = |¢(N)| = &.
Aplicando la Observacién 4.1.15 se obtiene que dim(¢(M)) = x = dim(¢(N)) pues £ > R;. Con lo
cual, aplicando el Teorema 4.1.17 se tiene que existe un monomorfismo parcialmente Agp-elemental
y biyectivo f : ¢(M) — ¢(N) o, equivalentemente, un monomorfismo parcialmente elemental f* :
(M) U Ag — ¢(N) U Ay.

Aplicando el Lema 4.2.5, se sabe que M es primo sobre ¢(M) U Ag, con lo que existe un mo-
nomorfismo elemental f : M — N que extiende a f*. Empleando que f es elemental se tiene que
f(M) es una subestructura de A" que, ademés, contiene a ¢(N) U Ay por ser f una extension de f*.
No obstante, de nuevo por el Lema 4.2.5 esto implica que f (N) =N o, en otras palabras, que f es
sobreyectiva. En conclusién, f es una funcién biyectiva y elemental, esto es, un isomorfismo. O
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El Teorema de Morley se obtiene como una consecuencia inmediata del resultado anterior.

Teorema 4.2.7. (de Morley) Si T es una teoria r-categérica para algin cardinal no numerable
K, entonces T’ es A-categorica para todos los cardinales no numerables A.
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