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Capitulo O

Preliminares

Comenzamos el curso recordando notaciones y resultados basicos que, aunque se su-
ponen conocidos, conviene revisar.

0.1. Operaciones con conjuntos

Para indicar que un elemento z pertenece a un conjunto A usaremos la notacion
xr € A,y para indicar que un elemento y no pertenece al conjunto A escribiremos
y ¢ A. Se dice que un conjunto A esta contenido en un conjunto B si para todo z € A se
verifica que x € B. Cuando esto ocurra escribiremos A C B. Obsérvese que puede suceder
que A = B, esto es, que A y B tengan los mismos elementos.

Los conjuntos se pueden intersecar y unir. Asi, la interseccién y la unién de dos
conjuntos A y B se define por

ANB = {z:2€A y z€ B}
AUB = {x:2€A o x€ B}

respectivamente. Notese que los elementos de A N B son los elementos que pertenecen
a la vez al conjunto A y al conjunto B. Mientras que los elementos de A U B son los
elementos que pertenecen al conjunto A, al conjunto B o a ambos. El conjunto que no
tiene elementos se llama el conjunto vacio y se representa por (). Si A y B no son
ambos vacios, esto es, tienen algin elemento, entonces A U B nunca es vacio, pero AN B
puede serlo, en este caso se dice que los conjuntos son disjuntos. Ejemplo, los conjuntos
A ={1,2} y B = {3} son disjuntos.

Las operaciones de intersecciéon y union de conjuntos tienen las siguientes propiedades
cuya demostracion es muy sencilla y no haremos aqui:

1. Propiedad de idempotencia:

ANA=Ay AUA=A.
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2. Propiedad conmutativa:

ANB=BNAy AUB=BUA.

3. Propiedad asociativa:

(ANB)NC=AN(BNC) y (AUB)UC =AU (BUC).

4. Propiedad distributiva:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) vy Au(BNnC)=(AuB)Nn(AUCQC).

Cuando se trata de una cantidad finita de conjuntos Ay, ..., Ay su interseccién se denota
por MF¥_ A y su union por Uj_; A; y son, respectivamente,

ﬂ?zlAj ={x:2 € A paratodo j=1,..k}

UleAj ={zr:2 € A;paraalgin j =1, .. k}.

También puede hablarse de interseccion o union infinita de conjuntos: Dado un con-
junto J y por cada j € J un conjunto Aj;, se denota por N;c;A; al conjunto formado por
los elementos que pertenecen a todos los A;, y se denota por Ujc;A; al conjunto formado
por los elementos que estan en alguno (varios o todos) los A;.

Otra operacion que consideraremos entre conjuntos es la de hallar el complementario
de un conjunto respecto a otro. Se define asi: Si A y B son dos conjuntos se define el
complementario de B con respecto a A, y se denota por A\ B, como el conjunto formado
por elementos de A que no pertenecen a B. Notese que puede que A\ B sea vacio, lo que
ocurre si y s6lo si A C B. Las siguientes igualdades, conocidas como Leyes de De Morgan
(Augustus De Morgan, Inglaterra, 1806-1871), relacionan las tres operaciones que hemos
definido entre conjuntos:

1. A\(BUC) = (A\B)N (A\C)
2. A\(BNC) = (A\B) U (A\C).

Finalmente definimos el producto cartesiano A x B de dos conjuntos A y B como
el conjunto de los pares (x,y) donde = € A e y € B. Esto es,

Ax B={(z,y):x €A, y€ B}.

Si A={1,2} y B=1{4,6} entonces A x B ={(1,4),(2,4),(1,6),(2,6)}.
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0.2. Funciones

Un concepto clave en este curso sera el concepto de funcion (o aplicacion). El significa-
do de este concepto ha ido variando a lo largo del tiempo. En el s. XIX el término funciéon
se usaba como sinénimo de formula. Por ejemplo, f(z) = 22 +3z —5 era una funcién, pero
hoy en dia el concepto de funcién abarca mas casos que ese. También se llama funcion a
la correspondencia que asigna a cada niimero real x su valor absoluto; que es el propio =z,
si x es mayor o igual que 0 y su opuesto si x es menor que 0 y también es una funciéon
la correspondencia que asigna a cada niimero natural su cuadrado si el nlimero es par y
su cubo si es impar. De hecho ahora se entiende como funciéon (o aplicacién) cualquier
correspondencia que aplique los elementos de un conjunto A en otro conjunto B (claro
que algunas correspondencias se pueden definir por una férmula, pero acabamos de ver
que eso no ocurre siempre). Damos ahora un par de ejemplos de funciones: Si A = {1, 2}
y B = {4,6} la correspondencia 1 +— 4 y 2 — 4 es una funcion definida en el conjunto A y
con valores en B. Notese que no hace falta que todos los valores de B sean alcanzados por
la correspondencia, pero lo que si debe ocurrir es que a todo elemento de A se le asigne
uno y soélo uno de B. Por supuesto que la correspondencia 1 +— 4 y 2 — 6 también es una
funciéon de A en B. Para indicar que f es una funcién entre A y B se usara la notacion
f:A— B.

Dada una funcion f : A — B, diremos que A es el dominio de f y que {f(z) : 2 € A}
es la imagen (o el rango) de f, y lo denotaremos por f(A). Ya hemos comentado que
puede ocurrir que la imagen de f sea un subconjunto propio de B, es decir, un subconjunto
de B que no contenga todos los elementos de B.

Si tenemos una funcion f : A — By consideramos un subconjunto F de A, definiremos
su imagen f(E) como el subconjunto de B formado por los elementos de la forma f(z)
con x € E. Esto es,

f(E) ={f(z):z € E}.
Dado un subconjunto H de B definimos f~'(H) como el subconjunto de A formado por
aquellos x € A tales que f(z) € H. Esto es,

Y H)={xc A: f(x) € H}.

Este conjunto se llama la preimagen (o imagen inversa) de H por f. Notese que
no hemos definido f~! (lo que seria la “funcién inversa” de f), lo que hemos definido
es el conjunto f~1(H). Veamos algunos ejemplos para facilitar la comprension de esta
definicion: Si usamos el ejemplo anterior de la funcién f definida entre A = {1,2} y
B = {4,6} por la correspondencia 1 — 4 y 2 — 4 y tomamos H = {4}, entonces
f~YH) = {1,2}, si tomamos H = {6}, entonces f~*(H) = () y si tomamos H = {4,6},
entonces f~1(H) = {1,2}. Si la funcién f viene dada por la correspondencia 1 — 4
vy 2 — 6 entonces f1({4}) = {1}, f7*({6}) = {2} v f'({4,6}) = {1,2}. Siempre
ocurre que f~'(B) = A pero no siempre f~!(f(FE)) coincide con E. Por ejemplo, si f
viene dada por la correspondencia 1 — 4y 2 — 4y E = {1}, entonces f(EF) = {4} y
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FYf(F)) = {1,2} # E. Tampoco ocurre siempre que f(f'(H)) = H, por ejemplo, si
f: A — B verifica que f(A) # B, entonces f~1(B) = A, pero f(f(B)) = f(A) # B.

Nos interesa destacar unos tipos especiales de funciones: las funciones inyectivas, las
sobreyectivas (a veces se usa el término suprayectivas) y las biyectivas. Una funcion
f A — B es inyectiva si siempre que consideremos dos elementos (distintos) z; y x5 de
A se verifica que f(x1) # f(x2), y es sobreyectiva si para todo y € B existe (al menos)
un =z € A tal que f(z) = y. Cuando una funcion es a la vez inyectiva y sobreyectiva
diremos que es biyectiva. En los ejemplos anteriores la funcion f : {1,2} — {4,6} dada
por la correspondencia 1 — 4 y 2 +— 4 no es inyectiva ni sobreyectiva y la dada por la
correspondencia 1 — 4 y 2 — 6 es inyectiva y sobreyectiva y por lo tanto biyectiva. La
funcion definida de {1,2} en {4,6,8} por la correspondencia 1 — 4, 2 — 6, es inyectiva
pero no sobreyectiva y la dada de {1,2,3} en {4,6} por la correspondencia 1 — 4, 2+ 6
y 3 — 4 es sobreyectiva pero no inyectiva.

Cuando tenemos una funcion inyectiva f de A en B podemos definir una funcion de
la imagen de f con valores en A, asignado a cada punto y de la imagen de f el tnico
r € A tal que f(x) = y. Esta nueva funcion se denotara por f~! y se llama la funcion
inversa de f. Debe observarse que si f es una funciéon biyectiva de A en B entonces para
todo subconjunto H C B la imagen de H por f~! es exactamente el conjunto f~!(H) al
que hemos llamado anteriormente la preimagen de H por f. Esto es, en el caso en que f
sea biyectiva, coinciden la preimagen de H por f y la imagen de H por f~1. Veamoslo: si
x €{z: f(x) € H} (el conjunto preimagen), entonces f(z) € H; como al ser f inyectiva,
7Y f(x)) = z, se tiene asi que x es f~!(y) siendo precisamente y = f(x) que pertenece
a H. Reciprocamente, si 2 = f~!(y) con y € H entonces f(z) =y (por la definicion de la
funcion f=1), luego z € f~(H).

Cuando una funcién f es inyectiva su funcion inversa (definida en la imagen de f)
es también inyectiva. En efecto, si cogemos dos puntos distintos y; e y» € f(A) entonces
existen x1 y o € A tales que y; = f(z1) e y2 = f(x2), necesariamente x; es distinto de
x9 pues en caso contrario y; = f(x1) = f(x2) = y2 y hemos supuesto que y; # yo. Dado

que z1 = [~ (31) vy 22 = [~ (ya2) se tiene que f~'(y1) # fH(y2).

También sucede que cuando f es inyectiva (f~1)~! = f. En efecto, para cada = € A,
se tiene que (f~1)7!(z) es el inico punto (notese que f~1 es inyectiva) y de f(A) tal que
fY(y) = x, pero claro, ese y procede de un elemento de A y ese elemento no puede ser
otro que = pues si f~'(y) = z es por que f(x) =y (por la propia definicion de la funcion
/7Y, entonces (f~1)~! y f toman el mismo valor en x, a saber, el .

Algunas veces las funciones pueden componerse, éste es el caso cuando f : A — B,
g : C — Dy elrango de f esta contenido en C, esto es, f(A) C C. Se llama composicion
de las funciones f y ¢ a la funcién go f : A — D definida por

go f(x) =g(f(x)) para los elementos = de A.
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Obsérvese que lo que se hace es aplicar la funcion g a lo que resulto al aplicar f a .
Cuando uno considera un subconjunto H de D resulta que

(go f)~'(H) = f"(g ' (H)).

En efecto, si x € (go f)~'(H) entonces go f(x) € H, lo que implica que f(z) € g~*(H)
pues g(f(z)) = go f(z) € H, y esto nos dice que x € f~(g~'(H)). Por otra parte, si
z € f~1(g ' (H)) entonces f(x) € g~ (H) y esto quiere decir que go f(x) = g(f(z)) € H,
es decir, z € (go f) "' (H).

Si en particular f y g son biyectivas, entonces fog es biyectivay (go f)™' = flog™L.

0.3. Inducciéon matematica

Aunque ya se ha visto lo que es la induccién matematica en la asignatura de Matema-
ticas Béasicas no vendré mal profundizar un poco aqui, pues seréd utilizada con frecuencia
en el curso.

Supondremos conocido el conjunto N de los nimeros naturales: 1, 2, 3... y admitiremos,
como axioma, que ese conjunto tiene el llamado Principio de buena ordenacién: todo
subconjunto no vacio de N tiene un elemento menor o igual que todos los de-
mas. De este principio obtendremos el siguiente principio de induccién matematica:

Teorema 0.1 (PI) Si S es un subconjunto de N que tiene las propiedades:

(a) 1 € S.

(b) Si ke S también k+1 €S (esta condicion se llama hipdtesis de induccion).
Entonces S = N.

Demostraciéon. Procedemos por reduccion al absurdo. Supongamos que S # N. Entonces
el conjunto N\S no es vacio y por lo tanto, por el Principio de buena ordenacion, tiene
un elemento menor que todos los demés, llamémosle m. Dado que 1 € S necesariamente
m # 1y entonces m > 1, luego m—1 es un nimero natural menor que m y necesariamente
debe pertenecer a S pues m es el menor de los que no pertenecen. Ahora bien, por la
segunda de las hipotesis resulta que para k = m — 1, k+1 =m — 1+ 1 = m debe
pertenecer a S 1o que es absurdo, luego N\ S = (), esto es, S = N. 0]

El principio de induccién matemaética suele usarse mucho de la siguiente manera: Si
para cada n € N se tiene una proposicion P(n) relativa a n y sucede que:

1. P(1) es verdadera,
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2. Si P(k) es verdadera también lo es P(k + 1).

Entonces P(n) es verdadera para todo n € N.

Esto se obtiene del principio de induccién matematica considerando
S ={n e N: P(n) es verdadera}.

Un ejemplo podria ser la propiedad P(n):

n(n—l—l).

1424... —
+2+--+n 5

Nota 0.2 Puede ocurrir que una cierta proposicion no se verifique para n =1 o incluso
para varios n > 1, pero si existe ng tal que P(ng) es verdadera y P(k + 1) es verdadera
cuando lo es P(k), y esto ocurre para todo k > ng, entonces P(n) es verdadera para
todo n > ng (la demostracion es andloga a la anterior). Por ejemplo, esto ocurre con la
desigualdad 21 < n! que es vdlida para todo n > 3 pero no paran =1 yn = 2. Otro
ejemplo es el siguiente: Dado n — 0

Algunas veces se necesita un principio de induccién que, aparentemente es méas fuerte
que el que estamos considerando y, de hecho se llama principio de induccién fuerte,
lo enunciamos a continuacién y vemos como realmente es equivalente a nuestro principio
de induccion.

Principio de induccién completa (o fuerte) (PIC). Sea S un subconjunto de N
tal que:

(a) 1€8S
(b) Si{l,2,....k} C S también k+1 € S.
Entonces S = N.

Veamos la equivalencia entre ambos principios:

PI — PIC. Si {1,2,....,k} C S en particular £ € S lo que (por la PI) implica que
k+1eS.

PIC = PI. Supongamos que k € S, tenemos que ver que k + 1 € S. Ahora bien,
si k = 1 entonces k + 1 = 2 pertenece a S por la PIC, pues {1} C S; si k = 2 entonces
k41 =3 € S por la PIC, pues {1,2} C S, después de un nimero finito de pasos llegamos
aque {1,2,....k} C S. Vemos entonces que la PIC implica que para todo k se tiene que
{1,2,...,k} C Sy entonces (por la PIC) k+1 € S.

Veamos un ejemplo de aplicacion del PIC: Consideremos los ntimeros reales 1 = 1,
ro = 2,y por cada n € N sea x,,9 = %(xn + xp41). Vamos a demostrar, usando el
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PIC, que 1 < x, < 2 para todo n € N. Si S es el conjunto de los n tales que x,, tiene
esa propiedad, es claro que 1 € S. Supongamos que para un cierto k£ > 2 se tiene que

{1,...,k} C S. Como
1

Thy1 = 5(%71 + zy)

vy {k —1,k} C S resulta que, por una parte, x; y x)5_; son ambos menores o iguales que
2, entonces también lo es xp. 1, pues %(a:k_l +ap) < %(2 + 2) = 2. Por otra parte, xy_1 y
x) son ambos mayores o iguales que 1, entonces también lo es xj1, pues %(xk,l + ) >
1

5(1 + 1) = 1. Obsérvese que en este caso no basta con conocer que k pertenece a S para

poder garantizar que k£ + 1 también pertenece a S, hemos usado que también £k —1 € S.

Nota 0.3 El PIC implica el Principio de buena ordenacion. En efecto: Sea S un subcon-
junto de N y supongamos que S no contiene un elemento menor o igual que los demds.
Vamos a comprobar que ese conjunto es vacio. En efecto, el 1 no pertenece a S, pues
en caso contrario S tendria un menor elemento (el 1), luego 1 € N\S. Si suponemos
ahora que para un cierto k, {1, ...k} estd contenido en N\S, entonces k + 1 pertenece a
N\'S, pues de lo contrario k 4+ 1 seria el menor elemento de S. Concluimos entonces que
N\S =N (aplicado a N\S) y por lo tanto S es vacio.

Dado que el Principio de buena ordenacion implica el PI y que el PI implica el PIC,
concluimos que estos tres principios son equivalentes.

0.4. Conjuntos infinitos

Se dira que un conjunto es finito cuando o bien es vacio o bien existe una aplicacion
biyectiva entre él y un subconjunto de N de la forma {1,...,n} para algin n € N. Cuando
el conjunto no sea vacio y no exista una tal biyeccion se dird que el conjunto es infinito.
Los conjuntos {1,3,5} y {2,4,5,8,10} son finitos. La correspondencia 1 — 1, 3 +— 2
y b +— 3 establece una biyeccion entre {1,3,5} y {1,2,3}, la correspondencia 2 — 1,
42, 5+ 3, 8+ 4,10 — 5 establece una biyeccion entre {2,4,5,8 10} y {1,2,3,4,5}.

Se dird que un conjunto es numerable si es finito o, de no serlo, existe una apli-
cacion biyectiva entre él y N. El conjunto de los nimeros naturales pares es numera-
ble, la correspondencia 2n — n establece una aplicacién inyectiva (incluso biyectiva)
entre el conjunto de los naturales pares y el de todos los ntimeros naturales. También
es numerable el conjunto de los niimeros enteros, basta considerar la correspondencia
O—1,1—=2 —1—3, 2—4, —2—5...,estoes,0— 1, n+— 2n,y —n — 2n+ 1. Todo
subconjunto de un conjunto numerable es numerable.

Proposiciéon 0.4 La union de una coleccion finita de conjuntos finitos es un conjun-
to finito. La union de una coleccion numerable de conjuntos numerables es un conjunto
numerable.
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Demostracion. Sea {Bj, ..., B,,} una coleccion finita de conjuntos finitos que supondre-
mos disjuntos dos a dos (de no ser asi la unioén de la coleccion dada estd contenida en
una unioén de conjuntos finitos disjuntos dos a dos). Entonces tenemos, por cada j, una
aplicacion biyectiva (usaremos el simbolo ) entre B; y {1,...,n,} para un cierto n; € N:

Bl <~ {1,...,”1}
By & {1,...,n2}H{n1+1,n1+2,...,n1+n2}
k — n1+k

con lo que podemos definir una aplicacién biyectiva:
Bl U BQ — {1, N1, Ny + 1, N1+ ?’LQ}.

Reiterando el proceso tendremos al final una aplicaciéon biyectiva entre By UBsU---UB,,
vA{l,..,n,n+1,..,n+ng,n  +ne+1,...ng + -+ nyt

Si ahora tenemos una coleccion { By, B, ..., By, ...} de conjuntos numerables, que su-
pondremos disjuntos dos a dos (por la misma razon de antes), entonces

Bl = {bgl)abél)a}
‘82 - {b§2)ab;2)v}

donde bg-k) es el elemento de By que se corresponde con j mediante una biyecciéon prefijada

entre By, y N (alguno o todos los conjuntos {bgk)7 bgk), ...} pueden ser finitos). Pues bien,
la correspondencia

bgl) = 1
bgl) = 2
b(f) =3
bgl) = 4
bf) )
bf’) — 6
BV 7

I

establece una aplicacion inyectiva entre U2, B; y N. En el siguiente diagrama puede verse
facilmente como se construye la correspondencia anterior:
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De esta propiedad se deduce que el conjunto de los niimeros racionales es también
numerable, basta considerar que ese conjunto es la unién numerable de los conjuntos
numerables disjuntos dos a dos:

1 -1 2 =2
B, = - — =, =, .
1 {0717 1717 17 }
1 -1 — —
B2 = _7_7§7_37§7_57"'
22272 272 2
1 -12 -24 —-45 57 —7
AN TEFETETE =

El conjunto de los nimeros reales no es numerable, pero eso lo veremos mas adelante.

Pasamos ahora a hacer un estudio de ese conjunto de niimeros y de sus propiedades.






Capitulo 1

El cuerpo de los ntimeros reales

Todos conocemos bien el conjunto N de los nimeros naturales: 1,2, 3...; el conjunto
7Z de los enteros 0, —1,1,—2,2... y el conjunto Q de los racionales, que son los pares de
numeros enteros, en los que la segunda componente no es 0, identificando dos de tales
pares (m,n) y (m/,n’) cuando nm’ = m'n. Es habitual representar el par (m,n) en la
forma ™.

Si s6lo consideramos este tipo de ntimeros la ecuaciéon 22 = 2 no tiene soluciéon. En
efecto, supongamos que existe un nimero racional 7 tal que (%)2 = 2. Podemos suponer
que m y n son ambos mayores que 0, de no ser asi cambiamos el o los que sean menores que
0 por sus opuestos, su cuadrado va a ser el mismo, y que m y n son primos entre si, es decir,
med(m,n) = 1, de no ser as{ cambiamos m y n por mchm,n y mcd?mm) respectivamente, y
estos nuevos niimeros enteros ya tienen esa propiedad y definen el mismo ntimero racional
que .

. 2 . .
Si ()" = 2 entonces m? = 2n? lo que nos dice que m? es un nimero par y por lo
n

tanto también lo es m, pues si suponemos que m = 2p — 1 para un cierto p € N entonces
m?=(2p—1)2=4p® —4p+1

y resulta que m? es impar y hemos visto que es par. Ahora bien, por ser m par es de la
forma m = 2¢ y entonces (2¢)? = 2n? lo que implica que n? = 2¢? y por lo tanto que n? es
par. Acabamos de ver que si el cuadrado de un nimero es par, también es par el numero,

luego n es par lo que es imposible al ser med(m,n) = 1. Llegamos entonces a un absurdo
y por lo tanto no pueden existir m y n enteros, tales que (;)2 = 2.

Lo anterior muestra la necesidad de ampliar el conjunto de los ntimeros racionales y
surgen asi los llamados numeros reales. Con ellos se podran resolver ecuaciones como la
anterior.

Pero, ni siquiera con estos niimeros se podran resolver todas las ecuaciones polinémicas,
incluso sencillas, como la 22 +1 = 0. Ello motivé la introduccion de los llamados nimeros
complejos de los que hablaremos un poco mas adelante.

13
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Nosotros vamos a introducir aqui los nimeros reales de forma axiomaética.

1.1. Introducciéon axiomatica de los nimeros reales

El conjunto de los nimeros reales, al que denotaremos por R, es un conjunto en el
que hay dos operaciones entre sus elementos, denotadas por + y -, y llamadas adicién
y multiplicacién respectivamente, que verifican tres bloques de axiomas. El primero de
ellos contiene nueve axiomas que lo dotan de estructura de cuerpo, el segundo consta de
tres axiomas que definen en él una estructura de orden total y el tercero contiene un inico
axioma que supone la existencia de supremo de cualquier conjunto acotado superiormenteﬂ
de niimeros reales.

1.1.1. Axiomas de cuerpo:

C1: Conmutatividad de la adicidn: a+b=0b-+a para todo a,b € R.
C2: Asociatividad de la adicién: a+ (b+ c¢) = (a + b) + ¢ para todo a,b,c € R.

C3: Existencia de elemento neutro para la adicién: Existe un elemento en R, que
denotaremos por 0, tal que a+0 = a para todo a € R. Notese que por (C'1) también
0+a=a.

C4: Existencia de elemento opuesto para cada elemento: Para cada a € R existe
un elemento en R, que denotaremos por —a, tal que a + (—a) = 0. Notese que por
(C1) también (—a) +a = 0.

C5: Conmutatividad de la multiplicacién: a-b=1">-a para todo a,b € R.
C6: Asociatividad de la multiplicacién: a-(b-c) = (a-b)-c para todo a,b,c € R.

C7: Existencia de elemento neutro para la multiplicacidén: Existe un elemento
en R, que denotaremos por 1, que es diferente del 0 (neutro para la adicion), tal que
a-1 = a para todo a € R. Notese que por (C5) también 1-a = a.

C8: Existencia de elemento inverso para la multiplicacién: Para cada a € R,
a # 0, existe un elemento en R, que denotaremos por é, tal que a - (%) = 1. Notese

que por (C5) también (%) -a = 1. A veces se denotara por a~! al inverso de a.

C9: Distributividad de la multiplicacidén respecto a la adicidén: a- (b+c) =
a-b+ a-c paratodo a,b,c € R.

'Los conceptos de supremo y conjunto acotado superiormente se introduciran mas adelante.
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Cuando no haya peligro de confusion se suprimira el punto de la multiplicacion y se
escribira ab en lugar de a - b y escribiremos a — b para representar a a + (—b).

A partir de estos axiomas ya podemos deducir algunas propiedades interesantes del
conjunto de los numeros reales, como son las que se dan en las siguientes proposiciones:

Proposiciéon 1.1 (i) Si para x,a € R se verifica que a + x = a entonces v = 0. En
particular el elemento neutro de la adicion es unico.

(i1) Si para x,b € R, b # 0, se verifica que bx = b entonces x = 1. En particular el
elemento neutro de la multiplicacion es unico.

Demostracion. Dados z,a en las condiciones de (1),
3 c4 o2
r=z4+0=zx+(a—a) = (

g(a—i—:ﬂ)—aHg'a—a%O.

r+a)—a

Dados z, b en las condiciones de (i),

OJ

Proposicion 1.2 Cada a € R tiene un tinico elemento opuesto y cada a € R, a # 0,
tiene un unico elemento inverso.

Demostracién. Dado a € R sea b € R tal que a + b = 0. Entonces

bEb+0C b+ (a—a) S (b+a)—a

C1 Hip. c3

=(a+b)—a =0—a= —a.

Sea ahora a € R\{0} y sea b € R tal que ab = 1. Entonces

Proposiciéon 1.3 Para todo a € R se verifica:

(i) a-0=0.
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(i) (—1)a = —a.
(11i) —(—a) = a.
fiv) (~1)(~1) = 1.

Demostracion. Sea a € R. Entonces,

(i) aga-lg’a(l—l—())ga-l%—a-OC:?cH-a-Oyse sigue de (7) de laproposici()n
que a-0=0.

(ii) 0 Qo0 a(l—1) Ca1+ a(—1) S a(—1) = a+ (—1)a y entonces, por (i)
de la proposicién se tiene que (—1)a

(iii) Como —a+ a = 0 tenemos que a es el elemento opuesto de —a, pero éste es —(—a),
luego por la unicidad del opuesto ((¢) de la proposicion se tiene que —(—a) = a.

Proposicién 1.4 Sean a,b,c € R. Se verifican las siguientes afirmaciones:
(i) Sia#0 entonces 1 £0y (2)! =a.
(ii) Sia+b=a+c entonces b= c.
(111) Si ab = ac y a # 0 entonces b = c.
(v) Siab=0 entonces a =0 0 b=0 (pueden ser los dos 0).
Demostracion.

(i) Sia # 0 sabemos (C8) que existe - € R tal que a+ = 1. Si 1 fuese 0 entonces at
serfa 0 por (i) de la proposicion lo que lleva al absurdo de que 1 = 0. Por otra

parte, al ser = # 0 existe (C8) (£)7! verificandose que 2(£)™! = 1. Como fa =1y

. 1 . . o, . 1\ —1
el inverso de = es tinico (proposicion , necesariamente a = ().

i) b=b+0=b+(a—a)=(b+a)—a=(a+b)—a=(a+c)—a=(c+a)—a=
c+(a—a)=c

(iii) b=1-b=(La)b = 2(ab) = i(ac) = (a)c=1-c=c

(iv) Si ab = 0 y suponemos, por ejemplo, que a # 0, entonces
1 1 1
b=1b= (-a)b= —(ab) = -0=0.
a

a a

Por supuesto que si suponemos que b # 0 el mismo razonamiento demuestra que
a=0.
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O

Nota 1.5 Debe comprobarse que todas las igualdades que se han utilizado para probar
(17), (i) y (iv) estdan justificadas, algunas por tratarse de axiomas y las otras por haberse
obtenido en las proposiciones anteriores.

Nota 1.6 Dados a € R y un niumero natural n denotaremos por a™ al elemento de R
definido por: a” =a sin =1y a” = aa™ ' sin > 1. Suele adoptarse el convenio a® = 1.
En lugar de (%)" escribiremos con frecuencia a™".
Proposicién 1.7 Para cualesquiera a, b, ¢ € R, siendo a # 0, la ecuacion axr +b = ¢
tiene como solucion tnica al nimero real x = <

Demostraciéon. La ecuacion ax + b = ¢ equivale a ax = ¢ — b, que a su vez equivale a

— c=b
que r = . O

Podemos considerar al conjunto de los niimeros naturales N como un subconjunto de R
identificando el nimero natural n con la suma 1+-- -+ 1, siendo 1 el elemento neutro para
la multiplicacién de nimeros reales. También podemos considerar a Z como subconjunto
de R identificando el 0 de Z con el elemento neutro de la adiciéon de ntimeros reales y
los enteros de la forma —n con el opuesto del natural n. El conjunto Q de los niimeros
racionales puede identificarse con el subconjunto de R formado por aquellos elementos de
R que se puedan escribir de la forma ¢ para algin a y b € Z, b # 0, identificando 7 con

5 si ad = be.

1.1.2. Relaciéon de orden en R

Introducimos en R una relacion de orden entre sus elementos de forma axiomética.

Axioma de orden: Existe un subconjunto no vacio P de R, al que llamaremos
congunto de los niimeros reales positivos, que verifica las siguientes propiedades:

O1: Si ay b pertenecen a P, entonces a +b € P.
02: Si ay b pertenecen a P, entonces ab € P.
03: Para todo a € R se verifica una y solo una de las siguientes afirmaciones:
aeP, —aeP o a=0.
Esta ultima condicion se llama propiedad de tricotomia.

A partir del conjunto de los ntimeros positivos se define el de los nimeros negativos
N como el conjunto formado por los —a, a € P. Por el axioma de tricotomia resulta que
R =P U N U {0} siendo ademés estos conjuntos disjuntos dos a dos. Para indicar que
a € P se suele escribir a > 0.
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Definicién 1.8 En el conjunto de los nimeros reales definimos las relaciones <, >, <
y > de la siguiente manera: Dados a,b € R, escribiremos a > b o también b < a si
a—be P. Sia—be PU{0} entonces escribiremos a > b o b < a. Escribiremos a < b < ¢
para indicar que a < b y b <c, a <b < c para indicar que a < b y b < c, elc.

Utilizando las anteriores relaciones los axiomas de orden pueden escribirse asi:

Ol: Sia>0yb>0, entonces a+b > 0.
02: Sia>0yb>0, entonces ab > 0.

03: Para todo a € R se verifica una y s6lo una de las siguientes afirmaciones:

a>0, —a>0 o a=0.

Vamos ahora a obtener algunas consecuencias de estos axiomas.

Proposiciéon 1.9 (i) Sia >0y b> 0 entonces a+ b > 0.
(i) Sia>0yb>0 entonces ab > 0.
(111) Sia >0y a<0 entonces a = 0.
Demostracion.
(i) Estudiemos por separado las distintas posibilidades que hay para a y b.
1. Sia> 0y b> 0 entonces por (O1) se tiene que a +b > 0 y por lo tanto a + b > 0.
2.S5Ma=0yb>0,entoncesa+b=0+b=>b>0y por lo tanto a + b > 0.
3. Sia>0y b=0, entoncesa+b=a+0=a >0y porlo tanto a + b > 0.
4. Sia=0y b=0, entonces a+b=0+0=0y por lo tanto a + b > 0.
(ii) Hagamos lo mismo que en (7).
1. Sia >0y b> 0, entonces por (02) se tiene que ab > 0y por lo tanto ab > 0.
2. Sia=0yb>0, entonces ab =00 = 0 y por lo tanto ab > 0.
3. Sia>0yb=0, entonces ab= a0 = 0 y por lo tanto ab > 0.
4. Sia=0y b=0, entonces ab=0-0= 0y por lo tanto ab > 0.

(iii) Si a fuese distinto de 0 entonces a > 0 y asi a perteneceria a P, pero como también
a < 0, a perteneceria a N lo que es imposible por el axioma de tricotomia.

OJ
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Proposicién 1.10 Las relaciones < y < entre los elementos de R tienen las siguientes
propiedades:

(1) < es antirreflexiva: cualquiera que sea a € R nunca se verifica que a < a.
(i1) < es transitiva: si a < b y b < ¢, entonces a < c.
(111) < es reflexiva: cualquiera que sea a € R se verifica que a < a.
(iv) < es antisimétrica: si para a,b € R se verifica que a < b y b < a entonces a = b.

(v) < es transitiva: sia < by b <c, entonces a < c.
Demostracion.

(i) Sia < a entonces a —a > 0, pero a —a = 0.

(ii) Si a < b entonces b —a > 0y si b < ¢ entonces ¢ —b > 0. De (O1) se sigue que
(b—a)+ (c—b)=c—a>0y por lo tanto a < c.

(iii) Dado que a —a = 0 se tiene que a < a.

(iv) Sia<byb<aentoncesb—a >0y b—a <0, luego por el apartado (iii) de la
Proposicion tenemos que b — a = 0, esto es, b = a.

(v) Sia <bentonces b—a >0y sib<centonces c—b >0y sabemos por el apartado

(7) de la proposicion anterior que (b —a) + (¢ —b) = ¢ — a > 0 lo que nos dice que
a<c.

O

Nota 1.11 Las relaciones > y > tienen también las propiedades descritas en la proposi-
c1on anterior.

Nota 1.12 Cuando una relacion entre elementos de un conjunto verifica las propiedades
(i), (1v) y (v) de la proposicion anterior, se dice que la relacion < es de orden. Obsérvese
que en este caso se trata de un orden total, pues dados cualesquiera elementos a y b de R
siempre a < b o b < a, puesb—a € R=P U NU{0}.

Proposicion 1.13 (i) Para todo a € R, a # 0, se verifica que a*> > 0.
(i) 1> 0.
(111) Para todo n € N se verifica que n > 0.

Demostracién.
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(i) Por el axioma de tricotomia, como a no es 0 debe ocurrir una de las siguientes
situaciones: a > 0 0 a < 0. Ahora bien, si a > 0 entonces a* = aa > 0 por (O2). Si
a < 0 entonces —a > 0 lo que implica que (—a)(—a) > 0 (por (O2)), pero

(la dltima igualdad es el apartado (iv) de la proposicion |1.3)), y por lo tanto aa > 0.
(i) Como 1 #0y 1=1-1=12 se sigue de (i) que 1 > 0.

(iii) Usaremos el método de induccion: Si k& = 1 el resultado es cierto (por (ii)) si
suponemos que dado k € N se tiene que k > 0, entonces k + 1 > 0 por (O1).

OJ

La siguiente proposicion nos da diversas propiedades que relacionan el orden con las
operaciones de adicién y multiplicaciéon en R.

Proposicion 1.14 Sean a, b, ¢, d € R. Se verifica:

(i) Sia>b, entonces a+c>b+c.

(ii) Sia>byc>d, entonces a+c>b+d.
(111) Sia>byc>0, entonces ca > cb.
(iv) Sia>byc<O0, entonces ca < cb.

(v) Sia >0, entonces = > 0.

Q=

(vi) Sia <0, entonces = < 0.

.. - 1 1
(vii) Si0 < a <b, entonces ; > .

Demostracién.

(i) Si @ > b entonces a —b > 0. Como (a +¢) — (b+¢) = a—>b > 0 resulta que
a+c>b+ec.

(ii) Sia > bentonces a—b > 0, y como también c—d > 0, se tiene que (a+c)— (b+d) =
(a—0b)+(c—d)>0,estoes a+c>b+d.

(iii) Si @ > b entonces a — b > 0. Como también ¢ > 0, el axioma (0O2) nos da que
(a — b)c > 0, lo que implica que ca — cb = (a — b)c > 0.

(iv) Si a > b entonces a —b > 0. Como ¢ < 0, —¢ > 0y asi ¢b — ca = (a — b)(—c) > 0,
es decir, cb > ca.
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v) Si @ > 0 entonces, en particular a # 0, y por lo tanto existe * y éste es distinto de
y i

?. Sioi fuese < 0 se tendria (por (iv)) que 1 = a(2) < 0 lo que es absurdo, luego

= >0U.

a

(vi) Sia <0y % >0, entonces —1 = (—a)() > 0 (02) lo que es absurdo pues 1 > 0,
en consecuencia é < 0 pues % # 0.

vii) Como ab > 0 resulta (por (i7i)) que £ > L si y s6lo si 2 > % v esto es cierto pues
(vii) p que £ > 3 siy 2>y p
esto es equivalente a que b > a lo que se verifica por hipotesis.

O

Nota 1.15 Dado que todo natural n es mayor que 0 y que para cada m también natural,
# > 0, entonces - > 0 y resulta asi que los numeros racionales -, con n y m mayores
que 0, son mayores que 0.

Proposicion 1.16 Sia,b € R y a < b, entonces a < %(a +b) <b.
Demostracién. Por (i) de la proposicion se sigue que:
20=(1+la=a+a<a+b

y que
a+b<b+b=2b.
Como 2 > 0 se tiene que % > () y entonces

1 1 1
a—§2a<§(a+b)<§2b—b

Corolario 1.17 Sib e R y b > 0, entonces 0 < 3b < b.

Demostracion. Si tomamos a = 0 en la proposiciéon anterior deducimos directamente el
resultado. O

Obtenemos ahora un par de proposiciones que seran utilizadas varias veces a lo largo
del curso y que, en principio, son un poco sorprendentes.

Proposiciéon 1.18 Si dado un real a, éste verifica que 0 < a < € cualquiera que sea el
real positivo €, entonces a = 0.

Demostracion. Si suponemos que a > 0 el corolario anterior (considerando como a el 0
y como b el a) nos da que

1
0< =-a<a.
2(1 a

Pero entonces no es cierto que a < ¢ para todo € > 0, basta considerar ¢ = %a. Luego,
necesariamente a = 0. [l
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Proposiciéon 1.19 Sia, b€ R ya < b+ ¢ para todo € > 0, entonces a < b.

Demostraciéon. El que a < b+ ¢ para todo € > 0 nos da que a — b < € para todo € > 0.
Si ocurriese que a > b entonces 0 < a — b < € para todo € > 0, pero esto no es posible,
por la proposiciéon anterior. O

Nota 1.20 El azioma (02) nos dice que el producto de dos reales positivos es un real
positivo, la proposicion que sigue nos dice que puede que el producto de dos reales sea
positivo sin que lo sean éstos.

Proposicién 1.21 Sia,b € R y ab > 0 entonces se da una de las siguientes situaciones:
(i) a>0yb>0.
(1) a <0 yb<0.

(iii) Sia>0,b>0yn €N, entonces a > b siy sdlo si a™ > b".

Demostracion.

(i) Al ser ab > 0 se tiene que a # 0y b # 0. Si a > 0, entonces % > 0 (Proposicio m,
(vi)) v, en consecuencia

Lab) > 0.

a

1
a)b

a

b=1-b=(

Sia < 0, entonces = < 0 (Proposicion m, (vii)) y asi,

(i)

1 1
b=1-b=( a)b:a(ab)<0.

a
(iii) Se verifica que a™ — b" = (a — b)(a"* +a™ 20+ --- + " ') (lo que se comprueba
haciendo el producto de la derecha). Si a > b, a —b > 0, y al ser a” ! + a"2b +
<o+ 0" >0 (pues a > 0y b > 0), resulta que el producto de ellos es positivo por

lo que a™ — b™ > 0, eso es, a” > b". Si ahora suponemos que a™ — b" > 0, al ser
a4+ a2+ - + 0" > 0 se sigue de (i) que a — b > 0, esto es, a > b.

O

Corolario 1.22 Sia,b € R y ab < 0 entonces se da una de las siguientes situaciones:

(i) a<0yb>0.

(i) a>0yb<0.
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Demostracion. Si ab < 0 entonces (—a)b > 0 y se sigue de la proposicion anterior que o
bien —a >0y b >0 o0 bien —a <0y b <0 lo que nos da el resultado. O

Vamos a obtener ahora una desigualdad clasica entre niimeros reales que se usa con
frecuencia, es la desigualdad de Bernoulli:

Proposiciéon 1.23 (Desigualdad de Bernoulli) (Jacob I Bernoulli, Suiza, 1654-1705).
Para todo a > —1 se verifica que (1 + a)” > 1+ na para todo n € N.

Demostraciéon. Utilizaremos el método de induccion. Para n = 1 la desigualdad es cierta,
pues (1 4+ a) = 1+ a. Supongamos que la desigualdad de Bernoulli es verdadera para un
cierto k € N y probemos que también es cierta para k + 1. Dado que estamos suponiendo
que (14 a)* > 1+ ka, resulta que

(1+a)™ = (1+a)f1+a)>(1+ka)(l+a)
= 1+ (k+Da+ka*>1+(k+1)a

(téngase en cuenta que al ser @ > —1 se tiene que (1+a) > 0y esto justifica la desigualdad
de la primera linea de la anterior cadena de igualdades y desigualdades). O

Introducimos ahora el concepto de valor absoluto de un nimero real y vemos algunas
de su propiedades.

Definicién 1.24 Se define el valor absoluto de un niumero real a como el propio a si
a >0y como —a sia<0. Suele usarse la notacion |a| para representar el valor absoluto
del niimero real a. Recordamos que por el axioma de tricotomia, todo a € R wverifica una
de esas condiciones.

Nota 1.25 Obseérvese que siempre |a| > 0.

Obtenemos ahora algunas propiedades del valor absoluto que usaremos a lo largo del
curso.

Proposiciéon 1.26 (i) |a| =0 si y sdlo si a = 0.
(i1) | — a| = |a| para todo a € R.

(1i1) |ab| = |a||b| para todo a,b € R.

(iv) || = ﬁ para todo a # 0.
(v) Sic>0 entonces |a| < ¢ siy solo si —c < a<c.

(vi) —la|] < a <la| para todo a € R.
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Demostracion.

(i) Supongamos que |a| = 0. Si a # 0 entonces —a también es distinto de 0 por lo que
la| # 0, pues |a| = a o |a|] = —a. Por otra parte, por la propia definicion del valor
absoluto, si a = 0, entonces |a| = 0.

(ii) Si @ = 0 entonces |0 =0 =|—0|. Si a > 0 entonces —a < 0 por lo que |a| =ay
| —a|l = —(—a) =a. Sia <0 entonces —a >0y |a| = —ay|—a| =—a.

(iii) La igualdad es obvia si alguno de los ntimeros es 0. Sia > 0y b > 0 entonces ab > 0
y por lo tanto |ab] = ab = |a||bl. Sia > 0y b < 0 entonces ab < 0 por lo que
lab| = —ab = a(—b) = a|b| = |a||b|. Los casos que faltan son similares a éstos.

(iv) |}[la] = |%a| = |1] =1, la unicidad del inverso para el producto nos da el resultado.

(v) Si|a] < e Sia >0 se tiene que a < ¢y como —c¢ < 0 tenemos que —c¢ < a < ¢. Si
a < 0, entonces —a = |a| < ¢y asi @ > —c¢ (Proposicion [1.14] (iv)) y desde luego
a < c. Reciprocamente, si se tiene que —c < a < ¢ entonces tanto a como —a son
menores o iguales que ¢ pues el que —c < a implica que —a < c¢. En consecuencia
la| < c.

(vi) Lo que hay que probar es un caso particular de (v) tomando ¢ = |al.

O
La siguiente propiedad del valor absoluto es la llamada propiedad triangular y seré de
gran utilidad en lo que sigue.

Proposiciéon 1.27 Para cualesquiera a y b € R se verifica que
la + 0| < |a| + 0]
Demostraciéon. Dado que por (v) de la proposicion anterior se tiene que
—lal<a<laly —[b[ <D <D
se deduce de la proposicion (ii) que
—(lal + o) = —la| = |b] < a+b < la| + 0]

y entonces, por la propiedad (v) de la proposicion anterior se tiene que |a + b| < |a| + [b]
de donde se sigue lo que queremos. (]

Esta desigualdad da lugar a otras dos que también serdn muy usadas méas adelante.

Proposiciéon 1.28 Para cualesquiera a,b € R se tiene que:

(i) llal = [b]] < |a =],
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(ii) |a —b| <la| + |b].
Demostracion.
(i) Dado que a = (a — b) + b la desigualdad del tridngulo nos da que
lal < |a —b] +[b]
y por lo tanto |a| — |b] < |a — b|. Anélogamente b = (b — a) + a y entonces
|b] < b —al + |al

y en consecuencia —(|a| — |b]) = |b| — |a|] < |b — a] = |a — b], esto, junto con la
desigualdad |a| — |b] < |a — b| nos da el resultado.

(ii) Se sigue de la desigualdad triangular:

o =0 = [a+ (=b)| < la] + [ — b = [a] + [b].

1.1.3. El axioma del supremo en R

En esta seccion daremos el axioma que nos falta para completar la introduccién axio-
méatica de R. Los axiomas de cuerpo y de orden que hemos introducido los verifica Q.
Necesitamos unas definiciones previas.

Definicién 1.29 Sea S un subconjunto de R

(i) Se dice que u € R es una cota superior de S si se verifica que a < u para todo a € S.

(i) Se dice que w € R es una cota inferior de S si se verifica que w < a para todo
a€s.

No todo subconjunto tiene cotas superiores, por ejemplo el conjunto de los ntimeros
reales mayores que 0. Tampoco tiene cotas inferiores, por ejemplo el conjunto de los
ntmeros reales menores que 0. El conjunto R no tiene cotas ni superiores ni inferiores. Lo
que si ocurre es que si un conjunto S tiene una cota superior u entonces cualquier ntiimero
real mayor que u es una cota superior de S. Lo analogo ocurre para las cotas inferiores,
cualquier ntimero real menor que una cota inferior es cota inferior.

Cuando un conjunto tiene una cota superior (y por lo tanto infinitas) se dice que el
conjunto estd acotado superiormente, y cuando tiene una cota inferior (y por lo tanto
infinitas) se dice que el conjunto esta acotado inferiormente. Cuando un conjunto esta
acotado superior e inferiormente se dice que es un conjunto acotado.
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Definicién 1.30 Sea S un subconjunto de R acotado superiormente. Se dice que u € R
es el supremo de S si

(i) u es una cota superior de S, y

(ii) siv es cualquier otra cota superior, entonces u < v.

La condicién (i7) también puede enunciarse asi: Si v < u entonces existe s € S tal que
s > v. El supremo de un conjunto S, cuando existe, se suele denotar por sup S. Cuando
el supremo de un conjunto pertenece al conjunto se dice que ese supremo es un maximo.

De forma analoga se define el infimo para conjuntos acotados inferiormente:

Definiciéon 1.31 Sea S un subconjunto de R acotado inferiormente. Se dice que w € R
es el infimo de S si

(i) w es una cota inferior de S, y

(11) sit es cualquier otra cota inferior, entonces t < w.

La condicion (i) también puede enunciarse asi: Si ¢ > w entonces existe s € S tal que
s < t. El infimo de un conjunto S, cuando existe, se suele denotar por inf S. Cuando el
infimo de un conjunto pertenece al conjunto se dice que ese infimo es un minimo.

Nota 1.32 FEl supremo de un conjunto, si existe, es necesariamente unico. Lo mismo
ocurre con el infimo. En efecto, si u y v (distintos) verificasen ambos las condiciones
de la definicion de supremo entonces por (ii) de la definicion de supremo aplicada a u
tomando v = u'se tendria que u < u' y aplicada a v’ tomando v = u se tendria que también
u' < u lo que es absurdo. Un argumento similar se aplica para obtener la unicidad del
infimo.

Nota 1.33 No se puede probar la eristencia de supremo de un conjunto acotado Su-
periormente (ni la de infimo de un conjunto acotado inferiormente) con los aziomas y
propiedades que tenemos hasta ahora, necesitamos introducir un arioma que lo garantice.

Podemos ya enunciar el Axioma del supremo:

S: Todo conjunto no vacio acotado superiormente tiene supremo.
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Observamos que de este axioma se deduce que todo conjunto S acotado inferiormente
tiene infimo, basta considerar el conjunto —S formado por los opuestos de los elementos de
S, este conjunto esta acotado superiormente, pues si w es una cota inferior de S, entonces
—w es una cota superior de —S y si u es el supremo de —S se verifica que —u es el infimo
de S. Ademés se verifica que infS = —sup(—95) y que inf(—S) = —sup(9).

A estas alturas alguien puede preguntarse, ;pero existe un conjunto en el que se
cumplan todos los axiomas anteriores?, pues si, y hay varias formas de construirlo. Mas
adelante comentaremos un poco una de ellas.

Algunas aplicaciones del axioma del supremo

Comenzamos con la llamada propiedad de Arquimedes que garantiza que dado cual-
quier nimero real siempre existe un nimero natural mayor que él. Esto que nos puede
parecer obvio no se deduce de las propiedades algebraicas de R, se deduce del axioma del
supremo como vemos a continuacion.

Proposiciéon 1.34 (Propiedad de Arquimedes) (Siracusa, s. III a.C.). Dado cual-
quier numero real x existe un numero natural n, tal que n, > x. Denotamos a un tal
natural por n, para que quede claro que, en principio, ese numero depende de x.

Demostraciéon. Si suponemos que existe un nimero real z que es mayor o igual que
cualquier ntiimero natural, entonces N serfa un conjunto superiormente acotado y, por
el axioma del supremo, N tendria supremo en R, denotémoslo por u. Entonces, como
u — 1 < u, resulta que u — 1 no puede ser cota superior de N y entonces existe m € N tal
que u — 1 < m. Esto nos da que u < m+ 1 y como m + 1 € N esto nos dice que u no es
cota superior de N y lo es, por ser su supremo. Llegamos asi a un absurdo y por lo tanto
se verifica la propiedad de Arquimedes. O

Nota 1.35 Hay varias formas de expresar esta propiedad, obtenemos algunas de ellas en
el siguiente corolario.

Corolario 1.36 Para cualesquiera reales x e y mayores que 0 se verifican las siguientes
afirmaciones:

(i) Existe n € N tal que = < ny.

(i) Existe n € N tal que £ < y.
(7i1) Existe n € Ntal quen —1 <z < n.
Demostracion.

(¢) Si aplicamos la Propiedad Arquimediana a g obenemos que existe n tal que n > %
por lo que yn > x (téngase en cuenta que y > 0), esto es, x < ny.



28 1.1. Introduccién axiomatica de los nimeros reales

(77) Si tomamos como x el nimero natural 1 resulta que existe n tal que 1 < ny y
entonces % <.

(77i) Por la propiedad arquimediana se tiene que {m € N : z < m} es no vacio. Este
conjunto tiene un elemento n que es menor o igual que todos los deméas (Principio
de buena ordenacion de N). Notese que n > =y que n — 1 < z. Entonces

n—1<z<n.

O

Nota 1.37 Con anterioridad se probo que no hay ningin nimero racional cuyo cuadrado
sea 2. Vamos a probar ahora, que como consecuencia del arioma del supremo, si que hay
un numero real cuyo cuadrado es 2.

Proposicion 1.38 Existe un numero real positivo cuyo cuadrado es 2.

Demostracién. Denotemos por S al conjunto de los nimeros reales mayores o iguales
que 0 cuyo cuadrado es menor que 2. Esto es

S={reR:0<uz 2% <2}

Este conjunto es no vacio pues 1 € S y estd acotado superiormente, por ejemplo por el 2.
Por el axioma del supremo el conjunto S tiene supremo en R, llamémosle u. Probaremos
que u? = 2 viendo que es imposible que u? < 2 y que u? > 2.

Supongamos que u? < 2, vamos a demostrar que existe n € N tal que u + % e Slo
que contradice el hecho de que u = sup S (pues entonces u no seria cota superior de S).
Veamos como podemos elegir un tal n. Observamos para cualquier n € N se verifica que

1\, 2u 1
U+ — =u"+— + —
n n n
y como # es menor o igual que % se tiene que

1N, 20 1, 1
ut+—| <u+—+-—=u"+—2u+1).
n n n n

Ahora bien, por la afirmacion (i7) del corolario anterior (ndtese que estamos suponiendo
que 2 — u* > 0) existe n € N tal que

2u+1 < n(2—u?)

y entonces +(2u+ 1) < 2 —u? con lo que tendriamos que

1\2
(u+—) <u+2-u?) =2
n
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y esto probaria que u + % es.

Supongamos ahora que u? > 2, vamos a demostrar que existe m € N tal que u — % es
cota superior de S lo que contradice el que u sea la menor de las cotas superiores de S.
Observamos que para cualquier m € N se verifica que

Si elegimos m € N tal que 2u < m(u? — 2) (cosa que puede hacerse por la afirmacion (i7)
del corolario anterior al ser u> — 2 > 0) entonces

2u

S )
m

1

m

1

y por lo tanto u® — 2% > 2y asi (u — )2>2>x2paratodox65yu—5serécota

superior de S, pues (u — %)2 > 22 implica que u — % > x (Proposicion |1.14], (v)).

Dado que no puede darse que u? > 2 ni que u? < 2 concluimos que u* = 2. 0

Nota 1.39 Este u se suele denotar por /2. Puede probarse, con el argumento anterior
que todo nimero real a mayor que 0 tiene una raiz cuadrada b, esto es, b*> = a, siendo
b > 0. Este b se denota habitualmente por \/a. A wveces se escribe también az. Con un
procedimiento similar al antertor, usando el binomio de Newton, se puede probar que todo
numero real mayor que 0 tiene una raiz n—ésima cualquiera que sea n € N.

Nota 1.40 Observamos que el conjunto Q de los numeros racionales, a pesar de ser un
cuerpo ordenado, no tiene la propiedad del supremo, S = {% :m,n € N, (%)2 < 2} no

tiene supremo (en Q). En efecto, si existiese un nimero racional r que fuese el supremo
de ese conjunto, entonces r? # 2 (esto se ha visto a principios del curso). Si suponemos
que % < 2 el argumento que usamos hace un momento nos daria la existencia de un
n € N tal que r + % € S. Dado que r € Q también r + % € Q y tendriamos un numero
racional de S mds grande que el supremo de S. Si por otra parte r* > 2 existird un m € N

tal que r — % es cota superior de S (argumento de la sequnda parte de la demostracion

de la proposicion anterior) lo que es absurdo pues r — % es racional y r es la menor de

las cotas superiores.

Nota 1.41 Otra propiedad importante que obtendremos ahora de los niumeros reales es
la de que entre cada dos nimeros reales distintos siempre hay un niumero racional. Esta
propiedad se conoce como la propiedad de densidad de Q en R.

Proposicion 1.42 (Densidad de Q en R) Para cualesquiera nimeros reales x e y ta-
les que x <y existe un numero racional v # 0 tal que v < r < y.
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Demostracion. Si x < 0 e y > 0, por la propiedad arquimediana, existe n € N tal que
r <0< % < y. Supongamos ahora que 0 < x < y. Al ser y — x > 0 la propiedad
arquimediana de R nos da que existe n € N tal que % <y—z,conloqueny —nxr>1y
entonces nx + 1 < ny. Al ser x > 0 tenemos que nx > 0 y por lo tanto el apartado (ii7)
del Corolario anterior nos da que existe m € N tal que m — 1 < nx < m y entonces que

nr<m<nr+1<ny

lo que nos da que * < r < y siendo 7 :=  que es un nimero racional. Si finalmente
r <y <0 se trabaja con —x y —y que verifican 0 < —y < —uz. O

Nota 1.43 Veremos ahora como entre dos reales (distintos) siempre hay un nimero irra-
cional, entonces también el conjunto 1 de los nimeros irracionales (los reales que no son
racionales) es denso en el de los reales.

Proposicion 1.44 (Densidad de 1 en R) Para cualesquiera dos reales x e y tales que
x <y existe un numero irracional z tal que x < z < y.

Demostracién. Dados = e y tales que x < y consideremos los niimeros reales \% e \%

Por la proposicién anterior aplicada a estos reales obtenemos un niimero racional r, r #£ 0,
tal que

T
2 er< L

V2 V2

Pero entonces 7v/2 es un ntimero irracional (si fuera racional también lo serfa v/2 = %(r\/ﬁ)
y sabemos que esto no es cierto) que verifica que

T <rV2<uy.

1.2. Intervalos y decimales

La relacion de orden que tenemos en R determina de manera bastante natural unos
conjuntos que denominaremos intervalos.

Definiciéon 1.45 Dados dos reales a y b, siendo a < b, se define:

1. Intervalo abierto de extremos a y b como (a,b) :={z € R:a <z < b}, si a <b. Si
a="b, (a,b) =0.

2. Intervalo cerrado y acotado de extremos a y b como [a,b] := {z € R:a <z < b}.
Observamos que si a = b, entonces [a, b] = {a}.
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3. Intervalo semiabierto o también semicerrado de extremos a y b a cualquiera de los
conjuntos: [a,b) :={r €R:a<z <b}y(a,b]:={xeR:a<z<b}sia<b Si
a="b,la,a) = (a,a] = 0.

Nota 1.46 También se llaman intervalos abiertos a los conjuntos de la forma
(a,4+00) :={z eR:x >a}, (—o00,b) :={xeR:z<b}

e intervalos cerrados a los conjuntos de la forma
la,+00) :={r e R:2>a}, (—o0,b]:={xeR:z <b}.

Notese que mientras que los intervalos con ambos extremos reales son conjuntos acotados,
los de este dltimo tipo no lo son. A veces también se usa la notacion (—oo, +00) para de-
notar al propio R. Observamos que 400 y —oo son apenas unos simbolos, no son nimeros
reales.

Intervalos encajados

Definiciéon 1.47 Se dice que una coleccion de intervalos I,, n € N estd encajada si se
cumple la condicion
L DI, D>---

Observamos que el signo D entre dos conjuntos significa que todo elemento del conjunto
que estd a la derecha de €l también estd en el conjunto de su izquierda. No se excluye que
ambos conjuntos puedan ser iquales.

Ejemplo 1.48 Si por cada n € N hacemos I, = [0, 1], entonces {I, : n € N} es una
coleccion de intervalos encajados. Observamos que en este caso N, I,, = {0}. Desde luego
0 € NI, y, por otra parte, si v € N, 1, entonces 0 < z < }L para todo n € N lo que
implica que x = 0, pues de lo contrario, por la propiedad arquimediana (si x > 0) existiria
unnreNtalquei<x.

Nota 1.49 Notese que no toda coleccion encajada de intervalos tiene interseccion no
vacia. Esto ocurre, si por ejemplo, I, = (0, %), o I, = [n,+00). No obstante cuando se
trata de una coleccion de intervalos cerrados con extremos reales siempre su interseccion
es no vacia. Fste hecho se conoce como la propiedad de los intervalos encajados y la
obtenemos a continuacion utilizando el axioma del supremo.

Teorema 1.50 (de los intervalos encajados) Sila coleccion de intervalos I, = [an, by,
n € N es encajada entonces la interseccion de los intervalos I, es no vacia.

Demostracion. Dado que I; D Iy D --- resulta que a,, < by para todo n € N y entonces
{a, : n € N} esté acotado superiormente y por lo tanto tiene un supremo que denotaremos
por u. En particular a,, < u para todo n € N. Por otra parte, cada b,, es cota superior de
{ay : k € N}. En efecto, fijado n € N, si tomamos k > n, entonces, como I C I,,, se tiene
que ag < b, <b,. Si ahora tomamos k < n, como I,, C I, se tiene que a; < a,, < b,. El
que cada b, sea cota superior de {ay : k € N} nos da, por la propia definicion de supremo,
que u < b, para todo n € N. Tenemos asi que a, < u < b, para todo n € N y entonces
u € I, para todo n € N. O
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Nota 1.51 En principio la interseccion de una coleccion de intervalos encajados que no
sea vacia no tiene porque consistir en un solo punto. Piénsese en la coleccion formada por
los intervalos I, = [—1— %, 1+ }L] Su interseccion es precisamente [—1,1]. La proposicion
sigutente da una condicion suficiente para que la interseccion de una coleccion encajada
de intervalos cerrados conste de un unico punto.

Proposicion 1.52 Si I,, = [a,,b,], n € N es una coleccion encajada de intervalos y se
verifica que

inf{b, —a, :n € N} =0,

entonces existe un unico nimero real ¢ en la N2 1I,,. Obsérvese que {b, — a, : n € N}
estd acotado inferiormente por 0.

Demostraciéon. Ya sabemos por la proposicion anterior que la N>, I, es no vacia. Veamos
como consta de un Gnico punto. Supongamos que existen dos niimeros reales c y d distintos
en esa interseccion y que ¢ < d. Entonces 0 < d —c¢ < b, —a,, y por lo tanto 0 < d —c <
inf{b, — a, : n € N}, pero esto es imposible pues inf{b, — a,, : n € N} = 0. O

1.3. Representacion binaria y decimal

Vamos a ver ahora como pueden representarse los reales en forma binaria o decimal.
Empezamos por la forma binaria. Se trata de identificar cada nimero real con una “tira”
ai as as... donde los a, son 0 6 1. Vamos a empezar con los nimeros naturales, éstos se
representan con ceros y unos mediante el siguiente proceso: Se divide el nimero por 2,
luego se divide el cociente que resulta también por 2 y asi sucesivamente. Los restos son
0 6 1y se escriben estos ceros y unos en el orden inverso del que van saliendo poniendo
al principio un 1.

Veamos algunos ejemplos: 1 se representa por 1; 2 se representa por 1 0; 3 se representa
por 1 1; 4 se representa por 1 0 0;el 5por101; 6 por110; 7por111;8por100DO0etc.

Si se trata de nimeros negativos se representa su valor absoluto como se acaba de
indicar y se le pone un signo menos delante. Resulta asi una “tira con signo”. El 0 se
representa simplemente por 0.

Todo real mayor que 0, que no sea un natural, es la suma de un nimero natural més
un nimero real del intervalo (0, 1). Téngase en cuenta que por el Corolario (iii) para
todo x > 0 existe n € N tal que n — 1 < x < n. Veamos como se representan los niimeros
reales de (0,1).

Dado un real = € (0,1) hacemos el siguiente proceso: Consideramos los intervalos
(0, %] y [%, 1). Sixe (0, %) tomamos a; = 0, si x € (%,1) tomamos a; = 1y siz = %
tomamos arbitrariamente a; = 06 1.
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Observamos que en cualquiera de los casos,

<r< -+

l\DI»—

aq ay
2 2
En una segunda etapa consideramos los intervalos (0, 212] y [2% %] sia; = 0y los
intervalos [%, 2%} y [2%, 1) sia; =1.Siz € (0, 22) tomamos as = 0, si x € (22, 2] tomamos
ar=1,six € [% %) tomamos a, = 0, si x € (22,1) tomamos as = 1y si ¢ = = 5 ong2
tomamos ay = 0 6 1 indistintamente. Observamos que en cualquiera de los casos,

Ly 2 <D
2 22 - 2 22 92
Continuando este proceso indefinidamente obtenemos una “tira” a; as as ay... de ceros
y unos que constituye una representacion binaria de z. En general,

e . L
2 22 P 2 22 2n - 2n
Los a, estan univocamente determinados salvo cuando x € (0,1) es de la forma i con

m impar. En ese caso a, puede ser 0 6 1 indistintamente, pero sucede que si para un tal
punto tomamos a,, = 0 entonces todos los a; con k > m son iguales a 1 y que si tomamos
» = 1 entonces a; = 0 para todo k£ > m.

Si uno tiene una “tira” a; as as... de ceros y unos, y por cada n € N hacemos

a, a1 Q9 1
I, = 2—|—§+ +%, 54—?4- +2—n+2n )
tenemos una coleccion de intervalos encajados cuya diferencia de extremos es 2% Como
inf{5- : n € N} =0 la interseccién de esos intervalos es un tnico punto z € [0,1]. Pues
bien, a1 as az... es precisamente la representacion binaria de ese x. Suele ponerse un punto
delante de la expresion binaria de los reales del intervalo (0,1) y a veces se escribe

(.a1 a9 ag...)g
para indicar que se trata de un representacion binaria.

Vamos a describir la representacion binaria de 5 como ejemplo. Dado que 1—6 €s menor
que 5 L el primer digito de su representacién binaria es 0, como 136 €s menor que 2 el segundo
dlglto es 0, como 1% es mayor que 213 es tercer digito es 1. Precisamente 1—6 es el punto
medio entre 213 y 212, luego el Cuarto digito podemos tomarlo como 0 o 1. Si tomamos el 0

la representacion binaria de = sera:
(00101111..),
Si tomamos el 1 la representacion es

(00110000..),
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Conviene recordar que esta representacion binaria de los reales es la que se utiliza en
los ordenadores. Cada digito 0 6 1 se llama un bit y con ocho bits se forma un byte.
Ciertamente se usan representaciones truncadas.

De manera similar a la anterior se definen las representaciones decimales de los ntimeros
reales. Los enteros se dejan como estan y para los reales entre 0 y 1 se considera una
primera division del intervalo [0, 1] en 10 partes iguales y se asigna a cada = € (0,1) el
valor b; € {0,1,...,9} cuando x € [%, blfgl} . 51 by = 0 se considera el intervalo semiabierto
(%, blfgl} y si by = 9 se considera el intervalo semiabierto [11’—6, blngl). Cuando = esta
en dos de esos intervalos, cosa que sélo ocurre cuando x es un extremo, le asignamos
arbitrariamente el valor by o el b; + 1. Dividimos ahora el intervalo [’1’—(1), bll—gl] en 10 partes
iguales y repetimos el proceso anterior determinando asi un by... Obtenemos asi una “tira”
by by bs... de enteros no negativos donde cada by, € {0,1,...,9}, que constituyen una
representacion decimal de x. Estos b, verifican la relaciéon

by bo by by by by, 1
E+1—02+"'+W§$§1—0+1—02+'”+W+1—0n

por lo que la aproximacion n-ésima de x difiere de x en una cantidad menor o igual que
1
om"

Cualquier “tira” by by bs... de enteros pertenecientes a {0, 1,...,9} determina un tnico
namero real del intervalo (0, 1) debido, de nuevo, a la propiedad de los intervalos encajados.

La representaciéon decimal de un nimero real es tinica salvo ese ntiimero es de la forma
157 para ciertos m y n siendo 1 < m < 10" (siendo m no divisible por 10). En este tipo de
puntos hay dos representaciones. Por ejemplo el niimero racional % se puede representar
en forma decimal por .38000... o por .37999...

Vamos a ver ahora como R no es numerable: Supongamos que lo fuese, en particular
lo seria el intervalo (0, 1) y tendriamos una correspondencia biyectiva entre Ny (0, 1). Asi
podriamos escribir todo niimero real de ese intervalo como uno de los elementos de un
conjunto numerable formado por “tiras™

.b11 b12 b13.“

.b21 b22 bgg.“

.b31 b32 b33.”

con b, € {0,1,...,9}. Pues bien, si consideramos el real cuya representacion decimal esta
definida por .by by b3... donde by = 28i by > 5y by =7Tsiby <4; by =2s8iby >5y
by = 7 si byy < 4, etc. Resulta que este niimero real no es ninguno de los elementos de esa
coleccion numerable que pretendia representar a todos los nimeros reales de (0,1), por
lo tanto es imposible que haya una biyeccion entre N y [0, 1]. Obsérvese que la expresion
que estamos considerando no tiene términos de la forma {3 con m = 1,...,10", siendo m
no divisible por 10, que son los tinicos con dos posibles representaciones y por lo tanto no
es ninguno de los considerados.



Capitulo 2

El cuerpo de los ntimeros complejos

No toda ecuacién polinémica tiene siempre solucién en el cuerpo de los reales. Basta
considerar la ecuacion 22 + 1 = 0. Obsérvese que cualquiera que sea € R se verifica que
2 > 0 (si z = 0 entonces z> = 0 y si z > 0 entonces 2% > 0 por la Proposicion [1.13)) y
entonces 2 +1 > 1 > 0.

Este hecho motivo la introducciéon de los nimeros complejos, ese conjunto formara
un cuerpo y en ¢l toda ecuaciéon polinémica tiene solucion. Fueron introducidos por Gi-
rolamo Cardano (matemaético italiano, 1501-1576). El nombre de niimero complejo se lo
puso Carl F. Gauss (matematico alemén, 1777-1855), a quien debieron parecerle dificiles
(complejos) siendo €l el llamado “Principe de los matematicos”.

Veamos como se pueden construir. Consideremos en el producto cartesiano de R por
si mismo, recordamos que R x R = {(z,y) : ¢ € R, y € R}, y definamos en ese producto
cartesiano las dos operaciones siguientes:

@y @@ y) = (@+2y+y)
(,y) @ y) = (w2’ —yy', zy + ya’).
Pues bien, con esas operaciones R x R tiene estructura de cuerpo, recordemos los axiomas

de cuerpo que introdujimos al estudiar los nimeros reales. El neutro para la operacion
@ es el (0,0), el opuesto de (x,y) es (—x, —y), el neutro para ® es (1,0) y el inverso de

(x,y), cuando (x,y) # (0,0), es ﬁ, ﬁ . Es facil comprobar la verificaciéon de los

axiomas de cuerpo y también estas tltimas afirmaciones.

Los reales pueden considerarse como complejos “identificando” cada real z con el com-
plejo (z,0). La aplicacion z € R+ (2,0) € C es inyectiva. en efecto, si © # y entonces
(x,0) # (y,0) pues los elementos de un producto cartesiano estan univocamente por sus
dos componentes, en este caso la segunda es 0 y la primera es diferente de la segunda.

Hay un niimero complejo un poco especial, se trata del (0, 1). A Yoste tiene la siguiente
propiedad interesante
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Esto es, su cuadrado es el nimero complejo (—1,0), que, como acabamos de indicar,
podemos identificar con el nimero real —1. Al niamero complejo (0,1) se le llama la
unidad imaginaria y suele representarse en matematicas por la letra ¢ y en fisica por
la letra j (los fisicos reservan la i para la intensidad de una corriente). Segin acabamos
de ver 2 = i-i = —1 y entonces la ecuaciéon x2 + 1 = 0 tiene como soluciéon el niimero
complejo i. Todo niimero complejo se puede escribir de la forma

(z,y) = (2,00 ©(1,0) @ (y,0) © (0,1)

y, si identificamos (z,0) con z, (y,0) con y, y (1,0) con 1, tenemos que (z,y) = = + yi =
x +1y (pues el producto de niimeros complejos es conmutativo). Es habitual representar a
los complejos con la letra z, y cuando asi lo hagamos, se entendera que z representa a un
complejo (x,y). La primera componente del par, la x, se llamara la parte real de z y se
representaran por Re z, y la segunda componente se llamara la parte imaginaria de z y se
representara por Im z. Dados dos nameros complejos z = (x,y) y 2/ = (2/,y’) se tiene, por
definicion, que 2@ 2 = z+2'+i(y+y) y 202 = 2’ —yy' +i(2'y+zy’). A partir de ahora
usaremos el signo + tanto para sumar nimeros complejos como reales y, como ya hicimos
en el caso real en el suprimimos el - de la operacién de multiplicacién, aqui suprimiremos el
® de la multiplicacién de niimeros complejos. Obsérvese que si identificamos los niimeros
reales = con los nimeros complejos (z,0) las operaciones @ y ® que hemos considerado
hasta ahora coinciden con las operaciones de adicién y multiplicaciéon de ntimeros reales.
Esto es, (z,0) @ (y,0) = (x 4+ y,0) que se identifica con z +y y (z,0) ® (y,0) = (xy,0)
que se identifica con zy.

Los complejos pueden ser representados en un sistema cartesiano como elementos de
R2. De hecho como conjuntos coinciden R? y C, pero en C hay una operaciéon de multiplicar
que no se considera en R2.

Se define el conjugado del nimero complejo z = x + iy como Z = z + i(—y) = x — iy.
Se verifican las siguientes propiedades:

1
24+zZ=2Rez, z—Z=1-2Imzysiz#0, (—) = —.
2 Z

Se llama mddulo de un ntimero complejo z = x + iy al niimero real mayor o igual que

0, |z| = /22 + y?, este numero real coincide con v/ zZ. Propiedades:

2l =1z =1z, [2]=zll¢], siz'#0]

= [Rez[ <[z,
z

2

| Tmz| < |z], |2] < |Rez|+ |Imz|, |z+ 2| < |z|+ 7]
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Veamos la demostracion de esta ultima desigualdad:
24+ 2P =(+2)EZ+2) =2+ P+ 2 + 22 =

2|2+ |2'|* + 2Re(22') < [2° + [2* + 2]27']) = (|| + |2])*.

Seguimos con las propiedades del médulo:

|2 = [2']] < |2 = 2.
En efecto
Zl=|z—2 +z2 z—Z |+ |z
2| = |z = 2"+ 2| < [z = 2| + ||
con lo que
2| =[] < |z = 2|.
Anéalogamente

2=zl <l|lz—z
2] = |2] < 2 = 2|

lo que nos da el resultado.

No puede definirse una relaciéon de orden entre los elementos de C que sea compatible
con las operaciones de adicion y multiplicacion y el orden de R. En efecto, si hubiese una
tal relacion el nimero i (que desde luego no es 0) no podria ser mayor que 0, pues si lo
fuese el producto i - i = —1 deberia ser mayor que 0 y no lo es. Tampoco i podria ser
menor que 0 pues si lo fuese —i seria mayor que 0 y entonces (—i)(—i) = —1 deberia ser
mayor que 0 y no lo es.

Para todo nimero complejo z distinto de 0 existe un tnico nimero real 0 € [—m, )
tal que
z = |z|(cos @ + isenf)

z

(formula modulo argumental). Para ver esto hacemos lo siguiente: = es un punto (z,y)
||

de la circunferencia unidad (pues 2 + y? = 1) y entonces existe un tinico 6 € [—m, ) tal
que x = cosf e y = send, con lo que z = |z|(cos @ +isend). En efecto, si suponemos, por
ejemplo, que z > 0 e y > 0, entonces 6 € (0, %) y se puede definir como arctan %, pues

sen® @ 1

cos2f  cos?0

Yy 2_ 2
1+(Z) =1+tan“0 =1+
T

debido a que sen? § + cos® = 1. Asi resulta que

2
1 T 9

29 _ _
cos 9_1+(%)2_3:2+y2_x

de donde se sigue que cosf = z (téngase en cuenta que tanto cosf como x son mayores
que 0). De esto y de la relacion sen? § + cos? = 1 se sigue que senf = y (téngase en
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cuenta que tanto sen f como y son mayores que 0). Los demds casos para x e y se resuelven
de forma similar.

De propiedades conocidas de las funciones seno y coseno de variable real se deduce
facilmente que para z = |z|(cosf +isenf) y 2’ = |2/|(cos 0 + isen @)

22" = |z||2'|(cos(0 + €') + isen(6 + 6')).

Puede ocurrir que 6 + 6’ se salga del intervalo [—m, ) pero entonces 0 + 6’ + 2k, con
k =16 —1 pertenece a ese intervalo y cos(0+ 6’ +2km) = cos(6+6") y sen(6+ 60"+ 2kn) =
sen(f + 6').

Para todo nimero complejo z = |z|(cosf +isenf) y todo ntmero natural n se verifica
que
2" = |z|"(cosnb + isennd)

Dado un nimero complejo z, z # 0, y un nimero natural n, existen wy,...,w, € C
tales que
wy =wy = =w, = 2.

Si z = |z|(cos @ + isen 0) estos nimeros complejos son los wy, k= 1,...,n, definidos por

0+ 2km . 0+ 2k
n n '

wg = \z|% (cos— + isen

Puede justificarse que esas n raices son todas distintas y que no hay ningtn otro ntimero
complejo w tal que w" = z.

Es habitual representar a este cuerpo por C y llamarlo el cuerpo de los ntimeros
complejos. En este cuerpo tiene soluciéon la ecuacién polindmica z2 + 1 = 0, que no la
tenia en el cuerpo R. En efecto para z = i se tiene que 22 +1=i>+1=—-1+1=0. Un
resultado profundo de Algebra (de hecho se llama el “teorema fundamental del dlgebra”)
muestra que toda ecuaciéon polindémica con coeficientes complejos tiene al menos una
solucién que es un niimero complejo.



Capitulo 3

Sucesiones de nimeros reales

Estudiamos aqui el concepto de sucesion y de limite de una sucesion, estos conceptos
se usaran mucho a lo largo del curso.

Definicién 3.1 Dado un conjunto S de nimeros reales, se llama sucesion en S a toda
funcion x : N —=S. Si no se menciona el conjunto S se sobrentiende que S = R.

Nota 3.2 Fs habitual denotar por x, el valor que toma x en el numero natural n, es-
to es, x, = x(n) y también es habitual denotar la sucesion x por (x,) o {x,}. Debe
observarse que (r,) o {x,} no representan el conjunto de los valores que toma x sino
que denotan la “tira”, que suele llamarse “array” en informdtica, (x1,xo,x3,...). Asi, la
sucesion x : N — R definida por x(n) = (—=1)" define la “tira” (—1,1,—1,1,...) mientras
que el conjunto de los valores que toma x es {—1,1}. Cada z,, se llama un término de la
sucesion y, en concreto el x,, se llama el término n-ésimo.

Nota 3.3 A wveces las sucesiones se pueden definir mediante una férmula, por ejemplo,
T, = 2n, o de forma recursiva, esto es, se define el primer o los primeros términos de ellas
y luego se indica como se obtienen los demds. Por ejemplo, v1 = 2, xp11 = x,+3, que nos
define la sucesion: 2,5,8,11... Otro ejemplo es la llamada sucesion de Fibonacci definida
por: x1 = 1, xo = 1, Tpy1 = Tp_1 + T, para n > 2. Sus diez primeros términos son:
1,1,2,3,5,8,13,21,34 y 55. Esta sucesion fue descrita por Leonardo de Pisa, matemdtico
italiano del siglo XIII también conocido como Fibonacci. Tiene numerosas aplicaciones
en ciencias de la computacion, matemdlicas y teoria de juegos. También aparece en con-
figuraciones bioldgicas, como por ejemplo en las ramas de los drboles, en la disposicion
de las hojas en el tallo, en la flora de la alcachofa o en el patron de reproduccion de los
conejos, fue precisamente para esto para lo que fue introducida.

En el conjunto de todas la sucesiones de ntmeros reales puede definirse de manera
natural los conceptos de suma y producto, por nimeros reales y por sucesiones,de la
siguiente manera:
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Definicién 3.4 Dadas dos sucesiones (x,,) e (y,) y un nimero real ¢ se define:
(0) + (yn) = (Tn + Yn),

¢ (zn) = (cx,)

Nota 3.5 Introducimos ahora un concepto fundamental relacionado con las sucesiones y
es el concepto de limite de una sucesion.

Definicién 3.6 Se dice que una sucesion (z,) converge a un nimero real xo (también
suele decirse que (x,) tiene por limite a xy) si cualquiera que sea el nimero real € > 0
existe un numero natural N tal que |z, — x| < € para todo n > N. Para expresar el
hecho de que (x,) converge a xo suelen utilizarse las notaciones: x,, — xq, lim(x,) = xg

o lim (z,) = xo.
n—oo

Nota 3.7 Debe observarse que, en general, N depende de € y que puede suponerse que €
es un numero real “pequeno”, pues si la condicion anterior se verifica para un valor de
también se verifica para todos los valores de € mds grandes que él.

Nota 3.8 FEl que |z, — xo| < € para todo n > N significa que la distancia entre los
términos x, de la sucesion, con n > N, y xg es menor que €. Fntonces el concepto de
convergencia expresa la idea intuitiva de aproximacion. Ndtese que el que |x, — x| < €
para todo n > N quiere decir que xg — e < x,, < Tg+ € para esos n.

Nota 3.9 No toda sucesion converge a un numero real, por ejemplo, la sucesion (x,)
definida por z, = (—1)" no es convergente, pues si Suponemos que converge a un nUMero
real zo y tomamos € = maz{|1 — x|, |1 + 0|} entonces, e > 0 y como

120 — 20 = |1 —zo| sin espar
T M4 x| sines impar

es imposible que |x, — xo| sea menor que ese € a la vez para n pares e impares. Otro
ejemplo tipico de sucesion no convergente es la dada por los nimeros naturales (n).

Nota 3.10 Observamos que para comprobar que una sucesion (x,) no converge a xy basta
encontrar un € > 0 tal que para todo N € N existe ny € N, ny > N, de forma que
|zpy — xo| > €. De hecho esta condicion es equivalente a que (z,,) no converja a x.

Proposiciéon 3.11 Si (x,) es una sucesion convergenle, entonces su limile es inico.
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Demostracién. Supongamos que x,, — =y y que z, — Yo siendo xg # yo. Sea € =
|zo — yo| > 0. Dado que z,, — o y que x,, — yo existe N € N tal que

3

|T, — o] < 5

£
Y |Tn — 0| < 5 para todo n > N.

Entonces, en particular

[0 — yo| = w0 — xn — (Yo — 2n) < 2N — 20| + |28 — W0| < € = |T0 — Y0

lo que es absurdo. O

Vamos a dar ahora algunos ejemplos de sucesiones convergentes:

1.

Las sucesiones constantes, esto es, x,, = ¢ para todo n € N. Estas sucesiones con-
vergen a la constante c.

La sucesion (%) tiene limite y éste es 0. En efecto, dado € > 0 la propiedad arqui-
mediana de R nos garantiza que existe NV tal que ]lv < ¢. Entonces para todon > N
se verifica que ‘% — O‘ < % < €.

La sucesion (-5) tiene limite y éste es 0. Vamos a verlo de dos formas: Dado £ > 0

consideremos & = /. Dado que * — 0 existe N’ tal que 1 < & con lo que
n n

1

4 < (¢)? = ¢ para todo n > N’. Otra forma de probarlo es considerar que & <
n n n

y entonces si para los n mayores o iguales que un cierto N se verifica que % < e
también < < e. El mismo argumento funciona para ver que — — 0, = — 0...
n n n

3n+2

) ) tiene limite 3. En efecto,

La sucesion (

3n+2_3‘ B 3n—|—2—(3n+3)’

n+1 n+1
IR
- n+1‘_n+1<ﬁ

y entonces, si dado € > 0 se toma N € N tal que % < g, se tiene que % < ¢ para todo
n > N y también que 3::12 — 3’ < € para esos n. Este argumento puede adaptarse
facilmente para ver que cuando se tiene un cociente de polinomios y el grado del
numerador es el mismo que el del denominador, entonces el cociente tiene por limite
el coeficiente del término de mayor grado del numerador dividido por el de mayor

grado del denominador.

Nota 3.12 Debe observarse que si se modifica o se suprime una cantidad finita de los
términos de una sucesion no se altera su posible convergencia, pues siempre puede tomarse
el N mayor que el subindice del wltimo término modificado o eliminado.
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Damos ahora una proposicién que nos permitira garantizar la convergencia de muchas
sucesiones:

Proposicion 3.13 Sean (y,) y (z,) dos sucesiones de nimeros reales y xo € R. Si para
algin C' > 0 y m € N se verifica que

|z, — xo| < Clyn| para todo n >m

ey, — 0 entonces x,, — xg.

Demostraciéon. Dado € > 0 consideremos ¢’ = &. Como y, — 0 existe N’ € N tal que
lyn| < €’ para todo n > N’. Entonces, si N = mdxz{N’, m} resulta que |z,, —zo| < Cly,| <
Ce' = ¢ para todon > N. O

Aplicamos ahora la proposicién anterior para obtener algunos ejemplos interesantes
de sucesiones convergentes:

1. Sia >0, entoncesﬁ%(). En efecto, al ser a > 0 se tiene que 0 < na < 1+nay
por lo tanto
1 1 11
0< <— ===
l+na na a n

para todo n. Basta entonces aplicar la proposicién anterior con C' = % ym=1.

2. La sucesiéon (ln) tiene limite 0. En efecto, 5= < % (recuérdese que a principio de
2 2 n
curso se probo, por induccion, que 2" > n) y basta aplicar la proposicion anterior

conC=1ym=1.

3. 510 <b< 1, entonces 0" — 0. En efecto,

G-t

siendo % — 1 > 0. Por la desigualdad de Bernoulli (Proposicion } o el binomio
de Newton, sabemos que

(1+%—1)n21+n(%—1))>n(%—1))7

de donde se sigue que

po Lo 11
ShGoD 1w

y el resultado se sigue de la proposicion anterior con C' = %_1 ym=1.
b
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4. Sic> 0entonces cv — 1. En efecto, si ¢ = 1 se trata de la sucesion constante 1 que
. 1
ciertamente converge a 1. Supongamos ahora que ¢ > 1, entonces c¢» > 1 para todo
n y por lo tanto

:<1+(c%—1)>n21—|—n<c%—1)Zn(c%—1>

de donde

1 C
crn—1<—
n

el resultado se sigue de la proposici()n anterior con C=cym=1.
Finalmente, si ¢ < 1, entonces = > 1 por lo que 1 — 1 y vamos a ver enseguida que

si una sucesiéon de términos no nulos tiene un hmlte no nulo, entonces la sucesiéon
de los inversos tiene limite y éste es el inverso del limite.

5. nn — 1. En efecto, dado que nn > 1 para todo n > 1 podemos escribir

n=(1+(nr-1))" > (g)u (Z) <ni—1)2:1+%n(n—1) (ni—1>2

(téngase en cuenta la formula del binomio de Newton y que nw—1> 0, de donde
sale esa desigualdad al suprimir algunos términos mayores que 0), con lo que

1 1 2
n—lz§n(n—l)<nn—1>
y por lo tanto
22
O§<n%—1) < — para todon > 1.
n

Sea ahora € un nimero real mayor que 0 arbitrario. Por la propiedad arquimediana
. 2 .
de R existe N € N tal que % < 5 y entonces, para todo n > N, se verifica que

% < £2. En consecuencia
1 2 2 2
nn—1) <—<e¢
n

lo que implica que
’n% — 1‘ <e

(téngase en cuenta que nr — 1 > 0).

Obtenemos ahora algunos resultados relativos a los limites. Comenzaremos viendo que
las sucesiones convergentes son acotadas en el sentido que se indica a continuacion y que
expresa el hecho de que para tales sucesiones el conjunto de sus valores es un conjunto
acotado de nimeros reales en el sentido de la definicion [L1.3l

Definicién 3.14 Se dice que una sucesidn de nimeros reales (z,,) es acotada si existe
C > 0 tal que |x,| < C para todo n € N. Claramente esto significa que el conjunto de los
Tn, N €N, estd acotado.
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Proposicion 3.15 Toda sucesion convergente es acotada.

Demostracién. Sea (z,) una sucesion convergente a un cierto xo. Tomemos € = 1 y sea
N tal que |z, — x| < € para todo n > N. Entonces |z,| < |zo| + 1 para todo n > N. Si
denotamos por C' al max{|xo| + 1, |x1], ..., |xn_1|} se tiene que |z,| < C para todo n € N.
O

Proposiciéon 3.16 (a) Sean (x,) e (y,) dos sucesiones de nimeros reales que convergen
a xg e Yo respectivamente y sea ¢ € R. Entonces, T, + Yy, — To + Yo, Tn — Yn —
To — Yo, TnYn —> ToYo, Y CTn —> CTo.

(b) Si (yn) es una sucesion de nimeros reales con todos sus términos distintos de 0 y

converge a un nimero real yo también distinto de 0, entonces yi — yio
n

Demostracion.

(a) Dado e > 0 existen Ny y Ny € N tales que |2, —x¢| < § para todon > N; y también
[Yn — yo| < §5 para todo n > N,. Entonces, para todo n >max{Ni, No} se verifica
que

5

2

Esto prueba, dada la arbitrariedad de € > 0, que x,, + y, — To + Yo-

€
|Zn + Y — (o + yo)| < |20 — 20| + |Yn — Yol <§+ =e¢.

Por otra parte también
€

226.

€

|2 = Yn = (20 = 90)| = |0 — 20 = (Y = 40)| < lwn — 2ol + |y —yo] < 5 +
Veamos ahora como z,y, — zoyo. Sea C; > 0 tal que |z,| < Cy para todo n € N
(téngase en cuenta que toda sucesion convergente es acotada) y sea C' =max{C1, |yo|}.
Dado ¢ > 0 consideremos N1 y No € N tales que |r, — 29| < 55 para todo n > Ny
también [y, — yo| < 55 para todo n > N,. Entonces, para todo n >méax{NNy, N} se tiene
que

|Znyn — Tovol = |TnYn — TuYo + TnYo — ToYo
< zn(Yn — vo)| + [(@n — 20)y0l
= |$n|’yn—y0‘+‘l’n—5€o"yo’

Como caso particular de lo anterior se tiene que cx,, — cxo considerando que (y,) es
la sucesion constante c.

(b) Dado que y, — yo € yo # 0, si tomamos € = L|yo|? obtenemos que existe N; € N
tal que |y, — yo| < %]y0|2 para todo n > Nj por lo que |y,| > |yo| — %|yo| = %\y0|
para todo n > Nj. Por otra parte dado cualquier £ > 0 existe Ny € N tal que
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lyn — Yol < 5|yo|* para todo n > N,. En consecuencia, para todo n >méax{Ny, Np}
se tiene que

1 1 Yn — Yo 5lvo
Yn Yo Yn¥o 5lyol?
Obsérvese que de los resultados que acabamos de obtener se deduce que si x, — xg

e Y, — Yo, siendo y,, e yo distintos de cero, entonces i—: — Z—g

’ 2

<

OJ

Proposicion 3.17 Si (z,) es una sucesion de nimeros reales con x,, > 0 para todo n y
(x,) es convergente a un xo € R, entonces xy > 0.

Demostraciéon. Supongamos que zy < 0. Entonces para € := —xy > 0 existe N € N tal
que
|z, — x9| < € para todo n > N.

Esto implica que x, < zo + ¢ = 0, lo que es absurdo pues hemos supuesto que x,, > 0
para todo n.
Debe observarse que si se supone que todos los z,, son mayores que 0 entonces el limite

de (z,) (si existe) es mayor o igual que 0, pudiendo ser 0 como le ocurre a la sucesion ().
UJ

Proposicién 3.18 Six, — g e y, — yo y se verifica que x, < vy, para todo n, entonces
Zo < Yo-

Demostraciéon. Hagamos z, := vy, — x,. Entonces 2z, > 0 para todo n por lo que, por la
proposicion anterior yo — xo =lim(y, — x,) > 0, esto es, ¢ < yo. ]

Proposicién 3.19 St x, — x¢ y existen a y b € R tales que a < x, < b para todo n,
entonces a < xg < b.

Demostracion. El resultado se sigue aplicando la proposicion anterior a (x,) y a las
sucesiones constantes (a) y (b). O

Proposiciéon 3.20 (Teorema de compresion para sucesiones) Silas sucesiones (x,,),
(Yn) y (z) verifican que x,, < y, < z, para todo n y tanto (x,) como (z,) son convergentes
y lo hacen al mismo niumero real wy entonces (y,) es también convergente y su limite es
wo-

Demostraciéon. Dado € > 0 sea N € N tal que
|z, —wo| < ey |z, —wy| < e para todo n > N.

Esto implica que
w0_€<$n§yn§zn<w0+€7

esto es, |y, — wy| < € para todo n > N, lo que prueba que y,, — wy. 0
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Nota 3.21 FEl resultado anterior también es conocido como la “Regla del sandwich”.
Obtenemos ahora varios limites usando los diversos resultados de esta seccion:

1. lim(%) = 2. En efecto, si hacemos x,, = 2 para todon € Ne gy, = %, resulta que

—2nn+1 = T, + Yp. Como z, — 2 e y, — 0, se tiene que % — 2. Véase también el

. . z 3In+2
comentario que se hizo cuando se prob6 que S5 — 3.
2. lim(zr:f;) = 2. En efecto,
on+1 241 2
= T =2

1

‘ 1 1 5 Ty
Téngase en cuenta que -- — 0 con lo que 2+ - — 2y 1+ 2 — 1y que al ser &
un cociente de sucesiones en el que la sucesion del denominador no tiene ningin

término igual a 0 y ser su limite distinto de 0, el limite del cociente es el cociente de
los limites. Puede aplicarse aqui el comentario que se hizo en el ejemplo anterior.

3. lim(ngil) = 0. En efecto,

=0.

2n % 0
2 - A
Con este mismo argumento puede probarse que si tenemos un cociente de polino-

mios y el grado del polinomio del denominador es mayor que el del polinomio del
numerador, entonces el limite del cociente es 0.

4. Si (x,,) es una sucesion de niumeros reales convergente al nimero real zo y P es un
polinomio,
P(z) = apz® 4+ aj_12" 1 + - + ay2 + ay,
entonces P(x,) — P(xg). En efecto, se sigue de las diversas proposiciones de esta
seccion que para todo j = 1,..., k se verifica que x/ — xé (notese que j esta fijo) y
que a;2l, — a;x). Luego

P(z,) = akxfl—kak_lefl—i—- cetayx,+ag — akxlg—l—ak_lx’g_l—l—- ~4ayzot+ag = P(xg).

5. Si (z,,) es una sucesion de nimeros reales convergente al nimero real o y R es una
funcion racional (cociente de polinomios), R = g, de forma que Q(z,) # 0 para todo
ny Q(xg) # 0, entonces R(z,) — R(x¢). En efecto, sabemos que P(xz,) — P(xy) y
que Q(z,) = Q(xo) y por lo tanto,

Damos a continuacién mas resultados sobre limites que se usaran a lo largo del curso.
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Proposiciéon 3.22 Si z,, — xo entonces |x,| — |zo].

Demostracion. Recordamos que ||z, |—|zo|| < |2, —x0|. Luego se sigue de la Proposicion

que |x,| = |xol. O

Nota 3.23 Debe observarse que si (x,,) es una sucesion con la propiedad de que (|z,|) es
convergente no se sigue necesariamente que también (x,) sea convergente. Por ejemplo,

la sucesion (x,) cuyos términos son x, = (—1)" es tal que |x,| = 1 para todo n y
entonces (|x,|) converge a 1, mientras que la sucesion (x,) = ((—1)") no es convergente.
No obstante x,, — 0 si y sdlo si |x,| — 0, téngase en cuenta que ||z,|—0| = |z, —0| = |z,

para todo n € N.
Proposicion 3.24 St x, — x¢ y x, > 0 para todo n, entonces \/x, — \/xg.

Demostraciéon. Sabemos por un resultado anterior que xy > 0. Vamos a distinguir los
casos g =0y x¢ > 0.

1. 2o = 0. Dado € > 0 sea N € N tal que z,, = |z, — 0] < &2, entonces /7, < € para
todo n > N (téngase en cuenta que x, > 0 para todo n).

2. g > 0. En este caso, al ser /xg > 0 resulta que /x, + /xo # 0 para todo n y
podemos escribir

e (VR (EE)__n-a
Y V. vy

luego
1

<
v Zo

Tp — Lo
VI — A/ To| =
’ 0‘ ‘\/Z'n—i—w/ﬂlo

asi el resultado se sigue de la Proposicion [3.13]

|0 — 2ol

O

Proposicion 3.25 (Criterio del cociente para limites) Si (z,) es una sucesion de

numeros reales mayores que 0 tal que la sucesion % es convergente a un numero real

n

menor que 1, entonces (x,,) es convergente y su limite es 0.

Demostraciéon. Denotemos por [ al limite de la sucesion (2“) Dado que ™ > 0

sabemos que [ > 0. Sea r un nimero real mayor que [ y menor que 1. Entonces € :=r — [
es mayor que 0, por lo tanto existe N € N tal que

Tn41
Tn

—l‘ < € para todon > N.
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En particular
Tni1

<l+4+¢e=rparatodon >N
xn

lo que implica que

n—N+1

0 < xpi1 <Xyl < Ty g2 < o0 < TNT para todo n > N.

Si hacemos €' := ¥ resulta que 0 < 41 < Cr™t! paratodon > N. Alser 0 <r < 1
sabemos que r" — 0, por lo que Cr™"*' — 0 y el teorema de compresion (o la Proposicion
3.13) nos da que z,,1 — 0 lo que equivale a que x,, — 0. O

Como ejemplo de aplicacion de la anterior proposicion obtenemos que 5 — 0 pues

n+1
2Tﬁ:l(l+£>—>1.

n

. 2 3 n
Con el mismo argumento se prueba que &7 — 0,57 — 0... y que % — 0.

Damos ahora el concepto de limite infinito.

3.1. Limites infinitos

Definicién 3.26 (a) Se dice que una sucesion de nimeros reales (x,,) tiene limite +0o
st para todo M > 0 existe N € N tal que x,, > M para todo n > N.

(b) Se dice que una sucesion de nimeros reales (x,) tiene limite —oo si para todo
M* < 0 existe N € N tal que x,, < M*para todon > N.
Ejemplo 3.27 La sucesion (n?) tiene limite +o0o y la (—n?) tiene limite —oo.
Proposicion 3.28 Si (x,) es una sucesion de numeros reales mayores que 0, entonces

4 ‘ 1
limx, =400 sty sdlo st lim — = 0.
n—oo n—>oo{1}n

Demostracion. Supongamos que lim z,, = +oo y dado € > 0 hagamos M := % Entonces
n—oo
M > 0y existe N € N tal que x,, > M para todo n > N. Esto implica que

1 1 1
Tn T, M
Reciprocamente, supongamos ahora que nlz_}ngoﬁ = 0, entonces dado M > 0 sea ¢ = ﬁ
y sea N € N tal que

= — < ¢ paratodon > N.
Lp

1 1
Tn
Esto implica que

1
r, > — =M paratodon> N.
€
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3.2. Sucesiones monotonas

Las sucesiones mondtonas, que se definen a continuaciéon, son particularmente intere-
santes, especialmente en lo que se refiere a su convergencia. Muchas sucesiones de gran
interés en matematicas son de este tipo.

Definicién 3.29 Se dice que una sucesion de niimeros reales es monodtona creciente
54
ry KX <x3 < -

y monodtona decreciente si
Ty 2Ty > X3 2>

En cualquiera de los casos anteriores se dice que la sucesion es mondtona.

El siguiente resultado es realmente relevante.

Teorema 3.30 (de las sucesiones mondtonas) 1. Si (z,,) es una sucesion mond-
tona creciente acotada, entonces es convergente y lim x, = sup{x, : n € N}.

2. 8i (z,) es una sucesion mondtona decreciente, entonces es convergente y lim x, =

inf{zx, : n € N}.

3. Si (x,) es una sucesion mondtona creciente y no estd acotada (superiormente),
entonces tiene limite 4-o0o.

4. Si (x,) es una sucesion mondtona decreciente y no estd acotada (inferiormente),
entonces tiene limite —oo.

Demostracién.

1. Supongamos que (x,) es mondtona creciente y estd acotada. Denotemos por z al
sup{z, : n € N} (todo conjunto acotado superiormente tiene supremo, axioma del
supremo). Dado € > 0, al ser xg — ¢ < x tiene que existir un término de la sucesion,
llamémosle zy tal que zy > zg — €, y dado que (z,,) es creciente, x,, > xny > 19— €
para todo n > N. Esto implica que |z, — x¢| < € pues |z, — xo| = 29 — T, < €.

2. Supongamos ahora que (x,) es monotona decreciente. Entonces la sucesion (yy,)
donde y, = —x,, es monodtona creciente y, al estar (z,,) acotada inferiormente, (y,,)
esta acotada superiormente, por lo que (y,) es convergente y lim(y,,) = sup{y, : n €
N}. Entonces

lim(z,) = —lim(y,) = —sup{y, :n € N}
= —sup{—z,:n € N} =inf{z, :n e N}
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3. Si (z,) es mondtona creciente y no esta acotada superiormente entonces para todo
M > 0 existe n); € N tal que z,,, > M. Al ser (z,,) mondtona creciente se tiene
que T, > x,,, > M para todo n > ny; y esto prueba que (z,,) tiene limite +oo.

4. La demostracion se obtiene de forma similar a la del apartado anterior.

Veamos ahora un par de aplicaciones del teorema anterior:
El ntimero de Euler.

Se trata del llamado niimero e, que se denota asi en homenaje al matematico suizo
Leonhard Euler (1707-1783), aparecera varias veces a lo largo del curso. Seguro que ya
los habéis usado alguna vez, pero quizd nunca se os ha justificado que es un nimero
real. Nosotros aqui lo definiremos como el limite de la sucesién ((1 + %)n) viendo, claro
estd, que esta sucesion es convergente, cosa que hacemos a continuacién probando que
es creciente y acotada superiormente. Empezamos viendo que es creciente. Usaremos la
formula conocida como “el binomio de Newton” que afirma que

n __ n n n n—1 n n—=212 n n—1 n n
(a+0) —<0>a —|—(1)a b—|—<2)a b* + +(n_1)ab +<n)b

para cualesquiera a,b € R y n € N. La prueba de esa féormula fue hecha anteriormente
por induccién. La aplicamos con a = 1y b = L:

(ea)
en = |14+—
n

nl nn-1)1 nn—1)---2-11
= 14—t —
In 21 n? n! n"

de donde

1 1 1 1 2 n—1
ep=1+1+—=(1—=)+---+—(1—— 1——=)---(1—- )
21 n n! n n n

Para e, se tendra

ISR N IR R P ool
€n — J— —_ P — — _
1 21 n+1 n! n+1 n+1 n+1
1 1 2 1) -1
+ 1 — 1— 1_u
(n+1)! n+1 n+1 n+1

y observamos que cada término de la suma que define a e, es menor o igual que el
correspondiente término de la suma que define a e, y ademas e, tiene un término
més, que es positivo, luego e, < €,11.
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Veamos finalmente como (e,,) estd acotada. Sabemos que para p = 1,2, ..., n se verifica

que ( — %) < 1y que para todo p € N se verifica que 2°~! < p! Entonces, para todo

n>2,

2 < <1+1+1+1+ + 1
n 92 22 on—1
- ()’ 1"
= 14 —2 —142—(=
e R (2)

< 3
Por lo tanto la sucesion ((1 -+ %)n) tiene limite y éste esta en el intervalo [2, 3].
Calculo aproximado de raices cuadradas.

Ya hemos visto anteriormente que todo niimero real mayor o igual que 0 tiene raiz
cuadrada, esto es, dado x > 0 existe y € R tal que y?> = . Vamos a ver ahora como se
puede construir una sucesion (z,) de nimeros reales tal que z,, — y. Si x = 0 basta tomar
r, = 0 para todo n. Supondremos entonces que x > 0. Fijemos z; > 0 arbitrariamente y
consideremos la sucesion (z,,) definida inductivamente por z,.1 = 3(z, + =), obsérvese
que todos los z,, son mayores que 0. Vamos a ver como (z,) es convergente y converge a
un ntmero real y cuyo cuadrado es x. Este proceso ya se conocia en Mesopotamia, 1500
anos a.C. En primer lugar veamos como :L’,% > x para todo n > 2. Fijemos un n € N. De

2 2 + — O,

0, equivalentemente,
2 2
(Tp — Tpi1)” — 25 +2=0.

Como (z, — T41)* > 0, resulta que z2,, > x. La arbitrariedad de n nos permite afirmar
que 2 > x para todo n > 2. A partir del segundo término de la sucesion (z,,) se sigue

que:
1 +x 1 (22 —x
Tp = Tpp1 =Ty, — = | Tp +— | = =
1 2 Ty, 2 Ty

y el término de la derecha es mayor o igual que 0 para n > 2, luego x,, > x,1 para todo
n > 2. Esto es, la sucesion (x,,) es mondtona decreciente a partir de su segundo término.
Como esta acotada inferiormente (por el 0), si aplicamos el teorema de la convergencia
monoétona obtenemos que la sucesion (x,,) es convergente, llamémosle y a su limite. Dado
que en la sucesion (z,,) sus términos verifican la relacion z,41 = 1(z, + =), distintos

2
resultados que hemos visto anteriormente prueban que: z,11 — y y que ;= — 5, (notese
n

que 7, # 0y que y # 0 pues al ser 2 > =, cosa vista anteriormente, necesariamente
y? > x > 0), luego necesariamente y = %(y + 5), es decir 2y? = 3? + x de donde se sigue
que T = y?, con lo cual la sucesion (z,,) tiene por limite precisamente a la raiz cuadrada
de x que es y.
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3.3. Limites superior e inferior

Damos a continuacion los conceptos de limite superior y limite inferior.

Definicién 3.31 Sea (z,,) una sucesion acotada de nimeros reales. Se llama limite su-
perior de (x,) y se representa por lim x, a un numero real A\ que verifique las dos
condiciones siguientes:

1. Para todo € > 0 existe N € N tal que x,, < A\ + ¢ para todon > N.

2. Para todo € > 0, x,, > A\ — ¢ para infinitos n.

Ciertamente s6lo hay un posible A que verifique esas dos propiedades, pues si Ay y Ao

verifican que A\; < Ao, entonces si a la derecha de A\; + 22222 s6lo hay una cantidad finita
X2—M1

2

de términos de (z,,) es imposible que a la derecha de Ay — haya una cantidad infinita

2
de términos de (z,) (notese que se ha tomado e = 22221). Entonces A no puede verificar

la condicion (1) si Ay verifica la condicion (2).

Nota 3.32 Cuando una sucesion de nimeros reales no estd acotada superiormente se
dice que su limite superior es 400.

Veamos como siempre existe un nimero real A con las propiedades (1) y (2). Sea (z,,)
una sucesion acotada de nimeros reales y por cada k € N sea y, = sup{z; : j > k}. La
sucesion (yx) es mondtona decreciente y esta acotada inferiormente (por estarlo la (z,,))
luego, por el teorema de las sucesiones monoétonas, es convergente, llamémosle 1y a su
limite; como se sabe, yo coincide con el inf{y; : k € N}. Este y, verifica las condiciones
para ser limite superior de (z,,). En efecto, dado € > 0 existe N tal que yy < yo+ ¢, luego
los x, con n > N verifican que z, < yy < yo + €. Por otra parte, si dado ¢ > 0, s6lo
existiese una cantidad finita de x,, verificando que x,, > yy — €, entonces, si llamamos N al
méaximo de los n tales que x,, > yg — ¢ resulta que los y; con k£ mayor que N verificarian
que yi < yo — € (pues z; < yo — ¢ para todo j > N) y esto contradice el que yo = lim yj.

Nota 3.33 Si una sucesion es convergente a un numero real entonces ese numero real es
su limite superior. La sucesion ((—1)") tiene limite superior 1 y no es convergente.

Ejemplo 3.34 La sucesion ((—1)" + 1) tiene limite superior 1.

De manera analoga se define el concepto de limite inferior de una sucesién acotada
(x,,), éste es el inico nimero real p tal que:

1. Para todo € > 0 existe N € N tal que x, > u — ¢ para todo n > N.
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2. Para todo € > 0, x,, < p + ¢ para infinitos n.

El limite inferior de la sucesion (z,,) se representa por lim z,.

Nota 3.35 S% una sucesion es convergente a un numero real entonces ese nimero real es
su limite inferior. La sucesion ((—1)") tiene limite inferior —1 y no es convergente.

Nota 3.36 Se verifica que una sucesion acotada es convergente si y solo si coinciden su
limite superior y su limite inferior. Esto se obtiene directamente de las definiciones de
este tipo de limites.

3.4. Subsucesiones. Teorema de Bolzano-Welerstrass

Comenzamos esta seccion definiendo el concepto de subsucesion de una sucesion de
nimeros reales.

Definiciéon 3.37 Dada una sucesion (x,) de nimeros reales, llamaremos subsucesion de
(xn) a cualquier sucesion de la forma (x,, ) donde (ny) es una sucesion estrictamente
creciente de numeros naturales, es decir

np <ng < -+ < Ng < -+

Debe observarse que las subsucesiones de una sucesion (z,) son sucesiones formadas
por algunos de sus términos, pero éstos deben ser elegidos de forma que una vez elegido
el primer término el segundo debe ser un término posterior al elegido, el tercero debe ser
posterior al segundo ya elegido... Si recordamos que una sucesion es una funcion n — x,,
una subsucesion de (z,) es una funcién k£ — z,, donde la correspondencia k — ny es
estrictamente creciente, esto es, si k > j entonces n; > n;. Cada x,, es uno de los z,,
siendo n; < ny < --- Obsérvese que para todo k, ny > k.

Puede ocurrir que una sucesioén tenga subsucesiones convergentes sin ser ella conver-
gente, por ejemplo la sucesion: (1,—1,1,—1,1,—1,1,—1,...) no es convergente mientras
que lo es su subsucesion (1,1,1,...). Notese que 7 = 1, 2o = —1, 23 =1, 1y = —1... y
la subsucesion que hemos considerado es z,, =1 =1, z,, =23 =1, x,, = 5 = 1...,
esto es, ny = 2k — 1. Sin embargo, si una sucesion es convergente, entonces cualquier
subsucesion de ella es convergente y converge a lo mismo que la sucesion. Esto es lo que
demuestra la siguiente proposicion.

Proposicion 3.38 Sea (,) una sucesion convergente a xy, entonces cualquier subsuce-
sion (z,,) de (z,) converge a x.
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Demostraciéon. Sea (z,,) una subsucesion de (z,). Dado € > 0 queremos encontrar
N € N tal que para todo k € N, k > N se verifica que |z,, — x| < €. Sea N un nimero
natural tal que |z, — x| < € para todo n > N. El hecho de que la sucesion (ny) sea
estrictamente creciente nos da, en particular, que ny > k para todo k£ € N. Luego si
tomamos k£ > N resulta que ny > k > N por lo que |z,, — x| < e. O

A la vista de este resultado, si dada una sucesion podemos encontrar una subsucesion
de ella que no sea convergente, se tendré que la sucesion dada no es convergente.

No toda sucesion tiene alguna subsucesion convergente pero si la sucesion es acotada
entonces si que tiene subsucesiones convergentes, esto es lo que demuestra el siguiente
teorema debido a dos célebres matematicos, B. Bolzano (Repiblica Checa, 1781-1848) y
K. Weierstrass (Alemania, 1815-1897).

Teorema 3.39 (de Bolzano-Weierstrass para sucesiones) Toda sucesion acotada de
nimeros reales tiene una subsucesion convergente.

Demostracion. Sea (x,) una sucesion acotada. Supondremos que esta sucesion tiene
infinitos elementos distintos, de lo contrario cualquier subsucesion formada por un término
que se repita infinitas veces ya es convergente. Dado que el conjunto de los puntos de
la sucesion esta acotado existen a y b, a < b, tal que x,, € [a,b] para todo n. Hagamos
I, = [a,b] y ny = 1. Dividamos el intervalo I; en los intervalos I{ = [a, 4] e I} = [%2, 0]
y consideremos los conjuntos

A = {neN: n>ny, x, €]}
B, = {neN: n>ny, z, €]}

Si A; es infinito se define I, = I] y se denota por ny al menor natural de A; (recuérdese
el principio de buena ordenacion). En el caso de que A; sea finito entonces B; debe ser
infinito y hacemos Iy = I} y denotamos por ny a un natural de B;. Obsérvese que ny > nj.
Hagamos I = [ag, by], 1a longitud de I, es b’T‘l

A continuacion dividimos I, por la mitad en dos intervalos , I} e I, y hacemos

Ay = {neN: n>ny x, €}
By = {neN: n>ny, z, €y}

Si A, es infinito se define I3 = I}, y se denota por ns al menor natural de As. En el caso
de que A, sea finito entonces By debe ser infinito y hacemos I3 = 1) y denotamos por ng
a un natural de By. Obsérvese que n3 > no. Hagamos I3 = [as, bs], la longitud de I3 es
1’2’—2“. Reiterando este proceso obtenemos una sucesion de intervalos encajados I, = [ag, by,
Iy D1, D I3 D -+, que necesariamente tienen al menos un punto en comiin (Proposicion
, llamémosle xq. Sucede ademas que siendo la longitud de I, es %, N2 I = {xo},
aunque esto no es relevante aqui. Dado que z,, y z¢ pertenecen a [ para todo k € N,
tenemos que |z, — x| < 217,:—,“1 y por lo tanto z,, — x¢. Notese que de la forma en la que
hemos elegido los ny se tiene que la aplicacion k — ny es estrictamente creciente. [l
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Criterio de Cauchy

Se obtendra aqui un criterio debido a Augustin Cauchy (Francia, 1789-1857) para
comprobar si una sucesion es convergente. Resultard que para sucesiones de nimeros
reales una sucesion serd convergente si y solo si verifica ese criterio.

Definicién 3.40 (criterio de Cauchy) Se dice que una sucesion (x,,) de nimeros reales
es de Cauchy si para todo € > 0 existe N € N tal que para todo par de nimeros naturales
m y n mayores o iguales que N se verifica que |z, — | < €.

La condiciéon del criterio de Cauchy significa que los términos de la sucesién se van
aproximando unos a los otros. Esta condicion la verifican todas las sucesiones convergentes
como se demuestra a continuacion.

Proposicién 3.41 Toda sucesion convergente es de Cauchy
Demostracién. Sea (z,) una sucesion convergente a zo. Dado € > 0 sea N € N tal que
€
|z, — x| < 5 bara todo n > N.

Entonces, para todo m y n mayores que N se verifica que
€

228.

IS
‘In _xm| — ’xn — Ty — (xm —ZL’0)| S ‘xn _x0| + ’xm _'I0| < 5 +

O
Probamos ahora que toda sucesion de Cauchy es acotada, esto serd usado para probar
después que todas las sucesiones de Cauchy son convergentes.

Proposicién 3.42 Toda sucesion de Cauchy es acotada.

Demostracion. Sea (z,,) una sucesion de Cauchy y sea e = 1. Dado que (z,,) es de Cauchy
existe N € N tal que |z, — z,,| < 1 para todo m,n > N. en particular |z, —xy| < 1 para
todo n > N y, en consecuencia

|z,| < |zn|+ 1 para todo n > N.

Si definimos
M = max{|x1], |xa], ..., |n_1|, |xN] + 1}
se verifica que |z,| < M para todo n € N. O

Teorema 3.43 (criterio de convergencia de Cauchy) Una sucesion de nimeros rea-
les es convergente (a un niumero real) si y solo si es una sucesion de Cauchy.
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Demostracién. Ya hemos probado que toda sucesion convergente es de Cauchy. Veamos
ahora como todas las sucesiones de Cauchy son convergentes (a un nimero real).

Sea (z,) una sucesion de Cauchy. Por la proposicién anterior esa sucesion es acotada
y entonces, por el teorema de Bolzano-Weierstrass existe una subsucesion (z,,) de (z,)
convergente a un cierto xy € R. Veamos ahora como la sucesion (x,) converge a x.

Dado € > 0 sea N; € N tal que |z, — ,,| < 5 para todo m,n > N y sea N; tal que
T, — To| < 5 para todo k > Ny. Sea N = max{Ny, N}, entonces para todo n > N se
verifica que

|20 — 20| = |70 — Tny — (B0 — Ty )| <0 — Ty | + |20 — 20y | <&

Téngase en cuenta que ny > N. O

Nota 3.44 No es cierto, en general que las sucesiones de Cauchy de niumeros racionales
sean convergentes a un numero racional. En efecto, la sucesion de niumeros racionales
(x,) que construimos anteriormente para aproximar la raiz cuadrada de un nimero real
mayor que 0, en este caso con T = 2,

1 2
Tnil = 5 $n+x—

siendo x1 arbitrario, es de Cauchy y no converge a ningun numero racional, converge al
nimero real (no racional) /2.

Obtenemos ahora una condicion suficiente para que una sucesion sea de Cauchy.

Definicién 3.45 Se dice que una sucesion (x,) es contractiva si existe un nimero real
C € (0,1) tal que
’xn+2 - $n+1| S C’xn+1 - */En’

para todo n € N.
Proposiciéon 3.46 Toda sucesion contractiva es de Cauchy y, por lo tanto, convergente.

Demostracién. Sea (z,) una sucesion contractiva. De la propia definicion de contracti-
vidad se sigue que para todo n € N|
2
’xn+2 - mn+1| < C|5En+1 — :Cn‘ <C ’xn - mnfly
< CPlapoy — Tpa| <o SOy — a4,

En consecuencia, para m,n € N, con n > m se verifica que,
T = Zm| < 20— T + [Tt — o] o+ [T — T
S (Gn—2+0n—3+_”+0m—1) |I2—[E1|
Cmfl (Cnfmfl 4 Cnfmf2 N 1) ’x2 _ 131‘

1 _ C'ﬂ*m
= ot <T) |z — 1]
1

Cm—l <m) |[1§‘2 — 1’1‘.

IN
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Como C € (0,1) sabemos que C"™~! — 0 y entonces puede conseguirse que |z, — 2,,| sea
tan pequeno como queramos sin mas que tomar m suficientemente grande y n > m. [

Observamos que si denotamos por z al limite de la sucesion (z,,) entonces

_ 1
|.CL’0 —$m| S Cm 1 (m) |.C172 —$1|

para todo m € N. En efecto, basta tener en cuenta que para todo n > m se verifica que

_ 1
|2y — @] < O™ <m> |2 — @1

y que lim |z, — x| = |ro — o] Esto nos da una estimacion del error que se comete al
n—oo

dar como valor de zq el término x,,.

Damos ahora un ejemplo de aplicaciéon de la contractividad de una sucesioén para ver
su convergencia. Se trata de obtener un valor aproximado de una solucién de la ecuacion
22 —72+2 = 0. Para x = 0 la expresion 2° —7z+2 toma el valor 2, para z = 1 toma el valor
—4, parece entonces que nuestra ecuacion va a tener una raiz en el intervalo (0, 1). Veamos
si la tiene y como aproximamos su valor. Mas adelante se vera que ciertas funciones si
alcanzan dos valores distintos también alcanzan todos los intermedios. Consideremos la
sucesion (x,) donde zy =1y paran € N,

1
Tp1 = = (I‘:’L + 2) .
Veamos como esta sucesion es contractiva:
1 3 1 3
[Tnio — Tpgr| = ?(anrl +2) - ?(‘rn +2)
1, .
= ladi -2l
1
= 5 ‘($72L+1 + T 1T + T0) (Tpg1 — $n)‘
Ly 2
3

< ?|$n+1 — ZL'n’

téngase en cuenta que todos los términos de la sucesion pertenecen al intervalo [0, 1], pues
x1 = 1, y si para un cierto k se verifica que x;, < 1 entonces x,.; = %(m’i +2) < %3 < 1.
Tenemos asi probada la contractividad de nuestra sucesiéon y por lo tanto su convergencia.
Si llamamos x al limite de esa sucesion resulta que xo = % (23+2), esto es, z§—Txo+2 = 0.
Obtenemos asi una sucesion que converge a una raiz de 22 — 7z + 2 = 0 en el intervalo
(0,1). Notese que en principio xo € [0, 1], pero ni el 0 ni el 1 son raices de esa ecuacion.
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Podemos obtener entonces valores, tan aproximados como queramos, de esa raiz, téngase

en cuenta que
3\m—1 m—1
= 3
|Tm — o] < (7) |zg — 21| = (—) )

7

—_

_3
7

Con ayuda del concepto de sucesion de Cauchy se puede dar una idea de una cons-
truccion explicita del cuerpo de los ntimeros reales a partir del cuerpo ordenado de
los nimeros racionales. Veamos cuél es la idea: Se considera en el conjunto de todas
las sucesiones de Cauchy de ntmeros racionales la siguiente relacion de equivalencia:
(xn) ~ (yn) si &, — Yy, — 0y se denota por [(z,)] la clase de equivalencia que determina
la sucesion (z,). El conjunto de esas clases de equivalencia es un cuerpo con la suma
[(@a)] + [(4n)] = [ +y)] ¥ el producto [(@a)] - [(yn)] = [(@ayn))- Ambas definiciones
tienen sentido, esto es, no dependen de los representantes elegidos, y se verifican todos los
axiomas para poder ser considerado como el cuerpo de los niimeros reales. La verificacion
de los axiomas de cuerpo es sencilla. Por ejemplo, el elemento neutro es la clase de todas
las sucesiones de ntimeros racionales convergentes a 0. El conjunto P de los nimeros po-
sitivos se define asi: [(z,)] € P si existe r € Q, r > 0, y existe un representante (y,,) de
la clase [(x,)] tal que y, > r para todo n € N. La comprobacion de que se verifican los
axiomas de orden es también sencilla, pero la del axioma del supremo es algo dificil y no
la haremos aqui.

Esta forma de construir los nimeros reales es debida a G. Cantor y es de 1872. Hay
varios otros métodos, siendo los primeros de M. Ohm (1829), B. Bolzano (1835) y W. R.
Hamilton (1833 y 1835). Puede verse mas informacion sobre este tema en el documento
IntroducciénNumerosRealesLopezPellicer.pdf en el CV de la asignatura.



Capitulo 4

Limites y continuidad de funciones de
variable real

En este tema estudiaremos el concepto de limite de una funcién en un punto, para
poder definirlo con precision necesitaremos introducir el concepto de punto de acumu-
laciéon de un conjunto de nimeros reales, lo damos a continuacion.

Definicién 4.1 Sea S un subconjunto de R. Se dird que un nimero real ¢ es un punto
de acumulacidn de S si para todo § > 0 el intervalo (¢ — §,c+ ) contiene algin punto de
S distinto de c. El conjunto de los puntos de acumulacion de S suele denotarse por S'.

Nota 4.2 Puede suceder que ¢ no pertenezca a S como ocurre en el siguiente ejemplo:
Consideremos el conjunto S de los numeros racionales de la forma %,n e N. El0 es un
punto de acumulacion de ese conjunto y no pertenece a él. Obsérvese que, como % — 0,
dado 6 > 0 existe n € N tal que % < 0. Aunque el punto c pertenezca a S esto no basta
para garantizar que c es de acumulacion de S. Por ejemplo ninguno de los puntos del
anterior conjunto S es de acumulacion de él.

Damos a continuacion algunos ejemplos:

1. Si S es el intervalo (0, 1) entonces S” = [0, 1].
2. Si.S=QnN(0,1) entonces S’ = [0, 1].

3. Si.S =1N(0,1) entonces S" = [0, 1].

4. Si S es un conjunto finito entonces S’ = ()

5. Si S = N entonces S’ = 0).

6. Si S =R entonces 5" = R.

7. Si S =R\{0} entonces S’ = R.

99
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Proposicién 4.3 Un numero real ¢ es un punto de acumulacion de un conjunto S si y
sdlo si existe una sucesion (x,) de puntos de S con todos sus términos distintos entre si
y distintos de c, tal que z,, — c.

Demostracién. Sea ¢ € S’ y sea 67 = 1. Como ((¢ — d1,¢+ d1)\{c}) NS # 0 existe un

punto z; en ese conjunto y entonces |x; — ¢| < §; = 1, siendo x; # c. Sea Jq ‘9”12—4

Como ((¢ — d2,¢ + 52)\{0}) NS # 0 existe un punto xs en ese conjunto y entonces

|zg — | < 09 = ‘MTC < necesanamente T 7é x1. Para 5 = % existe un punto zs en
S tal que |z3 — | < ‘” 2 < ‘I;) 2" < 35 = 3;» de donde se deduce también que x5 # x5

y x3 # x1. Repitiendo este argumento obtenemos una sucesion (z,) de elementos de S,
todos distintos entre si y distintos de ¢, tal que |z, — ¢| < % < % Entonces, la sucesion
(x,) converje a ¢ y tiene todos sus términos distintos entre si y distintos de c.
Reciprocamente, si (x,,) es una sucesion de puntos de S tal que z,, — ¢y x,, # ¢ para
todo n € N, entonces, para todo § > 0 existe N € N tal que |z, — ¢| < ¢ para todon > N.
En particular xy € (¢ —d,c+6) y x5 # c. O

Definicién 4.4 Sean S C R, f : S — R y ¢ un punto de acumulacion de S. Se dice
que un numero real L es el limite de f en ¢ si para cualquier € > 0 existe 0 > 0 tal que
f(z) € (L—¢e,L+¢) para todo x € (¢ —6,c+0) NS, x # c. Esto es,

Para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo x € S, 0 < |z — ¢| <, se verifica que
|f(z) — L| <e.

Se usaran las notaciones L = lim f(z), o f(x) — L cuando z — ¢, para indicar que f
Tr—C

tiene limite en ¢ y que éste es L.
Proposicién 4.5 Si f tiene limite en c éste es inico.

Demostraciéon. Supongamos que f(x) — L1y f(x) — Lo cuando x — ¢, siendo Ly # Lo.
Consideremos & = 1[L; — Ly| y sea § > 0 tal que

1 1
ileS, O<|.T—C’<(5:>’f(l’)—[11|<§|L1—L2’ y |f(.CL')—L2‘<§|L1—L2’

Entonces, fijado © € S, 0 < |x — ¢| < ¢, se verifica que

Ly — Lo| = |L1 = f(z) = (L2 — [(2))]
< Ly = f@)] + [f(z) — Lo
< %|L1—L2|—|—%|L1—L2|:|L1—L2|

lo que es absurdo. (]
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Damos ahora unos ejemplos de calculo de limite para algunas funciones.

1.

lim b =b. Esto es, el limite de una constante siempre existe y tiene el valor de esa
Tr—rcC

constante independiente de quien sea el punto c. En efecto, dado £ > 0 tomemos
d arbitrario, entonces si x € S, 0 < |x — ¢| < 4, se verifica que |[b — b = 0 < e.
Téngase en cuenta que, en este caso, la funcion es la constante f(x) = b, el conjunto
S es arbitrario y ¢ € S’ también es arbitrario.

. lim z = ¢. En efecto, dado ¢ > 0 tomemos § = ¢, entonces six € S, 0 < |z —¢| < 0,

Tr—cC
se verifica que |z—c| < e. Téngase en cuenta que, en este caso, la funcion es f(x) = =,

el conjunto S es arbitrario y ¢ € S’ también es arbitrario.

lim x?
Tr—rc

= ¢%. En efecto, observamos en primer lugar que

|2* = | = |z — | - o+ ] < |z —c|(|2] + |¢])
Si consideramos solo los x tales que |z — ¢| < 1, entonces para esos x se verifica que
|z] <1+ || porlo que |z +¢| < |z|+ |¢| < 14 2]c|, y asi
|z2* — ] < (14 2|e])|z — ¢|.
Sidado e > 0 tomamos § = min{1, 757}, se verifica que |22 —c?| < (142|c])|z—c| <

e para todo z € S, 0 < |z —c| < §. En este caso la funcion es f(z) = 22, el conjunto
S es arbitrario y ¢ € S’ también es arbitrario.

lim % = % si ¢ # 0. Observamos en primer lugar que
Tr—C

1 1 |z — |

T c lcx|

Si consideremos solo los x tales que |z — ¢ < $|c| entonces |z| > |c| — L|¢| = 3]¢| lo
que implica que |cz| > $|c[? y asi

1 1 2
———| < —5lr—C
x c| |
Luego, si dado € > 0 tomamos § = min{%\d, |C|22€} > 0 se tiene que si x € S
y 0 < |z —c| < 4 entonces |2 — 1| < e En este caso S = R\{0}, f(z) =1 ye¢
arbitrario, pero distinto de 0.
. i@% i;:ll = 2. En efecto,
e —4 4l |5r® —20 — 4a® — 4
w24+1 5| 5(z2+1)
|53 — 4% — 24]
5(x2+1)
|52% + 62 + 12|
= |z — 2.

5(z2 4+ 1)
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Si consideramos solo los z tales que |z — 2| < 1 (realmente sélo interesan los z
proximos a 2) entonces |x| < 3y |z| > 1 por lo que [5z?+6x+12] < 45+18+12 = 75
y 5(2? +1) > 5(1 + 1) = 10. En consecuencia

23 —4 4‘ 75

15

24+1 5 10
Si dado € > 0 tomamos § = mz’n{l,%g} tenemos que ;2:11 —% < esix €
(2—0,249)NS, x # 2, siendo S arbitrario. En este caso c =2 € Sy f(z) = izjr‘ll

Obtenemos ahora un criterio para la existencia de limites usando sucesiones.

Teorema 4.6 (criterio de limite por sucesiones) Sean f : S — R, ¢ un punto de
acumulacion de S y L € R. Entonces limf(x) = L si y sdlo si para toda sucesion (x,) de
Tr—cC

puntos de S que converja a ¢, con x, # ¢ para todo n, se tiene que f(x,) — L.

Demostraciéon. Supongamos que lim f(x) = Ly sea (z,) una sucesion en .S convergente
Tr—rcC

a c tal que x, # ¢ para todo n. Veamos como la sucesion (f(x,)) converge a L. Dado
e > 0sead > 0 tal que |f(z) — L| < ¢ siempre que z € S, 0 < |x — ¢| < §. Dado que
x, — c existe N € N tal que |z, — ¢| < 0 para todo n > N. Entonces |f(z,) — L| < ¢
para todo n > N.

Reciprocamente, supongamos que para toda sucesion (x,,) de puntos de S que converja
a ¢, con z,, # c para todo n, se verifica que f(z,) — L. Probaremos que iz_r)rg f(z)=L.Si

suponemos que no existe el lim f(z) o que existe y no es L, entonces existe g de forma
Tr—rcC

que para todo n € N existe z, € (c— 1, ¢+ 2)N S, z, # ¢, tal que | f(z,) — L| > &o. Pero
entonces tenemos que , — ¢, T, # ¢, para todo n y (f(x,)) no converge a L. O

El teorema anterior se usa con frecuencia para que ver que una funcién no tiene limite
en un punto. Veamos algunos ejemplos:

1. No existe el limite de f(z) = % en el punto 0. En efecto, si consideramos la sucesién
_ 1 34 ; —

(zn) con x, = -, esta sucesién converge a 0 y sin embargo (f(z,)) = (n) no es

convergente a ningin nimero real, obsérvese que no esti acotada; en este caso

S =R\{0} y ¢ =0, que pertenece a S".

2. La funcién signo, que denotaremos por sig, definida en R por

1 siz>0
siglx)=<9 0 siz=0
—1 six <0,

no tiene limite en ¢ = 0. En efecto si consideramos la sucesion (£) entonces sig(z,,) =
1 — 1y si consideramos la sucesién (—1) entonces sig(z,) = —1 — —1. Como los
valores de estos limites son distintos, la funcién sig no tiene limite en 0. Obsérvese

que si tiene limite en cualquier otro punto.
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Cuando una funcién tiene limite en un punto ¢, el conjunto de sus valores esta acotado
en un intervalo con centro en ¢, excluido este punto. Esto es lo que demuestra la siguiente
proposicion.

Proposicion 4.7 (Teorema de acotacién) Sean S C R, f: S — R y ¢ es un punto de
acumulacion de S y supongamos que f tiene limite en ¢ y que éste vale L € R. Entonces
existe 0 > 0 y existe M > 0 de forma que |f(z)| < M para todo x € (c—9,c+0)NS, x # c.

Demostraciéon. Tomemos ¢ = 1 y sea 6 > 0 tal que |f(z) — L| < 1 para todo = €
(c—d,¢c+0)NS, x # c. Entonces, para esos z,

|f(@)] < L] +1,

de donde se sigue que |f(z)| < M, siendo M = |L| + 1, para todo = € (¢ —d,c+ )N S,
T # c. O

Mas adelante utilizaremos la siguiente propiedad de los limites de las funciones en un
punto cuando éstos no son cero.

Proposicion 4.8 Sean S C R, f: S — R, ¢ un punto de acumulacion de S y supongamos
que existe el lim f(x), llamémosle L. Entonces,
r—cC

1. 8i L >0 eziste § > 0 tal que f(z) > £ para todo x € (¢ —d,c+6)NS, z #c.

2. Silim f(x) es menor que 0, existe 6 > 0 tal que f(x) < % para todo x € (¢ —6,c+
Tr—cC
NNS, x#ec.

Demostracién. Sea L = lim f(x) y supongamos que L > 0. Consideremos ¢ = %L. Dado
r—c
que L = iﬁﬂé f(z) existe § > 0 tal que |f(z) — L| < 3L para todo = € (¢ —§,¢+ )N S,
x # c. Entonces L — f(z) < |f(z) — L| < 3L para esos z, luego f(z) > L—4L =1L > 0.
Para el caso en el que el limite sea menor que 0 basta tener en cuenta que lim f(z) =
Tr—rcC
—izlré (—=f(z)) = —=(=L) y —L es mayor que 0, luego existe § > 0 tal que —f(z) > —%
para todo x € (c—9,c+d)NS, x # ¢, estoes, f(x) < % < O paratodox € (c—0,c+9)NS,
x # c. O

En el conjunto de las funciones definidas en S con valores en R se pueden definir de
manera natural los conceptos de suma y producto de funciones y también el de producto
de una funcién por un ntimero real. Asi, si f,g: S — Ry a € R se definen:

(f -

X

Q

(f+9)(x) = f(z)+g()

(f-9)(=) = flx)g(x)

(- f)(x) = af(z)
)(@)

= f(z) —g(x)
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para todo z € S. Pues bien si f y g tienen limite en un punto de acumulaciéon c de S'y
sus valores respectivos son Ly y Ly entonces f+ g, f-gy «- f tiene limite en ¢ y sus
valores son:

lim(f +9)(@) = Ly +1L,
lim(f - g)(x) = Ly L,
lim(a- f)(z) = a-L
lim(f — g)(x) = Ly~ L,

La demostracion de esto se sigue usando el hecho ya probado de que la suma y el pro-
ducto de sucesiones y el producto de una constante por una sucesion tienen por limites
respectivos la suma, el producto y el producto de la constante por el limite de las sucesio-
nes. Téngase en cuenta que para toda (x,) en S que converja a ¢ con todos sus términos
distintos de ¢, se verifica que f(x,) + g(x,) — Ly + Ly, que f(z,)g(x,) — Ly- L,y
af(z,) = a- Ly, y el resultado se sigue del teorema

Proposicion 4.9 Si f tiene limite L en un punto de acumulacion ¢ de S, f(z) # 0 para
todox € S y L#0, entonces % tiene limite en c y su valor es % donde la funcion % estd

~ Loy 1
definida por §(z) = Ok

Demostracién. Para cualquier sucesion (z,,) en .S que converja a ¢, con x,, # ¢ para todo
n, sabemos que f(x,) — L y entonces, al ser L # 0 resulta que ﬁ — % El resultado
se sigue entonces del Teorema [4.6] 0

Ejemplo 4.10 Calcular el lim 74,
z—=2 7
Se verifica que,
lim (2° —4) =lim 2° —lim4=8—4 =4

r—2 T—2 T—2
mn@?+n:4+1:5¢a
T—2
por lo que,
ot —4 4
lim = —.
r—2 112 —+ 1 5

Todo polinomio P(z) = apa® + ap_1287 1 + -+ + ayx + ag tiene limite en cualquier
punto cde Ry i@ﬁzP(x) = P(c). En efecto
limP(x) = lim(aa®) + lim(ap_12"") + - - + lim(ayx) +lim ag
x—C T—cC T—cC T—C T—C
akck + ak_lck_l + -t a1c+ ag
= P(c).
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Si Py @ son dos polinomios y se verifica que Q(x) # 0 para todo x de un cierto intervalo
centrado en ¢, entonces

lzm@ = Ple)

weQ(r)  Qle)

Proposicién 4.11 Si [ es una aplicacion de S C R con valores en R, ¢ es un punto de
acumulacion de S y se verifica que a < f(x) < b para todo x € S, x # ¢, para ciertos a,
b € R, entonces, si existe el lim f(x), se verifica que

Tr—cC

a <lim f(z) <b.

Tr—cC

Demostracion. Sea (x,) cualquier sucesion convergente a ¢ con x, € S y x, # ¢ para
todo n € N. Sabemos que i@_}nz flz) = 7{2_)1730 f(z,) (teorema . Como a < f(x,) < b
para todo n, tenemos que

a < lim f(r,) <b

n—o0

(proposicion [3.19)) y por lo tanto que a < lim f(x) <b. O

Tr—cC

Proposicion 4.12 (Teorema de compresion, o regla del sandwich, para funciones)
Sean SCR y f, g, h: S = R y sea ¢ un punto de acumulacion de S. Si f(zx) < g(x) <
h(x) para todo © € S, x # c y lim f(x) = lim h(zx) = L, entonces

r—cC Tr—cC

lim g(x) = L.

Tr—cC

Demostracion. Consideremos una sucesion (x,,) de puntos de S, z,, # ¢ para todon € N
que sea convergente a c. Dado que f(z,) < g(x,) < h(x,)y lim f(x,) = lim h(xz,) =L
n—oo n—oo

se tiene (por la Proposicion [3.19) que lim g(z,) = L. Dada la arbitrariedad de (z,) se
n—oo

sigue que lim g(z) = L (Teorema . O

Ejemplo 4.13 Sea f : Rt = {z € R : z > 0} definida por f(x) = 2. Entonces
liTr(L) f(z)=0.
T—r

Observamos que para todo x € (0, 1] se verifica que 0 < f(z) < z. En efecto,

ProplT1d] 1 3
r e (0,1] = x7 <1 TO(U) zx? =22 < 1.

Como lim 0 =0y lim x = 0 se verifica que limf(x) = 0.
z—0 z—0 z—0
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4.1. Limites laterales

Definicién 4.14 Sean SCR y f: S — R.

1. Si ¢ un punto de acumulacién del conjunto S N (¢, +00) se dice que f tiene limite
por la derecha en ¢ y que éste es L € R, si para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que
|f(z) — L| < € para todo = € (¢,c+ )N S. Se usara la notacion

L= lim f(x)

z—ct

2. Si ¢ un punto de acumulacion del conjunto S N (—oo, ) se dice que f tiene limite
por la izquierda en ¢ y que éste es L € R si para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que
|f(z) — L| < € para todo z € (¢ — d,¢) N S. Se usara la notacion

L= lim f(x)

T—Cc—

Es claro que si ¢ es un punto de acumulacion de los conjuntos SN (¢, +00) y SN(—00, ¢)
y f tiene limite L en c entonces f tiene limite por la derecha y por la izquierda en c y

errif(x) = lim f(z) = L.

Pueda haber limites laterales a derecha e izquierda y no coincidir. Por ejemplo la
funcion sig tiene limites laterales y éstos son distintos en 0. El limite por la derecha es 1
y por la izquierda es —1 en ese punto. Pero si hay limites laterales y coinciden entonces
hay limite y su valor es el valor comin de esos limites laterales, esto es lo que prueba el
siguiente teorema.

Nota 4.15 Todos los resultados que obtuvimos para limites son wvdlidos también para
limites laterales.

Proposicion 4.16 Sean S C R, f: S — R y ¢ un punto de acumulacion de SN (c,+00)
y de SN (—o0,c). Si existen lz’n”if(a:), lim f(x) y coinciden siendo este valor comin L,
T—C r—c—

entonces existe limf(x) y su valor es L.
Tr—cC

Demostraciéon. Dado € > 0 sea §; > 0 tal que |f(x) — L| < ¢ para todo = € (¢,c+d1)NS,
y sea 02 > 0 tal que |f(z)—L| < e para todo x € (¢c—d2,¢)NS. Sihacemos § = min{d, da},
entonces para todo z € (¢ —d,c+J) NS, = # ¢, se verifica que |f(z) — L| < e. O
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4.2. Limites infinitos

Definiciéon 4.17 Sean S C R, f:S — R y ¢ un punto de acumulacion de S.

1. Se dice que f tiene limite +o00 cuando z — ¢ y se escribe limf(x) = +00, si para
T—cC

todo M > 0 existe § > 0 tal que f(x) > M para todo z € (¢ —d,c+0) NS, = # c.

2. Se dice que f tiene limite —oo cuando x — ¢ y se escribe limf(x) = —oo, si para
r—rc
todo M* < 0 existe d > 0 tal que f(z) < M* para todo z € (¢c—d,¢+3d)NS, z # c.

Ejemplo 4.18 1. La funcion f(x) = = definida en S = (—00,0) U (0, +00) verifica
que limf(x) = +o0

z—0
2. La funcidn g(x) = —= verifica que liTr(L) g(x) = —o0.
z—
En efecto,

1. Dad0M>OSea5:\/LM, entonces f(x) =5 > M si|z| <dyx #0.

2. En general, silimf(x) = 400, entonces lim(—f)(x) = —oo. En efecto, dado M* < 0
Tr—rcC

Tr—rcC
su opuesto M := —M* es mayor que 0 y entonces existe 6 > 0 tal que si0 < |z —c| <

d, x € S, se verifica que f(x) > M y esto implica que —f(z) < —M = M*.

Definicién 4.19 Sea SCR y f: 5 — R.

1. Si ¢ es un punto de acumulacion de S N (¢, +00) se dice que f tiene limite por la
derecha en ¢ y que éste es +oo si para todo M > 0 existe 6 > 0 tal que f(z) > M
para todo = € (¢,c+ 6) N S. Se usara la notacion

lim f(z) = +o0.

T—ct

2. Si ¢ es un punto de acumulaciéon del conjunto SN (—o0, ¢) se dice que f tiene limite
por la izquierda en ¢ y que éste es +o0o si para todo M > 0 existe § > 0 tal que
f(z) > M para todo z € (¢ — §,¢) NS. Se usara la notacion

lim f(z) = +oo.

T—Cc

3. Pueden darse también las definiciones analogas para el caso de limite —ooc.
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4.3.

Limites en el infinito

Definicién 4.20 Sea SCR y f: 5 — R.

1.

Si para algin a € R se verifica que (a, +00) C S, se dice que f tiene limite cuando
r — 400 y que su valor es un nimero real L si para todo € > 0 existe K > a tal
que |f(z) — L| < e para todo = > K. Se usara la notacion lim f(z) = L. Ejemplo,

r—>+00
la funcion f: x € (0,+00) — f(z) = * tiene limite 0 cuando z — +oc.

Si para algtin b € R se verifica que (—oo,b) C S, se dice que f tiene limite cuando
r — —00 y que su valor es un ntmero real L si para todo € > 0 existe K* < b tal
que |f(z)— L| < e para todo x < K*. Se usara la notacion lim f(x) = L. Ejemplo,

T——00

la funcion f: x € (—00,0) — f(z) = 1 tiene limite 0 cuando z — —oo.

Si para algin a € R se verifica que (a,+00) C S, se dice que f tiene limite 400
cuando x — 400 si para todo M > 0 existe K > a tal que f(x) > M para

todo z > K. Se usara la notacion lim f(r) = +oo. Ejemplo, la funcion f : z €
T—>+00

(0, +00) — f(z) = x tiene limite 400 cuando z — +o0.

Si para algin a € R se verifica que (a,+00) C S, se dice que f tiene limite —oo
cuando x — +oo si para todo M* < 0 existe K > a tal que f(x) < M* para

todo x > K. Se usara la notacion lz’T f(z) = —o0. Ejemplo, la funcion f : x €
T—>1+00
(0, +00) — f(z) = —x tiene limite —oco cuando = — +00.

Si para algtin b € R se verifica que (—oo,b) C S, se dice que [ tiene limite +oo
cuando x — —oo si para todo M > 0 existe K* < b tal que f(z) > M para
todo z < K*. Se usara la notacion lim f(x) = 4o00. Ejemplo, la funcién f : z €

T—r—00

(—00,0) — f(x) = —x tiene limite +o0 cuando z — —oo.

Si para algtin b € R se verifica que (—oo,b) C S, se dice que f tiene limite —oo
cuando © — —oo si para todo M* < 0 existe K* < b tal que f(z) < M* para
todo z < K*. Se usara la notacion lim f(x) = —oo. Ejemplo, la funcion f : = €

T—r—00

(—00,0) — f(x) = x tiene limite —oo cuando x — —oc.

Ejemplo 4.21 lim 2 = +oo cualquiera que sea k € N. En efecto, para v € (1,+00)

r——+00

se tiene que ¥ > x (por induccion: para k =1, o* = x. Si suponemos que x* > x, como
x > 1, tenemos que 2" = xa® > xx > x). Dado M > 0 sea K = M, entonces cuando
x> M se tiene que ¥ > x> M = K.

Ejemplo 4.22 Si k es un numero natural par, entonces lim x

numero natural impar, lim x

F = too y sik es un
T—r—00

k= _o0.

T——00
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En efecto, dado M > 0, tomemos K = —M#% < 0. Cualquiera que sea z < K se
verifica que —z > —K = M# y entonces, si k es par zF = (—z)* > M para todo z < K.

Cuando k es impar, dado M* < 0 tomemos K = —(—M*)% < 0, entonces, si v < K
se verifica que —x > —K lo que implica que (—z)* > (—K)*. Como zF = —(—z)" resulta
que 2f < —(=K)* = —(=M*) = M*.

4.4, Continuidad de funciones

Pasamos ahora a estudiar el concepto de continuidad de una funcién. Comenzamos
con una definicion.

Definicién 4.23 Sean SCR, f: S — R yce S. Se dice que f es continua en c si
Ve>030>0|z€(c—0,c+0)NS = |f(z) — flc)] <e.

Nota 4.24 En el caso en que ¢ pertenezca a S' estamos sequros de que (¢ —d,¢+0)N S
tiene puntos distintos de c, de hecho tiene infinitos puntos distintos de c. Si ¢ ¢ S’
entonces existe un § > 0 tal que (¢ —d,c+0) NS = {c}. En este caso la condicion de
continuidad se verifica de forma automdtica y no tiene mayor interés. Los puntos que no
son de acumulacion se llaman aislados.

Nota 4.25 Para el caso en el que ¢ € "' NS podemos decir que f es continua en c si y
sélo si f tiene limite en ¢ y su valor es precisamente f(c).

Definicion 4.26 Sean S CR, f: S =Ry B CS. Se dice que [ es continua en B si es
continua en cada punto de B.

Proposiciéon 4.27 (Criterio de continuidad por sucesiones) Sean S CR, f: S —
R y ce S. Entonces f es continua en ¢ si y sdlo si para toda sucesion (x,) de puntos de
S que converja a ¢ se verifica que la sucesion (f(x,)) converge a f(c).

Demostracion. Si f es continua en ¢, entonces, si ¢ € S, f tiene limite en ¢ y su valor
es f(c). Por el teorema sabemos que lim f(z) = f(c) si y solo si para toda (x,)
Tr—cC

que converja a ¢, con z, # c para todo n € N, se verifica que (f(z,)) converge a f(c).
Obsérvese que aunque algin z,, sea igual a ¢ no hay ningin problema. Si ¢ ¢ "y (z,)
es una sucesion de puntos de S que converge a ¢, entonces a partir de un cierto ng los
términos de la sucesion son todos iguales a ¢ y claramente una sucesion en la que a partir
de un cierto término, éstos son todos de la forma f(c), es una sucesion converge a f(c). O

Ejemplo 4.28 La funcion f(x) = x* es continua en cualquier ¢ € R. En efecto, he-

mos visto anteriormente que para cualquier ¢ € R se verifica que lim 2% = ¢* que es
Tr—rcC

precisamente f(c).
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Ejemplo 4.29 La funcion sig no es continua en el 0, lo es en cualquier otro punto.

Ejemplo 4.30 La funcion de Dirichlet (matemdtico francés, 1805-1859) definida en R
por:

0 six esirracional
reER - f(z) = ‘ :

1 stz es racional
no es continua en ningun punto de R. Vedmoslo: Sea ¢ nimero racional y consideremos
una sucesion (x,) de nimeros irracionales que converja a ¢ (téngase en cuenta que para
todon € N eziste x,, € (c— %, c+ %) N1, Proposicion . Dado que f(z,) = 0 para todo
n, es claro que f(x,) no converge a f(c) = 1. Si ahora consideramos un nimero irracional
¢ y consideramos una sucesion (x,) de nimeros racionales que converja a ¢ (téngase en

. 1 1 A

cuenta que para todo n € N eziste x,, € (c — =, c+ ) N Q, Proposicidn . Dado que
f(zn) =1 para todo n, es claro que f(x,) no converge a f(c) = 0.

Ejemplo 4.31 La funcion de Thomae (matemdtico alemdn, 1840-1921) también llamada
la funcion “gotas de lluvia”, definida por

st x es irracional
si x es de la forma §7 p,q € N.

f:x€(0,1)|—>f(x):{

Q= O

(se supone que med(p, q) = 1) no es conlinua en los racionales y si lo es en los irracionales.
En efecto, sea ¢ un nimero racional del intervalo (0,1) y consideremos una sucesion de
numeros irracionales (x,,) de (0,1) que converja a c. Entonces f(x,) = 0 para todo n por
lo que f(x,) no converge a f(c) debido a que f(c) # 0.

Si ahora c es un numero irracional del intervalo (0,1). Dado € > 0, consideremos
un numero natural qo tal que qio < ¢ (propiedad arquimediana). Solo puede haber una
cantidad finita de nimeros racionales § con med(p,q) = 1 y denominador menor que qo

que pertenezcan al intervalo (0,1). Téngase en cuenta que

FEziste entonces un § > 0 de forma que en el intervalo (c—4, c+9) no haya ningin racional
con denominador menor que qo. Luego, para todo x € (¢ —§,c+9), © > 0 se verifica que
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Funcién de Thomae en (0,1) (dibujo de Smithers)

Ejemplo 4.32 Aunque no hemos definido quién es la funcidn sen (lo haremos mds ade-
lante) usaremos aqui que es una funcion definida en todo R cuyos valores estdin entre —1
y 1 y que se anula en todos los puntos de la forma km con k € Z y que vale 1 en los
puntos de la forma 5 + 2km, con k € Z y —1 en los puntos de la forma 37” + 2k, con
k € Z. Pues bien, sucede que la funcion © € R\{0} — sen < no tiene limite en ¢ = 0 y por
lo tanto no podemos darle un valor en 0 que la haga continua. Obsérvese que la sucesion

(z,) con x,, = = converge a 0 y sen +— = senmn = 0, mientras que la sucesion (y,) con

Tn
_ 1 1 s _
Yp = onn converge a 0 y senyI = sen(5 + 2nm) = 1.
gyn

Funcion sen(1/x).

Ejemplo 4.33 La funcion f(z) = xsen t,x € R\{0}, tiene limite en el 0 y su valor es
0. En consecuencia la funcion

rsenl sixz£0
fo(m):{o ’ sixiO
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es continua en 0. Veamos como xsen% — 0 cuando x — 0. Dado que |sent| < 1 para
todo t € R, resulta que

1
xsen —| < |x| para todo x
T

lo que prueba lo que queremos.

/\\/WWVA\/

Funciéon xsen(1/z).

Ejemplo 4.34 Estudiar en qué puntos es continua la funcion E : x — E(x) donde E(x)
es la Parte entera de x, definida como el mayor entero que es menor o igual que x.

Recordamos que para todo nimero real x existe un nimero entero n tal quen—1<x <n
(Proposicion m Por ejemplo,

E(7) =17, BE(45) =4, E(3,9) =3, E(-=3) = -3, E(=6,5) = —T.

La funcion E es constante en cada uno de los intervalos [n,n + 1), con n € Z y vale n.
A la vista de esto E es continua en cada uno de los intervalos (n,n + 1) y no lo es en
ningun n € Z, pues en esos puntos el limite por la izquierda es n — 1 y por la derecha n.

Funciéon Parte entera.
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Nota 4.35 Si tenemos una funcion f definida en un conjunto S y consideramos su res-
triccion f|, a un subconjunto B de S entonces, si f es continua en S, esta nueva funcion
es necesariamente continua en B, pero puede ocurrir que f|, sea continua en B aunque la
f no sea continua en B. Por ejemplo, la restriccion de la funcion E del ejemplo anterior
a cada [n,n + 1) es continua en [n,n + 1) y sin embargo no es continua en R. Ndtese
que al considerar la restriccion de E a [n,n + 1) a la hora de hallar el limite de ella
cuando xr — n solo se deben considerar x a la derecha de n pues no hay ningin punto a
la izquierda de n que pertenezca a [n,n + 1).

4.5. Operaciones con funciones continuas

Proposicion 4.36 Sean f y g dos funciones definidas en un subconjunto S de R, conti-

nuas en un punto c € SNS', y sea a € R. Entonces f+ g, f—g, fg y af son continuas

en c. Si ademds h es una funcion continua en ¢ y h(x) # 0 para todo x € S, entonces I

h
también es continua en c.

Demostraciéon. Dado que f y ¢ tienen limite en ¢ y sus valores respectivos son f(c) y

g(c), ya sabemos que f+g, f—g, fg y af tienen limites f(c)+g(c), f(c) —g(c), f(c)g(c)
v af(c) respectivamente, luego esas funciones son continuas en c. Sabemos también que
f@) _ flo _ f

al ser h(x) # 0 para todo = € S, en particular h(c) # 0y limys = e = +(c), lo que
Tr—cC

nos da la continuidad de % en c. ]

Corolario 4.37 Si f y g son dos funciones continuas en S y o € R, entonces f + g,
f—g, fg yaf son continuas en S. Si ademds h es una funcion continua en S y h(z) # 0
para todo x € S, entonces % también es continua en S.

Demostraciéon. Basta observar que la continuidad en un conjunto es precisamente la
continuidad en cada uno de los puntos del conjunto. O

Como consecuencia de este corolario todas las funciones polindémicas son continuas en
todo R, y también lo son las funciones racionales (cocientes de polinomios), en aquellos
puntos en los que no se anule el denominador.

Proposiciéon 4.38 Si f : S — R es una funcion continua en un punto ¢ € S, entonces
la funcion |f| : S — R definida por |f|(z) = |f(x)| es también continua en c.

Demostracién. Sea (z,) una sucesion de puntos de S convergente a ¢, entonces f(x,) —
f(c) y esto implica que que |f(x,)| — |f(c)| lo que se ha probado en la proposicion [3.22]
]
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Proposicion 4.39 Si f: S — R es una funcidn continua en un punto ¢ y f(x) > 0 para
todo x € S, entonces la funcion \/f : S — R definida por /f(x) = \/f(x) es también
continua en c.

Demostraciéon. La demostracion se sigue de la Proposicion pues si (z,) es una
sucesion de puntos de S convergente a ¢, entonces, por ser f continua en ¢ sabemos que la
sucesion (f(z,)) converge a f(c) y asi, por esa proposicion, la sucesion /(f(x,)) converge

a/f(c). O

Composiciéon de funciones continuas

Cuando uno tiene dos funciones f: S - Ry g: B — Ry f(5) C B puede definir la
composicion de ellas, que es la funcién

gof:xeSw—gof=g(f(x) eR.

En relacion con la continuidad de la composicion de funciones continuas se tiene la si-
guiente proposicion.

Proposicion 4.40 Si tenemos dos funciones f : S - Ryg: B — Ry f(S) C B.
Entonces, si f es continua en un punto ¢ € S y g lo es en el punto f(c), resulta que go f
es continua en c.

Demostracién. Sea (x,) una sucesion de elementos de S que converge a c¢. Como f es
continua en ¢, f(z,) — f(c¢)y, como g es continua en f(c), se tiene que g(f(x,)) — g(f(c)).
O

Corolario 4.41 Si tenemos dos funciones f : S — Ryg: B — R, y f(S) C B.
Entonces, si f es continua en S y g lo es en B, resulta que go f es continua en S.

Demostracion. Basta tener en cuenta la proposicion anterior y que la continuidad de
una funcion en un conjunto es justamente la continuidad en cada uno de sus puntos. [

Nota 4.42 Del resultado anterior se puede deducir directamente que si f es continua
en ¢ € S entonces |f| también lo es, y si f(z) > 0 también \/f es continua, pues las
funciones gy € R |y| y g:y € [0,+00) — /y son continuas.
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4.6. Funciones continuas en intervalos

Cuando el conjunto de definicién de las funciones son intervalos cerrados y acotados,
éstas tienen unas propiedades particularmente interesantes que estudiaremos a continua-
cion.

Comenzamos viendo que las funciones continuas en intervalos cerrados y acotados
siempre son acotadas en el sentido que precisa la siguiente definicion.

Definicién 4.43 Se dice que una funcion f : S — R es acotada en S si existe M > 0
tal que |f(x)| < M para todo v € S.

Lo que esto significa es que el conjunto f(S) = {f(x) : x € S} de los valores que toma
f en S es un conjunto de nimeros reales acotado de acuerdo con la definicion [1.29]

Nota 4.44 Observamos que no todas las funciones son acotadas, ni siquiera las conti-
nuas. Basta considerar la funcion x € (0,+00) — l La no acotacion, en este caso, es
consecuencia del hecho de que < L crece cada vez mds cuanda uno se acerca al 0 por la de-
recha. En efecto, dado M > 0 si tomamos x € (0, M) resulta que ; > M. La situacion es
bien diferente cuando consideramos el intervalo [a,+00) con a > 0. En este caso, % < é
para todo = € [a, +00).

Proposicion 4.45 Sea I = [a,b] un intervalo cerrado y acotado y sea f : I — R una
funcion continua. Entonces [ es acotada en I.

Demostracién. Procederemos por reduccion al absurdo. Supongamos que f no es aco-
tada en I. Entonces, para todo n € N existe un punto z,, € I tal que |f(x,)| > n. Dado
que la sucesion (x,) estd contenida en I, es una sucesion acotada y por el teorema de
Bolzano-Weierstrass para sucesiones (teorema [3.39) existen una subsucesion (z,,, ) de (z,,)
y un nmero real x, tales que x,, — x¢. Este nimero real x( pertenece a I pues al ser
a < x,, < b para todo k, entonces a < zy < b (proposicion . Al ser f continua en
xo la sucesion (f(z,,)) converge a f(xo) y por lo tanto (f(z,,)) es una sucesion acotada
(proposicion lo que es contradictorio con el hecho de que

|f(zn, )| > ng > k para todo k € N.

O

Introducimos ahora el concepto de méximo y minimo absolutos para una funcién
definida en un subconjunto S de R

Definiciéon 4.46 Sean S un subconjunto de R y f una funcion definida en S con valores
en R.
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1. Se dice que f tiene un maximo absoluto en S si existe un punto x* € S tal que
f(z*) > f(x) para todo z € S. En este caso se dice que z* es un punto de maximo
absoluto de f en S.

2. Se dice que f tiene un minimo absoluto en S si existe un punto z, € S tal que
f(z.) < f(z) para todo x € S. En este caso se dice que z, es un punto de minimo
absoluto de f en S.

Nota 4.47 1. No siempre existen este tipo de puntos. Por ejemplo en (0,400) no hay
ningin punto de mdzximo absoluto para la funcidn continua f(x) = % Tampoco hay
ninguno de minimo absoluto para esa funcion.

2. Puede haber varios puntos de mdzimo o de minimo absoluto de una funcion. Por
ejemplo, la funcion f(x) = z* definida en [—1,1] tiene mdzimo absoluto en los
puntos —1 y 1 y un minimo absoluto en 0.

2 en el intervalo [—1,1].

Grdfica de la funcion x
3. Puede haber mdximos y minimos absolutos en conjuntos que no sean intervalos
cerrados. Por ejemplo, f(x) = x* tiene un minimo absoluto en el intervalo (—2,2)

y f(x) =2 — 22 tiene un mdzimo en el intervalo (—2,2).

Grifica de la funcion 2 — z* en el intervalo (—2,2).
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4. Las funciones constantes tienen un mdrimo y un minimo absoluto en todos los
puntos de su conjunto de definicion.

El siguiente teorema demuestra que las funciones continuas en un intervalo cerrado y
acotado siempre tienen en ¢l un maximo y un minimo absolutos.

Teorema 4.48 (del maximo y el minimo) Si f : [ = [a,b] — R es una funcidn con-
tinua, entonces existen x* y x, en I tales que x* es un punto de mdrimo absoluto para f
Y T, es un punto de minimo absoluto para f.

Demostracion. Consideremos el conjunto no vacio f(I) = {f(z) : « € I'}. La proposicion
anterior muestra que este conjunto es acotado por lo que tiene un supremo y un infimo,
que denotaremos por s* y s, respectivamente. Vamos a demostrar que existen x* y z, € [
tales que f(z*) = s*y f(z4) = ss.

Por la definicion de supremo tenemos que cualquiera que sea n € N se verifica que
s*—% no es cota superior de f(I), luego, fijado n existe x,, € I tal que

1
st —— < f(zn) < 5™
n

Obtenemos asi una sucesion (x,,) de puntos de I, esta sucesion esta acotada por estarlo el
conjunto I. Por el teorema de Bolzano-Weierstrass existe una subsucesion (z,,) de (z,)
que converge a un numero real z* que pertenece a I. Como f es continua en z* sabemos

que f(x,,) — f(z*) y como

1
$ ol ) <5

para todo k € N, resulta que f(z*) = s*.
El caso del minimo absoluto es andlogo. U

Teorema 4.49 (de localizacién de ceros) Sea I un intervalo y sea f : I — R una
funcion continua en I. St o y [ son dos nimeros reales del intervalo I, siendo o < f3,
que verifican que f(a) <0 < f(5) o que f(a) > 0> f(B), entonces eziste c € (a, ) tal

que f(c) = 0.

Demostraciéon. Supongamos primero que f(a) < 0 < f(f). Hagamos oy = a'y f, = 8
y denotemos por I; al intervalo [aq, 5] v sea v, = O”T% Si sucede que f(vy,) = 0 basta
tomar ¢ = 7, para que quede demostrado el teorema. Si no ocurre eso y f(v;) > 0
consideramos as = a1 y 85 = 74, si lo que ocurre es que f(y) < 0 entonces consideramos
as =7,y By = B1. En cualquiera de los dos casos se considera el intervalo Iy = [ag, (5]
y claramente se verifica que f(az2) < 0 < f(f,). Sea ahora v, = %62 Si f(v,) = 0 se
termina la demostracion tomando ¢ = 7,. Si f(7,) > 0 consideramos az = as v B35 = s,
si f(5) < 0 hacemos a3 = v, ¥ B3 = 5. Reiterando este proceso o bien se encuentra un
v, tal que f(v,) = 0 o bien se obtiene, por cada n € N, un intervalo I, = [y, 3,] tal
que f(a,) <0< f(B,). Los intervalos I,, estan encajados cada uno en el anterior y como
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B — Qy = 2*3,17—_0{ esos intervalos tienen un (unico) punto en comun, llamémosle c¢. Como
a, <c<f, paratodonsesigueque 0 <c—a, <83, —a,yque 0< 3, —c< B, —ay,
y por lo tanto a,, — ¢y que [3,, — c. Finalmente de la continuidad de f en c € I se sigue
que

flan) = fle) v f(B,) = f(o0)

Dado que f(a,) < 0 para todo n se sigue que f(c) <0y como f(f,) > 0 para todo n se
sigue que f(c) > 0. Luego necesariamente f(c) = 0.

El caso en que f(a) > 0 > f(/) se obtiene aplicando lo que se ha hecho a la funcién
continua —f. O

Teorema 4.50 (de Bolzano del valor intermedio) Sean I un intervalo y f una fun-
cion continua en él. Si para o, B € I y v € R se verifica que f(a) <y < f(B), entonces
existe ¢ entre a y B tal que f(c) =~. Sucede lo mismo si f(a) >~y > f(B).

Demostraciéon. Supongamos que f(a) < v < f(8) v que a < f3, el caso a > [ es
anédlogo. Consideremos la funciéon

grxelmg(x)=[f(z)—1.

Esta funciéon es continua en [ y verifica que

g9(@) <0 < g(p).

Entonces, por el teorema anterior existe ¢ € («, ) tal que g(c) = 0. Esto es, f(c) =~ lo
que demuestra el teorema.
Si f(a) >~ > f(p) se aplica lo anterior a la funcion continua — f. O

Corolario 4.51 Si f es una funcion continua en I = [a,b], entonces, para todo v €
linf f(I),sup f(I)], existe c € I tal que f(c) = 7.

Demostracién. Por ser f continua en el intervalo cerrado y acotado I sabemos (Propo-
sicion que f(I) es un conjunto acotado y por lo tanto tiene infimo y supremo. Sea
v € [inf f(I),sup f(I)], sabemos, por el teorema del méximo y el minimo, que existen z*
v x, € I tales que f(z*) =sup f(I)y f(z.) = inf f(I). Entonces, f(z.) <y < f(z*).
Si f(x.) = v tomamos ¢ = x,, si f(z*) = v tomamos ¢ = z*. Si f(z,) < v < f(z*) el
teorema anterior nos garantiza la existencia de un ¢ € (a,b) tal que f(c) =~. O

El dltimo teorema de esta seccion prueba que la imagen de un intervalo cerrado y
acotado [a, b] por una funcién continua es también un intervalo cerrado y acotado. Puede
verse facilmente que tal intervalo no es necesariamente el [f(a), f(b)], puede que ni siquiera

fla) < f(b).

Teorema 4.52 Si f : [ = [a,b] — R es una funcion continua entonces f(I) es un
intervalo cerrado y acotado.
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Demostracion. Dado un punto «y € [inf f(I),sup f(I)], existe, por el corolario anterior,
c € I tal que f(c) =1, esto es, v € f(I), con lo que f(I) = [inf f(I),sup f(I)]. O

Este resultado puede generalizarse a intervalos de cualquier tipo, pero no puede asegu-
rarse que la imagen de un intervalo sea un intervalo del mismo tipo que él, esto es, puede
ocurrir que la imagen de un intervalo abierto sea un intervalo cerrado. En la grafica que
sigue se ve que la imagen del intervalo abierto (—3,3) es el intervalo cerrado [—1, 1].

Nota 4.53 Puede probarse, aunque no lo haremos aqui, que la imagen de un intervalo
por una aplicacion continua siempre es un intervalo, pero no se puede garantizar que sea
del mismo tipo que el intervalo original, como se ve en el siquiente ejemplo:

3

La imagen del intervalo abierto (—3,3) es el intervalo cerrado [—1,1].

4.7. Continuidad uniforme

Recordamos que una funcién f : S C R — R es continua en S si es continua en cada
punto de S, esto es, si para cada punto ¢ € S y para cada ¢ > 0 existe § > 0 (que
seguramente depende del punto ¢ y también del ¢) tal que

|f(z) — f(c)| < e para todo x € (c—d,c+0)NS.

En algunos casos, la eleccion de § no depende del punto c. Por ejemplo, la funcion
f(x) = 2z definida en todo R tiene la propiedad de que para cualquier ¢ € R y cualquier
€ > 0 si se toma 0 = 5 se verifica que

|f(z) = flc)] =2|z—c| < 2% = ¢ para todo x € (¢ — J,c+ ).

Esto no ocurre para todas las funciones, si uno considera la funcién f(z) = < definida en
R* observa que dado € > 0 cuanto mas proximo se tome el ¢ al 0 méas pequeno se debe
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tomar el 9 y no es posible encontrar un > 0 que sirva para todos los c¢. Precisaremos
esto enseguida.

Hay un tipo de funciones que tienen la propiedad de que dado € > 0 el § puede
tomarse independiente del punto, esto le ocurre a las funciones uniformemente continuas,
que definimos a continuacion:

Definiciéon 4.54 Se dice que una funcion f : S C R — R es uniformemente continua
en S si
Ve >0 36 >0 tal que |f(x) — f(y)| <e Vz,y €S, |z —y| <.

Nota 4.55 Debe observarse que toda funcion uniformemente continua es continua y que
en la continuidad uniforme el 0 no depende del punto, solo depende del ¢.

Veamos como la funcién continua f : z € R — f(z) = 1 no es uniformemente

continua en R* := (0, +00). Dados ¢ = 1 y § > 0 consideremos los puntos % y N+r1 siendo
N bastante grande para que + — ~~ < J (téngase en cuenta que la sucesion (l) es de

N T N1 k
Cauchy). Entonces

() s () [ - even=

que es mayor o igual que € = 1.
Otro ejemplo de funcién no uniformemente continua es la funciéon continua f : = €
R+ f(z) = 2. Veamoslo: Dado ¢ = 1 y 6 > 0 consideremos los puntos z = } + 3 e

y=35-—3- La distancia entre z e y es

Lo (1 s\ 2
& 3 \¢& 3)| 3 7
mientras que

20 2 4
@)= f@)l =|a* =y = le —ylla+9 = T5 =5 > L.

Aunque como hemos visto, hay funciones continuas que no son uniformemente conti-
nuas (las de los dos ejemplos anteriores verifican esto), las funciones continuas en intervalos
cerrados y acotados siempre son uniformemente continuas. Esto es lo que demuestra el
siguiente teorema.

Teorema 4.56 (de continuidad uniforme) Sea f : [a,b] C R — R una funcidn conti-
nua en [a,b], entonces [ es uniformemente continua en |a, b|.
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Demostraciéon. Supongamos que f no es uniformemente continua en [a,b]. Entonces
existe g > 0 tal que para todo n € N existen un par de puntos x, e y, en [ tales que
% — | < = y sin embargo |f(z,) — f(ya)] = 0. Ahora bien, la sucesion (z,,) esta
contenida en [a, b] que es cerrado y acotado, por lo tanto (x,) tiene una subsucesion (x,, )
convergente (teorema de Bolzano-Weierstrass para sucesiones) a un punto ¢ que esta

en [a,b] (Proposicion [3.19). Como
1
0< |ynk~ —C| < |ynk _xnk|+|xnk _C| < n_k+|‘rnk _C|7

resulta que también (y,, ) converge a c. Tenemos asi dos sucesiones de puntos de I que
convergen a un mismo punto ¢ € I y entonces las sucesiones (f(x,,)) v (f(yn,)) deben
converger f(c) por ser f continua. Pero entonces la sucesion (f(y,,) — f(xn,)) tiene que
converger a 0 lo que es imposible al ser | f(z,,) — f(yn,)| > €0 para todo k € N. O

Funciones de Lipschitz (Rudolph O. Lipschitz. Alemania, 1832-1903).

Definicién 4.57 Se dice que f : S C R — R es una funcion de Lipschitz, o funcion
lipschitziana, si existe un numero real K > 0 tal que

|f(x) — fly)] < K|z —y| para todo z,y € S.

Las funciones con esta condicion son uniformemente continuas como prueba la siguien-
te proposicion.

Proposiciéon 4.58 Toda funcion lipschitziana f : S C R — R es uniformemente conti-
nua en S.

Demostracién. Dado € > 0 basta considerar ¢ = & para tener que
€
|f(x) — fly)| < K? = ¢ para todo z,y € S, |z —y| < 6.
O

Nota 4.59 No todas las funciones uniformemente continuas son funciones lipschitzianas.
Por ejemplo, la funcion f(x) = /x definida en I = [0,2] es continua en ese intervalo
cerrado y acotado y por lo tanto es uniformemente continua en €l por el teorema de
continuidad uniforme, sin embargo no hay ningin nimero real K > 0 tal que \/r < Kz
para todo x € I. En efecto, fijado K > 0 existe N € N, N > 1, tal que el punto
T = w1z € [0,2] y no verifica esa desigualdad, pues

1 1 1

- s K - Kuz
JNK ~NK  “NEE M

NG
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Funciones mondétonas

Las funciones monoétonas tienen un buen comportamiento respecto a la continuidad,
las definimos a continuacion.

Definicién 4.60 Sea f: S C R — R una funcion. Se dice que:

1. f es creciente si f(z) < f(y) para todo z,y € S, x < y.

2. f es estrictamente creciente si f(z) < f(y) para todo z,y € S, = < y.

3. f es decreciente si f(x) > f(y) para todo z,y € S, x < y.

4. f es estrictamente decreciente si f(z) > f(y) para todo z,y € S, z < y.
5. Si f es creciente o decreciente se dice que es monétona.

6. Si f es estrictamente creciente o estrictamente decreciente se dice que es estricta-
mente mondtona.

Nota 4.61 Cuando una funcion f es decreciente, o estrictamente decreciente, la funcion
—f es creciente o estrictamente creciente respectivamente. Por eso trabajaremos normal-
mente con funciones mondtonas, o estrictamente mondtomas, crecientes. Los resultados
correspondientes para el caso decreciente se obtienen usando ese hecho.

Nota 4.62 No todas las funciones mondtonas son continuas. Por ejemplo la funcion s

definida por
1 sizel0,1)
s(x) _{ 2 sizell,2
es mondtona y no es continua en el punto 1. Sin embargo ocurrird siempre que las fun-

ciones mondtonas en un intervalo tienen limites laterales en todos los puntos salvo quizd
en los extremos. Fsto es lo que prueba la siguiente proposicion.

Proposiciéon 4.63 Sea I un intervalo y sea f : I — R una funcion creciente. Entonces
para todo ¢ € I que no sea uno de sus extremos se verifica que existen los limites laterales
de f en c y ademds:

1. lim f(z) =sup{f(z):x €, x <c}

Tr—Cc

2. lz’m+f(:v) =inf{f(x):x€l, x> c}.

Obsérvese que como ¢ no es un extremo del intervalo existe r. > 0 tal que (¢ —r.,c+
re) C I y entonces ¢ es un punto de acumulacion de (—oo,c) (I y de I[)(c,+00).
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Demostraciéon. Observamos en primer lugar que al ser f creciente, para todo ¢ € I que
no sea el extremo inferior de I, se verifica que f(x) < f(c) para todo z € I, x < c.
Entonces {f(z) : * € I, < ¢} es un conjunto no vacio (¢ no es el extremo inferior del
intervalo) acotado superiormente por f(c) y por lo tanto tiene un supremo (axioma del
supremo) L < f(c). Veamos como existe el lim f(z) y éste es L.

Tr—Cc

Dado ¢ > 0 sabemos que L — € no es cota superior de {f(x) : x € I, x < c}, entonces
existe z. € I, . < ¢, tal que L —e < f(z.). Al ser f creciente se tiene que para todo
x € (x.,c) se verifica que f(z.) < f(z), luego

L—e<f(z.) < f(x) <L < L+¢e paratodoz € (x.,c).
Asi, si hacemos § = ¢ — z., tenemos que
|f(z) — L| < € para todo = € (¢ —§,c)
lo que nos da que f tiene limite por la izquierda en ¢ y que su valor es L.
El caso del limite por la derecha es analogo al anterior. 0

Definiciéon 4.64 Si I es un intervalo, f : I C R — R es una funcion creciente y ¢ € 1
no es ninguno de los extremos de I, se define el salto de f en ¢ como

Se(c) =inf{f(z):ze€l, x>c}—sup{f(zx):xze€l, v <c}.

Obsérvese que al ser la funcion creciente el valor del salto siempre es mayor o igual
que 0y que sup{f(z):xz €, x <c} < f(e) <inf{f(z):x €1, x> c}.

Cuando el extremo inferior a de I pertenece a I se define el salto de f en a como
St(a) =inf{f(z):xe€l, v >a}— f(a) >0
y cuando el extremo superior b de I pertenece a [ se define el salto de f en b como

Sp(b) = f(b) —sup{f(z):z eI, x <b} >0.

Proposicién 4.65 Sean I un intervaloy f : I C R — R una funcion creciente. Entonces,
para todo punto c € I sucede que [ es continua en c si y sélo si el salto de f en c es 0.

Demostracion. Recordamos que, por definicién, f es continua en un punto ¢ € I si y
s6lo si f tiene limite en el punto ¢ y su valor es f(c). Ahora bien, existe el limite de f
en ¢ si y solo si existen los limites laterales en ese punto y coinciden con f(c) (si ¢ es
el extremo inferior, el limite de f en ¢ coincide con su limite por la derecha, y si ¢ es el
extremo superior el limite de f en ¢ coincide con su limite por la izquierda).
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“="Si f es continua en c existen los limites laterales de f en c y coinciden, pero
Si(e) = inf{f(z):x€l, v>c}—sup{f(zx):zel, x<c}
= lim f(xz) — lim f(x)
z—ct T—c~

y entonces Sy(c) = 0.
“«=" 51 S¢(c) = 0 los limites laterales, que siempre existen para las funciones mono-
tonas, coinciden, luego hay limite en c. Como

fle) < lim f(z) = lim f(x) < f(c),

T—ct T—>c™

necesariamente limf(x) = f(c). O
Tr—cC

Nota 4.66 Puede darse también la definicion de salto para funciones decrecientes y tam-
bién en ese caso se verifica un resultado andlogo al de la proposicion anterior.

Nota 4.67 Hemos visto anteriormente que la funcion de Dirichlet:

fx) =

0 six esirracional
1 stz es racional

no es continua en ningin ¢ € R. El teorema que sigue demuestra que este hecho no podria
haber ocurrido st la funcion fuese mondtona.

Teorema 4.68 Sea f : I = [a,b] — R una funcion mondtona. Entonces el conjunto D de
puntos de discontinuidad de f en I es vacio o numerable (es decir, existe una aplicacion
inyectiva entre él y N).

Demostraciéon. Supongamos que f es creciente (si fuese decreciente se trabajaria con
—f). Segtn la proposicion anterior D = {x € I : S¢(x) > 0}. Por cada elecciéon de una
cantidad finita x1, x9, ..., ,, de puntos de [ tales que x1 < x9 < --- < x,, resulta que

Sp(ar) + Sy(awa) + -+ + Syn) < £(b) — fla).
En efecto, si 2, = a,
Si(w) = inf{f(x) :x € I, &> 21} — f(a)
ysia <z,

Se(xy) =inf{f(x):xel, x>} —sup{f(z):z€l, v <z}
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En cualquier caso

Sp(x) < sup{f(z):zel, v <z} — f(a).
Si(xe) = inf{f(x):zel, x>} —sup{f(z):x€l, v <z}
< sup{f(z):xel, x <z} —sup{f(x):x€l, x <z}
<
Sp(xn_1) = inf{f(x):xel, x>x,1}—sup{f(z):ze€l, z<z,1}
< sup{f(z):zel, z<z,}—sup{f(x):x€l, x<zp_1}.
Six, <b,

Se(xn) =inf{f(zx):xel, v>uz,} —sup{f(zx):x€l, x<x,}

Sixz, =b,
Se(xn) = f(b) —sup{f(x):x €1, x<x,}.
En cualquier caso
Se(xn) < f(b) —sup{f(x):x e l, v <ux,}.

Sumando obtenemos que

Sp(1) + -+ Sp(wn) < f(b) = f(a).

0
Luego, sea cual sea n € N, la suma Sy(x1) + --- + Sp(x,) estd acotada superiormente
por f(b) — f(a). De ello se deduce que:

1. Sea D; el conjunto de los puntos de I en los que f tiene un salto mayor o igual que
f(b)— f(a). Notese que hay a lo sumo un punto de I en el que el salto es f(b) — f(a)

2. Sea D, el conjunto de los puntos de I en los que f tiene un salto mayor o igual que

w. Notese que hay a lo sumo dos puntos de I en los que el salto es mayor o

igual que w

3. Sea Ds el conjunto de los puntos de I en los que f tiene un salto mayor o igual que

w. Notese que hay a lo sumo tres puntos de I en los que el salto es mayor o
ioual f(b)—f(a)
gual que 5
4. Etc.

Veamos como D = Uy, D,,, lo que prueba que D es a lo sumo numerable al ser unién
numerable de conjuntos finitos. Dado x € D sea n € N tal que Sy(x) > M (téngase

en cuenta que S¢(z) > 0), entonces x € D,,.
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Corolario 4.69 Toda aplicacion mondtona f: R — R que verifique la igualdad

flz+y) = fla)+ fly) Vo,yeR
es uniformemente continua.

En efecto, por ser f mondtona es continua en algun punto ¢ (por el teorema anterior, el
conjunto de puntos donde no es continua no es todo R, es apenas un conjunto numerable).
Dado € > 0 sea § > 0 tal que |f(z) — f(c)| < € para todo x € (c—0d,c+6). Sean z, y € R
tales que |z — y| < J. Entonces

f@) = fly) = flx —y+c) = flo).

Para obtener esto téngase en cuenta que dado que 0 = f(0) = f(y —y) = f(y) + f(—y)
resulta que f(—y) = —f(y). Como |(x —y +¢) — ¢| = |z — y| < J, se tiene que

[f(x) = fly)l <e

4.8. Funciones inversas continuas

Recordamos que una funcion tiene inversa (para la composicion) si y solo si es inyectiva
(esa inversa estara definida en la imagen del conjunto por la funciéon). Las funciones
estrictamente monotonas son inyectivas, luego tiene inversas. El siguiente teorema muestra
una particularidad de estas funciones en relaciéon con la continuidad de su inversa.

Teorema 4.70 (de continuidad de la inversa) Sean I un intervalo y f una aplica-
cion estrictamente mondtona y continua. Entonces la funcion inversa f~1 de f es también
estrictamente mondtona (del mismo tipo que la f) y continua en f(I).

Demostraciéon. Supondremos que f es estrictamente creciente, el caso decreciente se
obtiene trabajando con — f. Hemos de probar entonces que f~! es estrictamente creciente
y continua. Veamos primero como es estrictamente creciente. Sean y; e yo € f(I), y1 < yo,
y sean x1 y 29 € I tales que y; = f(21) e yo = f(x2) (estos puntos son tnicos y distintos
por la inyectividad de f) . Vamos a ver que f~'(y1) = 71 < 22 = f (ya). Si z1 > 79
entonces, al ser f creciente (incluso estrictamente) se tendria que y; = f(x1) > f(22) = v2
en contra del hecho de que y; < ys.

Veamos la continuidad de f~! en un punto f(c) (siendo ¢ € I). Supongamos en primer
lugar que ¢ no es un extremo del intervalo I. Entonces existe r > 0 tal que [c—7r,c+7r] C 1.
Consideremos un ¢ > 0 arbitrario, pero que sea menor que r, y sea

d=min{f(c) — flc—e), flc+e)— f(c)}
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(téngase en cuenta que al ser f estrictamente creciente los ntimeros a los que le calculamos
el minimo son mayores que 0). Al ser f creciente y continua, (f(c) — 9, f(c) + ) C f(I).
Sea y € (f(c) — 9, f(c) + 9), entonces, como

d < f(e)— f(c—¢e) y también 0 < f(c+¢e)— f(c),

resulta que
fle=e) < fle)=d<y<fle)+d< flete)

Aplicando f~! en la cadena de desigualdades anterior, teniendo en cuenta que f~! es
estrictamente creciente, obtenemos que

c—e=[ffle) —e<fy) <c+e=[f"(fc)) +e,

de donde se sigue que |f~Hy) — 71 (f(c)| < e.

Si ¢ coincide con el extremo inferior de I se considera r tal que [c,c+ 7] C Iy
0 = f(c+e¢e) — f(c), siendo 0 < & < 7, y si ¢ es el extremo superior de I entonces se
considera r tal que [c —r,¢c] C Iy d= f(c) — f(c—¢),siendo 0 <e <. O

La funcién potencia n-ésima

Dado un nimero natural n se llama funcion potencia n-ésima a la funcion z — z".
Esta funcion esta definida en todo R y es continua, pues es el producto de la identidad
por si misma n veces. Veamos como es una funcion estrictamente creciente en [0, +00), lo
haremos por induccion en n. Si k = 1 no hay nada que probar. Sean z, y € [0, +00) tales
que = < y. Supongamos que para un cierto k se verifica que =¥ < y*. Entonces

k+1

" = ok < oyt < yyF = o

y podemos concluir que para todo n € N se verifica que =" < y™.

Siz <y <0entonces 0 < —y < —x por lo que (—y)" < (—x)". Sines par (—1)" =1
y entonces y™ < x" por lo que x +— 2", con n par es estrictamente decreciente en (—oo, 0].
Si n es impar (—1)" = —1 y se tiene que —y" < —z", esto es, " < y™ y por lo tanto la
funcion x — 2™, con n impar es estrictamente creciente en (—oo, 0] y por lo tanto en todo

R.

El rango de la funcién x — z™ es [0, +00) cuando n es par y es R cuando n es impar.
Para ver esto obsérvese que cualquiera que sea n € N se verifica que [0, +o00) = U2 [0, k"]
y asi, como la imagen de cada [0, k] es [0, k"], pues en [0, k] la funcion x — 2™ alcanza los
valores 0 y k™ y por lo tanto todos los valores intermedios (Teorema de Bolzano del valor
intermedio), resulta que la imagen de x — 2™ es todo el intervalo [0, +00). Para ver que
para n impar el rango de z — 2" es todo R puede usarse un argumento como el anterior
teniendo en cuenta que R = U, [—k™, k"]
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La funcién raiz n-ésima

Se define la funcién raiz n-ésima como la funciéon inversa (para la composicion) de la
funcion potencia n-ésima x — x™. Tenemos que precisar en qué conjunto estd definida
esta funcion inversa dependiendo de si n es par o impar. Cuando n es par la funciéon
x — ™ es estrictamente creciente en [0, +00) y su rango es [0, +00), por lo tanto en este
conjunto esta definida la inversa y ésta es continua. Cuando n es impar la funcién z — 2"
es estrictamente creciente en R y su rango es R, por lo tanto tiene inversa continua en
todo R. La funcién inversa de x — 2" se denotara por = — z% o por x +— /.

n
Observamos que para todo x € [0,400) y n par se verifica que (x")% = <93%> ==z
(por la definicion de funcion inversa) y que (zy)» = znyn. Esto altimo es consecuencia
1 o1\" 1\" 1\" . . .
de que (xﬁyﬁ) = <x5> (yﬁ> = zy. Cuando n es impar se verifican las igualdades
anteriores para todo x € R.

Las graficas de las funciones x — 2" y sus inversas paran =2,4y n=1,3,5 son:
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Potencias racionales

, . m 1\™ .
Para un numero racional 2, con m,n € Ny x > 0 se define = como (z=» ) .Sin
n’ )

. ., . m . .
es impar también se define de la misma forma x» para z < 0. Se verifica que si > = §

entonces x5 = x4 por lo que no hay ambigiiedad en la definicion de esa potencia. Ademés
1\ ™ 1
()=

ysiz>0yrseQ entonces

m . . . z
Para z # 0 se define v~ » = — en las condiciones anteriores sobre m y n. Tenemos asi

Tn

definido 2" para todo ntmero racional r, recordamos que hace tiempo se definio z° = 1.
)

Estas son las graficas de x — 2" para distintos valores de r € Q:

r <0

4-

0<r<

r <0







Capitulo 5

Derivacion de funciones reales de
variable real

Antes del s. XVII una curva era un conjunto de puntos que satisfacian una cierta
condicion geomeétrica. Por ejemplo, el conjunto de los puntos (z,y) del plano que verifican
que z2+y% = 1. Las tangentes a esas curvas en un punto se calculaban de forma geométrica.
A partir de 1630, Descartes y Fermat crearon la llamada “Geometria Analitica” y las curvas
se definen aqui a partir de esto de forma algebraica, por ejemplo f(x) = 23 y surge el
concepto de derivada, que como veremos esta directamente relacionado con el concepto
de tangente a una curva. Este concepto es fundamental en el estudio de las funciones
reales de variable real. Conociendo la derivada de una funciéon podremos conocer algunas
propiedades de ella.

5.1. Funciones derivables

Definiciéon 5.1 Dados un intervalo I de R, una funcion f : I — R y un punto ¢ un
punto de I. Diremos que [ es deriwable en c si existe el limite del cociente

flz) = f(o)

cuando v tiende al punto ¢ y es un numero real. Esto es, f es derivable en ¢ si y solo si
existe un nimero real, que denotaremos por f'(c), tal que

fx) = f(c)

Ve>030>0 | z€l, x#c¢ jJz—¢c<d =
r—c

— flo)] < e.

Cuando f sea derivable en c¢ se llamard tangente a la curva y = f(x) en (c, f(c))
a la recta que tiene pendiente f'(c) y pasa por (c,f(c)). Fsta es la recta de ecuacion

y=f'(c)(x—c)+ f(c).

91
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Nota 5.2 FEl concepto de derwada de una funcion en un punto de un intervalo puede
extenderse a funciones definidas en algunos tipos de conjuntos que no sean intervalos,
pero aqui trabajaremos solo con funciones definidas en intervalos.

Ejemplo 5.3 Los primeros ejemplos mds naturales de funciones derivables lo constituyen
las funciones constantes. En efecto. St f : I — R es constante, esto es, si existe d € R tal
que f(x) = d para todo x € I, entonces para todo ¢ € I y todo x # c,

fa) = fl) d—d _

= 0.
T —c T —c

Otro ejemplo sencillo es la funcion f(x) = x. Vamos a comprobar que para todo ¢ € R

existe el lim %:f(c) y vale 1. En efecto
T—C
x) — f(c r—c
lim M = lim =1.
z—c €T —cC e L — C

También f(x) = x* es derivable en todo punto. En este caso, para todo ¢ € R se
verifica que f'(c) = 2c. En efecto
f(x) = f(o) 2’ — ¢ (z —c)(z+¢)

lim = lim = lim = lim (z + ¢) = 2c.
T—cC €T —C T—ec T — C T—cC €T —C T—cC

La funcion f : x € (—o0,0)U(0,+00) — f(z) = 1 es derivable en todos los puntos de ese
conjunto y f'(z) = —=. En efecto, dados ¢ € (—00,0) U (0,+00) y x # ¢ en el mismo
intervalo que ¢ se tiene que

y esto liende a —c% cuando x tiende a c.

Se veran mas ejemplos més adelante. Vamos a ver ahora un ejemplo de una funciéon
no derivable en un punto.

Ejemplo 5.4 La funcidn f(x) = |x| no es derivable en el punto 0. En efecto,

TGO ) VR P
z—0* x—0 =0t X z—0t T
mientras que
— (0 _
vim A =SO el T
z—0— xr—0 z—0— I z—0— T

Las funciones derivables en un punto son continuas en él. Esto es lo que demuestra la
siguiente proposicion.



5. Derivacion de funciones reales de variable real 93

Proposicion 5.5 Si f : [ — R es derivable en un punto ¢ € I, entonces [ es continua
en c.

Demostracion. Tenemos que demostrar que existe el limite de f en el punto ¢ y que éste
es f(c). Ahora bien, para x € I, x # c¢ se verifica que

@) - 10 = (F2=LD) o g

x—c
y entonces
(7o) = 50) = tim (Z=HD ) i -
= f’(c)lz’_r)n(x —¢)=0.
Esto es, i@gféf(x) = f(o). O

Hemos visto anteriormente un ejemplo de una funcién continua en un punto que no
es derivable en ese punto (la funcién f(z) = |z|. Pues bien, existen funciones continuas
en un intervalo que no son derivables en ningin punto de él. Son ciertamente funciones
muy raras, la primera de ellas fue definida por K. Weierstrass en 1872. En el Apéndice E
de libro de Bartle y Sherbert se estudia una tal funcion.

En la siguiente proposicion se obtienen propiedades basicas de las funciones derivables.

Proposicién 5.6 Sea I un intervalo y sean c € I y f y g dos funciones definidas en [
ambas derivables en c. Entonces:

(a) Para todo a € R la funcion af es derivable en c y (af) (c) = af'(c).
(a) La funcidn f + g es deriwable en c y (f + g)'(c) = f'(c) + ¢'(¢)
(c) La funcion fg es derivable en ¢ y (fg) (c) = f'(c)g(c) + f(c)d'(¢c)

(d) Sig(x) # 0 para todo x € I entonces la funcion g es derivable en c y

1Y oy £(a(e) = F0)d (0
<g> © Cek

Demostracion.

(2
o @D = (@) )~ ()

T—c r—cC T—C T —C

de donde se sigue af es derivable en ¢y que (af)'(c) = af'(c).
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(f+9)) = (f+9)(c) f(@) +9(x) = (f(e) +9(c))

lim = lim
T—C r —cC T—cC T —C
i J@ T ) 60
Tr—cC Tr — C r—c Tr — C

lo que nos da que f + g es derivable en ¢ y que (f + g)'(¢) = f'(c) + ¢'(¢).
(c)
f(x)g(x) — fe)g(c)

1 S9)(@) = (f9)()

= lim

L H@ele) = f(@ela) + S(ala) — (0
= i (P00 s M
= [(9)g(c) + f(e)g' (o).

Téngase en cuenta que al ser g derivable en ¢ es continua en ese punto y entonces
limg(x) = g(c).

. i f@(0) ~ 1)
x—C xr—cC T—C g(x)g(c (.1' - C)
o 1)gle) — F(@gle) + F(edole) — F(e)ol)
i 9(@)9(@) @ —0)

Teniendo en cuenta que g es continua en c,

i) 0= (1) © _ et - i)

S o (9(0)?

esto es § es derivable en ¢ y su derivada en ese punto es

f'(e)g(c) = f()g'(¢)
(9(c))? '




5. Derivacion de funciones reales de variable real 95

O

Observamos que si s6lo sabemos que g es derivable en ¢y que g(c) # 0, entonces existe

un intervalo J C I tal que g(z) # 0 para todo z € J (basta aplicar la Proposicion [4.8)),

téngase en cuenta que g tiene limite en ¢ y que éste vale g(c)). Podemos entonces dividir

por g(z) para los © € J y obtener igual la derivabilidad de % en el punto ¢ cuando f es
derivable en c.

Corolario 5.7 Dada una cantidad finita f1, fo, ..., [, de funciones definidas en un mismo
intervalo I, todas ellas derivables en un punto ¢ € I se verifica que:

(a) fi+fo+- -+ foesderivableen cy (fi+ fot+-- -+ fn) (c) = fi(e)+ fo(c)+- -+ fl(c).

(b) fifa--- fn es derivable en ¢ y

(frfa-- fo)' () = fi()fa(e) - fulc)
+file)fa(e) -+ fulc)

+hi(e)fale) - [ (o).

Si en particular consideramos f; = fo = -+ = f,, en (b) y llamamos f a esa funcion,
obtenemos que

(/") () = nf'()(f(e))" .

La demostracion de este corolario se sigue facilmente por inducciéon a partir de la
proposicion anterior.

Nota 5.8 Cuando una funcion f : I — R es derivable en todos los puntos de I tiene
sentido considerar la funcion derivada f' que asigna a cada ¢ € I el nimero real f'(c).
En algunos libros se usan notaciones diferentes a la nuestra para la derivada f' de una
funcion f. Concretamente, algunos autores escriben Df o % en lugar de ', y escriben
Df(c) o %(c) en lugar de f'(c). Esta dltima notacion es muy antigua (es debida a Leibniz,
matemdtico alemdn, 1646-1716) y es un poco confusa para funciones de una variable como
las nuestras. Indica que se deriva la funcidn f respecto a la variable x (no hay otra).

Cuando estudiamos las funciones continuas consideramos el caso de la composicion
de dos funciones continuas y vimos que esa composicion es continua. Vamos a ver ahora
como la composicion de dos funciones derivables es también derivable. Para demostrar
este resultado probaremos primero un resultado auxiliar que es una caracterizacion de la
derivabilidad de una funcién en un punto.
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Proposicion 5.9 (Teorema de Carathéodory) Sea f una funcion definida en un in-
tervalo I y sea ¢ un punto de I. Entonces, [ es derivable en c si y solo si existe una
funcion ¢ : I — R continua en c tal que

f@) = fle) =plx)(x—c) Veel
Se verifica ademds que p(c) = f'(c).
Demostracién. Supongamos que f es derivable en ¢, entonces la funcién ¢ definida por

f@)=flo) &
sizel,x#c
o(r) = { z—c 7

f'(c) six=c.
La funcién ¢ es continua ¢, pues por ser f derivable en c se tiene que
f(@) = fle)

= f'(c) = #(0)-

limp(z) = lim
T—C T—C T —cC

Supongamos ahora que existe una funcion ¢ definida en I continua en ¢ verificando las
condiciones del enunciado. Entonces

limM = limp(x) = ¢(c).
T—C €T —C T—C
Por lo tanto f es derivable en ¢y f'(¢) = ¢(c). O]

Con ayuda de la proposicién anterior podemos probar, por ejemplo, que la funcion
f(x) = z® es derivable en cualquier punto ¢ y que f’(c) = 3¢ En efecto dado ¢ € R,

- =@ +ex+P)(r—c) VreR,

Como la funcion ¢(z) = z* + cx + ¢ es continua en R, el teorema de Carathéodory nos
da que f es derivable en ¢ y que

f'(c) = p(c) =+ cc+ ¢ = 3.

Recordamos que si tenemos dos funciones g y f definidas en sendos intervalos [ y
J, de forma que f(J) C I, entonces g o f es la funciéon definida en J por la expresion
(go f)(x) = g(f(z)). Respecto a la derivabilidad de la funciéon composicion se tiene el
siguiente resultado conocido como la “Regla de la cadena”.

Teorema 5.10 (Regla de la cadena) Sean f : J — R una funcion derivable en un
punto ¢ € J y sean I un intervalo tal que f(J) C I y sea g : I — R una funcion derivable
en el punto f(c). Entonces go f es derivable en c y se verifica que

(go f)(c) =g'(f(e))f(c).
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Demostracion. Dado que f es derivable en c el teorema de Carathéodory nos garantiza
la existencia de una funcién ¢ : J — R continua en c tal que

f(@) = fle) =plx)(x —c) Vel

v ¢(c) = f'(c). Si aplicamos de nuevo el teorema de Carathéodory, ahora a la funcion g
en relacion con el punto f(c) obtenemos que existe una funciéon ¢ : I — R continua en

f(c) tal que
9(y) —9(f(0) =v(y)(y — f(c)) Vyel

v ¥(f(c)) = ¢'(f(c)). Sustituyendo en esta altima igualdad y por f(z) y luego f(x)— f(c)
por ¢(x)(x — ¢) se obtiene que

(go f)(x) = (g0 f)lc) = ¥(f(@)(f(z)— f(c))
= Y(f(x)e(x)(x —c) Vzel

Ahora bien, la funcion z € J — ¢(f(x))p(x) = (Yo f)(z)p(z) es continua en ¢, entonces
el teorema de Carathéodory nos garantiza que g o f es derivable en ¢ y que

(g0 f)(c) =(f(e)plc) = g'(f())f(c).

OJ

De lo anterior podemos deducir facilmente la derivabilidad de un cociente de funciones

en las hipotesis (d) de la Proposicion |5.6| pues si definimos h(y) = i para y € (—o0,0) U
(0,400) hemos visto anteriormente que '(d) = —= para todo d # 0 y entonces

(g) © = (hog)fY(©) = (hog)(©)f() + (hog))f(c)
— W (g(0)g () + hg(e)F(©)

1, R
= ! O+ 5

(9(c))?
f'(e)g(c) = ¢'(¢) f(c)
(9(c))? '

5.2. Funciones inversas derivables

En esta seccién vamos a estudiar la derivabilidad de la funcion inversa (para la com-
posicion). Se tiene el siguiente teorema.
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Teorema 5.11 (derivabilidad de la inversa) Sea f : I = [a,b] — R estrictamente
mondtona y continua en I, sea J = f(I) y sea f~1 : J — R la funcién (estrictamente
mondtona y continua, Teorema ) inversa de f definida en J. Entonces, si f es
derivable en un punto c € I y f'(c) # 0 resulta que f~1 es derivable en f(c) y se verifica
que

Demostraciéon. Supondremos que f es estrictamente creciente, si fuese estrictamente
decreciente se consigue el resultado trabajando con —f. Por el teorema de Carathéodory
existe una funciéon ¢ en [ continua en c tal que

f(z) = f(e) = p(x)(x — ¢) para todo x € T

v ¢(c) = f'(c). Dado que p(c) # 0 existe 6 > 0 tal que [c —d,c+0] C Iy ¢(z) #0
siempre que x € [c — 0,¢ + 0] si ¢ # a,b; si ¢ = a se considera el intervalo [c,c + 0] y si
¢ = b se considera el intervalo [c — ¢, ¢|. Denotemos por K al intervalo [f(c—0), f(c+0)],
oal[f(c), flc+ )] o[f(c—0), f(c)] segin corresponda, notese que al ser f estrictamente
creciente K no consta solo del punto f(c). Entonces, para todo y € K se verifica que
f~Yy) € I y en consecuencia

y—f(c)=F(f7 (W) — fle) = o(f () (f(y) — ).
Dado que ¢(f~1(y)) # 0 para todo y € K se obtiene de la anterior igualdad que

-1 — Y f(c :—1 — flc
[ ) = (f(e) gD(f,l(y))(y f(c)).

Como la funcion y € K — m es continua en f(c), el teorema de Carathéodory nos
dice que f~! es derivable en f(c) y que

Y (/) ! L]

(@) ele) o)

Ejemplo 5.12 Consideremos la funcion
f(z) = 2° + 42 + 3.

Se trata de una funcion estrictamente creciente en I =R (es suma de funciones estricta-
mente crecientes). Como f'(x) = 5x*+4 es siempre distinta de cero. Entonces su inversa,
definida en f(I) =R, es derivable en todo punto de R y para cada y = f(x) € R se tiene
que

Por ejemplo,
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Ejemplo 5.13 Si I = (0,+00) y f(x) = 2™ (siendo n un nimero natural prefijado),
sabemos que f es estrictamente creciente, derivable en I y f'(c) # 0 para todo ¢ € (0, +00).
Entonces su inversa, definida en f(I) = (0,+00), que es la funcion f~':y € (0,400) >
VY = y%, verifica que

1 1 1 1 1

—1y/ _ _ _ — — — -1
SR ) BTV M) e ov e L

Observamos que la técnica para obtener la derivada de y € (0,+00) — Yy = y% es la
misma que para calcular la de y € (0,400) — y™: Se multiplica por el exponente y se
resta una unidad al exponente.

Ejemplo 5.14 Para n € N, n impar, n # 1, la inversa de la funcion x € R — 2"
. L. . . 1
es derivable en todo punto distinto del 0, y la derivada de esta inversa (f~'(y) = y»)
. . 1 (l—l) . ] y
es la funcion y € (—00,0) U (0,+o00)——y'n~"). Nitese que al ser n impar la funcion
x € R — 2" es también estrictamente creciente en (—o00,0) y la derivada de su inversa
en los puntos de ese intervalo también es y € (—o00,0) — %y(%_l).

Esta funcién inversa f~! no es derivable en el 0 pues

1 1
yn —O'n :y %_1)
y—20

y €como % —1<0el li@y(%_l) = 400 y entonces el cociente no tiene limite finito.
y—0

Ejemplo 5.15 Si r es un numero racional, r = ™, entonces la funcion R : v — a7,

definida en (0,4+00) si n es par y definida en R si n es impar, es la composicion de las
funciones g : x — T y [y +— y™. Entonces, para z € (0,+00) si n es par y para
x € (—00,0) U (0, +00) sin es impar, se verifica que,

R(z) = (fog)(z)=f(g9(x))g ()
= m(g(x))" g (x)
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5.3. El teorema del valor medio

Este teorema relacionaré la diferencia de los valores de una funciéon en los extremos
de su intervalo de definicion con los de su derivada en un punto intermedio. Introducimos
primero el concepto de extremo relativo de una funcién.

(a) Se dice que un punto ¢ de un intervalo I es un maximo relativo (o local) de una
funcion f : I — R si existe § > 0 tal que f(c) > f(x) para todo x € (c—d,c+d)NI.

(b) Se dice que un punto ¢ de un intervalo I es un minimo relativo (o local) de una
funcion f : I — R si existe § > 0 tal que f(c) < f(z) para todo x € (¢c—4§,c+d)N1I.

(¢) En cualquiera de los casos anteriores se dice que f tiene un extremo relativo en
c.

Nota 5.16 Debe observarse que si f tiene un mdximo o un minimo absolutos en un punto
entonces también tiene un mdrimo o un minimo relativos, respectivamente, en ese punto,
y que una funcion puede tener varios extremos relativos e incluso absolutos.

Teorema 5.17 Si ¢ es un punto interior de un intervalo I (esto es, ¢ no es ninguno de
los extremos del intervalo) y una funcidn f : I — R derivable en c tiene un extremo
relativo en ese punto, entonces f'(c) = 0.

Demostraciéon. Supondremos que el extremo relativo que tiene f en ¢ es un méaximo, en
el caso de que se trate de un minimo el razonamiento es andlogo, también puede obtenerse
el resultado considerando al funcién —f.

Como f es derivable en c existe

) — 12 =1

y por lo tanto existen

i FE =@ @)~ (0

T—c™ r —cC Tz—ct r —cC

y coinciden. Consideremos un 6 > 0 tal que (¢ —d,c¢+0) C Iy f(z) < f(c) para todo
x € (¢c—6,c+0). Para todo = € (¢ — 9, ¢) se verifica que

@)= 0 -,
luego
o F@) = )

r—c xr —C
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Por otra parte si z € (¢,c+ 0)

luego

lim
rz—ct r—cC
Como el limite por la derecha y por la izquierda coinciden, necesariamente ese valor comin
tiene que ser O. 0

Nota 5.18 La funcion x — |z| tiene minimo en 0 pero no es derivable en ese punto. La
funcion f :[0,1] — R, definida por f(z) = x, tiene un mdzximo, incluso absoluto, en ¢ = 1
y f'(c) = 1. Debe observarse que el punto 1 no es un punto interior de [0, 1].

El siguiente teorema, debido al matematico francés M. Rolle (1652-1719), nos ayuda
a localizar los posibles extremos de una funcién derivable.

Teorema 5.19 (de Rolle) Si f : [a,b] — R es continua en [a,b], derivable en (a,b) y
f(b) = f(a) =0, entonces eziste ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demostracion. Si f es idénticamente nula en [a, b] entonces cualquier ¢ € (a, b) verifica
que f'(c) = 0. Supongamos entonces que f no es idénticamente nula en [a, b] y supongamos
también que f toma algin valor mayor que 0, si no sucediese esto trabajamos con —f.
Por el teorema la funciéon continua f alcanza el valor del sup{f(z) : = € [a,b]} que
necesariamente es mayor que 0. Esto es, existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = sup{f(z) : = €
[a,b]}. Un tal punto c tiene que ser diferente de a y de b pues f(a) = f(b) = 0. El teorema
anterior nos dice que f’(c) = 0 pues f tienen un méaximo en ¢, incluso absoluto. O

Como consecuencia del teorema anterior deducimos ahora un teorema que es funda-

mental en el Calculo Diferencial, que es lo que estamos estudiando ahora y que tiene
infinidad de aplicaciones.

Teorema 5.20 (del valor medio del Calculo Diferencial) Si f : [a,b] — R es con-
tinua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe un punto c € (a,b) tal que

f(b) = fla) = f(c)(b—a).

Demostraciéon. Consideremos la funciéon ¢ : [a,b] — R definida por
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Esta funcion ¢ es continua en [a, b] y derivable en (a,b) siendo ¢'(z) = f'(x) — f(bl);i(a).
Sucede que p(a) = ¢(b) = 0 y entonces, por el teorema de Rolle, existe ¢ € (a,b) tal que

¢'(¢) =0 lo que nos da que
f() — f(a)

b—a

f'(e) = =0,

esto es,

O

A continuaciéon vamos a obtener unas interesantes consecuencias del teorema anterior.

Proposicion 5.21 Si f: I =[a,b] — R es continua en I, derivable en (a,b) y f'(z) =0
para todo x € (a,b), entonces f es constante en 1.

Demostracion. Fijemos un = € (a,b] y apliquemos el teorema del valor medio a f con
relacion al intervalo [a, z], obtenemos la existencia de un punto ¢ € (a, z) tal que

f(@) = fa) = f(e)(z —a).

Dado que f’(c¢) = 0 resulta que f(z) = f(a). Como esto ocurre para todo = € (a, b] resulta
que f(x) = f(a) para todo = € (a,b] y desde luego para todo z € [a, b]. O

Corolario 5.22 Sean f y g dos funciones continuas en un intervalo [a,b], derivables en
(a,b) y tales que f'(x) = ¢'(x). Entonces existe un nimero real C tal que f(z) = g(x)+C
para todo x € I.

Demostracion. Si consideramos la funcion h = f — g. Esta funcion es continua en [a, b]
y derivable en (a,b) y ademéas h'(z) = 0 para todo = € (a,b). Por la proposicion existe
C € R tal que h(z) = C para todo = € I. Esto nos da que f(x) = g(x) + C para todo
x el 0J

Ahora vamos a utilizar de nuevo el teorema del valor medio, en este caso para carac-
terizar la monotonia de las funciones derivables.

Proposicién 5.23 Sea f : I — R una funcion derivable en un intervalo I. Entonces

(a) f es monotona creciente si y solo si f'(z) > 0 para todo = € 1.

(b) f es monotona decreciente si y solo si f'(z) < 0 para todo = € I.
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Demostracion.

(a) Fijemos un punto x € I, y por cada y € I, y # x, consideremos la expresion

fly) — f=z)
y—x

Sabemos que esta expresion tiene limite cuando y tiende a x (que es precisamente
f'(x)). Ahora bien, si consideramos solo valores de y > z cuando z no es el extremo
derecho de I o solo valores y < x si x es el extremo derecho de I, las diferencias
y—xy f(y) — f(x) son del mismo signo, luego el limite del anterior cociente en x
por la derecha, o por la izquierda si x es el extremo derecho de I, es mayor o igual
que 0 y como hay limite, estos valores coinciden con él y es por lo tanto mayor o
igual que 0.

Reciprocamente. Consideremos puntos x < y en I. Apliquemos el teorema del valor
medio a f en el intervalo [z, y]. Obtenemos la existencia de un punto ¢ € (z,y) tal que

fly) = f(z) = f()ly — ).
Dado que f’(¢) > 0 resulta que f(y) — f(z) > 0 y por lo tanto f(y) > f(x).

Obsérvese que no se necesita que f’(z) > 0 en los extremos del intervalo, en el caso
en el que alguno de ellos pertenezca a él, para obtener la monotonia de la funcion.

(b) Se obtiene aplicando (a) a la funcion —f.
0

Nota 5.24 No se puede obtener un resultado similar para funciones estrictamente mono-
tonas cambiando las desigualdades por desigualdades estrictas, pues, por ejemplo, f(x) =
13 es estrictamente mondtona y sin embargo f'(0) = 0. No obstante, si es cierto que
cuando la derivada es siempre mayor que 0 la funcion es estrictamente creciente y que
cuando la derivada es siempre menor que 0 la funcion es estrictamente decreciente. Esto

se sigue directamente del teorema del valor medio:

fy) = f@) = fe)(y — )
Esta igualdad es vdlida para todo x,y, para un cierto ¢ que depende de x ey. St x <y y

f'(c) > 0, necesariamente f(y) > f(x) y si f'(c) <0, necesariamente f(y) < f(x).

La siguiente proposicion puede considerarse como un test para intentar ver si un cierto
punto es un extremo relativo.
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Proposicion 5.25 (Test de la primera derivada para extremos) Sea f una funcion
continua en un intervalo (a,b) y sea ¢ € (a,b). Si f es derivable en (a,c) y en (c,b), en-
tonces

(a) Sieziste 6 > 0 tal que (c—9,c+6) C I, f'(x) > 0 para todo x € (¢c—6,¢) y f'(z) <0
para todo x € (¢,c+ 0), entonces f tiene un mdzimo relativo en c.

(b) Siexiste 6 > 0 tal que (c—0,c+6) C I, f'(z) <0 para todo x € (c—6,¢) y f'(x) >0
para todo x € (c,c+ 0), entonces f tiene un minimo relativo en c.

Demostracién.

(a) Fijemos arbitrariamente x en el intervalo (¢ — d,¢). Por el teorema del valor medio
existe d € (z,c) tal que f(c) — f(z) = f'(d)(c — z). Al ser f'(d) > 0 resulta
que f(x) < f(c) pues ¢ —x > 0. Si ahora tomamos = € (¢,c + 0) de nuevo el
teorema del valor medio nos garantiza la existencia de un punto d € (¢, x) tal que
f(z) = f(c) = f'(d)(z — ¢). Como ahora f'(d) < 0y x — ¢ > 0 necesariamente
f(z) < f(e). Al ser f(z) < f(c) para todo x € (¢ — 0, ¢+ d) hemos probado que f
tiene un méximo local en c.

(b) La prueba en este caso se obtiene aplicando (a) a la funcién — f.

Nota 5.26 Observamos que la existencia de un extremo relativo en un punto ¢ no garan-
tiza que la derivada tenga a un lado de ¢ un signo y el signo contrario al otro lado de c.
En efecto, la funcion

20 + xtsent siz #0

f<”’):{o siz=0

tiene un minimo, incluso absoluto, en 0 pues dado que la funcion sen toma todos sus
valores en el intervalo [—1,1], siempre 2x* + 2% sen L es mayor que 0, para x # 0. Sea

z
cual sea & > 0 existen puntos en (—3d,0) en los que f' toma valores negativos y otros
en los que toma valores positivos, lo mismo ocurre en (0,8). Basta observar que f'(x) =

3 3 1 2 1 1 - 1
8z° + 4z’ sen = — x° cos(3), que para x de la forma -, k € Z, se verifica que sen~ = 0

Y en esos pun?as la funcion f' queda de la forma f'(z) = 2?8z — (—1)*). Como & — 0

cuando k — 0o y (%)2 > 0 para todo k resulta que para puntos de la forma % con |k| > 3

el signo de ' es positivo si k es impar y negativo si k es par. Véanse las grdficas de f y

1
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Como aplicacion del teorema del valor medio se obtiene ahora una generalizacion
para potencias racionales de la desigualdad de Bernoulli que obtuvimos hace un tiempo
(Proposicion . El resultado es que para todo r € Q, r > 1, entonces (1+xz)" > 1+rz
para todo x > —1. Vedmoslo. Consideremos la funcion

frxze(=1,400) = f(z) =1 +2z)" € (0,+00).

Sabemos que esta funcion es derivable en todos los puntos « de (—1,+00) y que f'(z) =
r(l+z)

Siz € R, x > 0, y aplicamos el teorema del valor medio con respecto al intervalo [0, z]
obtenemos un punto ¢ € (0,z) tal que

Esto es,
(1+z) —1=r(1+c) 2.

Alser r > 1y ¢ > 0 resulta que (1+¢)"! > 1 con lo cual (1+2z)" > 1+ rz.
Si ahora = € (—1,0) de nuevo el teorema del valor medio nos da que existe ¢ € (z,0)
tal que

Esto es,
I—(1+2)" =r(1+c) ' (~2).

Ahora, (1 + ¢)"' < 1 de donde también se sigue que —(1 + z)” < —rz — 1, esto es,
(1+ )" > 1+ ra. Observamos que para x = 0 se tiene la igualdad: (1 +0)" = 1 + r0.
Mas adelante se vera que la misma desigualdad se verifica cuando r es real y mayor que
1, pero de momento no hemos definido qué es una potencia real.
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5.4. Reglas de L’Hopital

Se trata esencialmente de una reglas para calcular limites de cocientes cuando éstos
dan lugar a alguna indeterminacion. So6lo demostraremos un par de ellas.

En primer lugar obtenemos una generalizacion del teorema del valor medio que nece-
sitaremos.

Teorema 5.27 (del valor medio de Cauchy) Sean f y g dos funciones continuas en
un intervalo |a,b] y derivables en (a,b) de forma que ¢'(x) # 0 para todo x € (a,b).
Entonces eziste ¢ € (a,b) tal que

Demostraciéon. Observamos en primer lugar que g(b) — g(a) # 0, pues si g(b) = g(a) el
teorema del Valor Medio nos daria la existencia de un punto ¢ € (a,b) tal que g(b)—g(a) =
g'(¢)(b — a) pero entonces ¢'(c) debe ser 0 y esto contradice la hipotesis de que ¢'(z) # 0
para todo x € (a,b). Como ya hicimos en el teorema del valor medio consideraremos una
funcion auxiliar a la que aplicaremos el teorema de Rolle. En este caso la funcién es

f(b) — f(a)
g9(b) — g(a)

La funcion ¢ es continua en [a,b] y derivable en (a,b), ademéas ¢(b) = p(a) = 0, luego
le podemos aplicar el teorema de Rolle y obtenemos la existencia de un punto ¢ € (a,b)
tal que ¢'(¢) = 0. Ahora bien,

p(x) = f(z) = fla) — (9(z) — g(a)).

con lo que (f(b) — f(a))g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(c).

Obsérvese que si g(z) = x este teorema es exactamente el teorema del Valor Medio
que hemos obtenido anteriormente. O

Podemos ya obtener una de las reglas de L’Hopital para el calculo de algunos limites
de cocientes.

Proposicion 5.28 (regla de L’Hépital) Sean f y g dos funciones derivables en un
intervalo (a,b) de forma que ¢'(x) # 0 para todo x € (a,b) y que

lim f(x) =0= lz’m+g(:1:).

z—at T—a

St existe el )
im %)

z—a™t g/ (ZL’)
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y su valor es L € R entonces existe el

TIC)

z—at g(I)

y su valor también es L. Observamos que el hecho de que ¢'(x) # 0 para todo x € (a,b)
nos garantiza que g(x) # 0 para todo = € (a,b), pues si extendemos g al intervalo |a,b)
definiendo g(a) = 0, entonces, para todo x € (a,b), g es continua en [a,x] y derivable en

(a,x), por lo que g(x) = g(x) — g(a) = ¢'(c)(x — a) para un cierto ¢ € (a,x) y ¢'(c) # 0.

Demostracion. Definamos f(a) v g(a) como 0. Entonces f y g son continuas en [a,b).

Como lz’m+ g:gg = L, dado cualquier £ > 0 existe 6 > 0, que supondremos que verifica
Tr—ra
que a + 6 < b, tal que
"(t
f/( ) — L‘ <e
g'(t)

para todo t € (a,a+ 9).
Sea x un punto arbitrario en el intervalo (a,a + ¢§). Aplicando el teorema de Cauchy
del valor medio al intervalo [a, x] obtenemos que existe ¢ € (a, ) tal que

f@) ~ fla) _ F(0)
g(x) —gla) ~ g(0)

Como f(a) = g(a) = 0 la anterior igualdad nos da que

f@) _ f©
g(z)  g'(c)
y entonces
x
& —Li<e¢
9(x)
pues ¢ € (a,z) C (a,a+ §). Esto se verifica para todo = € (a,a + ¢). En consecuencia
lim M = L.
z—at g(ZL’)
O
Nota 5.29 La misma demostracion sirve cuando en hipdtesis similares a las anteriores
se trata de limites de la forma lim f@)
z—b— 9()
Nota 5.30 Los resultados anteriores son vdlidos también cuando L = +o0 o L = —o0.
Veamos como ejemplo el caso li??”ﬁr ;,((g = +00. Definamos también aqui f(a) = g(a) =0
r—a
con lo que [ y g son continuas en [a,b). Dado cualquier M > 0 existe § > 0 tal que
J'(#)

g'(t) - M
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para todo t € (a,a+ 0). Como antes, para todo x € (a,a+ 9) eziste ¢ € (a,x) tal que

f(x) = fla) _ fle)

g9(x) —gla)  ¢'(c)

esto es, @) 2
flx)  fle
EACI M
o) ~ g0~
pues ¢ € (a,a+96), luego
lim M = +00
z—at g(l’)

Obsérvese que con el mismo arqumento se puede obtener el resultado para limites
cuando x liende a b por la izquierda.

Nota 5.31 Cuando f y g son continuas y derivables en un intervalo de la forma (a, +00),
cona >0,y l@'T flz) =0= MT g(x) siendo ¢'(x) # 0 para todo x > a, entonces si
T—>1+00 T—+00

existe el xl—Z;Too% también existe el :L’Z—Z;Too% y se verifica que,

im L&) g, L)

T—r—+00 g(:)j) T—-+00 g/ (gj) )

La demostracion se obtiene aplicando la primera de las reglas de L’Hopital teniendo en

cuenta que
1
lim @ = i f(f)
aotoog(z) -0t g(3)

Hay un resultado andlogo para —oo.

Nota 5.32 Las anteriores reglas de L’Hopital se refieren a limites de cocientes en los que
los limites del numerador y denominador son 0. Hay resultados similares para el caso en
que esos limites sean ambos +00 0 —oo. En las clases prdcticas se verd como también se

pueden resolver las formas indeterminadas: oo — 0o, 0 - 00, 1%, 0° e oo,



Capitulo 6

Aproximacion por funciones
polin6émicas

Obtendremos en esta secciéon un teorema realmente importante debido a Brook Taylor
(matemético inglés, 1685-1731) que nos permitird aproximar funciones por polinomios.

Si tenemos una funciéon f : I — R que es derivable en todos los puntos de I tiene
sentido considerar la funcion ' : x € I — f'(x). Puede que esta funcién sea derivable
en algiun punto ¢ € I. En ese caso la derivada de f’ en ¢ se representara por f”(c) y se
llamara la derivada segunda de f en c. Pero, claro, puede que la funcién f’ sea derivable
en todos los puntos de I y entonces tiene sentido considerar la funcion f”: x € I — f"(x)
y, por que no, puede que esta funciéon sea derivable en algin punto ¢ € [ y la derivada
de la derivada segunda de f en ¢ se representard por f”(c) y se llamara la derivada
tercera de f en c... En general, para un natural n se denotara por f™(c) a la derivada de
la funcién f*~Y en el punto ¢, supuesto claro esta que existe la derivada de orden n — 1
en todos los puntos de I, o al menos en un intervalo que contenga a c¢. Sin —1 = 0 se
entiende que la correspondiente derivada es la propia funcion.

Dada una funcion que tenga derivadas hasta el orden n en un punto zy construimos
un polinomio de grado menor o igual que n mediante la expresion:

f" (o) J™ (o)

21 n!

Poo() = f(20) + f'(20) (2 — 20) + (x —x0) 4+ + (z —20)".
Tal polinomio se llama el Polinomio de Taylor de f en 2y de grado menor o igual
que n. El siguiente teorema nos da una informaciéon muy til sobre como este polinomio

aproxima a la funcion f, supuesto, claro esté, que f verifique unas ciertas hipotesis.

Teorema 6.1 (de Taylor) Sean n € N y f : [a,b] — R una funcion que tenga todas
las derivadas f', f",...,f™, que éstas sean continua en [a,b] y que ezista V) en el

'Realmente las primeras n — 1 derivadas ya son continuas por ser derivables.

109
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intervalo (a,b). Entonces, para todo par de puntos x, xg € [a,b] se verifica que existe un
punto ¢ entre T y T, ¢ # T Yy ¢ # Ty, tal que
fn+1)(c)

f(x) = Poo(z) + m(w — o)™,

Demostracion. Dado = € [a, b], x # xo, denotemos por J al intervalo cerrado de extremos
Ty xo. Segin sea x en relacion con zg el intervalo J serd [z, zo] o [zg, x]. Consideremos
la funcién auxiliar definida en cada t € J por la expresion,

n)
FIt)i= 1(0) = Pualo) = ) = (10 + P =)o+ D).

Esta funcion es continua en J y derivable en su interior, y

F) = —fO+ 10— O+ I LW e

2! 2!
n) n+1)
-+ / n!(t)n(x — )"t - fn—!(t)(:c —t)"
n+1)

Consideremos ahora la funcién definida en cada ¢t € J por la expresion

G(t) = F(t) — F(xo) ( vt )nﬂ .

r — X9
Esta funciéon es continua en J y derivable en su interior. Ademaés,
Gx)=F(z)=0y G(x9) = F(x9) — F(x0) =0,

entonces, el teorema de Rolle (Teorema [5.19) nos da la existencia de un punto ¢ en el
interior del intervalo J, esto es, entre x y o tal que G'(c) = 0. Ahora bien,

(z —¢)"
(x — xo) 1’

G'(c) = F'(c) + F(xo)(n+ 1)

de donde se deduce que

1 (.T _ xo)n—l—l

n+1 (xr—c)n

F(zo) = —F'(c)

y sustituyendo F’(c) por su valor, antes calculado, tenemos que

1 (z—z0)"™ (z— )"

n+1 (z—c) n!

F(zo) = f"V(c)

_ fn+1) (C) (x -

(n+1)! )y
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De la expresion que define a F'(zg) se sigue que

F@) = Fao)+ Faoe —0) 4+ L 0 gy Py
= f(@o) + f'(zo)(x —mo) + -+ + fn)rf!%) (x — o)™ + {Z%)S?@ —x)"",
que es lo que queriamos demostrar. O
Como ya hemos hecho, es habitual denotar al polinomio
(x — )"

f(wo) 4 f'(wo)(x —20) + -+ + o

por P, ., (z), y también es habitual denotar por R, ,,(z) a
1

(n+ 1)!f SROICEEAN

Obsérvese que R, ,,(z) depende de ¢ que es un punto del que sélo sabemos que esta
entre x y xo. Se tiene asi que f(x) = P4, (%) + Ry 4 (7). La expresion R, ., se llama el
resto de Lagrange (matematico italiano, 1736-1813). Hay otras formas de expresar este
resto, una de ellas es mediante una integral. Esto lo veremos més adelante.

Nota 6.2 Hay también una version del Teorema de Taylor para n = 0, se trata del
teorema del valor medio (Teorema . En efecto, si f :[a,b] = R es continua en [a, b
y derivable en (a,b) entonces, para todo x € |a,b], © # xq, existe c entre x y xq tal que

f@) = f(zo) + f(c)(x — x0),

que es lo que afirmaria el teorema de Taylor para n = 0.

El teorema de Taylor puede utilizarse, entre otras cosas, para caracterizar los extremos
de una funcién. Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 6.3 Sean I un intervalo, o un punto interior de [, n e N n>2y f: 1 —
R. Supongamos que existen las derivadas f', f",...,f™, que son continuas en I y que
f'(wo) = f"(zo) = - = f"V(xg) = 0 pero f)(xo) # 0. Entonces se verifica lo siguiente:

(a) Sin es pary f(xo) > 0 entonces f liene un minimo relativo en x,.
(b) Sin es pary f(x¢) < 0 entonces f tiene un mdrimo relativo en x,.

(c) Sin es impar entonces f no tiene un extremo en x.
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Demostracion. Si por cada x € I, x # xg, aplicamos el teorema de Taylor con n — 1 en
el intervalo determinado por x y g, entonces para todo x € I, x # x, existe un c entre
Ty xo tal que

1) Lo -1 n)c n
flz) = f($0)+f/($o)($—$o>+"'+f—()(ﬂf—mo)n ‘f'f—()(x—ﬂ?o)

(n—1)! n!
n) c
= f(zo) + fng )(x —x0)".

Como f™(xq) # 0 existe & > 0 tal que (xg — 6,70 +0) C Iy f(z) tiene el mismo signo
que f™(zo) para todo x € (zg — 6,10+ &) (proposicion . Si consideramos puntos z en
ese intervalo, entonces el correspondiente punto ¢ también estd en él y asi f™(c) tiene el
mismo signo que f™(z).

Sines pary f"(xg) > 0 entonces f?(c) > 0y (v — x0)" > 0 cuando x # x, luego
f(z) > f(zo) paralos x € (zg — 0,29 + 0), lo que nos da que f tiene un minimo relativo
en o, y esto prueba (a).

Sines pary f"(xo) < 0 entonces f™(c) < 0y (z — 2¢)" > 0 cuando z # xg, luego
f(z) < f(xo) para los (xg — d,29 + 0), lo que nos da que f tiene un méaximo relativo en
xo, v esto prueba (b).

Si n es impar y f™(x0) > 0 entonces fV(c) > 0y (v — 2¢)" > 0 cuando x > =y y
(x — )™ < 0 cuando x < xg. Luego f(z) > f(xg) paralos x € (xg,z0+0)y f(x) < f(x0)
para los © € (xzg — 0,29), lo que nos dice que f no tiene un extremo relativo en x.
Si f™(x¢) < 0 entonces fY(c) < 0y (z — x9)" > 0 cuando x > gy y (v — xp)" < 0
cuando © < xo, luego f(z) < f(zo) para los x € (xg,x29 +0) v f(x) > f(xo) para los
x € (xg — d,x0), lo que nos dice que f no tiene un extremo relativo en xy. Esto prueba
(c). O

6.1. Funciones convexas

Un tipo especial de funciones que son frecuentes en las aplicaciones del Calculo son
las funciones “convexas” y para este tipo de funciones hay un teorema que las caracteriza
en términos de la derivada segunda. Definimos ahora qué es una funcién convexa y luego
probaremos ese teorema.

Definicién 6.4 Se dice que una funcion f : I — R es convexa (I es un intervalo
arbitrario) si para todo t € (0,1) y para cualesquiera x1 y xo € I, 11 # xo, se verifica que

FUU =)y + tag) < (1 =) f (1) + 1f (w2) = f(1) + ([ (22) — f(21))-

Debe observarse que fijados x1, 25 € I, siendo x; < xs, entonces, para cada t € [0, 1]
se verifica que (1 — t)x; + tzy pertenece al segmento de extremos 7 y x2. De hecho ese
segmento es exactamente el conjunto de los puntos de la forma (1 — ¢)z; + txe cuando ¢
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recorre el intervalo [0, 1]. Lo que significa la convexidad es que para todo punto (1 —¢)x;+
txo del intervalo determinado por x; y a9 el valor de la funcién f en ese punto es mas
pequeno o igual que el valor (1 —¢)f(xy) + tf(z2) que es el que corresponde para cada t
en el segmento determinado por los puntos (z1, f(z1)) y (22, f(z2)).

Cuando para todo t € [0,1] y para cualesquiera x1 y xo € I, x1 # X9, se verifica que

f(A =)z +txg) > (1 — 1) f(21) +f(22)

se dice que la funcién es concava. Como una funcién es concava si y sélo si su opuesta
es convexa nos centraremos solo en el estudio de la convexidad.

Las funciones convexas pueden ser derivables o no, piénsese en la funcion f(z) = |z|,
que es convexa y no es derivable en 0. Algunas son derivables, incluso dos veces derivables
y para éstas se obtendra enseguida una interesante caracterizacion. Para ello obtenemos
primero una propiedad de las funciones dos veces derivables en un punto.

Proposiciéon 6.5 Sea f : [a,b] — R una funcion derivable en (a,b) y dos veces derivable
en un punto ¢ € (a,b). Entonces,

(e) — i FC D) = 26(0) 4 fle— )

h—0 h?

Demostracion. Consideremos los cocientes

fleth) = fle) = fie)h
h2

fle=h) = f(e) = f'(e)(=h)
B2
en los que se ha elegido h # 0 tal que ¢+ h y ¢ — h pertenezcan a (a,b). En ambos casos
el limite del numerador y el denominador es 0 cuando h — 0. Al ser f derivable en (a,b)
podemos aplicar la Regla de L'Hopital (Proposicion [5.28)) y deducimos que

flet+h) = f(e) = f/e)h fleth)—fe) 1

il 2 = lim*———- = 51"(0)
y
i €= = 1O = FEh) o P WD+ 1
h—0 h2 hss0 2% 9 .
Entonces,
Fe) = tim (f(c+ h) —]J;(c) —f'(Qh  fle=h) - f(hc2) — f’(c)(—h))
h—0 h2
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Teorema 6.6 Sea f : (a,b) — R una funcidn (a puede ser —oco y b puede ser +00) que
tiene derivada sequnda en cada punto de (a,b). Entonces f es convexa en (a,b) si y sdlo
si f"(x) > 0 para todo x € (a,b).

Demostracién. “=" Sea ¢ € (a,b). Para todo h € R tal que ¢+ h y ¢ — h pertenezcan

a (a,b) se tiene que
1 1
c= §(c—h)—|—§(c—|—h),

la convexidad de f (tomando t = ) nos da que
10 =1 (Gle=m+ 54 n)) < Ffle=m+ 3ot

de donde,
fle+h)=2f(c)+ f(c—h) >0

lo que nos dice que

f//(c) _ ll’mf(c—’_ h) — Qf(c) + f(c — h)

> 0.
h—0 h? 20

“=" Sean x; y =2 € (a,b) y supongamos que x; < zo. Fijado un ¢t € (0,1) sea
xg = (1 — t)x1 + txe. El teorema de Taylor con n = 1 aplicado a f y al punto zy nos
garantiza la existencia de dos puntos, ¢; € (z1,x¢) y ¢2 € (2o, x2) tales que

Flan) = Fwo) + F o)y = 0) + 5" e2) 1 — o)’

Fls) = (o) + o) s = w0) + 5"e2) (2 — o)
Como f"(x) > 0 para todo = € (a,b) resulta que

L= 08 (ex) o = 20 + 58" (@) 2 — 0)* 2 0
y entonces
S =tz +txs) = f(zo)
< f<x>+§<1—t>f< e — a0)?

+—tf' (c2) (g — 0)”

f( 0) + (1 =) (f(z1) — f(xo) — f'(w0) (21 — 20))

+t(f(22) = f(20) — f'(20)(22 — 20))

= (L=1)f(z1) = f'(zo)(1 = ) (21 — m0) + t(z2 — 70))
+tf(x2)

= (I—=t)f(z1) +tf(x2)

(téngase en cuenta que (1 —t)(z1 — xg) + t(zg — x0) = (1 — )21 + tog — 29 = 0.) O



Capitulo 7

Integracion de funciones reales de
variable real

Mientras que el objetivo fundamental de la derivacion es el de encontrar la tangente
a una curva en un punto, que no es otra cosa que la recta que pasando por el punto
tiene por pendiente la derivada de la funciéon en el punto, el objetivo de la integracion
es el cilculo de “areas” que, como veremos, serd en cierto modo un problema inverso al
de la derivacion. Hay mas de una teoria de integracion, nosotros aqui estudiaremos la de
Riemann (matematico alemén, 1822-1866). Asi como la derivada de una funcion en un
punto es un cierto limite, también sera un limite la integral de una funcién en un intervalo.

Empezamos definiendo el concepto de particion de un intervalo. En todo el tema
trabajaremos solamente con intervalos cerrados acotados [a, b], con a < b.

Definicién 7.1 Se llama particion de un intervalo [a,b] a cualquier coleccion finita
P ={x,x1,..., T0}
de puntos de |a,b] tales que
a=To <11 < < Tp_1 <xp,=0>0.

Por ejemplo, por cada n € N los puntos

b— b— b—
a,a—|—2 a,...,a—l—(n—l) a
n n

a, a+ ,b

forman una particion de [a,b] por puntos igualmente separados.

Definicién 7.2 Dada una funcion f : [a,b] — R acotada en [a,b], esto es, existen
my M € R tales que m < f(z) < M para todo x € la,b], y dada una particion
P=A{z,,x1,...,x,}, por cada k = 1,...,n se usardn la notaciones

my = inf{f(z):x € [ry_1, x|}

My, = sup{f(x):z € [zs_1,2x]}

115



116

y llamaremos suma wnferior de [ correspondiente a la particion P a
n
L(P f) = ka(xk_xk_l)
k=1
y suma superior de [ correspondiente a la particion P a
n
U(P f) = Z My (z—xp—1).
k=1

Su usan las letras L y U por ser las iniciales de las palabras inglesas Lower y Upper que
significan inferior y superior respectivamente. Obsérvese que las funciones que considera-
mos pueden no ser continuas, les pedimos que sean acotadas para garantizar la existencia
de mg Yy Mk

Cuando f es una funcion positiva se puede interpretar la suma inferior como la suma
de la areas de los rectangulos que tiene por base los intervalos [zy_1, 2x] v por altura my,.
Anélogamente la suma superior representa la suma de las areas de los rectangulos con
base [xg_1, x| y altura M.

De las propias definiciones de L(P, f) y U(P, f) se sigue que L(P, f) < U(P, f).

Definicién 7.3 Se dird que una particion Q= {yo, Y1, ..., Ym } de [a,b] es un refinamien-
to de otra particion P= {x,,x1,...,x,} 8i PCQ. FEsto es, Q) contiene a todos los puntos
de P y quizd alguno mds. Obsérvese que necesariamente m > n. Cuando () es un refina-
miento de P se dice que () es mds fina que P.

Vamos a ver ahora como cuando () es un refinamiento de P la suma inferior corres-
pondiente a () es mayor o igual que la correspondiente a P y la superior es menor o igual
que la correspondiente a P.

Proposicion 7.4 Sea f : [a,b] — R acotada y sean P = {x,, x1,...,x,} una particion de
[a,b] ¥ Q= {Yo, Y1, -, Ym} un refinamiento de P. Entonces

L(P,f) < L(Q, ) <U(Q, f) SU(P, f).

Demostracion. Es claro que basta comprobar que eso ocurre con un refinamiento que
tenga un punto mas que la particion original. Supongamos entonces que P= {x,, x1, ..., T, }
y que Q = {xg,x1,...xj_1, 2", Tj,j41,...,x,} con un cierto z* € [a,b]. Para el j tal que
r* € [zj_1,z;], ¥y en relacion con la particion P, se tiene que m; = inf{f(z) : = €
[zj_1,25]} y M; = sup{f(z) : © € [zj_1,%j]}, y para la particion () tendremos que
considerar los valores m’; = inf{f(z) : v € [v;_1, 2|}, m] = inf{f(x) : x € [2*,3;]},
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M} = sup{f(z) : € [vj_1,2"]} y M] = sup{f(z) : z € [v*,7;]}. Las sumas inferiores
correspondientes son

L(P, f) = my(wp_w1)

y
Jj—1 n
L(Q, f) = mu(wp_mer) +ml(@* — aj) +mf(x; — 2) + D mp(wp_ai),
k=1 k=j+1

y las superiores

UP,f) = My(xp_xs1)
k=1

y
7j—1 n
U(Q, f) =Y My(wpwp1) + Mj(a" — z;-0) + M (2 — 2*) + Y My(wxay ).
1 k=i 11
Ahora bien,
mi(a" — 1) +m(x; —a") > my(a" — x50) +my(ay; — 27) = my(z; — x50)
y
Mi(z" —xj1) + M (2 — 27) < Mj(2" — xj-1) + Mj(2; — 2%) = M;(2; — x;-1),
y por lo tanto L(Q, f) > L(P, f) y U(Q, ) < U(P, f). O

Corolario 7.5 Si f : [a,b] — R es acotada y Py y Py son dos particiones cualesquiera de
la,b], entonces L(Py, f) < U(Ps, f).

Demostraciéon. Denotemos por @ la particion de [a, b] que resulta al unir los conjuntos
Py y P,. Entonces @ es una particion de [a,b] que es un refinamiento tanto de P; como
de P,. En consecuencia sabemos que

L(P, f) < L(Q, ) <U(Q, f) SU(Py, f).
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7.1. Integrales superior e inferior.

Dado un intervalo [a,b] denotemos por P([a,b]) al conjunto de todas las particiones
de [a, b].

Definicién 7.6 Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Se define la integral inferior
de f en [a,b] como

/ f = sup{L(P, f) : P € P((a,b])}

y se define la integral superior de f en [a,b] como

— b

/ f—inf{UP.f): PePlab)}

Debe observarse que en virtud del corolario anterior el conjunto de los nimeros reales
L(P, f), cuando P recorre el conjunto P([a, b)), esta acotado superiormente y que el con-
junto de los nimeros reales U(P, f), cuando P recorre el conjunto P([a, b]), esta acotado

—b
inferiormente, luego [ "fy [, f estan bien definidos.

—b
Sucede que f bf < f /> pues dado que para cualesquiera dos particiones P, y P de
la, b] se verifica que L(Py, f) < U(P, f), entonces

b
/ f=sup{L(P.f): P € P(la, b))} < U(Py, f)

Y _a

y como esto ocurre para toda P, se verifica que

/ f<mf{UP.f): PeP(ab)} = / ;.

Si en particular, consideramos la particion P = {a,b} y hacemos m = inf{f(z) : x €
la,b]} vy M = sup{f(x): x € [a,b]} tenemos que

— b

m(b—a)g/bfg/ang(b—a).

—a
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7.2. La integral de Riemann

—b
Siempre sucede que [ bf <[ .J ¥ puede ocurrir que para una cierta funciéon acotada
— a

—b
[ [a,b] = R se verifique [ br < [, [- Veamos un ejemplo. La funcién de Dirichlet, que
ya hemos considerado anteriormente, y que esta definida en [0, 1] por

[0 size0,1]NI
ﬂ“")_{l sizef0,1]NQ

tiene esa propiedad. En efecto, sea cual sea la particion P = {xq, z1, ..., x, } de [a, b] sucede
que para cualquier £ = 1,...,n en el intervalo [x;_1, x| hay puntos racionales y puntos
irracionales, luego para todo k =1, ..., n, se tiene que my = 0 y M, = 1. En consecuencia

L(P,f) =0y U(P, f) =1 paratoda P € P([a,b]), y ello implica que [ bf =0 yT Zf = 1.

Definicion 7.7 Cuando para una funcion f : [a,b] — R acotada se verifique que [ bf =
< a

—b —
[ f se dird que f es Riemann integrable en [a,b] y al valor comin de [ “ry [ f se
le llamard la integral de Riemann de f en [a,b]. Fste valor suele denotarse por

/ab / /abf (z)dz, / o

Se define [, f como — fabf y se define también [ f como 0.

Dado que aqui s6lo manejaremos la integral de Riemann normalmente hablaremos s6lo
de integral.

Damos a continuacién unos ejemplos de funciones integrables:

Ejemplo 7.8 Las funciones constantes son integrables. En efecto, sea f : [a,b] — R tal
que f(z) = d para todo x € [a,b]. Entonces, sea cual sea la particion P = {xg, x1, ..., 2, }
de [a,b] y sea cual sea k = 1,...,n se verifica que my = d y My = d. Por lo tanto

L(P,f)=d(b—a) y U, f) =d(b—a). Es claro entonces que [ bf= d(b—a) = 7 Zf.
Esto es, [ es integrable y ademds f; f=db—a).

Ejemplo 7.9 La funcion f :[0,1] — R definida por f(x) = x es integrable en [0,1]. En
efecto, por cada n € N consideremos la particion
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Como la funcion f es creciente su infimo y su supremo en cada uno de los intervalos

[%, %} se alcanzan en los extremos inferior y superior respectivamente, esto es,

k—1 k
my = y M= —.
n n
En consecuencia
1 11 21 n—11
LP.,f) = 0—4—4+—+---+ —
no o nn nn n o n
1424+ (n—1)
— =
Y
11 21 31 n—11 nl
UPof) = Lot oot oo o O
nn nn nn n n nn

1+24---+(n—1)+n
n? '
A principios de curso hemos demostrado, usando el principio de induccion matemdtica,

que para todo m € N se verifica que 1+2+---4+m = M Y, usando esto conm =n—1
y después con m = n obtenemos que

1424---+(n—-1) (n—1)n 1 1
Lt 1) = n? T o2 2 L= n
’ 1+2 ( 1) 1 1
+2+4+---+n nn+

1

El supremo de las sumas inferiores L(P,, f) es 3

también % Ahora bien

y el infimo de las sumas superiores es

/(fz sup{L(P, f) : P € P([a, b))}

Y _a

> sup{L(P,,f):n €N} = %
= inf{U(F,, f):n €N}
> inf{U(P, f): P € P(a,b])}

— b
/7

—b —b
Esto nos da que [ by = [ .f =3, téngase en cuenta que siempre [ br< [ f- Se tiene
entonces que f es integrable en [0, 1] y que su integral en ese intervalo es fol f= fol rdr =
1

5
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Ejemplo 7.10 La funcién f(x) = 22 es integrable en [0,1]. En efecto, hagamos, como en

el ejemplo anterior P, = {0 12 .e=Llo_ 1} por cada n € N. También esta funcion

nOn’ n 'n

es creciente en ese intervalo y entonces, para cada k =1,...,n, se tiene que

k—1\ k\?
e (Y e (B
n n
En consecuencia,

1 1\%1 2\% 1 ~1\?*1
LB, f) = 0—+<—) —+(—> —+---+(n ) -
n n n n n n n

142244 (n—1)

v = (0) o () e () ne () a e G

También se ha visto que para todo m € N se verifica que
2 2 _ 1
1+2°4 - +m” = 6m(m+1)(2m+1),

y usando esto con m =n — 1 y después con m = n oblenemos que

n3 6m3

U(anf) = 77,3 - 6n3

1

El supremo de estas sumas inferiores es 3 y lambién tiene ese valor el infimo de esas
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sumas superiores. Ahora bien, como antes,

/ f = sup{L(P.f): P eP(lab])

> sup{L(P,,f):n €N} = %
= inf{U(F,, f):n €N}
> inf{U(P, f): P € P(a,b])}

— b
|
Resulta entonces que f es integrable en [0,1] y que su integral en ese intervalo es fol f=

fledx: L

0 3"

7.3. Criterio de integrabilidad de Riemann

Obtendremos a continuaciéon un criterio para saber si una funcién es integrable.

Teorema 7.11 (criterio de integrabilidad de Riemann) Sea f : [a,b] — R acotada
en [a,b]. Entonces, f es integrable en [a,b] si y sdlo si para todo € > 0 eziste una particion

P. de [a,b] tal que U(P., f) — L(P:, f) < e.

—b
Demostracion. Supongamos que f es integrable en [a, b], entonces [ bf =/ J- Como
[°f =sup{L(P, f): P € P(a,b])} se sabe que [ ’f — £ 100 es cota superior del anterior

conjunto, luego necesariamente existe una particion P, . de [a, b] tal que
b 5
/ = B < L(Pye, f),
Y _a

—b —b
y como [ f=1inf{U(P, f): P € P([a,b])}se tiene que [ f+ 5 no es cota inferior de
ese conjunto, por lo que necesariamente existe una particion P, de [a,b] tal que

— b
U(P2,saf)</ f+§

Denotemos por F. a la particiéon que resulta al unir los puntos de P, . con los de Ps.
Entonces

b — b
[ r-5S<upep<Lrn<vE UL < [ 145

—a
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de donde se sigue que

— b

U(Paf)—L(Ps,f)</af—/bf+a.

— a

—b
Como ["f=] > se tiene que U(P., f) — L(P., f) < e.

Reciprocamente, la condicion de que para todo € > 0 existe una particion P. de [a, ]
tal que U(P., f) — L(P., f) < € se sigue que

— b
og/ f—/ f<UPLf) ~ LB f) < e

y sabemos que el tnico ntmero real mayor o igual que 0 que es menor que cualquier

—b
nimero positivo es el 0 (Proposicion [1.18), luego [ f = [ "fy asi f es integrable en
a, b]. O

Corolario 7.12 Si f : [a,b] — R es una funcion acotada y existe una sucesion (P,) de
particiones de [a,b] de forma que

lim (U(Py, f) — L(Py, f)) =

n—o0

entonces f es integrable en [a,b] y ademds

/ f= lsz (P, f) = lim U(Py, f).

Demostracion. Sea ¢ > 0y sea N € N tal que U(FP,, f)— L(P,, f) < € para todon > N.
En particular
U(PNaf)_L(PNaf) <E€

y entonces basta considerar como P. la particién Py para obtener la integrabilidad de f
por el criterio de Riemann.
Como para todo n,

b b
wennz [ 1oy [ r<unn
resulta que

b
0< / f— L(Po ) SU(Po, f) — L(Py. f)

y la expresion de la derecha tiende a 0 cuando n — oo, por lo que L(P,, f) — fab f. Por
otra parte, también

b
0<U(P,. f) - / f<UPu f)— L(P. f)

lo que implica que U(P,, f) — fab f. O
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Nota 7.13 Aplicando este corolario se sigue facilmente algo que hemos obtenido antes,
a saber, que fol rdr = % Y que fol 22dx = L. En efecto, habiamos visto que considerando
las particiones P, = {07 %, 2 =l n — 11 para f(x) = se tiene que

n’ T 'n

1 1 1 1 1
UP,f)—L(Pf)==(1+-)—=(1-=)== =0
Puf) - LB =5 (1+3) -5 (1-7) =2
luego f(x) = x es integrable y se verifica que
! 1 1 1
/ xdx = lim — <1+—) ==
0 n—o02 n 2
Para f(x) = 2? tenemos que
1 3 1 1 3 1 1
P, —LP,fl==-1+—+—)—=(1—-—+— | =—
U(En, /) (Fa /) 3 ( +2n+2n2) 3 ( 2n+2n2> n—>0

2 es integrable y se verifica que

! 1 3 1 1
2de = lim- (14 =+ — ) = =
/Ox r=am e\ttt T o) T3

Integrabilidad de funciones monétonas y de funciones continuas

luego f(x) =x

Las funciones mono6tonas son integrables y lo mismo le ocurre a las continuas. Esto es
lo que demostraremos en esta seccion.

Proposiciéon 7.14 Sea f : [a,b] — R una funcion mondtona. Entonces f es integrable
en [a,b].

Demostraciéon. Observamos antes de nada que las funciones mono6tonas son acotadas
pues sus valores estan entre f(a) y f(b).

Supondremos que f es monotona creciente, si es monotona decreciente la demostracion
es similar. Fijemos una particion P, = {zo, z1,...,x,} de [a,b] donde 2}, = a + kb’Ta para
k=0,..,n. Al ser f creciente,

my, = inf{f(z): x € [wp_1, 2]} = f(zp-1)

My, = sup{f(z): x € [xgp_1,2%]} = f(ap).
Asi,
b—a

0 < U(P,, f)— L(Py, f) = (f(x1) + f(22) + - + f(zp1) + f(D))

(@) 4 Fle) ot f@ae) + flan)) O

= () - fla) =

n
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Esto nos da que el limite de U(P,, f) — L(P,, f), cuando n tiende a oo, es 0 y por lo tanto
f es integrable en [a,b] por el Corolario anterior. O

Proposicion 7.15 Toda funcion f : [a,b] — R que sea continua es integrable en |a,b].

Demostraciéon. Observamos antes de nada que todas las funciones continuas en [a, b] son
acotadas (Proposicion [4.45). Sabemos también que todas las funciones continuas en [a, b]
son uniformemente continuas (Teorema [4.56). Entonces para todo & > 0 existe § > 0 tal
que si u,v € [a,b] y |u—wv| <0 se verifica que |f(u) — f(v)| < ;= Fijemos una particion
P. = {xg,x1, ..., 2, } de [a, b] de forma que la separacion entre cada dos puntos consecutivos
sea menor que 0. Como toda funcion continua en un intervalo cerrado y acotado alcanza
en él su maximo y su minimo (Teorema , existen, para cada k = 1,...,n, puntos
Ug, Uk € [Tg_1, k] de forma que f(ux) = My y f(vx) = mg. Entonces

My —my = |flw) = f(r)] < 7—
y por lo tanto
0 < UL, f)—L(E, [) =) (Mp—my) (x — 2p-1)
k=1
£ w— B
— Z(:z:k —Tp_q) =€

7.4. Propiedades de la integral de Riemann
Comenzamos con las llamadas “propiedades de linealidad”.

Proposicion 7.16 Si f y g : [a,b] = R son dos funciones integrables y o € R, entonces
af y f+ g son también funciones integrables y se verifica que

() [jaf=al;f.
M) [+ =1 1+ ]9
Demostracion.
(a) Desde luego af es acotada por serlo f. Si @ = 0 no hay nada que demostrar.
Supongamos primero que o < 0. Sea P = {zg, z1,...,x,} una particion de [a,b]. Al

ser o < 0 se verifica que

inf{af(z):x € [xp_1,2%]} = asup{f(z) : € [zx_1, zx]}
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para cualquier k = 1,...,n, lo que nos da que L(P,af) = aU(P, f) y andlogamente
U(P,af) = aL(P, f). Entonces

b
[ af = sw{Lag): P eP(an)
= sup{aU(P, f) : P € P([a,b])}
—b
= a-inf{U(P, f): P € P([a,b])} = a/ f.
Un razonamiento analogo muestra que
—b
/ af = Wf{U(P,af): P e P(a,b])}
= inf{aL(P,f): P € P([a,b])}
b
— a-sw(L(Pf) PeP(at)) =af f
Dado que [ bf = T Zf se deduce de esto que [ baf = 7 Zaf y por lo tanto que o f
es integrable y ademas que f; af =« fab f.
Si @ > 0 el argumento es similar, pero ahora L(P,af) = aL(P, f) y U(P,af) =
aU(P, f).
(b) Desde luego f + g es acotada por serlo f y g. Sea P = {xq, z1, ..., x,} una particion

de [a,b]. Para cada k =1, ..., n se tiene que

mf{(f +9)(x) : @€ [, 2]} = mf{f(2) + g(z) : ¥ € [wp_1, 2]}
> inf{f(z):z € [x)_1,z]} + inf{g(x) : x € [xp_1, xk]}

sup{(f + 9)(z) : € [wp—1,m]} =sup{f(z) +9(x) : @ € [z_1, 24}
< sup{f(x):z € [zx_1,zx]} +sup{g(z) : © € [x)_1, 71|}

resulta que
L(P, f)+ L(P,g) < L(P, f + g)

U(P,f+g) <U(P f)+U(Pg).

Alser fy g integrables, para cualquier ¢ > 0 existen particiones Py s y Fy e de [a, b]
tales que

UPrsf) = LPrs, f) < 5
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3
U(Pg,%g) - L(Pg,%,g) < 9

La particion P. formada por la unién de las particiones Py ey Py = es una particion
més fina que ellas y entonces, usando lo anterior y esto,

Ul f+g9) < UL, f)+U(P,9)
< U(Prs, ) +U(Pys.9)
< L(Pf%,f)+g+L(ng,g)+%
< L(P., f)+ L(P.,g) +¢
< L(P,f+g) +e.

Esto es,
U(F., f+9g) = L(P., f+9) <e

lo que nos dice que f + g es integrable. Ademas,

b b b
/(f+g)§U(Pe7f+g)<L(Pf,;,f)+L(Pg,;,g)+6§/ f+/ g+e.

Dada la arbitrariedad de € > 0 se sigue de aqui que

/ab(f+g>§/abf+/abg

b
/f+/g<U )+ U(P, . )<L(P€,f+g)+6§/(f+g)+6

Por otra parte,

y de nuevo, la arbitrariedad de £ > 0 nos da que

/abf+/abg§/ab(f+g)-
/abf+/abg=/ab<f+g>.

Nota 7.17 Un sencillo argumento usando el principio de induccion prueba que si f1, ..., fn
son funciones integrables en [a,b] y o, ..., a, son nidmeros reales, entonces oy fi+- - -+, fn,

es integrable y
b b b
[ rant)=ar [ fisevan [ f

Resulta asi que

O
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Obtenemos ahora la llamada propiedad de positividad de las integrales:

Proposicion 7.18 Si f : [a,b] — R es integrable y f(x) > 0 para todo x € [a,b], entonces

/abfzo.

Demostracion. Al ser f(z) > 0 para todo x € [a, b] todas las sumas inferiores (y también
las superiores) son mayores o iguales que 0, entonces el supremo de ellas es también mayor
o igual que 0. U

Corolario 7.19 Si f,g : [a,b] — R son integrables en [a,b] y f(x) < g(x) para todo

x € [a,b], entonces
b b
/fé/ g-

Demostracion. Basta aplicar la proposicion anterior a la funcion g — f. [l

Proposiciéon 7.20 (propiedad de aditividad de la integral) Sean f : [a,0] — R
una funcion acotada y ¢ € (a,b). Entonces [ es integrable en [a,b] si y sdlo si lo es
en [a,c] y en [c,b]. Ademds, se verifica que

b c b
Jr=fo )
Demostracion. Empezamos viendo como la integrabilidad de f en [a, c] y en [, b] implica
su integrabilidad en [a,b]. Consideremos un ¢ > 0 arbitrario. Por el criterio de integra-

bilidad de Riemann existen dos particiones una P s de [a,c| y otra Py e de [c,b] tales
que

U(Pys, f) = L(Ps, f) < g-

Con respecto a la particion P. de [a,b] que se obtiene al unir los puntos de Py = con los
de P < se tiene que

U(P., ) = L(P., f) =U(Prs, f) + U(Pas, ) = (L(Prs, f) + L(Pas, f))
= U(Pis, f) = L(Prs, f) + U(Pas, f) — L(Pag, f)
< €.

De donde se sigue, por el criterio de integrabilidad de Riemann, que f es integrable en
la, b].
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Supongamos ahora que f es integrable en [a, b] y probemos que también lo es en [a, (|
v en [¢,b]. Dado € > 0 sea P. una particion de [a, b] tal que

U(Psaf)_L(Paaf)<€

Sia P. le unimos el punto ¢ (si es que no pertenece a P.) obtenemos una particion P! de
[a, b] que es un refinamiento de P. y entonces también

U(F, f)—L(P, f) <e

Si ahora consideramos P, = P/ N a,c] y P!, = P.N[c,b] obtenemos sendas particiones
de [a, c] y [c, b] respectivamente y es claro que

U, f) = U, f) + U(Fl5, f)

y que
L(PL f)=L(P.;, f) + L(P.y, f)

por lo que
U(P;,f)—L(P;,f) U<Psllvf)+U(P5/,27f) (L(Pélaf)+L<P;,27f))<€
lo que implica que
U(Psllvf) L(Pz:fl?f) €

v que
U(Ply, ) = L(PLy, f) <e

(téngase en cuenta que estas dos diferencias son positivas). Tenemos probada asi la inte-
grabilidad de f en [a, ] y en [c,b] por el criterio de integrabilidad de Riemann.
Veamos ahora la verificacion de la férmula del enunciado. Se tiene que para todo e > 0,

b
/ f < UELL=UPL 1)+ UP. f)
< L(PLy,f)+e+L(P,y f)+e

< /f+/f+25

y, por otra parte

c b
/f+/ [ < UL f)+UPL, f)

L(P.,, f)+e+ L(P.y f)+e
L(P.L f)+2e

< [

A\
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La arbitrariedad de € > 0 nos da que
b c b
[o=fo+]7

Mientras que la composiciéon g o f de funciones integrables no es necesariamente in-
tegrable como veremos en el siguiente ejemplo, si lo serd la composicion de una funcion
integrable con una lipschiziana, lo que se vera enseguida. De hecho lo es cuando la g es
continua, pero la prueba de esto es bastante més dificil que cuando es lipschitziana (puede
verse como Teorema 7.2.5 en el Libro de Bartle y Sherbert), y para nuestros objetivos
sera suficiente considerar ese caso particular.

O

Ejemplo 7.21 (de una composicion no integrable de funciones integrables) Sea [a,b] =
[0,1] y sea f la funcion de Thomae que hemos considerado (aqui la definimos también en
0 yenl)en el capitulo de continuidad y que estd definida por

stx =0
sixzeln]|o,1]
six € [0,1] es de la forma 2 siendo mcd(p, q) = 1.

flx) =

Q= O =

Esta funcion es integrable y su integral es 0. Vedmoslo; observamos en primer lugar que
para toda P € P([0,1]) se verifica que L(P, f) = 0. Por otra parte, dado € > 0 sea gy € N
1

tal que o < 5. Sdlo hay una cantidad finita N de mimeros racionales de la forma ©

q
con med(p,q) =1y q < qo en [0,1]. Consideremos una particion P. = {xo,x1,..., s}
de forma que la diferencia entre cada x), y T)_1 sea menor que 55 Y que no conlenga a
ninguno de los puntos de la forma § con q < qo salvo al 1 (esto se hace para evitar que
aparezcan esos puntos en mds de un intervalo de los que define la particion). Entonces hay
como mucho N intervalos de la forma [xy_1, x| en los que hay algin punto de la forma
§ con q < qo. En ellos el supremo es menor o igual que 1 y como xp — w1 < 55, €508
posibles N intervalos aportan a la suma superior un valor menor o igual que N-1-55. En

los restantes intervalos la funcion vale menos que qio y entonces esos intervalos aportan a

la suma superior como mucho qio-l, pues la suma de las longitudes de esos intervalos es
menor o iqual que 1. Fntonces,

€ 1
U(P., < N1l—+ —-1
(P-. f) ot
< E i
2 2

yasi U(P., f) — L(P., f) <e.
La funcion ¢ : [0, 1] — R definida por

(z) = 0 siz=0
FE= 1 size(o01).
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es integrable (y su integral es 1). La composicion de f con g es la funcion

9of<x>:{ 1 sizel01NQ.

Se trata entonces de la funciéon de Dirichlet, y ya hemos visto anteriormente que no es
integrable.

Proposicion 7.22 Sean [a,b] y [c,d]| dos intervalos y sean f : [a,b] — R una funcion
integrable tal que f([a,b]) C [c,d] y g : [c,d] — R una funcidn lipschitziana. Entonces
go [ es integrable.

Demostracion. Ciertamente go f acotada. Recordamos que g es lipschitziana en [c, d] si
existe un numero real K > 0 tal que

lg(u) — g(v)| < K|u —v| para todo u,v € [c,d].

El que f sea integrable en [a,b] nos dice que para todo ¢ > 0 existe P = {zq,..., 7} €

P([a,b]) tal que
U(Ps, f) — L(Px, f) < %

Ahora bien

U(Ps,go f)— L(P=z,g0f)
= Y (sup{go f(z) 1 € [whor, el Han — z4m) — nf{g 0 f(y) 1 y € [y, 2]} — 251))

= Y sup{go f(z) —go f(y): w,y € [tev, ml}wx —zp1) (%)
k=1

IN

K sup{|f(x) = f()| : 2,y € [wrr, 2p]}(@x — 211)
= K sup{f(x) = f(y) : 2,y € [wr—r, 2] }(xs — 241)

= K Y (sup{f () : @ € [rp1, 2]} (wx — 1) — f{f(y) : y € [wx, @]} (wx — wp1)

5
= KEU(Ps. f) —L(Pg, f)) <K =e
((*) Esta igualdad se sigue de los Ejercicio 13 y 11 de la Hoja 2 de Problemas, tomando

A={go f(x):x € [rs_1, 2]} y B={—g0 f(y) : y € [x_1, xx|}).
Entonces, la particion Ps que hemos tomado para f nos vale como particiéon P. para

gof. 0
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Obtenemos ahora algunas consecuencias del resultado anterior:

Proposicion 7.23 Sea f : [a,b] — R una funcion integrable. Entonces la funcion |f| :
x € [a,b] = |f|(z) = |f(x)| es también integrable en [a,b] y se verifica que

[l [n1< a0

siendo M tal que |f(x)| < M para todo x € |a,b].

Demostracién. Consideremos la funcion

g:y €=M, M|~ g(y) =yl

Esta funcion es lipschitziana (con constante K = 1) y entonces la composicion de f con
g es integrable, y esta composicion no es otra que la funcion

x € [a,b] = go f(x) = [f(z)|.

Como f < |f]y —f < |f] se tiene que [ f < [T|fly — [ f < [V1f] ¥ por lo tanto
fabf‘ < f; |f|- Finalmente, al ser |f(z)| < M para todo = € [a,b] resulta que fab If] <
M(b—a). O

Proposicion 7.24 Sea f : [a,b] — R una funcion integrable. Entonces f* es también
integrable.

Demostracién. La funciéon f? es la composicion de la funcién f con la funcién
g:yel—MM =gy =y

siendo M tal que |f(x)] < M para todo = € [a,b]. Esta funcion g es lipschitziana pues
para todo y, z € [ — M, M] se verifica que

9(y) — 9(2) = |y = 2°| = ly + 2|ly — 2| < 2M]y — z|.
Luego f2 = go f es integrable. O

Nota 7.25 La anterior proposicion se generaliza, por induccion, a cualquier polencia
natural de una funcion integrable.

Proposiciéon 7.26 Si f,g : [a,b] — R son dos funciones integrables, entonces fg es
también integrable.

Demostraciéon. Un simple calculo muestra que

Y-

f9:§

y entonces, como (f + ¢)%, f%, ¢* vy la diferencia (f + g)? — f* — ¢* y el producto de
(f+9)* — f* — g% por 3 son integrable lo es fg. 0
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Proposicion 7.27 Si [ : [a,b] — R es integrable y existe m > 0 tal que m < f(z) para

todo x € [a,b], entonces % es integrable en [a,b].

Demostraciéon. La funcion % es la composicion de la funcion f con la funciéon y — %
Esta tltima funcion es lipschitziana en [m, +00) pues

i O i
ly=l = m?

Yy z

11 1
_ = = —|y — 2| para todo y, z con y,z > m.
—5ly =l todo y Y2z







Capitulo 8

Teoremas fundamentales del Calculo
Integral

En esta secciéon obtendremos dos teoremas que realmente son fundamentales en el
calculo, de ellos se deduciran varios resultados posteriormente.

Teorema 8.1 (Primer teorema fundamental del Calculo Integral, R. de Barrow)
Si f:[a,b] = R es una funcion integrable y suponemos que existe una funcion F : [a,b] —
R continua en |a,b] y derivable en (a,b), tal que F'(x) = f(x) para todo x € (a,b). En-
tonces

b
/ f=F(b) - F(a).

Demostraciéon. Consideremos una particion P = {z, ..., z, } de [a, b]. Aplicando el teore-
ma del Valor Medio (teorema|5.20) a la funcion F' en cada uno de los intervalos [xy_1, zx],
k =1,...,n, obtenemos, por cada uno de ellos, un punto ¢; € (xx_1,x)) tal que

Fzy) — F(zp-1) = F'ex) (xp — 25-1) = flew)(@r — zp-1)
de donde se sigue que
my(rr — 2x-1) < f(er)(0p — 21-1) = Fog) — F(ar-1) < Mi(zp — 5-1)

siendo my, =inff([xy_1,xx]) v My = sup f([zx_1, 2x]). En consecuencia

L(P,f) = ka(l’k_xk—l)
k=1
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y por otra parte

lo que nos da que
En consecuencia,
— b

b
/ f=sup{L(P, f): P €P(a,b])} < F(b)—F(a) <inf{U(P, f): P € P([a,b])} = / f

[ [T

y al ser f integrable,

por lo tanto,

/abf _ F(b) - Fla).

Ejemplo 8.2 Calcular la
/ —dz.

f:mG[l,Q]Hf(a:):%

es integrable en [1,2] (es continua). La funcidn

La funcion

1
F:zell,2)— ——
x

es derivable en [1,2] y F'(x) = f(x) para todo x € [1,2]. Luego

/ Lar=r —F(l):—%—(—l):%.

Teorema 8.3 (segundo teorema fundamental del Céalculo Integral) Sea f : [a,b] —
R una funcion integrable y sea

F:xz€lab— F(zx /f

Entonces F' es continua en [a,b]. Si f es continua en un punto c € |a, b] se verifica que F'
es derivable en c y F'(c) = f(c).
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Demostracion. Sea M > 0 tal que |f(z)| < M para todo = € [a,b]. Sea ¢ € [a,b]. Si
x € [a,b] y x > ¢, se verifica que

Fay-r@= [ 1= [1=[1
Fa)-re=[ - [ 1=-[r

(téngase en cuenta que si x > ¢ entonces f; f= f:f + ff f y que si x < c entonces
[Sf= [+ []f). En cualquier caso,

|F(z) — F(¢)| < Mlz — ¢|.

y si © < ¢ entonces

£

(se ha utilizado la proposicion [7.23). Luego, si dado ¢ > 0 tomamos § = 57 se tiene que
|F(z) — F(c)]| < M|z —¢| < e si |z — | < d. Observamos que la desigualdad anterior
nos dice que incluso F' es lipschitziana en [a,b], pues x y ¢ se pueden tomar de forma
arbitraria en [a, b].

Supongamos ahora que f es continua en un punto ¢ € [a,b]. Dado ¢ > 0 sea § > 0
tal que |f(y) — f(c)| < § siempre que y € [a,b], |y — ¢[ < J. Consideremos de momento
solamente = € [a,b], con x > cy |r —¢| < J (si ¢ = b no se considera esta situacion),

entonces
([ twar- [ )
1 x

[ - f<c>>dy\

x—c||/.
1 e

—(r—c) <e.
x—cQ(x c)<e

Téngase en cuenta que al ser |z — ¢| < 0 también |y — c| < § para todo y € [c, z]. Si ahora
consideramos = € [a,b], con x < ¢y |z —¢| < § (si ¢ = a no se considera esta situacion),
entonces

F(x;:f@ —flo)| = :Cic (— ;f(y)dw/;f(c)dy)‘
- | [t - s
- | [ sy
< E(c —z)<e
T c—x2
Resulta asi que . Fle) - (o) )
= 1

y por lo tanto existe F'(c) y su valor es precisamente f(c). O
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Corolario 8.4 Si f : [a,b] — R es continua y se define una funcidn F en [a,b] por la

exTpresion
0=/ 1
Entonces F es derivable en [a,b] y F'(x) = f(x) para todo x € [a,b].
Demostraciéon. Basta observar que, como se acaba de probar, F' es derivable en todos
los puntos en los que f es continua y, por hipotesis, f es continua en todo [a, b]. También

el teorema anterior nos dice que F'(x) = f(z) para todo x € [a, b]. O

Esta funcion F' se suele llamar la integral indefinida de f en [a,b] con base en a.

Nota 8.5 Observamos que el teorema anterior tiene una version similar para la funcion

F:z€lab— F(z /f

Téngase en cuenta que f;f = fabf - [f

Nota 8.6 De los dos teoremas anteriores se deduce que:

(a) Si f:[a,b] — R es una funcion derivable tal que f’ es integrable en [a,b] y f(a) = 0.
Entonces ff f' = f(z) para todo x € [a, b], esto es, f es la integral indefinida de su
derivada.

(b) Si f : [a,b] — R es una funcién continua entonces ([ f)/ = f(x) para todo
x € [a,b], esto es, [ esla derivada de su integral indefinida.

8.1. Calculo de integrales

A continuacion estudiaremos algunas reglas para el calculo de integrales, daremos una
regla de integracion por partes y dos teoremas de cambio de variable.

Definicion 8.7 Se dice que una funcidn f : [a,b] — R tiene una primitiva en [a,b] si
existe una funcion F : [a,b] — R derivable en [a,b] tal que F'(x) = f(z) para todo
x € [a,b].
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Proposicion 8.8 (regla de integraciéon por partes) Si f y g son dos funciones inte-
grables en un intervalo [a,b] y tienen primitivas F y G respectivamente en |a,b], entonces

/ F(2)g(z)dz = FB)G() — F(a)Gla) — / F(@)G(x)da.

Nota. Suele escribirse esto en la forma

b b
/FG’:FG]Z—/ F'G.

Demostraciéon. Consideremos la funcion H definida en [a, b] por la expresion
H(z) = F(x)G(x).

Dado que F' y G son derivables también lo es H, y por la regla de derivaciéon de un
producto, se tiene que

H'(z) = F'(2)G(z)+ F(2)G'(x)
f(2)G(z) + F(x)g(x)
Esto prueba que H es una primitiva de la funcion fG' + Fg. Las funciones F' y G son inte-

grables pues son continuas por ser derivables, luego fG + F'g es integrable, y si aplicamos
la primera forma del teorema fundamental del calculo, obtenemos que

| 6+ Fg) = 1) - Hia)

de donde se sigue el resultado. O

1
/ zetdx.
0

Observamos que e” es el valor de la funcion exponencial en x. Esta funcion se estudiara
mas adelante, aqui usaremos el hecho de que esa funcién es derivable en cada punto de R
y que su funciéon derivada coincide con ella misma y su valor en 1 es el niimero e y en 0
es 1.

Ejemplo 8.9 Cualcular la

Si hacemos f(z) = 1, F(z) = x, g(z) = €* y G(x) = €” entonces F' es una primitiva
de f y G lo es de g. Entonces

/0 Cerdr — /0 ' F@)g(x)de

= [F(l)G(l)—F(O)G(O)]—/O f(2)G(x)dx
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8.2. Teoremas de cambio de variable y del valor medio

Teorema 8.10 (primer teorema de cambio de variable) Sea ¢ : [o, 5] — R una
funcion derivable y con su derivada continua en [a, (] (se dice en esta siluacion que ¢ es
una funcion de clase C* en [a, B8]). Si f es una funcwn continua en un intervalo [a,b] que
contenga a o(|a, B]), entonces

A ¢(B)
| seowa= [ s
o w(a)

Demostraciéon. Como f es continua en [a, b] podemos definir la funcion

F:uela,b — F(u /f

Sabemos, por el segundo teorema fundamental del célculo, que esta funciéon es derivable
en cada punto de [a,b] y que F'(u) = f(u) para todo u € [a, b].
Consideremos ahora la funcion

H:telo,f] = H(t) = Fp(t))

(tiene sentido hacer esta composicion pues ¢([a, 5]) C [a,b]). Dado que ¢ y F son deri-
vables lo es también H y ademas

H'(t) = F'(@(1))¢'(t) = f(e(t))¢'(t) para todo t € [a, f].

Aplicando ahora el primer teorema fundamental del Céalculo a la funcion ¢t € [«, ] —
flp(t))¢'(t) obtenemos que

B
/ Fe(t)g (Dt = H(B) — H(a).

Vamos ahora a calcular fﬁf)) f(z)dz, usaremos de nuevo el primer teorema fundamental

del Célculo. Supongamos en primer lugar que ¢(«) < (). Entonces, como [p(a), ¢(8)] C
[, 0],

w(B) w(B)
/ f(2)de = / F'(e)de = F(p(B)) — Flp(a)) = H(B) — H(a).
o(a) w(a)

Si p(a) = (8),

o(B)
/ I =0=H(9) - H(a).

Si, finalmente p(5) < p(«), como [p(5), p(a)] C [a,b],

/:w) e — /:(a) oy — /:(a) Fede — HU) — Hl,

)
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En cualquier caso,

©(B) 8
/ fla)dr = H(B) — H(a) = / Flo(t)g' (t)dt.

Ejemplo 8.11 Cidlculo de la integral

5
t
dt.
/1 1+¢2

Si hacemos f(x) = %lﬁ y ¢(t) = t* resulta que
t
T = fle®)e'®)

y entonces

5 t 5
[ ittt = [ s
1 1
1 G 1
= —/ dx
2 ©(1) 14+
1 (» 1
= —/ dzx.
2/, 14+=x

Dado que la derivada de la funcidn log (que es la inversa de la exponencial) eslog' (1+x) =

1+sz de la primera forma del teorema fundamental del cdlculo se sigue que

%/1 - j_ xdq; = %(log(l +25) —log(1+ 1))
_ %(log(%) ~ log(2))

1
— log13.
508

Se ha usado la propiedad de que el log de un cociente es la diferencia del logaritmo del
numerador y el del denominador. Esta propiedad, y la formula que da su derivada se
justificaran mds adelante.

Teorema 8.12 (segundo teorema de cambio de variable) Sea ¢ : [a, 5] — R una
funcion derivable y con derivada continua en [a, (], tal que ©'(t) # 0 para todo t € |« 5].
Si f es una funcion continua en un intervalo [a,b] que contenga al intervalo o[, B] y ¢~
es la funcion inversa de p, entonces

p ¢ (B)
| stewyie= [ @)oY,
a o(a)
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Demostracion. Como ¢'(t) # 0 para todo t € [a, (] se tiene que ¢ es estrictamente
mondétona (véase la nota y téngase en cuenta que al ser ¢’ continua y ser ¢'(t) # 0
para todo t € [a, (] se verifica que ¢'(t) es siempre mayor que 0, o siempre menor que 0).
Toda funcion estrictamente mondtona tiene una inversa (pues es inyectiva) y ademas esta
inversa ¢! es derivable y su derivada es continua, pues por el teorema m,

G

y como ¢’ es continua y no se anula este cociente es una funcién continua.
Si denotamos por G a una primitiva de la funcion continua f o ¢ (tal primitiva existe
por el segundo teorema fundamental Calculo), tenemos que

(Gop™) (@) = G @) (¢) (@)
= (for)e (@) (¢7) ()
= f(x) ((p’l), (x) para todo = € [a,b].

;1
C ¢opTt

Resulta asi que G oo~ ! es una primitiva de f ((p‘l)/ y entonces, por el primer teorema
fundamental del calculo, se tiene, tanto si p(a) < ¢(f) como si p(a) > ¢(B), que

o(B)
/1) (@) (¢ @dz = (Gop ) (e(B) - (Gop ) pla)
~ G(B) - Cla).

O
Por otra parte, al ser G una primitiva de f o se tiene, de nuevo por la primera forma
del teorema fundamental del calculo que

B
| #tewnit=6(3) - Gl
y por lo tanto

B o(8) .
[ o= [ 5@ (o) @

(a)

Ejemplo 8.13 Cidlculo de la

S|
dt.
/1 1+t

Si definimos f(z) = 115 v ¢(t) = V/t resulta que

4 1 4
/1 1+\/fdt: 1 (fop)(t)dt.
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En este caso [, 8] = [1,4], [p(a), (B8)] = [1,2], ¢ es derivable en [1,4] y su derivada es

esta funcion ¢’ es continua en [1,4] y ¢'(¢) > 0 para todo ¢ € [1,4]. La funcion inversa de
@ en [1,4] es o1 (x) = 2% y la funcion f es continua en [1,2] y entonces, por el teorema,
anterior,

/14 n _:\/%dt = /f(fogp)(t)dt
- [ @) ) (@)da
S|

= / 2xdx
1 1+

2
l+z—1
:2/de
1

1+z

2 1
= 2/ (1— )dx
1 1+$
2 2
= 2(/ 1dx — d:):)
1 1 1+
2
= 2(1—/ ! d:):).
1 1+

Ahora bien, como ya indicamos anteriormente, log'(1+x) = 1%1 y entonces, por el primer
teorema fundamental del calculo integral, se tiene que

/2 ! dr =log3 —log2 =1 3
r =log3 —log2 =log —
1 1+2 & & &

>

| 3
dt=2(1-10g2).

/11+\/¥ ( ng)

Teorema 8.14 (del valor medio del Calculo Integral) Sea f : [a,b] — R una fun-
cion continua y sea g : |a,b] — R una funcion integrable tal que g(x) > 0 para todo
x € |a,b]. Entonces existe un punto ¢ € [a,b] tal que

y finalmente

[ sz =50 [ oty

Demostracion. Sabemos que toda funciéon continua es integrable (Proposicion [7.15) y
que el producto de funciones integrables e integrable (Proposicion [7.26]), entonces fg es
integrable. Sean

m = inff([a,0]) y M = sup f([a,b]).
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Como g(z) > 0 para todo x € [a, b] se tiene que

mg(x) < f(x)g(z) < My(x)
y entonces,

n [ s < [ @t < [ owac

Si f;g(x)dx = 0 cualquier ¢ € [a, b] verifica la formula del teorema, si fabg(a:)dx £ 0, se
sigue de las desigualdades anteriores que

< o)
[’ g(x)dx

a

< M.

Por el corolario del teorema de Bolzano (Corolario [4.51)) existe ¢ € [a, b] tal que

[ f@)gla)is
f; g(z)dx

y de aqui se sigue el resultado. 0

(o)

Corolario 8.15 Si f : [a,b] — R es continua en [a,b] entonces existe ¢ € |a,b] tal que
b
| #aria = 100~ o)

Demostraciéon. Basta considerar la funcion g(z) = 1 para todo = € [a,b] y aplicar el
teorema anterior. 0J

Cuando se obtuvo el teorema de Taylor en el tema anterior se dijo que habia también
una formula integral para el resto, esto es, para la diferencia entre una funciéon y su
polinomio de Taylor. Es ahora el momento de obtenerla.

Teorema 8.16 (de Taylor con el resto en forma integral) Seann € N, f : [a,b] —
R una funcion que tenga todas las derivadas f', f", ..., f"*Y y que éstas sean continua
en [a,b] y x¢ € [a,b]. Entonces, para todo x € |a,b], x # xq, se verifica que

fl@) = o) + £/ (@) — o) + i (wo)w — o) +
AR R ASOT

n! .

'Realmente las primeras n derivadas ya son continuas por ser derivables.
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Demostracién. Obsérvese en primer lugar que al ser f**!) continua es integrable, y
entonces, fijado = € [a,b], también es integrable la funcion ¢ € [a,b] — (z — )" f"FV ().
Calculemos la integral de la anterior formula, usando el método de integraciéon por partes,
aplicandoselo a las funciones?]

ft) = —n(@ =", Fi(t)=(@-0)" g)=f"0) y Gi(t) =)
en el intervalo [xg,x] o [z, x¢] segin que = > xy 0 & < xy.

[

n! S,

= S (=@ - @ w4 [ @ o)

Zo

n) Zo ’ -1
= B s [ e

Zo

Si ahora calculamos, de nuevo por el método de integracién por partes, la ultima integral
de la formula anterior obtenemos

1 ’ n—1 rn) _ fn—l) ('TO) n— 1 ’ n—2 rn—1)
Si seguimos calculando estas integrales, al final obtendremos que
1 x n) n—1)
S ;!x“) (3 — 29)? — 150 (19!”0) (z — o) + % / (z — ) f/(t)dt.
Como N N
[ w—vrrwa= [ foi= i) - s
se tiene el resultado. ]

Nota 8.17 Hay otra forma para definir la integral de Riemann para una funcion acotadaﬂ
f:la,b] = R, que consiste en considerar por cada particion P = {xy,...,x,} de |a,b] una
coleccion de puntos T = {ti,...,t,}, de forma que cada ty € [x)_1, 71|, definir las sumas
de Riemann S(P, f,T) como

n

D) (wh — wia)

k=1

2Se usan funciones con subindice para que no haya confusiéon entre la funcién f de este teorema y la
de la Regla de integracion por partes.
3Puede probarse que las funciones que verifican la condicién que sigue son necesariamente continuas.
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y decir que f es integrable en [a,b] si existe un ndmero real A tal que para todo ¢ > 0
existe un 6 > 0 de forma que para toda particion P de [a,b], en la que el mdzimo de las
distancias entre cada dos puntos consecutivos sea menor que 0, se verifica que

|S(P, f,T)— Al <e¢

para toda coleccion T' de puntos de [a,b] en las condiciones anteriores. Hay un teorema de
Darboux (matemdtico francés, 1842-1917) que prueba la equivalencia entre esta definicion
y la que nosotros hemos manejado aqui.



Capitulo 9

Integrales impropias

Hasta ahora hemos trabajado siempre con funciones acotadas definidas en un intervalo
cerrado y acotado, vamos a ver ahora como, en algunos casos, también tiene sentido hablar
de integrales de funciones definidas en intervalos no necesariamente cerrados ni acotados
y también de integrales de funciones no acotadas. Empezamos estudiando la integracion
para funciones definidas en un intervalo (a, b|.

Definicién 9.1 Se dice que una funcion f: (a,b] — R (no necesariamente acotada) es
integrable en (a,b] (a € R) si es integrable en [c,b] para todo ¢ € (a,b) y eziste el

b
lim | f

c—a c

y es un numero real A. (Ndtese que realmente se trata de un limite por la derecha, no
usamos la notacion ¢ — a™ pues no hay peligro de confusion, [ no estd definida a la
izquierda de a). Esto quiere decir que para todo € > 0 existe § > 0 de forma que

/be—A‘<5

para todo ¢ € (a,a+9). Este nimero real A se llama la integral impropia de [ en (a, b

b . P b . .
y se representa por fa+ f, o cometiendo un abuso de notacion, por fa f. St no hay peligro
de confusion usaremos esta ultima notacion.

Nota 9.2 Puede darse una definicion andloga para funciones definidas en intervalos de
la forma [a,b) con b € R.

Nota 9.3 Si f y g son dos funciones integrables en (a,b] también lo es f+ g y si X es
un nimero real, también \f es integrable en (a,b.

147
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Ejemplo 9.4 La funcion [ : (0,1] — R definida por f(x) = \/LE no es acotada pero es
integrable en (0, 1], pues para todo ¢ € (0,1) la funcion f es integrable en [c, 1] por tratarse
de una funcion continua, y como para todo ¢ € (0,1) se verifica que

[ Jete= [ vatar =20 va,

existe el limite de fcl \/Lgdx cuando c tiende a 0 (por la derecha) y
1

, 1 , _
ZCZ_TIOL i ﬁda: = {3@_7)782(1 — ) =2.

/ —da:—2

Ejemplo 9.5 La funcidn f:(0,1] — R definida por f(x) = x—12 no es integrable en (0, 1],
pues aunque [ es integrable en [c, 1] para todo ¢ € (0,1), se tiene que

/—dx—/ <—i>/da:=—1+%

y el limite de —1 + %7 cuando ¢ tiende a O (por la derecha), es 4+o00.

Entonces

Ejemplo 9.6 Si ahora consideramos la funcion f(z) = % en el intervalo (0, 1] resulta que

para todo ¢ € (0,1) la funcion f es integrable en [c, 1] y se verifica que

1 1
1
/—d:c—/ log’ zdx = log1 — log ¢ = — log c.
C T C

Como el lmg log c = —o0 resulta que f no es integrable en (0, 1].
c—

Definicion 9.7 Se dice que f : [a,+00) — R es integrable en [a,+00) si f es integrable
en [a,c] para todo ¢ > a y existe el
dim [ 1

y es un numero real A. Esto quiere decir que para todo € > 0 existe K > 0 de forma que

/acf—A‘<€

para todo ¢ > K. Este niimero real A se llama la integral impropia de [ en [a,+00) y
. +o00o . . 7. . .

se representard por fa f. De manera andloga se define la integrabilidad impropia para

funciones definidas en (—o0, b).




9. Integrales impropias 149

Ejemplo 9.8 La funcion f definida en [1,400) por la expresion f(x) = % no es integrable
en [1,400), pues aunque para todo ¢ > 1 la funcidn es integrable en [1,c|, se tiene que

(& 1 C
/ ~dx = / log’ xdx = log c
1 T 1

Yy como MT log c = +00, la funcidn f no es integrable en [1,400).
cC—+00

Ejemplo 9.9 Sea o > 0, a« € Q, o # 1, y consideremos la funcion f(z) = mia definida
en [1,400). Para cualquier ¢ > 1 se tiene que

¢ ¢ 1 1 cr 1\ 1 1
) , xe 1—af; \zo! 1 —a \ !

St o > 1 entonces
, 1 1 1
lim -1 =
ctool —a \ @t a—1

. . . . 1
por lo que f es integrable en [1,+00) y su integral impropia es —.

Si o < 1 entonces

1 1
lim -1 =400,
cstool —a \ @1
luego, si @ < 1, f no tiene integral impropia en [1,4+00). Si @ = 1 la funcion f esta
definida por f(z) = % y se vio en el ejemplo anterior que esta funciéon no tiene integral

impropia en [1,400).

Nota 9.10 Si « es un nimero real y f es una funcion integrable en |a, +00), también o f
lo es, y si g es otra funcion integrable en [a,+00) también lo es f+ g. Sin embargo puede
ocurrir que fg no lo sea, o incluso que f? no sea integrable aun siéndolo f. En efecto,
consideremos la funcion [ definida en [0,400) por

(="
NG

Entonces, para todo m € N se verifica que

fz) =

para x € [n — 1,n).

/mf:__1+i+__1+i+...+(_1)m
0 VIoV2 o V3 Vi vm

- - -, m .
Se demostrard mds adelante que esta sucesion (fo f) es convergente, mientras que la

Sucesion cuyos términos son
m 1 1 1
2 - — —_— .« .. —
/0 ;= 1 * 2 * + m

no lo es.
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Definicion 9.11 Se dice que f : (a,b) — R es integrable en (a,b) si existe ¢ € (a,b), tal
que [ es integrable en (a,c] y en [c,b). En este caso se define

b c b
[r=fr+]7
Nota 9.12 Debe observarse que si hay un ¢ € (a,b) con la propiedad anterior, entonces
también f es integrable en (a,d] y en [d,b) para todo d € (a,b) y

/abfz/ader/dbf,

pues, st por ejemplo d < c, entonces

/:f+/cbf _ /adf+/dcf+/cbf

Si ¢ < d la demostracion es anédloga.

Ejemplo 9.13 La funcion f : (—1,1) — R definida por f(x) = ﬁ es integrable en
(—1,1). En efecto,

Cc

= lim x=1lim [ arcsen xdx

| ¢ 1
——dx = —d
0 \/]_—LUZ c—1 0 \/1_:[*2 c—1 0
= limarcsen ¢ = E.
c—1 2
Dado que \/1;_7 es par
0 c
[y -
——dx = —dx
—c 1—ZB2 0 1—232

y, por lo tanto,

0 1 ! 1
/_dx:/ L
,1\/1—1‘2 0 \/1—552

Yy entonces

[
—Far =T
—1 1—1’2

Obsérvese que esta funcion no es acotada y sin embargo tiene integral (impropia).
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Definicion 9.14 Se dice que f : (a,+00) es integrable en (a,+00) silo es en (a,c| y en
[e, +00) para algin ¢ > a y se define

400 c 400 c e
f:z/f—i—/ f:lz’m/f+lim/f.
a a c d—a )4 e—+oo J.

De manera andloga se define la integrabilidad para funciones definidas en (—o0,b).

Cuando se trate de una funcion f : (—oo,4+00) — R, se dice que f es integrable si
existe ¢ € R tal que f es integrable en (—o0, ] y en [¢, +00). En este caso se define

+oo c “+oo
—0oQ —0o0 C
Puede hacerse aqui la misma consideracion anterior respecto al punto c.

Cuando f : (—o0, +00) — R es integrable entonces para todo ¢ € R existe el lim f f

c— 00

y su valor es precisamente fioo f, pues

lim f—lzm/fﬂzm/ /f+/+°° f

Puede ocurrir que exista el lim ffc f v que sin embargo f no sea integrable en (—o0, +00).
Cc— 00

Esto ocurre por ejemplo con la funcion f(z) = x. Obsérvese que para todo ¢ € R se verifica
que [© xdx = 0, y sin embargo el lim [ axdz = +oo. El valor del lim [°_f, cuando

c——+o00 c— 00
exista y sea un numero real, se llama el Valor Principal de Cauchy de la integral de f.

Ejemplo 9.15 La funcion f(x) = ﬁ es integrable en (—oo, +00). En efecto,

¢ 1 T
dr = arctanc — —
o 1422 2

por lo que, al ser f una funcion par,

“+o0o 1
/ der = .
o 142

Ejemplo 9.16 La funcion f(x) = \/LE no es integrable en (0,400) pues no lo es en
[1,4+00) debido a que

“1
/1ﬁdx22(\/5—1)—>oo

cuando ¢ — +00.
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Damos a continuaciéon algunos criterios para asegurar la convergencia de integrales
impropias. Trabajaremos con intervalos de la forma [a,b) donde b puede ser un nimero
real o 4-00.

Proposicion 9.17 Sea [ : [a,b) — [0,400) una funcidn integrable en [a,c| para todo
c € (a,b). Entonces, [ es integrable en [a,b) si y solo si existe C > 0 tal que facf <C
para todo ¢ € (a,b).

Demostraciéon. Supongamos que f es integrable en [a,b) y sea C := fab f. Como para

todo ¢ € (a,b) se verifica que
b c b
=[]

y al ser f >0, fcb f también es mayor o igual que 0, resulta que

T b
/fg/f:C para todo ¢ € (a,b).

Por otra parte, si suponemos que existe C' > 0 tal que facf < C para todo ¢ € (a,b)

resulta que el conjunto
A:{/ f:ce(a,b)}

, . . . , c
estd acotado superiormente y entonces tiene un supremo u. Veamos como existe el [im fa f
c—b

y éste es u.
Dado £ > 0 el ntimero real u—e no es una cota superior de A, entonces existe ¢y € (a, b)

tal que
co
u—5</ f.

Sea d =b—cosib# +ooy K =cysib=4o00. Al ser f(x) > 0 para todo = € (a,b) se
sigue de lo anterior que

u—/ f < e para todo ¢ € (¢g,co+9) sib# +ooyc> K sib=+oc.

Dado que u — f:f > 0 se tiene que

[

:u—/ f < e paratodo ¢ € (cg,co + 0)

lz’m/ f=u.
c—b a
O

Este criterio puede usarse para probar la existencia o no de ciertas integrales impropias.
Por ejemplo.

lo que nos da que
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Ejemplo 9.18 Las funciones constantes, que no sean la constante 0, no son integrables
en [a, +00).

En efecto, si f(z) = d con d > 0 para todo x € [a, +00), entonces

/:f:d@—a).

Ciertamente el conjunto de los ntimeros reales {d(c — a) : ¢ > a} no esta acotado supe-
riormente. Si d < 0, —f no es integrable y por lo tanto no lo es f.

Ejemplo 9.19 La funcion
_ |senz|

()

x
no es integrable en [, +00).

En efecto, por cada n € N se tiene que

(n+1)m | Senx\ (n+1)m | senx|
dez > —d
/m v / (n+Dr

1 /’r
= — sen x
(n+1)m Jy
2

(n+1)m

De aqui se sigue que

/(”“)7r | sen x| /2” | sen z| /("“)7r | sen x|
— dx = — 4.4 LE—
s x K x nm x
S 2 (1 N 1 R 1
- T \2 3 n+1
y esta cantidad no esti acotada.

Proposicion 9.20 (criterio de comparacion) Sean f y g dos funciones definidas en
el intervalo [a,b), b € RU{+oc}, siendo [ integrable en |a,c| para todo ¢ € [a,b) y
0 < f(z) < g(x) para todo x € [a,b). Entonces, si g es integrable en [a,b) también lo es

3

Demostracion. Basta aplicar la proposicion anterior teniendo en cuenta que al ser f(z) <
g(x) para todo x € [a,b) entonces

/acfé/:gs/abg'
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Nota 9.21 También se verifica lo andlogo para intervalos de la forma (a,b] con a €
RU{—00}.

Ejemplo 9.22 La funcion f(x) = ﬁ es integrable en (0, +00) ya que f(z) < \/LE en
(0,1], que es integrable en ese intervalo y f(z) < e% en [1,+00), que es integrable en ese

intervalo.

Proposiciéon 9.23 (criterio de comparacion por paso al limite) Sean f y g dos fun-
ciones definidas en el intervalo [a,b), b € RU{+o0}, que sean integrables en |a,c| para
todo ¢ € (a,b), siendo f(x) >0 y g(x) > 0 para todo x € (a,b). Si

imd® g

>0
z—b g(x)

entonces, [ es integrable en |a,b) si y solo si lo es g.

Demostracion. Tomemos ¢ = £. Existe § > 0 tal que para todo z € (b— §,b) N [a,b) si
b+# +ooy x> K, para un cierto K > a, si b = +00, se verifica que

I _ f(=) [
[——< =< <+ =
2 g(x) T3
esto es,
I f(z) 3
—< == < =l
2 g(x) 27
y entonces
l 3
S0(@) < () < Sola).
El resultado se sigue del criterio de comparacion. 0

Nota 9.24 Con un argumento similar al anterior se puede probar que si | = 0 entonces
f es integrable si g lo es y que si |l = 400, entonces g es integrable si f lo es.

Proposicion 9.25 Si para una funcion f : [a,b) — R que sea integrable en [a,c) para
todo ¢ € (a,b) se verifica que |f| es integrable entonces [ es integrable.

Demostracion. Dado que —f < |f| resulta que

0<[fl=f<2f]

Al ser | f] integrable también lo es 2|f| y entonces lo es |f| — f y por lo tanto f. O
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Nota 9.26 No es cierto, en general que si [ tiene integrable impropia en |a,+00) también

la tenga |f|. Basta observar que
sen

fz) =

es integrable en [m,4+00), mientras que, como hemos visto,

T

’SQDJZ“
T

senz| __ |senz|
s } = =2). La

en [m,+00) puede obtenerse, integrando por partes, asi:

no lo es (ndtese que al estar trabajando en el intervalo [m,+00),
integrabilidad de =%

T

Cc C
sen x 1
/ de = / —sen xdx

1 1 ‘
= E(_ cosc) — ;(—COS?T) —/7r _P(—cosx)dx

—cosc 1 €coszx
= - == dz.
s

c ™

La funcion %% tiene integral impropia en [, +00) lo que se obtiene teniendo en cuenta

que |C‘f§x‘ < x% y que, como se ha visto anteriormente, x% es integrable en [, +00) pues

hemos visto que lo es en [1,+00). Entonces eziste el

“senzx

lim dx
c—+00 - €T

1 T cos gz
— = 5 dx.
T - T

La funcion f se llama la funcion seno cardinal y es de gran importancia en la teoria de
la senal. Puede comprobarse, con técnicas de variable compleja, que el valor de su integral
entre (—oo y +00) es .

y su valor es







Capitulo 10

Sucesiones de funciones

Comenzamos definiendo el concepto de sucesion de funciones.

Definicién 10.1 Dado un conjunto A C R, llamaremos sucesion de funciones en A
a cualquier aplicacion que asigne a cada numero natural una funcion definida en A con
valores en R. Si por cada n denotamos por f, a la itmagen del natural n por esa aplicacion,
la correspondiente sucesion se denotard por (f,,). Obsérvese la analogia con las sucesiones
de niimeros reales.

Definicién 10.2 Dados un conjunto A C R y un subconjunto Ay de A, se dice que
una sucesidn de funciones (f,) en A C R es puntualmente convergente en Ay a una
funcion f: Ag — R si para todo x € Ay la sucesion de nimeros reales (f,(x)) converge
al nimero real f(z). Cuando esto ocurre se dice que f es el limite puntual de (f,) en Ap.
Para expresar el hecho de que una funcion f es el limite puntual de una sucesion (f,) en
un conjunto Agy se escribe

f = limf, en Ao, fn — f en Ao,
f(z) = limf.(x) para todo x € Ay o f,(x) — f(z) para todo x € Ay.

Ejemplo 10.3 Consideremos en R la sucesion de funciones (f,) donde, para cadan € N,

fulz) = 2.

Cualquiera que sea z € R, la sucesion de nimeros reales (f,,(z)) = (£) es convergente
a 0, pues, por la propiedad arquimediana, dados x € Ry € > 0 existe N € N tal que se

verifica que
x
Z <
£
y entonces ‘2—' < e paratodon > N. Estoes, f, - f=0en Ag =R.

Ejemplo 10.4 La sucesidn de funciones (f,) definidas en R por f,(z) = 2", converge en
los puntos del intervalo (—1,1] a la funcion que vale 0 en los puntos de (—1,1) y vale 1
en el punto 1, y no converge en ningun punto de fuera de ese intervalo.
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En efecto, fijado € (—1,1) se sabe que la sucesion de numeros reales (f,(z)) = (z")
converge a 0, pues |2"| = |z|" y |z] < 1. Si = 1 la sucesion (f,(1)) también converge,
pues se trata de la sucesion constante determinada por 1. Six = —1 la sucesion (f,(—1)) =
((—=1)™) no converge y si |z| > 1 entonces la sucesion (f,(z)) = (z™) no esta acotada y por
lo tanto no es convergente. Asi f, — f en Ay = (—1,1], siendo f(z) =0sixz € (—1,1) y

F() =1.

Grafica de los cuatro primeros términos de la sucesion anterior.

Ejemplo 10.5 La sucesion de funciones (f,) definida en R por f,(x) = 9”2:—"’”, converge
a la funcion f(z) = x para todo x € R.

En efecto, por cada = € R se tiene que

2 2
T¢+nr
folt) = ———=—+u.
n n
Como "’3—5 — 0 resulta que 2inz _y 4 y entonces f, — f puntualmente en todo R.

n

Grafica de los cinco primeros términos de la sucesion anterior.

La condicién exigida para la convergencia puntual en Ag de una sucesion de funciones
(fn) definidas en A que contenga a Ay a una funcion f (definida en Ag) es equivalente a
la siguiente:
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Para todo x € Ay y para todo € > 0 existe un natural N (que puede depender de x y
de ¢) tal que para todon > N,

[fu(z) — f(z)| <e,

pues esto significa exactamente que para todo z € Ay la sucesion de nimeros reales (f,,(x))
converge a f(x).

Debe observarse que N, aparte de poder depender del e, puede también depender del
punto z. Esto se ve claramente en el ejemplo de la sucesion (z") cuanto mas cerca esta
x del 1 mas grande hay que tomar el N. De hecho, en este ejemplo es imposible, fijado
1

un £ > 0, conseguir un N que valga para todos los x € (—1,1]. En efecto, dados ¢ = 3

y N € N, el punto =z = J</g pertenece al intervalo (—1,1] y sin embargo 2V = %, asf

|fn(z) — f(z)] = |5 — 0] que no es menor que el ¢ elegido.

Hay un tipo de convergencia de las sucesiones de funciones que, para cada ¢ > 0,
permite obtener un N con independencia del punto. Se trata de la convergencia uniforme
que definimos a continuacion.

Definicién 10.6 Sean A un subconjunto de R y Ag un subconjunto de A. Se dice que
una sucesion de funciones (f,) en A C R es uniformemente convergente en Ay una
funcion f: Ay — R st para todo € > 0 existe N € N tal que

|fn(z) — f(2)| < & para todo n > N y para todo x € Ay.

Debe observarse que ahora dado € > 0 el N no depende del punto x que se considere
en Ag. Para expresar el hecho de que una sucesion de funciones (f,) en A converge
uniformemente a una funcion f en Ay C A se escribird

fo=xfenAyof,— fenA.

Nota 10.7 Es muy facil ver que si o es un ndmero real y (f,) es una sucesién de fun-
ciones que converge uniformemente a una funcion f en un conjunto Ay, entonces (afy,)
converge uniformemente a af en ese conjunto y que si (g,) es otra sucesion de funciones
que converge uniformemente a una funcidn g en un conjunto Ag, entonces (f, + gn) con-
verge uniformemente a f + g en Ag. No es cierto, en general que (fng,) converja a fg
uniformemente en Ag. La sucesion (f,) en la que f,(x) = %—F x converge uniformemente
a f(x) = x en todo R mientras que

1 2x
2 2

que tiende puntualmente a 2%, pero no lo hace uniformemente, pues si, por ejemplo, € =
dado cualquier N € N se verifica que

1
27

1
fN(ajN)_:E?V:m+1>5-
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Es evidente que toda sucesion de funciones que sea uniformemente convergente en un
conjunto lo es puntualmente, pero no es cierto que toda sucesion que converge puntual-
mente lo haga también uniformemente. Acabamos de ver que esto ocurre con la sucesion

(fn) definida por f,(z) = 2™ en Ay = (—1,1].

Nota 10.8 Si dada una sucesion de funciones (f,) definidas en un conjunto A C R se
verifica que para un cierto Ay C A y una funcion f definida en Aq eziste una sucesion de
nimeros reales no negativos (a,) que converge a 0 y existe Ny tal que

|fu(z) — f(2)] < a, para todo n > Ny y para todo x € Ay,

entonces f, — [ uniformemente en Ag. Esto es evidente, pues, como a, — 0, dado
cualquier € > 0 existe un natural N, que podemos suponer mayor o igual que Ny a partir
del cual los a, son menores que €. A partir de ese N también se verifica que |fn(x) —
f(z)] < e para todo x € A,.

Ejemplo 10.9 Sean A =R, Ay = [-1,1] y (f) la sucesion antes considerada, definida
por

22 + nx

ful) = =0

22

es uniformemente convergente en Ay a la funcion f(x) = x. En efecto, f,(v)— f(r) = =

St consideramos sdlo puntos de Ay entonces % < % La nota anterior nos da el resultado.
Obsérvese que f, — f puntualmente en todo R pero no lo hace uniformemente (en todo R),

pues para € = % y cualquier N € N, el punto x = % no verifica que |fy(z) — f(x)] <e

() ()4

Damos a continuacién un criterio de Cauchy sobre la convergencia uniforme de una
sucesion de funciones.

debido a que

Proposiciéon 10.10 (criterio de Cauchy de convergencia uniforme) Sea (f,) una
sucesion de funciones definidas en un conjunto A. Entonces (f,) es uniformemente con-
vergente a una funcion f en A si y solo si para todo € > 0 existe N € N tal que
|fm(x) — fu(2z)| < € para todo m,n > N y para todo x € A.
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Nota.- A partir de aqui supondremos Ag = A para simplificar la escritura.
Demostraciéon. © = " Dado ¢ > 0 sea N € N tal que |f,(z) — f(x)| < § para todo
n > N y para todo z € A. Si m y n son dos nimeros naturales mayores o iguales que IV,
entonces

() = fu(@)] < |fn(2) = f@)] + |f(2) = ful(2)] < & para todo z € A.

“<="Dadoe > 0sea N € N tal que | f,,(x) — fu(z)| < § para todo x € Ay para todo
m,n > N. Esto nos dice que, por cada x € A la sucesiéon de nimeros reales (f,,(x))>,
es de Cauchy y por lo tanto convergente (teorema [3.43). Denotemos por f(z) al valor
de ese limite. Podemos definir asi una funcién f asignando a cada x € A el valor del
limite de la sucesion (f,(7))%2,. Vamos a ver ahora que f, — f en A. De la desigualdad

| fm(x) = fu(x)| < § para todo x € Ay para todo m,n > N se sigue que
|fm(x) — f(x)] < € para todo x € Ay para todo m > N,

pues si fijamos m > N se tiene que f,,(x) — fu(x) — fu(z) — f(z) (cuando n — o0)
cualquiera que sea © € A y entonces

|fm(x) — f(2)] < g < ¢ para todo x € A,

lo que prueba que la sucesion (f,,) converge uniformemente a f en A. O
Continuidad de un limite uniforme

El limite puntual de una sucesion (f,,) de funciones continuas puede no ser una funcion
continua, lo que ocurre, por ejemplo, si consideramos en A = (—1,1] la sucesion de
funciones (f,) definida por f,(z) = 2". Hemos visto anteriormente que esta sucesion
converge puntualmente a la funcion

f;xe(—1,1mf(x):{$ ziii(lfl’l)

Cada una de las funciones f, es continua, sin embargo la funcion f (que es el limite
puntual de ellas en (—1,1]) no es continua.

Esto no sucede si la convergencia es uniforme como demuestra el siguiente teorema.

Teorema 10.11 Sea (f,) una sucesidn de funciones definidas en un conjunto A C R
que converge uniformemente en A a una funcion f. Entonces, si las funciones f, son
continuas en un punto c € A, también f es continua en c.

Demostraciéon. Tenemos que probar que para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que

|f(z) = f(c)] < e para todo x € (¢ —d,c+0) N A.
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Fijemos un £ > 0. Por la convergencia uniforme de (f,,) a f en A, para S existe N € N
tal que
€
|fu(z) — f(2)] < 3 bara todo n > N y para todo = € A.

Para todo = € A se verifica que

(@)= FO < [f(@) = fn(@)] + (@) = fn(e)] + | fn(e) = f(o)]
S RTNOEF NGRS

Ahora bien, fy es continua en ¢, entonces existe § > 0 tal que
€
|[fv(z) — fa(e)| < 3 bara todoz € (c—d,c+0) N A.
En consecuencia

uuy—ﬂ@y<§+§+§:epmammmmmc—@c+®mA

lo que nos da la continuidad de f en el punto c. 0
Integrabilidad de un limite uniforme

Si (fn) es una sucesion de funciones integrables en [a,b] y converge puntualmente en
la,b] a una funcion f, puede ocurrir que f no sea integrable o que atn siendo integrable
el limite de las integrales no sea la integral del limite. Veamos un ejemplo de cada una de
estas situaciones.

Consideremos la funcion de Dirichlet f : [0,1] — R ya considerada anteriormente
(Ejemplo [4.30)) ¥ que esta definida por

(0 sizel0,1]nI
f<‘”)—{ 1 sizel0,1]nQ.

Si ahora consideramos una sucesion (z,) formada por todos los elementos de [0,1]NQ y
definimos una sucesion de funciones (f,,) de la siguiente forma

six =ux
en los demas puntos.

filz) = {
folz) = {

siz=x10x =12
en los demas puntos.

o~ O+

Entonces, todas las f, son integrables pero su limite puntual, que es la funcién f no lo
es. Resulta entonces que el limite puntual de una sucesion de funciones integrables puede
no ser integrable.
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Consideremos ahora la sucesion de funciones (f,,) en [0, 1] definida por
n’x siz €0, 4]
fa(z) =< —n?(z—2) sizell, 2]
0 siz e [2,1].

para n > 2.Se muestra a continuacion la gréafica de las funciones fs, f35 v fi.

Estas funciones son continuas en [0, 1] pues,

2 2
lim n’z = n, lim (—n2 (m — —)) =ny lim <—n2 (x — —)) =0.
z—i” O n o2~ n

Al ser continuas son integrables. Si calculamos la integral de cualquiera de las f,,, para

n > 2, obtenemos
1 1 2 9
/ fn = / n*rdx + / —n*(r — =)dzx
0 0 L n

n

1 2
n 2 =
= n2</ xdac—/ $dl‘—|——/ 1d:v>
0 1 nji
o2V ()L 2
a 2n2 2 n n n?
_ n2 L_l i _|_i
a 2n2 2\ n? 2n?

= 1

S

La sucesion (f,) converge puntualmente a la funcion integrable 0, pues si = 0 todas
las f, valen 0 en ese punto y para todo = € (0,1] existe un N € N tal que = € [£,1] y

entonces, todas las f, con n > N son 0 en x. Asi fol f =0, por lo que la sucesiéon (fol fn)
no converge a fol f. En esta caso el limite de las integrales, aunque es integrable, no es la

integral del limite.

Veremos a continuaciéon que cuando la convergencia es uniforme la sucesion de las
integrales converge a la integral del limite.
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Teorema 10.12 Sea (f,) una sucesidn de funciones integrables en un intervalo [a,b] que
converge uniformemente en |a,b] a una funcion f. Entonces [ es integrable en [a,b], existe

el limite de la sucesion numérica (f; fn> y lim fab fn= fabf Esto es
n—oo

b b
lim/ fn:/ lim f,..
n—oo a a n—oo

Demostracion. Probaremos la integrabilidad de f utilizando el criterio de integrabilidad
de Riemann (teorema [7.11)). Veamos primero como f es acotada (condicién que se exige
para la integrabilidad). Si tomamos ¢ = 1y Ny € N tal que |fx, (z) — f(x)| < 1 para todo
x € |a, b] resulta que

|[f(2)] < |fvi(x)]+1 para todo x € [a, 0]

y como fy, es acotada necesariamente también lo es f.
Dado ahora £ > 0 arbitrario sea N € N tal que

[ fm () = ()| <

4(b6— ) para todo m > N y para todo z € [a, b].

Dado que fy es integrable en [a, b], el criterio de integrabilidad de Riemann para £ nos

2
garantiza la existencia de una particion Ps = {z¢, 21, ..., ¥, } de [a,b] tal que

UP;, f) = L(P;. fv) < 5.

Como |fy(z) — f(2z)| < Iy Para todo z € [a, b] se verifica, para cada k = 1,...,n, que

sup{f(z) : v € [xp_1, 2]} <sup{fn(z): 2 € [xp_1, 2]} + A(b— a)

£
4(b—a)

Téngase en cuenta que f(z) — fn(x) < oo ¥ due fn(z) — f(x) < oo Para todo
x € [a,b] y porlo tanto f(z) < fn(z) + 1575 v fn(@) < f(2) + 357 para todo z € [a, 0]

lo que implica esas desigualdades. En consecuencia,

U(Ps,f) <U(Ps, fn) +

inf{fn(z) : x € [xp_1,xx]} < If{f(x): 2z € [wp_1, x|} +

€
4

€ , 5
L (P%,fN) <L (P%, f) + 70 equivalentemente, — L(Psz, f) < —L(Ps, fy) + 7
lo que nos da que

U(P; f) = L(P; ) < UPy fa) + 5 = L(P;, fv) +

= U(P%,f]v) — L(PgafN) +

AN

€
2

8+ =
2 2 7
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con lo que basta tomar como F; para [ la particion Pz de fy.

. , b .
Veamos ahora como la sucesion de nimeros reales ( fa fn) converge al ntimero real

fab f. Si dado £ > 0 arbitrario tomamos N € N como al principio de la demostracién,
entonces para todo n > N se verifica que

b b b b - -
[ = [a]=|[ -] < [0 1< mrge-0=F <
La ultima desigualdad es consecuencia de la proposicion [7.23] O

Derivabilidad de un limite uniforme

En general no se puede afirmar que el limite, incluso uniforme, de una sucesioén de
funciones derivables sea derivable, o que incluso siendo el limite derivable, el limite de las
derivadas sea la derivada del limite. Se observa facilmente en la siguiente grafica que la
sucesion formada por las funciones f,, : R — R definidas por

%—%m si x| <

|| si|z| >

i) ={

SI=3 =

converge uniformemente en R a la funcion f(z) = |z| que no es derivable en el 0, mientras
que todas las f, son derivables en todo R.

Por lo que respecta a la posible no convergencia de las derivadas a la derivada del
limite (si éste es derivable) basta considerar la sucesion (f,) donde f,(z) = &senn?z.
Esta sucesion converge uniformemente en R a la funcion f(z) = 0 para todo = € R, la
funcion limite (la constante 0) es derivable y sin embargo
fi(x) = ncosn’x

n

y la sucesion de funciones (/)% no es convergente, ni siquiera puntualmente, a ninguna

funcion f. Obsérvese que f;(0) = n.

Bajo algunas condiciones restrictivas se pueden obtener resultados que garantizan la
derivabilidad de un limite y el que la sucesion de las derivadas converja a la derivada
de ese limite. El resultado que sigue no es de los méas generales que se conocen, pero las
condiciones que se piden se suelen verificar en la practica y la prueba es sencilla.
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Teorema 10.13 Sea (f,) una sucesidn de funciones derivables en un intervalo [a,b] que
converge puntualmente a una funcion f en |a,b]. Supongamos que la sucesion (f)) de las
derivadas de las f, converge uniformemente en |a,b| a una funcion continua g y que cada

fl es integrable en [a,b]. Entonces f es derivable en |a,b] y f. — f' uniformemente en
[a, 0].

Demostracion. Como la sucesion (f]) es uniformemente convergente a g en [a, b], lo hace
también en [a,z] para todo x € [a,b] y el teorema anterior nos garantiza que para cada

x € |a, b] se verifica que
/ fo— / g

Por el primer teorema fundamental del célculo (teorema

| fi= hta) = o)
Como f,(xz) = f(x) para todo x € A, se deduce de la anterior igualdad que
fu(x) = fula) = f(x) = f(a)

y asi (ff fé)ilconverge a f(z) — f(a) y también a ff g, por lo que f(z) — f(a) = fa‘r g,

esto es
f@ = [ g+t

Al ser g continua sabemos, por el segundo teorema fundamental del calculo (teorema
que f es derivable en cada punto de [a,b] y que f'(z) = g(x) para todo x € [a, b]. Tenemos
entonces probado que f es derivable en cada punto de [a,b] y que f/ — f’ uniformemente
en [a,b]. O

Otro resultado mas general en esta linea es el del siguiente teorema, cuya prueba es
bastante mas complicada que la anterior y puede verse en el libro de Bartle-Sherbert.

Teorema 10.14 Sea I un intervalo acotado de R y sea (f,) una sucesion de funciones
derivables en I. Supongamos que existe un punto xo € I tal que la sucesion (fn(xo))
converge y que la sucesion (f)) de las derivadas de las f, converge uniformemente en I
a una funcion g definida en 1. Entonces la sucesion (f,) converge uniformemente a una
funcion f en I, que es derivable en I, y que verifica que f' = g, esto es, f' = f en I.



Capitulo 11

Las funciones elementales

Dedicamos este capitulo al estudio de las funciones exponencial, logaritmo, seno, co-
seno, tangente... todas ellas se encuadran dentro del grupo de las llamadas funciones
elementales.

11.1. La funcién exponencial

Estudiaremos aqui la funcion exponencial, se trata de una funcién cuya existencia
viene dada por la siguiente proposiciéon y que es de gran importancia en las matemaéticas.

Proposicion 11.1 Eziste una funcion E : R — R que verifica las dos propiedades si-
guientes

1. Es derivable y su derivada E' coincide con E en todo punto de R.

2. E(0) = 1.

Demostracion. Consideremos la sucesion de funciones (E,,) definida por Ey(x) =1+
y, para n > 27

2 "

T
En(x):1+x+§—|—---+g.

Fijemos ahora un nimero real A > 0, entonces, si x € [—A, A] y m > n > 2A, se tiene

167
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que
l’n+1 ™
E —E - T
(@) = Bu(@)l = |ooggi et
o 1+ —— + - + -+ o
 |(n+1)! n+2 (n+2)(n+3) (n+2)(n+3)---m
Artl A (AN A\
< l+—+ (=) +--+(—
(n+1)! n n n
< A 1+1+1+ + 1y
(n+1)! 2 22 2
An—l—l
<
(n+1)!

es la suma de los m — (n + 1) primeros términos de una progresion geométrica de razon
%, y el valor de esta suma es

n+1 . . . .
Dado que QfLTl), — 0 cuando n — oo (por el criterio del cociente para sucesiones,
proposicion [3.25)), se sigue de la relacion

An+1

|En(z) — B, ()] < 2m

valida para todo z, |z|] < Ay m > n > 2A, que (E,) verifica el criterio de Cauchy
de convergencia uniforme (proposicion [10.10) en el intervalo [—A, A]. En efecto, dado
€>0setomaN€Nta1queN>2Ay(mT+1;! < ¢ para todo n > N y se tiene que
|Ey(z) — E, ()| < € para todo z, |z] < Ay m>n> N.

Podemos entonces definir una funciéon F en R asignando a cada x € R el limite de
la sucesion (F,(z)). Obsérvese que todo x € R esta dentro de un intervalo de la forma
[—A, A].

De la convergencia uniforme de la sucesion (E,,) en cada intervalo [— A, A] se sigue que
E' es continua en R.

Como E] ,(z) = E,(z) para todo n € N (esto se ve sin mas que derivar E,1),
luego también la sucesion (E!) converge de modo uniforme en cada intervalo de la forma

[—A, A] y lo hace a lo mismo que la (£,), a la funciéon continua E. Como las E!, son

)



11. Las funciones elementales 169

integrables (son continuas), por un resultado anterior (teorema [10.13)), E es derivable y
E' = FE en R.
Observamos finalmente que

E(0) = lim E,(0) = 1,

n—o0

pues E,(0) = 1 para todo n € N. O

Nota 11.2 Obsérvese que E es el limite de la sucesion de sus polinomios de Taylor en
el 0, éstos son precisamente los E,.

Corolario 11.3 La funcidn E tiene derivadas de todos los drdenes y E™ = E cualquiera
que sea n € N.

Demostracién. La proposiciéon anterior prueba que el resultado es cierto sin = 1, y si
suponemos que es cierto para un n € N, entonces

En+1) _ (En))/ _ E/ — E.

Corolario 11.4 Six > 0 entonces 1 +x < E(x).

Demostraciéon. Dado que que para todo n € N,

2 "

T
En(:c):1+x+§+---+m.

es claro que si z > 0 la sucesion (F,(z)) es estrictamente creciente con lo cual
l+z=FE(r) < Ey(z) <---

y por lo tanto
14+ 2z < E(x)

pues el limite de la sucesion (E,(z))52; es mayor que FEy(x) que es mayor que 1 +z. O

Vamos a ver ahora como la funciéon E es tnica entre las que en 0 valen 1 y su derivada
coincide con ellas mismas.

Proposiciéon 11.5 Hay una inica funcion E : R — R que verifica las dos propiedades
siguientes:

1. Es derivable y su derivada E' coincide con E en todo punto de R.

2. E(0) = 1.
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Demostraciéon. Supongamos que F' es otra funciéon que verifica las dos propiedades del
enunciado y sea G = F' — E. Entonces

G'(z) = F'(z) — E'(x) = F(x) — E(x) = G(x) para todo z € R,

y por otra parte,
G(0)=F(0)—FE0)=1-1=0.

De la propiedad G’(z) = G(x) para todo x € R se sigue, por induccion, que G (z) = G(x)
para todo x € R. Vamos a demostrar que G(z) = 0 para todo z € R, lo que nos dara que
F=F.

Fijemos un punto x en R, x # 0, y consideremos el intervalo I, de extremos 0 y = (si
x > 0 se trata del intervalo [0,z] y si < 0 del intervalo [z, 0]). Aplicamos el teorema de
Taylor (teorema a F en el intervalo I, con x y xqg = 0, y obtenemos, por cada n € N
un punto ¢, € I, tal que

G0) o, GO L G )

2 n! (n+1)!

n+1

G(z) = G(0) + G"(0)z +

Ahora bien, como G(0) = 0y G'(z) = G(z), resulta que G¥(0) = 0 para todo k € N, por
lo que la expresion anterior se reduce a
. G”H)(cn) +1 G(cn)

C@) =i Y T

n+1

pues G"tY) = G. La funciéon G es continua en R y por lo tanto esta acotada en el intervalo
I,. Si elegimos M € R tal que |G(z)| < M para todo ¢ € I, entonces

Mz n+1
|G(x)| < ﬁ para todo n € N.
Como (fijado z € R) el limite de la sucesion (% es 0, lo que se sigue del criterio del
cociente para sucesiones (proposicion [3.25)), resulta que G(z) = 0. O

Definicién 11.6 A la dnica funcion E : R — R que verifica que E'(x) = E(z) para
todo x € R y E(0) =1 se le llama la funcion exponencial. Su valor en cada x se suele
representa por exp(x) o también por €” sin que, por el momento, esto signifique “e elevado
a x” pues no se ha definido aun lo que significa elevar un nimero real a otro, sdlo se ha
definido lo que es elevar un niumero real a un numero racional.

Proposicion 11.7 El valor de la funcion exponencial en el 1, es precisamente el nimero
de Euler e que hemos introducido anteriormente (como aplicacion del teorema de las
sucesiones mondtonas, teorema , su valor es el

) 1\"
lim (1 + —) .
n—00 n
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. ., ny 0o .
(Debe recordarse que se probd en su momento que la sucesion ((1 + %) )ni1 es monotona
creciente y acotada superiormente, y el teorema de la convergencia mondtona (teorema
3.30) nos garantiza la existencia de ese limite).

Demostracion. Por la propia definicion de E se tiene que

| |
B(1) = lim E,(1) = lim (1+1+_+...+_).

n—00 n—00 21 n!

. 1 1\ 1)\ o .
Hemos de ver entonces que las sucesiones (1 + 1+ 2 4+t H)nzl y ((1 + 5) )nzl tienen
el mismo limite. Por cada n € N sea e, = (1 + %) . Como ya se vio al definir el nimero

de Euler e en el Tema 3, utilizando la férmula del binomio de Newton se obtiene que

en:1_|_1_|_l 1_1 _|_i 1_l 1_% _|_..._|_i 1_1 1_2 1_n_1
21 n 3! n n n! n n n

y entonces

1 1 1
€n§1+1+5+§+...+m:En<1)

Esto es, para cada n € N se verifica que e, < E,(1) lo que prueba que

n—oo n—oo

1 n
e= lim (1 + —) < limE,(1) = E(1).
n

Por otra parte, fijemos m € N, por ejemplo m = 4 para entenderlo mejor. Se tiene que si
n >4,

1 1 1 1 2 1 1 2 3
> —(1-=)+=(1-= S (R (N [ . — 2.
en_1+1+2!(1 n)+3!<1 n)<1 n>+4!<1 n><1 n><1 n)

pues si, por ejemplo n = 5, la expresion que define a e tiene 6 sumandos, todos positivos,

y los cinco primeros son mayores que los cinco sumandos que hemos considerado. Si
4 .

denotamos por y,(l) a la suma anterior, resulta que

e= lime, > lim yﬁf),
n—oo n—oo

pero <y7(l4)) converge a s, = 1+ 14 2 + 3 + = y por lo tanto
) 1T T

n=

e = lime, > E4(1)

n—o0

Como esta desigualdad puede obtenerse para cada m € N resulta que
e> En(1)
para todo m € N y entonces

e> lim E,(1) = E(1).

m— 00

i
Esta funcién exponencial tiene unas propiedades que la hacen particularmente intere-
sante, cuatro de ellas se obtienen en la proposicién siguiente.
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Proposiciéon 11.8 La funcidon exponencial satisface las siguientes propiedades:

1.
2.
3.

/.

E(z) # 0 para todo x € R.
E(x +vy) = E(x)E(y) para todo z,y € R.

E(r) =¢€" (con el significado que se dio a las potencias racionales al final del tema
de continuidad) para todo r € Q.

E(z) > 0 para todo x € R

Demostracion.

1.

Supongamos que para algin xg € R, xy # 0, se verifica que E(z9) = 0 y denotemos
por I, al intervalo cerrado de extremos 0 y zo. El teorema de Taylor (teorema ,
aplicado a la funcién E, en el intervalo [, con xy y © = 0, nos garantiza que para
cada n € N existe ¢, € I, tal que

E™ ()
n!

Z;n+&)(cn)

1= E(0) = E(xo) + E'(20)(0—x0) +- -+ I

(O _ $0)n+1.

(O — Jfo)n +

Como E¥ (x¢) = E(z¢) = 0 para todo k € N, resulta que realmente

E(cn)

(1] (0 — zo)™ !

1 = B(0) =

Sea M un niumero real mayor o igual que |F(c)| para todo ¢ € I, (E es continua

en el intervalo cerrado I,,). Entonces,

E(cn) (=)™
(n+1)!

M|x0|n+1
(n+ 1)

g

Del criterio del cociente para sucesiones (proposicion |3.25|) se obtiene que la sucesion

M|zo| !
(n+1)!

para todo n € N. Concluimos entonces que E(xy) no puede ser 0.

n+1

) converge a 0 (cuando n — 00), pero esto es absurdo pues (ot D!

Fijemos y € R. Dado que E(y) # 0 tiene sentido considerar la funcion G definida
en R por
E(z+y)

E(y)

Esta funcion es derivable (como funcion de la variable z) y tiene la propiedad de
que

G(x) =

_B+y Bty
=By~ Bw oW

G'(x)

y ademas
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Luego esta funcion G es precisamente la funciéon exponencial E, esto nos da que

E(x+vy)

= F(x) para todo r € R
By W

con lo que
E(x +y) = E(x)E(y) para todo z € R.

Esto, que se ha hecho para un y € R fijo, se verifica para todo y € R y entonces

E(x+vy) = E(x)E(y) para todo z,y € R.

3. Observamos en primer lugar que por la propiedad anterior, usando el principio de
induccion, se sigue que para todo m e Ny z € R,

En efecto, si m = 1 es obvio, y si es cierto para un k£ entonces
E((k+1)z) = BE(kz 4+ z) = E(kz)E(z) = (E(z))*™.

En particular, para z = 1, E(m) = €™ para todo m € N. Si ahora consideramos
T = % se sigue de lo anterior que

e=E()=E (”%) - (E (%»

y entonces F (%) = en. Por otra parte sim € Ny x € R, como
1 = E(0) = E(mx — mz) = E(mz)E(—mx)

resulta que
—mz) = = =e M
E(mz) em=

En consecuencia, para todo m € Z y todo n € N se tiene que

£ (2) =50~ (+ () - ) =

Como todo nimero racional es de la forma ™ con m € Z y n € N se tiene el
resultado.

4. Como F(0) =1> 0y E(x) # 0 para todo x € R, el teorema de Bolzano del valor
intermedio (teorema nos garantiza que F(x) tiene que ser siempre mayor que
0 pues si en algtin punto su valor fuese menor que 0 habria algin punto en el que
valdria 0.
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O

Proposicion 11.9 La funcion exponencial es estrictamente creciente, conveza, lim E(x) =
Tr—r—00

0y Il_z}zn()()E(x) = +00. Ademds su conjunto imagen es el intervalo (0, +00).
Demostraciéon. Como E' = E'y E(z) > 0, E'(z) > 0 para todo x € R, y entonces E es
estrictamente creciente (obsérvese que por el teorema del valor medio (teoremal5.20)) dados
x, y siendo = < y, existe ¢ € (x,y) tal que E(y) — E(xz) = E'(¢)(y — x), entonces, como
E'(¢) >0, E(z) < E(y)). La convexidad de E se sigue del hecho de que E”(z) = E(z) >0
para todo x € R (aplicando el teorema .

Por otra parte, como hemos visto,
I1+1<E(l)=¢

y por lo tanto 2" < " = E(n), lo que nos da que liT E(n) = 400, pero como E es
n—-—+00

creciente, necesariamente existe el lim FE(x) y su valor es +o0o. En efecto, para todo
T—r+00

M > 0 existe N € N tal que E(n) > M para todo n > N. Si consideramos z tales que
x > N, entonces E(z) > E(N) > M.
Dado que
0< E(—n)=e" <27,

resulta que lim E(—n) =0y por lo tanto
n—-+00

lim E(x)=0.
T——00
En efecto, para todo € > 0 existe N € N tal E(—n) < ¢ para todo n > N. Entonces, para
todo z < —N se tiene que E(x) < E(—N) < e.
Finalmente, el que el lim E(x) =0y lz’T E(z) = 400 nos dicen, usando el teorema
T—>+00

T——00
de Bolzano del valor intermedio (teorema7 que el conjunto imagen de R por la funciéon
exponencial es (0, +00), pues, si y > 0 y tomamos M = y, existe K > 0 tal que E(x) >y
para todo = > K y, en particular, y < E(K + 1); por otra parte si tomamos € = y, existe
K* < 0 tal que E(z) < y para todo x < K*, por lo que F(K* — 1) < y, resumiendo,
E(K*—1) <y < E(K+1)y el citado teorema de Bolzano garantiza que existe un z € R
tal que E(x) = y. Sigue la grafica de la funcion exponencial. O
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La funcién exponencial crece méas rapido que cualquier potencia para valores grandes
de la variable. Esto es lo que demuestra la siguiente proposicion.

Proposiciéon 11.10 Para todo k € N se verifica que

lim — = Fo0.

T——+00 €T
Demostracion. Fijemos un natural k. Tanto el numerador como el denominador de %
tienen por limite 400 cuando x — 4o00. Una de las reglas de L’Hopital (véase la nota

0.28)) nos dice que
E(x) E) . E)

lim = lim = lim ——=
T—+00 xk r—>+00 k‘xkil T—+00 k’xkil’

que, si k > 1, sigue siendo una indeterminacién como la anterior, si seguimos aplicando
esa regla llegaremos a que

;B . El@) E(x) ;B 1,
m e = e = e T T T e W)
y este tltimo limite es +oo0. O

Proposiciéon 11.11 e es irracional.

Demostraciéon. Supongamos que e es de la forma §, con p,q € N. Entonces, por una
parte, el teorema de Taylor (teorema |6.1) aplicado a E con zp = 0y = 1, nos da que
para cada n € N existe ¢, € (0, 1) tal que

1 1 E(c,
P By =114 124 g Lqny Bl quin
q 2! n! (n+1)!
Si, por otra parte, consideramos n > ¢, entonces
P = nn—1)mn-2)-(¢g+1)glg—1)---1-p
q q

= =1 =2)- g+ Dg— 1) 1p
es un nimero natural, pero como

D 1 1 E(cy)
L R A
"y ”( LT R AR Y

n! 1
— o+ 1 —E(e,
nlt+ o+ ++n+1 (¢n)

resulta que %HE(CTL) debe ser un nimero entero, pero esto es imposible si n > 3, pues, al
ser ¢, < 1 se tiene que
0< E(c,) < E(l)=e<3,

y entonces,

3
E(c, — < 1
(c)<n <

0<
+1

n+1
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Nota 11.12 De la anterior tqualdad
1 1 E(c,
e:E(l):1+1+—12+---+—1"+£1”+1
2! n! (n+1)!
se deduce que

1+1+112+ +11" < 3
6_ — P —_— —_—
21 n! = (n+1)!

y este ltimo valor es muy pequeno si n es grande, por ejemplo, si n = 10, % <
0,000000015. Tenemos asi una aproximacion del nimero e con 7 cifras exactas.

Nota 11.13 El numero e es trascendente, lo que significa que no es raiz de ningin po-
linomio con coeficientes enteros. La demostracion de esto puede verse en el libro de M.
Spivak, Calculus”, en la p. 599.

0

11.1.1. Las funciones hiperbélicas

Se define la funcién coseno hiperbélico (cosh) en cada x € R por la expresion,

eIE 6—27
coshz = etre’
2
y la funcion seno hiperbélico (senh) en cada x € R por la expresion,
et —e™*
senhx =
2

La funcién cosh es par y la senh es impar. Ambas son derivables y
cosh'z = senhz, senh’z =coshx para todo z € R.
Se verifican la igualdad

cosh?z —senh?z =1, , para todo coz € R.

) ) e* +e® 2 er — e % 2
cosh®*x — senh“x = — ) |7

62x + 6—290 + 2eTeT 6290 + e—2a: — QeTe T

4 4

En efecto

4ete "
4

= 1.

Esto nos dice que (cosh z, senh x) es un punto de la hipérbola u? —v? = 1, es precisamente
el punto que se indica en la figura que sigue:
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. cosh x,senh x)

-24

-4

Se define la tangente hiperbélica como

cosh

tanh

-5 -4 -3
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11.2. La funcién logaritmica

Dado que la funciéon exponencial es estrictamente creciente y derivable, con derivada
distinta de cero en todo punto, y su imagen es (0, +00), tiene una inversa (teorema 5.11])
definida en (0, +00) que es derivable en ese intervalo y es estrictamente creciente en él.

Definicién 11.14 Se llama funcién logaritmica a la funcion definida en (0, 400) como
la inversa de la funcion exponencial. Se representard por L, log o In. A wveces se le llama
la funcion logaritmo neperiano en honor al matemdtico escocés John Napier (1550-
1617), su nombre en latin es Joannis Neperi.

Dado que L es la funcién inversa de E, se tiene que
Lo E(x) = z para todo x € R.

Por otra parte, dado y € (0,+00), si © € R es el tinico nimero real que verifica que
E(z) =y, entonces

EolL(y)=FEoL(E(x))=FEo (Lo FE)(x)=FE(z)=uy.
Esto puede escribirse asi:
loge” = x para todo r € R y €Y =y para todo y € (0, +-00).
Obtenemos ahora algunas propiedades de la funcién logaritmica.

Proposicion 11.15 La funcion L : (0,+00) — R tiene las siguientes propiedades:

1. Es estrictamente creciente, derivable, L'(y) = £ para todo y € (0,+00), concava y

la imagen por ella de (0,400) es R. ’
2. L(1) =0, L(e) =1, L(y) <0 para todoy € (0,1) y L(y) > 0 para todo y € (1,400).
3. L(uww) = L(u) + L(v) para todo u, v € (0,400).
4. L(y") = rL(y) para todo r € Q.
5. Siu,v >0 entonces L (%) = L(u) — L(v).

6. lim L(y) = +oo y lim L(y) = —o0.

Y—r+00 y—0+

Demostracién.



11. Las funciones elementales 179

1. Por el teorema de derivabilidad de la funcién inversa (teorema [5.11]), aplicado a
cada intervalo cerrado y acotado de R, tenemos que L es estrictamente creciente y
derivable en (0, +00) (nbtese que E'(x) = E(z) > 0 para todo z € R) y que

1 1 1
L'(y) = = = — para todo y € (0, +00).
Y= BIw) T ECW) b (0:t0)
La concavidad de L se sigue del hecho de que L"(y) = —% < 0 para todo y €

Y
(0, 400) aplicando el teorema de convexidad (teorema6.6)) a la funcion —L. Como F

es biyectiva (es inyectiva por ser estrictamente mondtona y se ha visto anteriormente
que E(R) = (0, +00)) se tiene que L(0, +o00) = R.

2. Dado que E(0) =1y E(1) = e se sigue que
L(1)=L(E0) =0y L(e)=L(E(1)) = 1.

Por otra parte, como L es estrictamente creciente, al ser L(1) = 0, necesariamente
L(y) < 0 para todo y € (0,1) y L(y) > 0 para todo y € (1, +00).

3. Para u, v € (0,400) hagamos © = L(u) e y = L(v). Entonces u = E(z) y v = E(y).
Como E(x +y) = E(x)E(y) se tiene que

w = E(z)E(y) = E(z +y)
y por lo tanto,

L(w) = L(E(x +y)) =z +y = L(u) + L(v).

4. Esto se sigue con un razonamiento analogo al que utilizamos para probar que E(r) =
e" para todo r € Q: Sin € Ney € (0,400), se obtiene facilmente por inducciéon
que

L(y") = nL(y).

Sin €N, como L(1) = L(y"y™") tenemos que 0 = L(1) = L(y")+ L(y™™), de donde
se deduce que L(y™") = —L(y™) = —nL(y). Entonces, si m es un entero se verifica
que L(y™) = mL(y). Por otra parte, si n € N, L(y) = L(y+) = nL(y=) de donde
L(y) = L L(y). Finalmente,

L(y~) =L ((zﬁ)’”) =mL <y5> = %L(zﬁ-

Como todo ntimero racional es de la forma ™* con m € Z y n € N se tiene probado
lo que se queria.
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6. Como L(e") =ny L(e™™) = —n se tiene que

limL(e") =+o00 y limL(e™) = —o0.

n—oo n—oo

Como la funcién logaritmica es estrictamente creciente se tiene que

lim L(y) =400 y lim L(y) = —o0.

Yy—>+00 y—0t
Esto se sigue con el mismo argumento que se utilizo al final de la proposicion [11.9)

O
La grafica de la funcion logaritmica es,

( 2 3 4 5

11.2.1. Potencias reales

Hasta ahora s6lo hemos definido (en la seccion de potencias racionales, al final del
capitulo 4), la funcion potencia x € [0, +00) — 2" cuando r es un ntimero racional. Debe
m
observarse que todo r € Q es de la forma ™ con m € Zy n € Ny que = (zn Y
tanto las potencias m—ésimas como las raices n—ésimas se han definido anteriormente.
Estamos ya en condiciones de definir el significado de 2 cuando = y o son ntimeros reales,
siendo x > 0.

Definiciéon 11.16 Para x > 0 y a € R se define

& = eoalogx‘

Notese que se pide que x > 0 pues no tiene sentido el logaritmo de un nimero negativo ¢
0. En algunos casos se puede definir, esto ya se ha hecho anteriormente, x®, con a € Q,
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en algunos subconjuntos de (—o0,0]. Recordamos que si

a=necN " =x--x para todo x € R
a=-n, neN t" = para todo x € R\{0}
a:%,neN,nimpar zn = T para todo x € R

o = %7 neN, n par on = T para todo x € [0, +00)
o — _%’ n €N, n impar T n — % para todo x € R\{0}
a=-1neN, npar T = % para todo x € (0,+00)
a=2 meN, neZ Th = <3c%>m sequn lo anterior.

Nota 11.17 Observamos que cuando o € Q la definicion de x que acabamos de dar y
la que habiamos dado antes coinciden, pues si o = =, entonces

m

alogx = Tlogm =logax™n
n

y por lo tanto
m
% = 6alogz — eloga:n

m
= rn.

Como consecuencia de las propiedades que hemos obtenido de las funciones exponen-
cial y logaritmica se obtienen facilmente las siguientes propiedades de la funciéon potencia.

Proposicion 11.18 Sean o y f € R y sean x,y € (0,+00). Entonces,
1. 1*=1
2. 2% >0

3. (wy)™ = xy”

() =%

xoth = pogh
—a 1
=g

(57)? = 2% = (27"

RS =

Si a < B entonces 2 < 2° para todo x > 1. Para x € (0,1) se verifica que x* > 2.
9. logzx® = alog x.

Demostracion.

1. 1% = exlogl — 0 =1,
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2. @ .= etlogz

y la funcién exponencial es siempre mayor que 0.
3. (Iy)a — eozloga:y — 6oz(logw-‘,—logy) — ealogmealogy — ‘raya.

(0%
4. Veamos primero como (%) = y% En efecto,

1 «
DR
Y

y por lo tanto (i) es el inverso de y*. En general,
() -(3) = C) -5
- =(2—) =2%-) =—.
Yy Y Y Y
:L‘OH_B — e(oz-i—ﬁ) logz __ ealogxeﬁloga: — :L‘al’ﬁ.

r % =gt =20=1

y por lo tanto = es el inverso de z°.

« alogx
(xa)ﬁ — eﬁloga: — eBloge — eﬁaloga} — :L,Ocﬁ

y analogamente
B Blog =
(x,B)a e log x e loge 601,3 log x l’a’B.

8. Sia < f,—a>0porloque 27~ = elf=®oez ~ 1 para todo z > 1, pues
para estos x su log es mayor que 0 lo que implica que (8 — a)logz > 0, y la
funcion exponencial toma valores mayores que 1 para todo nimero real mayor que
0. Entonces,

2 =P > zo

Siz e (0,1), > 1,y por lo tanto
() <C)
J— < J—
x x

9. E(logz®) = 2* := E(alogx) de donde se sigue que log z® = a'log x al ser la funcion
E inyectiva.

lo que equivale a que z° < 2.
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O

Otra propiedad interesante de la funciéon potencia es que es derivable de cualquier
orden. Esto es lo que prueba la siguiente proposicion.

Proposicion 11.19 Cualquiera que sea o € R la funcion x € (0, +00) — x% es derivable
en todo punto y su derivada es la funcién x € (0,+00) — az® 1.

Demostraciéon. Denotemos por P, la funcion z € (0,+00) — z“. Entonces, P, es la
composicion de las funciones

z € (0,+00) — alogz — E(alogz).

Como todas estas funciones son derivables lo es su composicion y

P!(z) = E'(alog x)ozl = E(alog x)ozl = 2%~ = ar* .
x T T
El argumento anterior se le puede aplicar a la funcién z — ax® ! para obtener que esta
funcion es derivable y que su derivada es la funcion x — a(a—1)z%"? y asi sucesivamente.
Obsérvese que P, es creciente (pues P’ > 0) y que si a € (0,1) entonces P, es concava
(pues P” < 0) y si @ > 1, entonces P, es convexa (pues P” > 0). O

Nota 11.20 Hasta aqui hemos manejado la funcion logaritmica, llamada natural (aso-
ciada al nimero e); pueden definirse funciones logaritmicas asociadas a otros nimeros
reales positivos, distintos del 1. Asi dado a > 0, a # 1 se define

_logx

loga(x) - loga‘

Ndtese que si a = e entonces log, = log. De estos logaritmos el que se usa mds frecuen-
temente es aquel en el que a = 10, se llama logaritmo decimal. Obsérvese que

1010g10(x) _ eloglo(x) log10 __ elogx — .

11.3. Las funciones trigonométricas

Las funciones trigonométricas son las funciones seno, coseno, tangente, cotangente...
Como todas ellas se definen en términos de las funciones seno y coseno, bastara definir
con precision estas funciones, es lo que hacemos a continuacion

Proposiciéon 11.21 Ezisten dos funciones C' y S : R = R con derivadas primera y se-
gunda tales que:
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1. C"(x) = —=C(z) y S"(xz) = —=S(x) para todo x € R.
2. C(0)=1, C'(0) = 0, S(0) =0 y S'(0) = 1

Demostracion. La demostracion de esta proposicion sigue la misma linea que se siguio6
para introducir la funcién exponencial.
Sean (C,) y (Syn) las sucesiones de funciones definidas en R de la siguiente forma:

22
Cl(m): 17 Cg(l') :1_?
y, en general,
72 IQ(n 1)
Cp(r) =1— = +-. —1)~t
23
Si(z) =z, Si(z) ]
y, en general,
1‘3 l,Zn—l
S (x)=0—=—+--- S Ll e
(@) =a =g+ + U G )

Estas funciones estan bien definidas y son todas derivables. Se verifica que
Cr o (x) =—=S,(z) vy Sy (z) =C,(zx) paratodon e Ny todoz € R.

Veremos ahora la convergencia uniforme de estas sucesiones en cualquier intervalo de la
forma [—A, A] usando el criterio de Cauchy de convergencia uniforme (proposicion (10.10)).
Fijado A > 0 sean m,n € N tales que m >n > 2Ay = € [—A, A]. Entonces

Cole) = Cololl = |15 o

r2n T 2(n+1) 2(m—1) ‘

) @11

e 1+(%) (4 )(_>)
< o 1+(§) ROREON

IA




11. Las funciones elementales 185

Como é‘—fg! — 0, dado ¢ > 0 existe N € N, que podemos suponer mayor que 2A, tal
ue
d A2n
(2n)! < EE para todon > N
n)!
y entonces

|Cin(z) — Cp(x)| < e paratodo z € [-A, A] y todo m >n > N.

La convergencia uniforme de (C),) en cada intervalo [—A, A] nos garantiza la existencia
de una funcion continua C': R — R tal que C,,(z) — C(z) para todo z. Como C,(0) =1
para todo n, se sigue que C(0) = 1.

La demostracion de que (S,,) verifica el criterio de Cauchy para la convergencia unifor-
me en cada intervalo de la forma [— A, A] es andloga. Entonces existe una funcion continua
S : R — R que verifica que S(0) = 0 pues 5,(0) = 0 para todo n € N.

Vamos ahora a aplicar el teorema [10.13] pues se cumplen todas las hipotesis, a la
sucesion (C),) en un intervalo arbitrario de la forma [—A, A]. Dado que para cada n € N
se tiene que C) ,(x) = —S,(x) tenemos que (C)) converge uniformemente a —S en
[—A, A] vy por lo tanto C' es derivable en todo punto de [—A, A]. La arbitrariedad de A
nos garantiza la derivabilidad de C en todo R y

C'(z) = lim C)_(x) = —limS,(z) = —S(x) para todo = € R.

n—o0 n—oo

Como por otra parte, S/ () = C,(z) obtenemos, con el argumento anterior y el teorema
aplicado a la sucesion (.S,,), que S es derivable en R y que S’(z) = C(x) para todo
z € R.

Del hecho de que S es derivable y C'(z) = —S(z) podemos deducir que C’ es derivable
y que C"(x) = —=5'(x) = —C(z), y del hecho de que C' es derivable y S’(z) = C(x) se
sigue que S’ es derivable y §"(z) = C'(x) = =S(z).

Finalmente se verifica que

C'(0) = —S(0) =0 y S'(0)=C(0) = 1.
O

Nota 11.22 Acabamos de ver que C'(x) = —S(z) y S'(x) = C(x) para todo x. De esto
se deduce que C' y S tienen derivadas de cualquier orden.

Proposiciéon 11.23 Las funciones C' y S que satisfacen las condiciones de la proposicion

[71.21) son tnicas.

Demostracion. Haremos la demostracion para la funcién C, la demostracion para S es
analoga.

Supongamos que D es otra funcion con las propiedades de la funcion C) esto es,
D" =—-D, D(0) =1, D'(0) = 0. Entonces la funcion G = D — C verifica que G” = —G,
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G(0) = 0y GP(0) = 0 para todo k¥ € N (obsérvese que G'(0) = D'(0) — C'(0) =
0, G"(0) = —G(0) = 0, G"(0) = —=G'(0) = 0...). Fijemos ahora un x € R,z # 0,
arbitrario y denotemos por [, al intervalo determinado por 0 y z. Por el teorema de
Taylor aplicado a D con zy = 0, existe, para cada n € N un punto ¢, en I, tal que
G"(0) , G(0)  G"V(en) e
o T T

G(zr) = G(0)+G(0)z +

Gn+1) (Cn) n+1
—F— X
(n+1)!

) = G(cy) 0 — G(ey). Sea M > 0 tal que

Si n es impar, n + 1 es par y entonces GV (c
)(¢,)| < M para todo n impar, por lo que

|G(c)| < M para todo t € I,. Entonces |G}

M
G < n+1'
Gla)| < oyl
Como la sucesion numeérica <(nf1)!|x|”“) converge a 0, necesariamente G(z) = 0, esto
es, que D(z) = C(x). O

Definiciéon 11.24 Las unicas funciones C' y S que satisfacen
C"(z) = -Cl(x), S"(xz)=-5(z)
para todo x € R y ademds C(0) = 1, C"(0) = 0, S(0) =0 y S’(0) = 1 se llaman las
funciones coseno y seno respectivamente y se denotan por cos y sen. Obsérvese que
estas funciones tienen derivadas de todos los ordenes.
Proposicion 11.25 (Identidad de Pitagoras) Para todo x € R se verifica que
(C()? + (S(@))? = 1.

Demostraciéon. Definimos una funcién f en R mediante la expresion

Derivando en la igualdad anterior obtenemos que
f(z) =2C(2)C"(z) + 25(x)S"(x) = 2C(x)(—S(x)) + 2S(z)C(z) =0

para todo z € R, lo que nos da que f es constante (proposicion [5.21). Como f(0) = 1
resulta que f(z) =1 para todo = € R lo que nos da la identidad de Pitagoras. O

Nota 11.26 De la anterior igualdad se sigue que tanto la funcion C' como la funcion S
toman sus valores en [—1,1].
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Para obtener algunas propiedades de estas funciones probamos previamente la siguien-
te proposicion.

Proposicién 11.27 Si f:R — R tiene derivadas de todos los drdenes en R y verifica que
f"(x) = = f(x) para todo x € R, entonces

f(x) = f(0)C(z) + f'(0)S(x) para todo x € R.

Demostracion. Si dada una f con esas propiedades hacemos
g(z) == f(0)C(z) + f(0)S(x)

resulta que

1. ¢"(z) = —g(x) para todo z € R

2. g(0) = f(0)
3. ¢'(0) = f(0)

O
Como consecuencia la funcion h = f — g verifica que h”(x) = —h(x) para todo = € R,

h(0) = 0y A'(0) = 0. Entonces todas las derivadas de h en el 0 son 0 y un argumento
anélogo al utilizado para ver la unicidad de la funciéon exponencial o de la funcion C (que
usaba el teorema de Taylor), demuestra que h(z) = 0 para todo = € R. Esto es,

f(x) =g(z) = f(0)C(x) + f'(0)S(x) para todo x € R.

Proposicién 11.28 1. La funcion cos es par y la funcion sen es impar.
2. Se verifican las formulas de adicion:
cos(x + y) = cosx cosy — senxseny
sen(x + y) = senx cosy + cos Trseny
para todo x,y € R.
Demostracion.

1. Para todo n € N se verifica que la funcion C,, es par y la S,, impar, y es claro que
entonces sus limites tienen también esas propiedades.
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2. Fijemos y € Ry sea f(z) = C(z + y). Esta funcion f tiene derivadas de todos los

ordenes y se verifica que

flla)=Cz+y) v [f'2)=C"z+y)=-Clz+y)=—f(2)

La proposiciéon anterior nos garantiza que

fx) = fO)C(z)+ f(0)S(x)
= C(y)C(z) + C'(y)S(x)
= C(y)C(z) — S(y)S().
Por lo tanto
Clz+y) = f(z) =Cy)C(z) — S(y)S(x).

Esto es,
cos(x + y) = cos T cosy — sen x sen y.

La formula para la funcion S se obtiene de forma anéloga, se fija y € R y se considera
la funcion g(x) = S(z + y).

OJ

Obtenemos ahora unas propiedades de acotaciéon de las funciones cos y sen que nos
permitiran definir el llamado ntimero 7.

Proposiciéon 11.29 Para todo x > 0 se verifican las siguientes propiedades:

1. —x <senz < z.
2. Cy(x)=1— ”g—? <cosz <1=C(x).
3. S(x) =x — ’é—: <senz <z = 5(z).
4. Cy(z)=1-— g—? <cosr <1—% +‘fl—? = Cs(x).
Demostracion.
1. Como ya se ha comentado anteriormente, por la identidad de Pitagoras, cos®z +

sen?z = 1 para todo x € R, luego necesariamente tanto el cos como el sen toman

sus valores en el intervalo [—1,1]. Luego, si > 0 resulta que

—:z::/ —1§/ costdtg/ 1=ux,
0 0 0

lo que nos da que —x < senz < x.
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2. Integrando las funciones de la desigualdad senx < x obtenemos que

/sentdtﬁ/ tdt
0 0

2

1<
—Ccos T + _5

de donde se sigue que

y por lo tanto
2
1-— T < COS T
2 — '
Por otra parte, ya se ha dicho que siempre cosx < 1.

3. Integrando en las desigualdades de (2) se obtiene

$3 x t2 x x
x——:/ 1—— dtﬁ/costdt:senxg/lzx.
3! 0 2 0 0

4. Integrando en las desigualdades de (3) se obtiene

2 4 T t3 x x 2
r_r t——)dt < sentdt = —cosz +1< tdt:x—
20 4! 0 3! 0 0 2!

de donde se sigue que

2 1.2 .1'4

x
Cg(m)zl—a§cos:1:§1—§+z:03(x).

O

Proposicion 11.30 Eziste un nimero real v en el intervalo [\/5, \/g] tal que cosy = 0,
cosx > 0 para todo x € [0,7), sen2y =0 y senx > 0 para todo z € (0,27).

Demostracion. De la primera de las desigualdades de (2) se deduce que
0 < cosz para todo z € [0, v/2)

Por otra parte, de la segunda de las desigualdades de (4) se deduce que

cos\/6—2\/§ < 1—6_2\/§+ (6_2\/3)

2 24
6—2v3 36— 243+ 12
s 24

= 1-3+V3+2-V3
= 0.
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Como v2 < V6 —2v3 <3 podemos afirmar que la funcion cos toma valores positivos
entre 0 vy v/2 y negativos o 0 entre v/2 y /3. Dado que la funcién cos es continua,
necesariamente existe un punto en el intervalo [\/5, \/5] en el que la funcion cos se anula.

El namero real v/6 — 2v/3, cuyo coseno es menor o igual que 0, se obtuvo resolviendo la
ecuacion

Consideremos ahora el conjunto
A={zecR, V2<uz, cosz =0}

que debido a que cosz > 0 para todo = € [0, v/2) coincide con {z € R, 0 < z, cosz = 0}.
Este conjunto no es vacio y esta acotado inferiormente, y por lo tanto tienen un infimo.
Denotemos por v al infimo de A. Entonces por la continuidad de la funcién coseno, se
verifica que cosy =0y cosz > 0 para todo x € [0,7).

De la primera desigualdad de (3) de la proposicion anterior se sigue que senx > 0 para
todo z € (0,v/6) y entonces

B:={zeR V6<z senz=0}={z€cR, 0<z, senz =0}

Como sen2y = 2sen-~ycos+y resulta que sen2y = 0. El conjunto B es no vacio (pues
27y € B) y acotado inferiormente por lo que tiene un infimo, llamémosle 26, necesariamente
2§ < 2v. Dado que sen2§ = 2sendcosd y ser send # 0 (pues § < 20) necesariamente
cos 6 = 0. Esto implica que 6 > v y asi 6 = ~. De la propia definiciéon de v y del hecho de
que senx > 0 para todo x € (0,v/6) se sigue que senx > 0 para todo x € (0,27). O

Definiciéon 11.31 Se denotard por m al nimero real 2. Segin se acaba de ver senm = 0

y cos 5 = 0. Observamos que 7 € [2\/5, 2V 6 — 2\/5} C [2,8,3,6] aprozimando por defecto
V2 por 1.4 y por exceso \/ 6 — 2v/3 < /3 por 1.8.
Nota 11.32 Un poco mds adelante se verd una mejor aproximacion de .

Proposicion 11.33 Las funciones sen y cos son periddicas de periodo 2m. Esto es, sen(z+
21) = senx y cos(x + 2m) = cosx para todo v € R.

Demostraciéon. Como sen2z = 2senxcosx y senn = 0 se sigue que sen 2w = 0. Por

otra parte, teniendo en cuenta que sen?7 = 0 se verifica que cos2m = cos? 71 — sen? 7 =

cos? 7w + sen® 7 = 1. Entonces
cos(z + 2m) = cos x cos 27 — sen x sen 27T = oS T
para todo x € R. Anélogamente

sen(z + 2m) = sen x cos 2T + cos T sen 27 = sen .
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Nota 11.34 Observamos que

)= (5 5) = (5) o (5) = - (5) =

pues cos? () = 0 y cos? () + sen? (Z) = 1. Como ademds cos0 = 1 y sen (—%) =

— sen (%) = —1, las funciones continuas cos y sen alcanzan (teorema de Bolzano del valor
intermedio, Teorema todos los valores entre —1 y 1.

Proposiciéon 11.35 Las funciones sen y cos verifican:

s s
senxr = COS (——m) = — COS (:U+§>

2
(3#) = (e +3)
cosr = sen(——x)=sen(x+ <.
2 2

Demostracién. Como cos 5 = 0, de la identidad de Pitdgoras se sigue que sen? 5=1y
entonces sen 7 = 1, pues senz > 0 en (0, 7), luego

(5-) - cos(—x) — sen - sen(—z)
—_ — j— — — n — n(—
COS 9 T COS 9 COS X Se 9 Se T

= —sen(—z) =senx.

Por otra parte

T ™ T
— cos (ac+§) = — (cosxcos——senxseng)
= senz.
Anéalogamente se obtienen las otras dos igualdades. 0J

Como hemos visto, la igualdad de Pitagoras establece que cos?z + sen?x = 1 para
todo x € R. Esto nos dice que (cosx,senz) es un punto de la circunferencia unidad, es
precisamente el punto de la figura que sigue,

(cos x, sen x)

Nota 11.36 Hay varias funciones relacionadas con las funciones cos, sen, cosh, senh,
que son de gran importancia en geometria, fisica, astronomia... Citamos aqui algunas de
ellas y damos sus grdficas:
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Empezamos con la funciéon S = sen en [O, g] Se trata de una funciéon continua que
s

en 0 vale 0 y en 7 vale 1. En ese intervalo la funcion es siempre mayor o igual que 0,

entonces S” = —S es siempre menor o igual que 0 por lo que la funcion es concava entre
0y 5. Como S" = cos es mayor o igual que 0 en [O, g] resulta que S es creciente en ese
intervalo.

Estudiemos ahora el intervalo [%,7‘(‘]. En 7 la funciéon sen tiene un maximo, pues

S'(2)=C(3) =0y 5" (3) = —-5(3) = —1. Entre 2 y 7 la funcién sen es mayor o

igual que 0, luego su segunda derivada es menor o igual que 0 y por lo tanto S es concava

en [%,ﬂ , v es decreciente pues S’ = C es menor o igual que 0 en [%,W , debido a que
cosx = sen (% — :c) = —sen (x — %) <Oyaquexr—7 € [0,7)cuando x € |7, 7T]. Entonces
sen es concava en [0, w]. Como sen es impar, es convexa entre [—,0]. La periodicidad de

esta funcién nos permite dibujarla en todo R:

1
—_\ 0 i

Grafica de la funcién senz, r € R.

Grafica de la funcion cosz, = € R.
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sen x ) T
tgx = (definida en = € R salvo en los puntos — + km, k € Z).
cosx 2
j i
s 5 W ) y 0 ’/T; 2 4 8
2]
Grafica de la funcion tan z.

Se verifica que tan’ z = ﬁ >0y tan” x = % que es mayor que 0 si x € (O, g)

y €S menor que cero si r € (—g, O). Claramente la funcion tangente tiene periodo 7.

cos T )
cotanx = (definida en = € R salvo en los puntos kr, k € Z).
sen x
o]
o
]
7_r
\ N B R
-8 6 4 -2 0 4 6
-4
Grafica de la funcién cotan x.
Se verifica que cotan’ z = —2— > 0 y tan” g = 2cossenz
sen< x sen= x
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o —7/2

—m/2

Gréafica de la funcién arcsen.

Se verifica que arcsen’(z) = ﬁ y arcsen”(z) = ﬁ para x € (—1,1).

arccosz = (cos |[0,,T])_1 (x), € [-1,1].

Grafica de la funcién arccos.

Se verifica que arccos'(z) = \/%7 y arccos”’(z) = ﬁ para z € (—1,1).
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-1
arctan x = (tan‘ )> (), z € R.

(-5.%

I
I
1
1
I
I
1
1
|
I
1
1
I
1
1
1
I
1
1
1
I
1
1
1
I
I
1
:
U
I\.)I-\JaI

6 4 2 0 2 4

-4

Gréafica de la funcién arctan.

Se verifica que

—2x

arctan’(z S
(z) (1+ x2)2

=152 7 arctan”(z) =
T

Nota 11.37 Podemos obtener ahora una mejor aprorimacion de w que la que hemos dado
cuando lo definimos.

Observamos primero que la funcion tangente toma el valor 1 en T pues, dado que

) = 2sen () eos (]

— ) =2sen|(—)cos|—

4 4 4

+ E) = cos® (Z) — sen? <E>
4 4 4

resulta que

y, por lo tan (%) =1.
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De la iwgualdad
(1= +t" =t (=1)"") (14 7) = 1 + (1)

se sigue que
1 + (_1)nt2n+2

-2+t =0 (=) =

1+t
y entonces
1 (—1)n+1g2n+2
:1—t2 t4—t6 _1nt2n
14 ¢2 + * ( ) - 14 ¢2
En consecuencia,
! 3 5 2n+1 1 49042
™ 1 1 1 1 ¢
— =arctanl = df=1— — 1 — ... 4(_1)" _1n+1/ gt
g e /ol+t2 3+5 + )2n+1+( ) o 1+1¢2
por lo que
U 1 1 1 1
(-t <
4 ( 375 ( )2n+1)‘_2n—|—3

lo que nos da una aprozimacion de 7 y por lo tanto de w. No es muy buena, desde luego
peor que la que dimos del niimero e, pueden conseguirse otras mejores, vedase, por ejemplo,
el libro de M. Spivak, Ed. Reverté, p. 591.



Capitulo 12

Series de nimeros reales

En este tema estudiaremos la convergencia de series de ntimeros reales. Comenzamos
definiendo los conceptos de serie y de serie convergente.

Definicién 12.1 Dada una sucesion (x,) de nimeros reales se llama serie generada por
(xn) a la sucesion (s,) donde

S1 = T1
S9g = X1+ X9
Spn = X1+ T2+ -+ Tn.

Esta sucesion (s,) se suele representar por . &, 0y -, &y. Los z,, se llaman los términos
de la serie y las s, las sumas parciales de la serie. Cuando (s,) converge a un s € R se dice
que la serie asociada a (x,) es convergente a s. Cuando la serie es convergente también
se denota, cometiendo un abuso de notacion, por > x, 0 Y - &, al valor del limite de
la sucesidn (s,). A veces se dice que el limite s de la sucesion (s,) es la suma de la serie.

Ejemplo 12.2 La serie asociada a la sucesion (x,) = ((—1)")22, es la sucesion (s,) =

(—1,0,-1,0,...) = Z(—l)”. La serie asociada a la sucesion (z,) = () es la sucesion
= i+bii+h) =Tk

Ejemplo 12.3 Sea r € (—1,1) y consideremos la serie Y r". Obsérvese que su término
n—ésimo es " y que su suma parcial n—ésima es v +1r? 4+ -+ "

Por cada n € N se verifica que
(1=7)sp=8p—Tsp=r+1> 4o+ — (r . 4 ") =p -yt

Entonces
r—rntl

Sy = ————
1—r

197
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y como |r| < 1 esta sucesion converge a ;*—. La serie que hemos considerado es la llamada

_r_

serie geométrica. Acabamos de ver que g =1

Para dar méas ejemplos de series convergentes obtenemos el siguiente criterio.

Proposiciéon 12.4 (criterio de Leibniz para series alternadas) Siuna sucesion (xy,)
es decreciente y convergente a 0, siendo x,, > 0 para todo n. Entonces la serie Y (—1)""1z,
es convergente. Este tipo de series se llaman series alternadas.

Demostraciéon. Consideremos la subsucesion de las sumas parciales correspondientes a
los términos pares,

Sop =T1 —To+ Ty — Ty + X5 —Tg+ -+ Top_1 — Top.

Como zp — 21 > 0 para todo k& € N resulta que la (sg,) es una sucesion creciente con
todos sus términos menores o iguales que x; pues

Sop = X1 — (5752 - 333) - ($4 - 96’5) — (1’2n72 - 1’2n71) — Ton

V T — Zg+1 > 0 para todo k£ € N.

Se sigue entonces, del teorema de la convergencia mon6tona (Teorema [3.30), que (s25,)
es convergente a un ntmero real s. Veamos como también toda la sucesion (s,) converge
a s. Dadoe >0 sea N € N tal que

5 5
|san — s| < 5 Y Zopt1 < B
para todo n > N (téngase en cuenta que z, — 0).

Entonces para todo n > N se tiene que

Son1 — 8| = |s2n + Tong1 — 5|
< [S2n — 8|+ Tonga
< E&.
OJ
. . _1)nt1 4 . o
Ejemplo 12.5 La serie ) % es convergente. Basta aplicar directamente el criterio

de Leibniz. Veremos un poco mds adelante que la serie Z% no es convergente.

Nota 12.6 Puede calcularse el valor de la suma de esa serie de la siguiente manera: Para
todo t € R y cualquier n € N se verifica que,

(1 —t+ 22— 4. 4 (_1>n+1tn*1)(1 + t) =14+ (_1)n+1tn
y entonces, sit es distinto de —1,

1 5>
_:1—t+t2—t‘5+...+ _1n+1tn71+
1+t (1)

(_1>n+1tn
1+t
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Integrando en [0, 1] obtenemos que

| 11 1 L(=1)ntien
——dt=1— =+ =+ 4 (=1)""= /—dt,
/01+t 237 (=D n o 1+t

de donde se sigue que

1 1 1 ”t”
— dt— 4 (=D = /
/1+t ( 2—i_i)>+ (=1 n)‘ 1—|—t ‘
tn—i—l
< [ 5
< /t"dt

n+1'

Esto nos demuestra que el limite de

1 1 1
] — =+ — 4 (=)
2 3 (=1) n
es igual a fol %Hdt, pero sabemos que el valor de esta integral es log?2 lo que nos permite
afirmar que

n+1

Z% = log 2.

Proposicidon 12.7 Si > x, y >y, son dos series convergentes, entonces la serie Y (z,+
Yn) también es convergente y

D @t yn) =D Tnt D n

Demostracion. Si denotamos, para cada n, por s, la suma parcial n-ésima de Yz, y
por t, la suma parcial n—ésima de ) y,, resulta que la suma parcial n—ésima de la serie
S (T + Yn) €8 Sy + tn, ¥ sabemos que si (s,) converge a sy (t,) converge a t, entonces
(Sn + t,) converge a s + t. O

Proposicion 12.8 Si )z, es una serie convergente a s y o es un niumero real, entonces
la serie Y ax, también es convergente y

E ax, = « E Ty
Demostraciéon. La suma parcial n—ésima de > ax, es as, y (as,) converge a as. [

La siguiente proposiciéon nos da una condicién necesaria para que una serie sea con-
vergente.
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Proposiciéon 12.9 Si )z, es convergente, entonces la sucesion (x,) converge a 0.
Demostracion. Por cada n = 2, 3... sucede que
Ty, = Sp — Sp_1-
Como (s,) converge a s, también (s,_1) converge a sy entonces z,, — 0. O
Caracterizamos ahora la convergencia de las series de términos positivos.
Proposiciéon 12.10 Si )z, es una serie con todos sus términos x,, > 0, entonces > x,
converge si y solo si la sucesion (s,) de sus sumas parciales estd acotada superiormente.

Demostracién. Al ser z,, > 0 para todo n € N resulta que (s,,) es una sucesién mondtona
creciente y, como sabemos por el teorema de las sucesiones monotonas (Teorema (3.30)
(sn) converge si y solo si esta acotada superiormente. 0J

Obtenemos ahora un criterio para la convergencia de series sin ninguna restriccion
sobre sus términos.

Proposiciéon 12.11 (criterio de Cauchy para la convergencia de series) Una se-
rie Y . x, es convergente si y solo si, para todo € > 0 existe N € N tal que para todo par
de naturales (m,n) con m >mn > N se verifica que

|Tpa1 + Tpao + -+ x| < e

Demostraciéon. ) z, es convergente si y solo si (por definicion) la sucesion (s,) es
convergente, y esta sucesion de nimeros reales es convergente si y s6lo si es una sucesion
de Cauchy (Teorema [3.43). El que (s,) sea de Cauchy significa que para todo £ > 0 existe
N € N tal que para todo par de naturales (m,n) con m > n > N se verifica que

|$m — sn| < e.

Basta entonces observar que

Sm — Spn = Tptl + Tpya + 0+ Ty

O

Definicién 12.12 Se dice que una serie Yz, es absolutamente convergente cuando la
serie Y |x,| es convergente.

El criterio de Cauchy nos va a permitir probar ahora que toda serie absolutamente
convergente es también convergente.
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Proposicion 12.13 Si Y x, es una serie absolutamente convergente, entonces es tam-
bién convergente.

Demostracion. Al ser convergente la serie ) |z,|, dado € > 0 existe N € N tal que para
todo par de naturales (m,n) con m >n > N se verifica que

|nga| + [Tngal -+ [zml] < e

Como
|xn+1 +xn+2 + - +xm| S |xn+1| + |xn+2| +--+ |xm| <é€

se tiene que Y x, verifica el criterio de Cauchy y por lo tanto es convergente. 0J
Nota 12.14 No es cierto, en general, que las series convergentes sean absolutamente

(="

n

convergentes. Hemos visto que la serie E

que la serie Z % = Z% no lo es.

es convergente Yy se ve G CONLINUACION

Ejemplo 12.15 La serie E % no es convergente. Esta serie es conocida como la serie

armonica.

Sabemos que una serie no es convergente si y sélo si no verifica la condicion de Cauchy
(Proposicion |12.11]). Ahora bien, tomemos £ = % y supongamos que existe N € N tal que

| <
Sy, — Sm -
2

para todo m > n > N. Tomando n > N fijo y m = 2n resulta que

1 1 1
+ 4+
n+1 n+2 n+n

|Sm — 5n

y esta suma es mayor o igual que

n+n n-+n 2n 2

por lo que no se verifica la condicion de Cauchy.

Ejemplo 12.16 La serie Z L no converge si 0 < p <1 y converge si p > 1.

npP

1

En efecto, si 0 < p < 1 entonces — > % y por lo tanto la sucesion (t,) de las sumas

parciales de la serie E % tiene todos sus términos mayores o iguales que los de la serie

E % Como la serie E % no es convergente tampoco lo es la L

nb’
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Supongamos ahora que p > 1 y consideremos la subsucesion de Z nip formada por

las sumas parciales correspondientes a los indices n; = 27 — 1. Los términos de esta
subsucesion son:

Sn, = Ss1=1

1 1 2 1
Sny = 33281+§+§<1+§:1+2p_1

11 1 1 4 1 1 1 1\?
Sng = S7:S3+E+§+@+%<S3+Zp<l+2p1+4p1:2p1+(2p1>
Si hacemos r = 21,%1 se sigue por induccién matemética que

Sn; <l4r+ri4.- 4

Como |r| < 1 sabemos que la serie geométrica Zr" es convergente y por lo tanto la

sucesién de sumas parciales es acotada superiormente. Esto implica que la sucesion (sy,)

estd también acotada superiormente. Como la sucesion de sumas parciales de E L es

npP
monoétona creciente, al tener una subsucesion acotada superiormente, la propia sucesiéon
es también acotada superiormente. En efecto, sea M una cota superior de (s,,). Para todo
n € N se verifica que n < 2" — 1 (esto se sigue por induccion matemética). Entonces, al

ser (s,) creciente resulta que s, < sogn_1 = 5, < M.

Aunque en general es dificil calcular la suma de una serie convergente, hay casos en
los que es muy sencillo, como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 12.17 La serie Z # es convergente y Z # = 1. En efecto,
1 1 1 1

n24+n nn+1) n n+l

y entonces
B 1
S1 = 1—5
1 1 1 1
Sy = 1—§+(§—§):1—§
1 1 1 1
5= 1‘5*(5‘1)2 "1

. . o 1 .,
Resulta entonces, por induccion, que s, =1 — =5 y esta sucesion converge a 1, esto es,
1 _
d =1

Obtenemos ahora algunos criterios para la convergencia de series, lo hacemos primero
para la convergencia absoluta y después para la convergencia.
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12.1. Criterios de convergencia absoluta

Proposiciéon 12.18 (criterio de comparaciéon) Si >z, y >y, son dos series de tér-
minos mayores o iguales que 0 y existe un N € N tal que se verifica la relacion

0<z, <y, paratodon > N,

entonces, si la serie Yy, es convergente también lo es la Y x, y si Y x, no es conver-
gente, >y, tampoco lo es.

Demostracién. Sea € > 0. Si suponemos que Yy, es convergente, el criterio de Cauchy
nos da que existe un N* tal que si m > n > N* entonces

Ynt+1 t -+ Ym < €.
Si consideramos m > n >max{/N, N*} tenemos que
0<Zpy1+ - +Tm SYnp1 T +Yn <€

y entonces Y x, verifica el criterio de Cauchy y por lo tanto es convergente.
Por otra parte, si > z,, no es convergente tampoco puede serlo > y,, pues de serlo lo
serfa »_ x, como acabamos de ver. 0J

Ejemplo 12.19 La serie ) n% es convergente pues 0 < # < 2% para todo n y hemos

visto que 2% es convergente, es una progresion geomélrica de razon %

Proposiciéon 12.20 (criterio de comparacion por paso al limite) Si Yz, y > yn

y
éste es un numero real distinto de 0 (necesariamente mayor que 0), entonces una de las
series converge st y solo si converge la otra. Ademds, en el caso de que ese limite sea 0, la
convergencia de Yy, implica la de Y x,, y si el limite es +00, entonces la convergencia

de > x, implica la de » yp.

In

son dos series de niumeros reales mayores que 0 y existe el limite de la sucesion

Demostracion. Sea [ el limite de la sucesiéon ("5—") Dado € = % existe V € N tal que

In g

[
< — para todon > N.
Yn 2

Entonces para todo n > N se verifica que

[

—yy < Ty <
Y 2

2
El criterio de comparacion, aplicado dos veces, junto con el hecho de que si una serie
converge también converge la serie formada por los productos de un ntimero real por sus
términos, nos da el resultado.
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Supongamos ahora que [ = 0y que >y, converge. Dado ¢ = 1 existe N € N tal que

T
" <1 paratodon> N,
Yn

lo que nos da que x, < vy, para todo n > N, y el criterio de comparacién nos da el
resultado. Si ahora suponemos que | = 400, entonces, para M = 1 existe N € N tal que
‘,'Cn

— >1 paratodon> N,
Yn

lo que nos da que y, < x, para todo n > N, y el criterio de comparaciéon nos da el
resultado. 0
sen

1
Ejemplo 12.21 La serie Zsen% no es convergente pues lim —= = 1 y la serie Z%
n—oo n

no es convergente. Este hecho no se puede deducir usando solo el criterio de comparacion
pues el hecho de que sen + < L no basta para decir que " sen L no es convergente.
n n n

Proposiciéon 12.22 (Criterio de Cauchy de la raiz) 1. Si dada una serie > x,
existen r € (0,1) y N € N tales que

1
|z, |n < r para todon > N
entonces la serie es absolutamente convergente.

. o 1 :
2. Si existen infinitos n € N tales que |z, |» > 1, entonces la serie > x, no es conver-
gente.

Demostracién.

1. La condicién |z,|v < r para todo n > N equivale a que |z,| < " para todo
n > N. Dado que 0 < r < 1, la serie geométrica Y r™ es convergente, luego, por el
criterio de comparacion Y |z, | es convergente.

2. Si |xn|71L > 1 para infinitos n € N, entonces |x,| > 1 para infinitos n € N por lo que
() no converge a 0 y por lo tanto la serie ) x,, no es convergente.

O

Ejemplo 12.23 La serie ) (%)n es convergente, pues para n > N = 4 se verifica que

2 n
n
Corolario 12.24 (criterio de la raiz por paso al limite) Si dada una serie ) x,, lla-

. 1 . . .
mamos | al lim|x,|». Entonces, sil <1 la serie Y x, es absolutamente convergente y si
[ > 1 la serie >z, no converge.

3=

2< 1
= — r = —
n - 2
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Demostracion. Sil < 1, consideremos un nimero real r € (I,1). Como r = [ + &, siendo
e =1 —1> 0, por la definiciéon de limite superior existe N € N tal que ]xn]% < r para
todo n > N. De la proposicion se sigue que Y x,, converge absolutamente.

Sil > 1 entonces, como 1 =1 — ¢, siendo ¢ = — 1 > 0, existen infinitos n € N tales
que |z, F>1 y entonces, por la proposicion se tiene que Y x, no converge. [

Nota 12.25 Fl caso en el que | = 1 no se puede deducir ninguna conclusion sobre la
convergencia de la serie pues eso ocurre con las series E% Yy, # y, como sabemos, la
primera de ellas no converge y la sequnda si.

Ejemplo 12.26 La serie Y. ({/n—1)" es convergente, pues lim {/n—1=0 < 1.

n—oo

Proposiciéon 12.27 (Criterio de D’Alembert del cociente) 1. Si)_ z, es una se-
rie con todos sus términos distintos de 0 y existen r € (0,1) y N € N tales que

’xn+1|

<r para todon > N

||
entonces la serie Y x, es absolutamente convergente.
2. Si existe N € N tales que % > 1 para todo n > N, entonces la serie Y x, no es
convergente.

Demostracién.

1. Si % <r para todon > N entonces

TNy < rloy]
lzns2] < rlong] < rPloy]
<

[T N3] rlenge| < rrfley| = rPlay]

IN

|ZNm] "]

para todo m € N. Entonces a partir de NN, los términos de la serie >, |z,| es-
tan mayorados por los términos correspondientes de la serie geométrica » ™ mul-
tiplicados por |zy|. Al ser 0 < r < 1 esta serie converge, luego >z, converge
absolutamente.

2. Si ahora % > 1 a partir de un cierto N € N, entonces

N1l > |z

[Zni2|l = |ona] 2 o]

|IN+m| Z ’xN|>O

para todo m € N. En consecuencia la serie ) x, no converge, pues su término
general no tiende a 0.
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O

Ejemplo 12.28 > % es convergente pues

Tn41 1 1
= <r=— para todo n € N.
T n+1 "~ 2 p

Proposiciéon 12.29 (criterio del cociente por paso al limite) Sidada una serie )’ x,,

con x, # 0, hacemos | = lzm"ﬁ”*fl y l* = lzm‘ﬁ“‘ll Entonces,

1. Sil es menor que 1, la serie Y x, es absolutamente convergente y

2. Si l* es mayor que 1, la serie ) x,, no converge.

Demostracion.

1. Sea | < 1y consideremos un ntmero real r € (I,1). Entonces r = [ + ¢, siendo
e =1 — 1> 0. De la definicién de limite superior se sigue que existe N € N tal que
para todo n > N se verifica que

’xn+1’

<l+e=m.
|17n|

El apartado (1) de la proposicion anterior nos garantiza la convergencia absoluta de
la serie Y x,,.

2. Sil* > 1 entonces 1 = [* — ¢, siendo ¢ = [* — 1, y asi, por la definicion de limite
inferior, existe NV € N tal que para todo n > N se verifica que % >[F—e=1.
El apartado (2) de la proposicion anterior nos da el resultado.

O

Nota 12.30 Cuando alguno de esos limites es 1 no se puede llegar a ninguna conclusion
sobre la convergencia de la serie. Sirve el mismo contraejemplo que en el caso del criterio
de la raiz por paso al limite. La serie Z% verifica que

y no es convergente, mientras que la serie » # verifica que

1 2
, (n+1)2 , n
oo L atibe(n £ 1)

y es convergente.
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Ejemplo 12.31 La serie ) o es convergente, pues

nmn

n+1)!

mds 1) n+1 1 1
n! = | n+1 = 1\ - 1\ — =< 1
o nl(n+1) (n+1)(1+2) (1+2) e

A veces, cuando sucede que lim % = 1, hay algiin otro criterio que permite decidir
n—o0 n

sobre la convergencia absoluta o no de la serie > z,,. Uno de ellos es el criterio de Raabe
(matemético suizo, 1801-1859), que en su version de paso al limite dice que si Y x,, es
una serie cuyos términos son nimeros reales diferentes de 0 y existe el

limn (1 — |x”+1|) cR,
A ]

entonces la serie es absolutamente convergente si ese limite es mayor que 1 y no es absolu-
tamente convergente cuando es menor que 1. En el caso de que sea 1 este criterio tampoco
decide. No lo demostraremos aqui, puede verse en el libro de Bartle-Sherbert. Hay incluso
una version un poco mejor usando limites superiores e inferiores. Vamos a aplicarlo ahora
al estudio de la convergencia de la serie

357 (2nt1)

En este caso

24:6:-2(n+1)
|Znn| _ 5570 _ 2nt2
z,| ARSI 943
n 35-7(2n+1)

por lo que el criterio del cociente no decide. Veamos si decide el de Raabe.

n 2 2
n 1_|$+1| —nl1— n—+ __n Ny
|| 2n + 3 2n+3 2

luego podemos afirmar que la serie dada no es convergente.

Damos ahora un criterio de convergencia de series basado en las integrales impropias.

Proposiciéon 12.32 (criterio de la integral) Sea f : [1,4+00) — (0,400) una funcidn
decreciente. Entonces la serie Y f(n) converge si y sdlo si existe la integral impropia

ST f(x)da.

Demostracién. Sea k un nimero natural mayor o igual que 2. Al ser f decreciente es
integrable en [1,c| para todo ¢ > 1y f(k) < f(x) < f(k—1) para todo z € [k — 1,k] y

entonces es claro que
k

f(k) < (z)dz < f(k—1).

k—1
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Por lo tanto
P+ g0 < [ @tk [ f@)ds < f) ek fn - )

para todo n > 2, de donde se deduce que

s/lnf(x)deS _

Teniendo en cuenta que f(z) > 0 para todo = € [1,+00), de estas dos desigualdades se
sigue que (s,,) converge si y solo si lo hace (f]" f(z)dz), pues si (s,) converge, la sucesion
(sn_1) esta acotada superiormente y entonces también lo esta la sucesion monotona cre-
ciente ( ;" f(z)dz). Reciprocamente, si ( [[" f(z)dz) converge, estd acotada superiormente
y entonces también lo esta la sucesion monotona creciente (s,,).

Veamos ahora como existe el lim [{" f(z)dz € Rsiy solosiexiste el lim [{ f(z)dz €
n—00 c——+00

R, y se verifica que

lim nf( dx = lzm/f

n—oo Jq c——+400

En efecto, denotemos por L al limite de la sucesion (f1 f x)dx) Para todo € > 0 existe

N tal que
N
—/ flx)dx < ¢
1

(téngase en cuenta que al ser creciente la sucesion (fln f(x)dx) el limite es mayor o igual
que todos los términos de ella). Si consideramos ahora ¢ € [N, +00) resulta que

/IN flz)dz < /lcf(x)dx

y por lo tanto,

lo que nos da que

lim f(z)dz = L.

c—+00 1
Debe observarse que [, f(z)dz < L para todo ¢ > 1 pues [ f(z)dz < [[" f(z)dz sin es
un natural mayor o igual que c.
Reciprocamente, si L* = lzm f1 x)dx, para todo € > 0 existe K > 0 (que podemos

suponer natural) tal que para todo c > K se verifica que

- /Icf(m)dm <e.
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Entonces para todo n € N, n > K, se verifica que

L —/1 flz)dz < ¢

lo que nos da que

lim f(x)dx = L*.

n—oo 1
Nota 12.33 Es importante el que f(x) > 0 para todo x € [1,4+00), pues si consideramos
la funcion

f(z) =sen(2m(z — 1))
existe el limite de la sucesion (flnf(x)dx) y sin embargo no eziste el limite (cuando
¢ — 00) de [{ f(z)dz. En efecto,

/1n fa)dx = |:—COS(27T<JZ — 1))]n _ QL (—cos(2m(n — 1)) +cos0) =0

2T i T

mientras que

= +1+42nm =41 1 1
/ f=/ f:2—<—cos(27r<2—+1—1>)—i—cosO):—Cosl+1
1 1 ™ T

que no tiende a 0 cuando n — 00, es un valor constante distinto de 0.

Este criterio puede aplicarse para estudiar la convergencia de las series del tipo > n%
con a > 0, (cosa que ya hemos hecho anteriormente y por lo tanto ésta es una segunda
prueba de lo que alli se hizo), pues si se considera la funcion f(z) = —% en [1, 4+00), hemos

visto en el ejemplo que f tiene integral impropia si y s6lo si a > 1. O

También puede aplicarse, por ejemplo, para estudiar la convergencia de las series

1 1
2 (n+Dlogn+1) ~ 2 (n+ D)(log(n + 1))

Veamoslo, las correspondientes funciones

1
filz) = (x +1)log(x + 1)
Y 1
fa(x) =

(x + 1)(log(z + 1))

son decrecientes en [1,+00), pues sus derivadas respectivas son:

—(log(z+1)+1)
((z + 1) log(z + 1))

filz) =
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fi(x) = —((log(x +1))* + 2log(x + 1))
’ ((z + 1)(log(x + 1))?)?
y ambas expresiones son siempre menores que (. Para calcular la integral de f; entre 1

y ¢, para ¢ > 1, usaremos la primera forma del teorema de cambio de variable (Teorema
8.10))

w(b)

B8
/ S [ s

wla

con ¢(t) =log(t+1) y f(z) = 1.
Entonces,

+0c0 1 ) c 1
/ dt = lim dt
1 (t+1)log(t+1) cotoo f1 (t+1)log(t + 1)
log(c+1) 1
= lim —dx

c——+00 log 2 e

= lim (log(log(c+ 1)) — log(log2)) — +o0.

c——+00

Si ahora mantenemos la misma ¢ y tomamos f(z) = %, obtenemos:

/+OO ! dt l7 ) L dt
= wmn
1 (t+1)(log(t + 1)) etoo Jy (¢4 1)(log(t +1))?
log(c+1) 1
= lim —dx

2
c—+00 log 2 X

o IS TN
- AN log(c+1) log2 log2’

12.2. Criterio de convergencia no necesariamente abso-
luta

Para obtener un criterio de convergencia para series con términos no necesariamente

positivos demostramos previamente el siguiente resultado, conocido como el Lema de
Abel.

Proposicion 12.34 (Lema de Abel) Sean (z,) e (y,) dos sucesiones de nimeros reales
y sea (t,) la sucesion de las sumas parciales correspondientes a la sucesion (y,). Entonces
para todo m,n € N, m > n, se verifica que
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sim=n+1,y

m m—1
E LYk = xmtm - xn-l—ltn + E (:Ek - xk-&-l)tkz-
k=n+1 k=n+1

para todo m > n + 2.
Demostraciéon. La primera igualdad se obtiene directamente del hecho de que

tm_tn:y1++yn+1_(y1++yn):yn+1:ym

Dado que para todo k£ = 2, 3... se verifica que y, =t — t;_1 se tiene que

Z Ty = Z Tk (te — te-1)
k=n+1 k=n+1

= Tntl (thrl - tn) + xn+2(tn+2 - tn+1) +
+Zm1(tme1 — tm—2) + Tt — ti_1)

= —Tppatn + (Tns1 — Tor2)tngr + (Tng2 — Tpgs)tngo + -
H(Tmo1 — T )tm—1 + Tt

m—1

= Tmtm — Tpprln + Z ("Ek’ - :L‘k—l—l)tk'
k=n+1

O

Proposiciéon 12.35 (criterio de Dirichlet) Sea (z,) una sucesion decreciente conver-
gente a 0. Si las sumas parciales (t,) de una serie Yy, estdn acotadas, entonces la serie
> xnyn es convergente.

Demostraciéon. Sea M tal que |t,| < M para todo n € N. Teniendo en cuenta que al
ser (x,) decreciente y convergente a 0 necesariamente z,, > 0, para cualesquiera m y n,
m > n, se tiene que,

| ZmYm| = Tm|tm — tn] < 22501 M

sim=n+1,ysim>n+ 2,

m m—1
Z k| < |Tmtm — Tpaatn| + Z (T — Tps1)te
k=n-+1 k=n-+1
m—1
< (@ + Tpg) M + Z (zp — Tpy1) M
k=n+1

(T + Tog 1) M + (X1 — ) M
2$n+1M-
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Como (z,) tiende a 0, dado cualquier ¢ > 0, podemos encontrar un N € N tal que
2z, M < e para todon > N, y asi

’$n+1yn+1 + Tn4+2Yn+2 + -+ xmym‘ <€

para todo m > n > N, por lo que el resultado se sigue usando el criterio de Cauchy para
la convergencia de series (Proposicion [12.11]). O

Nota 12.36 Obsérvese que el criterio de Leibniz para series alternadas es un caso parti-
cular de éste.

Ejemplo 12.37 Aplicar el criterio de Dirichlet para estudiar la convergencia de la serie

E Z,, COSNT

siendo (x,) una sucesion decreciente y convergente a 0 y x un nimero real que no sea un
maltiplo entero de 2.

Comprobaremos que la sucesion de sumas parciales (t,) correspondientes a la sucesion
(cosnz) esta acotada. Como (x,,) decrece y converge a 0, el resultado serd consecuencia
directa del criterio de Dirichlet. Usaremos una formula clasica relativa a senos y cosenos,
se trata de la féormula,

sen(a + b) —sen(a — b) = 2senbcosa
que se obtiene facilmente restando las expresiones:

sen(a+b) = senacosb+senbcosa

sen(a —b) = senacosb—senbcosa.

La acotacién que obtendremos aqui sera

1

|cosx + cos2x + - - - + cosnx| < —
jsen 5|

que se deduce de la siguiente igualdad (conocida como igualdad trigonométrica de La-
grange),

x 1 x
QSGDE(COSI+COSQ$+'”—|—COS7”LZE) = sen (n—|—§) T —sen o

teniendo en cuenta que

<2

+1 T
sen|{n+ =]z —sen—
2 2

Veamos como podemos obtener por inducciéon la anterior formula.
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Para n =1 la igualdad de Lagrange se sigue de la formula
2senbcosa = sen(a + b) —sen(a — b)
con a=xy b= 7. Sisuponemos la igualdad para k = 2, 3... entonces
2 sen g(cosx +cos2z + - - + coskx + cos(k + 1)x)
= ZSeng(cosx +cos2z + - - - 4 coskx) + QSengcos(k + 1)z

% 1
® sen (k—l——)x—seng—l-Zsengcos(kle)x

2
kk 1
) sen (k + 5) xr — seng + sen <(k: + 1)z + g) — sen ((k + Dz — g)

1 x 1 1
= sen(k—i—§>x—sen§+sen<(k’+l)+§)x—sen(k+§)x

1
= sen <(k:—i—1)+§)x—sen§

lo que prueba que formula es cierta para k+ 1. En (x) se ha usado que la formula es cierta
para k y en (xx) se usado la relacion 2senbcosa = sen(a + b) — sen(a — b).

12.3. Introduccién y supresion de paréntesis en una se-
rie
Definicion 12.38 Se dice que una serie Yy, se obtiene de otra serie Y x, por intro-

duccion de paréntesis (o por agrupacion de sus términos), cuando existe una aplicacion
estrictamente creciente k €: N+ ny € N, tal que

Y1 = X1+ T2+t Ty,

Y2 = Tpy41 + Tnq42 + Ty

ym+1 = xnm+1 + xnm‘f‘2 + e + xnm+1

Proposiciéon 12.39 Si una serie Yz, es convergente, entonces cualquiere serie Y Yp
obtenida a partir de ella por introduccion de paréntesis es también convergente.

Demostracion. Si denotamos por (s,) la sucesidn de sumas parciales de la serie
y por (t,) las de la serie > y,, observamos que (t,) es una subsucesion de (s,) y por lo
tanto, si (s,) converge, también debe converger (t,).
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Nota. En principio no se puede asequrar que si una serie convergente » vy, se ha
obtenido a partir de otra > x, por introduccion de paréntesis, necesariamente la serie
> x, tenga que ser convergente. Basta considerar la serie Yy, con y, = 0 para todo n,
que se puede obtener a partir de la serie Y (—1)" introduciendo paréntesis por medio de la
funcion ny, = 2k. La serie Yy, es convergente pero la serie no lo es. Hay un teorema que
proporciona condiciones suficientes para que cuando una serie obtenida por introduccion
de paréntesis sea convergente, también lo sea la serie original. Las condiciones son que
(x,) converja a 0 y que exista una constante M tal que ngy1 — ny < M para todo k € N.
No haremos aqui la demostracion, puede verse en el libro de T.M. Apostol, Ed. Reverté,
1981, pp. 228-9.

12.4. Reordenamiento de series

Se llama reordenamiento de una serie E x, a cualquier serie de la forma E To(n)

donde ¢ es una permutacion de N (esto es, es una aplicacion biyectiva de N en N). Por

ejemplo, la serie que determina la sucesion (%, 1, }L, %, %, %) es un reordenamiento de la

serie armoénica E %, la permutacion que hemos considerado es o(n) = n+1 si n es impar
y o(n) =n —1sin es par.

Es un hecho, quiza sorprendente, el que una serie convergente pueda tener reordena-
mientos no convergentes o convergentes a un numero real distinto de aquel al que converge
la serie dada; es mas, hay un teorema de Riemann, que prueba que si una serie es conver-
gente pero no absolutamente convergente, dado cualquier ntimero real se puede obtener
una reordenacion de la serie que converja a ese ntimero real. Puede verse una demostra-
cion de este teorema en el libro de M. Spivak titulado “Calculus”, Ed. Reverté, pp. 659-61.
Vamos a ver un ejemplo de una reordenacién de una serie convergente que es una serie,
que es convergente pero no converge a lo que converge la serie original.

La serie serd » # Se ha demostrado anteriormente (Proposicion [12.4]) que esa

serie es convergente y vamos a usarlo aqui. Sus sumas parciales son:

R PR NN SN SN L (=
Sn = _ - _— = —_— = —_— e e _—
2 3 4 5 6 7 n

, . . —1)n+1 .
Vamos a reordenar los términos de la serie E % para obtener una nueva serie
que es convergente, pero que no converge a lo mismo que lo hace ella, que sabemos que
es a log 2. Esa reordenacion es:

] 1 11 1 11 1 1
27 4’37 67 85 100 1277 )7
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La idea es tomar un término positivo y dos negativos a su derecha lo mas proximos
posible que no se hayan elegido antes.
Introduzcamos paréntesis en la correspondiente serie usando la funcién

1—=2,2—=3 3—5,4—6,5—8...,

La serie que resulta es:

11 1+1 1 1+1 1 1+
2 4 3 6 8 5 10 12

Observamos que,

. 1 1+_ 1 1 1+ 1 1 1%_ 1 . 1%_1 1_+1 1+
2/ 4 \3 6) 8 \5 10/ 12 ) 2 3 4 5 6

y por lo tanto la serie que resultd de introducir paréntesis converge a %log 2. Como se
verifica la condicion ng 1 — ny, < 3, para todo k € N, la serie asociada a la reordenacion

] 111 1 11 1 1
20 4’3 67 85 107 1277 )7

es entonces convergente y lo hace a %log 2.

Nota 12.40 Hemos visto que hay ejemplos de series convergentes que tiene algun reor-
denamiento que converge a algo distinto de lo que convergia la serie original.

Sin embargo cuando las series son absolutamente convergentes cualquier reordenacion
de ellas converge a lo mismo que la serie original. Esto es lo que demuestra el siguiente
teorema.

Teorema 12.41 Sea E x, una serie absolutamente convergente. Entonces cualquier
reordenacion de ella converge y tiene la misma suma que ella.

Demostracion. Denotemos por s a la suma de la serie Z T, y sea ¢ una permutacion
de N. Dado ¢ > 0 existe N € N tal que si g es un niimero natural mayor que N se verifique
que:

€ €

5 y ’3N_S|<§

(lo primero se obtiene del criterio de convergencia de Cauchy aplicado a la serie Z |z, | y

[N 4o | <

lo segundo del hecho de que la sucesion (s,) de sumas parciales de la serie converge a s).
Fijemos ahora un M € N tal que {1,2,..., N} C {c(1),0(2),...,0(M)}. Si m > M es un
nimero natural y hacemos t,, = ,(1)+Zo(2)+* * *+To(m), €ntonces, t,,,—sy es una suma fini-
ta de términos xx, con k > N,y por lo tanto, para ¢ = max{o(1),0(2),...,a0(M),...,a(m)},
se tiene que

= x| < [oxia| -+ |z
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y esta suma es menor que 5, de donde se sigue que si m > M,

g 9
|tm—8’§|tm—SN|+|SN—S|<§+§:€.

Esto prueba que t,, — s. O

Nota 12.42 Obsérvese que si pedimos solo convergencia de la serie, la condicion de
Cauchy nos daria que

€

2

y esto no nos garantiza que |t,, — sy| sea menor que 5, piénsese por ejemplo en la per-
mutacion

|J/’N+1+"'+$q‘ <

123456 7289
36 1 28 20479

Para N =4 podemos tomar M =7 y as?
’t7 — 54‘ = |TL’6 +SE8 +ZI}20|

y no se puede garantizar que esta cantidad es menor o igual que |T5 + xg + -+ + Tg],
en esta ultima suma hay mds sumandos que en la anterior pero la suma puede ser mds
pequena al poder haber términos negativos.

Nota 12.43 Observamos que si una serie Y x, es absolutamente convergente enton-
ces cualquier reordenacion ) .y de ella es también absolutamente convergente, pues
Y o) es una reordenacion de la serie absolutamente convergente ) |x,|.

Nota 12.44 FEn el conjunto de las series se puede considerar también una operacion de
multiplicacion. No hay una forma candnica de hacerlo. La definicion mds habitual es la
llamada "Producto de Cauchy” y es la siguiente:

(o) (S) =2 (L omesn)

n=1

Puede demostrarse que el producto de Cauchy de dos series absolutamente convergentes
es convergente, mientras que si la series son convergentes, pero no absolutamente conver-
gentes, no puede garantizarse la convergencia de ese producto. Puede verse esto haciendo
el producto de la serie convergente Z(—l)”“% por ella misma.



Capitulo 13

Series de funciones

Dedicamos este dltimo tema a estudiar las series de funciones. La definicién de estas
series es analoga a la de las series numeéricas, lo que ocurre es que aqui los términos son
funciones.

Definiciéon 13.1 Dada una sucesion de funciones (f,), definidas todas ellas en un sub-
conjunto A de R, se define la serie asociada a ella como la sucesion de funciones (s,),
donde

si(z) = fi(z)
se(z) = filx)+ fa(z)

sn(®) = file) + fala) + -+ fulz)

Como ya se hizo con las series numéricas, se usard la notacion Y .| fn, o abreviada-
mente, > fn, para denotar a la serie asociada a la sucesion (f,). Por cada n € N, a la
funcion s, se le llama la suma parcial n—ésima.

Se dice que la serie de funciones ) f,, es puntualmente convergente en un conjunto
A en el que todas ellas estan definidas, si existe una funcién f : A — R de forma que
S, — [ puntualmente en A. De forma analoga se dice que la serie de funciones > f,
es uniformemente convergente en A si existe una funciéon f : A — R de forma que
S, — [ uniformemente en A. Suele cometerse el abuso de notacion » . f,, = f, indicando si
la convergencia es puntual o uniforme. Desde luego, si una serie converge uniformemente a
una funcién en un conjunto A también lo hace de forma puntual. La convergencia uniforme
implica que el término general tiende a 0 uniformemente y la convergencia puntual implica
que el término general tiende a 0 puntualmente.

Como, al fin y al cabo, (s,) es una sucesion de funciones, podemos aplicarle los resul-
tados del Tema 8 y obtener lo que afirma la siguiente proposicion.

217
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1. Si > f, converge uniformemente a una funcion f en A, y cada f, es continua,
entonces f es continua en A.

2. Si (f,) es una sucesion de funciones integrables en un intervalo [a, b] v la serie > f,
converge uniformemente en [a, b] a una funciéon f, ésta funcion es integrable, la serie

b b
/a f:Z/(; fn
Esto es, faben = Zf; In-

3. Si (f,) es una sucesion de funciones derivables en un intervalo [a,b] tal que > f,
converge puntualmente a una funcion f, cada f! es integrable en [a,b] y la serie
> fr converge uniformemente a una funciéon continua g, entonces f es derivable y
>~ f! converge uniformemente a f’ en [a, b].

numérica » f; fn converge y

Proposicion 13.2 (criterio de Cauchy para la convergencia uniforme de series)
Una serie de funciones Y f, definidas en un conjunto A C R converge uniformemente en
A sty solo si para todo € > 0 existe N € N tal que para todo m >n > N se verifica que

|fos1(z) + -+ fm(x)| <€ para todo x € A.

Demostracion. Basta aplicar el criterio de Cauchy para la convergencia uniforme de
sucesiones de funciones (proposicion [10.10) a la sucesion (s,) de sumas parciales de la
serie. Notese que s,,(x) — $,(2) = fra1(x) + -+ fiu(2). O

Ejemplo 13.3 La serie de funciones ) %az” es puntualmente convergente en [—1, 1), pero
no es uniformemente convergente en ese intervalo.
En efecto, para todo t € (—1,1), sabemos que

1 :
—t:1+t+t2+t5+--~+t"+---

Integrando entre 0 y x € (0,1) obtenemos que
[ i
- = N JE— “ e P oo
o 1—1t 2 3 n

Dado que
o1
——dt = —log(1 —
/01—t og(1l — z)

resulta que la serie Z%x" converge puntualmente a —log(l — z) en (—1,1). Ya se ha
visto anteriormente que también converge en —1 (y que su suma es —log2).
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Veamos como la convergencia no es uniforme. St lo fuese, para ¢ = }l deberia existir
N tal que

1 1 1

N—H:BNH + -+ me+N < 7 bare todo x € [—1,1),
1
pero esto no ocurre 8i x = (%) 2N pues en esos puntos
1 1 N
2N

Nt bt NN A D _ 2
Nt1© TUUTNINY Tan (2) i

Proposicion 13.4 (criterio M de Weierstrass) Sean (M,,) una sucesion de nimeros
reales mayores o iguales que 0 y (f,) una sucesion de funciones definidas en A C R de
forma que para cada n € N, |f,(z)| < M, para todo x € A. Si la serie numérica y_ M,
converge, entonces la serie de funciones Y f, es uniformemente convergente en A.

Demostracion. Para cualesquiera m,n € N, m > n, se verifica que
|fos1(z)+ -+ f(2)| < Mpy1 + -+ + M, paratodo x € A.

Dado que ) M, es convergente, el criterio de Cauchy para la convergencia de series
numéricas (proposicion [12.11)) nos permite, dado ¢ > 0, encontrar un N € N tal que
My + -+ M, < e para todo m >n > N y entonces

| fot1(x) + -+ fm(x)| < € para todo x € A,
y la proposicion anterior nos da que > f,, es uniformemente convergente en A. 0

Hay un tipo particularmente importante de series de funciones, se trata de las llamadas
series de potencias que definimos a continuacion.

Definiciéon 13.5 Se llama serie de potencias con centro en ¢ € R a cualquier serie de

funciones Y " [, en la que las funciones son de la forma

folx) =an(z—c)", z€R,

para algin a, € R. Con un cierto abuso de notacion estas series se escribirdn asi:
> gan(z — ). Obsérvese que en ellas se considera también un primer término, una
funcion fy que es constante, la constante ag (pues (x —c)? =1).

Nota 13.6 Aunque los términos de una serie de potencias sean funciones definidas en
todo R, puede que la correspondiente serie sélo converja puntual o uniformemente en
un subconjunto propio de R que pudiera ser solo el centro de la serie, como ocurre con la
serie Y - n"z" que solo converge en 0. Si en la serie’y . x™ tomamos x = 1 obtenemos
la serie numérica ZZO:O 1" que ciertamente no es convergente, si x = + si que la serie

2
. P n
converge pues se trata de la serie geométrica ZZOZO (%) .
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Para las series de potencias hay un resultado que da mucha informacién sobre el
conjunto de puntos donde convergen, se trata del llamado teorema de Cauchy-Hadamard
que probaremos a continuacién. Damos primero una definicion.

Definicion 13.7 Se llama radio de convergencia de la serie de potencias Y -, an(z—c)",
al cociente .
Pp=——1
lim(|a,|) 7
cuando lim(|ay))w € (0,400). Si ese limite superior es 0 se define el radio de convergencia

como 400 y si es 400 se define como 0 (se recuerda que el limite superior es +00 cuando
la sucesion no estd acotada superiormente).

Teorema 13.8 (de Cauchy-Hadamard) Sitenemos una serie de potenciasy - an(x—
c)" con radio de convergencia p, entonces:

1. Si p =400 la serie Y .~ a,(x — c)" converge absolutamente en todo punto de R,
esto es, por cada x € R la serie numérica y .~ |an(z — ¢)"| es convergente. Ademds
la serie es uniformemente convergente en todo intervalo cerrado y acotado de R.

2. 81 p € (0,400) la serie converge absolutamente en todo punto del intervalo (¢ —
p,c+p) y lo hace de modo uniforme en [c — R, c+ R] para todo R < p. No converge
en ningun x tal que |x — c| > p. En general no puede decir nada sobre lo que ocurre
en los puntos x tales que |x — c| = p.

3. St p=0 la serie solo converge en el punto c.

Demostracion.

1. Si p = o0, fijemos x € R. Como
— 1 —— 1
lim|a,z"™|" = lim |a,|" |x| = 0,

el criterio de la raiz por paso al limite (corolario para la convergencia de series
numéricas, nos dice que la serie numérica » >~ |a,(z — ¢)"| es convergente. Por otra
parte, cualquier intervalo cerrado y acotado de R esta contenido en un intervalo de la
forma [c— R, c+ R] para algiin R > 0y se tiene que |a,(z — ¢)"| < |a, R"| para todo
x € [c— R,c+ R], y el criterio M de Weierstrass nos da la convergencia uniforme de
la serie >~ ja,(x—c)" en [c—R,c+R], pues Y~ |a,|R" = > |lan(R+c—c)"|
es convergente.

2. Sipe(0,+400)y x € (c— p,c+ p) entonces

S|=

Tim |an(z — )" < lim |an|" p < 1,
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lo que garantiza la convergencia absoluta de la serie )~ a,(z—c)". Si consideramos
un intervalo de la forma [c — R, c+ R], con R < p, entonces

lan(x — )" < |a,| R" para todo x € [c — R,c+ R],
el criterio M de Weierstrass nos da que >~ a,(x — ¢)" es uniformemente conver-
gente en [c — R,c+ R] pues Y " |an(R+c—c)" =>"77 |an|R" es convergente.

— 1
Si ahora consideramos un punto x tal que |z —¢| > p entonces lim (|a,(x — ¢)"|)" =
plz—c| > 1y el criterio de la raiz por paso al limite nos dice que la serie Y2 a,(z—
¢)" no es convergente.

Respecto a la ambigiiedad en el caso de que |x — ¢| = p, basta observar que para la

serie > 7 (771)77' x™ se verifica que p = 1 y que esta serie converge en el punto 1 y no
lo hace en el punto —1.

3. Cuando p =0, la serie )" " a,(x — ¢)™ no es convergente cualquiera que sea = # ¢
pues, para esos T, se tiene que

1
)'n,

., 1 . . . , .
y por lo tanto la sucesion (|a,|)= |z — ¢|) tiene infinitos términos mayores que 1y el
criterio de la raiz por paso al limite nos dice que esa serie no converge.

%(|an|(x—c)”)% = lim(|ay|)7 |z — ¢| = +o0

O

Si para una serie de potencias Y~ a,(z —c)" se verifica que su radio de convergencia
p € (0,+00), entonces podemos definir una funciéon f en (¢ — p, ¢+ p) asignando a cada
z de ese intervalo la suma de la serie > a,(z — ¢)". Pues bien, esa funcion, al ser
limite uniforme de la sucesion de sumas parciales (s,,) -, en cada intervalo [¢c — R, ¢+ R],
0 < R < p, tiene muy buenas propiedades: Es continua (y por lo tanto integrable en cada
intervalo cerrado y acotado de (c— p,c+ p)) y derivable, para ver esto ultimo observamos
que si f,,(z) = a,(x —c)" entonces f(x) = na,(xr —c)""! y estas funciones son integrables
y como > 7 nay(x — )"t =(x—c)"t Y nay(x—e)"y

Tim (|nan|)™ = Tim (Jan|)™

pues lim nw = 1, también )" >° | f/ converge uniformemente en [c— R, ¢+ R] a una funciéon
continua, luego, segtin la proposicion [10.13] f es derivable y

f(x) = Znan(x —¢)" ! paratodox € (c—p,c+p).
n=1

Cuando p = oo la funcién f se puede definir en todo R y tiene las propiedades
anteriores.
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Las funciones de este tipo se llama funciones analiticas en c, tienen derivadas de
cualquier orden en ¢ y observamos que para cada n € N,

M (c) =nla,.
Esto es,
=1
fl@) =3 ) — o)
n=0

Esta expresion, llamada la serie de Taylor de f en ¢, nos recuerda a la obtenida en el
teorema de Taylor (teorema , alli la funciéon f tenia derivadas hasta un orden n € N
en un intervalo [a, b] y derivada de orden n+1 en (a,b) y se probaba que para todo xg € T
y todo x € I, x # x, existia un punto d entre z y x, tal que

F@) = S+ F o) = a0) + 8 (w0) + i o) = w4 o) — )"
1

@)

+

Obsérvese que aqui x¢ hace el papel de centro de la serie y que se us6 una d en vez de la
¢ que aparecia en el polinomio de Taylor para que no haya confusion con la ¢ que usamos
en este tema como centro de la serie.

Entonces, las funciones analiticas son como “polinomios de grado infinito”. Ciertamente
son funciones muy buenas pues son “muy parecidas a los polinomios”, se derivan y se
integran muy bien, y sus valores se pueden aproximar calculando valores de polinomios
de grado suficientemente grande.

Nota 13.9 No todas las funciones con derivadas de todo orden en 0 son analiticas en 0.
Por ejemplo, la funcion

T 0

reRmf(z)=4¢ ¢ six #
/ /(@) { 0 stx =0
tiene deriwadas de todo orden en 0 y son todas 0, se vio en el problema 4 de la hoja 12
que las derivadas primera y sequnda de esta funcion en 0 son 0 y se puede obtener que
f™(0) = 0 para todo n € N. Entonces, si f se pudiese escribir en la forma

% fn)
f) =3 0,

n.

para los x de algin intervalo centrado en 0, necesariamente en esos puntos f(x) = 0
mientras que esta funcion sélo vale 0 en 0.
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Vamos a ver algunos ejemplos de funciones analiticas en 0 que ya son conocidas.
La funcién S(z) = senz, se defini6 como el limite de la sucesion de funciones (S,)
donde para cada n,
3 2n—1

Sn(x) =T — y + .-+ (_1)n—1

entonces realmente,

o _1 n
sent = z% ﬁx%“ para todo = € R.

Obsérvese que hay un pequeno desfase en los exponentes para empezar la suma en 0.

Para el caso del cos se tiene

n

= (—1
cosT = Z ((2n; z?" para todo = € R.
n=0

!

Para el caso de la funcién exponencial,

o
1
T __ —an
e —E n!x para todo z € R.
n=0
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