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Acta de la Asamblea General Ordinaria
de 2004 de la Sociedad Puig Adam
de Profesores de Matematicas

En la Facultad de Matematicas de la UCM, sita en la Ciudad Universitaria, a
las doce horas del dia 17 de abril de 2004, en segunda convocatoria, reunidos los
miembros de la Sociedad, bajo la Presidencia de D. José Javier Etayo Gordejuela,
dio comienzo la Asamblea General Ordinaria del afio dos mil cuatro.

Se desarrollo con arreglo al siguiente

ORDEN DEL DIA

1. Lectura y aprobacion, si procede, del acta de la sesion anterior.

Se procede a la lectura del acta de la Asamblea anterior, que queda aprobada por
unanimidad.

2. Informe del Presidente sobre actividades de 1a Sociedad.

a) Se informa de que el sdbado 6 de junio de 2003 se celebrd el XXI Concurso
de Resolucidon de Problemas, organizado por nuestra Sociedad con la colabora-
cion del Colegio Oficial de Doctores y Licenciados. Como en afios anteriores, los
ejercicios se desarrollaron en la Facultad de Matematicas, y la entrega de premios,
por la tarde, en la Escuela Universitaria de Biblioteconomia. Se recuerda que la
XXII edicion se celebrara el dia 5 de junio.

b) Como es costumbre, la Sociedad ha colaborado con la Real Sociedad Ma-
tematica Espafiola en la organizaciéon de la Fase de Distrito de la Olimpiada Ma-
tematica Espafiola.

c¢) Se han publicado los numeros 64 a 66 del Boletin, con la periodicidad cua-
trimestral acostumbrada. Han continuado apareciendo recensiones de los trabajos
en ZDM 'y en Mathematical Reviews.

d) Se ha celebrado una conferencia co-organizada y patronizada por nuestra
Sociedad e impartida por el Profesor Heinz Schumann, catedratico de Matemati-
cas de la Universidad de Educacion de Weingarten, Alemania.



3. Informe del Tesorero. Presentacion y aprobacion, en su caso, de las cuen-
tas de ingresos y gastos.

El Tesorero, D. Alberto Aizpun, reparte entre los asistentes la documentacion
relativa a los movimientos de tesoreria, explicando detalladamente los ingresos
apuntados y los gastos efectuados. Respondiendo a algunas cuestiones planteadas
por D. Eugenio Roanes Macias y D. Javier Etayo Gordejuela las cuentas quedan
aprobadas por unanimidad, concluyéndose que no resulta necesario modificar la
cuota anual.

4. Eleccion de nuevos cargos directivos.

Se hace necesario cubrir la vacante de Secretario, al haber cumplido su tercer pe-
riodo cuatrienal D. Francisco Gonzalez Redondo, que ha manifestado su deseo de
dejar el cargo. El Presidente expresa su agradecimiento al Secretario saliente por
la labor realizada en beneficio de la Sociedad, y propone para el puesto a D. José
Maria Sordo Juanena. La propuesta es aprobada por unanimidad.

5. Asuntos de tramite

Se aprueba dedicar un nimero del Boletin en homenaje a la Profesora Maria Paz
Bujanda, con ocasion de su jubilacion.

6. Ruegos y preguntas
No hubo.

Y sin mas asuntos que tratar, el Presidente levanta la sesion a las doce horas y
cuarenta minutos de la fecha arriba indicada.

V°B° El Presidente El Secretario



Miguel de Guzman: innovador, critico, maestro

A Don Francisco Giner de los Rios

Como se fue el maestro,
la luz de esta mariana
me dijo: Van tres dias

que mi hermano Francisco no trabaja.
cMurio? . .. Solo sabemos

que se nos fue por una senda clara,
diciéndonos: Hacedme

un duelo de labores y esperanzas.

Sed buenos y no mas, sed lo que he sido
entre vosotros. alma.

Vivid, la vida sigue,

los muertos mueren y las sombras pasan;
lleva quien deja y vive el que ha vivido.
jYunques, sonad; enmudeced, campanas!

Y hacia otra luz mas pura

partio el hermano de la luz del alba,
del sol de los talleres,

el viejo alegre de la vida santa.

... Oh, si, llevad, amigos,

su cuerpo a la montaria,

a los azules montes

del ancho Guadarrama.

Alli hay barrancos hondos

de pinos verdes donde el viento canta.
Su corazon repose

bajo una encina casta,

en tierra de tomillos, donde juegan
mariposas doradas . . .

Alli el maestro un dia

soniaba un nuevo florecer de Esparia.

Baeza, 21 febrero 1915.
Antonio Machado



“Hacedme un duelo de labores y esperanzas”. Palabras de Machado en la
muerte de Francisco Giner de los Rios. También ahora ha perdido Espafia, con
Miguel de Guzman -ayer se nos fue-, un hombre cuya vida y obra es una llamada
al trabajo, un hombre que habia comprendido como Giner, como Jovellanos, que
la riqueza de un pais es la instruccidon de sus jovenes. Y en especial, ese motor
oculto que es la instruccion matematica (“lo que el arbol tiene de florido vive de
lo que tiene sepultado”).

Con unos pocos hombres como €1, unos pocos hombres de su generacion, nues-
tro pais ha dado un paso de gigante en esta disciplina investigadora. Y esto era im-
prescindible, pero no lo era todo. Faltaba la transmision educadora, y en esta labor
menos brillante pero crucial son pocos los que le han ayudado. Quiza se le ha deja-
do algo solo porque pocos son los generosos. Y Miguel era generoso. Culto, inno-
vador. De esos pocos hombres de los que se puede decir: era un maestro. Un hom-
bre sabio, que ponia su cultura, su ciencia, su sensatez, al servicio del colega erudi-
to, si, pero también al lado del alumno que se dirigia a €l al salir de clase, o en su
despacho. Porque Miguel de Guzmén era muy cercano, tranquilo, humilde.

Algo en ¢l atraia, algo invitaba a hacerle una consulta, a hablarle de tus cosas,
ya fueses cientifico, alumno o personal de la facultad. Miguel, siempre en paz:
“mafiana me operan del corazén. Si no me veis en el departamento, ya sabéis
dénde estoy”. Pero ain lo vimos, ain dio guerra, hasta que: un virus, una com-
plicacion cerebral... Se fue.

Era hombre de cultura. No aquella superficial, que tanto admira a algunos
(por ejemplo, hablar idiomas... aunque él los hablaba todos, y bien) , sino que era
un verdadero intelectual, alguien que nada humano consideré ajeno.

Conoci a Miguel en Paris. Como suele decirse, “en el exilio...”. Luego tuve con
¢l un especial intercambio cuando ambos enseflamos a grupos distintos de la misma
asignatura de Historia de las Matemadticas. Me dio entonces la impresion de que
Miguel casi no necesitaba acudir a los textos. Sabia como habian ocurrido las cosas,
cémo habian nacido las ideas. Desde entonces me intereso especialmente su perso-
nalidad. Cuando se anunciaba una conferencia suya en cualquier foro, yo no me la
perdia, aunque quiza en si mismo no me interesase el tema, pues de Miguel siempre
se aprendia algo, siempre decia algo interesante. En ese seguirle yo como al maes-
tro comprendi la profundidad de su formacién humanistica, el calado de su mente
filosdfica, perfectamente familiarizada con lo nuevo y con lo viejo en ese pensa-
miento que es padre del siglo futuro y que mueve civilizaciones.



Innovador. “jAy de las ideas inertes, que admitimos sin someter a critica!”
nos advertia. Y ahi tenéis al hombre que emprendid los caminos innovadores en
la educacion matematica en nuestro pais. Por poner un detalle nimio, pero que
todos entienden, recordaré que fue el primero en utilizar el e-mail en nuestra
facultad, cuando los demds no sabiamos ni que existiese, y luego fue el primero
en utilizar internet para el intercambio de material didactico con los alumnos.
Cualquier innovacién educadora en nuestra facultad empezaba por €l — los len-
guajes de calculo automatico asistiendo sus manuales- y aun ahora lo podias ver,
dia a dia , a sus 68 afios, yendo por los pasillos con el proyector bajo el brazo
para dar sus clases con medios audiovisuales (el dia anterior a su muerte atin nos
llamo desde la clinica para que le facilitdsemos la conexion a internet. Hay para
pararse a pensar).

Otros matematicos mas cercanos a su campo podran trazar mejor que yo su im-
presionante trayectoria como investigador y como creador de una escuela de inves-
tigadores, pero dejadme que insista en este campo de la educacion, no sea que nos
acordemos sélo del Miguel cientifico. De hecho, muchos lo conocieron, mas que a
través de sus articulos y libros de investigacidn, a través de los libros que Miguel de
Guzman escribid para la ensefianza secundaria y que supusieron un cambio de pa-
radigma en nuestro modo de exponer las Matematicas. En todos ellos, como en los
amenos opusculos que escribia para el gran publico -merecida fama- sus resefias
historicas iban en la mejor direccion: el recuadro biografico al que se dirigirian los
ojos cansados del alumno, los 0jos que los convertirian en deseo de emular una
vida, y ahi tenéis el nacimiento de una vocacién para la Ciencia.

iSi hubieran sido unos pocos mas los migueles de Guzman! Pero estabamos
muy entretenidos en nuestra investigacion. Si, en investigacion hemos sido unos
cuantos, pero en educacion -en lo que exige generosidad, humanidad, pasion
civica- le hemos dejado casi solo. Si viviera aun, yo le diria: Miguel, cuenta
conmigo. ;/Qué hay que hacer? ;Te preocupa que nuestros jovenes desprecien la
ciencia basica , que muestren desinterés por las matematicas? ;te preocupa esa
maldicidn para el progreso de nuestro pueblo? Pues entonces también me pre-
ocupa a mi. ;Te llamaban elitista porque reunias sabado a sabado, afio a afio, en
nuestra facultad a esos pequefios, huérfanos hoy, especialmente dotados para las
matematicas? (porque su especial capacidad, me decias, no derive en fracaso
escolar) (Elitista, tu, porque al atender a tantos, al compaifiero, al alumno, al per-
sonal de la facultad, tampoco descuidaste a este motor oculto de lo que serd ma-
flana nuestra ciencia? Pues entonces que me llamen elitista también a mi ;Donde
hay que arrimar el hombro?



Adios, Miguel. Hombre extraordinario. De la Real Academia de las Ciencias.
Presidente del International Comitee of Mathematical Instruction. Pero mucho
mas aun: prestaba los libros j...! Ahora todos tenemos alguno que él nos habia
prestado (y aun regalado) ;Qué hacer, pues, ahora con ellos? Este sera un buen
principio: los prestaremos a los demas.

Ignacio Sols
Catedratico de Algebra
Universidad Complutense de Madrid
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XL Olimpiada Matematica Espafiola

La fase nacional de la XL OME se ha celebrado este afio en Ciudad Real. En-
tre los 120 ganadores de las fases de Distrito faltaron tres chicas a la cita, una de
ellas, la madrilefia Beatriz Garcia. Estos fueron los problemas propuestos.

Primera sesion (viernes, 26 de marzo)

Problema 1

Tenemos un conjunto de 221 numeros reales cuya suma es 110721. Los dispone-
mos formando una tabla rectangular de modo que todas las filas y la primera y
ultima columnas son progresiones aritméticas de mas de un elemento. Probar que
la suma de los elementos de las cuatro esquinas vale 2004

Medlia de todos: 2,38
Media de los oros: 5,17

Problema 2

ABCD es un cuadrilatero cualquiera, P y Q los puntos medios de las diagonales
BD y AC respectivamente. Las paralelas por Py Q a la otra diagonal se cortan en

11



0. Si unimos O con las cuatro puntos medios de los lados X, Y, Zy T se forman
cuatro cuadrilateros, OXBY, OYCZ, OZDT y OTAX. Probar que los cuatro cuadri-
lateros tienen el misma area.

Media de todos:0,86
Media de los oros: 5,67

Problema 3

Se representa por Z el conjunto de todos los enteros. Hallar todas las funciones
f:Z — Z, tales que para cualesquiera x, ) enteros se verifica:

Jx+f =)=y

Media de todos: 0,24
Media de los oros: 3

Segunda sesion (sabado, 27 de marzo)

Problema 4

(Existe alguna potencia de 2, que al escribirla en el sistema decimal tenga todos
sus digitos distintos de cero y sea posible reordenar los mismos para formar con
ellos otra potencia de 2 ?. Justificar la respuesta

Media de todos: 1,43
Media de los oros: 6,67

Problema 5

Demostrar que la condicion necesaria y suficiente para que, en el tridangulo ABC,
la mediana desde B sea dividida en tras partes iguales por la circunferencia inscri-
ta en el triangulo, es

Medlia de todos: 0,16
Medlia de los oros: 1

12



Problema 6

Colocamos, formando una circunferencia, 2004 fichas bicolores: blancas por una
cara y negras por la otra. Un movimiento consiste en elegir una ficha con la cara
negra hacia arriba, y dar la vuelta a tres fichas: la elegida, la de su derecha y la de
su izquierda. Supongamos que inicialmente hay una sola ficha con la cara negra
hacia arriba. ;Sera posible, repitiendo el movimiento descrito, conseguir que to-
das las fichas tengan la cara blanca hacia arriba? ;Y si tuviéramos 2003 fichas,
entre las cuales exactamente una tiene al comienzo la cara negra hacia arriba?

Media de todos: 0,54
Media de los oros: 1,83

Premios
Recibieron Medalla de Oro los siguientes estudiantes:
Joaquim Serra Montoli, del IES La Sedeta de Barcelona
Maite Peria Alcaraz, del Colegio Portaceli de Sevilla
Elisa Lorenzo Garcia, del IES Fortuni de Madrid
Miguel Teixido Roman, del Collegi Claver, de Raimat, Lleida
Francisco Javier Hernandez Heras, del 1IES Emilio Ferrari de Valladolid.

M* Isabel Cordero Marcos, del IES Rodriguez Fabrés de Salamanca.

Comentarios

Maite Pefia y Miguel Teixido son estudiantes de 1° de Bachillerato. Los seis
representaran a Espafia en la proxima Olimpiada Internacional, que se celebrara
en Grecia entre los dias 6 y 18 de julio.

Entre los ocho representantes madrilefios, obtuvieron Medalla de Plata Ricardo
Martin Brualla, de 1° de Bachillerato, y Javier de la Nuez Gonzalez, estudiante de
4° de ESO. Ademas, Ana Gonzalez Gonzalez, de 2° de Bachillerato, obtuvo Me-

dalla de Bronce.

Es de destacar la escasa — unicamente 19 chicas entre los 117 participantes —
pero excelente participacidon femenina. Ademads de las tres premiadas con oro, una
mas recibid plata, y otras cuatro bronce.
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Aviso

La fase nacional de la proxima Olimpiada Matematica Espafiola se celebrara, en
la primavera de 2005, en Santiago de Compostela.

Maria Gaspar
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XVIII Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

Entre los dias 12 y 20 de septiembre del pasado afio se celebrd en Mar del Pla-
ta, Argentina, la XVIII Olimpiada Iberoamericana de Matemadticas. En ella parti-
ciparon representantes de veinte paises iberoamericanos.

Los problemas propuestos, en sesiones celebradas los dias 16 y 17 de septiem-
bre, fueron los siguientes:
Problema 1

a) Se tienen dos sucesiones, cada una de 2003 enteros consecutivos, y un tablero de
2 filas y 2003 columnas. Decida si siempre es posible distribuir los nimeros de
la primera sucesion en la primera fila y los de la segunda sucesion en la segunda
fila, de tal manera que los resultados obtenidos al sumar los dos nimeros de ca-
da columna formen una nueva sucesion de 2003 niimeros consecutivos.

b) (Y si se reemplaza 2003 por 2004?

Tanto en a) como en b), si la respuesta es afirmativa, explique como distribuiria
los nimeros, y si es negativa, justifique por qué.

Problema 2

Sean C y D dos puntos de la semicircunferencia de didmetro 4B tales que By C
estan en semiplanos distintos respecto de la recta AD. Denotemos M, Ny P los
puntos medios de los segmentos AC, DBy CD, respectivamente. Sean O,y Op los
circuncentros de los tridangulos ACP y BDP. Demuestre que las rectas 0,0z y MN
son paralelas.

Problema 3
Pablo estd copiando el siguiente problema:

Considere todas las sucesiones de 2004 numeros reales (xo,x;, ... X2003) tales que
xo=1; 0<x, S2x55 ....,0 < X003 < 2X505 -

Entre todas estas sucesiones, determine aquella para la cual la siguiente expre-
sion toma su mayor valor: S=....

15



Cuando Pablo iba a copiar la expresion de S le borraron la pizarra. Lo tnico que
pudo recordar es que S era de la forma S = +x,  x, ...+ x,,, donde el ultimo

término tenia coeficiente +1, y los anteriores tenian coeficiente +1 6 -1. Demues-
tre que Pablo, a pesar de no tener el enunciado completo, puede determinar con
certeza la solucion del problema.

Problema 4

Sea M ={1,2,...49} el conjunto de los 49 primeros enteros positivos. Determine

el maximo entero & tal que el conjunto M tiene un subconjunto de k elementos en
el que no hay 6 nimeros consecutivos. Para ese valor maximo de £, halle la canti-
dad de subconjuntos de M, de k elementos, que tienen la propiedad mencionada.

Problema 5

En el cuadrado ABCD, sean P y Q puntos pertenecientes a los lados BC 'y CD
respectivamente, distintos de los extremos, tales que BP=CQ.

Se consideran puntos distintos X e Y pertenecientes a los segmentos APy AQ
respectivamente.

Demuestre que cualesquiera que sean X e Y, existe un tridngulo cuyos lados
tienen las longitudes de los segmentos BX, XYy DY.

Problema 6

Se definen dos sucesiones (a,),-, »(b,),s, por:
a=1,b~4ya,,=a’ +b, b =b"" +a, paran>0.

Demuestre que 2003 no divide a ninguno de los términos de estas sucesiones.

Comentarios

En el equipo espafiol, Victor Gonzéalez Alonso, de Burgos, obtuvo Mencion de
Honor; Daniel Rodrigo Lopez, de Barcelona, y Maite Pefia Alcaraz de Sevilla
obtuvieron Medalla de Bronce, y Luis Hernandez Corbato, de Madrid, en la que
ha sido su ultima participacidén en Olimpiadas, Medalla de Plata. Recordemos que
Luis tiene en su palmarés olimpico el record de tres medallas de oro en la Olim-
piada Nacional, dos de bronce y una mencion en internacionales, y ademas de esta
medalla de plata, otra de oro en Iberoamericana.

16



Acompafiaron a los estudiantes los Profesores José Aymerich como Jefe de
Delegacion e Ignasi Mundet como Tutor. Durante la entrega de premios la Dele-
gacion espafiola invitd a todos los paises iberoamericanos a la XIX Olimpiada
Iberoamericana, que como es sabido, se celebrard el proximo mes de septiembre
en Castellon.

Maria Gaspar
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VIII Concurso de Primavera de Matematicas

El pasado sabado 24 de abril, en la Facultad de Matematicas de la Universidad
Complutense de Madrid tuvo lugar, por octavo afio consecutivo, el VIII Concurso
de Primavera de Matematicas.

Fue una mafiana primaveral sacada de un relato de ciencia ficcion..., o tal vez,
de la Grecia antigua: un sdbado soleado, més de 1.800 adolescentes, de edades
comprendidas entre 10 y 18 afios, madrugaron para enfrentarse al noble reto de
intentar resolver 25 problemas matematicos de tematica y dificultad variada. Pa-
dres y profesores no podian ocultar su satisfaccion de ver a sus hijos y alumnos
participando en la mayor concentraciéon matematica de nuestro pais.

Los alumnos estaban divididos en cuatro niveles diferentes: Nivel I (5°y 6° de
Primaria), Nivel 1T (1° y 2° de Secundaria), Nivel I1I (3° y 4° de Secundaria), Nivel
IV (1°y 2° de Bachillerato). Todos ellos se habian ganado un puesto en esta final
después de realizar una fase previa en sus colegios o institutos. jAtencion!, en
esta primera criba participaron 20.000 chicos y chicas de 300 centros educativos
de la Comunidad Auténoma de Madrid.

Todo ello organizado por un grupo de 13 profesores y profesoras que, ante to-
do, pretendemos despertar o intensificar el gusto por las matematicas en los jove-
nes estudiantes. Sin olvidar la inestimable ayuda (cesion de aulas, gastos de co-
rreos, costes del libro que editamos cada afio con todos los problemas y sus reso-
luciones, premios, etc.) que, desinteresadamente aportan la Facultad de Matema-
ticas de la Universidad Complutense de Madrid, la Direccidn General de Ordena-
cion Académica, el Corte Inglés, Ediciones S.M. y Grupo ANAYA.

Los ganadores de este afio fueron:

PRIMER NIVEL: PRIMARIA

1°. Alberto Merchante Gonzalez, Colegio Publico Joaquin Costa, 6 ° Prim, 120 p
2°. Pablo Boideda Alvarez, Colegio Aleman, 5° Prim,112 p
3°. Javier Sansa Olivan, Colegio Aleman, 6° Prim, 119 p
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SEGUNDO NIVEL: 1° - 2° E.S.O.

1°. Alfonso Gémez-Jordana Maiias, Colegio Everest, 1° ESO, 120 p
2°. Rubén Jiménez Benito, IES José Hierro (Getafe), 1° ESO, 119 p
3°. Diego Izquierdo Arseguet, Liceo Francés , 2° ESO, 114 p

3°. Rodrigo Bellot Rodriguez, Colegio Retamar, 2° ESO, 114 p

3°. Pablo Rubio Garcia, Colegio Zola, 2° ESO,114 p

TERCER NIVEL: 3° - 4° ESO

1°. Ru Ding, IES Ramiro de Maeztu, 4° ESO, 125 p
2°. Miguel Montero Mufioz, Colegio Fray Luis de Leon, 3° ESO, 110 p
3°. Carlos Riquelme Ruiz, Colegio San José del Parque, 4° ESO, 119 p

CUARTO NIVEL: BACHILLERATO

1°. Elisa Lorenzo Garcia, IES Fortuny, 1° Bach, 103 p
2°. José Antonio Pérez Martin, Colegio Institucidon La Salle, 1° Bach, 102 p
2°. Beatriz Garcia Garcia, IES Mirasierra, 1° Bach, 102 p

Hemos de recordar que la puntuacion maxima posible era de 125 puntos, por lo
que el nivel de los ganadores, sobre todo en Primaria y ESO, fue realmente alto y
en particular el de Ru Ding, a quien desde aqui enviamos nuestra felicitacion por
sus extraordinarios resultados.

El préximo afio serd el noveno y ya estamos trabajando con la ilusién de que sean
cada vez mas los alumnos y centros participantes.

Antes de terminar, dejamos aqui un problema que corresponde al Nivel I, para
ustedes o sus hijos...

A Beatriz le gusta sumar las cifras que aparecen en su reloj digital; por ejemplo,
cuando son las 21:17, ella obtiene 2+1+1+7=11. ;Qué numero es el mayor que
puede obtener con estas sumas?

A) 24 B) 36 O) 19 D) 25 E) 20

Comité organizador del
VIII Concurso de Primavera de Matematicas
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Cursos de Posgrado en “Educacion Matematica’

bJ

Afo Académico 2004-05

Facultad de Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid

Directora de los Cursos: Raquel Mallavibarrena Martinez de Castro

Cursos (todos de 3 créditos, 30 horas) y Profesores que los imparten:

1

AN W B~ W

9

El ordenador en la educacion matematica. Eugenio Roanes Lozano y Eugenio
Roanes Macias.

Las Matematicas en Secundaria: un enfoque distinto del habitual. Joaquin
Hernandez Gomez.

Taller de Astronomia. Ana Inés Gomez de Castro.
Tratamiento del azar: probabilidad. Elisa Benitez Jiménez.
Estadistica. Maria Jesus Rios Insua.

Sistemas dinamicos y caos. Carlos Fernandez Pérez y José Manuel Vegas
Montaner.

Algunas cuestiones de geometria. Juan Tarrés Freixenet y Domingo Garcia
Casado

Filosofia de la Ciencia y Relatividad. José Mendoza Casas y Eduardo Agui-
rre Daban.

Investigacidon Operativa: Modelizacion y Algoritmos en Optimizacion. Pro-
fesores pendientes de determinar.

10. Panorama actual de la informatica practica. David de Frutos Escrig.

Nota: Los detalles sobre estos cursos y algunas propuestas nuevas se dardn a co-
nocer en los proximos meses.
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Recensiones en ZDM y en Math Reviews

Las prestigiosas revistas Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik (ZDM) y
Mathematical Reviews incluyen en sus volumenes recensiones de articulos publi-
cados en nuestro Boletin, razon por la cual se publican actualmente con un resu-
men en inglés.

Como en numeros anteriores de nuestro Boletin, nos complace dar cuenta de
las nuevas recensiones aparecidas, para conocimiento de los autores de los traba-
jos, y de todos nuestros socios.

RECENSIONES PUBLICADAS EN ZDM, VOL. 36 (1) DE 2004

#0014 (Seccion A30). El algebra (geométrica) de Euclides a Ommar Khayyam,
por F. Gonzalez Redondo. Bol. Soc. Puig Adam 62 (oct 2002), pags. 72-87.

#0287 (Seccion D50). Problemas y soluciones, por J. Ferndndez Biarge. Bol.
Soc. Puig Adam 65 (oct 2003), pags. 11-16.

#0554 (Seccion G70). Un método paramétrico para demostrar automaticamente
y determinar lugares a partir de las construcciones geométricas, por E.
Roanes Macias, E. Roanes Lozano, Luis M. Laita y M. Villar Mena. Bol.
Soc. Puig Adam 62 (oct 2002), pags. 34-71.

#0555 (Seccién G70). Un problema de geometria resuelto con MATHEMATI-
CA, por Nicoldas Rosillo. Bol. Soc. Puig Adam 62 (oct 2002), pags. 88-91.

#0597 (Seccion H50). Los problemas de un daltonico, por Sergio Falcon y Luis
Gonzdlez. Bol. Soc. Puig Adam 62 (oct 2002), pags. 28-33.

#0598 (Seccion H50). Calculos efectivos en logica proposicional booleana inter-
pretada como un anillo de clases residuales (polinomial) sobre Z2, por E.
Roanes Lozano, Luis M. Laita y E. Roanes Macias. Bol. Soc. Puig Adam
65 (oct 2003), pags. 17-42.
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#0611

#0630

#0765

(Seccidn 115). Versatilidad instrumenta del niumero e en la asignatura de
Calculo de los primeros cursos de Ingenierias y carreras de Ciencias, por
José C. Valverde, Guillermo Manjabacas y J. Javier Orengo. Bol. Soc.
Puig Adam 65 (oct 2003), pags. 77-93.

(Seccion 124). Algunas observaciones sobre la ensefianza de poliomios en
secundaria usando calculadoras graficas, por Antonio R. Quesada. Bol.
Soc. Puig Adam 62 (oct 2002), pags. 13-27.

(Seccion M60). Aplicacion de los sistemas de ecuaciones diferenciales al
estudio de ecosistemas, por J.C. Cortés Lopez y G. Calbo Sanjudn. Bol.
Soc. Puig Adam 65 (oct 2003), pags. 57-76.
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Numero especial dedicado a la Profesora
Maria Paz Bujanda Jauregui,
con ocasion de su jubilacion

Como se refleja en el Acta de la Asamblea General Ordinaria de 2004, publicada
en este nimero del Boletin, se aprobd dedicar un nimero del Boletin en homenaje
a la Profesora Maria Paz Bujanda, con ocasion de su jubilacion.

En principio, dicho numero serd el 68, correspondiente a octubre 2004.

Invitacion a presentar articulos para ese nimero especial

Se invita a presentar articulos a cuantos compafieros, alumnos y amigos de la Pro-
fesora Maria Paz Bujanda lo deseen.

Por tratarse de nimero especial en homenaje a la Profesora Bujanda, se espera
que, en principio, dichos articulos sean relativos a Educacién Matematica en sus
diversas facetas, aunque no se descarta incluir breves articulos de divulgacion en
otros campos, rogando que no sean excesivamente especializados.

Las normas de presentacidn seran las habituales del Boletin, que aparecen al final
de este nimero. Los articulos seran revisados, como es norma en este Boletin. La

fecha limite de envio de trabajos es el 3 de Septiembre de 2004.

La Junta Directiva
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A dynamic approach to “simple” algebraic curves (II)

Heinz Schumann

Faculty 1ll, Mathematics and Informatic, University of Education Weingarten
D-88250 Weingarten, Germany

schumann@ph-weingarten.de

Abstract

Despite its low relevance for teaching in schools the desideratum “Algebraic
Curves” has always been an issue within mathematical didactics. This article
aims to continue this tradition with respect to a project oriented mathematics
instruction by applying current dynamic geometry software (Cabri Il Plus).

2 Application of the method (continuation)

In the following, we discuss the corresponding treatment of Pascal’s limacon
as a conchoid of the circle (Fig. 2.13). —The conchoid of a curve C with respect to
a pole O consists of all points P to which the following applies: If K is a variable
point on C and | is a fixed length, OKP will be located on a straight line and |OP)|
=|OK] +1or |OP| =|0OK]| - 1.

B P -
. P
K
ol ’ - ]
PN E L =

. k -
'X4;2)’c2y2+y“‘-6)<3l6>iy2-'7x'2-16yﬁ=0 :)(4-3-2):(2y2+y‘:1-6:)(356)%y2_:9y: =:()
Fig. 2.13: Pascal’s limagon as Fig. 2.14: Pascal’s limagon as

conchoid of the circle conchoid of the circle

—investigating the coefficients —investigating the coefficients
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2
P\
N AL .
] as =1
kK
X+ 282y 66Xy +52-4y? =0 42y B BxP A BR -y =0
Fig. 2.15: Pascal’s limagon as Fig. 2.16: Pascal’s limagon as
conchoid of the circle conchoid of the circle
—investigating the coefficients —investigating the coefficients

Construction parameters are the diameter of the circle a and the length 1. Si-
milar to the case of the curve constructed at the foot of the perpendicular, varia-
tion of integral parameter values (Figs. 2.13 — 2.16; variation of 1) will give us the
following dependences of the coefficients with respect to the coordinate system
chosen:

(X2 + yz)2 ~_2ax’— 2axy2 + (a2 — lz)x2 — 12y2 =0 (2.5)

From the conchoidal construction we can easily read the polar coordinate repre-
sentation (Fig. 2.17):

p=a-cos@ + 1 (2.6).

From which we can dynamically generate the curve of Pascal’s limagon (Fig.
2.18).

Using cos (p=£ and p=y'x’+y’ from (2.6) easily follows the equation
p

(x*+y?-ax?)*=1*(x>+y?), which 1is equivalent to (2.5) —on the contrary to the elimi-
nation of the running parameter at the parametric representation.
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P2

P1

Fig. 2.17: Deriving the algebraic equation

2n=360°

2
p|=5,06=280,14 °
a=4,26

I=2,01

Polar coordinate representation
of Pascal's snail

p =426 cos(290,14 °) + 2,02 = 3,49

Fig. 2.18: Polar coordinate representation of Pascal’s limagon

Another interesting algebraic curve of the 4™ degree is the conchoid of Ni-
comedes (Figs. 2.19-2.21, examples for the three cases), which is a conchoid of
the line the corresponding treatment of which is left as an exercise.
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0=58+ 5T -5 0-5q-SxH ™ X [y - Bd -

Fig. 2.19: Nicomedes Fig. 2.20: Nicomedes Fig.2.21: Nicomedes
Conchoid’s construction Conchoid’s construction  Conchoid’s construction
and equation and equation and equation

Example 3 (Astroid): As an example of the construction of algebraic curves as
rolling curves we select the astroid which is generated by rolling a circle onto

another circle (circle cycloid) and whose points can be constructed as follows
(Fig. 3.1):

-  Circle with center M through R (r=|MR))

- Put a movable point P on this circle and connect it with M

- Laying off from P the distance [MP|/4 on MP in direction M and get M'
- Circle around M' with radius |MP|/4

- Parallel line to MR through M'

- Reflection of P with respect to this parallel, reflection of this reflected point
with respect to MP and reflection of this radius with respect to the parallel re-
sults A, whose angle with respect to the parallel is three times as the counter
oriented angle RMP.

What is the locus of A if P moves on the circle with center M, e.g. if the circle
with center M' is rolling inside?

27



P

M

Fig. 3.1: An astroid’s construction

After embedding the construction in the coordinate system with M as coordi-
nate origin Cabri II+ indicates the algebraic equation of the astroid, which is of 6™
degree and in which all exponents of x and y must be even, corresponding to the
symmetry of this locus (Fig. 3.2).

E+ 3+ 30y V- 12 + 84y - 12y + 48 + 48y -64 =10
Change the size of r by dragging pointR. =~~~
How do the equation coefficients depend on r?

Fig. 3.2: Astroid’s embedding and investigating coefficients

By varying the size of the construction parameter r by dragging of R (Fig. 3.2)
we find out that the expressions of degree 6 are independent of r and can be sum-
marised in (x> + y°)’, that x* and y* have the coefficient -3r°, x’y* has the coeffi-
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cient 3r*-7, x* and y2 have the coefficient 3r*, and, last but not least, that the con-
stant summand equals -1°. The algebraic equation in x and y can therefore be writ-
ten as

X+ -3 -7y Hy) P BT+ 3y 1) =0 (3.0).

We verify this equation by drawing the parameter representation of the astroid
and eliminating the running parameter. According to the curve construction it is
valid (Fig. 3.3):

r'=r/4and @' =30,

X =(r-r')-cos@ +r'-cos@' and
y = (r - r')-sin@ - r'-sin@', i.e.
x =1/4- (3-cos@ + cos3-@) and
y =1/4-(3-sin@ - sin3-¢) and
therefore follows with
cos3-@=4-cos*@ - 3-cos@ and
sin3-@=3-sinQ - 4-sin’*@:
x=r1'cos’@ and y=r'sin’Q (3.1)

Fig. 3.3: Derivating the algebraic equation
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This parametric representation is dynamically executed for controlling our
result (Fig. 3.4). Varying the size of r within an interval we get an aesthetically
pleasing animated graph (Fig. 3.5). We eliminate ¢ by extracting the third root
and squaring the equations (3.1); addition leads to

2 23_ 2
By B2,

X

2n=360"

r=g4,21

-

§,83=209,1

Paramet’ric representation of the Astroid
% =4,21 c0os*(209,1 °) =-1,94
) -7y =421 sin%(209,1 °) =-1,08

Fig. 3.4: Parametric representation of the astroid

Fig. 3.5: Animation for parameter r
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We use a computer algebra system, e.g. DERIVE (Fig. 3.6) to facilitate the
transformation to an algebraic equation in x and y; in doing so, it is decisive that
line #6 should be substituted by line #1. The result in line #9 is equivalent to the
inductively found result in (3.0).

fi: b + = p
2.3 2/3 2/3 3
n2: {x +y =pr
2 4,3 2/3 2,3 4.3 2 2
- »x + 3-x -y + 3-x y ty =r
2 4,3 2.3 273 4,3 2 2 2 4,3 2/3 2,3 4,3
i4: {x + 3-x -y + 3-x -y +y =r )y -—-r —{3I-x -y + 3-x -y
2 2 2 4,3 2.3 2,3 4,3
fih: x +ty —pr =-3-x -y - 3-x -y
2 2 2 2,3 2-3 2/3 2/3
i6: ¥ +y —-pr =-3x -y - + u 3}
2 2 2 2,3 2,3 2.3
] x +ty —p =-3x -y P
2 2 2 2,3 2,3 2.3 3
jitH {x +y —r =-3x -y P )
2 2 23 2 2 2
o: {(x +y —p»r3) =-27r x -y

Fig. 3.6: Deriving the algebraic equation with DERIVE

Example 4 (A “simple” coupler curve): Out of the numerous constructions of
coupler curves we select the following:

- Circle around F, through K

-  Put a movable point P on this circle with crank F,P

- Reflect F; to O and get F,

-  Construct four bar linkage F,F,PQ (parallelogram) with coupler PQ
- Reflect Q to F,P and get Q'

- Midpoint of PQ": M.

What is the locus of M, if P circulates?

Figs. 4.1-4.3 show special cases of this curve. How do the coefficients of the al-
gebraic equation for this curve depend on the constructive parameters a = |[F1F2]
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and k = |OK| ? How can the equation in question be derived with the coefficients
dependent on a and k? (To be answered by the reader.)

X+ 25y +

Fig. 4.1: Embedded coupler curve with
its equation and variation of k-values

-13x243y? =0

N
F1 a/2=2,00

XTI ey 07 AV 20

Fig. 4.2: Embedded coupler curve with
its equation and variation of k-values

1, i
F1 a/i2=3,00

Fig. 4.3: Embedded coupler curve with its equation and variation of k-values

3 Final notes

Note no. 1 (Limitedness of the method): The method described here will fail if:

e the algebraic curve is of a higher degree than 6, i.e. if the corresponding nu-
meric algorithm is inaccurate or if the calculations are too complex

e the dependences of the coefficients on the integral construction parameters is

not rational



e no integral parametrisation of the geometric construction of the algebraic

curve can be expected, e.g. in the case of loci generated by specific points of
the triangle if the vertices run on corresponding tracks. Fig. 5 shows an exam-
ple of such a (point symmetric) locus generated by the intersection point of
lines through the side midpoints which are parallel to the angle bisectors of
right triangle ABC, if C is circulating.

A45E + 0,52 x'y? + 0,58 2" + 010yF - 6,16 x* + 10 ,32L 4,05 y* = 0

Fig. 5: An algebraic curve with non rational parametrisation

Note no. 2 (Unsolved problems?): In connection with the processing method
which has been developed and applied in this paper, the following problems appear:

Among the algebraic curves generated with compass and ruler or with conic
sections, how can we characterise those with equation coefficients which are
integer rational functions of their integral construction parameters?

Among the classical algebraic curves, there are no curves of degree 5 or 7. Is
this due to the fact that algebraic curves of greater prime number degree than
3, which are zero-sets of irreducible polynomials, can not be generated with
compass and ruler or by means of conic sections?

In the case of algebraic curves constructed with compass and ruler or with
conic sections, their equations can be calculated by means of Groebner bases.

What is the (algebraic) characterisation of such algebraic curves?
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Note no. 3 (Advanced prototypic software tools):

In 2002, Oliver Labs developed a new menu-controlled computer tool “SPI-
CY” for treatment of algebraic curves and areas which runs under Linux. This
tool has not been discussed here as it is not yet available in a commercial Win-
dows version.

Reinhard Oldenburg (2003) developed a tool named “Feli-X” which is still in
the experimental and development stage. It is based on MATHEMATICA and
consists of a dynamic geometry component which is compatible with the com-
puter algebra component of MATHEMATICA. Feli-X is capable of calculat-
ing the exact equation of the constructed algebraic curve with respect to the
absolute coordinate system. The reverse, 1.e. not just plotting the curve belong-
ing to an algebraic equation in x and y but generating an object that is refer-
enceable in the sense of dynamic geometry, raises fundamental problems of
“bi-directionality” between CAS and DGS.

Eugenio Roanes-Lozano et al. (2003) have developed a similar tool, “param-
Geo”, based on Maple or DERIVE to bridge Dynamic Geometry and Com-
puter Algebra.

Note no. 4 (Further theoretical studies): In his studies on Dynamic Geometry
Systems, Gawlick (2001/2003) points out further aspects of geometric construc-
tions and such of algebraic curves which go beyond our naive and classroom-
oriented methodical and didactic approach.

Note no. 5 (History of real algebraic curves): One profound earlier source for
history of real algebraic curves is Jean Dieudonné’s “History of algebraic geome-
try” 1985.
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Resumen

This paper deals with the study of an operational method to solve ordinary
differential equations. By the examples we show that it can provide us exact
or approximate solutions.

1. Introduccién

Es bien sabido que el calculo de la solucién de una ecuacién diferencial ordinaria
(e.d.o.) de forma exacta es excepcional, y en la mayoria de las e.d.o.’s procedentes de
modelos fisicos, quimicos,... la solucién se debe calcular por métodos numeéricos. En-
tre estos ultimos, una de las técnicas mas importantes es la bisqueda de la solucién
mediante su desarrollo en serie de Taylor. Por ejemplo, el método de Frobenius |1,
p.-222] basado en esta idea, es de gran utilidad para resolver e.d.o.’s de tipo singular-
regular.

El presente trabajo estd basado en [2] y [3], y describe a través de un método
operacional, la técnica de Taylor para resolver e.d.o.’s que permite su aplicacién de
un modo mucho mas elegante y potente que el enfoque tradicional. Acabaremos el
trabajo aportando ejemplos de aplicacién, tanto exactos como aproximados de esta
técnica. .
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2. Definicién de la transformada y propiedades

Dada una funcién que llamaremos original, y = f(z), n veces diferenciable en
T = a, llamaremos T,-transformada diferencial de Taylor de f(z) en z = a al nimero
real

1 [d”
w(n) = = [%—E (f(a:))} . €R, n>0 entero. (1)
En el caso en que a = 0, utilizaremos la notacién mds sencilla Fy(n) = F(n).
Definimos su transformada inversa por
f@) =) Fu(n)(z - a)™ (2)
n=0
Claramente la relacion entre la T,-transformada y su inversa estd dada por
o0
_ 1[d" n
=3 5 g ven| @-a

que es el teorema de Taylor.

Dada f(z) y un punto z = a, si definimos g(z) = vf(:c — a), como se verifica que
F,(n) = Go(n)
bastard con describir las propiedades de la Ty-transformada.

Teorema 1 (propiedades de Ty) Para f, g y h funciones suficientemente dife-
renctables en x = 0 se cumple

1. Linealidad
Si f(z) = ag(z) + Bh(z) = F(n) =aG(n) + fH(n) , Va,B €R.

2. Transformadas de las derivadas

Si f(z) = dcf; (9(z)) => F(n)=(n+r)---(n+1)G(n+r), Vr>1 entero,
en particular, sir =1
f(@) = 2 (g(x)) = F(n) = (n+ 1)Cn +1).
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3. Transformada de un producto

Si f(z) = g(z)h(z) = F(n) = > _G(k)H(n — k).

Demostracion
1. Es una consecuencia de la propledad de linealidad de la derivada

Fo) = o [ (a0(@) + 61(0)

dz™ =0
~og |G 00|+ | ()] =Gl + BHE).
2. Sea r > 1 entero, -
Py =1 [j— [ (g(x»)L:O o) B
_or) o nt]) [ i (g(w))] —(n+7) e (n+ 1)Gn+7),

(n+7)! dzntr 2=0
3. Para su deduccién utilizaremos la conocida férmula de Leibniz para la derivada

n-sima de un producto de funciones

. k n—k
F(n) = ;11_‘ [Ec‘i_n (g(iv)h(x))] L = Z e n! o {d‘ik (g(z)) jmn——k (h(w))} 0
n 1 dk 1 dn—k
- ,;, k! [W (9 (a:))} o (R —k)! [dg;n—k (h(w))] = k;) G(k)H(n — k).

También podemos deducir la Ty-transformada de algunas funciones elementales,
Teorema 2 (Tj-transformada de algunas funciones elementales) Se verifica

que

1. Transformada de la funcion potencial

' 1 s8¢ n=m
5 — M — —

St f(z)=2™ = F(n) =4d(n m)—{o R

2. Transformada de la funcién exponencial

Si f(z)=e® = F(n) = ;11—,
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3. Transformada de la funcion seno

[~

51 n=4k+1
st n=4k+3
si dk+1#n#4k+3

=

|~
|
=
’
3

Si f(z) =sinz = F(n) =

2

siendo k > 0 entero.

Demostraciéon
1. Como

dn(m)_ m(m—1)---(m —n+ 1)z™™" si m>n
dzn T 0 si n<m
se tiene

ﬂ(m) [ nl si m=n

dzn w0 L 0 si n#m

luego, en términos de la funcién delta

F(n) = — [ﬂ (zm)] = 8(n —m).

n! | dzn

2. En este caso como

se tiene

3. Es inmediato.

3. Aplicaciones

En este apartado daremos aplicaciones del método de las Ty-transformadas. Em-
pezaremos resolviendo la e.d.o. lineal no homogénea con coeficientes constantes de
primer orden, para la cual la solucién es bien conocida.

Ejemplo 1
Consideremos el problema de Cauchy
y'+ay = b } '
, (b#0 3
y0) = o (b#0) (3)
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Buscamos su solucién en forma de serie de MacLaurin, es decir, de la forma (2) con
a=20

y(z) = Z Y(n)x™ (4)
n=0

siendo Y (n) la Tp-transformada de la solucién y = y(z) de la e.d.o. Para calcular
la solucién, tomemos Tp-transformadas en cada miembro de la e.d.o. Aplicando pri-
mero las propiedades 1 y 2 del teorema 1 obtenemos la Tp-transformada del primer
miembro: ' :
(n+1)Y(n+1)+aY(n). : (5)
Para obtener la Ty-transformada del segundo miembro basta aplicar la primera pro-
piedad del teorema 1 y la primera conclusién del teorema 2 con m = 0, que nos
conduce a
bé(n). (6)
Por la unicidad de la Ty-transformada (heredada por la unicidad de los coeficientes
- del desarrollo en serie de Taylor) se tiene de (5) y (6)

(n+1)Y(n+1)+aY(n) =bé(n) , n>0

1
= —|— > 0.
Y(n+1) 1 [—aY (n) +b6(n)] , n>0 (7)
De la definicién (1) junto con la condicién inicial y(0) = yo de (3) obtenemos
d°
Y(0)= |25 @)  =v(0) = - ®
z=0 '

Ahora haciendo n = 0 en (7) y considerando que 6(0) = 1 se tiene de (7) y (8)
V(1) = —ayo +b, 9)

mientras que como §(n) = 0, Vn > 1, se deduce de (7)

—a
Y-(n+1)=n+1

Y(n) , n>1

que aplicado recurrentemente nos conduce, teniendo en cuenta (9), a

_
(n+ 1)!

—a
n+1

Y(in+1)= a (—ayo+b), n>1

Y(n) =
Esta expresién es valida incluso para n > 0, luego
Y(n+1)= —(——~1)—n——a" (—ayo+b), n>0 (10)
(n+ 1)! 0 ’ =

40



Sustituyendo (10) en (4) obtenemos la conocida solucién (exacta) de (3)

(=D"

y(z) =Y Y(n)a" =Y (0)+ Y V(n+1)a"™ = yo+(—ayo +b) ) = 1)!an$n+1
n20 n>0 n>0
= 1 (_1)n+1 n+1, .n+1
=0~ ay0+b)az(n+1)'a i
n>0
b—ayo 4 B\ . b
=0 -~ (e —1):<yo——)e +-.
a a a

Ejemplo 2

En el ejemplo anterior, acabamos de obtener la solucién de una e.d.o. mediante el
método de la Ty-transformada, sin embargo, atin cuando por otros procedimientos es
posible calcular la solucién exacta de una e.d.o., en general, no resulta sencillo hacerlo
mediante el Tp-método, porque ello depende fundamentalmente de saber reconocer
el desarrollo en serie obtenido en (2) como el de alguna combinacién de funciones
elementales, pero pondremos de manifiesto en este ejemplo que esto resulta a veces
complicado. Sin embargo, este inconveniente no es tan grave como puede parecer en
una primera evaluacién precipitada, porque para la mayoria de las e.d.o.’s (incluso
algunas de aspecto muy sencillo como la e.d.o. de Airy: y” — zy = 0) no se conoce
una representacién en forma cerrada de su solucién. En estos casos, en la practica
muchas veces determinaremos la solucién aproximada de orden m en la forma (2),
pero truncado por el término m-ésimo

ym(m) = fm(m) = Z Fa(n)(x - a)n : (11)
n=0
admitiendo que la cola
> Fun)z-a)" (12)

n=m+1

es despreciable. Para ilustrar estas ideas, consideremos el problema de valor inicial

yll —y = $2em
y(0) = 1 >, (13)
y(©0) = 0

Calculamos la Ty-transformada del primer miembro aplicando 1, y 2 del teorema 1
para r = 2, obteniendo

(n+2)(n+ 1Y+ 2) —Y(n).
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La Tp-transformada del segundo miembro se calcula aplicando 3 y 1 param = 2,y
2 del teorema 2, lo que nos conduce a

- 1
Zé(k—Q)(n_k)!.

k=0

Por la unicidad de la Tp-transformada tenemos

(n+2)(n+1)Y(n+2) - Z(Sk 2 L ., n>0, (14)

siendo L
1 si =2
5(’“*2)“{0 si k#2

Por otra parte, las condiciones iniciales dadas en (13) nos proporcionan
Y(0)=1, Y(1)=0, | (15)

y a partir de (14) y (15) vamos generando la solucién de (2)

n=0, 2-1-Y(2) - Y(0) =0 = Y(2) =3
n=1, 3-2.Y(3)-Y(1)=0 = Y(3) =0
n>2 (n+2r+1)Y(n+2)-YMn) = oy = Y(n+2) = ol
luego :
1 1
4 = o . = o= . = — 5

y con ello tenemos la aproximacién de orden m = 6 de la solucién dada en (11)

1 1 1 1
=1 T2 T4 P} .6 . 16
ye(z) + 52+ gat et + et + (16)

Sin embargo, mediante el método de los coeficientes indeterminados puede verse que
la solucién de (13) es ([4, p.99])

1 1 | |
y(z) = <6m3 - Z$2 + ix) e’ + gez + ge_””., (17)

Es sencillo comprobar que el desarrollo de MacLaurin de orden 6 de (17) es precisa-
mente (16).
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4. Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado un método operacional para la resolu(;io’n de
e.d.o.’s, basado en los trabajos [2] y [3] para ecuaciones en derivadas parciales. La
técnica estd fundamentada en la bisqueda de solucién en forma de serie de Taylor,
lo cual es por otra parte, una metodologia clasica. Sin embargo, la aportacién del
método es que la forma en operadores en que actia permite su aplicaciéon de una
forma mas elegante y potente.
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Abstract

This essay shows a pythagorean triple generator different from Euclides.

Introduccion

Me pregunto cuantos y cudles son los nimeros 2pitag(’)ricos, es decir, aquellos nu-
meros naturales x, y, z que cumplen x* + y> = z. El primer recuerdo que tengo de
ellos es del primer afio que trabajé como profesor aunque probablemente de nifio
ya los hubiera visto. La primera terna que conoci de estos nimeros fue 3, 4 y 5,
que usaba entonces en problemas de trigonometria, resolucion de triangulos rec-
tangulos y conicas. Pronto apareci6 la terna 6, 8 y 10, que como es el doble de la
anterior, te hace sospechar que cualquier terna que sea multipla de otra pitagorica,
también es pitagorica. En efecto, (3k)* + (4k)* = 3’k* + 4°k* = (3* + 4)k* = 5k’ =
(5k)*. Una vez hecha esta sencilla demostraciéon ya sabemos que hay infinitos
nimeros pitagoricos. Al principio llegué a pensar que quizds no hubiera mas ter-
nas que éstas, pero no tardd mucho tiempo en aparecer otra terna que no tenia
nada que ver con ellas, los numeros 5, 12 y 13 que seguramente descubri cuando
entre todos los profesores de matematicas poniamos algin examen conjunto. Esta
terna daria lugar a otra infinidad de ternas multiplas. Entonces el problema que se
plantea ahora es buscar las ternas "primitivas" de nimeros pitagdricos, es decir,
aquellas en las que MCD (x, y, z) = 1. Si hay dos ternas, lo mas seguro es que
haya infinitas, pero nunca me habia detenido a estudiarlo. En el intento de encon-
trar todos los nimeros pitagoricos he hallado un generador distinto al de Euclides.

1 Desarrollo

Comencemos observando los cuadrados perfectos:

1,4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225, ...
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Los pares son multiplos de 4 (4, 16, 36, 64,...) y los impares son multiplos de 4
mas 1 (9 = 2:4+1, 25 = 6:4+1, 49 = 12-4+1, 81 = 20-4+1, 121 = 304+1, ...) y es
curioso que los numeros que multiplican a 4 son 6 = 2-3, 12 = 34, 20 = 45, 30 =
5:6, etc, es decir, son el producto de dos naturales consecutivos. Esto es muy sen-
cillo de probar: si se trata del cuadrado de un nimero par, resulta (2k)* = 4k” y si
es el cuadrado de un impar,

Qk+ 1)’ =4Kk+ 4k + 1 =4(K*+ k) + 1 =4k(k + 1) + 1

Ademas no falta ninguno, es decir todo nimero de la forma 4k(k + 1) + 1 es un
cuadrado perfecto, el cuadrado de 2k + 1. Por lo tanto los cuadrados perfectos son
multiplos de 4 o multiplos de 4 mas 1. No es mucho, pero nos va a servir.

Si continuamos jugando con la paridad de los nimeros pitagdricos, obtenemos
resultados inmediatamente. Con el fin de ser claro me referiré a los numeros de la
terna como catetos e hipotenusa. Si los dos catetos son pares, sus cuadrados seran
multiplos de 4 y por tanto la hipotenusa serd par. Entonces los tres nimeros son
divisibles por 2 y no es una terna primitiva. Si los dos catetos son impares, la su-
ma de sus cuadrados es 2m + 1)°+ 2n+ 1)’ =4m’+4m+ 1 +4n*+4n+ 1 =
4(m*+ m + n”>+ n) + 2, multiplo de 4 mas 2, y como ya hemos visto no seria un
cuadrado perfecto. Por tanto ya sabemos que los catetos de las ternas pitagoricas
primitivas deben tener distinta paridad. Ademas como consecuencia, sus cuadra-
dos son también uno par y el otro impar, el cuadrado de la hipotenusa que es la
suma sera entonces impar y la hipotenusa también. Por lo tanto las hipotenusas de
las ternas primitivas son impares.

Desde esta reflexion podemos analizar el cuadrado de la hipotenusa de una
terna primitiva. Serd la suma de los cuadrados de un cateto par y de otro impar, es
decir, 2m + 1)*+ (2n)* = 4m*+ 4m + 1 + 4n* = 4(m* + m + n) + 1 que es cuadra-
do perfecto si y solo si m*+ m + n”> = k(k + 1) para algtn k natural. Si pudiéramos
encontrar las condiciones que deben cumplir m y n para que se dé esto ultimo
habriamos resuelto totalmente el problema, pero por aqui no he llegado a ningun
resultado. También se puede intentar con la resta del cuadrado de la hipotenusa y
del cateto par para tener, en lugar de m*+ n>, m* - n® que se puede factorizar pero
tampoco llego a nada.

Bueno, un pequefio fracaso, pero sigamos por otra via. Si en lugar de trabajar
con dos parametros m y n, trabajamos con uno solo, resulta mucho mas sencillo,
pero con el inconveniente de limitar enormemente el problema. La idea es hallar
ternas fijando de antemano la diferencia entre la hipotenusa y un cateto. Por
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ejemplo podemos tomar como hipotenusa 2m + 1 y una unidad menos, 2m, para
un cateto. Entonces el cuadrado del otro sera 2m + 1)*- 2m)* = 4m*+ 4m + 1 -
4m* =4m + 1 que es un cuadrado perfecto siy solo si m = k(k + 1), y al hacer este
cambio quedaria 4k(k + 1) + 1 = (2k + 1)’ y el cateto sera 2k + 1. El otro cateto es
2m = 2k(k + 1) y la hipotenusa 2m + 1 = 2k(k + 1) + 1.

Hemos encontrado la terna 2k + 1, 2k(k + 1), 2k(k + 1) + 1 que da lugar a los
numeros pitagdricos:

3 4 5
5 12 13
7 24 25
9 40 41

Este generador de numeros pitagoricos se atribuye precisamente a Pitdgoras.
Ya hemos resuelto parte del problema: hay infinitas ternas pitagoricas primitivas
porque el cateto mayor y la hipotenusa difieren en 1 y por tanto son primos entre
si. Pero estamos lejos de hallar todas porque €stas son un caso particular, las que
su cateto mayor son uno menos que la hipotenusa.

Razonando de igual modo obtenemos un generador de ternas con diferencia 2
entre la hipotenusa y un cateto: hipotenusa 2m + 1, un cateto 2m - 1. El cuadrado
del otro es 2m + 1)°- 2m - 1)* =4m’+ 4m + 1 - (4m’ - 4m + 1) = 8m, que es
cuadrado perfecto si y solo si lo es 2m, si y s6lo si m = 2k*. Ahora las ternas son
del tipo 4k, 4k*- 1y 4k*+ 1, es decir:

4 3 5
8 15 17
12 35 37
16 63 65

Estas ternas también son primitivas porque dos numeros impares de diferencia
2 son primos entre si. Al hallar el generador de diferencia 3 obtenemos 6k + 3,
6k(k + 1), 6k(k + 1) + 3 y enseguida se ve que son multiplos de 3 y por tanto no
genera ternas primitivas. En este momento encontramos, sin pretenderlo, un ca-
mino por donde avanzar en el problema general. ;Cudles son las diferencias posi-
bles entre la hipotenusa y los catetos? Probemos con diferencia 4: hipotenusa 2m
+ 1, cateto 2m - 3. El cuadrado del otro sera (2m + 1)*- 2m - 3)* = 4m*+ 4m + 1
- (4m’- 12m + 9) = 16m - 8 = 4(4m - 2) cuadrado perfecto si y s6lo si 4m - 2 cua-
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drado perfecto, que sabemos que es imposible. Al probar con diferencia 5 se ob-
tienen ternas de numeros multiplos de 5.

El hecho de que los nimeros 3 y 5 no generen ternas primitivas nos induce a
pensar que ningun primo mayor que 2 lo hace. Probemos qué pasa si considera-
mos que la hipotenusa es h y un cateto es h-n con n primo mayor que 2. El cua-
drado del otro cateto es h*- (h - n)* =h*- (h® - 2nh + n®) = 2nh - n* = n(2h - n) que
es multiplo de n, pero ademas para que sea cuadrado perfecto, al ser n primo, 2h -
n debe ser también multiplo de n y por tanto, también h. Luego h, h - n y el otro
cateto son multiplos de n y no se generan ternas primitivas.

Pero este argumento no solo es valido para niimeros primos mayores que 2.
Para no generar ternas primitivas es suficiente que la diferencia tenga, al menos,
un factor primo mayor que 2 de orden impar, es decir, que n no sea un cuadrado
perfecto salvo si solo le falta un 2 para serlo; llamemos p a este factor. Como n(2h
- n) es el cuadrado de un cateto, pero n tiene a p con orden impar, el factor 2h - n
tiene que ser también multiplo de p, y al ser n multiplo de p, 2h también lo es y
por lo tanto h es multiplo de p (por esta razén hay que exigir p>2). Esta es la idea
clave de la demostracion.

Dicho de otro modo: supongamos que la diferencia es p'k con p>2, y k ya sin
el factor p, es decir hipotenusa h y un cateto h - p"k. El cuadrado del otro es h*- (h
- p"k)* = h? - (h? - 2p"kh + p™k?) = 2p"kh - p™k* = p"(2kh - p"k?). Este niimero
debe ser cuadrado perfecto, pero si n fuera impar, el paréntesis deberia contener a
p, por tanto 2kh también y como k no lo tiene es h el multiplo de p. Pero en tal
caso, otra vez, los numeros de la terna son multiplos de p. Por tanto n debe ser
par. Entonces todos los factores primos mayores que 2 de la diferencia deben ser
de orden par.

La diferencia no podia ser 4 porque con el factor 2 pasa justo lo contrario. Para
que 2"(2kh-2"k%) = 2™ (kh-2""k?) sea cuadrado perfecto, n debe ser impar o bien h
contener un 2 con lo que de nuevo los tres lados serian multiplos de 2.

2 Conclusion

Resumiendo, los factores primos de la diferencia deben ser de orden par salvo el
2, que, si esta, debe ser de orden impar. Por eso jlas diferencias son cuadrados
perfectos sin el 2 o cuadrados perfectos multiplicados por 2! Entonces la diferen-
cia entre la hipotenusa y cada uno de los catetos tiene que ser m* y 2n” porque si
fuesen dos cuadrados, la terna seria h, h-m* y h-n* y como estos cuadrados no
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contienen al 2, los dos catetos tendrian la misma paridad, y si las diferencias fue-
sen 2m’ y 2n” pasaria lo mismo.

Hemos llegado a que los nimeros tienen que ser h, h - m* y h - 2n%, m sin el
factor 2. Aplicando el teorema de Pitagoras podemos eliminar h: h* = (h - m?)* +
(h - 2n%)* si y solo si h®*=h*- 2m*h + m*+ h?- 4n’h + 4n* si y solo si h®+ h(-2m* -
4n*) + m* + 4n*=0. Resolviendo esta ecuacion en h se obtiene h = m*+ 2n*+ 2mn
y h = m’+ 2n’ - 2mn y sustituyendo h por estos valores se obtiene el generador
m(m - 2n), 2n(n - m) y m*+ 2n*> - 2mn que no es valido porque si m - 2n>0 en-
tonces n - m<0, y el generador m’ + 2mn, 2n° + 2mn y m’ + 2n° + 2mn que resuel-
ve totalmente la cuestion. Las condiciones necesarias y suficientes para generar
todas las ternas primitivas son que m sea impar y que m y n sean primos entre si.

Los niimeros que genera esta terna deben ser todos. Veamos los primeros:

m n m2+2mn 2n%+2mn m2+2n+2mn
1 1 3 4 5
1 2 5 12 13
1 3 7 24 25
1 4 9 40 41
1 5 11 60 61
3 1 15 8 17
3 2 21 20 29
5 1 35 12 37
5 2 45 28 53

Euclides resolvio este problema de una forma mucho mas rapida y elegante:
simplemente se dio cuenta de que la hipotenusa era siempre suma de dos cuadra-
dos y uno de los catetos su diferencia. La solucién general que él aporté fue m” -
n®, 2mn y m*+ n’. Estos generadores son equivalentes, como no podia ser de otra
forma: si en el generador de Euclides se hace m =n + p se obtiene de inmediato el
otro generador y si en primero se escribe m® + 2mn = (m + n)’ — n’, y m* + 2n* +
2mn = (m +n)* + n’, tomando m + n = p se obtiene el de Euclides.
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Abstract

In this paper, authors find the optimum strategy, in the sense of maximizing
the expected value, for a player who plays several bets in Lottery Games.
They find the expected value for games with a fixed prize, such as the Spa-
nish National Lottery, and for games with a variable prize, that is, the prize
depends on the number bets played and the number of winners, such as the
Spanish 1X2 odds and the Spanish Lotto. For games with fixed prize, they
obtain that every strategy is an optimum in the sense that they lead to the
same expected value. For games with a variable prize, the optimum strategy
is playing different bets, in the sense that they lead to different prizes. In par-
ticular, for the case of Spanish Lotto, the optimum strategy implies that any
couple of bets cannot have more than one number in common in the draw.

Introduccion

Las personas que optamos por apostar nuestro dinero, en mayor o menor medida,
en los diversos juegos de azar, tenemos que hacer frente a la decision de como
repartir entre las diversas apuestas el montante que estamos dispuestos a gastar en
el juego de nuestra eleccion. Dos alternativas aparentemente racionales y contra-
puestas acuden a nuestra mente: gastar todo en la misma apuesta o repartir el di-
nero entre diferentes posibilidades. La razdn por la que habitualmente se opta por
la primera opcidén es maximizar el premio obtenido, mientras que la segunda op-
cion la razon que la justifica es aumentar la probabilidad de obtener premio. Entre
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ambas opciones se produce una relacion de intercambio entre probabilidad y mon-
tante total de premio obtenido, en el caso de concentracion el premio obtenido
seria mayor, pues todos las apuestas estarian premiadas en el caso de acierto, pero
a costa de una menor probabilidad; en el caso de diversificar, la probabilidad de
acertar aumenta al jugarse apuestas diferentes, pero el premio serd menor pues si
una apuesta esta premiada puede que la otra no lo esté, dependiendo de las condi-
ciones del juego. Ambas alternativas son plenamente justificables desde el punto
de vista de la utilidad esperada, sin embargo, desde una perspectiva meramente
probabilistica no esta tan clara la respuesta.

Para clarificar dicho extremo, en primer lugar, es necesario distinguir entre jue-
gos de premio fijo y juegos de premio variable. Un juego de premio fijo es aquél en
que el premio obtenido por la apuesta ganadora es una cantidad constante conocida
de antemano. Juegos de este tipo son, por ejemplo, los de la Loteria Nacional o el
cupédn de la O.N.C.E.. Un juego de premio variable es aquél en que el premio reci-
bido depende del nimero de apuestas efectuadas en dicho juego y se reparte pro-
porcionalmente entre el nimero de acertantes en cada categoria. Ejemplos de juegos
de este tipo son el caso de la Loteria Primitiva y sus diferentes versiones semanales,
o0 la Quiniela. Como comprobaremos a continuacion, el hecho de diversificar o con-
centrar las multiples apuestas tendra resultados distintos desde el punto de vista de la
esperanza del premio dependiendo del tipo de juego considerado.

Para analizar cada una de estas estrategias para los distintos tipos de juego,
hemos seleccionado los juegos de la Loteria Nacional y la Loteria Primitiva dado
que son los juegos que mas recaudacion obtienen de la red de juegos del Orga-
nismo Nacional de Loterias y Apuestas del Estado. Dichos datos se pueden ver en
la tabla siguiente, en la que las cantidades estan expresadas en millones de euros.

Volumen de Ventas (10° €) del Afio 2000 en la Red de

Juegos de la ONLAE
(o] (o] (o]
Total de Loteria o Loteria /o Resto de /o
. sobre S sobre sobre
Ventas Nacional Primitiva Juegos
Total Total Total

6.881,432 | 4.102,803 | 59,6% | 13561616 | 22.7% | 1.217,013 | 17,7%

Fuente: Anuario O.N.L.A.E. Afio 2000

1. Juegos de premio fijo: la Loteria Nacional

Vamos a analizar en primer lugar los juegos de premio fijo entre los que destaca
el sorteo de Navidad dada la gran tradicién que tiene y la importancia del mismo
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ya que su volumen de ventas representa un porcentaje superior al 30% del total
anual de la Loteria Nacional de cada afio.

Nuestro objetivo es calcular el valor esperado del premio a obtener en el caso
de que juguemos todo el dinero previsto a un mismo nimero o que diversifique-
mos nuestra apuesta en varios numeros diferentes. Supongamos que el dinero que
queremos apostar nos da para comprar # décimos del sorteo de Navidad. En dicho
sorteo, el bombo de los nimeros contiene 66.000 bolas numeradas del 0 al
65.999, mientras que el bombo de los premios contiene 1.540 bolas con los pre-
mios correspondientes!. Ademds, existen premios por aproximaciones, centenas y

terminaciones.

1

Denotemos por ¢,,q,,......... ,q,c ¢l valor de los premios que puede conse-

guir un décimo en las 16 categorias de premios existentes, desde el Gordo
de Navidad hasta la aproximacion por reintegro. Llamemos a p; la proba-
bilidad de obtener con un décimo un premio de la categoria i-sima, donde,
para hallar p;, s6lo tenemos que aplicar la definicion de probabilidad de
Laplace. Dichas probabilidades se muestran a continuacion

_ 1 — 1 — 1 — 1 —1

P = Aéooo y Py = Aéooo’Ps = 46000,]94 = A3000’p5 = Assoo
— 1531 — o — 1 —1 _ _ _ 133

Ps = Aéooo:I% =DPs =Py = /33000 yPio=P 1= P = Azooo
— — — 659 — 6599

Pz =Dy = Pis = 46000 Pis = 46000

Designemos con X/ al nimero de aciertos de la categoria i-sima que tie-

ne la apuesta k-sima. Dicha variable sigue una distribucion de probabili-
dad de Bernoulli ya que, dadas las condiciones del sorteo, las bolas son
extraidas sin reemplazamiento, no podemos tener dos premios de la mis-
ma categoria en una Unica apuesta:

I P(X[=D=p,

0 P(X'=0)=1-p,
Denotemos con X; al nimero de apuestas premiadas con un premio de la
categoria i-sima.

Xk =

1

= E(X])=p,

X, = in‘ = E(X,)=tp, [1]

i
k=1

Las caracteristicas especificas del sorteo pueden consultarse en el reverso de cualquier
décimo de Loteria de Navidad.
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e Denotemos con Q; la variable aleatoria correspondiente a la cantidad ob-
tenida por premios de la categoria i-sima. Al ser el juego de premio fijo se
verifica que Q, =¢, X,

16

El premio obtenido sera una variable aleatoria Q = ZQI. cuyo valor esperado
i=1

podemos calcular:
16 16 16 16
E(Q)= ZE(QI) ZZE(% X,)= qu' E(X,;)= t'qu' p; (2]
i=1 i=1 i=1 i=1

Para evaluar la expresidon anterior en el caso de la Loteria Nacional basta su-
mar el montante de todos los premios de una serie y dividir por la recaudacion?

correspondiente a la venta de dicha serie, obteniendo como resultado 0°7-3000-¢
ptas, es decir, el valor esperado del premio es el 70% del valor invertido:

16
E(Q)=1).q,p, =12100ptas.=70% de la inversion.
i=1

El resultado es, como se ve facilmente, independiente de la estrategia de con-
centracidn o diversificacion de apuestas. En el caso de concentracidn, la expresion
[2] puede interpretarse como premios #.g, con probabilidades p;, mientras que en
el caso de diversificacion los premios serian g; con probabilidades #-p;.

2. Otros juegos de premio fijo

Las formulas anteriormente calculadas siguen siendo validas para cualquier juego
de premio fijo con la tnica restriccion, que se cumple en todos los juegos, de que
una misma apuesta no pueda tener dos premios de la misma categoria. Es impor-
tante sefialar que categoria y cuantia son dos conceptos distintos, asi, la “pedrea”
tiene premio de igual cuantia que las “terminaciones” pero son dos categorias
distintas de premio.

3. Juegos de premio variable: la Loteria Primitiva

Este popular juego consiste en acertar una combinaciéon de 6 nimeros obtenidos
al azar de entre 49 posibles. Existen premios para los acertantes de los 6 nimeros
que forman la combinacion ganadora, para los acertantes de 5 numeros de dicha
combinacién mas un namero especial conocido como complementario y, ademas,

2 Dichos célculos estan realizados en pesetas pues nuestra referencia es el ultimo sorteo de la
Loteria de Navidad que se realiz6 en dicha moneda.
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para los acertantes de 5, 4 y 3 nimeros de la combinacién ganadora. Hay ademas
un premio adicional de reintegro, que se juega de forma independiente a los ante-
riores, a cada boleto se le asigna un numero entre 0 y 9 y aquellos boletos cuyo
numero coincida con el reintegro les sera reintegrada el valor de la apuesta. Exis-
ten pues 6 categorias de premios en este caso.

Las probabilidades de acierto para cada una de las 5 primeras categorias del
premio se pueden obtener a partir de la distribucion hipergeométrica multivariante
o modelo multihipergeométrico. La funcién de probabilidad de dicho modelo
MHG(N, M,, M,, n) viene dada por:

P(Xlle’X 2=x2)= al = AR

(Nj I{xl +x2§”}1{xl ,JCZEZ+}]{xiEXi(Q)}

n

donde x, =0,1,2,3,4,5,6 representa el nimero de aciertos y x, =0,1 indica si ha
acertado el nimero complementario. Como jugamos combinaciones de 6 niimeros se
verificard que x, +x, <6,y, en el caso que nos ocupa, N =49, M, =6,M, =1,n=6.
Dichas probabilidades calculadas se dan a continuacion.

p, =7,151124-10°  p,=4,290674-107  p, =1,802083-10"
p,=9,686197-10"  p, =1,765040-10>

La probabilidad de obtener el reintegro es independiente a todas las anteriores
y es calculada facilmente a partir de la definicidn cldsica de probabilidad co-

1

10

e Denotemos por R; el montante a repartir entre los acertantes correspon-
dientes a la categoria i-sima, i=1,2,3,4. Dicho montante es un porcentaje
prefijado de la recaudacion total. En las dos ultimas categorias cada acer-
tante tiene un premio fijo sea cual sea el numero de acertantes,
qs =7'2€ para los acertantes de 3 nimeros y ¢, =0'9€ para los agracia-
dos con el reintegro. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el
nimero de acertantes en cada categoria, sin contar nuestras posibles
apuestas, es 7;. Dicho niimero es la realizacion de una variable aleatoria
que dependera del nimero de apuestas jugadas, de la probabilidad de ob-
tener premio de cada una de las categorias y de la estrategia elegida por
cada uno de los jugadores para seleccionar los nimeros a jugar.

mo p, =
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e Vamos a designar con 7 al numero de apuestas que vamos a jugar. Logi-
camente ¢ sera mucho menor que el numero de apuestas jugadas por el
total de apostantes, lo que conlleva que la incidencia de nuestras apuestas
en el total de la recaudacién es practicamente nula y el premio que nos
llevaremos en la categoria i-sima si tenemos X; apuestas premiadas sera:

R
0O=Xq 1i=1..,6;q = d i=1234
n+X,

El valor esperado del premio sera:

E(Q)=ZE(QI')=ZE(%'XI')= ZE(XI

R ¢
. ! +t P
—yx ;q, P

4 ¢
R
Dedonde, E(Q)=> > P(X,=j)——j+t(ps7'2+p,0'9) [3]
i=l j=1 n+J

Noétese que los premios de 5* y 6* categoria son fijos y en la expresién [3] vol-
vemos a ver, como en los juegos de premio fijo, que su aportacion al valor espe-
rado es independiente de la estrategia seguida y solo depende del nimero de
apuestas jugadas.

Hipotesis 1°- Concentracion de apuestas.

Si las # apuestas son iguales entonces P( X, =j)=0 para j=12,....r—1 y, ademas,
P(X,=t)=P(X!'=1)=p, i=1,.,4 k=1,.1

4
R
sustituyendo en [3] E(Q)=> P(X, =t )-—’t-z +1(ps7'2+ p,0'9)
n +

i=1 i

. $ R,
En definitiva:  E(Q)= [Zpi -—’t+ ps 7' 2+ pg 'O’9j-t
n +

i=l1 i

Hipotesis 2°- Diversificacion de apuestas.

En este segundo caso, jugamos nuestras ¢ apuestas a combinaciones con todos los
numeros diferentes, y solo podremos tener un unico premio de las cuatro primeras
categorias, es decir:

P(X,=j)=0 j>1 i=1..4

Ademas: P(Xl.:l):P(Zt:Xik:1):2P(Xik:1):2pi:t-pi [4]

k=1 k=1 k=1
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ya que los sucesos correspondientes a X =1 son disjuntos por la hipétesis. Pue-

de ocurrir que tengamos 2 premios de 5* 6 6* categoria pero como los premios son
fijos, sustituyendo en la expresion [3] nos queda:

4
R
E(Q)=Zt'p,-'—n (T 24 p09)

E(Q)= (Zp,

Lo que demuestra que en este caso el premio esperado es mayor que en el caso
anterior, ya que:

+p57 2+ p,0' 9}

i

R, R,
> para todo 7>1.
n+l n+t

Hemos pues demostrado que la diversificacion de apuestas es mejor estrategia
que la concentracidn desde el punto de vista del valor esperado del premio.

Sin embargo, solamente podemos jugar 8 apuestas sin repetir ninguno de los
49 numeros del sorteo de la Primitiva. Por ello vamos a estudiar el caso general y
demostraremos que su valor esperado estd comprendido entre los valores extre-
mos anteriormente calculados. También demostraremos que coincide con el de
diversificacién maxima bajo ciertas condiciones.

Hipotesis 3“- Caso generall.

En el caso general, consideramos que diversificamos las apuestas. Dos apuestas
son distintas si no contienen todos los nimeros iguales, pero puede ocurrir que
apuestas diferentes tengan algin numero en comun y por tanto se produce una
interaccion entre los premios de las mismas al compartir nlimeros comunes.

De la cadena de desigualdades R Jj= R

n +1 n.+j] n, +t

4 ¢ 4

! R
P(X =j)—L -7
22, (X, ])nl.+t]

—-j, se sigue que:

i

i=l j=1 n +1 i=1 j=1 n P
4E R 4 tPX EX R
)— — 72>
;(’n,.+1;;( =j)- ]JZ() -
4 R 4
.- i > PX S S
;tp’ ni+l>;; ( ) J]>,Z:tp’n+t
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Afiadiendo los sumandos correspondientes a los premios de 5% y 6 categoria
obtendremos:

E(“Diversificacion méxima”) > E(“Caso general”) > E(“Concentracion’)

Proposicion.
Supongamos que jugamos ¢ apuestas tales que cualesquiera dos apuestas tienen en
comun a lo sumo un nimero. Entonces, si O es el premio, su valor esperado sera:

d R o : :

E(Q)= (Z D; —’1 + ps7'2+ p, -0’9} = E(“Diversificacion maxima”)
i=l1 i +

En efecto: para cada una de las cuatro categorias superiores no puede haber dos

apuestas distintas que tengan un premio de dicha categoria, por tanto,
P(X.,=j)=0 j>1 i=1,.,4,en conjuncion con [4], obtenemos:

4 R 4 R
E(Q)=) P(X, =1)'n—J’r1+t'(p5 7'2+p,0'9)= tp, 'n—;lﬂ'(ps 1'2+ pg0'9)

i=1 i i=l1 i

No podemos debilitar la condicién de la proposicién anterior ya que si dos
apuestas tienen dos numeros comunes seria posible que la combinacion ganadora
diera lugar a dos premios de 4* categoria.

Ejemplo. Jugamos la apuestas {1,2,3,4,5,6} y {1,2,7,8,9,10}. Si la combinaciéon
ganadora fuese {1,2,3,4,7,8} ambas apuestas tendrian 4 aciertos y no cobrariamos

2 R, sino 2- R,

n, +1 n,+2

luego la estrategia no seria Optima.

56



Boletin de la Soc. Puig Adam, num 67 (Junio 2004)

La expresion algebraica de la Ley fundamental de
la Dindmica newtoniana en la Mecanica de Euler

Francisco A. Gonzalez Redondo

Dpto. Algebra. Facultad de Educacién
Universidad Complutense de Madrid

faglezr@edu.ucm.es

Abstract

In a previous article [1] the first steps towards the formulation of a real
mathematical physics along the XVIIth century (from Galileo to Newton
and Leibniz) have been detailed. In the following pages Euler’s contribu-
tions during the first half of the XVIIIth century are analyzed, as they will
lead to an algebraic and analytical statement of Newton’s Dynamics.

1. La formulacion newtoniana de la Dinamica

La parte mas importante de la contribucién de Leonard Euler a la Historia de la
Mecanica se recoge en dos de los tratados mas significativos de su vasta produc-
cion cientifica: la Mecanica o Ciencia del movimiento expresada analiticamente
(1736) [2] y la Teoria del movimiento de los cuerpos solidos rigidos (1760) [3].
Ademas, en sus numerosos articulos, entre los que puede destacarse el Nuevo
Principio de la Mecanica (1750) [4], se recogen muchos aspectos concretos com-
plementarios, algunos de ellos de no poca trascendencia. Unos y otros permiten
detectar en Euler: 1) el uso de constantes en las primeras ecuaciones fisicas; 2) la
introduccién de unidades y medidas para las cantidades implicadas; 3) el someti-
miento al requisito de homogeneidad de los términos de las ecuaciones; etc.

Toda teoria fisica clasica, a los efectos del formalismo matematico, se constru-
ye esencialmente con un conjunto de magnitudes primarias y un sistema de ‘leyes
relacionales’ [5]. Es verdad que son capitales también en la formulacion de toda
teoria los ‘principios ecuacionales’ (esencialmente, los principios de conserva-
cion; por ejemplo, conservacion de la energia) que establecen una igualdad entre
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cantidades de una Uinica magnitud, y las hipotesis magnitudinales (por ejemplo, la
inaccesibilidad del cero absoluto) que predican una propiedad de una cierta mag-
nitud, pero ni unos ni otras relacionan magnitudes distintas, es decir, no imponen
ligaduras a las magnitudes al modo en el que Newton enunciaba la ley fundamen-
tal de la Dinamica [6]:

“Axioma 2. El cambio de movimiento es proporcional a la fuerza motriz
impresa, y se hace en la direccion de la linea recta en la que se imprime esa
fuerza”.

Las ‘leyes relacionales’ (como la de Newton que acabamos de transcribir)
de una teoria fisica se expresan como relaciones de proporcionalidad entre pro-
ductos de potencias de cantidades de las magnitudes (usualmente primarias) de la
teoria. Las cantidades pueden medirse una vez que se han elegido las unidades de
medida de las cantidades de cada magnitud. En el transito de estas relaciones de
proporcionalidad entre cantidades a las igualdades entre medidas, en cada expre-
sidon ecuacional de esa ley relacional surge una constante de proporcionalidad,
problema que se pone de manifiesto con radicalidad en los trabajos de Euler que
se analizaran criticamente a continuacion.

Durante el siglo XVII se habian desarrollado algunas técnicas de medicion
para cantidades de magnitudes distintas de la longitud, pero refiriéndose a ésta. La
velocidad instantdnea podia medirse mediante una longitud de caida, el intervalo
de tiempo pequefio por péndulos ajustando su longitud a la unidad requerida, y las
presiones midiendo alturas de columnas de mercurio. Fuerzas, pesos y ‘masas’ se
median (todas ellas) mediante pesadas, con las consiguientes confusiones concep-
tuales por identificacion mensurable de lo que magnitudinalmente es distinto.
Logicamente, estas técnicas condicionarian todos los desarrollos tedricos, como
se podra comprobar mas adelante.

Sin embargo, en la Mecanica de Newton: a) las leyes, enunciadas como re-
laciones de proporcionalidad, carecen de cualquier tipo de simbolismo; b) las pro-
posiciones se plantean también como proporcionalidades y se demuestran solo
geométricamente; y ¢) se introduce, todo lo mas, un paso al limite “reduciendo las
demostraciones” de algunas proposiciones “a las primeras y ultimas razones de
cantidades nacientes y evanescentes” [7].

La tarea que se emprende sintéticamente en este articulo y centrado unica-
mente en los trabajos de Euler entre 1736 y 1750, es el estudio de una parte del
camino recorrido por la Mecénica [8] en su matematizacion, es decir, el proceso
seguido hasta la decision de elegir unidades para poder expresar las leyes relacio-
nales ya no unicamente como relaciones de proporcionalidad, sino como igualda-
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des entre medidas, paso que dejo pendiente Newton al finalizar el siglo anterior.
Nuestra mirada ha de ser historica, y desde esta perspectiva constatar con qué
dificultades surgen los temas inherentes a la formalizacion mediante ecuaciones
de las leyes de la Dindmica newtoniana.

2. La expresion algebraica y analitica de la 2* Ley de la Dinamica

En 1736 publica Euler su Mecdnica' [9] [10] [11]. Como parece natural, los desa-
rrollos del primer capitulo enlazan sin discontinuidad con el formato geométrico
propio del siglo XVII en el que, tras explicitar los Axiomas, los teoremas conse-
cuentes se enuncian (y demuestran) mediante proporcionalidades entre cantidades
de velocidad, ¢, longitud, s, y tiempo, ¢. Para dos cuerpos en movimiento por
ejemplo (§25)>se formulan como sigue:

C:c=S:£ seuC:czE:E. )
T T ¢

A partir de consideraciones de este tipo resuelve, en particular, un problema
(§51) con el que obtiene, ahora ya si, la expresion ecuacional cinematica:

d.
=<, 3)
c
tal que, diferenciando, resultara
d.
di ==, @)
c

1 Utilizamos los volumenes I y II de la edicidn en latin de Paul Stikel de 1912, de la Mecha-
nica sive motus scientia analytice exposita, dentro de la Opera Omnia, “Series Secunda, Opera
Mechanica et Astronomica. Volumen Primum”. Teubner, Berna. La coleccion que hemos consulta-
do se encuentra en la “Biblioteca de Investigacion” de la Facultad de Matematicas de la U.C.M.

2 Euler numera sucesivamente cada parrafo (Definiciéon, Teorema, Corolario o Escolio), lo
que conservamos aqui para facilidad de referencia y contraste con el original.
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donde ¢ representa una escala de tiempos [scala temporum] y lo que pretende es
construir una escala de velocidades [scalam celeritatum]. Ciertamente, la expre-
sion (4) se considera hoy como definicién de la magnitud secundaria velocidad,

c=—. (%)

Estas construcciones las retoma mas adelante, estudiando el movimiento de un
cuerpo de masa puntual 4 (§151). Considera Euler que si sobre el cuerpo actia
una fuerza [potentia] p, para ese cuerpo de masa 4 con velocidad ¢ se tiene (§155)

npdt
dc = , 6
¢=— (6)

donde 7 denota un niimero? [ubi n in omnibus casibus eundem denotat numerum]
(§155). Operando* obtiene

npé
do— npdt _ e _ npds ’ )
A A Ac

o bien (§157)°

3 Una “constante”, como podremos leer mas adelante en una nota con la interpretacion de
Macagno [12].
4 La expresion cientifica actual de esta ecuacion, que no es otra que la ley fundamental de la
Dinamica, se deduce de la siguiente elemental manera:
dc y -
A—=np = (paran=1)m—=F = ma=F.
dt dt
Por otra parte, la constante # es la tedricamente denominada ‘constante dinamica’ en la ley fun-
damental de la Dinamica newtoniana que mencionabamos arriba. Pero habra que esperar hasta 1750,
como veremos mas adelante, para que Euler profundice en este sentido.
5 Sobre la interpretacion de esta formula de Euler se han publicados varios articulos en los
que pueden verse diversas versiones con distintas notaciones. Asi, en Ravetz [13] se dice: “Para una
fuerza general p que acttia sobre un cuerpo de masa o peso 4, la ecuacion dindmica es

_pdt .
E

dv
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cde =" dS. (8)
A

Continua tratando este problema en el capitulo tercero, que lleva por titulo
“De motu rectilineo puncti liberi a potentiis absolutis sollicitati”. En concreto
(§193) estudia la caida libre de un cuerpo puntual de masa A, sometido a una
fuerza g tal que, una vez recorrida una altura x, alcanza una velocidad c, y llega a
una expresion de la relacion entre la velocidad y la distancia recorrida para este
movimiento uniformemente acelerado, literalmente®:

:2ngx seu c= 2}ng. 9)

cc

Como la altura (o distancia) recorrida x es proporcional a ¢* [cc], Euler
quiere expresar ¢ en términos de una ‘especie de distancia’ v (nueva variable)
proporcional a su cuadrado. Para ello propone (§201) un valor v igual a la distan-
cia x que “produce” la velocidad ¢ en la caida libre, poniendo (§202):

v=cc et C=\/;, (10)
donde

_ 2ngx
A

v

: (11)

Analogamente, en Macagno [12] se afirma: “[Euler] formulé la ecuacion
Adv = npdt

(para el movimiento de una masa A bajo una fuerza p), incluyendo una constante » que considerd
dependia de las unidades elegidas para medir las magnitudes implicadas”.

6 Esta expresion de Euler no es otra que la conocida hoy como velocidad de un movimiento
uniformemente acelerado, de aceleracion a, que parte del reposo [velocidad nula], cuando ha reco-
rrido una distancia s:

v=4/2as,
que para el caso de la caida libre en el campo gravitatorio terrestre es
v =4/2gh.
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de tal modo que para estimar el valor de la constante » considera (§204) que g
representa simplemente el peso del cuerpo. Como ha decidido que v coincida con
la distancia x recorrida en la caida, resuelve:

_2ngx o, Av_ A4 (12)
A 2gx 2g

v

y considerando que la razon de la masa del cuerpo A4 al peso del cuerpo g es cons-
tante’ [quantitas constants] opta (§205) por hacerla uno [hanc ergo ponemus 1],

eliminando el factor 2 de la expresion (12).

Hay, por tanto, en este planteamiento de Euler unas primeras igualdades entre
‘medidas’, pero no se han elegido unidades para las magnitudes que intervienen.
Aparece una constante n, pero no se explicita que su cuantia dependa de las uni-
dades elegidas para medir las magnitudes que intervienen.

Euler busca también una nueva expresion para el tiempo (§218), de forma que

a partir de
2
c=EZ=J nex (13)
dt A
haciendo
1
=m, (14)
\N2n
deduce

i = 1 \/de:m\/Z dx (15)

T & e

tal que, integrando, obtiene

7 No es mas que la inversa de la aceleracion de la gravedad (constante).
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r=2m 2%, (16)

g

Pero ahora afirma que m solamente puede ser determinada mediante experi-
mento [experimento determinare literam m)].

Para hallar el valor de m (§219-223) considera, como antes (§205), 4/g =1,y
que en la caida libre, si la altura se mide en ‘pies renanos’ y el tiempo en segun-
dos, mediante experimento se obtiene a partir de (16) que en un segundo

1=2m15625 (17)

, 1
es decir, m = ——

250"

Asi, concluye que en el caso de la caida libre, si el espacio recorrido x se mide
en pies renanos (§221):

1 [Ax

— minitorum secundorum. (18)

t=—o0
125\ ¢

Para el movimiento en general (§222), si v (la variable proporcional a cc)® y s
se miden en pies renanos, la ecuacion (cinematica) a utilizar seria

1 ¢ds

t =—— |— min. sec. 19
125 9y (19

La precision experimentada desde las aportaciones -formuladas retoricamente-
de Newton, como puede observarse, es notable.
3. La expresion tridireccional de la Ley fundamental de la Dinamica

8  Segun veiamos antes (§201), con valor igual a la distancia que “produce” ¢ en la caida libre.
Conviene recordar que Euler intenta reducir las mediciones de todas las magnitudes a longitudes de
“lineas” o nimeros absolutos.
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En 1752 se publica el “Descubrimiento de un nuevo principio de la Mecanica”,
escrito en 1750°. En ¢él, después de numerosas aclaraciones previas, comienza

(§20)!9 la que considera Euler “Explicacién del Principio General y Fundamental

de toda la Mecanica” [8] [9] [14].

Pretende determinar el movimiento de un cuerpo de masa puntual M, “solici-
tado” por fuerzas cualesquiera. Si x es la distancia del cuerpo con respecto a un
plano fijo en el instante inicial, afirma Euler que todas las fuerzas que acttian so-
bre el cuerpo deben descomponerse segun direcciones paralelas o perpendiculares
al plano. Para un elemento de tiempo dt, la distancia del cuerpo al plano sera
X+ dx , de modo que si el elemento df se considera constante, se tendra:

2 Mddx = +Pdt*, (20)

segin que la fuerza P tienda a alejar o a acercar el cuerpo al plano. Para Euler
“@sta es la unica férmula que encierra todos los principios de la Mecéanica”. A
continuacion afirma que para comprender mejor la importancia de esta formula es
preciso explicar a qué unidades se refieren las diversas cantidades M, P, x y ¢ que
entran en ella.

A ello se dedica. Primero sefiala que M representa tanto la masa del cuerpo
como el peso que tendria en la superficie de la Tierra, de manera que para el ma-
tematico suizo, al estar también reducida la fuerza P a la de un peso, las letras My
P “contienen cantidades homogéneas™.

9 Se utiliza la edicion de “Decouverte d’un nouveau principe de mécanique” (1750) recopila-
da, junto con otros articulos, con el titulo general de Commentationes Mechanicaei, en la Opera
Omnia, “Series Secunda. Opera Mechanica et Astronomica. Volumen Tertium, Volumen V>, pp.
81-108. Teubner, Berna.

10 Como es costumbre en Euler, en estos articulos también numera sucesivamente los parrafos
tematicos.
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A continuacién supone que la velocidad con que el cuerpo se aleja del pla-

dx

no, j’ es igual a la que un grave adquiriria al caer desde la altural!! v, por lo que
t

debe tomarse

dx’
? =V, (2 1)
donde el elemento de tiempo sera
d
dt =45 22)

expresion a partir de la cual se obtiene la relacion entre el tiempo ¢ y el espacio x.

Pero la formula (20) no determina totalmente el movimiento del cuerpo, pues-
to que solo lo hace con respecto a un plano fijo. Precisa Euler, por tanto, que para
hallar la “situacidon verdadera del cuerpo en cada instante”, habra que referirse al
mismo tiempo a tres planos fijos perpendiculares entre si. Denotando ahora por y
y z la distancia desde los otros planos, y descomponiendo todas las fuerzas que
actiian sobre el cuerpo a lo largo de las direcciones perpendiculares a los tres pla-
nos, pueden representarse dichas fuerzas perpendiculares a los planos, respecti-
vamente, mediante P, O y R. En suma, suponiendo que las fuerzas alejan al cuer-
po de los planos, “el movimiento del cuerpo estard contenido en las tres formulas
siguientes”:

2 Mddx = Pdt’ (23.a)
2Mddy = Qdt’ (23.b)
2Mddz = Rdt’ (23.¢)

En notacién actual, si F' es la fuerza que acta sobre el cuerpo de masa M, se
tiene entonces [15]:

11" No se debe confundir esta variable, v, con la velocidad [celeritas], c. Recordemos, de nuevo,
que en 1736 Euler concibio6 (§201) ya esta variable (§201) proporcional a ¢?, medible (§222) en pies
renanos.
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M 7 =F (24.a)
a’zy

M o — Fy (24.b)
d*z

Asi, por primera vez en la Historia, la ley fundamental de la Dindmica (la pri-
mera ley relacional -en sentido propio- de la Fisica), no solo se expresa mediante
una ecuacion -igualdad entre medidas- (y no simplemente como relacion de pro-
porcionalidad entre cantidades), sino que se descompone, como debe ser dada la
naturaleza vectorial de las magnitudes relacionadas, segun las tres direcciones del
espacio puntual euclideo tridimensional de la Fisica clasica!2.

4. Consideraciones finales

Como ha podido observarse, aunque Euler ha dado pasos importantisimos, toda-
via falta mucho para completar el panorama de la aportacion del siglo XVIII hacia
una formulacién matemadtica completa de la Mecanica newtoniana. Ciertamente,
otros autores se ocuparan, también dentro de este &mbito de la Mecdanica, del sen-
tido de los constructos matematicos que integran las formulas de su ciencia.

Por ejemplo, d’Alembert [16], ya en 1743 afirmaba que “no podemos compa-
rar entre si dos cosas de diferente naturaleza tales como espacio y tiempo, pero si
podemos comparar la razén de las partes del tiempo con las partes del espacio
recorrido”. Pero, como el tema seguia sin clarificarse completamente, retomaba
estas cuestiones en 1758 insistiendo -y para ello tenia que recurrir a expresiones
ya clasicas entonces- en que no definia una velocidad uniforme como una distan-
cia dividida por un tiempo (porque no podia existir una razon entre dos magnitu-
des heterogéneas), sino que lo correcto era decir que las velocidades uniformes
son directamente proporcionales a las distancias e inversamente proporcionales a
los tiempos!3.

12 Este tipo de cuestiones vuelven a surgir con la matematizacion de otros dmbitos fisicos, so-
bre todo durante el siglo XIX, referido inicialmente al Electromagnetismo, pero con pretension de
generalidad.

13 Puede recordarse, en esta linea, lo que varias décadas después se verd obligado a seguir pre-
cisando, por ejemplo, Lamé [17]: “Espacio, tiempo y velocidad son magnitudes de tipos diferentes
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El propio Euler dedicara varios capitulos de su Teoria del movimiento de los
cuerpos solidos rigidos (1760) a estudiar estas cuestiones. Y en este mismo senti-
do de clarificacién comenzara Lagrange su Mecdnica Analitica de 1788, aquella
en la que, por fin, ya no eran necesarias las figuras para expresar matematicamen-
te la Mecanica [18]'*: “Tomando una fuerza cualquiera o su efecto como unidad,

la expresion de otra fuerza ya no es mas que una razdén, una cantidad matematica
que puede representarse mediante nimeros o lineas. Bajo este aspecto es bajo el
cual consideramos las fuerzas en Mecanica”.

El final del siglo XVIII (de culminacién de una Mecanica newtoniana todavia
objeto de estudio para los matematicos, no para los fisicos) dara paso a una nueva
centuria en la que los ya propiamente fisicos emprenderan la matematizacién ri-
gurosa de otros dos dmbitos que habian continuado en el nivel de lo cualitativo:
Termologia primero, Electricidad y Magnetismo después.

Pero todos y cada uno de estos temas merecen que les dediquemos estudios
monograficos detallados. En breve los iremos presentando.
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Abstract

Can ”a priori” the value of n be determined such that the sum
of the first n prime numbers divides its product? J. Barinaga asked
this question in the pages of L’Intermédiaire des mathématiques in
1913 [1] and was repeated, slightly different, by Dickson in this His-
tory of the Theory of Numbers (1952)[3]. While considering it here,
we evoke Barinaga’s personality, we calculate the first 76000000 terms
of the sequence, counting the number of terms of the sequence that
verify Barinaga’s condition, those that verify the condition in the way
Dickson wrote it, and the number of terms of the sequence that are
primes. Different tables are given and some asymptotical properties
are suggested.

Introduccion

., Puede determinarse a prior: el valor de n de modo que la suma de los n
primeros ntmeros primos divida a su producto? J. Barinaga dejo formulada
esta pregunta en las paginas de L’Intermédiaire des mathématiques en 1913
[1] v, con un matiz diferente, la repitié Dickson en su History of the Theory
of Numbers (1952)[3]. Al retomarla ahora, evocaremos la figura de Barinaga
y, siguiendo la filosofia de L’Intermédiaire, plantearemos al lector de este
boletin algunos problemas que hemos visto surgir.
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1. Breve apunte biografico de José Barinaga

José Barinaga Mata (1890-1965) fue uno de los matematicos més ca-
paces de su generacién. Sin embargo, circunstancias que desconocemos y los
avatares de la guerra civil acabaron por ensombrecer una carrera que pudo
ser mas brillante.

Barinaga nacié en Valladolid el 2 de mayo de 1890 pero pronto se trasladé a
Salamanca, donde su padre habia sido destinado como fiscal de la Audien-
cia. En el Instituto de Salamanca realizé —dice su biégrafo N. Cuesta '— el
bachillerato “sin pena ni gloria” entre 1900 y 1906. Sabemos, por la Revista
de la Sociedad Matemdtica FEspanola con la que colabord activamente, que
en 1911 era alumno de la Facultad de Ciencias de la Universidad Central,
pero su licenciatura se retrasé hasta el 22 de junio de 1926, cuando ya con-
taba treinta y seis anos de edad. A partir de aqui inicia una rapida carrera
universitaria: Profesor Auxiliar de Analisis Matematico en la Universidad
Central en 1927, doctor en 1929, catedratico de Analisis Matematico de la
Universidad de Barcelona en 1930 y catedratico de la misma disciplina de la
Universidad Central en 1931. Son anos de gran actividad, en los que Barinaga
compagina una fecunda labor de investigacién con la direccién del Labora-
torio y Seminario Matematico y de la Sociedad Matematica Espanola, que
se verian truncados por la guerra civil. Al terminar la contienda fue separa-
do de la universidad hasta 1946; la rehabilitacién daria paso a una segunda
etapa universitaria de catorce anos que se desarrollé en el “tono menor del
vencido” [2, p. 82].

Polifacético, también en matematicas, Barinaga se interesé por el alge-
bra, la geometria, los fundamentos y desde su época escolar por la teoria de
numeros.

2. Descripciéon de la pregunta

A la teoria de niimeros y a su época de estudiante corresponde la cuestion
que ahora comentamos. Se trata de una nota publicada en L’Intermédiaire
des mathématiques en 1913 (pp. 218-219)[1]:

En désignant par p; le terme de rang i dans la série

1, 2,3, 5,7, 11, ...

des nombres premiers, la valeur de n peut-elle étre déterminée a priort de
facon que [, pi soit divisible par > . | p;?

!Para mayor informacién véase la emotiva y nostélgica necrolégica [2].
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Je trouve pour les premiéres valeurs de n

3 7 9

>0 1 pi = P2 X p3; Doi1Pi =DPp2 X P3 X Ps; i1 Di = P2 X P3 X pr,
11 12 16

D> oit1Di =DP2 X Dpa X pr; > .21 DPi = Ps5 X D10; D> 21 Di = P5 X Die,
22 27 28

> 21 Pi = Pio X pi2; DoiliDi = D2 X Ps X P24; D109 Pi = P4 X Pe X Plo-

Or, je désire connaitre si, en continuant les calculs, on peut trouver quelque
relation remarquable et générale de méme nature? J. BARINAGA (Madrid).
2

Cuesta da en su necrolégica una lista de 61 publicaciones de Barinaga,
pero no se hace eco de esta nota ° que sin embargo, no pasa inadvertida
para Dickson, quien en su clasica History of the Theory of Numbers [3], en
la pagina 438 del volumen I incluye la siguiente resena:

J. Barinaga expressed the sum of the first n primes as a product of
distinct primes forn =3, 7, 9, 11, 12, 16, 22, 27, 28, and asked if there
is a general law. *

Como podemos observar, la pregunta de Dickson no es la misma que la
de Barinaga. Por ello, denominaremos numeros de Barinaga a los términos
de la sucesion

n
s1=1,50=1+2s3=14+2+3,...,8,=> pj,...,
=1

?Designando por p; el término de lugar ¢ en la sucesién 1, 2, 3, é, 7, 11, ... de los
nﬁmﬁros primos, ;se puede determinar a priori el valor de n para que ~ |_, p; sea divisible
por I, p?

He encontrado para los primeros valores de n,

P 3 P 7 p 9

i—1 Pi = P2 X P3; i—1Pi = P2 X p3 X Ps5; i—1Pi = P2 X p3 X pr,
P . . P 5 o X P 16 o

i=1Pi = P2 X pa X pP7; i—1Pi = P5 X P10; i—1 Pi = D5 X Die,
P 22 P 27 P 28

i=1 Pi = P10 X P12; i=1Pi = P2 X P5 X P24; i=1Pi = P4 X Pe X pP1o-

Asi pues, desearia saber si continuando los célculos, se puede encontrar alguna relacién
notable y general del mismo tipo.

3Entre las publicaciones citadas por Cuesta, no figuran las numerosas preguntas que
aparecen en L’Intermédiaire des mathématiques firmadas con su nombre o con el seudéni-
mo L. Nowetcheski.

4J. Barinaga expresé la suma de los n primeros primos como producto de primos
distintos paran = 3, 7, 9, 11, 12, 16, 22, 27, 28, y pregunté si hay una regla general.
Dickson [3] recoge también otras cuestiones propuestas por Barinaga en las paginas 203,
336 y 428.
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(obtenida al sumar los n primeros nimeros primos, incluido el 1), que divi-
den a su producto [[" | p; . Y numeros de Barinaga-Dickson a los términos
de {s,} que no tienen ningun divisor cuadrado. La diferencia entre estos con-
ceptos se hara mas palpable en la Tabla 1 donde hemos recogido los primeros
términos de la sucesion {s,} que son nimeros de Barinaga, nimeros primos
y numeros de Barinaga-Dickson respectivamente.

3. Propiedades asintoéticas

En las primeras columnas de la Tabla 2 hemos anotado el nimero B(n)
de nimeros de Barinaga, el nimero P(n) de primos y el niimeros BD(n) de
numeros de Barinaga-Dickson que hay entre los n primeros términos de la
sucesion {s,}. A la vista de los resultados obtenidos en las restantes colum-
nas, nos gustaria hacer a los lectores de La Gaceta las siguientes preguntas:

1. Una de las primeras cuestiones que cabe plantearse es comparar la
cantidad P(n), de nimeros primos que hay entre los n primeros térmi-
nos de la sucesién {s,}, con la cantidad de nimeros primos que hay
entre los n primeros niimeros naturales. Para estos tiltimos se cumple,
como es bien sabido, las relaciones:

lim —~ =0, lim
r—0o0 I T— 00

7(x) 7 (x)
= = ey 1 ,
log x
donde 7(x) es el nimero de primos menores que un numero real posi-

tivo x.

También en la sucesiéon {s,} los nimeros primos son cada vez mas
escasos, pero la tabla sugiere la siguiente hipdtesis:

P(n) 1
— =

Ilim )
2

n—oo

logn

B
2. ;Existe lim (n)
n—oo n
sultados reflejados en la columna 5 de la Tabla 2 parecen indicar que

dicho limite pudiera ser algiin niimero en torno a 0,216. ..

7 y, en caso afirmativo, jes distinto de 07 Los re-

3. La probabilidad de que un niimero natural no tenga factores cuadrados
5 es %; la columna 7 de la Tabla 2 nos sugiere un resultado similar:
BD(n)

Iim ’g =1.
n—oo —_—
7-‘—2

SVéase, por ejemplo, [4, teorema 333].
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n Pn sn, es de Barinaga Sp, €es primo sy, es de Barinaga-Dickson
1 1 1 1 1

2 2 3 3

3 3 6=2-3 6=2-3

4 5 11 11

6 11 29 29

7 13 42 =2-3-7 42 =2-3-7

8 17 59 59

9 19 78 =2-3-13 78 =2-3-13
10 23 101 101
11 29 130 =2-5-13 130 =2-5-13
12 31 161 =7-23 161 =723
14 41 239 239
15 43 282 = 2.3 .47
16 47 329 =747 329 =747
17 53 382 =2-191
19 61 502 = 2 - 251
20 67 569 569
22 73 713 = 23 - 31 713 = 23 - 31
26 97 1061 1061
27 101 1162 =2 -7-83 1162 =2 -7-83
28 103 1265 =5-11-23 1265 =5-11-23
30 109 1481 1481
31 113 1594 = 2. 797
32 127 1721 1721
38 157 2585 =511 -47 2585 =511 -47
40 167 2915 =5-11-53 2915 =5-11-53
44 191 3639 = 3 - 1213
46 197 4029 =3 -17-79 4029 =3-17-79
48 211 4439 = 23 - 193 4439 = 23 - 193
50 227 4889 4889
51 229 5118 = 2-3.853
52 233 5351 5351
53 239 5590 = 2-5.13-43 5590 = 2-5.13-43
55 251 6082 = 2 - 3041
56 257 6339 = 3 - 2113
57 263 6602 = 2 - 3301
58 269 6871 6871
59 271 7142 = 2 - 3571
60 277 7419 = 3 - 2473
64 307 8583 = 3 - 2861
65 311 8894 = 2 . 4447
74 367 11967 = 3 - 3989
76 379 12719 =7-23-79 12719 =7-23-79
77 383 13102 = 2 - 6551
80 401 14289 = 3 - 11 - 433
81 409 14698 = 2 - 7349
82 419 15117 = 3 - 5039
83 421 15538 = 2 - 17 - 457
84 431 15969 = 3 - 5323
85 433 16402 = 2 .59 - 139 16402 = 259 - 139
86 439 16841 = 11 - 1531
88 449 17733 = 323 . 257 17733 = 323 . 257
89 457 18190 =2-5.17 - 107 18190 =2-5.17 - 107
90 461 18651 = 3 - 6217
91 463 19114 =2 .19 - 503
92 467 19581 = 361 - 107 19581 = 3. 61 - 107
95 491 21038 = 2 - 67 - 157 21038 = 2 - 67 - 157
98 509 22549 22549
99 521 23070 =2-3-5-769

Cuadro 1: Términos de {s,} que son numeros de

Barinaga-Dickson.
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n B(TL) P(n) BD(TL) Bgln) P(n)nlogn BDé:LL)ﬂ”2
1000000 218735 36091 607044 | 0.218735 0.498616 | 0.998547
10000000 2174168 310609 6079884 | 0.217417 0.500643 1.000101
20000000 4337554 594959 12161222 | 0.216878 0.500100 1.000220
30000000 6497916 870702 18240659 | 0.216597 0.499687 1.000156
40000000 8658862 1140372 24318590 | 0.216472 0.499038 1.000062
50000000 10815577 1407280 | 30397367 | 0.216312 0.498952 1.000033
60000000 12971469 1671928 | 36478667 | 0.216191 0.499066 1.000083
70000000 15125464 | 1934628 | 42557919 | 0.216078 0.499245 1.000071
71000000 15340635 1960580 | 43165739 | 0.216065 0.499208 | 1.000068
72000000 15555842 1986330 | 43772999 | 0.216053 0.499125 1.000051
73000000 15771395 | 2012402 | 44381651 | 0.216047 0.499130 | 1.000067
74000000 15987154 | 2038154 | 44989575 | 0.216043 0.499061 1.000066
75000000 16202713 | 2064065 | 45597174 | 0.216036 0.499036 | 1.000058
76000000 16418480 | 2089800 | 46205465 | 0.216033 0.498974 | 1.000065

Cuadro 2: B(n), P(n), BD(n), para valores de n menores que 76000001.

Por ello, formulamos la siguiente pregunta: ;jla densidad de ntimeros sin
factores cuadrados es la misma en la sucesién {s,} que en la sucesién
de los ntimeros naturales?

4. Si no consideramos el 1 como un niimero primo, esto es, si estudiamos
la sucesion:
2,243,24+3+5,...,

los cocientes obtenidos (véase la Tabla 3) son similares a los anterio-
res. Esto nos lleva a generalizar la definicién de la sucesién {s,} del
siguiente modo:

S§1 = a, S2 = 851 _'_pkta 83 = 82 +pk—|—17 <y Sp = Sn—1 +pki—|—n—27 cee

donde a es un numero natural cualquiera y pg es el menor primo mayor
que a (en este caso diremos que un término s,, es un nimero de Barina-
ga si no tiene factores cuadrados y todos sus factores son menores que
Pkan—1). Los correspondientes niimeros se denotan por B, (n), Pg(n)
y BDy(n).

Hemos probado con diferentes valores de a y en todos ellos hemos
obtenido resultados similares para las cuestiones planteadas (en la
Tabla 4 recogemos los valores obtenidos para a = 267). En vista de
ello, ;puede afirmarse que las propiedades 1, 2 y 3 son independientes
del valor inicial a utilizado en la definicién de {s,} ?
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Ba(n Po(n)logn BDgy (n)w?
n Ba(n) Pa(n) | BD2(n) 2{n) 2(n)log 2{(n)

1000000 218721 36303 607612 0.218721 0.501544 0.999482
10000000 2174082 310757 6080087 0.217408 0.500881 1.000134
20000000 4335996 594852 12160780 0.216800 0.500010 1.000184
30000000 6495758 870375 18240328 0.216525 0.499500 1.000138
40000000 8651987 1141479 24318677 0.216300 0.499522 1.000066
50000000 10810273 1408137 30398927 0.216205 0.499256 1.000085
60000000 12964863 1671840 36480445 0.216081 0.499040 1.000132
70000000 15117707 1933771 42558640 0.215967 0.499024 1.000088
71000000 15332968 1959748 43165837 0.215957 0.498996 1.000070

Cuadro 3: Ba(n), Pa(n), BDa(n), para valores de n menores que 71000001.

n Bae7(n) | Pa2s7(n) | BDas7(n) B%:L(n) sz(z) bt BD26J¢En)W2
1000000 218993 36645 607993 0.218993 0.506269 1.000108
10000000 2173887 310575 6079265 0.217389 0.500588 0.999999
20000000 4338664 593809 12158649 0.216933 0.499133 1.000009
30000000 6498808 868773 18238252 0.216627 0.498580 1.000024
40000000 8654359 1138779 24316264 0.216359 0.498341 0.999966
50000000 10811235 1404865 30393591 0.216225 0.498096 0.999909
60000000 12967639 1668741 36471472 0.216127 0.498115 0.999886

Cuadro 4: Baggr(n), Pagr(n), BDog7(n), para valores de n menores que
60000001.
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Abstract

This paper is an abstract of the main aspects developed in a reseach work
(doctor’s courses) about the computer science introduction in the class-
room of mathematics.

Introduccion

La experiencia didactica que se va a presentar en este trabajo de investigacion
es el estudio de un caso concreto. En educacion el estudio de casos es considerado
como una estrategia metodologica de investigacion, como una metodologia apro-
piada para la formacion o como instrumento en el diagndstico y la orientacion. El
objeto de esta técnica, no es comprobar la eficacia de una teoria, es ensefiar a ana-
lizar situaciones concretas y aportar vias de solucién a los problemas, teniendo
como soporte la experiencia personal, los conocimientos cientificos necesarios, la
comprension de la situacion que describe el caso y un cierto sentido comin que
aporte operatividad a las conclusiones.

Como en toda investigacion educativa se planifica, se recogen datos, se analiza e
interpreta la informacién y se elabora el informe, con la peculiaridad de que el
proposito de la investigacion es el estudio intensivo y profundo del caso. En con-
creto, en este trabajo de investigacion se pretenden mostrar los resultados de una
experiencia Didactica en Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales I y II de
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Bachillerato. El objetivo principal es valorar la motivacion del ordenador y pro-
gramas informaticos como recurso de ayuda didactica, en relacion con la ensefian-
za clasica de la leccion magistral, contrastando asi la validez de un software de-
terminado referido a una mejor comprension del bloque de temas explicados en la
experiencia, en particular de Estadistica y Probabilidad. Se mostraran analisis
adicionales e interpretacion de los datos obtenidos, finalizando con la elaboracion
de un informe.

Para la realizacidn de la citada experiencia se han elegido cuatro grupos: dos de 1°
de Bachillerato de Ciencias Sociales constituidos por 21 y 23 alumnos, y otros dos
de 2° Bachillerato de Ciencias Sociales de 18 y 20 alumnos, cada uno de ellos
bajo la responsabilidad de un profesor de matematicas.

Después de haber elegido el software con el que se iban a realizar las practicas
(Hoja de Calculo Excel), se han realizado los oportunos estudios y variaciones
para adaptarlos a los niveles educativos mencionados. Se ha llegado al acuerdo de
que cada profesor explique en su grupo Estadistica y Probabilidad con los mismos
contenidos tedricos, nomenclatura y ejemplos. Por la naturaleza de los temas a
impartir y por la tendencia de dejar para final de curso los temas de esta experien-
cia didactica, se ha decidido realizar este proyecto a comienzo de curso.

El aula informatica del instituto cuenta con 30 puestos individuales, por lo que no
hubo problemas de puesto por alumno. Esto hace pensar a priori que lo aprendido
por cada alumno no es gracias a la ayuda del compafiero que se siente en un mis-
mo puesto informatico.

Se ha elegido al azar un grupo de alumno por cada curso, denominado grupo de
control, que recibird la ensefiaza de tipo tradicional; a los otros dos cursos de ni-
veles diferentes se les denominan grupo experimental, que recibe la ensefianza a
través de herramientas informaéticas y pizarra blanca. Estos ultimos grupos me
encargo personalmente de llevar a cabo la experiencia didéctica, en los otros dos
grupos de control lleva a cabo la experiencia didactica un compatfiero, al cual doy
sinceramente las gracias.

Es importante destacar que pese a la falta de interés por parte de los alumnos en
las aplicaciones informaticas relacionadas con la ensefianza, la experiencia de
comenzar el curso de matemadticas en el aula de informatica fue acogida muy fa-
vorablemente por los grupos experimentales, incluso con entusiasmo, seguramen-
te por la novedad.
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Los datos que se recopilan inicialmente son:

1. Nota media de todas las asignaturas del curso académico anterior. Se de-
nota por nota previa.

2. Un test de inteligencia. Dicho test mide la capacidad de abstraccion, la
comprension de relaciones y la capacidad de acomodacion conceptual. A la
variable se la ha definido 7est de inteligencia. Se incluyd para tener una
observacion comparativa de los alumnos de dichos cursos con el resto de la
poblacién de la misma edad, y resulta ser una observacion adicional de ca-
da alumno que no quedaba reflejada en las otras variables de estudio.

3. Un examen de conocimientos previos sobre Estadistica y Probabilidad
hasta el curso en el que se encuentran.

4. Un test de Actitud ante la informatica que fue rellenado por los alumnos
del grupo experimental de cada curso, y cuyos resultados se agruparon en
la variables: “Se ha tenido contacto con la informatica”; “El ordenador
facilita el aprendizaje”; “El ordenador es ameno, entretiene”; “El alumno
siente interés por curiosidad por las aplicaciones informaticas”; “Se estd
en desacuerdo con la informatica didéctica”.

Existid al final de la experiencia (coincidiendo con la evaluacion) una prueba final
comun en cada grupo referido a los temas desarrollados, que se denominara Cali-
ficacion final. Comentado esto en clase, los alumnos se quejaron de tener una sola
oportunidad para aprobar u obtener mejor calificacidon en la evaluacidn. Se llegd a
un acuerdo de realizar un control adicional a mediados del trimestre y hacer una
media aritmética con ambas calificaciones.

Analisis estadistico de los datos.

Antes de comenzar con el desarrollo y la exhaustiva de los datos obtenidos se
tiene que comentar que las primeras sesiones hubo respuesta del alumnado en
cuanto al trabajo personal, que fue decayendo porque ellos consideraba que no era
suficiente para alcanzar los objetivos del curso. No hemos de olvidar que este
decaimiento aumenta segun se avanza el curso académico. La explicacion era que
el programa informatico era demasiado rigido, por lo que era dificil la adaptacién
a la diversidad, y trajo como consecuencia que algunos alumnos podian ayudarse
del software mientras que a otros les resultaba imposible; estos tltimos alumnos
echaban en falta el apoyo de un profesor en muchos momentos (sobre todo en
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casa) que resuelve cuantas dudas les surgen. Muchos alumnos ocuparon gran par-
te de su tiempo del aula de informatica copiando en su cuaderno la informacién
teorica del programa y comprobando que salian determinados resultados, despre-
ocupandose en particular del concepto estadistico; les resultaba dificil asimilar los
conceptos siguiendo la lectura de la pantalla, sin un profesor que interpretase in
situ lo observado. En resumen, las dificultades surgidas se derivan basicamente
bien de la falta de autosuficiencia del alumnado para estudiar solos con ayuda del
ordenador, bien de la angustia que les crea el temor a un suspenso en cursos de
bachillerato, dificilmente recuperable en su opinion.

En cuanto a la ficha técnica hay que indicar que el nimero de estudiantes conside-
rados fue de 82, donde 44 eran de 1° de Bachillerato y otros 38 de 2° curso de
Bachillerato, ambos cursos de la especialidad de Humanidades y Ciencias Socia-
les. Dadas las diferencias significativas entre los cursos, y partes de software em-
pleado, los andlisis realizados y presentados a continuacién se subdividen en dife-
rentes apartados. Primero se analiza las observaciones previas a la realizacion de
la experiencia, después comparamos las calificaciones finales y, por ultimo, las opi-
niones del grupo experimental sobre el software empleado. Los andlisis estadisticos
habituales sobre este tipo de experimentos incluyen una metodologia de analisis de
la varianza para estudiar los diferentes métodos de ensefianza, pero en este caso
hemos preferido realizar, simplemente, un examen de los datos, aunque cuando el
tamafio de la muestra lo permite hemos afiadido algin otro. Se puede argumentar
que es necesario un analisis mas formal, pero en este caso no parece técnicamente
correcto, ya que con muestras tan pequefias es de dudosa la validez de la hipdtesis
de que dicha muestra proviene de una poblacioén con distribucion normal.
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Analisis de los datos iniciales.

Primero se analiza los resultados de las tres primeras variables (nota previa, test
de inteligencia y conocimientos previos). El resumen de dichos datos se presenta
en la Tabla 1. En las dos primeras columnas se describen el grupo y la variable,
respectivamente; en las dos columnas siguientes se presentan un valor alrededor
del cual se concentran los datos y el grado de concentracion de los mismos, res-
pectivamente; y en las dos tltimas columnas se presentan los datos de asimetria y
curtosis para dar una idea de la forma en que éstos se distribuyen.

Para que los alumnos de los grupos de control y experimental sean representativos
de la misma poblacion, se utiliza los datos de la citada tabla, asi como los graficos
box-plot mostrados en la Figuras 1, 2 y 3. En la Figura 1 no se observa diferencias
significativas excepto las notas medias de tres alumnos de 2° de Bachillerato que
destacan sobre la de sus compafieros. También una ligera dispersion del segundo
grupo frente a la de los otros tres. Notese que las notas medias pueden ser por
debajo de 5 debido a que en secundaria pueden obtener el titulo hasta con dos
areas calificadas negativamente y en segundo de bachillerato existen alumnos con
una y dos asignaturas suspensas del curso anterior (el titulo de E.S.O. se puede
obtener hasta con dos asignaturas calificadas negativamente). Los graficos refe-
rentes a los test de inteligencia destacan por la homogeneidad de los datos en los
cuatro grupos.

En cuanto a los conocimientos previos, la Figura 3 muestra una evaluacion muy
negativa en el grupo de 1°B-GC, contrastando con la del grupo de 1°B-GE. Los
grupos de 2° de Bachillerato muestran una gran dispersidén, donde mas del 75% de
los estudiantes han sido valorados con un 4 0 mas en sus conocimientos previos.
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Grupo . n | Media | Mediana | Desviac. | Rango | Asimetria. | Curtosis
Variable a , ,

tipica estandar | estandar

1(}]?:' Notaprevia [21] 6,162 | 6200 | 0,941 | 2,9 | 0402 | -1,023

IG]%' Notaprevia |23 5,909 | 5,800 | 1260 | 4 0.087 | -1,062

2G](3:‘ Notaprevia |18 6,194 | 5,750 | 0912 | 38 | 1,753 | 4335

2G]]33' Notaprevia |20 6,345 | 6,150 | 0,035 | 3,7 | 1291 | 2,005

I"B- | Testdeinteli- |, 144084 38120 | 7402 |19.63| 0119 | -1,847

GC gencia

I"B- | Testdeinteli- 13141 ¢19| 42580 | 7377 | 21 | -0208 | -1.639

GE gencia

2°B- | Testdeinteli- 1 o145 0001 40,120 | 8364 |24.55| 0330 | -1.425

GC gencia

2°B- | Testdeinteli- |, 40,370 | 39,280 | 7,163 | 18.87 | 0,056 | -1,867

GE gencia

I"B- | Conocimientos | 51| 3357 | 3365 | 1710 | 628 | 0256 | -0.443

GC previos

I"B- | Conocimientos | 3| 7939 | e3> | 0878 | 2,75 | -0,192 | -0.507

GE previos

2"B- | Conocimientos | ol 766 | 5753 | 1542 | 500 | -0.192 | -0,035

GC previos

2°B- | Conocimientos |, | 3915 | 5878 | 1536 | 7.09 | -0,196 | 0,805

GE previos

Tabla 1. Datos Estadisticos.
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81

60

50

40

30

20

117

19

B1GCTEST B1GETEST B2GCTEST B2GETEST

19

19

19

Figura 2. Test de Inteligencia.
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Figura 3. Conocimientos Previos.

Se dijo anteriormente que, en general, no se puede verificar la hipotesis de que las
muestras provienen de poblaciones normales, puesto que el niimero de alumnos
por grupo es muy reducido, pero si se ha realizado graficos que representan la
distribucién de valores y la distribucion normal que mejor se aproxima para las
tres variables. Destaquemos de las tres variables el grafico de la Figura 4 propio
de mixtura de dos poblaciones normales con medias diferentes.
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Figura 4. Histograma asociado a Test de Inteligencia
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Otra de las variables estudiadas es sobre la opinidn que tenian los alumnos del
grupo experimental sobre cuestiones referentes a la informéatica. Para dicho estu-
dio se consideraron 12 preguntas con cuatro posibles respuestas, “Muy poco de
acuerdo”, “Un poco de acuerdo”, “Bastante de acuerdo” y “Muy acuerdo”, y que
se agruparon en seis categorias. Las caracteristicas observadas fueron:

1. Tipo A. El alumno ha tenido contacto con la informadtica. (2 preguntas).
Tipo B El alumno considera que el ordenador facilita el aprendizaje.
(2 preguntas).

3. Tipo C. El alumno considera el uso del ordenador ameno y entretenido.
(2 preguntas).

4. Tipo D. El alumno siente interés ante la informatica. (2 preguntas).

Tipo E. El alumno siente curiosidad por las aplicaciones informaticas.

(2 preguntas).

6. Tipo F. El alumno estd en desacuerdo con el uso del ordenador en aspec-
tos didacticos. (2 preguntas).

hd

Las principales caracteristicas se resumen en la Tabla 2, que contiene las mismas
columnas que en la tabla precedente.

Categoria | Media | Mediana | Desviacion tipica | Asimetria | Curtosis
Tipo A 2,16 2,36 0,58 0,21 -1.17
Tipo B 2,22 2,27 0,61 -1,09 -0,77
Tipo C 1,88 1,69 0,7 2,42 0,51
Tipo D 1,89 1,75 0,56 2,95 1,87
Tipo E 2,21 2,24 0,51 0,17 -0,77
Tipo F 1,82 1,79 0,34 1,32 1,15

Tabla 2. Datos Estadisticos sobre la actitud ante la informatica.
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Se ha incluido también el grafico box-plot de las citadas variables considerando,
incluso, las opiniones de los estudiantes de los grupos experimentales. (Figura 5).

4,0

3,5 Gs

3,0

2,5

2,0

1,5

1,0 D|5

N= 83 83 83 83 83 83
A B Cc D E F

Figura 5 . Box-Plot sobre la actitud ante la informatica.

Merece la pena destacar que no existe semejanza entre los seis tipos considerados,
ya que ninguna distribucién tiene sus parametros similares a los de otra.

En cuanto al contacto que los estudiantes habian tenido con la informética existia
una bipolarizacion entre el 55%, aproximadamente, que afirmaban que no habian
tenido contacto y el 45%, aproximadamente, que afirmaban estar bastante de
acuerdo con haber tenido contacto con la informatica.

Referente a su opinion sobre si la informatica facilita el aprendizaje, se observa
que la dispersion de los datos es alta respecto de los valores centrales; un 57%
para el menor y un 43 % para el mayor, pero la diferencia con respecto a la cate-
goria A es la existencia de algunos estudiantes que piensan rotundamente que la
informatica no facilita su aprendizaje.
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Respecto al interés por parte de los estudiantes en temas informaticos se obtiene
una vez mas una distribucidon de valores simétrica; es la mas parecida a una distri-
bucidn normal, repartiéndose el 50% las opiniones positivas y negativas.

En cuanto a la caracteristica D, la opinidon mayoritaria es que existe interés ante
las aplicaciones informadticas: el 60% en torno a valores de “muy poco de acuer-
do” y un 37% en torno a valores relacionados con “un poco de acuerdo”. Desta-
can unas posturas muy radicales, por las que algunos estudiantes consideraban el
uso del ordenador muy interesante.

Respecto a la curiosidad que sentian ante aplicaciones informaticas es la variable
con la que se tiene mas adicto, pero teniendo en cuenta que son programas con
utilidades en otras areas o educativos no relacionados directamente con los objeti-
vos de las mismas.

Por ultimo, la caracteristica de que el alumno estaba en desacuerdo con el uso del
ordenador en aspectos didacticos, tenia la vertiente de saber su opinidn sobre este
tema y, ademds, comprobar si el test habia sido contestado coherentemente. No se
ha detectado ninguna discrepancia severa en las contestaciones, y comprobamos
que la distribucién de las respuestas era aproximadamente simétrica. Se ha con-
firmado que las personas que sentian curiosidad ante aplicaciones informaticas
estaban de acuerdo, con reparos, en la utilizacidon didactica de este tipo de herra-
mientas, mientras que los alumnos que no tenian esta curiosidad estaban de des-
acuerdo con los fines del software especializado.

Analisis de las calificaciones finales.

El siguiente andlisis es referente a la ultima variable “Calificacion final” recopila-
da para todos los estudiantes y con la que se pretendia comparar los dos métodos
de ensefianza.

El estudio se realiza sobre las calificaciones de dos exdmenes en comun en cada
curso. Los examenes de cada curso fueron elaborados por los profesores que im-
partiamos el area y revisado por el resto de profesores del departamento para evi-
tar posibles errores, preguntas confusas, evitar en alguna medida la influencia
subjetiva del profesor del curso o posibles preguntas con retorica.
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En primer lugar, se considera las medias de las dos calificaciones de todos los
alumnos de ambos cursos. Se muestran en la Figuras 6 el histograma y la curva de
proximidad a una distribucién normal, cuya distribucion tiene media 4,82 y des-
viacion tipica 2,534, y en la Figura 7 el box-plot asociado a la citada variable.
Noétese que la nota media de la asignatura Matematicas Aplicadas a las Ciencias
Sociales en la prueba de Selectividad celebrada en junio de 2003 en la C.A.M. fue
de 3,7; segun el coordinador de la asignatura para la citada prueba el Prof. Dr.
Miguel Angel Gémez Villegas.

30

Desv. tip. =2,55
Media = 4,57

N =83,00 0
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N= 83
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Figura 6 . Histograma y curva ajustada Figura 7 . Box-plot asociado a las notas finales.

La distribucion de las calificaciones es asimétrica y no se ajusta mal a una distri-
bucién normal, pero al ser exdmenes diferentes, se puede concluir que el conjunto
de todas las calificaciones parecen comportarse normalmente y con calificaciones
concentradas en valores centrales.

Se realiza a continuacion un andlisis comparativo entre las medias de las dos cali-
ficaciones de cada curso, cuyas principales caracteristicas estadisticas se resumen
en la Tabla 3.

Curso N | Media | Mediana | Desviacion tipica | Asimetria | Curtosis
1°B 44 | 4,31 4,09 1,892 0,044 -0,404
2°B 38 5,09 5,17 1,984 -0,234 -0,484

Tabla 3. Datos Estadisticos sobre la nota final.
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Como puede apreciarse no existen analogias entre los cursos, pero tampoco exis-
ten diferencias exageradas entre ellos. Si se realizan analisis de la varianza, consi-
derando como tratamientos los cuatro cursos, también se comprueban diferencias
estadisticas entre ellos, aunque como ya se ha comentado no se puede asegurar
que se cumplan las hipdtesis que se deben verificar para utilizar esta técnica co-
rrectamente.

Si se considera las medias de las calificaciones de los grupos de control y experi-
mental se obtiene la Tabla 4. También se ha realizado un analisis de la varianza
teniendo en cuenta los dos métodos de ensefianza, aunque recordemos que no es
muy fiable (ver Tabla 5). Es en este punto donde se justifica que el material didac-
tico (PC y software) no es un aval por el cual la ensefianza en bachillerato nos
garantice mejores resultados. Es un elemento esencialmente motivador, donde el
docente tienen un apoyo y una herramienta que le facilita realizar calculos tedio-
so0s, y corroborar lo estudiado y lo inesperado en un ejercicio de investigacion

Curso n | Media | Mediana Desy 1aCI0N 1 A simetria | Curtosis
tipica
Grupos de Control 43 | 4,88 4,59 1,874 -0,044 -0,452
Grupos Experimental | 39 4 3,87 1,984 -0,234 -0,484

Tabla 4. Datos Estadisticos sobre la nota final.

Ademas, esta tabla indica que la principal fuente de variacion es dentro de los
grupos, y por ser el p-valor mayor que 0,01 se debe concluir que no existen dife-
rencias estadisticas significativas entre las medias de las calificaciones finales del
grupo de control y experimental. Por lo que concluimos que las distribuciones de
las calificaciones finales de los grupos de control y grupos de experimentacion en
cada grupo pueden considerarse semejantes, aunque las calificaciones del grupo
experimental eran sensiblemente inferiores.

Fuente de varia- Suma de cua- Grados de Media de F _valor
cion drados libertad cuadrados p
Entre grupos 13,2548 1 13,2548 2,61 |0,1124
En cada grupo 598,867 123 4,8688

Tabla 5. Analisis de la varianza.
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Para completar nuestro estudio y puesto que los examenes fueron diferentes se ha
realizado un andlisis semejante al anterior pero en cada curso. Las principales
caracteristicas estadisticas de la variable calificaciones finales en cada curso son
las que se muestran en la Tabla 6.

Puede apreciarse que las distribuciones en los dos cursos y en ambos grupos son
bastantes simétricas y semejantes. Las distribuciones presentan concentracion de
calificaciones alrededor de los valores altos en el caso de los grupos de control, y
valores centrales en el caso de los grupos de experimentacidén. Los dos cursos
muestran una autosemejanza con el analisis global de las calificaciones finales por
grupo, es decir, existe una ligerisima tendencia a calificaciones mas bajas en el
grupo experimental que en el grupo de control, y cuando se utilizan técnicas de
analisis de la varianza en cada curso, comparando los dos métodos de ensefianza,
se concluye que no existen diferencias significativas ni entre la media, ni la varia-
bilidad, ni la distribucion de las calificaciones de cada grupo.

Curso n | Media | Mediana | Desviacion tipica As1r,netr1a Cu{tOSIS
estandar | Estandar
1° Control 21 | 4,542 5,1 2,062 -1,068 -0,402
1° Experimental | 23 | 3,76 3,95 1,911 -0,854 0,26
2° Control 18| 5,23 6 1,996 0,112 0,449
2° Experimental | 20 4.4 5 1,841 0,345 0,126

Tabla 6. Calificacion final de cada curso.

Analisis del software empleado en la experiencia.

Se elaboro un test de 10 preguntas relativas a los diferentes aspectos que debia
tener un software educativo. Las 9 preguntas tenian cinco opciones, a saber:
siempre, frecuentemente, a veces, casi nunca y nunca; la Gltima pregunta era de
tipo abierto. Dada la preocupacion de los alumnos del grupo experimental ante la
posibilidad de que pudieran suspender todo el curso académico por culpa de la
experiencia abordada y pese a que se les asegurd que no podria darse esa eventua-
lidad, se decidi6 que rellenaran los cuestionarios después de conocer sus califica-
ciones en la evaluacion correspondiente, con el fin de evitar, en el grado de lo
posible, la influencia entre las notas con la evaluacion del software utilizado.
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En los resultados generales se tuvo en cuenta la opinion no recogida en ninguna
encuesta de las entregadas y que tuvo una gran influencia, “la preocupacion ante
la posibilidad de fracasar en el examen”.

El empleo del software en el primer curso de bachillerato sobre estadistica des-
criptiva fue mejor valorado que el de célculo de probabilidades, y en segundo
curso de bachillerato tuvo una mejor aceptacion en la inferencia estadistica que,
de nuevo, en el tema de calculo de probabilidades. Una posible explicacion es que
la disposicion de razonamiento y la preparacion para abordar los conceptos pro-
babilisticos requieren mayor esfuerzo que los requeridos para la comprension del
tema de estadistica descriptiva con una o dos variables, o de la propia inferencia;
estos Ultimas temas contienen ejercicios mas mecanicos o con un algoritmo mas

detallados que no necesitan de un proceso inductivo-deductivo tan grande como
los de probabilidad.

Los aspectos mas destacados como positivos del programa Excel para utilizarlos
como herramienta docente son:

- No es preciso tener muchos conocimientos de informatica para manejar los
programas y su manejo no distrae para el aprendizaje de los conceptos.

- Es sencillo familiarizarse con la estructura en que estan presentados los
conceptos en las pantallas; cada una de las pantallas no abruma con muchos
contenidos y tiene una ayuda apreciable.

- Permite ir al ritmo que cada uno pretende, da tiempo para pensar y, sobre
todo, provoca preguntas a los usuarios.

- El manual presentado por el profesor sobre la hoja de calculo Excel plantea
ejemplos explicativos de los conceptos ensefiados y desarrolla la mayoria
de los pasos intermedios en las operaciones.

Los aspectos negativos mas destacados han sido:

- Es necesario mas esfuerzo para adquirir los conocimientos y mas tiempo
que el que se emplea en las clases presenciales.

- Es preciso un aumento de la comunicacion entre el usuario y el programa.

- Proporciona pocos estimulos adicionales, y es deseable conocer el nivel de
conocimientos que se va adquiriendo.
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Abstract

I want to make a constructive critic to the article mentioned in the title with
object of showing another form of exposition and resolution of the exposed
problems.

Introduccion

Vaya por delante mi admiracion por todo profesor que es capaz de innovar en su
didactica y que siente que su profesion no es solo el cumplimiento de una obliga-
cion contractual sino, y sobre todo, el deber de procurar el entusiasmo en los
alumnos a los que se dirige. En consecuencia, manifiesto mi mayor consideracion
por D. Enrique Rubiales tanto por los ejercicios propuestos y su resolucion, como
por su deseo de hacer complices a sus alumnos de su amor por la Matematica.

En consecuencia, la critica que hago al articulo mencionado no pretende en ab-
soluto desmerecer el trabajo sino, quizas, abrir nuevas vias en este nuestro deseo
de involucrar al alumno en variadas formas de resolucion de ejercicios.

El primer ejercicio [1] nos lleva a una cuestion muchas veces debatida y aun
no resuelta: ;se debe ofrecer a los alumnos ejercicios que les hagan manejar bien
los conocimientos matematicos adquiridos o se debe exigir que los ejercicios que
se propongan estén conectados con el mundo real?. En mi opinion, que segura-
mente serd discutible, se ha de procurar que los problemas sean siempre reales. Y
viene esto a cuento porque a la vista del ejercicio propuesto, cualquiera se pregun-
taria que si una persona dispone de dos escaleras a las que puede medir y las colo-
ca a lo ancho de un pasillo que también puede medir, este problema deberia pedir
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un dato no medible como es la altura a la que se cruzan dichas escaleras y no dar
este dato y pedir la anchura del pasillo...que él podria medir como hizo con las
escaleras.

Parecida opinion me merece el segundo ejercicio, puesto que ;,como es posible
poder medir exactamente unos angulos y que, sin embargo, no se pueda medir una
sencilla distancia?.

El tercer ejercicio, desde mi punto de vista, contiene una pequefia trampa al
alumno pues se dice en la linea —2 de la pagina 54 que el hecho de que [f(3) — f(2)|
= |f(3) — f(4)| asegura una simetria en la grafica de la funcién en el intervalo
[2,4]...1o cual es incorrecto, pues, evidentemente, este hecho lo tnico que indica
es que la diferencia del valor de la funcidn en los extremos del intervalo menos su
valor en el punto medio, en valor absoluto, es la misma. Mucho mas riguroso se-
ria el siguiente razonamiento. Una funcién f(x) es simétrica con respecto al punto
(a, f(a)) en el intervalo [a—1, a+1] si

(1) f(a) — f(atk) = f(a—k) — f(a), para 0<k<I.

\In(9 —x)
JIn©9 - x) +/In(x +3)
respecto al punto (3, f(3) = %) en el intervalo [2, 4].

Segtin (1) ha de ser '2 — f(3+k) = f(3 — k) — 2 de donde resulta que ha de ser
f3+tk) + f3 - k) = 1 lo cual es evidente puesto que

/—In(6—a) JIn(6+a)
k)= —k)=
(N o S e SN s

cuya suma es 1. Salvo este detalle, me parece muy intuitiva su forma de resolver
el problema.

es simétrica con

Veamos asi que la funcién f(x) =

El ejercicio Demostrar que 2°'"" + 1 es miiltiplo de 11 para cualquier niimero

natural n, creo que admite una resolucion mas simple que es la siguiente. Sabe-
mos que el producto de dos congruencias del mismo modulo es otra congruencia
de igual mddulo [2]. Es decir: si a =r (mod k), b =r" (mod k) entonces a'b =
r-r’(mod k). Por otra parte, es evidente que 2> + 1 =32:(1024)" + 1. Y como
32=10(mod 11) y 1024 =1 (mod 11) resulta que 32-(1024)" + 1 = 10-(1)" + 1=
11 (mod 11), es decir, que el nimero propuesto es multiplo de 11.

Bien el tipo de ejercicios restantes y la forma de resolverlos.

Espero que estas notas sean motivo de pensamiento individual y discusion co-
lectiva sobre lo que la comunidad Matematica queremos para nuestra Ciencia.
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N. de la R.: Se remite al lector al articulo original del Prof. Rubiales, en que se
justifica el por qué de la eleccién y modo de resolucién de los problemas.
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INSTRUCCIONES PARA EL ENVIO DE ORIGINALES
PARA SU PUBLICACION EN EL BOLETIN

Los originales de articulos, problemas, resefias de libros, anuncios de congre-
sos, etc., deben enviarse en papel por duplicado y ademas también en formato
electronico, del modo especificado al final de estas instrucciones.

Formato

Para facilitar la impresion es preferible usar procesador Word o LaTex (en
este ultimo caso deberd usarse estilo “article” y si se usan paquetes especificos
deberan incluirse los archivos correspondientes a esos paquetes). Si se usa otro
procesador, debera ajustarse exactamente al tamafio de formato, pues habria de
ser escaneado.

El formato de texto debe ser 17cm x 12.8cm. El tamafio de letra de texto 11
puntos (normal). Las pdginas sin numerar, pero numeradas a lapiz al dorso.

Los articulos comenzaran con el titulo en mintsculas de 16 puntos, nombre
de autores en minusculas de 12 puntos, referencia de su departamento o institu-
cion de trabajo, direccion de correo electronico (si se tiene) y “abstract” de unas
lineas en inglés en letra italica (cursiva).

Los epigrafes de seccion en mindsculas negritas y numerados, sin punto des-
pués del numero ni punto final, excepto el de introduccion que ird sin numerar.
Las subsecciones se numeraran con dos digitos separados por un punto.

La primera linea posterior al titulo de seccion o subseccion no se indentara.
Después de cada punto y aparte no se dejara ninguna linea en blanco y la siguien-
te linea se indentara solo 5 espacios (tal como estan escritas estas instrucciones).

La bibliografia al final, sin palabras completas en mayusculas, con los titulos
de libros o articulos en italica, no incluyendo nada mas después de la bibliografia.

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador, debiéndo-
se evitar los bosquejos a mano alzada). Serdn incluidas en el lugar apropiado del
texto y en el tamafio en que deban ser reproducidas.

Las soluciones de problemas propuestos en numeros anteriores del Boletin
deben comenzar indicando: “Problema numero (Boletin numero)”, tal como sue-
len aparecer en el Boletin, y terminar con el nombre del autor de la solucién de
cada problema.

Las resefias de libros, como suelen aparecer en el Boletin, terminando con el
nombre del autor de la resefia.
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Envio de las copias en papel

Se enviaran via postal por duplicado a la sede de nuestra Sociedad, que figura
en la pagina 2 de este numero del Boletin.
Envio del fichero o ficheros en formato electronico

Se enviard por correo electrénico a la cuenta puigadam@mat.ucm.es
o bien, junto con las copias en papel, en un disquete formateado para PC compati-
ble, conteniendo el/los archivo/s del documento en el procesador de texto utilizado.

Seleccion de originales

Seran revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se
ajustan a la linea general del Boletin. Si se considera oportuno, se pedira a los auto-
res que reduzcan su extension o hagan algunas modificaciones en su contenido.
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Adquisicion de numeros atrasados de nuestro Boletin

Los numeros atrasados del Boletin, de los cuales existan ejemplares sobran-
tes, podran ser adquiridos al precio de coste de seis euros ejemplar. Los nimeros de
los que atn quedan algunos ejemplares sobrantes son los siguientes: 35, 38, 39, 40,
41,42,43, 44,45, 46,47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 60, 61, 62, 63,
64, 65,66y 67.

El importe puede ser abonado mediante cheque a nombre de la “Sociedad
Puig Adam de Profesores de Matemdticas”, o mediante transferencia a la cuenta
corriente nimero 3025-0006-24-1400002948, al mismo nombre de la Sociedad,
domiciliada en la entidad bancaria:

Caja de Ingenieros, c¢/. Carranza, 5 Madrid-28004

La carta de peticion se enviard a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la pa-
gina 2 de este nimero del Boletin. En la carta se indicara el nimero o niimeros a
adquirir, incluyendo en ella:

— la direccién a donde se han de enviar
— el correspondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.
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