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XXXII Concurso “Puig Adam” de

Resolucion de Problemas de Matematicas

El sdbado 14 de junio se celebro en la Facultad de Matematicas de la Universi-
dad Complutense de Madrid la trigésimo segunda edicion de nuestro concurso de
problemas que, después de la Olimpiada Matematica Espafiola es, sin duda, el de
mayor tradicidén en nuestro pais.

Ochenta y ocho estudiantes repartidos en tres niveles (3° ESO, 4° ESO y 1°
Bachillerato) trabajaron durante toda la mafiana en la resolucion de los problemas
que podéis ver a continuacion de esta cronica.




Como viene siendo norma, los estudiantes procedian de diversas comunidades,
algunas no muy proximas, como Cantabria o Valencia.

Como siempre, hubo tres niveles, con participacion analoga a la del afio pasa-
do, manteniendo el “problema encadenado” en la segunda parte que, aquellos que
no tuvierais informacién del concurso del afio pasado, podéis ver su estructura en
los enunciados mostrados a continuacidn de esta cronica.

Por la tarde, en un acto familiar y siempre entrafiable, nuestro Presidente re-
salté el mérito que supone en un sdbado caluroso de junio, con el curso practica-
mente terminado, pasar la mafiana resolviendo problemas después de haber hecho
en algunos casos cuatrocientos kilometros, y aqui no se cobran dietas.




A la vez que hizo entrega de diplomas y premios a los estudiantes ganadores,
explico a todos que estaban ahi, no sélo por su talento, sino por el trabajo y dedi-
cacion de sus profesores.

Desde aqui, nuestro agradecimiento a todos los estudiantes que, con el curso
practicamente terminado, han dedicado su tiempo a participar en un concurso por
el unico placer de resolver problemas, a su profesores que les animan en esa idea,
a la editorial Nivola que, dentro de sus posibilidades, ha colaborado en la entrega
de premios y a Almudena, la mujer de nuestro presidente, que como siempre es
nuestra mejor reportera.

En la foto a continuacion aparecen los ganadores mostrando sus diplomas,
junto a los profesores, miembros del equipo directivo de la Sociedad “Puig
Adam”, que calificaron los ejercicios resueltos por los participantes.




Y entre los ganadores, como no podia ser de otra manera, estaban estudiantes
que pocos dias mas tarde representarian a Espafia en la Olimpiada Matematica
Internacional que se celebraria en Ciudad del Cabo (Sudafrica).

Nuestro agradecimiento a todos los que hacen posible que llevemos desde el
afio 83 en esto y en particular a los profesores que dedican horas a trabajar con sus
estudiantes en este tipo de actividades.

Los nombres de los estudiantes premiados en este XXXII Concurso “Puig Adam”
se relacionan a continuacion.

RELACION DE GANADORES

1° NIVEL (3° ESO)

1.- Hajjar Mufioz, Rafah .............. IES Camp de Turia (Liria)

2.- Ensefat Saavedra, Isabel ......... Colegio San José del Parque (Madrid)
3.-Zhou,Junyt .................eeell IES Narcis Monturiol (Parla)

4.- Torres Latorre, Aina ............... IES Guadassnar (Valencia)

4.- Del Olmo de Casas, Pablo ........ IES Las Canteras (Collado Villalba)
2° NIVEL (4° ESO)

1.- Garcia Gonzalez, Berta ............ IES San Juan Bautista (Madrid)

2.- Puignau Chacoén, Daniel ........... IES Alameda de Osuna (Madrid)

3.- De Hevia Rodriguez, David........ Colegio Fray Luis de Ledn (Madrid)
4.- Gonzalez Dominguez, Javier ...... IES San Juan Bautista (Madrid)

5.- Didirka Diaz, Alex.................. IES Luis Garcia Berlanga (Coslada)

3° NIVEL (1° Bachillerato)
1.- Sierra del Rio, Ismael................ IES San Mateo (Madrid)
2.- Yu Xia, Ruizhe ....................... IES Don Pelayo (Villalbilla)




3.- Lopez Sanchez, Rodrigo ............ IES Alameda de Osuna (Madrid)
4.- Ramos Gutiérrez, Javier ............ IES San Juan Bautista (Madrid)

5.- Olmos Prieto, Victor ................ IES La Estrella (Madrid)

Joaquin Hernandez Gomez

y Juan Jesis Donaire Moreno



Problemas propuestos en el XXXII Concurso

NIVEL 1 (3° de E.S.O.)

Primera parte (1 hora 30 minutos)

Problema 1

En la figura siguiente puedes ver una semicircunferencia de centro O y didmetro
AB, una circunferencia de centro P tangente a ella y a su didmetro AB, y una
circunferencia de centro Q tangente a AB, a la semicircunferencia y a la
circunferencia de centro P. Si OB = 2, calcula el radio de la circunferencia de
centro Q.

Problema 2
(Cudntos numeros de diez cifras, que terminan en 2014, son multiplos de 2014?

Segunda parte: problema encadenado (1 hora 30 minutos)

Problema 1A (7 punto)
32212324125 _
V44,4546

Problema 2A (1,5 puntos)

Sea T el nimero b del problema anterior. En el tridngulo ACE de la figura
siguiente, el segmento BD es paralelo al lado AE. S1 CD =T, DE =10 y el area
del tridngulo ACE es 320, calcula el drea del trapecio ABDE.

Escribe el nimero omo x/E , donde b es un nimero entero.




B
A / E

Problema 3A (2 puntos)
Sea T la respuesta del problema 2A. En la figura siguiente, la recta DE es tangente
a la circunferencia de centro O en el punto C, las cuerdas AB y AC tienen igual

o
longitud y el angulo BCE = [g] . Calcula el 4ngulo ACB.

W=\

Problema 1B (! punto)
(o1* —4)fior* 1) (101* —4)fio1* -1
to12—2Jli012-1) (1012 -2J1012 +1)"

Calcula el valor de

Problema 2B (1,5 puntos)
Sea T la respuesta del problema anterior y n la suma de las cifras de 7. El trapecio
ABDE de la figura siguiente esta dividido en cuatro tridngulos rectingulos como

se muestra en la figura. Si CD = g y DE = 2CD, calcula el area de dicho trapecio

dando el resultado en forma de fraccidn irreducible.

A B

10



Problema 3B (2 puntos)

Sea T=2 , irreducible, la respuesta del problema 2B y k = a + b. Ordenamos por

diagonales los niimeros naturales en una cuadricula, como se muestra en la figura
siguiente. Si tomamos como eje de abscisas la fila de abajo (1, 3, 6, 10,...) y
como eje de ordenadas la columna de la izquierda (1, 2, 4, 7,...) diremos que, por
ejemplo, las coordenadas del nimero 9 son (2, 1), las del 5 (1, 1) y las del numero
16 seran (0, 5). ;Cudles seran las coordenadas del nimero k?

—
.

—_
N

14

Y N Y IFNY BN
w| of o
©

Problema 4 (5 puntos)
Sea a la respuesta del problema 3A 'y b la suma de las coordenadas de la

66

respuesta del problema 3B. Si llamamos “¢” al area del tridngulo CED y “s” al
area del cuadrilatero OAEB de la figura siguiente, calcula s — 7.

C(0, 60)9

B(0, b) s

A(a, 0) D(60, 0)

11



NIVEL II (4° de E.S.O.)
Primera parte (1 hora 30 minutos)

Problema 1
Un tridngulo isésceles tiene una mediana de 15 cm y una altura de 24 cm. Calcula
el area de cada uno de los dos tridngulos determinados con estos datos.

Problema 2
Las soluciones de la ecuacién x? +bx+c =0, con b # ¢, son los nimeros reales r

y s, y las soluciones de la ecuacién x? +cx+b=0 son los nimeros reales r y t.
Calcula s + 1.

Segunda parte: problema encadenado (1 hora 30 minutos)

Problema 1A (I punto)

El drea de un octégono regular es 2+2+/2 . Calcula la longitud del lado de dicho
octégono.

Problema 2A (1,5 puntos)
Sea T la respuesta del problema anterior. Calcula el nimero de raices reales de la

ecuacion x3+(T+1)x2+(T+1)x+1=0.

Problema 3A (2 puntos)
Sea T la respuesta del problema anterior. Calcula Ig; 2:19g 27 +1g5 2°19, 51955 T .

Problema 1B (! punto)
El nimero positivo x expresa la medida, en grados sexagesimales, de un dngulo.

Calcula el menor niimero x que verifica senx = cos(x?).

Problema 2B (1,5 puntos)

Sea T la respuesta del problema anterior. En la figura siguiente se observa un
cuadrado ABCD y un triangulo equildtero ABP. Si el area del triangulo PBC es T,
calcula la suma de las areas de los tridngulos ABP 'y PCD.

12



Problema 3B (2 puntos)

Sea T la respuesta del problema anterior. Calcula el niimero de puntos reticulares
que hay en el interior del tridngulo limitado por las rectas x =0, y =0, x + y=T.
Notas: 1) Se llaman puntos reticulares a los que tienen sus coordenadas enteras.
2) Los puntos interiores de un tridngulo no pertenecen a ninguno de sus lados.

Problema 4 (5 puntos)

Sea a la respuesta del problema 3A y s la suma de los digitos de la respuesta del
3B. Desde un punto A de un rio comienza a moverse una lancha a favor de la
corriente con velocidad respecto de la orilla v = 2 km/h. En el mismo instante un
bote que se encuentra en un punto B, aguas abajo, comienza a moverse, también
con velocidad constante, al encuentro de la lancha y se encuentran en un punto C
situado entre A y B, tal que AC = 5-CB. Si la lancha hubiera salido desde el punto
B y el bote desde el punto A se habrian encontrado en un punto D tal que AD =
DB. Calcula la velocidad de 1a lancha y del bote en aguas quietas.

NIVEL III (1° de Bachillerato)
Primera parte (1 hora 30 minutos)

Problema 1
En las rectas y =2x, y =% marcamos, respectivamente, los puntos Py Q de

coordenadas enteras positivas, ambas menores que 99. Calcula el numero de

13



parejas (P, Q) tales que los puntos A y B que dividen al segmento PQ en tres
partes iguales tengan también sus coordenadas enteras.

Problema 2

Encuentra, si existen, cuatro enteros positivos consecutivos cuyo producto sea el
mismo que el de otros dos enteros positivos consecutivos o justifica que no
existen.

Segunda parte: problema encadenado (1 hora 30 minutos)

Problema 1A (/] punto)

Calcula el mayor entero n tal que [\”/201 4] >1. (Recuerda: [x] es la parte entera de
X.

Problema 2A (1,5 puntos)
Sea T la respuesta del problema anterior. Obtén la mayor solucién de la ecuacién

(g7 x)? =lgr x°.

Problema 3A (2 puntos)
Sea T la respuesta del problema anterior. Si n es un entero con 1 <n < 107,
calcula el ndmero de valores de n para los que el producto

(72 —2n+2)(n? +2n+2) es divisible entre 5.

Problema 1B (! punto)
Si0 < x<2xm, x #m, calcula el valor absoluto de la diferencia entre las soluciones

de la ecuacién sec x =1+cos x +c0s? x+cos> x +....
Problema 2B (1,5 puntos)
Sea T la respuesta del problema anterior y k = 477[ . Si (a=biY“(a+bi) =512,

calcula el valor de a° + b°.
Problema 3B (2 puntos)

Sea T la respuesta del problema anterior Desde el punto P exterior a la
circunferencia hemos trazado las tangentes PA y PB a dicha circunferencia. Si el

14



cociente entre el mayor y el menor de los arcos AB es T + 1, obtén el cociente
entre el dngulo central correspondiente al menor de dichos arcos y el dngulo
APB.

A

Problema 4 (5 puntos)

Sea a la respuesta del problema 3A y b la respuesta del problema 3B. Un trapecio
tiene tres lados iguales cuyas medidas vienen expresadas con numeros enteros,
siendo uno de ellos la base menor. Si el perimetro del trapecio es a(l — b) y el

area k\/z , con k también entero, calcula el valor de k.

15
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A Alberto Aizpin y a sus compafieros de €poca,
in memoriam

José Javier Etayo

El pasado mes de febrero recibimos la noticia de que habia fallecido Alberto
Aizpun, nuestro compafiero de tantos afios en la Sociedad. Llevaba un tiempo con
la salud quebrantada, hasta el punto de que habia ido pasando los trastos en una
labor que desempefio como nadie podria hacerlo, la Tesoreria de la Puig Adam,
en esa complicada tesitura del que es tesorero sin tesoro. Con su fallecimiento des-
aparece la presencia entre nosotros de los matematicos nacidos en los afios 20,
cuando ¢l era el decano de todos ellos. Para nuestra Sociedad, como dejan patentes
los nimeros de homenaje que venimos publicando, estos ultimos tiempos han sido
una sangria que nos deja un vacio muy hondo. Como ya en nuestro anterior Boletin
se publicé una detallada, aunque fuera urgente, semblanza de la personalidad de
Aizpin, me ha parecido preferible aprovechar estas lineas para exponer algunas
ideas que me suscita su fallecimiento, y la extincion de la generacion a la que él
pertenecia. Quiza resulten un poco deslavazadas, pero vienen al hilo de lo que he
ido pensando al repasar el curriculum de estos compafieros que hemos ido perdien-
do en nuestra Sociedad, y en el mundo matematico espafiol, estos tltimos afios.

Alberto habia nacido en Pamplona, alld en 1920. Y empezo su actividad do-
cente desde abajo, como Maestro de Ensefianza Primaria, en 1945, tras una oposi-
cion en la que obtuvo el nimero 1. Tampoco entonces era facil, en la Universidad,
en los Institutos, y aun en la Ensefianza Primaria, las convocatorias de plazas lle-
gaban con cuentagotas, y la competencia por ellas era tremenda. Hace unos meses
intervine en un acto de homenaje a otro de nuestros compaifieros fallecidos, Julio
Fernandez Biarge. Para preparar mis palabras, hice un rastreo, y localicé en el
Boletin Oficial del Estado la publicacion de las listas de admitidos a las oposicio-
nes a tres catedras de Instituto a las que se presentd, y que gano. Creo que merece
la pena detenerse un poco en ellas.

Por Orden de 13 de octubre de 1949 se convocaron a oposicion libre catedras
de Matematicas de los Institutos San Isidro de Madrid, Luis Vives de Valencia y
Maragall de Zaragoza. La lista provisional de aspirantes se publicd por Resolu-
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cion de 13 de febrero de 1950. Sin duda ante el hecho inso6lito de ser nada menos
que tres las catedras convocadas, la relacion se extendia por un par de paginas del
Boletin, con un total de 69 firmantes. Pero lo sorprendente es repasar los nom-
bres. Han pasado 65 afios, pero uno encuentra en esa relacion de aspirantes a ca-
tedras de Instituto a muchisimos nombres conocidos; espigando un poco, Federico
Gaeta, Rafael Rodriguez Vidal, Eduardo Garcia-Rodeja, Luis Esteban Carrasco,
Luis Vigil, Baltasar Rodriguez-Salinas, Juan Marin Tejerizo, Julio Ferndndez
Biarge, Antonio de Castro, Juan Casulleras, Juan Gutiérrez Suarez, José Teixidor,
Norberto Cuesta. Hay que afiadir con orgullo de amigos que entre esa lista, y para
tres plazas, Biarge salio catedratico de San Isidro. Pero esto nos da una idea de
como estaban de complicadas las cosas.

Hay mas conocidos en esa relacion. También hay sefioras, claro. Entre ellas
me gustaria resaltar a Griselda Pascual, que tuvo también una larga vida docente,
fue Catedratica de Instituto, y miembro de la Junta Directiva de la Real Sociedad
Matematica Espafiola. Para los algebristas, ademads, es muy notoria como traduc-
tora del libro de Atiyah — McDonald.

Y hablando de algebristas y de mujeres, viene al hilo que recordemos aqui a
Maria Josefa Wonenburger. Como marcho de Espaiia se perdio su rastro entre las
nuevas generaciones, pero en los afios 50 era una de los matematicos en forma-
cion que se preparaban en Madrid. En 2006, Maria José Souto y Ana Tarrio pu-
blicaron en la Gaceta de la Real Sociedad Matematica Espafiola un excelente
trabajo sobre su vida y sobre su actividad matematica. Entonces la descubrieron
muchos que ignoraban por completo su origen y su formacidn; que eran bien co-
nocidos por el mundo matematico madrilefio de finales de los 50 y principios de
los 60. Se habia licenciado en la Universidad de Madrid en 1950, cursando el Plan
de Estudios aprobado por Orden de 4 de septiembre de 1943 y Decreto de 7 de
julio de 1944. Estas normas tenian origen en la Ley de 29 de julio de 1943, y
cambiaban el nombre de la Seccion en la Facultad de Ciencias, de Ciencias Exac-
tas a Ciencias Matematicas. La primera promocién que completo sus estudios por
este Plan termind en 1948, y no entiendo por qué se ha escrito que Wonenburger
pertenecia a la primera promocion de Matematicas. Pero sobre las cosas que se
han escrito sobre ella volveré después. Terminada la Licenciatura, curso los estu-
dios de doctorado bajo la direccion de German Ancochea y Tomdas Rodriguez
Bachiller. Y en 1953 obtuvo una Beca Fullbright y march6 a Estados Unidos,
doctorandose en Yale en 1957.

17



Una vez doctora regreso a Espafia, y durante tres afios trabajé como becaria en
el Instituto Jorge Juan del CSIC, realizando su tesis doctoral dirigida por German
Ancochea, pues la de Yale no le habia sido convalidada. Fruto de este tiempo, son
tres articulos publicados en 1960 en la Revista Matematica Hispano-Americana, y
dos en Gaceta Matematica, en 1960 y 1961, asi como el propio texto de la tesis
que se publicd, como era usual, como memoria del Instituto Jorge Juan. En la
version en inglés, con la nota bien precisa de “This paper is the translation of the
author’s doctoral dissertation presented to the University of Madrid and written
under the guidance of Professor G. Ancochea. The research was supported by the
Fundacion March”. Para hacernos una idea de la época, los autores que firman en
la ‘Hispano’ en 1960 son Joaquin Arregui, Francisco Botella, José Javier Etayo,
Dario Maravall, Eduardo Garcia-Rodeja, Juan Sancho Guimera, Wonenburger, y
dos extranjeros. En 24 de noviembre de 1961, la Junta Directiva de la Real Socie-
dad Matematica Espafiola “acuerda conceder los premios correspondientes al afio
1960 para autores de articulos publicados en Gaceta Matematica a D. José Javier
Etayo Miqueo y D* Maria Luisa (evidente error) Wonenburger”.

A partir de 1961 se traslado con una beca a Canada y después a Estados Uni-
dos. En América desarrollo una fructifera carrera, tanto en su investigacion propia
como en la direccidon de discipulos, entre los que destaco sobremanera Robert
Moody. Esta actividad, a partir de aqui internacional, no fue obstaculo para que
en 1962 y 1964 publicara otros dos articulos en la Revista Matematica Hispano-
Americana.

Después de haber sido redescubierta en 2006, cuando falleci6 el pasado afio
hubo que leer cosas extrafiisimas en una especie de hagiografia que seguro que
habria molestado mucho a la interesada. Asi, por ejemplo, y son transcripciones
textuales, “Investigar en Matematicas en los dificiles tiempos de la postguerra
espariola requeria pasion por la ciencia y una enorme fortaleza mental y moral
para seguir un camino vocacional. Gracias a becas extranjeras se le abrieron las
puertas de entrada a universidades y a centros de investigacion punteros. En la
universidad espariola de la época no habia sitio para el talento investigador de
Maria, ni entorno profesional para el ‘exotismo’ de una matematica”. O este otro,
“La algebrista y matemadtica se vio obligada a continuar su carrera fuera de Es-
paria porque en su propio pais no se reconocia el doctorado que habia cursado
en la universidad de Yale”. También, “el caso de Maria Wonenburger seria uno
de los mas actuales, pero a pesar de ello encontro grandes dificultades para rea-
lizar su trabajo por el hecho de ser una mujer”. Y, para no cansar mas, “Pero en
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la Espaiia de la dictadura franquista ser mujer y cientifica no era bien visto. (...)
La joven catedratica (sic!) se vio obligada a doctorarse de nuevo en Madrid en
1960, por segunda vez, con ni siquiera la garantia de poder optar luego a unas
oposiciones de profesora para conseguir, a lo mejor y con un poco de suerte, una
plaza en algun instituto”.

No merece la pena detenerse a comentar, una por una, tantas tonterias segui-
das. Del relato de su actividad madrilefia en los afios 50 parece claro que Maria
Josefa Wonenburger fue tratada exactamente como todos sus compaiieros de for-
macion de la época, que fue respetada y apreciada por ellos —eso me consta per-
sonalmente— y que tuvo la opcién de marchar a América y la aprovechd con gran
¢xito profesional, lo que también habla alto de la calidad de la formacién recibida
en sus estudios de Licenciatura. De modo que ella continu6 su carrera al otro lado
del Océano, mientras sus compaifieros la seguian en Espafia. También he podido
leer que “no le podian ofrecer nada, sino que se presentara a una oposicion, y ni
siquiera con la garantia de sacarla”. Anda, pues claro, como todos los demas,
entonces y ahora, hombres o mujeres. Basta para ello repasar los Boletines Oficia-
les del Estado de finales de los 50 y principios de los 60. Por no aburrir mas al
lector, transcribiremos la Resolucion de 24 de noviembre de 1959 del Director
General de Ensefianzas Técnicas, a la sazon Gregorio Millan, que publicaba los
aspirantes a la catedra de Matematicas de la Escuela Técnica Superior de Ingenie-
ros de Telecomunicacion: Gustavo Agudo, José Joaquin Parrefio, Enrique Juan,
Carlos Ibafiez, Juan Sancho Guimera, José Javier Etayo, Julio Fernandez Biarge,
Joaquin Arregui, Procopio Zoroa, Antonio Jover, Julio Florez, Luis Esteban Ca-
rrasco, Mariano Ros y Manuel Benito, un bonito total de catorce firmantes. Y, por
pasar al ambito de la Universidad, la de 18 de octubre de 1960 del Director Gene-
ral de Ensefianza Universitaria, Torcuato Ferndndez-Miranda, para las catedras de
Geometria proyectiva y Geometria descriptiva de las Universidades de Barcelona
y Santiago: Luis Esteban Carrasco, José Javier Etayo, Joaquin Arregui, Juan San-
cho Guimera y Eduardo Garcia-Rodeja.

Ya que estamos hablando de matematicas en aquellos afios, me permito ofrecer
un nombre a las rastreadoras de pioneras que tanto abundan: el de Maria Cinta
Badillo. Termino sus estudios en la Universidad de Madrid en 1948, ella si perte-
necia a la primera promocion del plan de estudios que introdujo la denominacidon
de Ciencias Matematicas; la promocion, por ejemplo, de Baltasar Rodriguez-
Salinas. Ella también se inicio a la investigacion en el Instituto Jorge Juan, bajo la
direccidén de Rodriguez Bachiller, en temas de 16gica matematica. Asistio al Inter-
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national Congress of Mathematicians de Amsterdam en 1954, la primera espafiola
que fue a un ICM, y presentd un trabajo, cuyo resumen aparece en las actas del
Congreso (vol. I, pag. 537). En dichas Actas aparece como “Ayudante de Equipo
de Calculo Electronico del CSIC y de la Sociedad Espaiiola de Cibernética”. En
MathSciNet aparecen tres trabajos suyos de investigacion, “Esquemas representa-
tivos de sistemas regidos por una légica polivalente” (que es el trabajo presentado
en el ICM), “Automatizacion de los silogismos en la logica polivalente” y “Nue-
vas posibilidades en 16gica trivalente y problemas resueltos con relevos y redes”,
todos publicados en la Revista de Calculo Automatico y Cibernética, respectiva-
mente en 1955, 1956 y 1958. En la recension del primero se dice, en francés, que
“I’auteur considere des circuits comportant, au lieu des interrupteurs ordinaires,
ce qu’il appelle des “roues dentées €lectroniques”. Aparte de tratarle en masculino
(ella habia firmado M.C. Badillo), recuérdese en cuanto al trabajo en si que esta-
mos hablando de 1955. En realidad publicé més trabajos en esa revista pionera en
Espafia —y en el mundo— sobre lo que ahora llamamos Informatica, y también en
Gaceta Matematica. En 1961 obtuvo, junto con Eduardo Garcia-Rodeja, el mismo
premio a los autores de trabajos publicados en Gaceta Matematica que el afio an-
terior se habia concedido a Wonenburger. El trabajo premiado era “Ldgica poliva-
lente de los sistemas”, que habia sido presentado en la I Reunién Anual de
Matematicos Espafioles. Y participd también en la vida asociativa de esta ciencia
naciente: el 25 de mayo de 1953, en el Palacio de Comunicaciones de Madrid, se
celebrd la primera sesion cientifica de la Sociedad Espafiola de Cibernética, con
participacion de D* Maria de la Cinta Badillo, D. Angel Gonzélez del Valle, y D.
Valentin Quintas. La Sociedad, “primera de su clase en el mundo”, habia realiza-
do su sesion inaugural en el mismo lugar el dia 22. “El profesor Rodriguez Bachi-
ller hizo un profundo andlisis de la funcion de la matemadtica en la Cibernética”, y
después el Sr. Fernandez de la Mora traté de las vinculaciones entre la Cibernéti-
cay la Sociologia, y “a titulo de ejemplo estudio las posibles repercusiones politi-
cas de los progresos cibernéticos llevados al limite”. No vamos a comentar las
conclusiones que extraia de ello el sr. Fernandez de la Mora, pero no parece que
anduvieran muy desencaminados estos pioneros de hace 60 afios. Y entre ellos, y
destacadamente, la Srta. Badillo, a la que no estaria de mas que alguien dedicara
un estudio monografico.

Hecho este excurso por algunos de nuestros matemadticos emergentes de los
afios 50, hora es de que volvamos a fijar la atencion en Alberto Aizpun. Lo hemos
dejado como opositor triunfante al cuerpo de Maestros de Ensefianza Primaria en
1945. Pero continud estudiando, como toda su vida, y en 1953 obtuvo la Licencia-
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tura en Matemadticas en la Universidad de Barcelona. Habiendo ejercido como
maestro en una escuela unitaria durante nueve afios, en 1959 obtuvo la Catedra de
Matematicas de la Escuela Normal “Maria Diaz Jiménez”. En ella desarrollé des-
de entonces su actividad, que colmo todos los aspectos que se esperan de un pro-
fesor universitario.

En primer lugar, por supuesto, la dedicacion esforzada a la docencia. En su
caso, a conseguir que los aspirantes a maestros tuvieran la mejor preparacion;
esfuerzo que le llevo a sufrir injustos sinsabores, bien difundidos por cierta pren-
sa, cuando algunos alumnos se quejaron del nivel de la materia. Por otra parte,
mediante la labor de difusidon, dando a la estampa publicaciones sobre la ensefian-
za de la matematica, en lo que perseverd hasta edad avanzadisima cuidando de
nuestro Boletin, y siendo el delegado de la Sociedad en la revista SUMA, de la
Federacién de Sociedades, junto con su esposa Mercedes. Probablemente entre
sus publicaciones destaque “Teoria y didactica de la Matematica actual” apareci-
do en 1969. En esta preocupacion por la didactica, intervino también en numero-
sos cursos de formacidon sobre la entonces llamada “Matemdatica moderna”. Y
ademas, innovando: al buscar documentacion para redactar estas breves notas, he
localizado unas “M4aquinas de Alberto Aizpin”, creadas en el transcurso de los
aflos 70, y difundidas desde su Escuela y los Programas de Formacion y Actuali-

zacion del Profesorado de la Universidad Nacional de Educacion a Distancia
(UN.E.D.).

Por ultimo, pero no irrelevante, con la participacion en la gestion. Cuando “so-
lo” era el catedratico de Matematicas de la Escuela, llegdé el momento de la inte-
gracidon de las Escuelas Normales en la Universidad, como consecuencia de lo
dispuesto en la Ley General de Educacién de 1970. Por Resolucion de 31 de julio
de 1972 del Director General de Universidades e Investigacion, Luis Suarez, se
nombrd la Comision Gestora de Integracion: los Catedraticos de la Universidad
Anselmo Romero y José Javier Etayo, el Profesor Agregado José Fradejas, la Di-
rectora de la Escuela Julia Morro6s, y el Catedratico de la misma Alberto Aizpun.
Ya integrada la Escuela en la Universidad, se hizo cargo de su direccion, cuando a
propuesta de la Universidad, fue nombrado por Orden de 26 de abril de 1974,
firmada por el Subsecretario del Ministerio, Federico Mayor Zaragoza. Continuar-
ia sirviendo este cargo durante casi diez afios.

Pero quiza la mejor descripcion sobre el Alberto docente nos la dé Fernando
Alonso Molina, cuando obtuvo el Premio Gonzalo Sanchez Vazquez: “mi primer
maestro fue Alberto Aizpun. Mi primera experiencia como profesor la tuve en la
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Escuela de Magisterio de la que él era director. Se daba la paradoja de que yo
me iniciaba en la enseiianza dando clase a futuros profesores, por lo que decidi
asistir a sus clases en las que utilizaba materiales y técnicas didacticos. Fue un
gran acontecimiento para mi, que lo unico que tenia entonces, recién terminada
mi carrera, eran unas cuantas ideas matemdticas embrolladas. Su autoridad inte-
lectual y el trato exquisito que daba a todos sus alumnos me impresionaron y
marcaron la forma de relacionarme con ellos a lo largo de mi vida.” Con esto
esta todo dicho, porque de la bonhomia del amigo y de la laboriosidad del compa-
fiero somos conscientes todos en la Sociedad Puig Adam.

Vaya por ello aqui este reconocimiento tan merecido; por €l, y como represen-
tante de todos aquellos predecesores nuestros que, nacidos en los afios 20, se es-
forzaron en condiciones muy complicadas y consiguieron que ahora estemos
nosotros, construyendo sobre lo que ellos hicieron. Sin su labor, habria sido impo-
sible.
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Otro modo de presentar la matematica elemental:
visualizando y explorando con GeoGebra
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Hnstituto de Matemética Interdisciplinar
"Departamento de Algebra, Facultad de Educacién
Universidad Complutense de Madrid
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Resumen

Nowadays, dynamic geometry systems that allow to simultaneously
show the graphic representation and the equations and coordinates of
the drawn geometric objects exist. This simultaneity propitiates another
way of presenting elementary mathematics to students, emphasizing vi-
sualization, exploration and even rediscovery. A miscellaneous collection
of examples developed using GeoGebra is described in this article.

Dedicado a nuestro querido amigo, el profesor Alberto Aizpun,
referente de cuantos nos hemos dedicado, total o parcialmente,
a la formacion matematica de profesores de nivel primario.
Agradecidos por lo que de él aprendimos y lo que nos ayudo.

Consideraciones previas

D. Pedro Puig Adam, en cuyo honor lleva el nombre nuestra Sociedad, en su
célebre libro [1], dice: “Para los matemdticos orientales cldsicos, demostrar
era reducir a evidencia directa, lo cual perciben muchos alumnos mejor que
un encadenamiento logico, del que no suelen ver el alcance, ni la necesidad”.

Miguel de Guzman, en el Capitulo 0 de su libro [2] describe detallada-
mente la importancia de la visualizacion en el quehacer matematico.
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El gran matematico francés Jules Henri Poincaré decia: ;FEs posible en-
tender una teoria si desde el primer momento se le da la forma definitiva
que tmpone una logica rigurosa, sin mencionar para nada el camino por el
que ha llegado a adoptar esa forma? No, realmente no es posible entenderla,
incluso resulta imposible retenerla si no es de memoria.

Ahora nos hacemos una pregunta: ;Hasta qué punto es util a una gran
mayoria de alumnos aprender un teorema geométrico con el propédsito de
repetirlo en un examen o de aplicarlo mecanicamente a un simple ejercicio?

Sin embargo, orientando la actividad geométrica hacia la manipulacién de
modelos geométricos tangibles, se facilita la elaboracién mental de los entes
abstractos que son los objetos geométricos y al descubrimiento de relaciones
entre ellos. Esto es mas atractivo y 1til para una gran mayoria de alumnos.

Tales manipulaciones pueden llevarse a cabo con los Sistemas de Geo-
metria Dindmica (abreviadamente SGD) existentes en la actualidad. Los pri-
meros SGD aparecieron a comienzo de los anos 90 y desde entonces han
surgido numerosos SGD. Cuatro de ellos han llegado a tener gran difusién
(en orden cronolégico de aparicion): Cabri [3], The Geometer’s Sketchpad [4],
Cinderella [5], GeoGebra [6]. El segundo de ellos, que ya describimos amplia-
mente en [7], lo hemos utilizado en numerosos cursos en la Univ. Complutense
de Madrid. Aqui sélo nos ocuparemos de GeoGebra.

Iniciacion a GeoGebra

Hay varias razones para haber elegido GeoGebra: 1) por ser un SGD de domi-
nio publico (gratuito); 2) por existir numerosos Institutos GeoGebra (nueve
de ellos en Espana) que colaboran en la difusién e intercambio de informacién
sobre actividades desarrolladas sobre este SGD; 3) por aparecer las expresio-
nes algebraicas (coordenadas aproximadas con 2 decimales, ecuaciones, etc)
de los objetos geométricos a la vez que estos van siendo dibujados o defor-
mados.

Esta simultaneidad geométrico-algebraica siempre la habiamos echado en
falta los autores de este articulo, haciéndola notar, e incluso proponiendo
posibles modos de llevarla a cabo en aritmética exacta [8].

No pretendemos aqui describir el uso de todos los comandos de GeoGe-
bra. Hoy existen excelentes publicaciones al respecto, entre otras: [9], [10],
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[11]. Preferimos centrar la atencién en cémo GeoGebra puede ayudarnos a
visualizar y explorar problemas concretos. Eso si, para facilitar la labor a los
novicios en GeoGebra, comenzaremos cada seccion describiendo los coman-
dos indispensables para elaborar la correspondiente configuracién o protoco-
lo. Conviene observar al respecto que, si bien los conceptos geométricos son
eternos, las tecnologias se llegan a hacer obsoletas en muy poco tiempo hoy
en dia.

Abordaremos ejemplos de tres tipos de actividades representativas de las
posibilidades de GeoGebra: de elaboracién de construcciones geométricas, de
composicion de transformaciones geométricas y de visualizacion de conceptos
relativos a funciones matemaéticas y estadisticas.

GeoGebra es un SGD muy completo, que también permite ejecutar cier-
tos célculos algebraicos. Ha sido desarrollado por el International GeoGebra
Institute (office@geogebra.org). Se puede descargar gratuitamente por In-
ternet desde la pagina www.geogebra.org/download, ya que es de dominio
publico. Por todo ello, esta teniendo enorme difusién en muchos paises, ha-
biendo sido recomendado por instituciones educativas europeas y americanas.

Cada cierto tiempo aparece una nueva versién mejorada y extendida. To-
das se manejan de modo similar. Pensando en quienes se acercan por primera
vez a GeoGebra, iremos describiendo el uso de comandos utilizados en cada
construccién, usando inicialmente la version 4.4 en espanol.

Al iniciar una hoja de trabajo aparecen en la pantalla (ver Fig. 1) tres par-
tes esenciales: 1) una regién rectangular rotulada encima como Vista Grdfica
(en adelante V(@) con unos ejes de coordenadas, sobre la cual se van a ir
dibujando los objetos geométricos; 2) a su izquierda otra regién rectangular
mas estrecha rotulada encima como Vista Algebraica (en adelante VA), sobre
la cual se van a ir anotando automaticamente las coordenadas o ecuaciones
de los objetos representados, a medida que estos se vayan dibujando; 3) en-
cima de ambas, una barra con doce iconos, cada uno con una flechita en la
parte inferior derecha, de modo que, al hacer clic sobre la flechita se abre
una ventana desplegable que ofrece posibles objetos a dibujar u operaciones
a ejecutar; entonces, al hacer clic sobre la opcién elegida y mover el cursor
con el ratén hasta el lugar elegido del rectangulo de la VG para hacer clic
alli, se dibuja el correspondiente objeto en dicho lugar o, alternativamente,
se ejecuta la operacién seleccionada.
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1. ;Dénde va el circuncentro al arrastrar vértices?

Tratamos de observar la situacién del circuncentro, segtin sea el triangulo.

Comandos utilizados para desarrollar esta actividad

Crear un nuevo punto: hacer clic en el icono ﬂ y en el desplegable que se
abre elegir la opcién Punto, mover el cursor a un lugar del rectangulo VG y
hacer clic; aparece alli un punto con el nombre asignado en maytscula y en
la VA su nombre igualado a sus coordenadas.

P

Crear un segmento: hacer clic en el icono “ » y elegir la opcién Segmento,
hacer clic en el lugar elegido para un extremo del segmento y luego en el
otro; aparece el segmento con su nombre en minuscula y sus extremos, y en
la VA su nombre igualado a su longitud y las coordenadas de sus extremos.

A
Crear el punto medio de un segmento: hacer clic en el icono J y elegir la
opcién Punto medio o centro, hacer clic sobre el segmento (ya existente);
aparece su punto medio con el nombre asignado y sus coordenadas en la VA.

P

Crear una recta: hacer clic en el icono “ = y elegir la opcién Recta y hacer
clic sucesivamente en dos puntos; aparece la recta que pasa por ellos y en la
VA su ecuacién y las coordenadas de los dos puntos.

Crear la perpendicular por un punto a una recta o segmento: clic en B y ele-
gir la opcién Recta perpendicular, hacer clic sobre el punto y luego sobre la
recta o segmento; aparece entonces en la VG tal perpendicular con su nombre
y en la VA su nombre con su ecuacién.

b .
Crear la mediatriz de un segmento: hacer clic en el icono == y elegir la op-
cion Mediatriz, mover el cursor para hacer clic en el segmento; aparecen
entonces la mediatriz en la VG y su ecuacién en la VA.

A
Crear la interseccion de dos lineas ya construidas: hacer clic en el icono J

y elegir la opcion Interseccion, hacer clic sobre una linea y luego sobre la
otra; aparece el punto (o puntos) de interseccién y en la VA sus coordenadas.

Crear una circunferencia a partir del centro y uno de sus puntos: clic en o)
y elegir la opcién Circunferencia (centro, punto), clic en el lugar elegido co-
mo centro y clic en un punto por donde ha de pasar; aparece en la VG la
circunferencia y en la VA su ecuacién y las coordenadas de ambos puntos.
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Ejecucién de la construccién (Fig. 1)

Crear tres puntos no alineados, A, B, C, vértices del triangulo.

Crear los tres lados del triangulo, es decir, los segmentos AB, BC, CA.
Crear los respectivos puntos medios, D, F, F, de dichos lados.

Trazar las rectas perpendiculares a cada lado por su punto medio.

(De otro modo, trazar las mediatrices de los lados del triangulo).
Determinar el punto de interseccion, G, de dos de esas tres mediatrices.
Trazar la circunferencia de centro G que pasa por un vértice del triangulo.

Protocolo de Construccion

Esta sucesion de pasos es guardada automaticamente por GeoGebra en el
denominado protocolo (equivalente a lo que en informética se denomina un
procedimiento o programa). Para acceder a tal protocolo, basta hacer clic en
Vista de la barra superior y seleccionar Protocolo de Construccion.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Conectar
[ 1] - 1] 1] I 1] ] .ﬁ »
LA BN N e[ 2
[Eg: 1L ?ﬁ"/';;"*f;ﬁ =| || -="+| =l ]| =3 ‘$*v: 7 R
» Vista Algebraica [x] | » vista Grafica [=]
= Cdnica

@ @ (X -1.34F + (y - 1.817=10.59
= Punto

----- @ A={(1.74,076)

----- @ B={4.56,1.34)

..... @ C= {2. 5}

----- @ D=(1.41,1.05)

----- @ E=(3.28,317)

----- @ F=(013,2.88)

----- @ G={134,181)

= Recta

----- & d:-6.3x-058y=-949
----- & e; 2.56x - 3.66y =-3.21
----- P E3T4x+4.24y=127
= Segmento

< >

Entrada:|

Fig. 1: Circuncentro G del tridangulo ABC
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Algunos comandos de uso general

Deshacer o rehacer: al hacer clic en uno de los iconos se consigue des-
hacer (el amarillo, a la izquierda) o rehacer (el verde, a la derecha) la iltima
de las ejecuciones realizadas (por si se ha cometido algin error).

Deformar por arrastre o desplazamiento: al hacer clic en ‘ y elegir la op-
cion FElige y mueve, entonces la configuracion ya construida puede deformarse
arrastrando con el ratén uno de los puntos iniciales, haciendo clic sobre ese
punto y, sin dejar de pulsar el botén izquierdo del ratén, arrastrar el punto
hasta la nueva ubicacién elegida; en esta operacion se mantienen las relaciones
de incidencia entre los objetos geométricos de la configuracién, actualizando-
se automdaticamente las coordenadas y ecuaciones en la VA. (Haciendo lo
mismo sobre una recta, este puede ser arrastrada paralelamente a si misma).

Crear un punto sobre una recta (u otro objeto): hacer clic en el icono ﬂ y
elegir la opcién Punto en objeto, hacer clic en cualquier lugar de la recta
(previamente creada); entonces aparece alli un nuevo punto sobre dicha recta
y sus coordenadas en la VA. (El punto asi creado se puede desplazar con el
cursor sobre sobre dicha recta, pero no se puede arrastrar fuera de esa recta).

Cambiar el nombre de un objeto ya creado: al poner el cursor sobre el nom-
bre del objeto, la cruz que muestra su posicién, +, se transforma en flecha;
entonces pulsar el botén derecho del ratéon y en el desplegable que aparece

elegir Renombra y escribir el nuevo nombre en la ventana que aparece y pul-
sar OK.

Ejercicios sugeridos
1. Arrastrar los vértices de ABC, para observar como varia la posicion de G.

2. Dibujar un segmento AB, su mediatriz, un punto P sobre ésta con el co-
mando Punto en objeto, trazar los segmentos PA y PB, y desplazar el punto
sobre la mediatriz, para comprobar que PA y PB siguen siendo iguales.

3. Ahora justificar la construccion de la circunferencia circunscrita.

4. Partiendo de la situacion de la Fig. 1, arrastrar C, hasta que G esté sobre
el lado AB. ;Como es ahora el angulo C' del triangulo ABC?

9. Partiendo de la situacion de la Fig. 1, arrastrar C, para que G sea exterior
a ABC. ;Como es ahora el angulo C del tridngulo?
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2. Concurrencia de alturas al modo de Euclides

Tratemos de justificar la concurrencia de alturas al modo clasico de Euclides.

Nuevos comandos utilizados en esta actividad

Crear un poligono: hacer clic en el icono D y elegir la opcion Poligono, hacer
clic en el punto elegido como primer vértice y luego en los siguientes vértices,
para terminar haciendo clic de nuevo en el primer vértice; aparecen en la VG
los vértices y lados del poligono y su interior coloreado con su nombre, y en
la VA las coordenadas de sus vértices, longitudes de lados y su area.

’
Crear la paralela por un punto a una recta o segmento: hacer clic en == y
elegir la opcién Recta paralela, hacer clic sobre el punto y luego sobre la
recta o segmento; aparecen en la V(G dicha paralela y en la VA su ecuacién.

Medir la distancia entre dos puntos: hacer clic en £ y elegir la opcién Dis-

tancia o Longitud, hacer clic en un punto y después en el otro; aparece en
la VG el rétulo del segmento de extremos los dos puntos igual a la distancia
entre ellos y en la VA la distancia entre ellos.

Algunos comandos de uso general

Ocultar/mostrar ejes de coordenadas y cuadricula: los dos iconos I apa-
recen al hacer clic en la flechita horizontal situada a la izquierda del rétulo
Vista Grdfica (en la barra estrecha bajo los doce iconos); al hacer clic en el
de la izquierda se ocultan/muestran los ejes de coordenadas y al hacer clic
en el de la derecha se oculta/muestra la cuadricula.

v ALV

Alterar el aspecto de lineas u otros objetos: los iconos M-

aparecen al seleccionar una linea u objeto con Elige y mueve (supuesto que
ya mira hacia abajo la flechita horizontal situada a la izquierda de Vista
Grdfica) y permiten alterar el aspecto de dicha linea u objeto, operando asi:

i) al hacer clic en la flechita a la derecha del cuadrado negro aparece una
paleta de 27 colores que invita a hacer clic sobre el color elegido para ;

i1) al hacer clic en la flechita a la derecha de la linea horizontal aparece un
desplegable con opciones de linea punteada, discontinua,... y debajo un cur-
sor para elegir la anchura deseada para dicha linea;

i11) al hacer clic en la flechita a la derecha de A A aparece un desplegable con
opciones para rotular dicha linea u objeto con su nombre, ecuacién,....
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(Tales alteraciones se pueden ejecutar sobre una linea, un poligono o sobre
todos los objetos incluidos en una region rectangular seleccionada mediante
la opcion Elige y Mueve).

Ejecucién de la construccién (Fig. 2)

Comenzar ocultando los ejes y la cuadricula, para aliviar la representacion.
Usando el comando Poligono, crear un triangulo, ABC.

Trazar por cada vértice del triangulo ABC una recta perpendicular al lado
opuesto (esto es, las rectas-alturas del triangulo ABC).

Trazar por cada vértice de ABC una recta paralela al lado opuesto.

Alterar el aspecto de esas tres rectas paralelas, aumentando su anchura.
Determinar los puntos de interseccién D, E, F' de cada par de esas paralelas.
Medir las distancias DC, AB, CE.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Conectar

DEEBEC CPNCED

» Vista Algebraica [x] | = Vista Grafica

= Nimero J_ ﬁ
-~ distanciaAB = 4.54
-0 distanciaCE = 4.54 g
-0 distanciaDC = 4.54 i
= Punto =}

A=(-0.64, 1.68) j—

B=(3.9, 1.68) \D DC = 4.54 c
C =(0.84, 4.56) T
D ={-3.7, 4.56)

-:538 4.56)
= (2.42, 1.2)

o
o
I
~
2
m

d -2.88x - 3.06y=-3.3
e: 2.88x - 1.48y=8.75
Ey=4.56
g:x=0.84
h: 3.06x - 2.88y = -6.8 C
i: 1.48x + 2.88y = 10.61

kkkkkkmkkkkkk
Q..
=2
o

@ c=4.54
=l Triangulo
(@ poligonod = 6.54

Entrada:

Fig. 2: Concurrencia de alturas del tridngulo ABC
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Ejercicios sugeridos
1. Arrastrando los vértices de ABC, ;siguen siendo concurrentes sus alturas?

2. Arrastrando C, sse mantiene la igualdad de distancias DC=AB? ;son
DC y AB lados opuestos de un paralelogramo? ;se mantiene la igualdad de
distancias CE=ABY? ;son CE y AB lados opuestos de un paralelogramo?

3. ;Es C punto medio del segmento DE?

4. La recta-altura del vértice C del triangulo ABC, ses mediatriz de un lado
del triangulo DEF?

5. ;Son las rectas-altura del ABC mediatrices del triangulo DEF?
6. sLas tres rectas-altura de un triangulo son siempre concurrentes?

7. Arrastrar C, hasta que el punto comin a las alturas de ABC esté sobre
algunos de sus lados. ;Como es ahora el triangulo ABC?

8. Arrastrar C, para que el punto comun a las alturas de ABC sea exterior a
ABC. ;Como es ahora el triangulo ABC?

3. Abreviando la construccion de los excentros

Tratamos de determinar los excentros (o exincentros, en terminologia clasica)
de un tridngulo (e.e., centros de las circunferencias tangentes a tres rectas,
secantes dos a dos), minimizando el nimero de operaciones geométricas.

Nuevos comandos utilizados en esta actividad

Crear un dngulo orientado: hacer clic en el icono 4L y elegir la opcion An-
gulo, hacer clic sucesivamente en un punto por donde ha de pasar el lado
origen del angulo, en el vértice del dngulo y en un punto del lado extremo
del dngulo; aparece en la VG un sector circular (que visualiza la amplitud del
angulo) y el nombre asignado al dngulo (letra griega) igualado a su medida
(en sentido positivo o antihorario), lo que también aparece en la VA.

v

Crear una semirrecta: hacer clic en el icono “= y elegir la opcion Semirrecta,
hacer clic en el punto origen de la semirrecta y luego en otro punto de la se-
mirrecta; aparece en la V(G la semirrecta de origen el primer punto marcado
y que pasa por el segundo y en la VA la ecuacion de la recta completa y las
coordenadas de ambos puntos.
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Crear la recta bisectriz de un dangulo orientado: hacer clic en el icono B pa-
ra elegir la opcion Bisectriz y hacer clic sucesivamente en el punto sobre lado
origen, en el vértice y en el punto sobre lado extremo usados para crear el
angulo; entonces aparece en la VG la recta bisectriz y en la VA su ecuacion.
(Si se hace clic en otros puntos de los lados del dngulo, entonces aparecen las

dos bisectrices perpendiculares del dngulo y de su adyacente).

Ejecucién de la construccién (Fig. 3)

Se puede comenzar cerrando la VA, para aumentar el espacio de la VG.
Crear tres puntos no alineados, A, B, C.

Trazar las rectas AB, BC, CA.

Usando el comando Poligono, crear el triangulo ABC.

Trazar las bisectrices interiores de cada uno de los tres angulos del triangulo.
Determinar el punto de interseccién, D de dos de esas bisectrices interiores.
Trazar por D una perpendicular al lado AB.

Determinar el punto de interseccién, E de esa perpendicular con el lado AB.
Trazar la circunferencia de centro D que pasa por D (inscrita en ABC).
Crear un punto F sobre la recta BC, de modo que B esté entre C'y F.
Trazar la bisectriz del angulo exterior ABF del triangulo ABC.

Determinar el punto de interseccion, G, de esa bisectriz exterior con la del
angulo interior C del tridngulo ABC.

Trazar por G una perpendicular al lado AB.

Determinar el punto de interseccién, I, de esa perpendicular con el lado AB.
Trazar la circunferencia de centro G que pasa por I (circunferencia excrita
de ABC tangente al lado AB).

Trazar de modo andlogo las otras dos circunferencias excritas de ABC (la
tangente al lado BC'y la tangente al lado CA).

Ejercicios sugeridos

1. Arrastrar los vértices de ABC, para observar que se conserva la configu-
racion de la Fig. 3, es decir, que las cuatro circunferencias siguen siendo
tangentes a las tres rectas AB, BC, CA.

2. Crear el angulo DBG de las bisectrices interior y exterior de vértice B,
para ver su medida.

3. Arrastrar los vértices del triangulo ABC y comprobar que el dngulo DBG
sigue siendo recto. ;Por qué?
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4. Observar que la perpendicular por B a la bisectriz interior del angulo B
pasa por dos excentros de ABC.

5. Aprovechar la perpendicularidad del ejercicio anterior para abreviar la
construccion de la configuracion de la Fig. 3, realizando el menor numero
posible de ejecuciones de comandos de GeoGebra (menor nimero posible de
operaciones geométricas). ;Cuantas?

Fig. 3: Incentro y excentros del triangulo ABC

33



4. Pentagono y pentadecagono regular con el aureo

Tratemos de dividir la circunferencia en diez arcos iguales para construir
poligonos regulares de 5, 10 y 15 lados (sin hacer uso del comando Poligono
regular de GeoGebra).

Nuevos comandos utilizados para esta actividad

Crear una circunferencia a partir de su centro y radio: hacer clic en O] pa-
ra elegir la opcién Compds, hacer clic sobre el segmento elegido como radio
y luego sobre el punto elegido como centro; entonces en la VG aparece la
circunferencia con su nombre en mintscula y en la VA su ecuacién.

Crear un arco de circunferencia a partir de un extremo: hacer clic en O pa-
ra elegir la opcién Arco de circunferencia, hacer clic en el punto elegido como
centro de la circunferencia y luego en el punto elegido como origen del arco y
desplazar para hacer clic en el punto elegido como extremo del arco; entonces
en la VG aparece el arco y los tres puntos citados y en la VA las coordenadas
de los puntos y la longitud del arco.

Consideraciones previas a la construccion

Siendo C'el centro de dicha circunferencia y A, B dos de sus puntos conse-
cutivos de divisién en diez arcos iguales (Fig. 4), entonces el dngulo central
ACB, tendra de amplitud a = %)O = 36°. La cuerda del arco AB y los dos
radios CA y CB son lados de un triangulo isésceles, CAB, cuyos angulos

: : . 180—36 __
iguales tienen pues de amplitud =5 = 72°.

Fig. 4: Lado AB del decdgono reqular de radio CA
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Sea P el punto en que la bisectriz del angulo A del triangulo CAB corta
a su lado opuesto (Fig. 4). Al ser % = 36°, los dngulos del tridngulo ABP

también miden 36°, 72° y 72°. Asi pues, los tridngulos CABy ABP son seme-

jantes y, en consecuencia, sus lados son proporcionales, % = %. Denotando

por r y ¢ a las medidas del radio CA y la cuerda AB, ello implica (al ser APC

isésceles) © = =, luego ¢ +r-c—r? =0. La raiz positiva de esta ecuacién

de incégnita ¢ permite expresar ¢ en la forma ¢ = (v/5 —1)%. El segmento de
longitud c es el segmento dureo del radio de longitud r.

E

Fig. 5: Construccion del aureo, AB, del radio CA

Ejecucién de la construccion (Fig. 5)

Trazar la circunferencia d de centro C'y radio r, y un punto, E, sobre ella.
Trazar el radio CFE y su punto medio M.

Trazar la circunferencia e de centro M que pasa por C.

Trazar la recta, b, perpendicular por C al radio CF.
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Determinar los puntos de interseccién, A, D, de by d.
Trazar el segmento MA y su interseccién, F), con e.
Entonces AF es el segmento dureo del radio, r, de d, segiin comprobaremos.

Ejercicios sugeridos

1. Calcular la longitud del segmento AF (Fig. 5) en funcion del radio CE.
(Sugerencia: calcular la hipotenusa AM del triangulo ACM y restar el radio
FM de la circunferencia e). Solucion: AF = (\/5 — 1)%

2. En la configuracion de la Fig. 5 aparece también la circunferencia g de
centro A que pasa por F, que permite construir la cuerda AB de longitud el
dureo de r. Crear el dngulo ACB para comprobar que su amplitud es de 36°.

3. Inscribir en una circunferencia diez cuerdas consecutivas iguales al dureo
del radio. Entonces generar un decagono reqular con el comando Poligono.

4. Dibujar un pentdgono reqular inscrito en una circunferencia, dividiéndola
en diez arcos iguales y haciendo uso del comando Poligono.

5. En la Fig. 6 aparecen el triangulo equildtero CAD, el arco de circunferencia
AD y el punto B de dicho arco, tal que AB es el dureo del radio CA. Asi pues,
el dngulo BCD made 60° — 36° = 24°, luego la cuerda BD abarca un dngulo
central de 24°. Como 24 = %, la cuerda BD es lado de un pentadecdgono
reqular inscrito en la circunferencia ABD. (De otro modo, ello sigue de:

% — % = %) Aplicarlo a construir un poligono reqular de 15 lados.

A C

Fig. 6: Lado BD del pentadecigono regular de radio CA
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5. Reflexiones de ejes paralelos y traslaciones

Se trata de aplicar reflexiones y traslaciones a poligonos, para visualizar y
explorar propiedades de estas transformaciones, asi como su composicion o
producto.

Definiciones de estas transformaciones

La reflexion (o simetria axial) de eje la recta r es la transformacién en que
la imagen de cada punto X es el punto X', tal que r sea la mediatriz del
segmento X’. La Fig. 7 muestra un tridngulo ABC'y su imagen, A’B’C"’, en
la reflexion de eje la recta DE.

"
cl
lD
A A
............... A B
C E
B B
c o B
E
L ]
—
Fig. 7: Reflexion de eje DE Fig. 8: Traslacion de vector DE
e

La traslacion de vector DE es la transformacién en que la imagen de cada
punto X es el punto X', tal que el vector XX’ sea equipolente (e.e. de la
misma direccién, sentido y médulo) que el vector DE. La Fig. 8 muestra un

—>
tridngulo, ABC, y su imagen, A’B’C", en la traslacién de vector DFE.
Comandos para ejecutar reflexiones y traslaciones

Crear la imagen en una reflexion de eje (ya existente): hacer clic en AN pa-
ra elegir la opcion Refleja Objeto en Recta, seleccionar una regién rectangular
que contenga a la figura (o figuras) a reflejar (presionando el ratén mientras
se arrastra el cursor desde uno de los vértices del rectangulo hasta su opues-
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to) y luego hacer clic sobre el eje de reflexion; entonces aparece en la VG la
imagen de la figura (o figuras) y en la VA sus coordenadas y/o ecuaciones de
dicha imagen.

Crear un vector: hacer clic en el icono |\, para elegir la opcién Vector, hacer
clic en el lugar elegido como origen del vector y luego en el lugar elegido
como extremo del vector; entonces aparece en la VG el vector con el nombre
asignado (en mintsculas) y sus extremos, y en la VA las coordenadas del

vector y las de su origen y extremo.

Crear la imagen en una traslacion de vector (ya existente): hacer clic en ~
para elegir la opcion Traslacion, seleccionar una regiéon rectangular que con-
tenga a la figura (o figuras) a trasladar y hacer clic sobre el vector; entonces
aparece en la VG la imagen de la figura (o figuras) y en la VA sus coordena-
das y/o ecuaciones de dicha imagen.

Fig. 9: Reflexiones de ejes paralelos y traslacion resultante
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Ejercicios sugeridos

1. Dibujar un poligono y una recta. Crear la imagen del poligono en la refle-
xion de eje esa recta. Arrastrar algun vértice del poligono para observar como
se desplaza su tmagen en la reflexion.

2. Arrastrar ahora uno de los puntos usados para determinar el eje de refle-
xion, para observar como se desplaza la tmagen en la reflexion.

3. Dibujar un poligono y un vector. Crear la imagen del poligono en la tras-
lacion por ese vector. Arrastrar algun vértice del poligono original, para ob-
servar como se desplaza su imagen en la traslacion.

4. Arrastrar ahora el origen o el extremo del vector, para observar como se
desplaza la imagen en la traslacion.

5. Dibujar un cuadrilatero no convexo ABCD (“no convexo” para distinguir
mejor la conservacion del sentido u orientacion en el plano), una recta EF
y una paralela por G (Fig. 9). Crear la imagen de ABCD en la reflexion de
eje BEF y luego la imagen de A’B’C’D’ en la reflexion de eje la paralela por
G. Crear la imagen, F’,if F en la reflexion de eje la paralela por G a_E)F

y luego crear el vector FF'. Aplicar a ABCD la traslacion de vector FF’,
para comprobar que se llega al mismo poligono que al aplicar sucesivamente
las dos reflexiones.

6. Repetir el ejercicio anterior, pero ahora cambiando el orden en que se eje-
cutan las dos reflexiones, para comprobar que resulta la traslacion de vector
opuesto al del ejercicio anterior.

7. Ejecutar una reflexion sequida de una traslacion de vector perpendicular
al eje de reflexion, para comprobar que resulta otra reflexion. Describir cudl

es la reflexion resultante.
e
8. Ejecutar una reflexion de eje EF sequida de una traslacion de vector E'F,

para comprobar que la transformacion resultante no es traslacion ni refle-
xion, pero cambia el sentido (es la denominada reflexion con deslizamiento o
simetria deslizante).

9. Construir un friso. Para ello, considerar un rectangulo y en su interior
dibujar un poligono (que puede tener ejes de simetria). Ahora aplicar a esa
region rectangular sucesivas traslaciones de vector un lado de dicho rectangulo
y también aplicarle las de vector opuesto. (Ver, por ejemplo, [12, 13]).

39



6. Reflexiones de ejes secantes y rotaciones

Se trata de aplicar a poligonos rotaciones y reflexiones de ejes concurrentes,
para visualizar y explorar sus propiedades y su composicién o producto.

Definiciones de estas transformaciones

La rotacion de centro D y amplitud el angulo orientado EFG es la transfor-
macion en que la imagen de cada punto X es el punto X', tal que DX’=DX
y el angulo orientado X DX’ = FFG. La Fig. 10 muestra un tridngulo ABC
y su imagen A’B’C’ en dicha rotacién.

C

Fig.10: Imagen de ABC, en la rotacion de centro D y amplitud EFG

Comando para ejecutar rotaciones

Crear la imagen en una rotacion de centro dado: hacer clic en ~J para ele-
gir la opcion Rota alrededor de un punto, seleccionar una region rectangular
que contenga a la figura a rotar, hacer clic sobre el centro de rotacion, elegir
en la ventana que aparece la amplitud en grados o la letra griega con que
GeoGebra haya designado el angulo a rotar y pulsar OK; entonces aparece
en la VG la imagen de la figura y en la VA sus datos algebraicos.

Ejercicios sugeridos

1. Dibujar un poligono, un punto y un dngulo orientado. Crear la imagen del
poligono en la rotacion de ese centro y amplitud. Arrastrar algun vértice del
poligono para observar como se desplaza su tmagen en la rotacion.

40



2. Arrastrar ahora uno de los puntos que determinaron el dngulo, para ob-
servar como se desplaza la imagen en la rotacion.

3. Dibujar un poligono ABCD, una recta EF y otra secante EG (Fig. 11).
Crear la imagen de ABCD en la reflexion de eje EF y luego la imagen de
A’B’C’D’ en la reflexion de eje EG. Crear la imagen, F’, de F' en la reflexion
de eje EG. Aplicar a ABCD la rotacion de centro E y amplitud FEF’, para
comprobar que se obtiene el mismo poligono que con las dos reflexiones.

4. Repetir el ejercicio anterior, pero ahora cambiando el orden en que se eje-
cutan las dos reflexiones. ;Qué rotacion resulta?

5. Fjecutar una reflexion sequida de una rotacion de centro en el eje de re-
flexion, para comprobar que resulta otra reflexion. ;Cudl?

6. Construir un roseton, reiterando sucesivas rotaciones de amplitud fija,
divisor de 360°, a un sector circular de esa misma amplitud.

Fig.11: Reflexiones de ejes secantes y rotacion
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7. Homotecias y simetrias centrales
Se trata de aplicar homotecias y simetrias centrales a poligonos, para visua-
lizar y explorar propiedades de estas transformaciones y su composicién.

Definiciones de estas transformaciones

La homotecia de centro el punto D y razén el nimero real 7(# 0) es la trans-

— —
formacién en que la imagen del punto X es el punto X', tal que DX'=r- DX.
En consecuencia D, X, X’ son colineales (Fig. 12).

B

CI

Fig.12: Imagen de ABC en la homotecia de centro D y razén 2

La simetria de centro el punto D es la transformacién en que la imagen de
cada punto X es el punto X', tal que D sea el punto medio del segmento
X X'. Es decir, la homotecia de razén -1 (o rotacién de 180°).

Comandos para ejecutar homotecias y simetrias centrales

Crear la imagen de una figura en una homotecia: hacer clic en AN para ele-
gir la opciéon Homotecia, seleccionar una region rectangular que contenga a
la figura (un poligono, por ejemplo), hacer clic sobre el centro de homotecia,
escribir en la ventana que aparece la razén de homotecia y pulsar OK; en-
tonces aparece en la VG su imagen y en la VA su drea y sus vértices.

Crear la imagen de una figura en una simetria central: hacer clic en NI pa-
ra elegir la opcion Simetria Central, seleccionar una regiéon rectangular que
contenga a la figura y hacer clic sobre el centro de simetria; entonces aparece
en la VG su imagen y en la VA los datos algebraicos.
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Fig.13: Composicion de homotecias de distintos centros

Ejercicios sugeridos

1. Dibujar un poligono y un punto. Crear la imagen del poligono en la ho-
motecia de centro ese punto y razon 5/2. Arrastrar algiun vértice del poligono
para observar como se desplaza su imagen en la homotecia. Arrastrar ahora
el centro de homotecia, para observar como se desplaza la imagen.

2. Comparar el drea de un triangulo con la de su tmagen en una homotecia.

3. Aplicar a un poligono p una homotecia razon 3. A la imagen obtenida, p’,
aplicarle una homotecia del mismo centro y razon 2, para obtener su imagen,
p”. Es claro, se puede pasar directamente de p a p” con una unica homotecia
del mismo centro. ;Cudl serd su razon? Comprobarlo con GeoGebra.

4. Aplicar a un triangulo ABC una homotecia razén 2. A la imagen obtenida,
A’B’C’, aplicarle una homotecia de distinto centro y razon 3/2, para obtener
su imagen, A”B”C”. Es claro, que debe haber una homotecia de razon 3 que
transforme directamente ABC en A”B”C”, pero cémo hallar su centro. La
Fig. 13 sugiere una solucion. Comprobar que los tres centros son colineales.

5. Comprobar que al aplicar una homotecia sequida de una traslacion resulta
otra homotecia de la misma razon.
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6. Comprobar que al aplicar una simetria de centro A sequida de la simetria
_>

de centro B resulta la traslacion de vector 2AB.

7. Comprobar que al aplicar una simetria central sequida de traslacion resulta
otra simetria central. (Sugerencia: tener en cuenta el ejercicio anterior).

8. Siendo A,B,C,D wvértices consecutivos de un paralelogramo, al aplicar su-
cesivamente esas cuatro simetrias, ;que transformacion resulta?

8. Inversion

Se trata de visualizar y explorar propiedades de la transformacién inversion.
Definicién de inversion

La inversién de polo el punto O y potencia el nimero real p(# 0) es la

transformacién en que la imagen de cada punto X (distinto de O) es el punto
- —

X', tal que O, X, X’son colineales y OX - OX'= p.

El lugar de los puntos dobles o invariantes es la circunferencia de centro
O y radio /p. La inversién queda determinada por dicha circunferencia.

La inversion es una transformacién involutiva (el producto por si misma
es la identidad). Transforma circunferencias que pasan por el polo en rectas
que no pasan y circunferencias que no pasan por el polo en otras que tam-
poco pasan. En la Fig 14 aparece un triangulo y su imagen en la inversion
determinada por la circunferencia de puntos dobles representada en la figura.

<7

Fig.14: Imagen del tridangulo CDE en una inversion de polo O
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Comando para ejecutar inversiones

Crear la imagen en una inversion: hacer clic en ~J para elegir la opcién In-
version, seleccionar la figura a la que se va a aplicar la inversiéon y hacer
clic sobre la circunferencia de puntos dobles (previamente creada); entonces
aparece la imagen de la figura en la inversiéon y en la VA sus coordenadas
y ecuaciones, asi como las ecuaciones parametrizadas de la inversion que ha
utilizado GeoGebra.

Ejercicios sugeridos

1. Dibujar la circunferencia de puntos dobles, un punto P (distinto del polo)
y su imagen en la inversion. Comprobar que son colineales con el polo. Des-
plazar P para observar como se desplaza su imagen.

2. Dibujar un segmento con un extremo interior y otro exterior a la circun-
ferencia de puntos dobles, y obtener su imagen en la inversion.

3. Dibujar una recta y su imagen en la inversion. Desplazar los puntos que
determinaron la recta, de modo que esta sea exterior, secante o tangente a la
circunferencia de puntos dobles y observar como va variando su imagen.

4. Dibujar algunas rectas de un haz de paralelas y del haz ortogonal (Fig.
15). Determinar sus inversas y observar que se obtiene dos haces de circun-
ferencias ortogonales (la inversion conserva los dngulos, pero no su sentido).
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Fig.15: Haces ortogonales inversos
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5. El clasico problema de Apolonio, relativo a la construccion de las circunfe-
rencias tangentes a tres dadas, puede resolverse por inversion, aprovechando
el comando Inversién de GeoGebra. (Vease, por ejemplo, [14] en nuestro Bo-
letin, donde se describe como hacerlo).

6. El problema de las cadenas de Steiner (también denominado porisma de
Steiner), consistente en cadenas de circunferencias-eslabones tangentes ca-
da una a la anterior y la siguiente, y todas ellas tangentes exteriormente
a una circunferencia dada y tangentes interiormente a otra circunferencia
dada, puede resolverse por inversion, aprovechando el comando Inversion de
GeoGebra. (Véase, por ejemplo, [15] de nuestro Boletin).

9. Introduciendo datos via la linea de escritorio

Hasta aqui hemos generado configuraciones geométricas haciendo uso ex-
clusivamente del ratén, haciendo clic sobre los puntos u objetos elegidos y
ejecutando las operaciones geométricas, haciendo clic sobre la opcion deseada
en la ventana desplegable del boton conveniente. Se trata ahora de describir
otro modo de operar, introduciendo los datos a través de la linea de escritorio.

Las coordenadas de los puntos iniciales de una configuracion y los coman-
dos de las sucesivas operaciones geométricas pueden también ser introducidos
a través de la linea de escritorio (Input Bar), situada en la parte inferior de
la pantalla, rotulada como Entrada (Input). Todo ello, naturalmente, con la
sintaxis propia de GeoGebra. Para dar brevemente una idea de este modo
de operar, lo mejor serd ejecutar un ejemplo concreto de generacion de una
configuracion, introduciendo los datos de ese modo, a través de la linea de
escritorio.

Se trata de generar la configuracion de la Fig. 16 creando sucesivamente:
tres puntos no colineales; el triangulo de vértices esos tres puntos; los puntos
medios de sus tres lados; la circunferencia que pasa por esos tres puntos
medios; el otro punto de interseccién de dicha circunferencia con un lado del
triangulo; la perpendicular a ese lado por el vértice opuesto.

Ejecucion de la introduccion de datos

Para construir sobre GeoGebra esta configuraciéon podemos ir introduciendo
en la linea de escritorio cada una de las diez siguientes 6rdenes, pulsando
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Intro al terminar cada orden. Al ejecutar cada orden el objeto aparece en la
VG y sus coordenadas o ecuaciones en la VA. Notaremos que al comenzar
a escribir el nombre de cada comando, GeoGebra avanza la sintaxis de sus
argumentos en las distintas opciones que el comando ofrece. He aqui esas diez
6rdenes mencionadas:

A=(1,1)

B=(9,-2)

C=(8,4)

Poligono[A,B,C] (aparecen definidos sus lados, denotados a, b c)

PuntoMedio[a] (aparece definido D, como punto medio de a)

PuntoMedio[b] (aparece definido E, como punto medio de b)

PuntoMedio[c] (aparece definido F, como punto medio de c)

CircunferencialD,E,F] (aparece definida la circunferencia, denotada d)

Intersecald,a,2] (aparece el 2° punto comin de dy a, denotado G)

Perpendicular[A,a] (aparece definida la perpendicular, denotada e)
(Por supuesto, aunque las 6rdenes se hayan introducido por dicha via, las
figuras se pueden alterar dindmicamente en la forma usual).

10

Fig.16: Circunferencia de los 9 puntos o de Feuerbach
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Ordenacion de objetos de la Vista Algebraica: Las coordenadas y ecuaciones
que aparecen en la VA se pueden ordenar de otros modos. Para ello, haciendo
clic en la flechita situada a la izquierda del rétulo Vista Algebraica, la flechita
gira hacia abajo y en la barra gris estrecha situada inmediatamente debajo
aparece una flechita, haciendo clic en el cual aparece una ventana desplegable
que ofrece ordenar de otros modos: Orden de construccion,...

Ejercicios sugeridos

1. Arrastrar los vértices del tridngulo de la Fig. 16, para observar que sigue
ocurriendo lo mismo, es decir que d sigue pasando por G.

2. Continuar generando esta configuracion anadiendo las perpendiculares por
los otros dos vértices a sus lados opuestos (alturas) y sus puntos de intersec-
cion con ellos. Después de arrastrar los vértices de ABC, para observar si la
circunferencia DEF sigue pasando por esos puntos.

3. Continuar construyendo la misma configuracion, anadiendo la interseccion
de dos de esas perpendiculares (ortocentro) y, a continuacion, el punto medio
cada segmento de extremos el ortocentro y un vértice de ABC. Después de
arrastrar los vértices de ABC, para observar si la circunferencia DEF sigue
pasando por dichos puntos medios.

Nota: Los dos ultimos ejercicios justifican el nombre de “circunferencia de los
nueve puntos”. (Si Karl Wilhelm Feuerbach hubiera dispuesto de Geogebra,
habria disfrutado mostrando su descubrimiento con esta herramienta).

10. Representacion de curvas usando deslizadores

Comencemos representando la grafica de funcién f(z) = z? — 2, introdu-
ciéndola en la linea de escritorio. La vision de la grafica puede ser mejorada
de varios modos: cambiando su posicion en el rectangulo de VG, acercando
o alejando, e incluso poniendo un rétulo sobre la curva. Todo ello puede rea-
lizarse como se describe a continuacion.

Ejecucion de la representacion grafica de una funcion

1) teclear f (x)=x"2-2 en linea de escritorio y pulsar Intro; entonces aparece
definida f(z) en la VA y representada en la VG (tal como se muestra en la
Fig. 17);
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2) hacer clic en el icono il para elegir la opcién Desplaza Vista Grdfica, ha-
cer clic en cualquier lugar y mover el raton, sin dejar de presionar su botén
izquierdo, para desplazar todo conjuntamente (curva y ejes);

3) hacer clic en el icono il para elegir la opcién Acercar o Alejary hacer clic
en un punto cualquiera de la VG; entonces aumenta o disminuye el rectangulo
visible del plano;

4) hacer clic en el icono "< para elegir la opcién Texto y hacer clic en un pun-
to de la curva; ahora, en el cuadro Edita de la ventana que aparece, escribir
el rétulo deseado (pardbola, por ejemplo) y pulsar OK.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Fig.17: Grdficas de f(x) =2?> -2 y de g(x) =2 + 1
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Se trata ahora de representar la gréafica de una cualquiera de las funciones
de la familia f(x) = a-22+b, donde la x es la variable, siendo a y b pardmetros.
Al introducir la igualdad anterior en la linea de escritorio, Geogebra entiende
que la unica variable es la que aparece en el primer miembro, x, ofreciendo
considerar a a y b como parametros, de modo que el valor numérico asignado
a cada parametro pueda entonces ser elegido deslizando con el ratén el punto-
cursor sobre la barra deslizador. Ello se ejecuta del modo siguiente.

Ejecucion de graficas para familias de funciones con deslizadores

1) teclear £ (x)=ax/A2+b en linea de escritorio y pulsar Intro; al pulsar el botén
Crea deslizadores en la ventana que aparece, queda definida f(z) enla VA y
representada en la V(G la curva y dos barras horizontales con un punto-cursor
en cada una, que son los deslizadores los parametros a y b, a los cuales asigna
inicialmente valor 1.

2) desplazando con el ratén el punto-cursor sobre un deslizador, hasta que
el parametro tome el valor deseado, tanto la grafica de la curva, como su
ecuacion, se actualizan instantaneamente al cambiar el valor del parametro.

3) definir la familia de rectas g(x) = ¢z + d, tecleando en linea de escritorio
y pulsando Intro; ahora pulsar Crea deslizadores en la ventana que aparece,
para crear los deslizadores de los parametros c y d.

A
4) hacer clic en J para elegir la opcién Interseccion y hacer clic sobre la
grafica de f(x) y luego sobre la de g(x); entonces aparecen en la VG los
puntos de intersecciéon de ambas curvas y en la VA sus coordenadas.

Nota: Las curvas representadas pueden ser cambiadas de estilo, anchura y
color, del modo indicado para objetos geométricos. También el Protocolo de
Construccién citado en la seccién 1 es valido para calculos funcionales.

Ejercicios sugeridos

1. Crear las graficas de las familias de funciones representadas en la Fig. 17
y arrastrar el punto-cursor de cada uno de los 4 parametros a,b,c,d, para
observar como varian las graficas de las curvas y sus puntos de interseccion.

2. Crear la grifica de f(x) = a-sin(b-x) y arrastrar el punto-cursor de cada
uno de los 2 pardmetros a,b; crear la grdfica de g(x) = c-x y arrastrar el
punto-cursor del pardmetro c; determinar un punto de interseccion de f(x)
y g(x), para observar cdmo varia al cambiar los pardmetros.
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11. Visualizaciéon de derivadas e integrales

Calculo y visualizaciéon de derivadas

Sobre la grafica de una funcion, se puede marcar un punto, dibujar la tangente
en él y visualizar su pendiente, asi como calcular la funcién derivada (Fig.
18). Ello puede ser ejecutado en GeoGebra de dos modos: ayudéandose del
raton o introduciendo todos los datos a través de la linea de escritorio.

0.5 1

-
st
.t
et
-
-t

.
.t
.

Fig.18: Visualizacién de la derivada de f(z) = 23 — x

Ejecucion con ayuda del raton

1) teclear f(x) = 23 — z en la linea de escritorio y pulsar Intro;

A
2) hacer clic en J para elegir la opciéon Punto en objeto y hacer clic en un
punto de la gréfica (aparecen sus coordenadas en la VA);

.
3) hacer clic en == para elegir la opcién Tangentes y hacer clic en el punto
y en la curva (aparece dibujada la tangente y su ecuacién);

4) hacer clic en 4L para elegir la opcion Pendiente y hacer clic en el punto
(aparece visualizada la pendiente, mediante un tridngulo de base 1 y altura
la pendiente, m, y en la VA el valor de m);

5) hacer clic en ‘ para elegir la opcién FElige y Mueve y hacer clic el punto
sobre la grafica (los valores numéricos se van actualizando solos);

6) teclear Derivadal[f] en la linea de escritorio (aparece representada la
grafica de la funcién derivada, f’, y definida en la VA).
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Ejecucion sobre la linea de escritorio

Alternativamente a la ejecucién anterior, los pasos pueden ser ejecutados es-
cribiendo sucesivamente en la linea de escritorio:

f(x)=xA\2-3x+2
abs=0.67
t=Tangentes [f,abs]
m=Pendiente[t]
Derivadal[f]

Calculo y visualizacion de integrales

Para calcular, por ejemplo, la integral definida [ (sen(x) + cos(x))dx pode-
mos introducir en la linea de escritorio:

f (x)=sen(x)+cos(x)
Integral [f(x),0,7]
donde el simbolo 7 (mintscula) se obtiene de la tabla que aparece al hacer clic

en [, a la derecha de la linea de escritorio. Entonces aparece representada
la interpretacién grafica de la integral (Fig 19) y su valor en la VA.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Conectar. ..
| ;”A'.- {i*

- QO =]
3 [l ol ,.-w T>- asc|lf] =320l < O &
¥ Vista Algebraica %] | » Vista Grafica ><

= Funcidn
Lag f(x) = sen (x) + cos (x)
=l Numero
L@ a=2

Fig.19: Visualizacion de la integral definida [ (sen(x) + cos(x))dx

La integral indefinida o primitiva de la misma funcién, se obtiene teclean-
do en la linea de escritorio Integral [f (x) ,x] y entonces aparece la primitiva
de f(z) con constante de integracién nula y su grafica en la VG.

52



Calculo y visualizaciéon de limites

Para calcular, por ejemplo, el limite finito lim,_,q 362& podemos introducir
en la linea de escritorio:

f(x)=sen(x)/x
Limite [f (x),0]

y aparece el valor del limite en la VA y la grafica de f(x) en la VG.
Nota: Al introducir la palabra Limite en la linea de escritorio, se ofrece cal-
cular limite superior o inferior, etc.

Ejercicios sugeridos

1. Calcular y visualizar la derivada respecto de x de f(x) = a-sen(b-z) en un
punto, para valores iniciales 1 de los parametros. Arrastrarlo sobre la grifica
para observar como wvaria la pendiente. Ahora, ir cambiando los valores de
los parametros para ver como varia la pendiente.

2. Calcular y visualizar la integral definida foa e du para valor inicial 1 del
pardmetro a. Aumentar el valor de a y observar como cambia el resultado.

3. Representar f(x) = “'e”—i y calcular el limite de f(x) para x = oo y para
x = —oo. Comparar los resultados con la observacion de la grdfica de f(x),
para concluir st eran previsibles.

Nota: Ejercicios de mayor nivel sobre funciones pueden verse en [16].

12. Resolucion grafica y como “sistema simbdlico”

Se trata de resolver aproximadamente sistemas de dos ecuaciones po-
linémicas de grado menor que 3 y dos incoégnitas, determinando sus puntos
de interseccién. Consideremos, por ejemplo, el sistema de ecuaciones

(e-12+@y-22=9 ; ®-¢y*=1
Ejecucion de la resolucion grafica
1) teclear (x — 1)%2 + (y — 2)2 = 9 en la linea de escritorio y pulsar Intro;
2) teclear 22 — y? = 1 en la linea de escritorio y pulsar Intro;
A
3) hacer clic en el icono J para elegir la opcién Interseccion y hacer clic

en una y otra grafica; aparecen en la VG sus puntos comunes y en la VA las
coordenadas de estos (Fig. 20).
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Fig.20: Resolucion grdfica del sistema: (v — 1)+ (y—2)2 =9, 22 —¢y? =1

GeoGebra también permite resolver ecuaciones introduciendo datos como
si se tratara de un sistema de cdlculo simbdlico (CAS), como se muestra a
continuacion. Nada mas abrir GeoGebra, en la ventana emergente Aparien-
cias, situada a la derecha, comenzamos eligiendo CAS y Grdficos. Entonces
aparecen otros iconos en la parte superior, de izquierda a derecha: evaluacion
exacta, aproximada, conserva entrada, factorizacion, desarrollo, sustitucion,
resolucion, resolucion numérica, deriwada, probabilidad y elimina. Notemos
que no aparece linea de escritorio, sino que van apareciendo sucesivas re-
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giones numeradas en vertical (Fig. 21). Para concretar, suponiendo que se
trata de determinar los puntos en que toman valores iguales las dos funcio-
nes f(r) =23 — 1y g(x) = 2z — 1/2, podemos operar del siguiente modo.
Ejecucién al modo de sistema simbdélico (CAS)

1) en la regién 1 introducimos f(z) := 23 — 1 (con := de asignacién) y pul-
samos Intro; entonces, dentro de la misma ventana, aparece debajo repetida

dicha funcién y simultdneamente en la VG aparece representada la funcion
(pudiendo ser cambiados su color y anchura, del modo ya conocido).

2) en la regién 2 introducimos, de igual modo, g(x) = 2x — 1/2
3) en la regién 3 introducimos la ecuacién f(z) — g(z) =0

4) pulsando el botén x= aparece debajo Resuelve y la lista de soluciones.
(Si las soluciones exactas son incémodas de expresar, se devuelven aprox.).

o GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Fig.21: Resolucién al modo CAS de 23 —1 = 2x — 1/2
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Ejercicios sugeridos

1. Determinar por método grdfico los puntos comunes de f(z) = sen(a-x) y
g(x) = b -z, dando valores a los parametros a y b, de modo que se obtengan
3 soluciones distintas (aplicar Interseccion una vez fijados los pardmetros).

2. Resolver de modo exacto la ecuacion x> —

obtienen soluciones exactas (no aprorimadas).

= 0, para observar que se

13. Sintaxis de los calculos matriciales

GeoGebra permite ejecutar muchos célculos matriciales usuales. Las matrices
se definen introduciéndolas en la linea de escritorio y van apareciendo en la
VA (Fig. 22) y en el Protocolo de Construccion (el cual es ofrecido como
opcién en la ventana de Vista). En el Protocolo las matrices aparecen con el
nombre de [listas, por ser gestionadas por GeoGebra como “listas de listas”.
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Fig.22: Cdlculos matriciales

Ejecucion de los calculos matriciales que aparecen en la Fig. 22

1) definir la matriz M de 1¢ fila (1, 2), 2% fila (3, 4) y 3° fila (5, 6) teclean-
do M = {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} y pulsando Intro; en la VA aparece la
matriz con la notacién usual (la VG puede ser cerrada previamente).
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2) definir la matriz G={{1, 2, 3}, {4, 5, 6}}

3) definir la matriz producto N=G*M

4) definir la matriz producto F=M*G

5) calcular el determinante de esta ultima, tecleando a=Determinante [F]
6) intentar calcular la matriz inversa de F', tecleando H=Inversa [F]

Nota: En la seccion 5 se definieron vectores a partir de su origen y extre-
mo. También se pueden definir directamente en la linea de escritorio a partir
de sus coordenadas. Por ejemplo, el vector v de coordenadas (4, 3) se define
tecleando v=Vector[(4,3)], apareciendo entonces en la VA como vector co-
lumna (y también, a la vez, en la VG, en el caso de vectores de dimension 2).

Ejercicios sugeridos

1. Definir la matriz R = {{cos(n/3), —sen(w/3)}, {sen(w/3),cos(mw/3)}}, de
rotacion de 60° alrededor del origen; definir el vector v = (2,0) en la linea
de escritorio; finalmente definir el vector w=Rxv, para observar en la VG que
w es la imagen de v en la rotacion de 60° alrededor del origen.

2. Definir la matriz S de la simetria axial de eje el de abscisas; definir sobre
la linea de escritorio el vector v = (1,2); finalmente definir el vector w=S*v,
para observar en la VG que w es la imagen de v en dicha reflexion.

14. Calculando y visualizando lineas de regresién

GeoGebra también permite determinar automaticamente lineas de regresion.
Se trata, por ejemplo, de establecer la relacién entre las calificaciones obte-
nidas por 15 alumnos en dos asignaturas, A y B. Los datos considerados:
(5,6),(2,4),(4,5),(4,4),(5,4),(5,6), (7,8),(8,9), (6,5), (10,9), (5,7), (3,4),
(6,6),(7,6),(8,8), se entiende que son los pares de calificaciones obtenidas
por los alumnos en ambas asignaturas.

Ejecucion para generar la recta de regresion de la Fig. 23
(Una vez arrancado GeoGebra, podemos cerrar la VG, por no utilizarse).
1) Hacer clic en Vista de la barra superior y seleccionar Hoja de cdlculo.

2) En la hoja de cdlculo que ha aparecido, introducir en cada una de sus filas
un par de calificaciones (1* componente en la columna A y 2% en la B).
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3) Seleccionar en la hoja de célculo el rectangulo que contiene a las casillas a
considerar, operando asi: hacer clic en la casilla del vértice superior izquierdo
del rectangulo, pulsar la tecla de mayusculas y, sin soltarla, hacer clic en la
casilla del vértice opuesto del rectdngulo (entonces éste queda coloreado).

4) Hacer clic en el icono "l para elegir la opcién Andlisis de Regresion de
dos variables ; entonces aparece la ventana Fuente de datos y al hacer clic en
su tecla Analiza, aparece la ventana Andlisis de datos, con la nube de puntos
correspondiente a la distribucién considerada.

5) Ahora se puede elegir Modelo de regresion, haciendo clic en la flechita hacia
abajo situada a la derecha de “Ninguno”. Eligiendo Lineal, aparece en rojo la
gréafica de la recta de regresion (de y sobre x) y su ecuacién, y = 0,74z + 1,88.

6) Al escribir en la ventanita bajo la ecuacién un valor para x y pulsar Intro,
aparece en la ventanita a su derecha el correspondiente valor de y de la recta
de regresién obtenida. Asi, para x = 6,5, aparece a su derecha y = 6,6826.

o Analisis de datos - 8_5_Regresion.ggb
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Fig.23: Recta de Regresion
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Nota 1: Si se hubiera elegido, por ejemplo, Polinomio, en vez de Lineal,
habria aparecido el polinomio de grado 2 que mejor se ajusta a esa distribu-
cién (graficamente la pardbola, en vez de la recta que mejor se ajusta).

Nota 2: También se puede calcular autométicamente el histograma de una
distribucién unidimensional, eligiendo Andlisis de una variable, en vez de
Analisis de Regresion de dos variables, en el paso 4) de la ejecucién anterior.

Ejercicios sugeridos

1. Calcular y dibujar la curva de regresion de grado 2 que mejor se ajusta a la

distribucidn siguiente: (5,4), (6,2),(4,5), (3,6), (5, 3),(7,4),(8,9), (2,6), (6,2),

(10,9),(5,4),(2,5).

2. Determinar el histograma de la distribucion unidimensional siguiente:
(1,1),(2,2),(3,2),(4,4),(5,6), (6,6),(7,4), (8,2), (9,1)

donde la 1% componente de cada par es el valor de la variable y la 2% compo-

nente es la frecuencia absoluta, para ese valor de la variable.

15. Lugar geométrico con rastro y animacion

Al hacer clic en el icono == podemos elegir la opcién Lugar geométrico. Se
trata de un comando especifico para determinar lugares. Vamos a aplicarlo a
hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos
fijos sea constante, para obtener una elipse por el método del jardinero.

Pasos de la construccidon (Fig. 24)

Crear dos puntos distintos, denotados A y B.

Crear el segmento AB, denotado a.

Crear un punto C sobre el objeto a (distinto de A y de B).

Crear el segmento AC, denotandolo b.

Crear el segmento CB, denotandolo c.

Crear dos puntos distintos, Dy E, tales que dist(D, E) < a

Crear la circunferencia de centro D y radio b, denotada d.

Crear la circunferencia de centro F y radio ¢, denotada e.

Crear los puntos de interseccion de d y e, denotados F'y G.

Crear el lugar de F' al desplazarse C sobre el segmento a (activando Lugar
geométrico, haciendo clic en F'y luego en C, se obtiene la semielipse superior).
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Crear el lugar de G al desplazarse C sobre el segmento a (activando Lugar
Geométrico, haciendo clic en Gy luego en C| se obtiene la semielipse inferior).

Animacion: Haciendo clic con el botén derecho del ratén sobre C, se abre un
menu contextual y eligiendo la opcién Animacion activada, se anima con
movimiento C'y, consecuentemente, F'y (. Para parar repetir lo mismo.

Rastro: Del mismo modo, haciendo clic sobre G y eligiendo la opcién Rastro
activado, al desplazar C, entonces G va dejando un rastro de puntos gruesos.

o GeoGebra = =
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Fig.24: Lugar geométrico “elipse”

Ejercicios sugeridos

1. Construir sobre Geogebra el lugar geométrico “hipérbola”, como lugar de
los puntos cuya diferencia de distancias a dos fijos sea constante.

2. Construir sobre Geogebra el lugar geométrico “pardbola”, como lugar de
los puntos equidistantes de un punto y una recta dados.
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3. Dadas la recta AB, una paralela p (distinta de AB) y un punto P sobre
la recta p, se considera la recta AP, su perpendicular por B y el punto de
interseccion X de estas dos ultimas rectas. Construir el lugar del punto X al
desplazarse P sobre la recta p.

16. Esfera mirandose al espejo en 3D

La versién 5 (v. provisional) de GeoGebra también permite operar en 3D.
Tratemos, por ejemplo, de reflejar una esfera en un plano y mover la esfera,
para observar como entonces se desplaza su imagen en la simetria especular.

Comenzamos a operar en GeoGebra 3D

Una vez cargada la v.5, elegir Algebra y Grdficos 3D en la ventana emergen-
te inicial. Aparece entonces la Vista Grdfica 3D (en adelante VG3D) con sus
tres ejes de coordenadas (rojo, verde y azul) con marcas en los puntos de
coordenadas enteras y un plano gris conteniendo a los ejes rojo y verde (en
adelante, plano z = 0). Todo ello dentro del ortoedro de representacién 3D.

Crear un nuevo punto con el raton: Hacer clic en el icono ﬂ para elegir la
opcién Punto y hacer clic en un punto del plano gris (z = 0), que queda
marcado y denotado A, apareciendo sus coordenadas en la VA (con terce-
ra coordenada nula); al hacer clic de nuevo sobre ese punto aparecen dos
flechas (hacia arriba y abajo) y sin dejar de pulsar el botén izquierdo del
ratén, el punto se puede desplazar hacia arriba o abajo, para fijar su tercera
coordenada, z, al soltar el botén del raton, apareciendo entonces actualizada
esa tercera coordenada en la VA. (De este mismo modo, se puede alterar la
coordenada z de cualquier punto previamente dibujado).

Crear un nuevo punto usando la linea de escritorio: alternativamente, para
crear, por ejemplo, el punto de coordenadas (3,2, 1), se teclea sobre la linea
de escritorio Punto [{(3,2,1)}] y se pulsa Intro.

Pasos de la construccién de la Fig. 25 (similar a como se hacia en 2D)

Crear el punto de coordenadas (3,2, 1), que serd denotado A.
Crear la recta paralela por A al eje rojo, que serda denotada a.
Crear un punto sobre la recta a, que serd denotado B.

Crear el plano perpendicular por B a la recta a.
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Crear un punto sobre la recta a, que sera denotado C.

Crear la esfera de centro C'y radio 1.

Crear la imagen de esta esfera en la simetria respecto del plano anterior.
(Esta sucesién de pasos es guardada automaticamente por GeoGebra en el
Protocolo de Construccién, al igual que ocurria en 2D).

Nota: Haciendo clic en el icono y eligiendo la opciéon Rota la Vista Grafica
3D, se arrastra con el ratéon el ortoedro de representacion 3D.

1
L.JJ'
1

PR 3

Fig.25: Esfera reflejandose en un espejo
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Ejercicios sugeridos

1. Realizar la construccion descrita. Mover el punto C sobre la recta a, para
observar como se desplaza la esfera de centro C'y su imagen. Mover ahora el
punto B sobre a, para observar como se desplaza sdlo la esfera imagen.

2. Construir un tetraedro y aplicarle la misma reflexion especular anterior,
para comprobar si esa transformacion 3D cambia el sentido.

3. Aplicar una rotacion de eje z y amplitud 90° a un tetraedro, para observar
si esa transformacion 3D cambia el sentido.

4. Del mismo modo, comprobar si una simetria central cambia el sentido. Lo
mismo para una homotecia de razon negativa. ;Y si la razon es positiva?

Nota: Los tres ultimos ejercicios pueden resolverse alternativamente via al-
gebraica, comparando el signo del producto mixto de tres vectores-arista de
origen comun un vértice del tetraedro con el producto mixto de sus imégenes.

Conclusiones

Somos conscientes de la existencia de docentes entusiastas y detractores de
la incorporacion de los SGD a la educacién matematica, pero no conocemos
a ninguno que habiéndolo utilizado haya desistido de seguir usandolo.

Por supuesto, no hemos descrito todos los comandos de GeoGebra 2D
(por ejemplo, cénicas) y apenas hemos iniciado GeoGebra 3D, por razones
de espacio. Pero el propdsito de este articulo era exclusivamente el de mostrar
el interés didactico de la visualizacién y exploracion de problemas geométricos
con un SGD que, ademas, es gratuito y al alcance de todos.

Deseamos que las actividades presentadas sean de utilidad a usuarios de
este SGD y que otros, no usuarios, hayan sido motivados a interesarse por él.
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Abstract

In the present paper we explain, fundamentally, which were the most
important myths in the classical Greece about the configuration of the
universe: his arithmetization, from the Pythagoreans (and the
corresponding of the Zenon’s critiques to his arguments), and the
conception of the geometry as a way to describe the world. With them
we study also, briefly, the myths of the existence of a unique logically
conceivable geometry and the structural perfection in the construction
of the foundations of the mathematics.

A la memoria del profesor Alberto Aizpun,
que siempre fue joven

Introduccion

En el articulo se expondrdn varios importantes mitos que han surgido a lo largo
de la historia de las matemadticas; con mayor extension, los nacidos en el seno de
la matemdtica griega sobre la configuraciéon del universo: dos de origen
aritmético y uno de tipo geométrico. Los dos primeros son el mito de la
aritmetizacion del universo, de los pitagéricos, y el que trata de destruir su teoria
(de la concepcion del cuerpo como suma de puntos, el tiempo como suma de
instantes...), debido a Zendn. El tercero, que inicia construyendo Platén, es la
consideracion de la geometria como manera de describrir el mundo.

El trabajo se completa con el estudio posterior de otros dos mitos, tratados
de forma resumida: la existencia de una unica geometria l6gicamente concebible
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(la euclidea) y la concepcion formal de que la aritmética estd libre de
contradicciones.

Como algunos o muchos de los contenidos del articulo serdn conocidos por
el lector, parece obligado explicar qué razén ha movido a escribirlo, que es la
siguiente. La de presentar los distintos mitos en una vision de conjunto,
facilitando en un mismo documento una coleccién integrada de algunos de los
mas importantes surgidos en el desarrollo de las matematicas, que generalmente
aparecen aislados en la literatura correspondiente y que, ademds, es posible que
se hubieran estudiado pasando de puntillas por ellos, sin tiempo suficiente para
una reflexion serena. Si el lector es profesor, valorard, si —en el caso de que no
esté haciéndolo ya- algunos de tales mitos podrian ser explicados en sus clases de
bachillerato o universitarias, adaptidndolos en su caso al nivel adecuado de sus
alumnos.

1. Los pitagoricos y la aritmetizacion del universo

Como afirma Le Lionnais, en la matematica clasica el nimero tiene al menos el
mismo papel que la célula en los organismos vivos; y su importancia ha sido
también indiscutible a lo largo de toda la historia (en el siglo XIX, Balzac
aseguraria que sin ellos la civilizacion caeria en pedazos).

Para los pitagdricos, en concreto, tenian una gran trascendencia, pues el
nimero era considerado el principio de todas las cosas, como explicitamente
queda recogido en la siguiente reflexion, debida al fil6sofo pitagérico Filolao: “El
niimero reside en todo lo que es conocido. Sin él es imposible pensar nada ni
conocer nada” (citado en Le Lionnais, 1976, p. 80).

Para Pitdgoras el universo era un cosmos, un todo ordenado vy
armoniosamente conjuntado, siendo los nimeros el armazén inteligible de las
formas. Desvelaban las proporciones que regian las consonancias musicales vy,
aun mas, gobernaban todo, desde el cuerpo humano a los cuerpos celestes. El
nimero era, en resumen, el principio inteligible a través del cual el cosmos divino
dirigido por el espiritu manifestaba al hombre su armonia interna. El secreto de la
armonia de los nimeros, pues, debia de ser un paso previo a la comprension del
universo. Como puede advertirse, ademas, los pitagdricos tuvieron el mérito de
haber aproximado la astronomia a la aritmética y a la geometria, y también a la
musica (Rioja y Ordéiez, 1999), relacionando asf las disciplinas del quadrivium.

Este mito, el de la aritmetizacion del universo, se sustentaba en una “teoria
atomica” segun la cual todo objeto estaba formado por un cierto numero de
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atomos” que contenia. Y esa aritmetizacion tan radical de la realidad se extendi6
también a la geometria, dando lugar con ello a la teoria de la proporcionalidad de
segmentos y a la reduccion de las razones geométricas a razones numéricas.

Pero a mediados del siglo V a. C. se produjo en la escuela pitagdrica un
descubrimiento sorprendente e inquietante, encaminado a destruir un suefio tan
maravilloso. Ese indeseable hallazgo, que parecia obra de espiritus malignos y
ocasiond el hundimiento del mito de la teoria atdmica de la extension geométrica,
abriria sin embargo el camino a diversas investigaciones posteriores. Me estoy
refiriendo, claro estd, al descubrimiento de pares de segmentos inconmensurables;
o sea, a la aparicion de los numeros irracionales, causa de la primera crisis de
fundamentos de la matemadtica.

En un viejo escolio del décimo libro de los Elementos de Euclides, atribuido
a Proclo, se puede leer coémo fue acogido este descubrimiento por los helenos:
“Es fama que el primero en dar al dominio publico la teoria de los irracionales
pereciera en un naufragio, y ello porque lo inexplicable e inimaginable deberia
siempre haber permanecido oculto. En consecuencia, el culpable, que
fortuitamente toco y revelo este aspecto de las cosas vivientes, fue trasladado a
su lugar de origen, donde es flagelado a perpetuidad por las olas” (citado en

Peralta, 1996, p. 36).

Parece ser, por otro lado, que el ndmero irracional fue encontrado en los
momentos menos esperados y cuando era previsible la midxima regularidad: no se
sabe con seguridad si el tratar de determinar la razén de la diagonal de un
cuadrado a su lado (lo que daria lugar a la aparicién de raiz cuadrada de 2) o al
calcular la razén de la diagonal al lado del pentagono regular (que condujo al
descubrimiento de la razén aurea). Concretamente, el descubrimiento de tales
segmentos inconmensurables tuvo lugar al tratar de hallar una unidad de medida
comuin a dos segmentos dados (version geométrica del denominado mds tarde
algoritmo de Euclides para hallar el maximo comun divisor de dos nimeros, y
que los pitagdricos denominaron “‘antiphairesis’), observando que al aplicarlo a la
diagonal del cuadrado o del pentdgono regular el proceso no terminaba jamas
(Guzman, 1986).

Este descubrimiento tuvo serias consecuencias para la doctrina pitagorica: la
primera de ellas, la conclusion de que efectivamente la geometria no era
aritmética, como asimismo, que los objetos matemdticos no eran tan simples
como se habia pensado, puesto que las propiedades que parecian a la intuicion
claramente verdaderas, como que dos segmentos admiten siempre una unidad de
medida comun, se comprobaron falsas. En resumen, que la tesis de la teoria
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atomica de la extension geométrica era insostenible, lo que tiraba por tierra el
mito de la aritmetizacién del universo (ibid.).

Aunque bien es cierto que al lado de estos aspectos negativos, se extrajeron
asimismo conclusiones de signo radicalmente contrario, como el hecho de la
ampliacion del campo numérico, el estimulo para el estudio de la razén aurea y el
interés por la investigacion en aritmética y teoria de nimeros, lo que impulsé el
desarrollo de estas ramas de las matemdticas. Pero acaso lo mds interesante es
que sentd las bases para el estudio de las sucesiones, las series numéricas y otros
procesos infinitos, que, junto al postulado de Eudoxo-Arquimedes, constituirian
el germen de lo que veinte siglos mas tarde seria el andlisis infinitesimal, al ser
retomadas esas viejas ideas por Newton y Leibniz, y aquellos predecesores suyos
que trabajaron en algoritmos infinitos (Vieta, Cataldi, Wallis...).

2. Los argumentos de Zenon

Un siglo después de Pitdgoras surgen las primeras criticas a su teoria debidas a
Zen6n de Elea, que trata de destruir el objeto mds sagrado de su escuela: la
nocion de nimero, aunque en un aspecto muy particular: en la concepcion de los
cuerpos como suma de puntos, del tiempo como suma de instantes o del
movimiento como suma de pasajes de un lugar a otro. Las ideas de Zendn, por el
contrario, se basan en la creencia de que un ndmero ilimitado de cantidades
positivas no puede tener una suma finita.

Con su célebre paradoja refuta la hipétesis de que las magnitudes
geométricas estén compuestas por entes indivisibles y extensos, ya que, segin
razona, si algo estd compuesto de elementos inextensos, por grande que sea su
nimero, no puede dar sino una cantidad inextensa, es decir, nula. Pero, por otra
parte, las unidades que componen toda la pluralidad deben estar separadas por
algo, entre ese algo y la unidad anterior ha de haber a su vez otro algo, y asi
sucesivamente, de manera que un conjunto de infinitos elementos no puede dar
sino una cantidad infinita. Luego toda pluralidad es nula e infinita al mismo
tiempo.

Todo ello alude a la divisibilidad infinita de las cantidades, y pone en
evidencia el peligro que entrafiaba el manejo poco cuidadoso de un concepto tan
vago como el infinito. Sin embargo, el mito de la escuela de Zenén de que un
nimero ilimitado de cantidades positivas no puede tener una suma finita, fue
desmontado siglos después con la teoria de las series infinitas, cuando se probd
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que, en muchos casos, la suma de un conjunto de infinitos nimeros es en cambio
finita.

Es bien conocido, por otro lado, su argumento para derribar la idea de
movimiento como suma de pasajes, mediante —entre otras- la reflexion sobre la
persecucion de Aquiles, “el de los pies ligeros”, a la tortuga que camina
alejandose de €l. Concluye que es imposible alcanzarla, porque estando en el
instante de partida a una cierta distancia de ella, debe franquear un segundo
instante en que la distancia serd la mitad de la inicial, en el siguiente instante
estard a un cuarto de la primera distancia, y asi sucesivamente. Por supuesto que
Zenon no cree en la inexistencia del movimiento: sabia que Aquiles alcanzaria a
la tortuga en pocos instantes o que una flecha disparada por un arco
efectivamente llegaria a su meta. Lo que queria dejar claro son las dificultades
que presenta el mito de la existencia de una unidad ultima intrinsecamente
indivisible, que lleva al concepto de continuidad como una de las notas del ser,
echando por tierra la nociéon de discontinuidad que habia inducido a los
pitagoricos al “escdandalo de los irracionales”. Ademds, esa dicotomia del “ser” y
“no ser” sentaba las bases del principio 16gico de no contradiccién, que en
matematicas llevaria a un importante recurso de demostracion: el método de
reduccion al absurdo (Zenén fue el padre de la dialéctica, cuyo razonamiento
caracteristico es el que mds tarde se llamaria método indirecto o método de
reduccidn al absurdo).

Con esto finaliza el estudio del mito de la concepcion pitagorica del universo
y el debido a sus detractores, sustentados los dos en el concepto de nimero, como
asimismo un esbozo de las consecuencias que posteriormente tuvieron ambas
hipdtesis. A continuacidn, serd la otra rama de las matemadticas entonces existente
la que juegue un papel fundamental en las teorias de la configuracion del
universo.

3. La geometria como manera de describir el mundo

Comenzaré en el siglo IV a. C., con la creencia de la constitucién del mundo a
partir de los cuatro elementos: fuego, aire, agua y tierra. Platon consideraba que
los cuatro elementos eran cuerpos, y que todos los cuerpos eran sélidos. Como el
universo s6lo podia haber sido creado a partir de cuerpos perfectos, dichos
elementos debian existir en forma de sélidos regulares, por lo que eché mano de
los cinco poliedros regulares, ya estudiados en los Elementos de Euclides.
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Platén, entre afirmaciones pseudomatemadticas tan curiosas como que “el
aire es al agua como el agua es a la tierra”, concluyé que “El fuego tiene la
forma de tetraedro, puesto que el fuego es el elemento mds pequerio, ligero y
agudo ...; la tierra debe tener la forma de cubo, el sélido mds estable de los
cinco; mientras que el agua, el mds movil y fluido de los elementos, ha de tener
como forma propia, o “semilla”, el icosaedro, el solido mds cercano a la esfera
y, por tanto, el que con mayor probabilidad puede rodar fdcilmente. El aire, de
tamario, peso y fluidez, en cierto modo intermedios, se compone de octaedros”
(citado en Dunham, 1992, pp. 113-114). Sin embargo, de ese modo habia agotado
todos los elementos, pero aun le quedaba un sélido regular por incluir en su
explicacion: el dodecaedro; asi que despaché el asunto diciendo que ésta era la
forma “que los dioses emplean para disponer las constelaciones en los cielos”
(ibid., p. 114). El dodecaedro, por lo tanto, representaria la forma del universo.

Sea como fuere, lo que parece innegable es que el mito de la concepcién
cosmoldgica platonica fue un interesante punto de partida para otras fructiferas
teorias, ademds de potenciar una investigacion mas profunda de los cinco sélidos
platonicos. Luca Pacioli, por ejemplo, profesor de Copérnico en Bolonia, harfa un
importante estudio de los poliedros regulares y sus relaciones con la “divina
proporciéon”, todo ello enmarcado en una filosofia neoplaténica entonces de
actualidad.

Kepler, descubridor de las leyes del movimiento de los planetas, seguiria esa
linea argumental, e incluso irfa mucho méis lejos. En su Mysterium
Cosmographicum (1596) y luego en el Harmonices Mundi Libri V (1619),
retomando las ideas pitagéricas de armonia universal del nimero y la proporcion,
pensé que habia encontrado el secreto de las leyes planetarias. El sistema de
Kepler suponia que entre los cinco planetas entonces conocidos y el sol se
interponian los cinco poliedros regulares, a modo de un juego de ‘“mufiecas
rusas’”.

Siguiendo el estudio de los poliedros, hacia 1675 Descartes, y algo més tarde
y definitivamente Euler, enunciaria uno de los mds geniales resultados de la
historia de la matematica en relacién con aquellos, fundando de paso la topologia
(denominada por Euler ‘“analysis situs”), una nueva rama de esta ciencia.
Concretamente, llegd a conjeturar que en todo poliedro el nimero de caras mas el
numero de vértices es igual al nimero de aristas mas 2; resultado que sobrepasa
el campo de la geometria y constituye el primer ejemplo de invariante topoldgico,
pues conserva su validez cuando el poliedro se somete a un homeomorfismo.
Propiedad, por otro lado, intimamente ligada a la que hace posible el paseo por
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los puentes Koenigsberg y al teorema de los cuatro colores, y que fue finalmente
demostrada por Cauchy en el siglo XIX. Todo ello, recordemos, tuvo su punto de
partida en el mito de la hipétesis cosmoldgica de Platon.

4. Otros mitos

Los mitos expuestos anteriormente se referian, como se ha dicho, a la
configuracion del universo; pero han existido otros varios también de importancia
en la historia de las matematicas. Expondré a continuacion dos de ellos.

4.1. La existencia de una tnica geometria légicamente concebible

Este primero tiene que ver también con la geometria y su explicacion del mundo
real, pero en un orden de ideas radicalmente distinto a los ya mencionados.
Concretamente se trata de los Elementos de Euclides y su quinto postulado (“por
un punto exterior a una recta puede trazarse una y solo una paralela a ella”), que
responde mds bien a una forma de ser de la geometria del espacio fisico en que
vivimos. Da la impresion, por tanto, de que no ha de haber necesidad de que se
enuncie, sino que debe poder demostrarse partiendo de los otros cuatro, tal como
creia Proclo: “este postulado deberia borrarse de la lista de los postulados, pues
es un teorema” (citado en Duham, 1992, p. 83).

Eso mismo pensaron algunos de los mejores matematicos a lo largo de mas
de veinte siglos, pero, como es sabido, tan solo lograron expresar dicho postulado
en forma equivalente, lo que no produjo avance alguno sobre el fondo de la
cuestion. Poco a poco fue llegandose al convencimiento de que efectivamente se
trataba de un postulado y no de un teorema, y que iban a ser indtiles todos los
intentos de demostracion. Si el postulado quinto es un verdadero postulado, el
hecho de negarlo, aceptando los demds —pensaron- no debe conducir a
contradiccion alguna. Esa fue precisamente la idea que maduré durante la primera
mitad del siglo XIX, y que tuvo como consecuencia el nacimiento de las
geometrias no euclideas, esto es, de las geometrias en las que el quinto postulado
deja de ser valido.

En 1826 Lobachevski, y casi al mismo tiempo Bolyai, tomaron como
hipétesis la asercion contraria al postulado, y demostraron que no entraba en
contradicciéon con los demds postulados de la geometria, o dicho de otro modo:
que el V postulado no se puede probar, es indecidible, y que la negacién del
mismo implica una serie de consecuencias que forman una teoria no
contradictoria, légicamente posible, que puede considerarse como una nueva
geometria (la no euclidea). Dicha geometria es completamente 16gica, y tan rica y
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perfecta como la de Euclides, a pesar de que sus resultados estén en desacuerdo
con la imagen intuitiva del espacio.

Asi pues, el famoso postulado de las paralelas y el mito de la existencia de
una Unica geometria logicamente concebible, desembocan veintidos siglos
después en el nacimiento de las geometrias no euclideas: la geometria hiperbdlica
o de Lobachevski, que afirma que por un punto exterior a una recta se puede
trazar mds de una recta paralela a la misma, y la geometria eliptica o de Riemann,
que establece en cambio que no se puede trazar ninguna. L.a concepcion de la
geometria de Riemann, con su enfoque métrico-diferencial, seria ademds
genialmente aprovechada medio siglo més tarde por Einstein para formular la
teoria de la relatividad mediante una mejor aproximacion de nuestro espacio-
tiempo fisico que la del modelo debido a Galileo y a Newton.

4.2. La perfeccion estructural de los fundamentos de la matematica

El descubrimiento de las geometrias no euclideas en el siglo XIX no es sino uno
mas de los avances que se producen en el terreno de las matematicas en esa
centuria, que se caracteriza, entre otras cosas, por la revision de sus fundamentos.
Asi por ejemplo, el cédlculo infinitesimal nacido a finales del siglo XVII de la
mano de Newton y Leibniz, y desarrollado espectacularmente a lo largo del
XVIII, en especial por la riqueza de sus aplicaciones, comienza a presentar
diferentes contradicciones, lo que obliga a la revision de sus principios, a los que
se les habia prestado poca atencion.

Sin embargo, como tan frecuentemente sucede con la ciencia, la solucion de
un problema abri6é la puerta a otro. En este caso en concreto, al examinar el
célculo desde un punto de vista mds riguroso, se pusieron al descubierto, por
ejemplo, algunas contradicciones relativas a los nimeros irracionales, que indujo
a pensar que alguno de los conceptos fundamentales del andlisis acaso descansara
en otras nociones matemadticas aparentemente mds simples. Y como consecuencia
de ello nace la teoria de conjuntos, debida a Cantor.

No obstante, también surgieron criticos a esta teoria, como Kronecker, que
presentaron diferentes objeciones, relacionadas principalmente con el concepto de
infinito; y es que, en efecto, se habian dejado sin resolver aspectos delicados que
daban lugar a ciertas paradojas inexplicables o antinomias, como la aparicion del
conjunto de todos los conjuntos. La resolucion final de éste y de otros problemas
requeria una axiomatizacion formal de la aritmética, a modo de la realizada por
Euclides con la geometria, lo que fue llevada a cabo por Bertrand Rusell y otros.
Sin embargo, Godel, en 1931, prob6 que todos los esfuerzos para demostrar que
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la aritmética esta libre de contradicciones estan condenados al fracaso; es decir,
que el sistema formal creado por Rusell y por cualesquiera otros es esencialmente
incompleto, o dicho de otro modo, que en todo conjunto consistente de axiomas
aritméticos, existen afirmaciones aritméticas que no son derivables a partir del
conjunto de axiomas. La aritmética, por tanto, es incompleta, lo que deshace el
mito de perfeccionamiento estructural absoluto en la construcciéon de los
fundamentos de la matemadtica, y deja patente las limitaciones internas de los
sistemas formales.

La reina de las ciencias no es, pues, un mero capitulo de la 16gica; no cabe
pensar en su fundamentacion estrictamente formal, sino que en sus entes
esenciales (los axiomas del nimero y de la teoria de conjuntos) debe admitirse
cierto sentido intuitivo, afirmacién que pone en duda nuestra conviccidén acerca
de lo absoluto de las verdades matematicas.
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Abstract

In this note is proved that for any triangle, the shortest curve
splitting it into two regions of equal area, is the circular arc centered
in the vertex of the minor angle which determines the sector with half
of the area.

Introduccion

Es conocida la demostracion, basada en el teorema isoperimétrico, de que la
curva mas corta que divide un tridngulo equildtero en dos regiones de igual érea,
es el arco de circunferencia correspondiente al sector circular de drea mitad
comprendido entre dos lados. Si 0 es la curva solucién, fijado un vértice,
mediante sucesivas reflexiones sobre un lado, se completa un hexdgono regular
que incluye a la curva cerrada A generada por 0 (Figura 1) englobando la mitad
de su superficie que rodea al vértice convertido en centro del hexdgono.

Figura 1
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La curva mds corta que limita esa superficie es pues la circunferencia centrada
en el vértice que encierra un area mitad de la del hexagono. Si el lado del
tridngulo es 1, esa drea es 3V3/4, el radio del circulo (3V3/4m)', y la longitud del
arco comprendido en el tridngulo (3N3/4m) " /3.

Hay pues, para el tridngulo equildtero, tres curvas solucion iguales. Si el
tridngulo no es equildtero pero, al igual que este, contiene a los tres sectores de
area mitad formados entre sus lados, la conjetura natural es que el menor de los
arcos (es decir, el abarcado por los lados mayores), debe ser la curva mds corta
que secciona el drea por la mitad. Conjetura que cabe extender a tridngulos que
no contengan a los tres sectores citados, ya que necesariamente contienen al
formado por los lados mayores.

La falta de referencias a esta cuestion en tridngulos no equiléteros, fue lo que
me indujo al desarrollo que aqui expongo para confirmar esa conjetura.

1. Curva mas corta entre dos lados que abarcan al sector de area
mitad

Obviamente, en linea con lo expuesto en la introduccidn, el primer objetivo es
determinar si cuando un tridngulo contiene al sector circular de drea mitad que
comprenden dos de sus lados, el arco es la curva mas corta entre ellos que divide
el area en mitades.

Si el tridngulo ABC es isoOsceles, de dngulo desigual a con vértice en A, tal que
m/o. = n, entero, el procedimiento arriba descrito para el tridngulo equildtero
genera un 2n-dgono regular con su correspondiente curva cerrada simple
englobando la mitad de la superficie, que (tomando AB=AC de longitud 1) es la
del circulo de drea (1/2).n.seno. = (w.seno)/20. 'y radio (seno/2o ). El arco de este
comprendido entre los lados del triangulo, de longitud (a.sena/2)’?, es pues la
curva mds corta entre ellos.

Pero si n/n no es entero, la iteracion de reflexiones no conduce a la curva
cerrada simple, y no es de aplicaciéon el teorema isoperimétrico. Su lugar lo
ocupard, en la obtencion del resultado sin restriccion sobre la medida angular
(sea el tridngulo is6sceles 0 no), su variante que establece que entre las curvas
con extremos comunes con un segmento dado, que limitan con este una region de
area dada, la de menor longitud es un arco de circunferencia; lo cual implica que
solo esa o un segmento rectilineo, puede ser la forma de la curva mds corta entre
dos lados de cualquier tridngulo, ya que en otro caso seria “mejorada”
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sustituyendo un arco entre dos puntos sobre ella, por el arco de circunferencia
que limita con esa cuerda un drea igual.

Proposicion 1. Si el tridngulo ABC contiene al sector circular comprendido
entre los lados AB y AC de drea mitad, entonces el arco es la curva mds corta
entre ellos que secciona el drea en mitades.

Demostracion.

Fijémonos en que, si el tridngulo es isdsceles, de los segmentos entre los lados
iguales, AB, AC que seccionan el tridngulo en regiones con igual drea (0 més en
general, con una razén dada entre sus dreas), el menor es el perpendicular a la
altura sobre BC, que, a su vez, es mayor que el arco del sector circular con esa
misma drea mitad de la del tridngulo formado entre los lados.

Esto implica que los extremos, E, F, de la curva 6ptima entre esos lados, 7,
no pueden estar a distancia desigual del vértice A, puesto que el segmento PQ,
con la misma longitud que su cuerda, EF, y paralelo a la base (Figura 2.1), forma
un tridngulo APQ de mayor area que la de AEF; y si se traza sobre PQ el arco de
circunferencia igual a Y, resultaria que la regién obtenida por unién del
segmento circular y el tridngulo APQ tendria 4rea superior a la mitad, y en
consecuencia habria un arco de circunferencia concéntrico de menor longitud,
que dividiria el 4rea en partes iguales.

A

CI

Figura 2
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Probado que los extremos del arco estan a igual distancia del vértice A, falta
probar que es este su centro. Si el arco PQ es el mas corto que divide el drea de
ABC en mitades, también lo hace con el sector circular AB’C’ de igual area
(figura 2.i1). El centro, O, del arco estd sobre la mediatriz de BC que lo corta en
arcos iguales PM y MQ, los cuales seccionan en dreas iguales a los subsectores
AB’M’ y AM’C’ respectivamente; pero si O y A no coinciden, entonces
AM+#AP=AQ y no pueden ser los més cortos con tal propiedad.

Existirian por lo tanto arcos DE, EF menores que ellos y centrados en A que
dividirian a cada subsector en areas iguales, cuya union DF, de longitud menor
que la de PQ, seria el arco de centro A que divide tanto al sector AB’C’ como al
triangulo ABC en dreas iguales, contradiciendo la hipétesis sobre PQ.

AI

cl

Figura 3

Si los lados, AB 'y AC, son de distinta longitud, y el tridngulo (sea isésceles o
escaleno) contiene al sector circular de drea mitad comprendido entre ellos,
también lo contiene el tridngulo is6sceles AB’C’ de su misma area y lados iguales
(AB.AC )1/ 2 para el cual su arco, Y, es el mas corto entre ellos que divide el area
por la mitad (figura 3.1); ademds, cualquier segmento entre AB y AC que divida el
area de ABC en mitades, es mayor que el que lo hace para el tridngulo isOsceles
perpendicularmente a la altura.
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Y si existiera entre AB y AC un arco menor que 1~ que dividiera el area de
ABC en mitades, €l y su cuerda serian obviamente menores que el segmento que
divide en partes iguales, perpendicularmente a su altura, el drea de AB’C’; y por
lo tanto el segmento circular que limitan podria “encajarse” en esta posicion
dentro de este tridngulo, conformando una regién como la descrita en el primer
parrafo de la demostracién, de drea superior a la mitad, y limitada por un arco
menor que Y, lo que seria contradictorio.

En conclusion, si un tridngulo comprende a los tres sectores circulares con la
mitad de su area, formados entre los lados, la curva 6ptima es el arco del sector
de menor dngulo. Es el caso de un tridngulo acutangulo ABC con los tres dngulos
mayores o iguales que n/4, ya que el radio del sector circular maximo incluido en
él comprendido entre los lados BA y BC es BA.senA = BC.senC; mayor que
BAN2/2 y BC. N2/2; es decir, que abarca al tridngulo AB’C’ semejante a ABC con
razén V2/2 y de drea mitad (figura 3.i1). Y andlogamente los correspondientes a
los otros dngulos.

2. Triangulo que no contiene a los tres sectores de area mitad

Para demostrar el resultado en el caso general, falta probar que si el sector
circular maximo comprendido entre dos lados no alcanza la mitad del area del
triangulo, cualquier curva que divida el drea en dos mitades con extremos en €sos
lados, es més larga que el arco del sector de drea mitad entre los lados mayores.
Se considerardan separadamente los casos del tridngulo acutdngulo con un dngulo
menor que /4, y del rectdngulo u obtusangulo, haciendo uso de los lemas que se
establecen a continuacion.

Lema 2.1. — En un tridngulo acutdngulo, ABC, si A < /4, entonces se verifica
que senB.senC > N2/2.

Demostracion.
Sean A=n4—-a,B=nM4+p,con a<P <4 yaque el tridngulo es
acutangulo. Se tiene:

A

C=n2-(f-a),
y por lo tanto, dado que f < 7/4 implica que cospf > senf, luego
senB.senC = sen(n/4 + p).sen(n/2 - [B-a]) =
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(\/2/2).(003,6’ + senf).cos(ff — o) >
> (\2/2).( cosf + senp).cospf = ( \N2/2).( cos’B + senf.cosp) >
> (\/2/2).(c0s2,[3 + sen’f) = \2/2.

Lema 2.2. Sea ABC un tridngulo acutdngulo con A < n/4, y B’C’ el segmento
paralelo a BC que lo secciona en dos regiones de igual drea. Sean BPP’ el
mayor sector circular de vértice B contenido en el tridngulo, T el punto de
tangencia, y PQ el segmento perpendicular desde el extremo P del arco al otro
lado del sector. Se verifica que PQ > B’C".

Demostracion.

Puesto que B’C’ = ( N2/2).BC, de la figura 4.1 y por aplicacion del lema 1 se
deduce

PQ = senB.BP = sen B.BT = senB.senC.BC >(N2/2).BC = B'C".

A
P p'
Y
I\ y
. Q
B' C'
T
B C |
qQ P’ 0 qQ Z R

Figura 4

Lema 2.3. En un sector circular de dngulo inferior a n/2, la distancia de un
extremo del arco al otro lado, es menor que la suma de las distancias desde
cualquier otro punto del arco a cada lado.
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Demostracion.

Sea OPR el sector circular, PQ el segmento perpendicular desde un extremo del
arco al otro lado, X un punto situado en la mitad del arco contigua a P (en caso
contrario considerariamos la perpendicular desde el otro extremo, de igual
medida) y XY, XZ, los segmentos perpendiculares desde X a cada lado del
sector (figura 4.i1). Se trata de probar que XY + XZ > PQ, es decir, de probar
que XY > PQ’ = P’X, lo que serd consecuencia de probar que en el tridngulo
XYP’ es YP'X > XYP".

Puesto que en el tridngulo PXT el dangulo PXT es menor que el dngulo XPT
(ambos inscritos en la circunferencia que contiene al arco PR), se deduce que
PT < XT , lo que implica, dada la semejanza de los tridngulos TPY y TQ’X,
que PY < Q’X = PP’, y para sus respectivos dngulos opuestos en el tridngulo
PYP’ que PP’Y <PYP’; de donde se deduce que en el tridngulo XYP’ se verifica
la desigualdad YP’X > XYP’y por lo tanto XY > P’X .

Proposicion 2. La curva mds corta que secciona un tridngulo en dos regiones
de igual drea, es el arco del sector circular de drea mitad correspondiente al
dngulo menor.

Demostracion.

Como se indic6 al inicio de este apartado, quedan por considerar los casos de
tridngulos que, sin contener a los tres sectores circulares entre sus lados de area
mitad, o son acutangulos con un dngulo menor que 7/4, o no son acutangulos.

Sea en primer lugar, un tridngulo acutdngulo ABC de area s tal que A<n/4,
y sea BPP’ el méximo sector sobre B contenido en el tridngulo, y su drea menor
que s/2.

La curva divisoria del drea en mitades mds corta entre los lados de B o tiene
algin extremo exterior al arco, en cuyo caso evidentemente es mayor que el
segmento PQ , o bien lo corta en dos puntos (figura 5.i) y por el Lema 3 es
también mayor que PQ.

En consecuencia, por el Lema 2, la curva es mayor que el segmento B’C’ que
secciona el tridngulo en dos regiones de igual area.

El mismo resultado se obtiene para el dngulo C si el drea de su méximo sector
contenido en el tridngulo es menor que s/2, y por lo tanto la curva més corta es el
arco del sector de drea s/2 sobre el dngulo 4.
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Figura 5

Sea ahora ABC un trigngulo con el dngulo C no agudo. Si el sector maximo de
este dangulo tiene drea inferior a s/2 (figura 5.11), es evidente que cualquier curva
entre sus lados que divida el 4rea del tridngulo en mitades, o tiene algin extremo
fuera del sector, o lo corta en dos puntos; y en ambos casos su longitud es
superior a la de su radio, coincidente con la altura desde C y mayor por tanto que
el arco del sector de drea s/2 entre los lados AB'y AC.

Y si lo mismo sucediera con el sector mdximo del dngulo agudo, B, del Lema
2.3 resultaria que también toda curva entre sus lados que divida el 4rea en
mitades, seria mayor que esa altura.

En consecuencia, el arco del sector de area s/2 correspondiente al menor
angulo, A, es la curva mds corta que divide el tridngulo en dos regiones de igual
area.
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Resumen

It is known that the equation 22 + y? = 2% has infinite solutions in
positive whole numbers, in the same way as &2 + §° = 1, with & = Z,
y = ¥, has infinite rational positive solutions. This article proves that
rational solutions of @? + 9% = 1 can only be achieved if the quotient
% fulfils specific algebraic conditions that are investigated and, conse-
quently, we can only obtain Pythagorean triples (z,vy, z) if those condi-
tions are confirmed. Finally, Pythagorean triples are obtained from the

equations that have been used previously.

Ecuaciones paramétricas

Proposicion 1.1. La ecuacion de Pitagoras homogénea

i2+g2:1

,conm e Q,0<m< 1

82

(1)

donde T = 7, § = %, st tiene alguna solucion en numeros racionales positivos
no trivial, serd la solucion del sistema

(2)



Demostracion. Si deseo buscar soluciones racionales no triviales, el cociente
9 — @ debe ser racional. Llamo m a dicho cociente, con lo que se obtiene que

9 = maz. Ahora bien, si (d, b) es una solucién de la ecuacién (1), también

serd solucion el par ordenado (b, d), pues, evidentemente, G2 +b% = b?>+a? =
1. Por lo tanto, las soluciones en nimeros racionales positivos de (1), al
representarlas, seran simétricas respecto a la bisectriz del primer cuadrante,
tal como se muestra en la figura 1.

Figura 1: Grdfica de (1) con puntos simétricos.
En consecuencia, para estudiar las soluciones en ntimeros racionales po-

sitivos de (1), es suficiente buscarlas a la derecha de la recta y = x, es decir,
conmeQ,0<m<1. O
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Observacion: El caso m = 0 lo omito por ser trivial y el caso m = 1, en el
que § = &, jaméas tendrd soluciones racionales, pues 22 + ¢? = 1, con § = &
1 1

implica 22 + 32 =1= 22 =1= 22 = 5=> 1= 5 bero V2 es irracional,

con lo que z también lo sera.

Proposicién 1.2. Las soluciones de (2) corresponden a las siguientes ecua-
ciones paramétricas:

1

=
I

,conm € Q,0<m< 1 (3)

m?2
m2

VTEm?
Vi1+

N
I

Demostracion. Para resolver el sistema (2) utilizo el método de sustitucién:

{@2+g2—1 {:%2+m2:82—1 {:@2(1+m2)—1
) = X = X =
J=mz J =maz Uy =maz
~2 1 T 1 T = !
o= = \/ 2
= 14+m? = 1+m?2 = 1+m

O

En todo lo que sigue supondremos que z, ¢, m son nimeros racionales po-
sitivos menores que la unidad. Légicamente, encontrar soluciones racionales
implica buscar valores racionales de m que hagan que v/ 1 + m? sea, también,
racional.

2. Existencia de soluciones racionales

Partiendo de (3), se tiene que para que v/1 + m? sea racional, 1 +m? ha
de ser el cuadrado de un nuimero racional, que podemos llamar g:

14+m? = ¢
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Pero, al ser 0 < m < 1, necesariamente ¢ > m. Puedo descomponer ¢ en dos
sumandos positivos, m y a, siendo a € Q y a > 0: ¢ = m + a. Tenemos, por
tanto, que:

1+m2:(m+a)2:>1+m2:m2+2am+a2:>2am:1—a2.
Es decir: ,
1—a
= 4
m 5o (4)

Esta expresiéon nos indica que m depende racionalmente de a, m = m(a),
y si a puede tomar infinitos valores racionales dentro de un intervalo, m
también es racional. En consecuencia existen infinitas soluciones en nimeros
racionales positivos de (1).

Si sustituimos el valor de m de (4) en (3), tenemos:

' 5 1 - 1
A 1 1—a? 2 v 4 2
e ) ) 1y Liggl
~ m ~ m . m
y:\/1+m2 v 2 2 V= / 1+a*—2a?
1+ (153 ) L+ 4a?
\
7 p— j p—
\/4a2—|—1—|—a4 2a? /1—|—a4—|—2a2
= ¢ = ¢ da®
\/4a2+1+a4 2a2 v= / 1—|—a4—|—2a2
4a2 T 4aZ
— (- 1
[ 2 T = R 2a
[ e
:> 2a 2a :> 1 + a
- g: m o 1-a®  1+4d®
/( +a )2 (1+a’2) YT T T 2a
%a \ 2a
Por tanto:
~ 2a
v 1+ a2
5)
o 1— CL2 ( )
Y77 + a2



También podiamos llegar al mismo resultado si usamos las ecuaciones

. 1
xr =
m 4+ a
R m
y _—
m—+a
_ .2
con m = 123 , pues:
N 1 R 1 R 1 %
L= 1—a? +a L= 1—a24-2a2 L= 14-a2 T =
2a 2a 2a 1 + CL2
1—a? = 1—a? = 1—a? = 1 — CL2
R 2a o 2a N _2a g —
Yy 1—a? +a Y 1—a24-2a2 Yy 14a2 1+ a2
2a 2a 2a

Sien (4) quiero, segtin se vié en la proposiciéon 1.1, que m € Q, 0 < m < 1,
se deben acotar todos los posibles valores de a € Q. Como m? +1 = (m +a)?
y0<m<1, resultaque 0 <m+a<vV2y0<a<l.

Estas condiciones dan lugar al siguiente sistema de inecuaciones, teniendo
en cuenta (4):

( 1 — a2
0
< % +a
1 — 2
< a+a<\/§ (6)
2a
\ O<a<1

. o 1—a2
Resolvamos la inecuaciéon 12—3 +a< V2

1—a? 1 —a?+ 242
a+a<\/§:>M<\/§
2a 2a

Al ser a > 0, tenemos:
1—a’>+2a®> <2aV2 = a>—2aV2+1<0

Primero resuelvo la ecuacién a2 — 2av/2 + 1 = 0:

a

_2\/§i\/(2\/§)2—4-1-1_2\/§i\/8T4_2\/§i2_ V241
B 2.1 B 2 2 V2ot
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Sabiendo que el primer miembro de a? —2av/2+1 < 0 es un polinomio de
segundo grado con coeficiente principal positivo, la solucién de la inecuacion
a2 —2avV2+1 < 0esa € (\/ﬁ— 1,\/§—|— 1). Si nos fijamos en las demas
inecuaciones de (6), se concluye, recordando que a debe ser racional, que la
solucién de dicho sistema es: a € Q, tal que v2 —1 < a < 1.

La grafica de m(a) = 1532, junto con la acotacién hallada se muestra en
la figura 2.

Figura 2: Grdfica de m(a) con valores acotados.

3. Obtencion de Ternas Pitagoricas

. —a? . -
La funcién m(a) = 152 tiene por dominio:

Dom m(a) ={a €Q/vV2—-1<a<1}
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Algunos valores de m y a, racionales, se muestran en la tabla 1 para
comprobar, de otra forma, si cumpliendo la condicién anterior,v/2—1 < a < 1
se verifica que m + a < V/2:

m(a) a m-+a
w@)-8>1 | 4| wova
m(fg) =% >1 | 55 | 2>V2
m(1o5) = 00 > 1 | 100 | ‘w00 > V2
m(fp) =3<1 | @ | 1<V2
(@) =<1 | & | E<vz
n() =<t | & | H<v2
m(fg) =4 <1 | %5 | 3<V2
() - <1 | g | By
m(qo5) = 766 <1 | 100 | 70 < V2

Tabla 1: Comprobacion de acotaciones de valores de m y a

Si quiero obtener Ternas Pitagoricas primero deberé obtener soluciones
racionales de la ecuacién de Pitdgoras homogénea, a partir de (5). En la
tabla 2, para algunos valores de a que cumplen nuestra acotacién, se mues-
tran soluciones de la ecuacion de Pitagoras homogénea, base necesaria para
obtener, mas adelante, las Ternas Pitagoricas (z,y, z) con = > y.
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T ] z
B(3) =3 i) =5 |1
i) =% | 160 =1 |1
i) =11 | 9(0) =1m |1
i) =2 | i(w)=a |1
i (fo0) = | 9(i00) =wms |1
() =1 | 2(%) =11 |1
# (i) = 71 | 9(ios) = 7 | 1
@ (155) = thor | 9 (i05) = 1201 | 1
# (405) = To100 | 9 (300) = o005 | 1
% (156) = Tosor | 9(3) = om0r | 1

Tabla 2: Soluciones de (1), segun (5).

Es decir, para obtener algunas soluciones de 22 + % = 1 se ha utilizado

. 2a
x_l—l—a?
A_l—a2
y_1—|—a2

con a € Q tal que V2 —1 < a < 1. Si me fijo en los numeradores de
la operacién resultante de la primera y segunda columna obtengo distintos
valores de x, y, naturales, que son los dos primeros términos de las Ternas
Pitagoricas. El tercer término, z, de la Terna Pitagorica lo obtengo fijandome,

para cada valor de Z(a), en los denominadores. Asi pues, una tabla de Ternas

Pitagoricas obtenidas para los valores de a = %, 1%, 1—70, ... es la tabla 3:
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x (entero positivo) | y (entero positivo) | z (entero positivo)
4 3 )
15 8 17
140 51 149
40 9 41
680 111 689
180 19 181
760 39 761

1200 49 1201
19400 091 19409
19800 199 19801

Tabla 3: Ternas Pitagoricas obtenidas a partir de la tabla 2.

Ahora me planteo si realmente m puede tomar cualquier valor racional
entre 0 y 1 para que pueda obtener Ternas Pitagéricas. En otras palabras:

;Puedo conseguir una Terna Pitagérica (x,y,z) con x > y y cuyo cociente

4 sea un numero racional m fijado de antemano tal que 0 < m < 17 Por

x
ejemplo, jpuedo conseguir una Terna Pitagérica (z,y, z) donde % sea %?
Este problema se reduce a hallar, si es posible, el valor racional de a

perteneciente al dominio de m que haga m(a) = 1532 = % La solucién
positiva de la ecuaciéon de segundo grado 1;32 = % es: a = @ ~ 0,61803,

que es irracional, con lo que la respuesta a la cuestién anterior es negativa.
No puedo conseguir en todos los casos una Terna Pitagérica (x,y,z) con
x >y y cuyo cociente ¥ sea un ntimero racional m fijado de antemano tal
que 0 < m < 1. Sin embargo puedo encontrar una Terna Pitagérica (z,y, 2)
donde £ ~ % Veamos como hacerlo. Basta con poner el valor de a igual al

valor aproximado hallado (0,61803 = 61223) en (5):

. (61803) _ 12360600000

Y\ 7105 ) T 13819610809
(61803 6180389191
Y\ 105 ) ~ 13819610809
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La Terna Pitagorica (x,y, z) que cumple que % ~ % es:

(z,y,2z) = (12360600000, 6180389191, 13819610809)

Se puede comprobar que es Pitagorica:

\/123606000002 + 61803891912 = 13819610809

Ademds, el cociente 4 = SEB8SL — 0,50000721575... ~ 3.

Resumiendo, si quiero fijar de antemano un valor de m racional para
obtener Ternas Pitagéricas en las que % sea igual a m, puede ocurrir que a
no sea racional. Pero puedo obtener Ternas Pitagoricas que den una buena
aproximaciéon en el caso que a sea irracional.

Otra consecuencia natural, teniendo en cuenta el teorema de Pitagoras,
hace referencia a la figura 3, donde m = tan(a) = £ = % Sélo puedo obtener
triangulos rectangulos de lados ntimeros naturales para ciertos valores del
angulo agudo a en virtud de que sélo puedo obtener Ternas Pitagoricas para

ciertos valores de m.

Figura 3: Triangulo rectangulo, donde la existencia de Ternas Pitagoricas
depende del valor de c.
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Conclusiones

Es conocido [1] que las soluciones en enteros positivos de 22 +y* = 22 vienen
dadas por las férmulas:
2,2 2 4,2
uT—v u”+uv
T = uv, = —, 2= —" 7
y 5 5 (7)

las cuales, siendo u y v (v < u) nimeros impares y primos entre si, permiten
obtener todos los niimeros enteros positivos x, v, z, libres de divisores comu-
nes, que verifican z? 4+ y?> = 22. Pero, aunque podamos obtener cualquier
Terna Pitagorica por dichas férmulas, al depender éstas de dos variables, u y
v, no podemos de antemano averiguar con facilidad a partir de (7) si existe
una terna cuyo cociente £ tenga un valor fijado previamente. Sin embargo,
con este articulo se ha solventado esta dificultad trabajando en QQ con la ecua-
cion de Pitagoras homogénea que, al implicar sélo dos variables racionales,
Z, 9, ha permitido que las soluciones dependan de un sélo parametro racio-
nal, m = %, lo que ha simplificado enormemente el trabajo. Ademés, dicho
parametro también nos ha servido para la obtenciéon de Ternas Pitagoricas
a partir de las soluciones racionales de la ecuacion de Pitadgoras homogénea,
dando lugar, todo ello, a un planteamiento mas préximo al algebra que el

enfoque clasico sobre el mismo tema.

Bibliografia
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Instrucciones para el envio de originales
para su publicacion en el Boletin

Los originales de articulos, problemas, resefias de libros, congresos, etc., deben
enviarse en formato electronico, del modo especificado a continuacion.

Formato
Para facilitar la impresion es preferible usar procesador Word o LaTex.

En caso de usar Word

El formato de texto debe ser 17cm(alto) x 12.8cm(ancho), exactamente como este
archivo. Configuracion de pagina con margenes: superior 3cm; inferior 9,7cm;
izquierdo 4,1cm; derecho 4,1cm; encuadernacion Ocm. Todo en el estilo de letra
Times New Roman.

Los articulos comenzaran con el titulo en mintsculas de 16 puntos en el estilo
de letra usual; debajo el nombre de autores en mintsculas de 12 puntos en estilo
de letra negrita; debajo la referencia de su departamento o institucion de trabajo
en 11 puntos en el estilo de letra usual; y debajo la direccidén de correo electronico
en estilo de letra Courier New en 11 puntos.

A continuacién la palabra Abstract, en minusculas de 12 puntos en estilo de
letra negrita y debajo su contenido en inglés el tamafio de letra de texto 11 puntos
en estilo itdlica o cursiva, estrechado a ambos lados aproximadamente 1 cm.

Los epigrafes de seccion numerados (excepto el de introduccion que ird sin
numerar), en minusculas negritas en 12 puntos, sin punto final. Las subsecciones
se numeraran con dos digitos separados por un punto. La primera linea posterior
al titulo de seccidn o subseccion no se indentara. Después de cada punto y aparte
no se dejard ninguna linea en blanco y la siguiente linea se indentara solo 5 espa-
cios (tal como en estas instrucciones).

La bibliografia al final, sin palabras completas en mayusculas, con los titulos
de libros o articulos en italica, no incluyendo nada mas después de la bibliografia.

En caso de usar Latex

Usar estilo "article" en 11 puntos y, por lo demads, tener en cuenta lo indicado para
usuarios de Word. Para la direccidon de correo electrdnico usar el tipo de letra \tt.
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Si se usan paquetes especificos de Latex distintos de los usuales, deberan in-
cluirse los archivos correspondientes a esos paquetes.

En caso de usar otro procesador (distinto de Word o Latex)

Si se usa otro procesador, distinto de Word o LaTex, debera ajustarse exactamente
al tamafo de formato 17cm(alto) x 12.8cm(ancho), exactamente como este archi-
vo, pues habria de ser escaneado. En todo caso, siguiendo en lo posible las ins-
trucciones indicadas para caso de usar Word.

Respecto de las Figuras

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador, debiéndose
evitar los bosquejos a mano alzada). Serdn incluidas en el lugar apropiado del
texto y en el tamafio en que deban ser impresas.

Las figuras deben llevar debajo numeracion (Figura 1, Figura 2, ...), para refe-
rirse a ellas en el texto.

No debe escribirse texto a ninguno de los lados de la figura, ni a la izquierda ni
a la derecha (es decir, las figuras no deben intercalarse en el texto).

Reserias de libros

Las resefias de libros, se enviaran como suelen aparecer en el Boletin, terminando
con el nombre del autor de la resefia.
Envio de originales

Se enviara en formato electrénico a nuestra cuenta puigadam@mat.ucm.es
o bien en un CD o disquete formateado para PC compatible.

De otro modo, también puede enviarse impreso en papel por via postal a la
sede de nuestra Sociedad, cuya direccion que figura en la pagina 2 del Boletin.
Pero, una vez aceptado para su publicacion, se ha de enviar el correspondiente
archivo en formato electrénico en la forma anteriormente indicada.

Seleccion de originales

Seran revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se ajustan
a la linea general del Boletin. Si se considera oportuno, se pedira a los autores que
reduzcan su extensidon o hagan algunas modificaciones en su contenido.
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Adquisicion de numeros atrasados de nuestro Boletin

Los numeros atrasados del Boletin, de los cuales existan ejemplares sobrantes,
podran ser adquiridos al precio de coste de diez euros ejemplar. Los numeros de
los que atn quedan algunos ejemplares sobrantes son los siguientes:

35, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56
57, 58, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70,71, 72, 73,74, 75,76, 77, 78
79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97 y 98

El importe puede ser abonado enviando un cheque a nuestra Sede (citada en la
pagina 2) a nombre de la "Sociedad Puig Adam de Profesores de Matemadticas", o
también mediante transferencia a la cuenta corriente de la Sociedad, nimero

ES13-3025-0006-2414-0000-2948
al mismo nombre de la Sociedad, domiciliada en la entidad bancaria:
Caja de Ingenieros, c/. Carranza, 5 Madrid-28004

La carta de peticion se enviard a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la
pagina 2 de este nimero del Boletin. En la carta se indicara el nimero o nimeros
a adquirir, incluyendo en ella la direccion a donde se han de enviar y el corres-
pondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.
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