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XXXI Concurso “Puig Adam” de Resolucion de
Problemas de Matematicas

Muy pocos concursos de problemas en este pais pueden mostrar un titulo como
el de arriba. jTreinta y un afios de concursos! Asi es, y, aunque seamos pocos y
mayores, los estudiantes siguen viniendo a resolver los problemas que les
ponemos, aunque a algunos les cueste resolverlos, e incluso no los resuelvan.

El sdbado 8 de junio nos volvimos a reunir en la Facultad de Matemaéticas de la
UCM con estudiantes no s6lo de Madrid. Nuestro amigo Antonio Ledesma, de
Requena, sigue viniendo cada afio con sus chicos y estudiantes de Cantabria, de
Burgos, de Segovia, empiezan a emularlos.

Como siempre, hubo tres niveles, con participacién andloga a la del afio
pasado, manteniendo el “problema encadenado” en la segunda parte que, aquellos



que no tuvierais informaciéon del concurso del afio pasado, podéis ver su
estructura en el enunciado de los problemas que mostramos a continuacion de esta
cronica.

Por la tarde, en un acto familiar y siempre entrafiable, nuestro Presidente
resaltd el mérito que supone en un sdbado caluroso de junio, con el curso
practicamente terminado, pasar la mafana resolviendo problemas después de
haber hecho en algunos casos cuatrocientos kilémetros, y aqui no se cobran
dietas.

A la vez que hizo entrega de diplomas y premios a los estudiantes ganadores,
explicé a todos que estaban ahi, no s6lo por su talento, sino por el trabajo y
dedicacion de sus profesores.
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Y entre los ganadores, como no podia ser de otra manera, estaban estudiantes
que pocos dias mds tarde representarian a Espafia en la Olimpiada Matematica
Internacional que se celebraria en Colombia.



Nuestro agradecimiento a todos los que hacen posible que llevemos desde el
afio 83 en esto y en particular a los profesores que dedican horas a trabajar con
sus estudiantes en este tipo de actividades.

Finalmente, mostrar nuestro agradecimiento a la Profesora Almudena Mejias,
esposa de nuestro Presidente, por tomar las fotos que aparecen en esta crénica.

Los estudiantes premiados fueron los siguientes:

NIVEL I: 3° ESO

Daniel Puignau Chacén (IES Alameda de Osuna)

German Alonso Devera (IES Cardenal Lopez de Mendoza, Burgos)
Berta Garcia Gonzalez (IES San Juan Bautista)

Alex Didirka Diaz (IES Luis Garcia Berlanga, Coslada)

Alberto Alonso Gonzdlez (Colegio SEK El Castillo)

NIVEL II: 4° ESO

Ismael Sierra del Rio (Colegio San Juan Bautista)
Alejandro Martos Berruezo (IES Tavernes Blanques)
Gonzalo Gémez Abejon (IES Ramiro de Maeztu)

Yu Ruizhe (IES Don Pelayo, Villalbilla)

Alvaro Robledo Vega (Colegio Peiialar, Torrelodones)

NIVEL III: 1° Bachillerato

Miguel Barrero Santamaria (IES Alameda de Osuna)

Angel Prieto Naslin (Liceo Francés)

Sinuhé Perea Puente (IES Cardenal Lopez de Mendoza, Burgos)
Andrés Barrueco Garcia (Colegio San Viator)

Laura Pefia Queralta (IES Jaume Vicens Vives, Girona)

Joaquin Hernandez Gémez



Problemas propuestos en el XXXI Concurso

NIVEL 1 (3°de E.S.O.)
Primera parte (1 hora 30 minutos)

Problema 1
La suma de dos nimeros naturales es 371 y el cociente entre su minimo comun
multiplo y su mdximo comun divisor es 430. ;Cudles son esos nimeros?

Problema 2

En un tridngulo rectdngulo el radio de la circunferencia inscrita es de 2,8 cm y el
radio de la circunferencia circunscrita es de 9,1 cm. Calcula el perimetro del
tridngulo.

Segunda parte: problema encadenado (1 hora 30 minutos)

Problema 1A (! punto)

(Cudl es el mayor nimero de seis cifras, representado por ELEVEN, en el que
letras distintas representan cifras distintas y letras iguales cifras iguales, que
verifica que es multiplo de 11?

Problema 2A (1,5 puntos)
Sea T la respuesta del problema anterior y k la suma de las cifras de 7. En el
cuadrilitero ABCD de la figura, que no estd a escala, AB = AC,

A=124° B=75° y D=ke. (Cuanto mide el dngulo BDC?

B A




Problema 3A (2 puntos)

Sea T la respuesta del problema anterior. Una esfera de 7 cm de radio esta
inscrita (perfectamente ajustada) en un cono cuya generatriz es igual al didmetro
de su base. ;Cudl es, en cm, la altura del cono?

Problema 1B (! punto)

Dividimos un cuadrado en seis rectdngulos como se indica en la figura. Si la
suma de los perimetros de los seis rectingulos es 120 cm, jcudl es, en cm’, el
area del cuadrado?

Problema 2B (1,5 puntos)

Sea T la respuesta del problema anterior y n la suma de las cifras de 7. El
nimero de cinco cifras 24X8Y es divisible por 4, 5 y n. ;Cudl es la suma de las
cifras X e Y?

Problema 3B (2 puntos)

Sea T la respuesta del problema anterior. El cuadrildtero PQORS esta inscrito en
una circunferencia de tal manera que PR es un didmetro. Si las longitudes de PQ,
ORy RS son 60, 25y 13-T, ;cudl es la longitud del lado SP?

Problema 4 (5 puntos)

Sean a y b las respuestas de los problemas 3A y 3B, respectivamente. La figura
siguiente muestra dos rombos sombreados inscritos en cuadrados iguales de lado
a — b. Cada uno de ellos se han formado mediante segmentos de extremos un
vértice del cuadrado y el punto medio de uno de los lados. ;Cuadl es la diferencia
entre las areas de dichos rombos?



NIVEL IT (4° de E.S.O.)
Primera parte: problema encadenado (1 hora 30 minutos)

Problema 1A (I punto)
Calcula el cociente entre el area de la regiéon y el &rea de la regién .

Problema 2A (1,5 puntos)
Sea T la respuesta del problema anterior, que en la forma mds simplificada es

a-rw : . ,
T = 5 cona y b enteros. La figura siguiente, que no estd a escala, muestra

un cuadrado de lado % dividido en cuatro rectdngulos de igual 4rea. Calcula la

longitud del segmento marcado con x.




Problema 3A (2 puntos)
Sea T :g la respuesta del problema anterior expresada en forma de fraccion

irreducible y n=2(c+d). En una clase de 4° de ESO hay n chicas. Si

seleccionamos al azar dos estudiantes de esa clase la probabilidad de que ambos
sean chicas es 0,15. ;Cudntos chicos hay en esa clase?

Segunda parte: problema encadenado (1 hora 30 minutos)

Problema 1B (! punto)
(Cudntas soluciones enteras tiene la inecuacion Hx‘ —-201 3‘ <5?

Problema 2B (1,5 puntos)
Sea T la respuesta del problema anterior. Calcula cudntos nimeros de cuatro
cifras verifican que la suma de los cuadrados de sus cifras es 7.

Problema 3B (2 puntos)

La respuesta del problema anterior es un nimero 7 de dos digitos, p y ¢. Enel
triingulo ABC la mediana que parte de A es perpendicular a la mediana que
parte de B. Si las longitudes de los lados AC y BC son p+q y p-q,
respectivamente, ;cudl es la longitud del lado AB?

Problema 4 (5 puntos)

Sean a y b las respuestas de los problemas 3A y 3B, respectivamente y sea x =
a-b’. En una circunferencia hay inscrito un tridngulo equildtero ABC. Una
segunda circunferencia es tangente interior a la primera en R y tangente a AB y
AC en Py Q respectivamente. Si BC = x calcula PQ




NIVEL III (1° de Bachillerato)
Primera parte: problema encadenado (1 hora 30 minutos)

Problema 1A (! punto)
Calcula el menor primo p tal que (p — 1) es la diferencia de los cuadrados de dos
multiplos de 4, ambos positivos.

Problema 2A (1,5 puntos)
Sea T la respuesta del problema anterior y k la suma de los digitos de 7. En el
tridngulo rectangulo ABC de la figura siguiente, AD es perpendicular a BC. Si el

area del tridngulo ABD es 1 y el area del tridngulo ADC es k, calcula tgzé.

A

B

D

Problema 3A (2 puntos)
Sea T la respuesta del problema anterior. Calcula el mayor entero positivo n para

el que n® — Tn+6 resulta ser un nimero primo.

Segunda parte: problema encadenado (1 hora 30 minutos)

Problema 1B (/ punto)
Calcula el valor de T'si 19, 4, 19 5 8, 19, 97" estdn en progresién geométrica.

Problema 2B (1,5 puntos)
Sea T la respuesta del problema anterior. Calcula el nimero de valores enteros

de x que verifican el sistema de inecuaciones x S x4+ 0, X‘ <T?.
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Problema 3B (2 puntos)
Sea T la respuesta del problema anterior. Una enorme cesta de frutas tiene un
gran nimero de naranjas, peras, manzanas y limones, mds de 10000 de
cualquiera de ellas. Calcula el menor valor de k para que cualquier eleccion de k
de piezas de frutas tenga al menos una de las siguientes caracteristicas:

- Que haya al menos 1001 naranjas

- Que haya al menos 2013 peras

- Que haya al menos 219 manzanas

- Que haya al menos T limones.

Problema 4 (5 puntos)
Sea a la respuesta del problema 3A y b la suma de los digitos del problema 3B.

En el tridngulo rectangulo POR de la figura, en el que Png y OR = 2a,

dibujamos dos circunferencias iguales, de centros A y B, cada una de ellas
tangente a un cateto y a la hipotenusa. Si las intersecciones de las circunferencias
con el segmento AB dividen a éste en tres partes iguales, AC = CD = DB, calcula
el radio de las circunferencias.
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En Memoria de Francisco José Cano Sevilla
(Miembro de la Sociedad “Puig Adam”, desde su fundacion)

Francisco José Cano Sevilla, catedratico de Estadistica e Investigacion
Operativa en la Facultad de Ciencias Matematicas de la UCM, falleci6 el 1 de
agosto de 2013, a los 68 afios de edad, como consecuencia de un fulminante e
inesperado infarto.

Catedrético desde 1971, durante la década de los 70 ejercio con la dedicacion y
esmero que siempre le distinguid, los cargos de Director de Departamento,
Director del Centro de Cdlculo y Decano de la Facultad de Ciencias en la
Universidad de Zaragoza y fue uno de los creadores de la Facultad de Ciencias
Econdémicas y Empresariales. Ya en Madrid fue Vicerrector de Investigacion y
Director del Departamento de Estadistica e Investigacion Operativa en la Facultad
de Matematicas.

Todos lo conociamos y llamdbamos Paco, lo que a todas luces denota que era
una persona sumamente cercana y entrafiable. Son, por ello, muchas las cosas que
se agolpan en nuestra memoria tras su muerte lo que dificulta poder resumirlas en
tan pocas lineas. Era una completa biblioteca de informacién y conocimientos que
ponia a disposicion de todos aquellos con quienes hablaba o se encontraba, sin
pretender con ello, en modo alguno, establecer una posicién de superioridad o
jerarquia. Su voz, llena siempre de sabiduria, todavia resuena agradablemente en
nuestros oidos.

Paco era, ademds, una persona de cardcter cordial, afable, muy entrafiable y
muy humano, con un espiritu alegre y jovial, extrovertido, con infinita paciencia,
desenfadado, inalterable, elegantemente austero, generoso, preocupado por el
bienestar de los que le rodeaban. Nos atreveriamos a decir que era un auténtico
solucionador de conflictos. No le gustaba dar 6rdenes sino sabios consejos, que
surgian de su dilatada experiencia y de la amplia visién que tenia de las personas
y de las cosas. Y todo ello lo hacia sin el més ligero atisbo de presuncién. Por si
todo ello fuera poco, hay que afadir que Paco, en estos tiempos actuales tan
convulsos, supo trasmitir valores de compafierismo, respeto, esfuerzo e ilusién
por el trabajo bien hecho.

Paco Cano tenia la excelente, precisamente por rara, cualidad de saber
escuchar. Tal vez por ello pas6 tanto tiempo, en medio de los consabidos
cambios, como asesor dentro del maximo Organo universitario: el Consejo de
Universidades. La paciencia que atesoran los que de verdad cultivan el don de
saber escuchar le permitié ser un magnifico colaborador y, si se nos permite la
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expresion, un aplicado y buen ‘“confesor” de un gran nimero de Rectores y de
otros miembros del citado Consejo. La informacion recabada a lo largo de tan
ardua y dificil tarea le sirvi6 para ilustrar a todos sus compafieros profesores sobre
las mds diversas normativas universitarias. En definitiva, podemos afirmar que él
dedic6 gran parte de su vida al servicio de la Universidad, dando consejos y
proporcionando ayuda a todos aquellos universitarios (profesores o alumnos) que
lo solicitaban.

Aunque podia haberse jubilado hacia ya tiempo, sin embargo quiso seguir
trabajando con una enorme entereza, sin rehusar ningin tipo de tarea, aunque ésta
no le aportara especial valoracion académica o laboral. Asi, continu6 realizando
recensiones de libros, dirigiendo trabajos y précticas de los alumnos, participando
en diversos tribunales, en comisiones, o en los actos académicos mas diversos.

El, en fin, como buen cientifico, realizaba acertadas predicciones hasta el
punto de “predecir” su propio fallecimiento, como lo atestigua el hecho de que en
cierta ocasion reciente, en la que le sobrevino una carga adicional de trabajo para
el departamento, dijo que moriria sumergido en sus queridas labores
universitarias. Su recuerdo durard para siempre en nuestra memoria y en nuestros
corazones entre la interminable lista de discipulos, amigos y personas que
tuvieron la suerte de conocerlo. Hasta siempre, querido Paco.

Angel Felipe, Miguel Sanchez, Emilio Rubio, Antonio Pérez y Pedro Cuesta

Anuncio de numero especial dedicado al Prof. Julio
Fernandez Biarge: invitacion a presentar articulos

Ya se anunci6 en el n° 93 de nuestro Boletin, y se aprob6 en la Asamblea del
presente afio 2013, dedicar un nimero del Boletin en homenaje al profesor Julio
Fernandez Biarge, que fue Presidente de la sociedad. Dicho niimero estd previsto
que sea el 96, correspondiente a febrero 2014. Se invita a presentar articulos
dedicados a cuantos compaiieros, alumnos y amigos del Profesor Julio Fernandez
Biarge lo deseen. Las normas de presentacion serdn las habituales del Boletin, que
aparecen al final de este nimero. Los articulos serdn revisados, como es norma en
este Boletin. La fecha limite de envio de trabajos serd el 10 de diciembre de 2014.

La Junta Directiva
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Boletin de la Soc. Puig Adam, num 95 (Octubre 2013)

A proposito de la envolvente de una familia de
elipses

Francisco Botanal, Tomés Reciot

T Depto. de Matemaética Aplicada I, Universidad de Vigo
¥ Depto. de Matematicas, Estadistica y Computacién, Universidad de Cantabria

fbotana@uvigo.es ; tomas.recio@unican.es

Resumen

En esta nota se estudia la envolvente de una familia de curvas constituida por
las elipses con un foco fijo en el punto A(4,0), otro foco variable B(0, ) y
longitud de eje mayor igual a 5. El cdlculo de esta envolvente sirve como mo-
tivacion para reflexionar sobre diversas dificultades ligadas a la incorporacion
del cdlculo automdtico de envolventes en programas de geometria dindmica,
como parte del objetivo, mds general, de dotar a tales programas de capaci-
dades de razonamiento geométrico (demostracion, derivacion, descubrimiento,
cdlculo de lugares, etc.) automdtico.

Dedicatoria

Este trabajo esta dedicado a la memoria del profesor José Javier Etayo Miqueo.
Don Javier fue profesor de geometria diferencial, durante la licenciatura en ma-
tematicas, cursada en la Universidad Complutense, de uno de los autores de este
trabajo, quien guarda gratisimos recuerdos suyos, tanto en lo que atane al ambito
académico como al humano. Por otra parte el profesor Etayo y el profesor Recio han
tenido, académicamente hablando, origenes comunes, relacionados con la geometria
algebraica. Por eso nos ha parecido oportuno presentar en homenaje a Don Javier
este articulo, sobre un tema que conjuga aspectos y conceptos de ambas geometrias.

1. Introduccion

1.1. Elemental, pero no simple

La idea de envolvente de una familia de curvas es una nocién de geometria dife-
rencial elemental. A pesar de ese caracter elemental es un concepto sobre el que no
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Figura 1: El profesor Etayo durante la comida tras la tesis doctoral, dirigida por él, de F.
Javier Peralta Coronado (con traje de tuno), acompanado por el correspondiente tribunal
y colaboradores de la catedra. De izquierda a derecha, T. Recio, J. Arregui, Sra. de Etayo,
C. Cuartero, A. Martinez Naveira, C. Romo, J. Etayo y F. J. Peralta (Madrid, alrededores
de la Plaza Mayor, 1983).

parece haber un consenso undnime. Asi, en la Wikipedia [1], tras empezar el articulo
relativo a la nociéon de envolvente con la conocida descripcién de la envolvente de
una familia de curvas {C,} como una curva tangente a cada miembro de la misma,
se consideran y discuten hasta cuatro definiciones para ese mismo concepto:

1. la envolvente como el conjunto de puntos (x, y) para los que existe un valor de «
de modo que {F(x,y,a) =0, W = 0}, entendiendo que, para cada valor

del parametro a, la curva C,, viene descrita por la ecuacion F(z,y,«) = 0,

2. la envolvente como el conjunto de puntos limite de intersecciones de curvas
préximas C,,

3. la envolvente como una curva tangente a todas las de la familia dada,

4. la envolvente como la frontera de la regién del plano formada por los puntos
que pertenecen a alguna de las curvas de la familia dada.

La Wikipedia menciona que, si llamamos F; a la curva resultante de aplicar la defi-
nicién i-ésima de la lista precedente, entonces F; C Fq, para ¢ = 2, 3,4; ademas la
Wikipedia senala que las cuatro definiciones pueden dar lugar a conjuntos diferentes.
Es interesante remarcar que, tras haber introducido, en el arranque del articulo de
la Wikipedia, el concepto de envolvente a través de la definiciéon E3 y tras insinuar,
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también al principio del mismo, la definicién F como una alternativa “equivalen-
te”, la pagina de la Wikipedia considera E; como la definicién formal y luego hace
hincapié en el contenido estricto F; C F4, para ¢ = 2, 3,4, mediante unos ejemplos.
Para abundar atin mas en esta confusién la Wikipedia habla de la envolvente, cuando
F(x,y,a) es un polinomio, como la curva definida por el discriminante del sistema

{F(z,y,a) =0, W = 0}, lo que no es, estrictamente hablando, lo que se indica
en la definicién E: el discriminante seria, en todo caso, el cierre de Zariski del objeto
geométrico definido por Fj.

Llegado a este punto algtin lector pensara que esta cadtica situaciéon se debe a
que la Wikipedia no es, en particular, una referencia de autoridad en este tema.
Ciertamente. Pero en el caso de la nocién de envolvente, la Wikipedia no hace sino
reflejar un estado de cosas que es facilmente constatable acudiendo a trabajos y
monografias de respetados autores clasicos o actuales.

Leibnitz y Taylor, a finales del s. XVII y principios del XVIII, respectivamente,
fueron los primeros en encontrar soluciones singulares de ecuaciones diferenciales,
a las que Lagrange dio posteriormente una interpretacién geométrica (ver [2]) co-
mo el conjunto de puntos limite de intersecciones de curvas integrales infinitamente
préximas (en el sentido de la definicién 2 de la Wikipedia). Esta parece ser, histori-
camente, la aproximacién mas usada al concepto de envolvente. También G. Julia [3]
define la envolvente de una familia de curvas {C\,} como el lugar de los puntos carac-
teristicos aislados, donde los puntos caracteristicos de C, son los puntos regulares
de esta curva cuya distancia a Cy4 4, €s un infinitésimo de orden superior al de da.
El autor hace notar que estos puntos han de satisfacer las ecuaciones F'(z,y,a) =0
y % = 0 y, también, que algunos puntos caracteristicos reales pueden ser
obtenidos como limite de puntos imaginarios de interseccién de curvas infinitamente
préximas!. Por ejemplo, puede pensarse toda curva plana como la envolvente de la
familia de sus circulos osculadores, y, mientras que estos no tienen interseccion real
en dos puntos de la curva infinitamente préximos —al ser interiores el uno al otro—,
el limite de estas intersecciones define un tnico punto de la curva, que es punto
caracteristico de los circulos osculadores.

En el muy citado folleto divulgativo de la soviética Editorial Mir [4] acerca de
la envolvente se describe esta, a partir de ejemplos de la mecanica, como la curva
que limita la zona del plano rellenada por las curvas de una familia dada y que
contacta, en cada uno de sus puntos, con una linea de la familia. El autor solo
considera ejemplos elementales de familias de curvas cuyas envolventes se obtienen
sencillamente eliminando « en las ecuaciones a las que hemos hecho referencia antes,
pero no olvida mencionar que tal sistema define, en realidad, algo mas amplio, la

1Una observacién que nos parece particularmente relevante en nuestro contexto. Véase la seccién
2, donde se incluyen diversas reflexiones sobre el papel de las coordenadas reales vs. complejas en
el calculo de la envolvente.

17



linea discriminante, formada por la envolvente y el lugar geométrico de los puntos
singulares de todas las curvas de la familia.

Desde una perspectiva mas moderna, y con un claro sesgo computacional, el co-
nocido libro [5] trata la determinacién analitica de envolventes de familias de curvas
planas, como aplicacién de técnicas de geometria algebraica efectiva. Los autores,
que advierten explicitamente que su aproximacion no es rigurosa, definen la envol-
vente como el conjunto de soluciones del sistema reiteradamente citado, y remiten a
[6, cap. 5] como la referencia mas autorizada en el tema. Y es precisamente en este
texto al que nos remiten donde encontramos justificaciones rigurosas de las antecita-
das afirmaciones de la Wikipedia (que presumimos proceden de esta misma fuente),
asi como un completo estudio de las singularidades presentes en las envolventes. Y es
también aqui donde se apunta hacia la ocurrencia de estos puntos de regresion como
una posible razon para la progresiva desaparicion de las envolventes en los textos de
geometria diferencial. Asi Bruce y Giblin afirman que

...the very name of ‘points of regression’ suggests something bad,
degeneracy if not decadence, and indeed envelopes have quietly dropped
from texts on differential geometry just because of their embarrassingly
regressive tendencies. From the point of view of singularity theory points
of regression are of great interest: often they are calling our attention...

Pero el presunto desinterés de esta nocién en el campo diferencial puede verse com-
pensado por el interés despertado en el ambito del diseno asistido por ordenador,
donde se desarrollan, en la actualidad, diversas investigaciones sobre el calculo de
envolventes ([7], [8]).

Para cerrar este breve repaso por el concepto de envolvente desde distintas pers-
pectivas, quisiéramos mencionar que la pluralidad de aproximaciones a dicho concep-
to se refleja —como no puede ser de otra forma— en su tratamiento por los programas
de geometria dindamica, un software matematico que va a ocupar parte de nuestra
atencion en los epigrafes siguientes.

Asi, por ejemplo, el programa denominado The Geometer’s Sketchpad describe
—en la documentacién técnica anexa, ver [9]— la envolvente como el contorno deter-
minado por la familia de curvas y, pocas lineas después, como el lugar geométrico
de los puntos caracteristicos. Esta primera estrategia de The Geometer’s Sketchpad
—la envolvente como contorno— es compartida por la mayoria de programas de geo-
metria dindmica, en los que puede obtenerse una imagen —puramente grafica— de la
envolvente de una familia de curvas trazando, simplemente, un elemento genérico
de la familia. Algunos de estos sistemas (Cabri, Cinderella) son capaces, incluso,
de construir la envolvente como un objeto reconocible por el propio sistema?, pero

2Sobre el que se podria continuar realizando otras construcciones, como la interseccién de la
envolvente con otro objeto construido con el programa de geometria dindmica, etc.
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solo en el caso de familias compuestas por curvas sencillas (rectas, circunferencias,
etc.). En cualquier caso, ningiin sistema estandar es capaz de obtener, actualmente,
una ecuacién precisa para la envolvente. Solo cabe citar a este respecto a Cabri que,
aplicando un método aproximado, conjetura —de manera frecuentemente errénea—
dicha ecuacién. Hay que senalar, sin embargo, que es previsible una proxima version
de GeoGebra [10] con tal capacidad, de manera similar al cdlculo (casi) correcto de
lugares geométricos que ofrece en su version mas reciente.

Desde hace anos, en nuestro trabajo (ver, por ejemplo, [11, 12, 13, 14]), persegui-
mos la incorporacién de capacidades de razonamiento geométrico automatico a los
programas de geometia dinamica. Capacidades relativas a la demostracion, deriva-
cion y descubrimiento automatico de teoremas o al calculo de lugares, offsets, curvas
bisectoras, etc. Y es en este contexto en el que queremos, ahora, prestar nuestra
atencion al calculo de envolventes, a través de un primer ejemplo, aparentemente
sencillo, ma non troppo.

GeoGebra

File Edit View Perspectives Options Tools Window Help

(9 : Move: D et
| NI E NN

9

Algebra ~ o = ‘Graphics ~ox

< Free Objects
@ A=(4,0

A
°

ABC
|

asz
=)

@c=Q,5 A
@ D={(65)

= Dependent Objects

@ B = (0, 1.46) 4

Figura 2: Una elipse de la familia sugerida en GeoGebra mediante dos semielipses
obtenidas como lugares geométricos.

1.2. Nuestra aportacion

En esta nota tratamos de calcular la envolvente de una familia de curvas {C,, :
F(z,y,a) = 0}, constituida por aquellas elipses con un foco en el punto A(4,0),
con el eje mayor de longitud 5 y con el otro foco variable, descrito por el punto
B(0, a), situado en el eje Y (Figura 2). Desde la perspectiva de la incorporacion de
herramientas de razonamiento geométrico automatico en los programas de geometria
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dindamica, el enfoque natural para el calculo de dicha envolvente es la eliminacién de
a en el sistema

F(z,y,a) = 0
o R

mediante técnicas de geometria algebraica computacional, bien incorporando direc-
tamente cdlculo simbdlico al programa de geometria dindmica (como ocurre ya con
GeoGebra, véase [15]) o bien interconectando el programa de geometria dindmica
considerado con otro de célculo simbdlico [16, 17].

Pero, como el lector sospechara, tras la lectura de la secciéon anterior, nada es tan
simple como parece, en lo que concierne al calculo de envolventes. En primer lugar,
la idea de envolvente como contorno de una familia de curvas —tipica de la geometria
dindmica— nos obligd a reflexionar sobre la representacion algebraica mas idénea de
esa familia de elipses que hemos definido, inicialmente, de modo geométrico. Dado
que, en nuestro caso, la construccion de la envolvente va a emplear técnicas de algebra
computacional, es obvio que el resultado de estas técnicas puede verse influido por
la eleccion de una u otra representacién algebraica de la familia dada.

Para empezar, jqué es una familia de curvas? Cuando representamos una co-
leccién de curvas mediante los ceros de una funcién {F(z,y,a) = 0}, asociamos
mentalmente, a cada valor g del pardmetro, una curva F(z,y,ag) = 0 de la fami-
lia, y reciprocamente. Si trabajamos con una familia de curvas reales, parece natural
considerar solo puntos (z,y) reales y valores reales del pardmetro a. Si se trata
de curvas algebraicas reales, también parece natural suponer que F(z,y,«) es un
polinomio real en esas tres variables x, vy, a.

Asi pues, debemos comenzar preguntandonos (como efectivamente haremos en
la Seccién 2) si la familia descrita geométricamente como la formada por las “elipses
con focos en A(4,0) y B(0,«) y eje mayor de longitud 57, y cuyo contorno quere-
mos determinar con un programa de geometria dindmica dotado de razonamiento
automatico, es o no una familia de curvas algebraicas reales en el sentido antes
senalado. La conclusion a la que se llega es que dicha familia de curvas no es real,
salvo que se introduzcan desigualdades en su descripcion implicita. Es, por tanto,
una familia semialgebraica [18], pero no algebraica. Este hecho, bastante facil de
apreciar en este caso en particular, es importante en cuanto conlleva —cuando se
trabaja en la automatizaciéon de este tipo de cdlculos— la necesidad de realizar un
planteamiento general de dichos cédlculos bien en el marco semialgebraico, bien en el
algebraico, pero —en este ultimo caso— asumiendo que se trabaja sobre los ntimeros
complejos y que tal vez esto no refleje exactamente la idea geométrica recogida en
la pantalla del programa de geometria dinamica.
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Una alternativa para salvaguardar el caracter algebraico real en algunos casos
elementales, como el de la familia que estamos considerando, podria ser el plantear
si dicha familia podria ser representada de manera puramente real, pero a través de
una parametrizaciéon. Es decir, como la imagen mediante una aplicacién, digamos,
polinémica o regular del plano real, puesto que esta familia de elipses es un objeto
geométrico bidimensional. Este problema es, en general, muy dificil y objeto de
investigacién en la actualidad (véase la reciente tesis doctoral [19] a la que remitimos
al lector para més informacion sobre este tema); en este caso conocemos la respuesta
afirmativa (ver [20], usando resultados de [21]) al problema particular formado por
la familia de elipses, pero la complejidad de la parametrizacién no permite, por el
momento, aprovechar esta informacién para el calculo de envolventes?.

Una segunda aportacion de este trabajo tiene que ver, mas directamente, con
el cédlculo de la envolvente de esa familia de elipses, asumiendo su representacién
precisa como una familia semialgebraica. Aunque la aplicacién mecanica de la elimi-
nacién en el sistema que define la envolvente conduce a un resultado coherente con
el obtenido usando programas de geometria dindamica, surgen, inevitablemente, di-
versos problemas asociados a la existencia de “componentes extranas”, tan comunes
cuando se emplean técnicas de eliminacion.

Por ello, en la ultima seccién de este trabajo estudiamos tales componentes
espureas en el caso de la familia de elipses, tratando de avanzar hacia la deter-
minacién algoritmica (y eventual supresién automatica en la descripcién de la “ver-
dadera” envolvente) de las mismas, lo que se revela como una tarea no demasiado
sencilla, al estar, como senaldbamos anteriormente en referencia a una observacion
de G. Julia sobre los puntos reales que son limite de puntos complejos, intimamente
imbricados los aspectos reales y complejos en la geometria de la familia considerada.

2. Una familia de elipses y su realidad

Consideremos la familia {C, } de elipses de eje mayor de longitud 5, con focos en
A(4,0) y B(0, ), punto variable en el eje Y. El procedimiento més comin para hacer
una construcciéon en geometria dinamica que responda a esta descripciéon es usar el
método del jardinero: trazando circunferencias, cuyos radios sumen 5, centradas en
A y B, calculamos los lugares geométricos de sus dos puntos de interseccién, que
muestran una elipse, sugerida por dos semielipses (Figura 2).

Asi pues, mediante esta construccién, la familia {C,} es, exactamente, la pro-
yeccién? sobre (x5, 76, 2) € R3 de un conjunto algebraico real en R?, descrito como

3En la préxima seccién veremos, gracias a [22], que la superficie algebraica que genera dicha
familia es “tubular” y que puede parametrizarse sobre los reales, pero no de manera polinomial o
regular.

4En lo que sigue se usars la notacién empleada en la hoja de cilculo Maple desarrollada para
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el conjunto de ceros reales del siguiente ideal

FF: = (=124 (v2—26)" + (w1 —25)" ;1 +5—5,—s% + (w5 — 4)” + 62,
o2 4+ % —9,21,5 —b%,1r —a?)

en R[zq, 9, x5, 16,7, 8,a,b, |, entendiendo que

= la construccién se desarrolla en el plano (z1, z2), de manera que el foco A tiene
coordenadas (4,0) y el foco B tiene como coordenadas (z1,x3), con x1 =0y
o variable.

s las ecuaciones de las circunferencias con centro en A, B, respectivamente, y
radios r, s (cuya suma sea 5), se representan mediante las ecuaciones

{0:—r2+(:cg—x5)2+(x1—x5)2,0:—32+(x5—4)2+x62,0:r+s—5}

a las que se anaden las condiciones r = a?,s = b?, para que los radios sean

positivos (cuando todas las variables son reales, como estamos requiriendo en
este caso), y también la condicién z5% + ¢? — 9 = 0 para que el cuadrado de la
distancia entre los centros de las circunferencias, z2? + 4%, mas una cantidad
positiva ¢?, sea 25, garantizando asf que esa distancia es menor que 5 (de nuevo,
en un contexto puramente real para todos los valores) y, por tanto, que hay
interseccién real entre las circunferencias.

= el punto de interseccién de los pares de circunferencias es (x5, ), siendo estas
las variables libres que intervienen en la descripcion de la familia de circunfe-
rencias y, por tanto, las que describen cada elipse, en funcién del valor de x»
correspondiente.

Ahora bien, para calcular la proyeccién real de los ceros del ideal F'F' es preciso,
primero, proceder a la eliminacién de todas las variables en F'F' excepto (zs5, xg, T2)
y, luego, estudiar detenidamente qué puntos de los ceros del ideal de eliminacién
pueden levantarse a valores reales de los ceros de F'F.

La eliminacién es particularmente simple en este caso: se puede hacer incluso a
mano y resulta un ideal generado por un tnico polinomio

F: = (81+144z5— 82 292 + 164 29 x5 — 100 262 — 36 252 + 16 29225
—32 To Tg Ty + .7324 - 4517231‘6 + 43}223762)

Se trata, desde la perspectiva de la geometria algebraica compleja, de un familia
de cénicas en x5, ¢ que, mediante una transformacién lineal en Q[zs], se convierte

este trabajo. En particular, por abuso de notacién, se identificardn polinomios p(Z) y ecuaciones
p(z) = 0.
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en una superficie tubular, i.e. de la forma M (z3)x2 + N(x2)z2 + S(x2) = 0, donde
M, N, S son polinomios [22].

Una observacion: puede comprobarse, realizando el calculo algebraico correspondien-
te, que la eliminacién resulta ser la misma si consideramos, en vez del ideal F'F’, el
que resulta de suprimir en FF las ecuaciones {r = a?,s = b* 2% + ¢* — 9 = 0}.
Esto anuncia ya que, en cierto sentido, la familia que estamos estudiando tiene pocas
posibilidades de ser “real”, puesto que la Unica ecuacion que, en principio, engloba
esa familia, es la misma que si ampliamos la construccion del jardinero al caso de cir-
cunferencias de radios negativos o con intersecciones no reales de las circunferencias
involucradas.

Figura 3: Traza en Cinderella (izq.) y GeoGebra (dcha.) de las elipses estudiadas.

En todo caso, la conclusion precisa obtenida hasta ahora es que la familia de
elipses que estamos considerando (ver Figura 3) es el conjunto descrito por los ceros
reales de este polinomio F', cuando tales ceros (zs, z¢, z2) puedan extenderse a un
cero real (r1,x2,Ts5,x6,7,8,a,b,¢) de F'F, puesto que es este el caso en el que la
construccién realizada tiene sentido. Ahora bien, es facil observar que

= todos los ceros (reales o complejos) de F' pueden levantarse a un cero (real o
complejo) de F'F.

En efecto, dado (x5, 76, x2) verificando F, podemos determinar 72, s> mediante

los polinomios de FF, —r2 4 (z0 — 26)° 4 (21 — 25)° y —82 + (x5 — 4)° + 242,
respectivamente. Pero F' es el resultado de sustituir z; = 0 y los valores de
r2, 52 determinados por los polinomios de F'F' antes indicados, en la expresién
47252 — (25 — r? — s2)2. Por tanto, tras una eleccién adecuada de los valores
de r, s, se tiene r + s = 5. Los valores de ¢,b y a, si no es necesario que sean
reales, siempre pueden obtenerse a partir de x3,7 y s de modo que verifiquen

las restantes ecuaciones de F'F'.
» si (w5,76,72) son reales, verificando F', entonces r2,s? son también reales,

luego r, s son bien reales o bien imaginarios puros. Pero solo puede darse el
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caso de r, s reales, puesto que si uno es real y el otro imaginario, o ambos son
imaginarios, su suma no puede ser 5.

» si (x5, %6, 22) son reales, a,b no pueden ser ambos imaginarios puros a la vez,
porque entonces r, s serian negativos y su suma no podria ser 5.

= si (75,76, 72) son reales, T es real, luego ¢ es real. Por tanto ¢ solo puede ser
real o imaginario puro.

Por tanto, las coordenadas (r, s, a, b, ¢) de puntos (z1, z2, x5, z6, T, S, a, b, ¢) en la va-
riedad definida por F'F, que se levantan sobre ceros reales de F', tienen que ser de
alguno de estos tipos:

» todas las coordenadas (r,s,a,b,c) reales. Se sigue que (zs5,z¢) estd en una
elipse.

= a 6 b imaginarios puros, ¢ imaginario puro. Se sigue que (z5,zg) estd en una
hipérbola, pues uno de los valores de r, s es negativo.

Noétese que estas dos situaciones se reflejan en los valores de xs. Puesto que z52 +
c? -9, si 29 estd dentro del intervalo [—3, 3] se trata de una elipse; y de una hipérbola
en otro caso.

El caso con a 6 b imaginarios puros y ¢ real es imposible, puesto que se trataria de
la interseccion de dos circunferencias cuyos radios tienen una diferencia de longitudes
de 5 unidades, pero sus centros distan mas de 5 unidades. No hay interseccion real.

Concluimos que la familia de curvas “elipses de eje mayor 5, foco A fijo en (4,0),
foco B variable sobre el eje Y™ es la proyeccién sobre (x5, g, 22) € R? del conjunto
algebraico real definido por los ceros del ideal FF(xy,xo, x5, 26,7, S, a,b, c), porque
si solo consideramos puntos reales en dicha variedad, la proyeccion es exactamente
esa familia de curvas.

Ademas, se sigue del razonamiento empleado, que la proyeccién en R3 de los pun-
tos (reales o complejos) de los ceros de F'F es esa familia més la familia de hipérbolas
que hemos senalado y que la diferencia estriba exclusivamente en constrenir xo en
el intervalo [—3, 3].

Por 1ltimo, es facil constatar (ver Figura 4) que la superficie F'(z5, 2, 22) = 0 es
irreducible y que sus puntos singulares son los puntos con (x5, xg) ubicados en el foco
Ay con zg = £3 , asi como los puntos con (x5, x¢) en los valores extremos del foco B,
ie. (z5,26) = (0,3), con x9 = 3; y (z5,2¢) = (0, —3) con xo = —3. Por tanto existen
muchos puntos regulares de F' = 0 con x5 en el intervalo [—3, 3|, que corresponden
a elipses de la familia. Se sigue que el cierre de Zariski de la familia de elipses es,
precisamente F' = (. Por tanto, como habiamos anticipado en la seccién anterior,
vemos que no hay forma de eliminar las hipérbolas en la descripcién algebraica de
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la familia considerada, sin introducir signos, es decir, sin trabajar en un contexto
semialgebraico.

\,/

> 4

Figura 4: La superficie F'(z5,x¢,x2) = 0 completa. La parte sin las “trompetas” es la que

corresponde a la familia de elipses.

3. Calculo de la envolvente

Para obtener la envolvente real, y siguiendo el enfoque natural mencionado en la
Seccion 1.2, la eliminacién de x5 en el sistema

F(zs,26,22) = 0
OF (x5, x6,x2) _ 9
&vg ’

devuelve el cierre de Zariski de la proyeccion del conjunto de todos los puntos de F'
que i) son singulares, o ii) tienen plano tangente paralelo al eje x5, a saber, los ceros

de G
G = 222} + 28 — 162322 — 24w52} — 3622 + T4w2a2 — 228 + 43222
+32z572 — 164722 — 20722 + 165625 + 1296.

Una representacion gréfica de los ceros de este polinomio G (Figura 5) parece devol-
ver, en una primera ojeada, un resultado acorde con la intuicién y con lo sugerido
en la Figura 3. Pero una mirada més atenta muestra que tal representacién es in-
completa. El polinomio factoriza como sigue

G = (22 — 185 — 9) (22 + 225 — 9) (22 + 22 — 825 + 16),
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donde los dos primeros factores describen las parabolas que aparecen en dicha Fi-
gura 5, mientras que el ultimo factor es, precisamente, el punto real A(4,0), que de
ninguna manera puede admitirse, sin mas explicacién, como un elemento

= del conjunto de puntos limite de intersecciones de curvas proximas C,,
= de una curva tangente a todas las de la familia dada,

= de la frontera de la regién del plano formada por los puntos que pertenecen a
alguna de las curvas de la familia dada.

Noétese que dicho punto no pertenece a ninguna de las parabolas de la Figura 5,
sino que es interior a la region convexa definida por ambas. Ademas, dado que la
eliminacién puede incluir elementos que no estan en la proyeccién —sino en la clausura
de esta— de la figura cuyas ecuaciones son objeto de eliminacién, podria ocurrir que
el punto (4, 0) fuese, precisamente, uno de estos puntos anadidos de manera artificial,
por mor del método algebraico y ajenos a la geometria del problema.

Para dilucidar estas cuestiones, obsérvese (Figura 4) que la superficie F' (x5, xg, z2)
presenta cuatro puntos singulares en (x5 = 0,26 = 3,22 = 3),(0,—3,—-3) y (4,0, +3),
donde se conectan cuatro alas formadas por las familias de hipérbolas. Ademas, la
superficie contiene a las rectas que pasan por (z5 = 4,26 = 0) y (v5 = 0,26 = £3)
con ro = 13, respectivamente. Mientras que los dos primeros puntos singulares ya
aparecen proyectados en las dos pardbolas de la Figura 5, los dos restantes (4,0, +-3)
no lo hacen en ninguna de ellas.

Si enfatizamos el caracter “real”de la familia de curvas, y buscamos puntos reales
de F'y g—i, para —3 < x9 < 3, y de su proyeccién real (lo que no se garantiza
por simple eliminacién sin un estudio posterior), podemos proceder examinando las
raices dobles (al menos) de x5 en F. En general, las raices de x5 se expresan como:

mﬁi\/x§i1o\/16—8x5+x§+x§+41—8x5,

y, para que sean multiples, es necesario que se anule

\/16—8x5+m%+x§,

que es el punto (4,0), o bien que lo haga una de las expresiones

23 £ 104/16 — 8us + a3 +a + 41 - 8as,
lo que ocurre cuando (x5, xg) estd en alguna de las consabidas dos pardbolas

(z2 — 1825 — 9) (22 + 2x5 — 9).
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Figura 5: Las parabolas que envuelven a la familia.

En este caso el valor de xo es precisamente x5 = x4, luego es real si zg (y por tanto
x5) también lo es. Por tanto, para tener la certeza de que z5 estd en F'y en [—3, 3]
es necesario acotar xg en la proyeccion, exigiendo que esté en ese mismo intervalo.
Ademés, la anulacién de 16 — 8z5 + 22 + 22 conlleva que el valor de z2 ha de ser +3.

En resumen, la proyeccion real de la superficie ' = 0, limitada a la banda
—3 < 9 < 3, sobre el plano {z5, 26}, es la regién convexa entre las dos pardbolas
que se muestran en la Figura 5, mds el punto (4,0). Es decir, ese punto no surge de
manera artificial, como subproducto del proceso de eliminacién, ni siquiera es posible
dejarlo de lado argumentando algun defecto de “realidad”, puesto que (4,0,+3)
forma parte de la familia “real”de curvas con todos los derechos, aunque esté en el
limite.

Entonces, ;qué tipo de argumentos (automatizables) podriamos usar para decidir
si (4,0) debe o no considerarse como parte de la envolvente? En este caso resulta
que tampoco se elimina dicho punto usando el criterio de proyectar sélo los puntos
de FF = 0 que anulan a g—;;, pero que tienen plano tangente, es decir, tales que
alguna de las otras dos derivadas parciales es no nula sobre los mismos. Esto se
puede comprobar algebraicamente, eliminando {z2,t} en el ideal interseccién de los
ideales < F, g—i, g—i xt—1>y < F, g—i, g—i xt — 1 >. Sigue apareciendo (4,0).
L Por qué?

El quid de la cuestién reside no en el punto (4,0), sino en todos los puntos de
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las dos rectas complejas z2 + x5xg — 875 + 16 = 0 que se cortan en él y que forman
parte de la envolvente G = 0. Tales puntos no son proyeccién de puntos singulares de
F' =0, sino de puntos regulares complejos en los que 86_:52 = 0, por lo que al proyectar
ambas rectas imaginarias van a aparecer completas y, aunque uno se interese sélo
por los puntos reales de la proyeccién, su interseccién (4,0) va a seguir presente.
La tnica forma de suprimir dicho punto consiste en factorizar la envolvente sobre
C y eliminar los puntos reales que proceden sélo de factores complejos. En el caso

estudiado, la envolvente presenta cuatro factores
(22 —1825—9) (22 +225—9) (x5 —4+a6R00tO f(_Z*+1)) (25 —4—26 Ro0tO f (_Z*+1)),

donde, tras eliminar los dos tltimos por su caracter esptreo, al ser complejos, restan
finalmente las dos parabolas de la Figura 5 como candidatas a ser la envolvente real
de la familia de elipses.

4. Conclusiones

En nuestro afan de dotar de capacidades de razonamiento automatico a progra-
mas de geometria dindmica, la derivacién mecénica de envolventes de familias de
curvas planas presenta problemas especificos debidos a la inexistencia de una tnica
definicién de envolvente. Ademas de ello, la aplicacién irreflexiva de métodos alge-
braicos a situaciones no algebraicas puede conducir a cuellos de botella. En esta nota
discutimos un problema elemental relativo a la envolvente de una familia de elip-
ses. Mostramos que tal familia es semialgebraica y, consecuentemente, la aplicacion
de métodos algebraicos ha de ser complementada con un estudio ad hoc. Concre-
tamente, mientras que la eliminacion estandar introduce en la envolvente buscada
un factor que repugna la intuicién, explicamos que éste no puede ser descrito de
otra forma que a través de la consideracién de rectas imaginarias, que finalmente
dan razon del resultado inicialmente esperado. Otras aproximaciones, a través de la
representacion de la familia dada, o de la superficie que forma su cierrre de Zariski,
como una imagen paramétrica del plano real, deberan ser objeto de andlisis en el
futuro.
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