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Convocatoria de la
Asamblea General Ordinaria de 2012

Se convoca la Asamblea General Ordinaria de la Sociedad “Puig Adam” de
Profesores de Matemadticas correspondiente al afio 2012 para el sabado dia 14
de abril de 2012, en los locales de la Facultad de CC. Matematicas de la Univer-
sidad Complutense de Madrid, Ciudad Universitaria, a las 11:30 en primera con-
vocatoria y a las 12:00 en segunda, con el siguiente:

ORDEN DEL DIA

1. Lectura y aprobacidn, si procede, del acta de la sesidn anterior.
2. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad.

3. Informe del Tesorero. Presentacion y aprobacidn, en su caso, de las cuentas de
ingresos y gastos.

4. Eleccion de nuevos cargos directivos, si procede.
5. Asuntos de tramite.

6. Ruegos y preguntas.

Cambio de Sede de nuestra Sociedad

Por obras en gran parte de la Facultad de Educacion de la Univ. Complutense,
nuestra Sede habia pasado provisionalmente a ocupar otro despacho. A partir de
ahora ha sido ubicada en el Despacho 3215 de la misma Facultad, como queda
reflejado en la pagina 2 de este numero del Boletin.

El teléfono sigue siendo el mismo, 91 394 6248, pero aconsejamos a nuestros
sOcios que para comunicarse con nosotros utilicen preferentemente el correo
electronico, puigadam@mat.ucm.es, o, en su defecto, por carta a nuestra Sede:

Sociedad "Puig Adam" de Profesores de Matemdaticas
Facultad de Educacion (Dpto. de Algebra) Despacho 3215
Rector Royo Villanova, s/n

28040 - Madrid



XXX Concurso de Resolucion de Problemas
convocado por

la Sociedad "Puig Adam" de Profesores de Matematicas y el
Colegio de Doctores y Licenciados en Filosofia y Letras y en Ciencias

BASES DEL CONCURSO

Primera: Los alumnos podran participar en el Concurso en tres niveles:

a) Primer nivel: alumnos de 3° de E.S.O.
b) Segundo nivel: alumnos de 4° de E.S.O.
c) Tercer nivel: alumnos de 1° Bachillerato

Segunda: Las pruebas consistirdn en la resolucion de Problemas de Matematicas
(los mismos para todos los concursantes de un mismo nivel) y se realizardn en la
mafiana del sabado 9 de junio del 2012 a partir de las 10 horas en la Facultad de
Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid.

Tercera: A los mejores de cada nivel, se concederan diplomas y premios.

Cuarta: Los Centros que deseen presentar alumnos (hasta un maximo de seis)
deberan realizar la preinscripcion antes del dia 20 de Mayo del 2012, dirigiéndose
por correo electronico, carta o fax al presidente de nuestra Sociedad:

Prof. Javier Etayo Gordejuela
Departamento de Algebra
Facultad de Ciencias Matematicas

28040-Madrid Fax: 91 394 4662
Correo electronico: jetayo@mat.ucm.es

En la preinscripcidén no es preciso hacer constar los nombres de los alumnos se-
leccionados. Si algtin centro desea presentar mas de seis alumnos, debe solicitarlo
antes de la fecha mencionada anteriormente.

Quinta: Los centros entregaran a los alumnos que envien, credenciales individua-
les en las que se haga constar que han sido seleccionados por su excepcional
aprovechamiento en Matematicas, asi como el curso en que estan matriculados en
el aflo académico 2011-2012.



XI Concurso “Intercentros” de Matematicas

por Juan Jesus Donaire

Como todos los afios, desde el 2000, en el penultimo sabado de noviembre
tuvo lugar el Concurso Intercentros de Matematicas de la Comunidad de Madrid.

Este concurso organizado por la Sociedad Puig Adam con la inestimable co-
laboracion de la Facultad de Matematicas de la UCM, no es un concurso mas en
el que se premia a los estudiantes mas brillantes en la resolucion de problemas. En
este concurso, ademas de valorar los resultados individuales de cada uno de los
participantes, se valora en mayor grado el trabajo en equipo.

Todos los que conocen el formato de la prueba saben que un tercio de la
puntuacion total se debe a las puntuaciones que cada concursante consigue en la
prueba individual, otro tercio a la prueba por equipos y el otro tercio a la prueba
por relevos (también de equipo).

Sin lugar a dudas, es esta ultima parte del concurso la més atractiva y tal vez
la méas complicada. Durante esta prueba se palpa el nerviosismo de los participan-
tes a los que no les llega el dato que necesitan para resolver su problema. También
se aprecia la preocupacion de aquellos que no encuentran la respuesta adecuada a
su problema y tienen a su compaifiero de equipo esperando la cartulina con su so-
lucion.

Los enunciados y las soluciones de los problemas del XI Concurso se pue-
den ver en la pagina de nuestra Sociedad Puig Adam, pero a modo de ejemplo
mostramos uno de los relevos.

2B. ,;Cudl es el valor del entero positivo n que verifica 888-111=2-(2n)*?
(Pasa en la tarjeta la respuesta a tu compaiiero de 1°- 2°de ESO)

1B. Sea "T" la respuesta del problema 2B. ;jPara cudntos enteros positivos n se

. 37 T .
verifica que Tn y 3—7n son enteros de cuatro cifras?

(Pasa en la tarjeta la respuesta a tu compariero de Bachillerato)



3B.

Sea "T" la respuesta del problema 1B. Sea n la suma de las cifras de T. En
una progresion aritmética de numeros reales la suma de los dos primeros
términos es 7 y la suma de los seis primeros es 91. Calcula la suma de los n
primeros términos de la progresion.

(Escribe la respuesta final en la tarjeta y entrégala junto con la resolucion
de este problema)

Como puede apreciarse, si al segundo o al tercer componente del relevo no le
llega o le llega erroneo el dato “T” que necesita para resolver su problema, el
relevo no llega a feliz término.

Nuestra felicitacidon a todos los centros participantes y muy en especial, en

esta

ocasion, a aquellos que afio tras afio participan en la prueba a pesar de no

estar entre los primeros clasificados. Manifestamos una vez mas nuestro agrade-
cimiento a los profesores que de una forma totalmente desinteresada nos prestan
su ayuda y colaboracion para la realizacidon de la prueba y en la preparacién de
los equipos participantes.

Los resultados de la competicidn fueron los siguientes.

Centros ganadores

1. [ES San Juan Bautista
2. Colegio Alemadn de Madrid A
3. Colegio Fray Luis de Leon A

Estudiantes ganadores

NIVEL 1 (1° 2° ESO)

1
2
2.
2

Alberto Alonso Gonzdlez (Colegio SEK EL Castillo)
Berta Garcia Gonzalez (IES San Juan Bautista)
Alfonso Olalla Santamaria (Colegio SEK EL Castillo)
Daniel Puignau Chacon (IES Alameda de Osuna)



NIVEL 1II (3° 4° ESO)

1.  Alvaro Robledo Vega (Colegio Peiialar)
2.  Adrian Navarro Hernandez (Colegio SEK EL Castillo)

NIVEL III (Bachillerato)

1. Lorenzo Esteban de la Iglesia (Colegio Fray Luis de Ledn)

2. Javier Pliego Garcia (IES San Juan Bautista)

Relacion de los 10 centros con mayor puntuacion

LES San Juan Bautista A.............ccooeeeeveeenine..
Colegio Aleman de Madrid A..........................
Colegio Fray Luis de Leon A...........................
Colegio Ntra. Sra. de las Maravillas..................
IES Ramiro de Maeztu A..................coeveee ...
1IES Alameda de Osuna A.................c.ccovveeueenne..
Colegio Internacional SEK Ciudalcampo A........
Colegio Aleman de Madrid B...........................

O 0 N S RN W~

Colegio Marista San José del Parque A..............
10. Colegio Penialar A................c.ccccco v i ivive e

57,8
48,5
43,2
38,8
37,7
37,1
34,2
34,1
32,5
31,1



Fase Local de la XLVIII Olimpiada Matematica
Espafola en los distritos de Madrid

por Maria Gaspar

En el fin de semana del viernes 16 y sdbado 17 de diciembre de 2011 tuvo lu-
gar en la Facultad de Matematicas de la UCM la Fase Local de la XLVIII Olim-
piada Matematica Espafiola. En ella participaron los estudiantes previamente
seleccionados en la Fase Cero, celebrada en pasado mes de noviembre.

Este afio ha cambiado el modo de realizar la seleccidn. En principio, ha habido
18 premiados, que una vez a la semana estan teniendo una sesion de preparacion.
Estos 18 concursantes seleccionados han de pasar una ultima prueba de seleccion
el sabado 3 de febrero.

En esta ltima prueba se seleccionan los nueve, que seran los que participen en
la Fase Nacional, que esta previsto celebrar en Santander, del 22 al 25 de marzo
de 2012.

En la Primera Sesion, celebrada el viernes 16 de diciembre de 2011, se propu-
sieron los tres primeros problemas enunciados a continuacion y en la Segunda
Sesion, celebrada al dia siguiente, se propusieron los otros tres.

El tiempo de cada sesidén fue de 3 horas y media. Cada problema puntuaba
sobre un maximo de 7 puntos. No estuvo permitido el uso de calculadoras.
Problema 1

Sean a, b y ¢ tres numeros reales positivos cuyo producto es 1. Demostrar que si
la suma de estos nimeros es mayor que la suma de sus reciprocos, entonces exac-
tamente uno de ellos es mayor que 1.

Problema 2

En un tridngulo rectangulo de hipotenusa unidad y angulos respectivos de 30°, 60°
y 90°, se eligen 25 puntos cualesquiera. Demostrar que siempre habra 9 entre ellos
que podran cubrirse con un semicirculo de radio 3/10.



Problema 3

Sea P un punto interior a un triangulo ABC y sean H, Hp, Hc los ortocentros de
los tridangulos PBC, PAC y PAB respectivamente. Demostrar que los tridngulos
H,HzHcy ABC tienen igual érea.

Problema 4

Dado un entero positivo », hallar la suma de todos los enteros positivos inferiores
a 10n que no son multiplos de 2 ni de 5.

Problema S

Sea ABCD un cuadrilatero convexo y P un punto interior. Determinar qué condi-
ciones deben cumplir el cuadrilatero y el punto P para que las areas de los tridn-
gulos PAB, PBC, PCD y PDA sean iguales.

Problema 6
Sean a, by c las longitudes de los lados de un tridngulo 4BC. Si

bla+b)b+c)=a’ +bla® +c*)+c,

demostrar que la medida (en radianes) de los dngulos 4, By C cumple la relacion
1 1 2

JA+vB VBANC A+NC

Ganadores de las pruebas realizadas los dias 17 y 18 de diciembre

Primer Premio

Jaime Mendizabal Roche
Xi Chen

Javier Pliego Garcia
Miguel Barrero Santamaria
Raul Gonzdlez Molina

Federico Exposito Bacigalupo
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Segundo Premio

Marc Isern Hacker

Pablo Esteban de la Iglesia
Almudena Carrera Vazquez
Fabian Lopez Lumbreras

Thomas Steimann Martinez-Mora

Angel Prieto Naslin

Tercer Premio

Alexandro Sanchez Bach
Paula Sardinero Meiras
Jimyeong Ha

Pablo Gomez Pérez

Javier Sanchez-Blanco Boyer

Pablo Talavante Diaz
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Sancho, palabras verdaderas

Un recuerdo de alumno, en el fallecimiento de
D. Juan Bautista Sancho Guimera.Por Ignacio Sols.

“Ha fallecido Sancho Guimera” jSancho! ;no més su mueca socarrona? ;apa-
gado para siempre el brillo de sus ojos? Aquel afio, entre tantas huelgas, la uni-
versidad cerrada —habiamos defenestrado el busto de Franco, estado de
excepcion- y la enfermedad y operacidon de Sancho, habiamos tenido con €I, con-
tados, diciséis dias de clase. Geometria proyectiva, cuando decia algo de matema-
ticas. “La mente de tu alumno no es un vaso que deba llenarse, sino un fuego que
debe encenderse” Dieciséis dias. Hasta que fui a visitarle, ya anciano, a su retiro
en un pueblo de Avila, no volvi a verlo més. El afio que sigui6 a aquel curso de
1969 fui a vivir a otra ciudad, luego al extranjero, dedicado a temas sin relacion
con la geometria, siquiera con la matematica. Pero “el toro sabe al final de la co-
rrida...”, todos esos afios, los afios de mi vida que yo llamo “posteriores a los
dieciséis dias de clase” llevaba el toro clavada la espada que tarde o temprano, lo
quiera o no (Sancho decia que la vocacidon no se tiene, sino que se padece), lo
hara tambalearse, “cesando debilitado en la caida: si es verdad que vivir es ir
cerrando posibilidades, las cerré todas dedicandome a la geometria proyectiva,
porque no podia no hacerlo, como no se le da al toro escoger después que ‘“ha
sentido en su lengua un gusto a espada”, la espada que en mi espiritu joven habia
clavado Juan Bautista Sancho Guimera. Ahora, Sancho ha muerto.

Entonces, cuando veamos un corrillo en la escalera de piedra, o un remolino
de gente junto a la fuente, o frente al inolvidable bar de tapas y serrin de la uni-
versidad de Barcelona, ;no estard ya Sancho en el centro, argumentando, contra-
diciendo, poniendo seguridad donde hay duda, poniendo duda donde hay
seguridad? ;Nunca mas me encontraré por los pasillos de aquella universidad de
verdad su figura familiar, aquel hombre pequefio, cargado de hombros, de pelo
undoso, negro y descuidado, a quien nadie se atrevia a sacar de su ensimisma-
miento, andando con sus ojos azabache fijos en alef o en un espacio de cohomo-
logia?

(Como ha podido un hombre en solo diecisé€is dias de clase, en los que casi no
hablo de matematicas, influir en mi como ninglin otro matematico ha influido?
Los diez ultimos minutos, poco mas, los dedicaba a la “santa simplicidad” como
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¢l llamaba a las matematicas, no mucho mas tiempo que la revelacion de Diotima
a Sdcrates, las pocas palabras que hicieron a Socrates, a la filosofia occidental y a
Occidente. Y entonces, Antonio Machado con su chaqueta raida y su barba mal
afeitada, después de habernos recitado el “Palacio, buen amigo” o el “;no es ver-
dad, Leonor?” ; entonces, Don Miguel de Unamuno con las puntas del cuello de
la camisa asomando dobladas por el jersey cerrado, después de haber reducido
todo a escombros porque no se puede edificar sobre ruinas; entonces D. Alonso
Quijano el Bueno, después de haber dado sus consejos de lo divino y de lo huma-
no al patan de Sancho Panza, desciende las gradas repletas de alumnos colgados
aun de sus palabas, lo siguen con la mirada, coge un pedazo de tiza, minusculo
como la colilla que parte siempre al empezar la clase, se dirige a la pizarra y defi-
ne: “Dimensidn. Llamamos dimension de un espacio vectorial a la cardinalidad
de una cadena irrefinable de subespacios”. “Concepto. Llamamos concepto a un
invariante por la accidén de un grupo de transformaciones. Conceptos proyectivos,
conceptos afines, conceptos topologicos...”

“Esfuércense en crear, siempre, en sus alumnos, una atmosfera de tension inte-
lectual” “La verdad les hara libres”, lo que equivocadamente atribuia a San Pablo.
Pero para nosotros era lo mismo, la cosa es que lo decia Sancho. Y como todos
alli éramos catalanes, habia que decir algo del “seny”, la prudencia o buen sentido
catalan, en que el pobre Sancho se ahogaba, sin que nadie pudiera salvar a aquel
aragonés de Teruel, simpatico, ocurrente, genial, de aquel naufragio entre tanto
seny. “Seny, definicién. Si los apodstoles, el dia de Pentecostés, hubieran sido
catalanes, se hubieran quitado las lenguas de fuego de encima de sus cabezas y
las hubieran puesto sobre la mesa, diciendo : jNo! jAnte todo, hay que tener se-
ny! ” Pero, claro esta, esto lo decia porque los que le rodeabamos entonces €ra-
mos catalanes. Si hubiéramos sido, por ejemplo, castellanos, es seguro que
hubiera dicho justo lo contrario, porque Sancho siempre provocaba, y ahora nos
estariamos riéndonos a costa de los castellanos. Me contaron que en un afio ante-
rior al mio iba una monja a su clase. Sancho aprovechaba la circunstancia para
demostrar matematicamente que Dios no existe. Pero un dia se ponia la monja
enferma, no venia. Y entonces Sancho demostraba que Dios existe, también con
formulas matematicas. Sea la historia cierta o no, €se es Sancho en estado puro.

“Esfuércense siempre por crear una tension intelectual a su alrededor” Vuelvo
con la mente a aquellos afios, al Mercedes de Sancho, del que se decia que lo hab-
ia comprado en los afios en que ensefio en Venezuela, una de las leyendas que se
contaban de él. Te asomabas a aquel extrafio lujo que tan poco cuadraba con la
persona de su duefio, y el interior era un amasijo de libros abiertos y cerrados, de
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ropa y de juguetes de nifios. Ah, si, la cosa se reconciliaba entonces, era de él.
Las huelgas, las asambleas, las votaciones. “Tots junts vencerem”, “Igual que al
pi a prop de la rivera”. “D’ un mon que ja es un poc nostre, de un pais que ja
anem fent, cantem les esperances 1 plorem la poca fe”. “iNo creiem en les pisto-
les!”. No creiamos en las pistolas. Cuando habia bedeles policias por todas partes,
y la policia te pedia el carnet para entrar en la universidad, y el resto del dia lo
pasaban de tertulia entre cazalla y cazalla en el puestecillo que tenian, entrando, a
la 1izquierda. Y en el centro de aquellos recuerdos, del qué tiempo tan feliz que
nunca olvidaré, aquel hombre vestido invariablemente de gris, invariablemente en
el centro de un corrillo de estudiantes imantado con su palabra, con su mirada
imantada. Aquel magnetismo de sus o0jos negros, profundos, era al mismo tiempo
alma, fuego, duda, verdad.

(Cudl es la misidon del profesor universitario, la mision del maestro, del inte-
lectual? (“Maestro”, le llamaban muchos) ;/No es acaso la mision de Sdcrates en
la ciudad, la del tdbano en el caballo, manteniéndolo despierto con sus molestas
mordeduras? Recuerdo que después de la clase de Sancho, a segunda hora, ya no
podia atender a las demas. Mientras explicaban el equis sub i sub jota (el infierno
de los indices, como €l lo llamaba), me salia al jardin de la universidad, a aquel
ultimo romantico entre peces silenciosos, empujado por la necesidad de poner
orden en mis ideas. “Shall I put my lands in order?” Habia comenzado para mi
una lifetime enterprise, que atn no sé si ha acabado.

Luego llego el tiempo de los examenes. Sancho se habia repuesto de su enfer-
medad, nos dio unas pocas clases y...los exdmenes. Tres dias y medio, duraba el
suyo. Dias de diez a dos y de cuatro a nueve, nada de bromas. Pero nadie nos
imagine alli sentados redactando la intemerata, pues de la teoria no nos examina-
ba, porque “teoria”, decia, es “visiéon”, y la vision se contempla, como se contem-
pla una puesta de sol, y a nadie se le ocurre examinar a nadie de una puesta de
sol. Pero problemas, si, porque problemas ya es otra cosa, es pensar. jTres dias y
medio resolviendo problemas! Saliamos al patio, al bar, conversabamos, pero alli
nadie decia ni mu de los problemas que Sancho nos habia puesto. Porque no se
nos vigilaba, y a nobleza se responde con nobleza. Toda la vida agradeceré que
alguien en mi juventud, alguien en el momento preciso, haya confiado en mi.

Pero ahora aquel hombre que en mi confié ha muerto. Juan Sancho el malo,
como ¢l decia (el otro Juan Sancho era, por lo visto, el bueno) ha muerto. El que
casO y volvio con hijas e hijos, “como el soldado que va a la guerra y vuelve con
heridas, y no como ésos que vuelven todo peinaditos” como una vez nos dijo. El
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que salio a la palestra, y en ella ensefia todavia, en el espiritu de quienes, ain
jovenes, prestamos aun oido antento a su palabra. El que ahora ha comprendido
por fin la revelacion de Diotima: hay cientificos que atisban al final de su vida
que la verdad es una y hay artistas que atisban que la belleza es una. Pues bien,
esa unica verdad y esa unica belleza son una y la misma, y adherirse a esa unica
Verdad y tnica Belleza es el tinico y verdadero modo de hacerse inmortal.

Estas han sido unas palabras sobre Sancho Guimer4, el profesor, el maestro, el
mortal “diamante inmortal”. Podria haber sido mas académico, lo entiendo, pero
he escrito las palabras que me han salido, pues he querido que fueran por una vez
como las suyas, “unas pocas palabras verdaderas”, la definicion que Antonio Ma-
chado daba de poesia. En otra ocasion escribi de Sancho Guimera, el matematico,
y lo llamé entonces nuestro Grothendieck particular, el Grothendieck espafiol,
demasiado tarde aprovechado. A unos entusiasmé que escribiera aquello y otros
me dijeron que, simplemente, no estaban de acuerdo. Tratandose de Sancho, creo
que eso significa que acerté, pues aun después de muerto Sancho ha de ser siem-
pre blanco de contradiccidon. Lo que aqui he escrito parecerd a algunos estupendo,
pero otros, mas sensatos y prudentes, diran: “lo que tiene que hacer un profesor
en clase es enseflar matemadticas y no recitar poesia”. Yo solo puedo responderles
“lo siento, ése es el recuerdo que tengo”. Pero me parece entonces oir su voz, que
ni aun muerto creo que a nada quede callado: “Pues no estoy de acuerdo con us-
tedes, sensatos. Pues no estoy de acuerdo con ustedes, prudentes. Porque para
ensefiar geometria proyectiva ya estd el Semple and Kneebone” Y es que quiza
en su tenso y convulso discurso Sancho tuviera razon, quiza no esta el maestro
para hacer lo que puede hacer un libro. Quiza su mision sea prender un fuego, el
fuego que prendié en mi y en otros jovenes, provocando un incendio que de una
buena parte de las matematicas espafiolas actuales es responsable.

Termino. Considero una gran suerte en mi vida haber tenido a Sancho. Yo
puedo asi imaginar lo que pudo ser Sécrates, o Hegel, o Unamuno, o Max Sche-
ller, a quien por cierto Sancho se parecia, hombre pequefio, algo encorvado, de
rostro avellanado y mirada absolutamente intensa, que a nadie a su alrededor de-
jaba indiferente. Creo que el significado de la palabra “genio” solo lo podemos
comprender quienes hemos tenido la inmensa fortuna de tropezar con un genio en
nuestra vida. Quien lo ha encontrado, lo sabe.

Ignacio Sols
Profesor Emérito Complutense
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Abstract

This paper aims to solve some algebraic problems (inequalities, equations,
non linear system) using trigonometric techniques. Interesting non rutinary
mathematics problems that use non-usual techniques are presented. Our work
may be viewed as a natural continuation as the instruction of gifted students,
in addition to the standard mathematics courses. The essential information
in paper based of the Romanian Gazeta Matematica.

Introduccion

Muchas veces para resolver problemas trigonométricos recurrimos al algebra. Pen-
samos que resulta de interés unas estrategias de resolucion de ciertos problemas del
algebra que involucre técnicas trigonométricas.

En este sentido el presente articulo ofrece una pequeia guia metodologica, apor-
tando soluciones y comentarios e incluso “repensar* algunos problemas sin barreras
de temas, del curriculo,... Trataremos de plantear problemas del algebra de distinta
dificultad, que admiten solucion trigonométrica y, ademads, basta con usar técnicas
que estén al alcance de los estudiantes de Bachillerato.

Resulta muy importante aclarar que este articulo ha sido disefiado para el alum-
nado con altas capacidades intelectuales con objeto de lograr una mayor motivacion
hacia contenidos procedimentales mas complejos, los cuales pueden no estar inclui-
dos en el curriculo y pretende aportar sugerencias para los profesores que desean
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enriquecer los contenidos de algunos temas con una mayor profundidad y conexion
entre ellos.

En cuanto a los problemas que resolveremos, la mayoria de ellos son problemas
clasicos, aunque es de imaginar que si estuvieron inicialmente ligados a nombres de
autores. Sin embargo, se citan los autores de esos problemas extraidos de sus ver-
siones originales. Ademas hemos incluido algunos problemas originales en cuanto a
la modalidad de resolucioén con herramientas de trigonometria casi exclusivamente,
asi como un procedimiento para generar sistemas de ecuaciones algebraicas con
coeficientes enteros y cuyas soluciones sean valores de funciones trigonométricas
de angulos multiplos racionales de 7 radianes.

La principal novedad de nuestro trabajo consta en que englobamos todos los
problemas bajo una técnica unitaria de resolucion trigonométrica. Muchas ideas y
problemas que aqui aparecen tienen su origen en la coleccion de la revista rumana
Gazeta matematica pentru Tineret (Gaceta Matematica para alumnos).

1 Algunas recomendaciones para el uso de técnicas trigonométricas

En ocasiones, el uso de algunas manipulaciones algebraicas supone una clara desven-
taja, implicando calculos engorrosos que pueden evitarse con la utilizacion de otros
métodos. No se pueden dar reglas para reconocer, de modo absoluto, que técnicas
aplicaremos a determinados casos, pero presentaremos algunos criterios para selec-
cionar una estrategia que puede resultar util. Estos criterios surgen, de algun modo,
como resultado en la bisqueda de concordancia entre las condiciones de existen-
cia de las funciones que intervienen en un cierto problema y los posibles cambios
trigonométricos. Y no son mas que aplicar el sentido comun.

e Si el dominio de existencia de las variables que intervienen en el problema es
todo el conjunto R intente usar sustituciones de tipo = = tg a.

Si el dominio de existencia de las variables que intervienen en el problema es
[0, +00) se puede poner = = tg3a .

e Si el dominio de existencia de las variables que intervienen en el problema es
el intervalo [—1, 1] puede resultar atil un cambio mediante = = sen « o
x = cos a. En particular, dicha sustitucion es una opcion habitual cuando en
las funciones intervienen expresiones de la forma /1 — z2.
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Enelcasoenel que x € [—a, a] cona > 0 tomaremos, sea = = a sen «,

con « € [—%, %}, sea © = a cos o, con « € [0, 7.

Esa idea se podria aplicar cuando en los problemas intervienen expresiones

de la forma Va2 — x2.

e Si se trata de determinar los maximos y minimos de una funcién o la imagen
de una funcién inténtese hacer estimaciones formando sumas o productos a
partir de las funciones de la forma f(rsen «, rcos «,...) y considerar la
acotacién de sen a 0 cos a.

También puede ser Util considerar los siguientes teoremas basicos bien cono-
cidos:

Teorema 1. Si ap > 0, para k € {1, 2,...,n}, tales que 2221 ap = A,

entonces ai-as- ... G, = max cuando a, = as = ...= Q.
Teorema2. Si ap >0, para k € {1, 2,...,n}, tales que aji-as-...-a, =
B, entonces Yy ,_,a =min cuando a =az=...=ay

2 Uso de procedimientos trigonométricos en la demostracion de iden-
tidades

Los ejemplos que ofrecemos tratan de configurar una gama de problemas apropia-
dos para la utilizacion de métodos trigonométricos como alternativa a las manipula-
ciones algebraicas elementales.

Identidad clasica 1. Para todos los nimeros reales a, b, ¢, tal que el producto de
cualquiera dos de ellos sea distinto de —1, probar que:

a—>b b—c c—a a—b b—c c—a

1—|—ab+ 1+bc+ l4+ca 1+ab 1+bc 1l+ca
Solucion. Hay que hacer notar la similitud de las expresiones en que viene constitu-
ida la identidad propuesta con la formula de la tangente de una resta de &ngulos. Asi
surge la idea clave en la concepcion de la solucion: para todos los nimeros reales
a, b, ¢, existiran «, 3, v € (— 5 %), talesque a =tga, b=tg B, c=1tg~,
con lo que la identidad algebraica propuesta se convierte en esta identidad trigono-
metrica:

tg(a—pB)+tg(B—7)+tg(v—a)=tg(a—0F)-tg(B—"7) tg(y—a)
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Y ahora viene el truco: veamos que (o — )+ (6 —~v)+ (y —a) =0.
Gracias a la formula

tg (ot 6 + ) = tga+ tgB+tgy—tga-tgB-tgy )
l—tga-tgB—tgfB-tgy—tga-tgy

se deduce que
0=tg[(a=B)+B-7)+(r—a)] =

tgla—B)+tg(B—7)+tg(y—a)—tg(a—0F)-tg(B—7) tg(y—a)

T l—tg(a—p)tg(B—7)—tg(B—1) tg(y—a)—tg(y—a)-tg(a—43
llegando asi a:

tg(a—=P)+tg(B—7)+tg(y—a)—tg(a=pF)-tg (B—7) tg(y—a)=0,
que es la version trigonométrica de la identidad propuesta.

Identidad sujeta a restricciones (16 Olimpiada Internacional de Matematica, Erfurt,
Republica Democratica Alemana, 1974; problema propuesto por Cuba). Para todos
los numeros reales positivos x, y, z, distintos de \/Lg , con r+y+z=axyz,
probar que:

3 3 3

3r —x 3y —y> 3z—2z _3r—x 3y —1y® 32— 23

1-322  1-3y2  1-322 1-322 1—3y2 1— 322

Solucion. La forma de las expresiones que aparecen en la identidad a demostrar
conduce a pensar que puede ser util considerar la férmula de la tangente del angulo
triple. Procediendo de forma exactamente igual al problema anterior, podremos
poner tg o = x, tg B =y, tgy = z, pero esta vez, atendiendo a las condiciones

z, Yy, z € R\ {\/Lg} , tomaremos «, 3, v € [0, %) U (%7 g)
Y ahora aplicando la formula ( 1) resulta inmediatamente

r+y+z=zyz <= tg(a+f+v)=0 <<= a+f+y=kn (keZ)
que nos conduce a
tg (3a+308+3y) =tg3km =0 < tg3a+tg36+tg3y =tg3a-tg30-tg3~y

que es precisamente la desigualdad propuesta en su version trigonométrica.
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3 Uso de procedimientos trigonométricos en la demostracion de de-
sigualdades

La demostracion de desigualdades ofrece mas retos que la demostracion de iden-
tidades. Algunas desigualdades se resuelven al reconocer que se presenta alguna
funcion trigonométrica monotona. Quizad seamos capaces de conjeturar que dicha
funcion seria acotada y probarla.

Desigualdad clasica 1. Si1 x, y > 1, probarque yver—1+zxzVy—1<xy
Solucion. Llamando v/x —1 =a y /y — 1 = b, la desigualdad propuesta lleva
la forma:

(1+0%) a+ (1+a®)b<(1+a)(1+0b%)
5)s

Como a, b > 0 existiran «, [ € [0,
lo que la desigualdad se transforma en:

) talesque a =tga y b=1tg 3, con

sen « sen [3 1

cos o+ cos? 3 cos 3-cos?a ~ cos?a-cos? 3

2 - cos? >0 pasamos a la forma:

y de aqui, multiplicando por cos
sen a-cos o+ sen (3-cos 3 <1

que puede escribirse como sen2a + sen23 < 2, una desigualdad claramente
verdadera.

Nota: Como se puede observar, los nimeros = e y juegan el mismo papel en la
desigualdad, cumpliéndose la igualdad cuando

Desigualdad clasica 2. Si a, b € R, talesque |a|] <1, |b|] <1, demostrar que

V1i—a?+V1-0<+/4—(a+b)?

Solucion. De las condiciones de validez de la desigualdad veamos que:

la| <1, )| <1 = (El)a,ﬁe[—g, g],talesque a=sena,b=senf
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Entonces, v1—a? =cosa >0y +1—b% = cos 3 > 0, de manera que la
desigualdad propuesta se puede escribir sucesivamente como:

cos o+ cos B < /4 — (sen a + sen 3)2 <=

— QCosa;B-cosa;ﬁg\/4—436712&7—'_6.6032&7_5 —

<~ CcoSs

2 2

—  cos® 0‘2;5 < 1, desigualdad obvia.
Nota: Evidentemente, la desigualdad se transforma en una igualdad cuando a—f( =
0, encuyo caso sen « = sen 3, y por lo tanto, a = b.

Desigualdad clasica 3 (Suprun [3] pags. 38-39). Si a, b € R, probar la desigual-
dad

(@ +b)(1—ab)| < = - (1+a®)(1 +b?)

DN | =

Solucion. Puesto que a, b € R, ponemos a =tga y b=1g [ con o, § €

( — 3, %) Asi se deduce sucesivamente que

(a+0b)(1— ab)
(1+a?)(1+b?)

_ ‘(tgaHgB)(l—tga-tgﬁ) _
(1+tg? a)(1 +tg? )

N | —

= |sen (a + 8) - cos (oz—l—ﬁ)’ :%~‘sen2(a—i—ﬁ)| <

Desigualdad clasica 4. Sean a; > 0, para k € {1, 2,...,n}, tales que
aj-ag-...-a, = 1.Demostrar que para todo nimero natural n > 1 se verifica
que:

(I+a1)- (I+a2) ...-(14+ay) >2"

Solucion. El hecho de que los numeros a; que aparecen en la desigualdad son todos
positivos conduce a pensar que puede ser 1til considerar la sustitucion aj = tg’ay,
para k€ {1, 2,...,n} (n e N—{0}).

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que «y € (0, %) :
La condicion ai -as - ...-a, =1 del enunciado se traduce en

SEN (] - SEN Q2 + ... SEN Oy = COS (X1 * COS A9 - . .. - COS Qi
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que nos permite transformar el primer miembro de la desigualdad que tenemos que
probar del modo siguiente:

(1+ay) (T4+a)-...-(1+an) = (1+tg%c) - (1+tg%ag) ... (1 +tg?ay,) =

J— 1 —
cos2ay - cos?am - ... coslay,
1
~ (senay-senag-...-senay) - (cosai-cosag ... cosay)
J— 1 —
~ (sen ay - cosay)(sen as - cosag) - ... - (sen oy, - cosay,)
_ 2" > on
sen2aq - sen2apg - ... - sen2a,

ya que, usando

s
ap € (0, 5) — sen 2y, = 2 sen «y, cos oy, > 0

sucede que 0 < sen 2aq - sen 2aq - ... sen 2a, < 1.
Nota: Claramente se ve que la desigualdad anterior se cumple con igualdad para:

alzagz...:an:g — a1 =ay=...=a, = 1.
Desigualdad clasica 5. Sean ay € [—1, 1], para k € {1, 2,...,n} . Demostrar

quesi > ;4 a% = 0, entonces se verifica que:

n

al+as+...+a, < 3

Solucion. El hecho de que todos los nimeros aj; que aparecen en la desigual-
dad estan comprendidos entre —1 y 1 nos sugiere que hagamos una sustitucion
trigonométrica en senos o cosenos. Con lo cual, podemos poner: ar = cos ay,
para k € {1, 2,...,n} (n € N—{0}). Obviamente, podemos suponer que
ai € [0, 7] . Una idea feliz seria emplear ahora la identidad trigonométrica

cos 3a = 4 cos>a — 3 cos a (2)
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pues es la que nos conduce sucesivamente a:

n

- " deosPay, — cos 3oy, 1 — n
Zak:Zcosak:Z 3 :—§Zcos3ak§§
k=1 k=1 k=1 k=1

Nota: Hay que sefalar que, bajo las mismas condiciones, se verifica la version mas
fuerte de la desigualdad anterior,

al+as+...+a, <

w3

Y

para lo cual la demostracion ya es obvia.

4 Uso de procedimientos trigonométricos en la resolucion de ecuaciones

Al 1gual que las identidades y desigualdades, algunas ecuaciones y sistemas de
ecuaciones se resuelven eficientemente aplicando técnicas trigonométricas, median-
te una sustitucidn trigonométrica apropiada.

Ecuacion 1 (Supran [3] pags. 94-95). Resolver la ecuacion:

V1—22=42 -3z

Solucion. Conviene observar que para esta ecuacidon es necesario imponer las si-
guientes condiciones de existencia: |z| <1 A 423 —32>0.

La parte derecha de la ecuacion propuesta nos sugiere emplear la identidad
trigonométrica ( 2) . Evidentemente el cambio adecuado que elimine el radical
sera x = cos a, con a € [0, 7w]. En este caso, la ecuacion adquiere la forma
trigonométrica:

1 —cos2a=4cos>a—3cosa <= |sena| = cos3a

Puesto que:
acl0,r] = sena>0,
la ecuacidn trigonométrica anterior se puede transformar en

T
sen o« = cos 3o <—> cos(§—a):co,.<:3a <—
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a':g—l—kg (k€ 7)
= 3a:i<g—a)+2k7r (keZ) <—

a"=-T+hr (heZ)

Dado que € [0, 7] A cos 3a > 0, los valores apropiados son solamente
unos pocos:

.
fa . T 2+ /2
1= = T = COS— = ————
8 8 2
< — o7 — < 2_./2
@273 Ty = cos3T = — 2\[
3T
g = =¢
L3 4 \x3:cos%:—§

Ecuacion 2 (autor desconocido). Resolver la ecuacion:

|z + V1 — 22| =Vv2(227 — 1)

Solucion. Como el dominio de existencia de la ecuacion es el subconjunto

1 1
D= {—1, ——] U {— 1] c -1, 1],
N1 AW [—1, 1]
no hay inconveniente en suponer que todas sus raices son de la forma
xr = cos a, con« € [0, 7.
La ecuacion propuesta es equivalente a

lcos a+senal =V2-cos2a — V2

cos(g—a)‘ = \/5-005204 <—

T 1 1

cos® <Z — a) = cos® 2a 3 [1 + cos(g — 204)] = 5(1 + cos 4ar)
—
cos 2a > 0 cos 2c > 0
™ ™
003(5—2a) = cos 4o 4a:j:<§—2a> +2kr (ke Z)
— —
cos 2a > 0 cos 2a > 0
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Escribiendo ahora las soluciones sujetas a sus condiciones

ae{—%+MWweZ&u{”

-ﬁ+hgﬂhem}

ael0, 7] A cos2a >0

llegamos finalmente a las soluciones particulares apropiadas:

a 3 3T V2
1= — Tl = CO0S— = ———
1 ' 4 2
—
a2 = {5 Ty = COS{5 = ‘/62‘/5

Ecuacion 3 (autor desconocido). Determinar todas las soluciones reales de la ecuacid
8z(1—22%)(8z — 82 +1) =1

Solucion. En primer lugar por medio de la comprobacion directa descartamos la
posibilidad de que algun x € {—1, 0, 1} sea raiz de la ecuaciéon. Y aun mas:

1-22° >1

— [82(1—22%) (82 —82%+1)| > 8 >
8z2(x? —1)+1>1 82( I )

x>1:{

Por lo tanto, toda raiz de la ecuacion se encuentra en alguno de los intervalos de la
uniéon (—1, 0) U (0, 1), lo que sugiere realizar una sustitucion en seno o coseno.

Asi, por ejemplo, con el cambio x = cos ., siendo « € (O, g) U ( 5 7r) , la
ecuacion propuesta adopta la siguiente forma trigonométrica:

8cos a(l — 2cos® a)(8cos* a — 8cos> a+1) =1 —

<— —8cosa-cos2ca-cosda =1 << —8sen a-cos a-cos 2a-cosda = sen o

9 Ta
<—= —sen8a =senoa <+— 286n7~0087:0 S
2k T 2hm
= — ==+ — (k,helZ
— o @=-t— (k,h €Z)
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Finalmente, puesto que « € (0, %) U ( 5 w) obtenemos

E{27T 47 6w 87 w 3w 571'}
(X [ [ [ [ — [ [
9’ 9’ 9’ 9’ 7 77 7))

con lo que las raices de la ecuacion propuesta son las siguientes:

27 47 67 8
IL‘lZCOS?, $2:COS’?, IL‘3:COS?, $4:COS’?,
m 37 T
1'520087, $6:COS7, CL"?:COS7.

Nota: Obsérvese que el polinomio
p(z) = 8z(1 — 22?)(8z* —82? +1) — 1 = —1282" +1922° — 802° + 8z — 1 =
= — (22 +1)(642° — 322° — 802 + 402% 4 202 — 10z + 1)

Como consecuencia deducimos que la ecuacion con coeficientes enteros

6425 — 322° — 80z* + 402> + 2022 — 102+ 1 =0 (3)
es irreducible en Z|[z| y tiene las raices simples e irracionales, todas ellas valores
de funciones trigonométricas:

27 47 87 T 37 5%
cos — , oS — , COS— , COS—, COS— , COS— .

9 9 9 7 7 7

Un articulo publicado por Kenneth W. Wegner [5] es la referencia clasica en este
tema y por ello, en [2] hemos introducido el concepto de ecuacion de tipo Wegner,
dando técnicas en general mas sencillas que las exposiciones originales. Sin em-
bargo, la ecuacion ( 3) obtenida aqui proporciona un nuevo ejemplo, junto con un
planteamiento distinto de lo que hemos publicado anteriormente.

Ecuacion 4 (autor desconocido). Hallar todas las soluciones reales de la ecuacion
42 |z| (2% - 1)(22" —4a? + 1) =1

Solucion. Veamos en primer lugar que ni z = 0 ni x = 1 son raices de la ecuacion.
Por otra parte, para |z| > /2 la igualdad del enunciado no puede darse nunca,
puesto que en tal caso

‘4\/5 c2(2? = 1)[(222(22 — 2) + 1}‘ >8> 1.
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Es por este motivo por el que toda raiz de la ecuacion se encuentra en el intervalo
(—v2, v/2). Como la funcién

fz) =4V2 ‘x‘ c(2? = 1)(22t — 422 +1) -1

que define la ecuacion es par, a partir de este punto nos limitaremos a considerar el
caso en el que = € (0, v/2) y tomaremos = = /2 cos a, con o € (0, %)
Luego la ecuacion propuesta se convierte en la ecuacion trigonométrica:

8cos a(2c0s* o — 1)(8cos o — 8cos®> a+1) =1 =

<= 8cosa-cos2a-cosda =1 <= 8sen a-cos a-cos 2a - cos 4o = sen «

Ta 9«
<— sen8ax =sena <+— 286%7'6087:0 <—
2km T 2hm
P — - Z
o 7 9 9 + 9 (k, h € )

Supuesto que a € (O, %) las raices de la ecuacion trigonométrica solamente

pueden ser o € {27”, 5> 3, con lo que las tnicas soluciones positivas de la

ecuacidn propuesta son, respectivamente:

2 2
xlzx/icos—ﬂ, $2:\/§C05ﬁ, $3:\/§COSEZ\/—_.

7 9 3 2
De los comentarios anteriores sobre la paridad de la funcidon f resulta inmedi-

atamente que las Unicas soluciones negativas de la ecuacion son:

27 \/5

T
— /2 cos 2= — /2 cos - __ Ve
T4 cos = s V2 cos 9’ T 5

5 Uso de procedimientos trigonométricos en la resolucion de sistemas
de ecuaciones

Dos desigualdades trigonométricas clasicas nos abriran nuevas ideas para la resolu-
cion de ciertos tipos de sistemas de ecuaciones.
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Teorema 3. Si A, B, C son los angulos de un triangulo cualquiera ABC,

entonces:
3V3
senA—i—senB—FseanT\/_ 4)

3
cosA—l—cosB+cosC§§ (5)

Y la igualdad se da si, y solo si, ABC' es en un triangulo equildatero.

5.1 Resolucion de sistemas de ecuaciones empleando técnicas trigono-
meétricas

Los ejemplos que ofrecemos van encaminados en el mismo sentido que los de ecua-
ciones. El andlogo trigonométrico de algunos sistemas de ecuaciones puede resol-
verse de una manera mas facil, pero el método tiene un caracter particular en cuanto
a su aplicabilidad.

5.1.1 Algunos ejemplos de sistemas simétricos

El problema que planteamos es clasico:
Halla 3 numeros cuya suma y producto sean iguales.

Nos vamos a situar primeramente en el contexto de los sistemas simétricos. Para
centrar ideas basta con proporcionar unos casos particulares.

Sistema I (Mortici [1]). Resolver, en el conjunto de los nimeros reales positivos, el
sistema de ecuaciones

r+y+z=2xYz
1 1 1 _ 3
Va2+1 T V241 T V2241 2

Solucion. Puesto que z, y, z > 0 deducimos que existe algin «, 3, v € (O, %)
talesque tga ==z, tgB =y, tgy==2.
Entonces la primera ecuacion del sistema se puede escribir de la forma:

tga+ tgfB+tgy=tga-tgB-tg~y
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Ahora, mediante la formula ( 1) obtenemos:
tg(a+p+7)=0 <= a+pf+y=kn, (k€Z)

No podemos olvidar que «, 3, v € (O, %), por lo que en este caso
a+ 3+ v = 7 . Como consecuencia, existe un triangulo acutangulo cuyos angulos
miden respectivamente «, 3, 7.

Naturalmente, para poder usar este resultado debemos empezar por calcular

1 1 1
= cos a; = cos (3 ; ———— = oS

2 +1 V2 +1 22 +1

En este caso, la segunda ecuacion del sistema se puede escribir de la forma:
cos o+ cos B+ cosy = 3

Basta observar que la desigualdad ( 5) se da en un tridngulo equilatero para deducir
de lo anterior que

a=f=y=5 — z=y=z=tg7=13
Sistema 2 (VII Concurso Interprovincial de Brasov (Rumania), 1998; problema

propuesto por Mihail Bencze). Resolver, en el conjunto de los nimeros reales po-
sitivos, el sistema de ecuaciones

r+y+z=xYyz

x Y z _ 33
Vit V1+y? T 2

Solucion. Procediendo de forma exactamente igual al problema anterior, haciendo
la misma sustitucion tga =x, tg 3 =1y, tgy = z, pero efectuando esta vez
los célculos:

x Y z

——— =sena; ———— =sen (3; —
V14 x? V1 +y? g V1422

llegamos a que la segunda ecuacion del sistema tomara la forma:

33
2

= sen vy

sen o+ sen B+ sen y =
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Por otra parte, necesariamente la desigualdad ( 4) se da en un tridngulo equilatero
lo que nos permite deducir finalmente que

Sistema 3 (Propuesto por el autor de este articulo). Resolver en R? el sistema de
ecuaciones
r(rx—2y)=yly—2z) =2(z —2z) =1

Solucion. Obsérvese que se trata de un sistema simétrico, lo que nos permite cons-
truir las soluciones del mismo por permutaciones circulares a partir de una ya
obtenida. Primero escribimos el sistema de forma explicita:

( 2 —1
y:
2
2
_ y—1
z = 2y
_ 22
(L = 2z

que nos sugiere r = ctg o, con « € (0, g) U (%, 7r>. Es facil deducir de lo
anterior que y = ctg 2a0, z = ctg4a, x = ctg 8« , y asi llegar a:
km
r=ctg8a <= ctgl8a=ctga <+ o= (keZ).

Entonces, puesto que « € (O, %) U (g, w) , finalmente tenemos que

2k 4km

(Tky Yy 2K) € {(ctg k:77r’ ctg — ctg T)}, kEed{l, 2, ..., 6},

y por permutaciones circulares ya podemos escribir el conjunto de todas las solu-
ciones del sistema propuesto:

S = {(mka Yk, Zk:)) (yk7 2k xk)a (Zk7 T, yk)) ‘ ke {17 27 SRR 6}}
Nota I: Aunque el sistema anterior se podria resolver por métodos numéricos, para

ser mas precisos, aqui nos preocupa como procedimiento de céalculo para obtener
las soluciones exactas. Nota I: La particularidad de sistema anterior reside en que:
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e s un sistema de ecuaciones algebraicas con todos sus coeficientes enteros
e todas sus soluciones son valores de funciones trigonométricas de dangulos

multiplos racionales de 7 radianes.

5.1.2 Un sistema no simétrico
Sistema 4 (Sz6losy [4]). Resolver en R3 el sistema de ecuaciones

rT+y+z=xYyz
4VaZH1 _ 5VYPHl _ 6vRZd
x Yy

z

Solucion. Obsérvese que si el problema tiene solucidn, la segunda ecuacién se
verifica si y solamente si los nimeros z, y, z tienen el mismo signo.

Considerado el caso z, y, z > 0 se deduce que existiran «, (3, v € (0, %)

tales que tg @ = x, tg B =y, tgy = z . En consecuencia, el sistema propuesto
se escribe de la siguiente forma:

a+f+y=m7
4 _ 5 _ 6
sen o~ sen (3~ sen -~
Tras manipulaciones algebraicas elementales, se tendra:
4 5 6 4 5 6
sena  sen 3 senwy sena  senf3  sen (a4 f3)
4 cos 3 5 cos « 6
P — = >
sena-cos 3 senf3-cosa  sen (a+ [)
4 5 6
— cospt5cosa = <= 4cosfP+bcosa=56

sena-cos B+ sen -cosa  sen (a+ ()

Por otra parte,

4 5)
= — Ssena=4sen 3 <= 25(1—cos® a) = 16(1— cos* 3)
sena  sen 3

= 25c0s>a—16cos? B =9 <= (5cosa+4cos3)(5cosa—4cos ) =9
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3
< 6(bcosa—4cosf)=9 < 5cosa—4cosﬂ:§

Bastard ahora con resolver el sistema trigonométrico:

{500804—1—40035—6 cos o =
<~

5605&—400362% cos 3 =

Slow1 w

La solucion positiva viene dada por

V7 57

x:tga:?, y:tgﬁ:T, z=tgy=3VT.

De acuerdo con la observacion previa concluimos que las soluciones del sistema
seran:

@y e { (U 2T ava) (-, 2T ) )

6 Un procedimiento para generar sistemas de ecuaciones algebraicas
con todos sus coeficientes enteros y con soluciones valores de fun-
ciones trigonométricas

Ejemplo 1 (Método propuesto por el autor de este articulo). Sea o € (—%, %) , o £
+7 . Partiendo de la férmula sobradamente conocida:

y denotando
not not

lga=x ; thaIgy; tgda = z

not . P . ., .
(donde = quiere decir igualdad por designacion) obtenemos sucesivamente:

2x
y= 1 — 22
_ 2y
2= 10
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Afiadiendo la ecuacion x = ﬁZZ > a las ecuaciones anteriores conseguimos un

sistema simétrico de ecuaciones algebraicas con todos sus coeficientes enteros:

2:c~|—x2y:y
2y + Y2z = 2

22 + 22x =z

Es facil deducir de lo anterior que = = tg 8a, y asi llegar a:
r=tg8a <= tg8a=tga <= o= (k € Z).

Como « € ( — 3 %) , finalmente obtenemos:

km 2km 4km

(ons i ) € {(t9 5, t9 =5 tg =7) b, ke {0, £1, 22, 43},

Dado que el sistema es simétrico, por permutaciones circulares ya podemos escribir
el conjunto de todas las soluciones del sistema de ecuaciones en R3:

S = {(ﬂﬁk, Yk 2k)s (Yks 28> Tk)s (2, Tk, k) | k€ {0, £1, £2, is}}

Ejemplo 2 (Método propuesto por el autor de este articulo). Sea o € (O, %) U
(%, 7r) . Al igual que en el ejemplo anterior, esta vez a partir de la formula

ctg® o — 3 ctg o
3ctg? a—1

ctg 3a = (7)

y denotando
ctgozlgx ; cthaIgy ; cthongz

not . . . ., .
(donde = quiere decir igualdad por designacion) obtenemos sucesivamente:

3 — 3x
y= 32 —1
3
_ Yy’ -3y

Z_3y2—1
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Para establecer un sistema simétrico, a las ecuaciones anteriores les afiadimos una

tercera ecuacion:
23— 3z

322 -1
Y con esto llegamos ya a un sistema de ecuaciones algebraicas con todos sus coefi-
cientes enteros:

€r =

y 4 2° = 3z(1 + zy)
z+y% = 3y(1 + yz)
x+ 2% =32(1 + 2x)

De las expresiones obtenidas anteriormente se deduce que = = ctg 27, y en
consecuencia:

r=ctg2la <= ctg2la=ctga <= a=2—76r (k€ Z).

Dado que a € (O, %) U (%, 7r) , las soluciones apropiadas son

3km 9km

km
— —_— —_— 1,2, ....2
(xka Yk, Zk:) S {(Ctg 267 Ctg 2% ) Ctg 2% )}7 ke { ) ) 5}7

y por permutaciones circulares se encuentra el conjunto de todas las soluciones del
sistema planteado:

S = {(xka Yk, Zk:); (ykrv Rl xk:)a (Zk:a Tk, yk) ‘ ke {17 27 ey 25}}

Conclusiones

En este articulo hemos reflexionado acerca del uso de algunos métodos, digamos
non estandar, que constituyen una posible herramienta para acometer el planteamien-
to y resolucidn de ciertos problemas de algebra.

No son técnicas imprescindibles, pero es bueno saber analizar un problema des-
de puntos de vista diferentes, ya que afortunadamente hay lugar para la sorpresa.
Para resolver algunos problemas concretos la intuicion y los procedimientos heuris-
ticos son quiz4 mas importantes que el razonamiento deductivo. Ademas, el lector
amante de técnicas inusuales, puede ver asi otro punto de union entre el algebray la
trigonometria.
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Sin embargo, parece que tales métodos o procedimientos de la Trigonometria,
tal vez por su particularidad, no se estiman hoy en dia, los textos de Bachillera-
to limitdindose a reflejar inicamente sus aplicaciones practicas, sin adentrarse en
los razonamientos mas complejos. Por el contrario, nuestro proposito ha sido pro-
porcionar a los estudiantes con necesidades continuas de ampliacion y a los profe-
sores que imparten matematicas en el Bachillerato una alternativa metodoldgica y
algunos procedimientos para resolver ciertos problemas del algebra a través de la
trigonometria.

Confio en que los problemas seleccionados nos hayan permitido ofrecer solu-
ciones interesantes, que contengan ideas que se repiten en otras situaciones seme-
jantes. De acuerdo con George Polya (1887 - 1985): Un gran descubrimiento re-
suelve un gran problema, pero hay una pizca de descubrimiento en la solucion de
cualquier problema. Tu problema puede ser modesto, pero si es un reto a tu cu-
riosidad y trae a juego tus facultades inventivas, y si lo resuelves por tus propios
métodos, puedes experimentar la tension y disfrutar del triunfo del descubrimiento.
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Abstract

The extension of Napoleon’s theorem to m-gons for n>3 is well known.
The construction of the corresponding configurations is treated in this
article. The validity of these constructions is proved using mechanical
theorem proving methods when the n-gons are constructible. For non-
constructible n-gons, the automatic proving process is replaced by an
approach that uses a dynamic geometry system to check the validity.
The latter approach requires to distinguish whether n is odd or not.

Introduccion

Para centrarnos en el propdsito de este articulo comencemos recordando que
Gauss demostro la constructibilidad del poligono regular de 17 lados, pero
parece ser que fue posteriormente Johannes Erchinger quien describié la cons-
truccién de la correspondiente configuracion.

El teorema de Napoleén es quizas uno de los resultados mas atractivos
de la geometria elemental, segiin se deduce de las muchas demostraciones del
mismo, aportadas por numerosos matematicos. A partir de él, A. Barlotti [5]
y otros han caracterizado extensiones del mismo a poligonos de mas de tres
lados. El presente articulo se ha enfocado a describir la construccion de las
configuraciones del Teorema de Napoleén extendido a n-gonos para n>3.

Para n-gonos constructibles probaremos la validez de dicha construccién
(detallada paran = 4 y n = 6) aplicando el método algebraico-computacional
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descrito en detalle en [13] y ejecutando los cédlculos sobre un Sistema de
Computo Algebraico (SCA).

Y para n-gonos no constructibles comprobaremos experimentalmente la
validez de la configuracién utilizando un Sistema de Geometria Dindmica
(SGD), distinguiendo el caso de ser n impar (detallado para n = 7) del de
ser n par (detallado para n = 18).

1 Desarrollo historico

El clasico resultado de geometria elemental denominado habitualmente Teo-
rema de Napoleon afirma: Si sobre cada lado de un triangulo ABC' se cons-
truye exteriormente un tridngulo equildtero de lado igual al de ese lado de
ABC, entonces los centros de esos tres tridngulos equildteros son vértices de
otro triangulo equildtero (Fig. 1). Y lo mismo ocurre si los tres tridngulos
equildteros se solapan con ABC (Fig. 2).

En el primer caso se denomina triangulo de Napoleon exterior y en el
segundo caso triangulo de Napoleon interior.

Fig. 1: Triangulo de Napoleon exterior  Fig. 2: Tridngulo de Napoledn interior
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Este teorema es atribuido a Napoleon, aficionado a la geometria, pero no
se cree que €l tuviera conocimientos geométricos suficientes para descubrir
tal resultado. Mas bien parece que su descubridor fuera Mascheroni, el autor
de la ”Geometria del Compds” [1], gran admirador del Emperador, a quien
parece dedico este descubrimiento matemaéatico, posiblemente en agradeci-
miento por su labor como mecenas de las instituciones cientificas creadas
durante su mandato.

Es posible que la belleza matemaéatica del teorema y quizas también su
atribuciéon a Napoleén hayan motivado que numerosos matematicos se hayan
ocupado de idear demostraciones del teorema y de tratar de generalizarlo.

De hecho, existen numerosas y variadas demostraciones del teorema, en-
tre las cuales, la mas general [7], en cuanto a exigencia de condiciones de
hipotesis, estd basada precisamente en el concepto de arco capaz, tan uti-
lizado en la Geometria del Compas.

En los dos siglos trascurridos desde el descubrimiento de este curioso resul-
tado, han aparecido numerosas demostraciones (mas de quince), utilizando
diversas técnicas de demostracién (arco capaz, analiticas, trigonométricas,
con complejos,...), que sélo tienen en comun haber requerido una buena do-
sis de ingenio. A partir del teorema clasico anteriormente enunciado, se han
descubierto nuevas propiedades de los triangulos de Napoleén exterior e in-
terior, que han sido descritas en [13].

Varias generalizaciones o extensiones del teorema de Napoleén a poligonos
de mas de tres lados has sido descubiertas desde comienzos del pasado siglo
X X. Una primera generalizacion para paralelogramos, basada en la teoria de
la equipolencia vectorial de A. Laisant [2], fue enunciada por V. Thébault’s
en 1937 y probada por Douglas [3] y Neumann [4].

La generalizacién a n-gonos fue descubierta en 1955 por A. Barlotti [5] y
redescubierta en 1980 por L. Gerber [6].

Avances posteriores han sido realizados por Wetzel (1992) [8], D. DeTem-
ple y M. Hudelson (2001) [11], y S. B. Gray (2003) [12].

Dichas generalizaciones o extensiones se prestan a ser redescubiertas ex-
perimentando con SGD’s y a ser probadas (sin exigencia del ingenio que
suelen requerir los métodos de geometria sintética) haciendo uso de métodos
algebraico-computacionales, como el descrito en [13].
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2 Extension a cuadrilateros

El teorema fue extendido a cuadrildteros por Douglas [3] y Neumann [4].

Enunciado: Sea un cuadrilatero ABCD sobre cada uno de cuyos lados se
construye exteriormente un cuadrado de lado igual que ese lado del cuadrila-
tero ABCD. St ABCD tiene lados opuestos paralelos, es decir, si es parale-
logramo, entonces los centros de esos cuatro cuadrados son vértices de otro
cuadrado (Fig. 3). El resultado es también cierto si los cuatro cuadrados se
construyen interiormente, es decir, si cada uno de ellos se solapa con ABCD.

Dl Cl

All Cll

N B

Fig. 3: Extension a cuadrildteros

Vamos a aplicar el método descrito en [13] al enunciado anterior.

Coordenadas de los puntos considerados
Vértices del cuadrildtero (la eleccién de un vértice como origen de coorde-
nadas y otro en el eje de abscisas no supone pérdida de generalidad):
A=10,0], B=[1,0], C =[cl,e2], D = [dl,d2]
Centros de los cuadrados construidos sobre los lados del cuadrilatero:
M =[ml,m2], N =[nl,n2], P=[pl,p2], Q= [ql,q2]
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Condiciones de hipotesis y sus correspondientes polinomios de hipotesis
Comencemos comentando el modo en que se van a determinar las condiciones
de hipétesis. Los cuatro puntos M, N, P, () quedan determinados por estar
en las respectivas mediatrices de los lados del cuadrildtero ABC' D y por ser
iguales los angulos convexos orientados M AB, NBC, PCD y QDA. El he-
cho de considerar dngulos orientados asegura que los cuadrados construidos
sobre los lados de ABCD sean, o bien todos exteriores a ABCD, o bien
todos solapados con él (no unos solapados y otro exteriores). Por otra parte,
ABCD es paralelogramo si sus lados opuestos son paralelos dos a dos.

Denotaremos por Hy, Ho, Hs, ... a las condiciones de hipotesis y por hy, ho,
hs, ... a sus correspondientes polinomios de hipétesis.

Las dos condiciones siguientes, H; y Hs, determinan el punto M como
centro del cuadrado construido sobre el lado AB:
Hi) M esta en la mediatriz del lado AB, esto es, MB = MA, de donde

resulta: hp = W2 - mQ =1-—-2-ml.
Hy) dist(M,rectaAB) = AB/2, 1o que por ser rectangulo isosceles el triangulo
MAB, implica 2 - MA® = AB° (teorema de Pitdgoras), de donde resulta:
hy=2-MA —AB =2 -ml12+2-m22—1.

Las dos condiciones siguientes, Hs v H,4, determinan el punto N como
centro del cuadrado construido sobre el lado BC'"
Hs3) N estd en la mediatriz del lado BC, esto es, NB = NC, luego: hs =
NB -NC =1-2-nl—cl2+2-cl-nl — 22422 n2.
H,) La igualdad de éngulos convexos orientados NBC = MAB, esto es,
tan(NBC) = tan(M AB), implica: hy = —m2-cl-nl+m2-cl +m2-nl —
m2—m2-c2-n2—ml-c2-nl+ml-c2+ml-n2-cl —ml-n2.

Las dos condiciones siguientes, Hs y Hg, determinan el punto P como
centro del cuadrado construido sobre el lado C'D.
Hs) P esté en la mediatriz de C'D, luego: h; = PD°—PC° =d12—2-d1-
pl+d22 —2-d2-p2—cl?2+2-cl-pl — 22 +2-¢c2-p2.
Hg) La igualdad de dngulos convexos orientados PCD = MAB, esto es,
tan(PCD) = tan(M AB), implica: hg = m2-dl-cl —m2-dl-pl —m2-cl?+
m2-cl-pl+m2-c2-d2—m2-¢22 —m2-d2-p2+m2-c2-p2+ml-d2-cl —
ml-d2-pl4+ml-c2-pl—ml-c2-dl+ml-p2-dl —ml-p2-cl.

Las dos condiciones siguientes, H; y Hg, determinan el punto P como
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centro del cuadrado construido sobre el lado C'D:
H7) @ estd en la mediatriz del lado DA, esto es, QD = QA, luego: hy =
QD — QA =d12—2-dl-ql +d22 —2-d2- 2.
Hg) La igualdad de angulos convexos orientados QDA = MAB, esto es,
tan(QDA) = tan(M AB), implica: hg = —m2-d12+m2-dl-ql —m2-d2? +
m2-d2-q2+ml-d2-ql —ml-dl-q2.

Las dos condiciones siguientes, Hg y Hjg, aseguran el paralelismo de lados
opuestos de ABC'D:
Hg) AB y CD paralelas, luego: hg = —d2 + ¢2.
Hyp) AD y BC paralelas, luego: hjg = c2-dl —d2 - cl + d2.

La lista de polinomios de hipdtesis, que denotaremos ltstaH, es pues:
listaH = [hla h27 h37 h47 h57 h67 h77 h87 h97 th]

Parametros y variables
Parametros (coordenadas libremente elegibles): c1,c2
Variables (coordenadas ligadas, condicionadas a los valores de los parametros),
en el orden elegido, denotando var a la sucesion de las mismas:
var = ml,m2,nl,n2,pl,p2,ql,q2,d1,d2
Por tanto, el anillo de polinomios de la configuracién (definido en [13]) es:
A = IR(cl,c2)[m1,m2,nl,n2,pl,p2,ql,q2,d1,d2]

Condiciones de tesis y sus correspondientes polinomios de tesis
Comentemos ahora el modo en que se van a determinar las condiciones de
tesis. M N P(Q) sera cuadrado, si es paralelogramo equidngulo y equilatero,
para lo que basta que tenga lados opuestos paralelos y dos lados contiguos
perpendiculares e iguales. Denotaremos por T4,75,T5,T, a las condiciones
de tesis y por tq, to, t3,t4 a sus correspondientes polinomios de tesis:

T1) MN y PQ paralelas, luego: t; = ¢2-nl —q2-ml —p2-nl+p2-ml —
ql -n2+ql-m2+pl-n2—pl-m2.

T5) M@ y NP paralelas, luego: to = p2-ql —p2-ml —ql-n2+ml -n2 —
pl-q2+pl-m2+q2-nl—m2-nl.

T3) MN y NP ortogonales, luego: t3 = pl -nl —pl-ml —nl1? +nl-ml+
p2-n2 —p2-m2 —n2% +n2-m2.

Ty) MN = NP, luego: t4 — MN°-NP° = —2.nl-ml+ml?—2-n2-m2+
m22 —pl2+2-pl-nl —p22+2-p2-n2.
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La lista de polinomios de hipdtesis y tesis, que denotaremos listaHT', es pues:
listaHT = [hla h2> h37 h4> h57 h’67 h77 h’87 h9a h’lO) tl) t27 t37 t4]

Comparacion de ambas Bases de Groebner

Denotaremos por GB1 a la Base de Groebner del ideal generado por ListaH
y por GB2 a la del ideal generado por ListaHT. Respecto del orden lexi-
cografico y el orden de variables dado por la sucesion var, resulta:
GBl=[d2—c2,—cl+1+4+dl1,2-cl —cl? =1+ ¢c2? —4-¢2-c2+4-q22%,2-
cl—cl?—1—-c22+(-2+2-cl)-ql+2-¢q2-2,-2-2-cl +3-2+ (-2 +
2-¢l)-p2—-2-¢2,2-pl —2-cl +1,—-c2+q2+n2,1 —cl? + 22 + (-2 +2-
cl) - nl1—2-¢2-c2,—c24+(-2+4+2-cl) - m2+2-¢2,—1+2-ml]

Al calcular GB2 se obtiene el mismo resultado obtenido para GB1, lo que
implica que el ideal generado por la lista de polinomios lista H'T' sea igual al
ideal generado por la lista de polinomios listaH .

Demostracion por el método de Bases de Groebner iguales

Como consecuencia de la igualdad GB1 = GB2, cada una de las condi-
ciones de tesis, t; = 0, es consecuencia de las condiciones de hipodtesis,
hj = 0;5 =1,...,10 (como se indic6 en la Seccién 2 de [13]). Por tanto, el
resultado indicado en el enunciado del comienzo de esta seccién ha quedado
probado por el método de las Bases de Groebner iguales.

Observemos que al ser ho polinomio de segundo grado, el punto M queda
determinado, salvo una simetria respecto de la recta AB. En consecuencia, se
han probado simultaneamente los dos resultados contenidos en el enunciado,
es decir, tanto si los cuadrados construidos sobre los lados de ABCD son
todos exteriores a él, como si son los cuatro solapados con él, ya que el
angulo orientado M AB se ha transportado, con su misma orientacion, sobre
los otros tres lados de ABC'D (todo depende del sentido elegido para M AB).

Nota: El calculo de las coordenadas de los centros de los cuatro cuadrados y
de sus otros vértices (con un SCA) se trata en el Anexo (Seccién 10).

3 Reciproco para cuadrilateros

Parece natural preguntarse si sera cierto el reciproco del enunciado de la
Seccién 2. Para responder a esta cuestiéon aplicaremos el mismo método de
Bases de Groebner iguales.
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Enunciado: Sea un cuadrilatero ABC'D sobre cada uno de cuyos lados se
construye exteriormente un cuadrado de lado igual que ese lado (Fig. 4). Si
los centros de esos cuatro cuadrados son vértices de otro cuadrado, entonces
ABCD tiene lados opuestos paralelos, es decir, es paralelogramo. El resul-
tado es también cierto si los cuatro cuadrados se construyen interiormente,
es decir, si cada uno de ellos se solapa con ABCD.

Fig. 4: Reciproco para cuadrildteros

Coordenadas de los puntos considerados
Son los mismos que en la Seccion 2.

Condiciones de hipotesis y sus correspondientes polinomios de hipotesis
Las relaciones entre los cuatro centros M, N, P, () y los vértices del cuadrila-
tero ABC D siguen siendo las mismas que en la Seccién 3, por lo que las ocho
primeras condiciones de hipétesis seran las alli consideradas (con su misma
notacion).
Por otra parte, las cuatro condiciones de tesis consideradas en la Secciéon

2, pasan aqui a ser condiciones de hipdtesis, que denotaremos ahora por

o, Hiy, Hiy, Hi5 y por hg, by, hy, b5 a sus correspondientes polinomios de
hipotesis, es decir:
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H{) MN y PQ paralelas
H{,) MNQ y NP paralelas
H{,) MN y NP ortogonales
H{,) MN = NP
La lista de polinomios de hipdtesis, que denotaremos ltstaH, es pues:
listaH = [hla h27 h37 h4? h57 h67 h77 h87 é)a /107 {[17 /12]

Parametros y variables
Los vértices A, B, C' se puede elegir libremente, pero no el D, que estd ligado
por las condiciones mencionadas.
Parametros (coordenadas libremente elegibles): c1,c2
Variables (coordenadas ligadas, condicionadas a los valores de los pardmetros),
en el orden elegido, denotando var a la sucesion de las mismas:
var = ml,m2,nl,n2,pl, p2,ql,q2,d1,d2
Por tanto, el anillo de polinomios de la configuracion es:
A = IR(cl,c2)[m1,m2,nl,n2,pl,p2,ql,q2,d1,d2]

Condiciones de tesis y sus correspondientes polinomios de tesis
Las dos condiciones de hipotesis hg, h1g consideradas en la Seccién 3, pasan
aqui a ser condiciones de tesis, que denotaremos ahora por 17, T4 y por t},t,
a sus correspondientes polinomios de tesis, es decir:

T{) AB y CD paralelas

Ty) AD y BC paralelas

La lista de polinomios de hipotesis y tesis, que denotaremos listaHT', es pues:
listaH'T = [hla h27 h37 h47 h57 h67 h77 hS) g)a /107 /117 /127 t/17 t/Q]

Comparacion de ambas Bases de Groebner

Denotemos por GB1 a la Base de Groebner del ideal generado por ListaH
y por GB2 a la del ideal generado por ListaHT. Respecto del orden lexi-
cografico y el orden de variables dado por la sucesién var, resulta:

GBl = [-c2+d2,1—cl+dl,c22+2-cl—cl?—1—4-q2-c2+4-q2% —c2* +
2-cl—cl?—1+(—2+2-¢cl)-ql +2-¢2-¢2,3-c2—2-2-cl +(-2+2-
cl) p2—-2-¢2,—2-cl +1+2-pl,—c2+¢q2+n2,1 —cl? + 22+ (-2+2-
cl) - nl1—2-¢2-c2,—c24+(-2+2-cl) - m2+2-¢2,—1+2-ml]

Al calcular GB2 se obtiene el mismo resultado obtenido para GBI, lo que
implica la igualdad de los ideales generados por listaHT y por listaH.
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Demostracion por el método de Bases de Groebner iguales

Como consecuencia de la igualdad GB1 = G B2, cada una de las condiciones
de tesis es consecuencia de las condiciones de hipdtesis. Por tanto, el re-
sultado indicado en el enunciado del comienzo de esta seccién ha quedado
probado por este método.

Lo mismo que ocurria en el caso del teorema directo de la Seccion 2, el
punto M queda determinado, salvo una simetria respecto de la recta AB. En
consecuencia, se han probado simultaneamente los dos resultados contenidos
en el enunciado, es decir, tanto si los cuadrados construidos sobre los lados
de ABCD son todos exteriores a €l, como si son los cuatro solapados con él.

El enunciado de la Seccion 2 junto con el de esta Seccion 3 se condensan
en el siguiente:

Teorema: Sea un cuadrilaitero ABC'D sobre cada uno de cuyos lados se cons-
truye exteriormente un cuadrado de lado igual que ese lado y denotemos
M,N,P,Q a sus respectivos centros. Entonces el cuadrilaitero M N PQ es
un cuadrado si, y solo si, ABCD es paralelogramo. El resultado es también
cterto si los cuatro cuadrados se construyen interiormente, es decir, si cada
uno de ellos se solapa con ABCD.

4 Extensién a hexagono con centro de simetria

Explorando posibles extensiones para hexdgonos del Teorema de Napoledn,
hemos encontrado el siguiente resultado.

Enunciado: Sea ABCDFEF un hexdgono con centro de simetria, O, tal que
ABCO es paralelogramo. Sobre cada uno de sus lados se construye exterior-
mente un triangulo equilatero de lado igual a ese lado del hexagono. FEn-
tonces los terceros vértices M, N, P,Q, R, S (Fig. 5) de esos seis tridngulos
son vértices de otro hexdgono reqular. El resultado es también cierto si los

seis triangulos se construyen interiormente, es decir, si cada uno de ellos se
solapa con ABCDEF.

Vamos a aplicar el método descrito en [13] al enunciado anterior.

Coordenadas de los puntos considerados
Vértices y centro del hexdgono ABCDEF (la eleccién del vértice A como
origen y del del vértice B en el eje de abscisas no supone pérdida de genera-
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lidad): A =10,0], B =1[1,0], C = [cl,¢2], D = [d1,d2], E = [el,e2], F =
[f1, f2], O = [ol,02]

Terceros vértices de los tridngulos construidos sobre sus lados: M = [m1, m2],
N =[n1,n2], P=[pl,p2], @ =lql,q2], R=[rl,r2], S =sl,s2]

Fig. 5: Extension a hexdgono con centro de simetria

Condiciones de hipdtesis y sus correspondientes polinomios de hipdtesis
Como en las secciones anteriores, denotaremos por Hy, Ho, Hs, ... a las condi-
ciones de hipétesis y por hi, ha, hs,... a los polinomios de hipétesis.

Los vértices A, B,C se eligen libremente y el centro de simetria, O, se
elige de modo que ABCO sea paralelogramo. De este modo, las dos condi-
ciones siguientes determinan O:

Hy) OC y AB paralelas — hy = —c2 + 02

Hy) BC'y AO paralelas — hy =02 -cl —02 — ol - ¢2
Al ser D simétrico de A respecto de O, el cuadrilatero OBCD es paralelo-
gramo, luego D queda determinado por las dos condiciones siguientes:

Hs) OD y BC paralelas — h3 = ¢2-dl —o0l-c2—cl-d2+02-cl+d2—02

H,) CD y OB paralelas — hy = —02-d1+02-cl1 —d2+c2+0l-d2—o0l-c2
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Al ser E es simétrico de B respecto de O, el cuadrilatero OCDE es parale-
logramo, luego E' queda determinado por las dos condiciones siguientes:
Hs) OF y CD paralelas — hs =d2-el —0l-d2—c2-el+0l-c2—dl-
e2+02-dl+cl-e2—-02-cl
Hg) DE y OC paralelas — hg =c2-el —¢2-dl —02-el +02-dl —cl -
e2+cl-d2+o0l-e2—o0l1-d2

Al ser F' es simétrico de C respecto de O, el cuadrilatero ODFEF es parale-
logramo, luego F' queda determinado por las dos condiciones siguientes:
H7) OF y DFE paralelas — hy =d2-e2- fl—o0l-€2—d2- f14o0l-d2—
el-f2402-el+dl-f2—-02-dl
Hg) EF y OD paralelas — hg = d2- f1—d2-el —02- f1+02-el —dl-
f24dl-e2+o0l-f2—0l-e€2
Por ser equilatero ABM, las dos condiciones siguientes determinan M:
Hg) MA=MB — hg=-1+2-ml
Hyp) MA = AB — hig =ml1? +m2? - 1
Por ser equilatero BC'N, las dos condiciones siguientes determinan NV:
Hiy1)) NB=NC — h;1=1-2-n1—cl>+2-cl-nl—c22+2-c2-n2
Hy3) NBC = M AB (4ngulos convexos orientados), expresada mediante
tan(NBC) = tan(MAB) — hijg = —m2-cl-nl+m2-cl +
m2-nl—m2—m2-c2-n2—ml-c2-nl4+ml-c24+ml-n2-cl1—ml-n2
Por ser equilatero C'D P, las dos condiciones siguientes determinan P:
Hi3) PC=PD — hiz=cl>-2-cl-pl +c22 —2-c2-p2 — d1% +
2.dl-pl —d2?2+2-d2-p2
Hy4) PCD = MAB (orientados), esto es, tan(NBC) = tan(MAB)
—— hyy=m2-dl-cl—m2-dl-pl —m2-cl?> +m2-cl-pl +
m2-c2-d2—m?2-¢22—m2-d2-p24+m2-c2-p2+ml-cl-d2—ml-d2-pl+
ml-c2-pl—ml-c2-dl4+ml-p2-dl —ml-p2-cl
Por ser equilatero DFEQ), las dos condiciones siguientes determinan @):
Hi5) QD =QFE — his =d12 —2-dl-ql +d2%2 —2-d2-q2 —el? +
2.el-ql —e2? +2-e2-¢2
His) QDE = MAB (orientados), esto es, tan(QDFE) = tan(M AB)
— hig=m2-el-dl—m2-el-ql —m2-d1>+m2-dl-ql +
m2-d2-e2—m2-d2> —m2-e2-q2+m2-d2-q2+ml-dl-e2 —
ml-e2-gl+ml-d2-q1—ml-d2-el+ml-q2-el—ml-qg2-dl
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Por ser equilatero FF R, las dos condiciones siguientes determinan R:
Hi7) RE=RF — hj7=¢l? —2-el-r1+e22-2-¢2-72— f12 +
2. fl-rl— f2242.f2.72
Hig) REF = MAB (orientados), esto es, tan(REF) = tan(MAB)
— hig=m2-fl-el —m2-fl-rl—m2-el>+m2-el-rl+m2-e2- f2—
m2-e22 —m2- f2-r24+m2-e2-r2+ml-el- f2 —
ml-f2-rl4+ml-e2-rl—ml-e2-fl4+ml-r2- fl—ml-r2-el
Por ser equilatero F'AS, las dos condiciones siguientes determinan S
Hiyg) SF=SA — hig= f12 -2 f1-51+ f22 -2 f2-52
Hyy) SFA = MAB (orientados), esto es, tan(SFA) = tan(MAB) —
hog = —m2- f124+m2- fl1-s1 —m2- f224+m2- f2-s2 +
ml-f2-s1—ml- f1-s2el
Lista de polinomios de hipétesis: listaH = [hq, ha, hs, ha, hs, he, b7, hg, hg, hio,
hi1, b1z, his, hia, his, hae, hi7, hig, hig, hoo)

Parametros y variables

Parametros (coordenadas libremente elegibles): c1,c2

Variables (coordenadas ligadas, condicionadas a los valores de los pardmetros),
en el orden elegido, denotando var a la sucesion de las mismas:

var = ol,02,d1,d2,el,e2, f1, f2,m1,m2,nl,n2,pl,p2,ql,q2,r1,72,s1,s2
Por tanto, el anillo de polinomios de la configuracién es: A = IR(cl, ¢2)[o1, 02,
dl,d2,el,e2, f1, f2,ml,m2,n1,n2,pl,p2,ql,q2,r1,r2,sl, s2]

Condiciones y polinomios de tesis
Para probar que el hexdgono MNPQRS es regular, basta verificar que es
equilatero y que O equidista de sus vértices.

Como venimos haciendo, denotaremos por 17,75, ... a las condiciones de
tesis y por t,to,... a sus correspondientes polinomios de tesis.

T\) NP=MN — t;=pl>—-2-pl-nl+p22—2-p2-n2+2-nl-ml —
ml1% +2-n2-m2 — m?2?

Ty) PQ=MN — to=ql?—2-ql-pl+pl?+q2%2 -2 -q2-p2+ p2° —
n12+2-nl-ml—ml2 —n22+2-n2-m2 —m22

T3) QR = MN — tz3=7112—-2.71-ql +ql? +722 —2-72-q2 + ¢2° —
n1? +2-nl-ml —ml? —n22+2-n2 -m2 — m2?

T)) RS = MN — ty=512-2-51-71+712+522-2.52.724+722 —nl? +
2.n1-ml—ml1%2 —n22+2-n2-m2 —m2?
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Ts) SA=MN — t5=—-2-ml-s14+51>—-2-m2-52+4+522—nl?+2-nl-
ml —n2%+2-n2-m2

Ts) OM = MN — tg=—2-ml-o0l+012—-2-m2-02+ 022 —nl? +2.
nl-ml—n22+2-n2-m2

T7) ON = MN — t;=—-2-nl-0l+012—-2-n2-02+0224+2-nl-ml —
ml1? +2-n2-m2 — m22

T3) OP = MN — tg=pl? —2-pl-ol + 01+ p22 —2-p2-02 + 022 —
n1? +2-nl-ml—ml? —n22+2-n2-m2 — m2?

Ty) OQ = MN — tg=ql?2 —2-ql -0l + 012+ ¢q2? —2-q2-02 + 02 —
nl1? +2-nl-ml—ml? —n22+2-n2-m2 — m22

Tig) OR=MN — tig=7r1>—-2-r1-01+01?+722 —2.72.02 4 022 —
nl? +2-nl-ml—ml1? —n22+2-n2-m2 — m22

Ti1) OS = MN — t;3 =512 —2-51-0l+01%2 + 522 —2.52-02 + 022 —
n12+2-nl1-ml—ml2 —n22+2-n2-m2 — m22

Lista de polinomios de hipotesis y tesis:

listaHT = [hi, ho, h3, ha, hs, he, b7, hg, hg, h1o, hi1, h12, h13, hia, his, has, hat,
hig, hig, hoo, t1, t2, t3, ta, ts, te, t7, s, to, t1o, t11]

Comparacion de ambas Bases de Groebner

Denotemos por GB1 a la Base de Groebner del ideal generado por ListaH
y por GB2 a la del ideal generado por ListaHT. Respecto del orden lexi-
cografico y el orden de variables dado por la sucesién var, resulta:
GB1=[c22-12—3-¢c12+12-cl1 —4-52-c2+4-522, —cl?+4-cl — 2% —4+(2-
cl—4)-814+2-52-¢2,—2-c2-cl+5-c2+(2-c1 —4)-r2+(2—2-cl)-s2, —3-cl®+
11-¢1—10—c22+4+(2-c1—4)-r1+2-52-¢2, —4-c2-c1 +9-c2+(2-c1 —4)-q2—2-
52,5—4-c14+2-ql,—2-c2+524+p2, —3-c12 —4+8-cl+c22 +(2-cl—4)-pl —2-
§2:¢2,—2-¢2-c1+3-c24(2-c1—4) - n2+(—2+2-¢l)-52, —c1® +cl +2+c22+(2-
cl—4)nl1—2-52-¢2, —c2+(2-c1—4) - m2+2-52, —1+2-ml, f2—c2,—cl+2+
fl,—2-c2+e2,3+el—2-cl,—2-c24d2,—2-c14+2+4dl, —c24 02, —cl+1+0l]
Al calcular GB2 se obtiene el mismo resultado obtenido para GB1, lo que
implica que el ideal generado por la lista de polinomios lista H'T' sea igual al
ideal generado por la lista de polinomios listaH .

Demostracion por el método de Bases de Groebner iguales
Como consecuencia de la igualdad GB1 = GB2, cada una de las condiciones
de tesis es consecuencia de las condiciones de hipotesis. Por tanto, el re-
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sultado indicado en el enunciado del comienzo de esta seccién ha quedado
probado por este método.

Lo mismo que ocurria en el caso del teorema de la Seccion 3, el punto
M queda determinado, salvo una simetria respecto de la recta AB. En
consecuencia, se han probado simultaneamente los dos resultados contenidos
en el enunciado, es decir, tanto si los tridngulos construidos sobre los lados
de ABCDEF son todos exteriores a €1, como si son los seis solapados con él.

Las coordenadas de los vértices de ABCDEF y de los terceros vértices
de los seis tridangulos se pueden obtener como se hace para cuadrilateros en
el Anexo (Seccién 10), calculando sobre un SCA.

5 Extension a hexagono afinmente regular

El teorema de Napoleon puede extenderse a un hexagono afinmente regular,
esto es, imagen de un hexdgono regular en una transformacién afin [5]. Va-
mos a tratar de probarlo aplicando el método descrito en [13].

Enunciado (teorema de Napoleon-Barlotti, para n=6): Sea ABCDEF un
hexdgono sobre cada uno de cuyos lados se ha construido exteriormente un
hexdgono reqular de lado igual a ese lado del hexdgono. Si ABCDEF es
afinmente reqular, es decir, si es imagen de un hexdgono regular en una
transformacion afin, entonces los centros de esos seis hexdgonos construidos
sobre sus lados son vértices de otro hexdgono reqular (Fig. 6). FEl resultado
es también cierto st los seis hexdgonos se construyen interiormente, es decir,
si cada uno de ellos se solapa con ABCDEF.

Coordenadas relativas al hexdgono reqular inicial

Sean A’B’C’'D'E’F’ un hexdgono regular y 7 una transformacién afin, tales
que 7(A'B'C'D'E'F’") = ABCDEF. Comencemos eligiendo coordenadas de
los vértices de A’B'C'D'E'F’ y de su centro O": A’ =10,0], B’ =[1,0], C' =
[d1,d2], D' =[d'1,d'2], E' =[e'1,¢'2], F' =[f'1, f'2], O' =[0'1,0'2].

Condiciones generadoras del hexdgono reqular A'B'C'D'E'F’

Las diez siguientes condiciones de hipétesis determinan la regularidad del
hexdgono A’B'C'D’'E'F’, generandolo a partir de los dos vértices A’ y B'.
Estan basadas en su descomposicién usual en seis triangulos equildteros,
cada uno de los cuales tiene un lado coincidente con un lado del hexigono
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A'B'C'D'E'F’, siendo su centro O’ el tercer vértice de dichos tridngulos (por
brevedad, se omiten los correspondientes polinomios de tesis, hq, ho, ....):

Fig. 6: Extension a hexdgono afinmente reqular

1) OA=0'B

) OA = AB

H3) O'C" y A’B’ paralelas
)
)

T T

T

B'C" y A0’ paralelas
O'D’ y B'C' paralelas

4
Hj
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Hg) C'D’ y O'B’ paralelas
H;) O'E’ y C'D’ paralelas
Hg) D'E’ y O'C' paralelas
Hy) O'F" y D'E’ paralelas
Hy) E'F" y O'D’ paralelas

Generacion del hexdgono ABCDEF = 17(A'B'C'D'E'F")

En principio, las ecuaciones de la transformacién afin 7 son de la forma
{/ =ax+pPy+e, vy =~x+dy+ ¢}. Ahora bien, puesto que lo intere-
sante es la forma de ABCDEF, no importando su posicién en el plano, no
se pierde generalidad considerando:

i) el punto A’ invariante (traslacién identidad), lo que implica e = 0 = ¢
ii) el punto B’ invariante (rotacién y cambio de escala apropiado), lo que
implicaa =1y v =0.
De este modo, las ecuaciones de 7 quedan simplificadas en la forma {z' =
x4+ By , ¥y = dy}. En consecuencia, las coordenadas de los vertices de
ABCDEF resultan ser los siguientes:
A=71A")=10,0],B=7(B")=1[1,0],C=7(C")=[d1+8-2,§ 2],
D=[d1+p-d2,6-d2), E=[14+5-€¢2,6-€2], F=[f'14+08-f2,0-f'2]

Hexdgonos requlares construidos sobre los lados de ABCDEF
Sean M, N, P,Q,R,S centros de los hexdgonos regulares exteriores (Fig.
6), esto es, no solapados con ABCDFEF, construidos sobre sus respectivos
lados AB,BC,CD,DE,EF,FA. Sus coordenadas, M = [ml,m2],N =
[n1,n2], P = [pl,p2],Q = [q1,¢2],R = [r1,r2],S = [sl,s2], quedan deter-
minadas por las doce siguientes condiciones de hipotesis:

Hi1) M esté en la mediatriz de AB

Hi3) MA=AB
N estd en la mediatriz de BC

)
Hy3)
Hi4) NBC = M AB (orientados) expresado por tan(N BC') = tan(M AB)
Hys) PC = PD
His) PCD = M AB (orientados) expresado por tan(PCD) = tan(M AB)
Hi7) Q esté en la mediatriz de DE
His) QDE = M AB (orientados) expresado por tan(QDFE) = tan(M AB)
Hi9) R esta en la mediatriz de EF
Hyy) REF = M AB (orientados) expresado por tan(REF') = tan(M AB)
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Hsp) S esta en la mediatriz de F'A
Hyy) SFA = MAB (orientados) expresado por tan(SFA) = tan(M AB)

Finalmente, vamos a considerar el punto G = [g1, g2] de interseccién de las
diagonales M Q) y N R del hexdgono M N PQRS, el cual va a facilitar el modo
de verificar la regularidad de este hexagono. Sus coordenadas quedan deter-
minadas por las dos tltimas condiciones de hipdtesis:

Hs3) M, G, Q son colineales
Hs4) N, G, R son colineales

Lista de polinomios de hipdtesis
listaH = [hla h’?) h37 h47 h57 h67 h77 h87 h9a th) h117 h127 h137 h'147 h157 h167 h177
his, h19, hoo, ho1, ha2, hog, hodl

Pardametros y variables

Parametros (libremente elegibles): (3,4

Sucesion de variables: var = 0'1,0'2,d'1,2,d'1,d'2,€'1,€'2, f'1, f'2,m1, m2,
nl,n2,pl,p2,ql,q2,r1,7r2,s1,52,91, g2

Condiciones de tesis

Las siguientes once condiciones permiten verificar que el hexdgono M N PQRS
sea equildtero y con vertices equidistantes de G, y, por tanto, regular. (Por
brevedad se omiten los correspondientes polinomios de tesis, t1,t, ...):

T\) NP=MN
Ty) PQ = MN
T3) QR = MN
T,) RS = MN
Ts) SM = MN
Ts) GM = MN
T;) GN = MN
Ty) GP = MN
Ty) GQ = MN
Tw) GR=MN
T11) GS = MN

Lista de polinomios de hipotesis y tesis
listaHT = [hb h’27 h3a h’47 h5? h67 h77 h87 h97 th) hlla h127 hl37 h'14) hl57 h'167 h’177
h187 h197 h207 h217 h’227 h237 h24t17 t27 t37 t47 t57 t67 t77 t87 t97 t107 tll]
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Demostracion por el método de Bases de Grebner iguales

Denotemos por GB1 a la Base de Groebner del ideal generado por ListaH
y por GB2 a la del ideal generado por ListaHT. Respecto del orden lexi-
cografico y el orden de variables dado por de la sucesion var, resulta:

GB1 =[-3-0244-g22, —6—-2-g2-3+2-91-6,-3-6—9-5-3°+3-3+12-g2- 3 —
16-52-g2-0+16-52%2.0,3-5- 82 —5—3-63+(—4-+12-6-3?)-51+12-6%-52- 3+
(—6-8%—6-3-62+2-5)-g2+8-52-¢g2-0,3-3-02+(—2-+6-5-5%)-r2+(—6-6 -
p2—2.0)-52+(4-0—6-5-4%)-g2—8-52-¢92-3,3-6- 3> —5—3-63+(—4-5+12-6-
B%)r14+12-6%-52-f4(—18-83—6-3-62+6-3)-g2+8-52-¢2-6,3-3-62+(—2-5+
6-6-3%)-q2—4-6-52+(6-6—12-0-3%)-92—8-52-92-3, —0 —4-g2-3+2-q1 -0, —2-
g2+4524p2, —15-6-32+5-04+3-63+(—=4-04+12-6- %) -pl —12-6%-52- B+ (6-3-
62—18-83+6-8)-92—8-52-920, —3-3-0%+(—2-6+6-5-5%) -n2+(6-5- 3> +2-
§)-52—6-6-92-3%4+8-52-92-3, —15-5- 32 +5-04+3-63+(—4-6+12-6- %) -nl —
12-62-52-B+(—6-324+6-5-6+2-3)-g2—8-52-¢2-6, —=3-3-62+(—2-6+6-6-52)-
m2+4-6-52—2-0-g2+8-52-g2-8,—1+2-ml,—g2+6- f'2,1+2- f'1, —2-g2+
d-€2,e'1,-2-g24+5-d'2,d'1—-1,—¢g24+6-2,2-1-3,—g2+02-6,—1+2-0'1]
Al calcular GB2 se obtiene el mismo resultado obtenido para GB1, lo que
implica que el ideal generado por la lista de polinomios lista H'T' sea igual al
ideal generado por la lista de polinomios listaH. Por tanto, los polinomios
t1,t2,...,t11 pertenecen al ideal generado por los polinomios de hipdtesis vy,
en consecuencia, las 24 condiciones de hipétesis implican las 11 condiciones
de tesis. En consecuencia, el resultado indicado en el enunciado del comienzo
de esta seccién ha quedado probado por este método.

Cdlculo de coordenadas

Lo mismo que ocurria para los problemas de las secciones precedentes, el
punto M queda determinado, salvo una simetria respecto de la recta AB.
De hecho, al venir H; y Hy definidas mediante cuadrados de distancias, hay
dos posibles soluciones, simétricas respecto de AB, para las coordenadas de
los vértices y centro de A’B’C'D'E'F’, que pueden obtenerse resolviendo el
sistema de estos 10 polinomios de hipodtesis respecto de las coordenadas. Una
de las dos soluciones resulta ser: [¢'1 =3/2, ¢2=+3/2, d1=1, d2=
V3,e1=0,¢e2=+3, f1=—-1/2, f2=+3/2, d1=1/2, d2=1/3/2]
y la otra es su simétrica respecto de la recta AB. Las coordenadas de los
centros M, N, P,Q, R, S y de los restantes vértices de los seis hexagonos cons-
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truidos sobre los lados de ABCDEF se pueden obtener como se hace para
cuadrildteros en el Anexo (Seccion 10).

En conclusién, se han probado simultaneamente los dos resultados con-
tenidos en el enunciado, es decir, tanto si los hexagonos construidos sobre los
lados de ABC'DEF son todos exteriores a €él, como si son solapados con él.

6 Similitud de las dos extensiones precedentes

En el teorema de Napoleon-Barlotti se considera un hexagono afinmente re-
gular ABCDEF, esto es, imagen de otro regular en una transformacion afin.
Es sabido que las transformaciones afines conservan la alineaciéon de pun-
tos, el paralelismo de rectas y la razén simple de segmentos contenidos en una
misma recta. Por tanto, también conservan el punto medio de segmentos.

En consecuencia, de acuerdo con la notacién de la Seccién 5, el centro O’
del hexdgono A’B'C'D'E'F’ se transforma en la afinidad 7 en el punto medio
de cada una de las seis diagonales principales del hexdgono ABCDFEF, que,
de este modo, son concurrentes en un punto, O = 7(0’). Ademds, ABCO
es paralelogramo, por serlo A’B'C'O’, ya que las afinidades conservan el
paralelismo de rectas. Luego O no es otro que el punto G de la Secciéon 5.

Por otra parte, en el problema considerado la Secciéon 4, los puntos
M,N, P, Q, R, S eran los terceros vértices de los tridangulos equilateros cons-
truidos sobre los lados del hexdgono ABCDEF. Pero obviamente M, N, P,
Q, R, S son también los centros de los hexagonos regulares construidos sobre
los lados de ABCDEF.

En consecuencia, nuestro enunciado de la Seccién 4 es equivalente al teo-
rema de Napoleon-Barlotti para hexdgonos de la Seccién 5. La ventaja de
nuestro enunciado de la Seccién 4 es que en su hipodtesis se describe de modo
mucho mas simple el modo de generar hexdgonos a los que el teorema de
Napoleon-Barlotti es aplicable.

7 Extension a poligonos no constructibles

El teorema de Napoleén también se puede extender a poligonos no construc-
tibles con regla y compas. Ahora bien, para tales poligonos ya no es aplicable
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el método algebraico-computacional utilizado en las secciones precedentes, ya
que las condiciones de hipétesis y tesis conducen a expresiones que incluyen
expresiones trascendentes (no algebraicas).

Para superar ese inconveniente, en principio, se nos ocurrié plantear las
condiciones de hipotesis, para resolver el sistema de ecuaciones resultante y
sustituir las soluciones en las ecuaciones a que dan lugar las condiciones de
tesis. Pero al resolver dicho sistema de ecuaciones se obtienen expresiones
exageradamente largas, muy complicadas de simplificar, al tratar de compro-
bar que satisfacen a las ecuaciones de tesis.

Tales dificultades nos llevaron a abandonar la aritmética exacta, para
seguir operando en aritmética en coma flotante, para tratar de comprobar
(aproximadamente) las condiciones de tesis, calculando con el ntimero de
digitos de aproximacion elegido. Pero, ya que vamos a operar con numeros
aproximados, decidimos abandonar el sistema de cémputo algebraico y uti-
lizar directamente un sistema de geometria dindmica (SGD) que incluya
calculo numérico aproximado.

Somos conscientes de que dichos calculos aproximados practicables sobre
los SGD’s no suponen una demostracion, en sentido usual, de la regularidad
del poligono V de vértices los centros de los poligonos regulares construidos
sobre los lados del poligono afinmente regular.

Ahora bien, una vez concluida la configuraciéon sobre el SGD y exhibidas
las medidas que permiten comprobar la regularidad del poligono V, se pueden
alterar por arrastre las posiciones de los puntos iniciales de la configuracién,
para comprobar que V sigue siendo regular.

Es claro que, aunque esto se repita numerosas veces, no pasa de ser una
comprobacién de tipo discreto (no continuo), al estilo de las ciencias experi-
mentales. Pero al ser 7 una transformacién continua (en sentido topolégico),
no es arriesgado concluir que dichas comprobaciones de tipo discreto justi-
fiquen asegurar la regularidad del poligono V o, al menos, permitan suponer
que es muy improbable que tal regularidad no sea cierta en general.

La eleccién de una estrategia conveniente para generar brevemente la
configuracién depende de que el nimero n de lados del n-gono sea impar
o par, por lo que trataremos por separado ambos casos. Tomaremos como
modelo n = 7 y n = 18, respectivamente.
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8 Extension a heptagono afinmente regular

Se trata de generar la configuracién de Napoleon-Barlotti [5], para n=7, de-
sarrollando una estrategia que permita construir brevemente un heptagono
afinmente regular, esto es, imagen de un heptagono regular en una transfor-
macion afin.

Enunciado: Sea un heptigono ABCDEFG sobre cada uno de cuyos lados
se construye extertormente un heptagono reqular de lado igual a ese lado del
heptigono. Si ABCDEFG es afinmente reqular, es decir, si es imagen de un
heptdgono reqular en una transformacion afin, entonces los centros de esos
siete heptdagonos construidos sobre sus lados son vértices de otro heptdigono
reqular (Fig. 7). FEl resultado es también cierto si los siete heptdgonos

se construyen interiormente, es decir, si cada uno de ellos se solapa con
ABCDFEFG.

Al ser un poligono no constructible con regla y compas, ya no es aplicable
el método utilizado en las secciones precedentes, ya que las condiciones de
hipdtesis y tesis conducen a expresiones que incluyen expresiones trascen-
dentes (no algebraicas).

Heptdgono regular inicial A’B'C'D'E'F'G’

Sea A'B'C'D'E'F'G’ un heptégono regular, cuya imagen sea ABCDEFG
en una transformacién afin 7. Para generar sobre el SGD el heptagono
A'B'C'D'E'F'G" de centro O’ comenzamos eligiendo dos puntos distintos,
su centro y uno de sus vértices, A’ (Fig. 7), obteniendo los demds vértices
con rotaciones sucesivas de centro O y amplitud 360/7 grados. (En [9], por
ejemplo, se describe en detalle como ejecutar tales rotaciones).

Generacion del heptigono afinmente reqular ABCDEFG

Puesto que lo interesante es la forma del heptagono ABCDEFG, no impor-
tando su posicion en el plano, no se pierde generalidad considerando inva-
riantes los vértices A’ y B’, lo que se consigue, en todo caso, aplicando una
traslacién, una rotacién y un cambio de escala en la direccién de A’B’. (Note-
mos que la traslacion y la rotacién son isometrias, y por tanto, afinidades, y
tal cambio de escala es una afinidad homolégica ortogonal, por lo que, para
nuestro propédsito, basta considerar que 7 sea afinidad homoldgica).
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R MN = 5,81 cm
Q NP = 5,81 cm

) PQ=5.,81cm
' QR =5,81 cm
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OP =6,70 cir
0oQ =6,70cn
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Fig. 7: Extension a heptagono afinmente reqular

Ello sugiere considerar un sistema de referencia métrico de origen A’ y
semieje positivo de abscisas de origen A’ y que pasa por B'.

Puesto que las transformaciones afines conservan la razén simple entre
puntos colineales, A = 7(A’) y B = 7(B’) implican que todos los puntos
de la recta A’B’ sean invariantes por 7. En consecuencia, 7 es una afinidad
homoldgica de eje A’B’, que queda determinada por el punto O = 7(0'), dis-
tinto de O’, siendo la direccién de afinidad la de la recta O'O (Se supone O'O
no paralela a A’B’, es decir, se supone que no se trata del caso especialmente
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simple de afinidad paralela).

Se tiene pues A = 7(A") y B = 7(B’). Ahora, para determinar los
restantes vértices de ABCDEFG, basta tener en cuenta que las afinidades
conservan la colineaciéon de puntos y la razén simple entre puntos alineados.

Comencemos por determinar C = 7(C”). Siendo C, el punto de inter-
seccién de la recta O'C" y el eje AB (Fig. 7), los puntos O = 7(0'), C = 7(C")
y C, = 7(C,) deben ser colineales, por serlo O'; C' y C,. En consecuencia, C
es el punto de interseccién de la recta OC, con la paralela por C’ a la recta
OO0’ (direccién de afinidad).

De modo anélogo se determina el punto D = 7(D’). Siendo D, el punto
de interseccion de la recta O’ D’ y el eje AB, seré D es el punto de interseccién
de la recta OD, con la paralela por D’ a la recta OO’ (direccién de afinidad).

Este mismo método permitiria determinar los tres vértices restantes del
heptagono ABCDEFG, pero vamos a hacerlo de otro modo mas sencillo,
aprovechando que ya se se tienen los vértices A, B, C, D y que T conserva
la colineacién de puntos y la razén simple entre puntos alineados.

Comencemos determinando E = 7(E’). Puesto que el punto medio del
segmento AB es imagen en 7 del punto medio del segmento A’B’ y dicho
punto medio es colineal con E’ y O', también son colineales E, O y el punto
medio del segmento AB. En consecuencia, F esta en la recta que pasa por
O y por el punto medio del lado AB (Fig. 7), y también esta en la paralela
por O a la recta O'E’ (direccién de afinidad).

Del mismo modo, F' estard en la recta que pasa por O y por el punto
medio del lado BC' (Fig. 7), y también estard en la paralela por O a la recta
O'F’ (direccién de afinidad).

Y, analogamente, G estara en la recta que pasa por O y por el punto
medio del lado C'D (Fig. 7), y también estara en la paralela por O a la recta
O'G’ (direccién de afinidad).

Heptdgonos requlares construidos sobre los lados de ABCDEFG
Los centros de los heptagonos regulares exteriores, esto es, no solapados con
ABCDEFEFG, construidos sobre sus respectivos lados AB, BC,CD,DFE, EF,
FG,GA, denotados respectivamente M, N, P,Q,R,S,V (Fig. 7), pueden
determinarse como se indica a continuacion.

Por ser @ grados la amplitud del dngulo convexo AM B y ser isésceles

el tridngulo ABM (Fig. 7), el &ngulo convexo orientado M AB mide %1800
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y el angulo convexo orientado M BA mide —%1800. En consecuencia, M es
el punto de interseccion de las dos semirrectas AM y BM, respectivos lados
origen de dichos angulos orientados. Obviamente, la semirrecta BM puede
ser sustituida por la mediatriz del lado AB.

De modo andlogo (Fig. 7): N es el punto de interseccién de las dos semi-
rrectas BN y CN; P es el punto de interseccién de las dos semirrectas C'P
y DP; @ es el punto de interseccién de las dos semirrectas DQ y EQ; R es
el punto de interseccion de las dos semirrectas ER y FR; S es el punto de
interseccion de las dos semirrectas F'S y GS; y V es el punto de interseccién
de las dos semirrectas GV y AV.

Regularidad del heptigono M N PQRSV

Midiendo (con el nimero de digitos elegido) con el SGD la longitud de los
segmentos M N, NP, PQ,QR, RS, SV,V M (Fig. 7), se comprueba que se ob-
tienen medidas iguales y, por tanto ese heptagono M N PQRSV es equilatero
(aproximadamente, al menos).

De modo analogo, midiendo con el SGD la longitud de los segmentos
OM,ON,OP,0Q,ORS,0S8,0V (Fig. 7) se comprueba que se obtienen me-
didas iguales y, por tanto ese heptdgono M N PQRSV es equidngulo (apro-
ximadamente, al menos).

Cambiando ahora sobre la hoja de trabajo o “worksheet” del SGD la
posicién del punto O, cambian las medidas de los lados de M NPQRSV,
pero se mantienen iguales entre si. Y otro tanto ocurre con las distancias de
O sus vértices.

Aunque tales calculos aproximados no suponen una demostracién en sen-
tido estricto de la regularidad del heptagono M NPQRSV, al menos nos
permiten suponer que es muy improbable que tal regularidad no sea cierta,
como ya se comentd al final de la Seccién 7.

9 Extensién a octodecagono afinmente regular

Se trata de generar la configuracién de Napoleon-Barlotti [5], para n=18, de-
sarrollando una estrategia que permita construir brevemente un octodecagono
afinmente regular, esto es, imagen de otro regular en una transformacion afin.

Enunciado: Sea un poligono convero de 18 lados, P = P\ Ps, ..., Pig, sobre
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cada uno de cuyos lados se construye exteriormente un poligono reqular de
18 lados, de lado igual a ese lado del heptagono. Si P es afinmente reqular,
es decir, si es imagen de un poligono reqular de 18 lados en una transfor-
macion afin, entonces los centros de esos 18 poligonos requlares de 18 lados
construidos sobre sus lados son vértices de otro poligono reqular de 18 lados
(Fig. 8). El resultado es también cierto si los 18 poligonos regulares de 18
lados se construyen interiormente, es decir, si cada uno de ellos se solapa
con P.

Como en la secciéon precedente, haremos uso de un SGD que incluya
calculo numérico aproximado.

Poligono regular inicial P’ de 18 lados

Sea P’ un poligono regular de 18 lados, cuya imagen sea P en una transfor-
macion afin 7. Comencemos notando que el poligono regular de 18 lados no
es constructible con regla y compés, por no serlo el de 9 lados. Para generar
sobre el SGD el poligono regular P’= P|P;... P, comenzamos eligiendo dos
puntos distintos, su centro O’ y uno de sus vértices, P;, obteniendo los demas
vértices aplicando sucesivas rotaciones de centro O’ y amplitud 360/18=20
grados (Fig. 8).

Generacion del poligono afinmente reqular P=P; Ps...Pig

Para generar mas brevemente P, a partir del poligono regular de 18 lados
P’, ya no interesa operar como se hizo para el heptagono en la Seccion 8,
sino mediante un método escalonado descrito a continuacién, en que a par-
tir de un vértice invariante (supuestamente situado en la parte inferior del
poligono) se va ascendiendo, a uno y otro lado, en sucesivas rampas (Fig. 8),
segin se describe a continuacion.

Puesto que lo interesante es la forma del poligono P, no importando su
posicion en el plano, no se pierde generalidad considerando invariantes por 7
los vértices P| y Pj. Como en la seccién precedente, se puede suponer que
7 es la afinidad homolégica de eje Py Py, tal que O = 7(0’), siendo pues su
direccién de afinidad la de la recta O’O.

Por ser O’ punto medio del segmento PjPj, y por conservar 7 la co-
lineacién de puntos y la razén simple entre puntos alineados, Pjy sera el
simétrico de P; respecto de O. Andalogamente, Pj; serd el simétrico de P

61



respecto de O.

Fig. 8: Extension a poligono afinmente regular de 18 lados

Se tiene pues, P, = 7(P]), P» = 7(Pj) y los restantes vértices de P
pueden ser determinados teniendo en cuenta que las afinidades conservan la
colineacion de puntos, el paralelismo de rectas y la razén simple entre puntos
alineados, segun se precisa a continuacion.

El vértice P3 = 7(P3) se determina de modo analogo a como se hizo en la
Seccion 8 para determinar C'. Siendo P”3 el punto de interseccién de la recta
O'Pj con el eje de afinidad P P> (Fig. 8), Ps sera el punto de interseccién de
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la recta OP”3 con la paralela por Pj a la recta O'O (direccién de afinidad).
Ahora Pjo serd el simétrico de P respecto de O.

Por conservar 7 el paralelismo y ser paralelas P Py y P;P]g, el vértice Pig
es interseccién de la paralela por P3 a P; P, con la paralela por P/g a O'O
(direccion de afinidad). Ahora Py sera el simétrico de Pig respecto de O.

De modo anélogo, por ser paralelas P P; y PjPjq, €l vértice Py es inter-
seccién de la paralela por Pig a P;Ps con la paralela por P; a O'O. Ahora
P35 serd el simétrico de Py respecto de O.

Por ser paralelas P| Py y Py Pj-, el vértice Pj7 es interseccién de la paralela
por P; a P; P, con la paralela por P{, a O'O. Ahora Pg serd el simétrico de
P17 respecto de O.

Por ser paralelas P| P§ y P.Pj-, el vértice Ps es interseccién de la paralela
por Pi7 a P; P3 con la paralela por P! a O’'O. Ahora Py4 serd el simétrico de
P respecto de O.

Por ser paralelas Py P) y PLPj4, el vértice Pjg es interseccién de la paralela
por P5 a P; Py con la paralela por Pjg a O'O. Ahora P; serd el simétrico de
Py respecto de O.

Por ser paralelas P| Py y P4PJ;, el vértice Py es interseccién de la paralela
por Pig a P P3 con la paralela por Pg a O’'O. Ahora Pj5 serd el simétrico de
Ps respecto de O.

Nota: Otro modo de generar P a partir de P’ consiste en sustituir las condi-
ciones de paralelismo anteriormente consideradas por condiciones de colinea-
cion, aplicando algunos de los teoremas de concurrencia de diagonales del
poligono regular de 18 lados descritas exhaustivamente en [14]:

i) las diagonales P{P|,, PyP],, PiPjs, P;P{- v P,P/q concurren en un punto
ii) las diagonales P{ P}y, PyP{s, P{P|-, P;P{, y P,P/q concurren en un punto
iii) las diagonales Pj P{,, PyP|y, P,P|s, P.P|s v P{P]s concurren en un punto.
(Por brevedad se omite la descripcién detallada de tales sustituciones).

Octodecdgonos requlares construidos sobre los lados de P

Los centros de los octodecidgonos regulares construidos sobre los lados de P,
no solapados con él (exteriores), se construyen de modo similar a como se
hizo en la Secciéon 8. Denotemos por V; al centro del construido sobre el
lado P;P;y1; i = 1,...,18 (Fig. 9). Por ser 360/18 = 20 grados la amplitud
del angulo P;V;P;+1 y ser isosceles los triangulos P;V;P;y1, la amplitud del
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angulo convexo orientado P;P;+1V; es 80° y la de P41 P;V; es —80° .

Asi pues, V; es el punto de interseccién de la semirrecta P;1V; (lado ex-
tremo del dngulo orientado P;P;y1V;) con la semirrecta P;V; (lado extremo
del angulo orientado Pj;1P;V;).

V,

Fig. 9: Comprobacion de la reqularidad
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Comprobacion de la reqularidad de V

Midiendo con el SGD la longitud de los segmentos V;V;1 (con el nimero de
digitos elegido), se comprueba que se obtienen medidas iguales y, por tanto,
el poligono V es equilatero (aproximadamente, al menos).

La Fig. 9 incluye dichas medidas para la mitad de los lados de V, lo que
es suficiente debido a la simetria de V respecto de O.

De modo andlogo, midiendo con el SGD la longitud de los segmentos
OVi; i =1,...,9 (Fig. 9), se comprueba que se obtienen medidas iguales y,
por tanto, V es equidngulo (aproximadamente, al menos).

Cambiando ahora sobre la hoja de trabajo o “worksheet” del SGD la
posicion del punto O, cambian las medidas de los lados de V, pero se man-
tienen iguales entre si. Y otro tanto ocurre con las distancias de O a los
vértices de V. Todo ello permite suponer cierta la regularidad de V, como
ya se comento al final de la Seccion 7.

10 Anexo: automatizacion de calculos

En la practica, la demostracién mecénica mediante Bases de Groebner iguales
se realiza con la ayuda de un SCA, que permite automatizar calculos y, en
especial, calculo de Bases de Groebner. En lo que sigue de esta Seccion,
aplicaremos el método algebraico-computacional descrito en [13] para au-
tomatizar calculos sobre el SCA Maple.

Los procedimientos auxiliares que facilitan las operaciones geométricas,
para definir con comodidad las condiciones de hipdtesis y tesis, ya fueron
definidos en el citado articulo [13] y una descripcién detallada del uso gene-
ral de Maple puede verse en [10].

Ejecucion de los calculos del problema de la Seccion 2
Reinicio del sistema:
restart:
Coordenadas de los puntos considerados, comenzando por la desproteccion
de D, como variable reservada (operador de diferenciacion):
unprotect (D) :
A:=[0,0]: B:=[1,0]: C:=[c1,c2]: D:=[d1,d2]:
M:=[ml1,m2]: N:=[n1,n2]: P:=[pl,p2]: Q:=[ql,q2]:
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Polinomios de hipétesis (denotados hl, h2,... en vez de hy, hs, ...):
h1l:=dist2(M,B)-dist2(M,A):
h2:=2%dist2(M,A)-dist2(A,B):
h3:=dist2(N,B)-dist2(N,C):
h4:=equiAng(N,B,C,M):
h5:=dist2(P,D)-dist2(P,C):
h6:=equiAng(P,C,D,M):
h7:=dist2(Q,D)-dist2(Q,A):
h8:=equiAng(Q,D,A,M):
h9:=paral(A,B,D,C):
h10:=paral(A,D,B,C):
listaH:=[h1,h2,h3,h4,h5,h6,h7,h8,h9,h10]:

Variables:
var=ml,m2,n1,n2,pl1,p2,q1,q92,d1,d2

Polinomios de tesis (denotados, por brevedad, t1, t2,... en vez de t1,to, ...):
tl:=paral (M,N,P,Q):
t2:=paral(M,Q,N,P):
t3:=ortog(M,N,N,P):
t4:=dist2(M,N)-dist2(N,P):
listaHT:=[h1,h2,h3,h4,h5,h6,h7,h8,h9,h10,t1,t2,t3,t4]:
Comparacién de ambas Bases de Groebner:
with(Groebner) :
GB1 := Basis( listaH, plex(var) ):
GB2 := Basis( listaHT, plex(var) ):
evalb(GB1 = GB2); — true
Al ser afirmativa la respuesta a la evaluaciéon booleana (con el comando
evalb) de la igualdad GB1 = GB2, la demostracién ha concluido con éxito.

Para obtener las coordenadas de los centros de los cuatro cuadrados, basta
resolver el sistema de polinomios de hipdtesis respecto de las variables, que
debe devolver dos soluciones (la de cuadrados exteriores y la de solapados).
Para separarlas cémodamente, podemos alojar en Sol la lista de soluciones
del sistema, bastando entonces teclear Sol[1] para obtener la primera y Sol[2]
para obtener la segunda:

Sol:=solve(listaH, [var]):
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Sol[1]l; — [ml1=1/2,m2=1/2n1 =1/2-¢c1 —1/2-¢2+4+1/2,n2 =
1/2-c141/2-2—1/2,pl =1 —1/2,p2 = —-1/2+2,q1 =1/2-cl +
1/2-¢2-1/2,q2=1/2-c2+1/2—-1/2-¢l,dl = ¢l —1,d2 = 2]

Sol[2]; — [ml=1/2,m2=—-1/2nl1=1/2-c1+1/2-c2+1/2,n2 =
1/2-c241/2—-1/2-cl,pl = ¢l —1/2,p2 = 1/2+ ¢2,q1 = 1/2-
cl—1/2-¢2-1/2,¢2=1/2-¢c14+1/2-¢2—-1/2,dl =cl —1,d2 = 2]

Obviamente esta ultima solucién corresponde a los cuatro cuadrados ex-

teriores a ABCD (Fig. 3) y la anterior, Sol[1] a los interiores. En particular,
para el caso en que C sea el punto de coordenadas (3,2), sustituyendo estos
valores con el comando de sustitucién subs, resultan:
subs(c1=3,c2=2,801[1]); — [ml=1/2,m2=1/2,nl =1,n2 =2,
pl=5/2,p2=3/2,q1 =2,¢q2=0,d1 =2,d2 = 2]
subs(c1=3,c2=2,S01[2]); — [ml=1/2,m2=—1/2,nl =3,n2 =0,
pl=5/2,p2=5/2,q1 =0,¢2 =2,dl = 2,d2 = 2]
Finalmente, las coordenadas de los otros dos vértices de cada uno de los
cuatro cuadrados construidos sobre los lados de ABC D, se pueden obtener
con el procedimiento auxiliar simetr. Por ejemplo, para el cuadrado exterior
BCC”B” (Fig. 3) de centro N, el vértice C” sera el simétrico de B respecto
N y el vértice B” sera el simétrico de C' respecto N:

C":=simetr(B,N); — C” :=[-1+4+2-nl,2-n2]

B":=simetr(C,N); — B” :=[—cl+2-nl,—c2+ 2-n2]

Nota: Los autores ofrecen a los lectores interesados el cédigo Maple de todos
los problemas desarrollados en este articulo.

Conclusiones

Este articulo se ha enfocado a describir la construccion de las configuraciones
del Teorema de Napoleén extendido a poligonos de mas de 3 lados (la ex-
tensién de dicho teorema habia ya sido probado con anterioridad). Para
comprobar la validez de dichas construcciones se ha hecho uso de un método
algebraico-computacional sobre un SCA, en caso de poligonos constructibles,
y de un SGD, en caso de poligonos no constructibles.

En el primer caso, el método algebraico-computacional usado ha per-
mitido probar simultdneamente la validez de las construcciones para am-
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bos poligonos de Napoledn, el exterior y el interior. Dicho método permite
ademas determinar automaticamente en aritmética exacta las coordenadas
de los puntos considerados en la configuracion.

Y en caso de poligonos afinmente regulares no constructibles, se han des-
crito métodos de construccion del poligono de Napoleon, distinguiendo segin
que el nimero de lados sea impar o par.

En cuanto a avances en la extension del teorema de Napoledén a poligonos
de mas de tres lados (al margen de la construccién de su configuracién), por
lo que el autor conoce, son novedosos el teorema reciproco para cuadrilateros
(Seccién 3) y la extensién a hexdgonos con centro de simetria (Seccién 4).
Este ultimo supone, en todo caso, un modo breve de construir hexagonos
afinmente regulares.
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Resumen

We parametrize the set of irreducible polynomials in one variable of
degree n = 3,4 whose Galois group has order n. As far as we know the
result is new for n = 4, while for n = 3 what is new is the proof, that is
much more elementary than the one appearing in [2].

1. Introduccién

A lo largo del trabajo fijamos un cuerpo K de caracteristica 0. Esta
condicién no es imprescindible en la mayoria de los resultados, pero si lo es
en algunos y simplifica las demostraciones. Denotaremos K* = K \ {0}. Los
enunciados a los que hace referencia el titulo de esta nota son los siguientes:

Teorema 1.1 Sea E|x una extension de cuerpos de grado 3. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) E|x es de Galois.

(2) Ezisten un elemento primitivo o de la extension Elx y s € K tales que
el polinomio minimo de o sobre K es

Pro=T°—sT?+(s—3)T +1. (1)

Ademds, si éste es el caso, las otras dos raices de Pr o en un cierre algebraico
de K sonl1/(1—a) y(a—1)/a.
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Observaciones 1.2 (1) En el enunciado anterior el polinomio Pk, en (1)
es irreducible en K[T, lo que equivale a que carezca de raices en K, es decir,
t3 — st? + (s — 3)t + 1 # 0 para cada t € K, esto es,

t3 — 3t 4+ 1 # st(t — 1) para cada t € K.

(2) En cuanto a las extensiones de grado 4 distinguimos segin que el grupo de
Galois sea Z4 0 Zo X Zso. Ademas, en el caso ciclico tratamos separadamente
qué sucede si —1 es un cuadrado en K.

Teorema 1.3 Sea E|x una extension de cuerpos de grado 4. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) E|k es de Galois y G(E : K) = Zy.

(2) Ezisten un elemento primitivo « de la extension E|x ya € K*, s,t € K
tales que el polinomio minimo de o sobre K adopta una de las siguientes
formas:

Pro=T* — 4t(4s* + 1)T? + 4t*(4s* + 1), o bien Pxo=T*—a,

la seqgunda tan solo en el caso en que —1 es un cuadrado en K.

Teorema 1.4 Sea E|x una extension de cuerpos de grado 4. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) E|x es de Galois y G(E : K) = Zy X Zo.

(2) Existen un elemento primitivo o de la extension E|x y s,t € K tales que
Pro=T*—2(s+1)T? + (s — t)2.

Definiciones y Notaciones 1.5 Como los cuerpos involucrados en esta no-
ta son de caracteristica 0, una extension finita de cuerpos F|g es de Galois si
el grado [E : K] de la extension, es decir, la dimensién de E como K-espacio
vectorial, coincide con el orden del grupo de Galois G(E : K) formado por
los K-automorfismos de F, esto es, los automorfismos del cuerpo E cuya res-
tricciéon a K es la identidad. Esta condicién equivale a que E sea un cuerpo
de descomposicién de un polinomio f € K[T], es decir, un cuerpo minimal
entre aquéllos que contienen a K y en el que f factoriza como producto de
factores lineales.

71



2. Extensiones de grado 3

Definiciones y Observaciones 2.1 (1) Denotaremos GLy(K) el grupo li-
neal general formado por las matrices cuadradas de orden 2 con coeficientes
en K y determinante no nulo. Si ‘H es su subgrupo formado por los multiplos
no nulos de la matriz identidad, el cociente PGLy(K) = GLo(K)/H se de-
nomina grupo proyectivo general. Denotamos [A] € PGLo(K) la clase mod H
de la matriz A € GLg(K).

(2) Consideremos una extensiéon E|x de grado 3. Si

A:(Z Z)EGLQ(K) v ueE\K

denotamos A(u) = (au+b)/(cu + d), que es un elemento de E bien definido
porque cu +d # 0 ya que u ¢ K. De hecho, A(u) € E'\ K, pues en caso
contrario existirfa A € K tal que au + b = A(cu + d), luego (a,b) = A(c, d),
es decir, las filas de A son proporcionales, y esto es falso. Nétese que u es un
elemento primitivo de F|x pues, por la transitividad del grado,

3=[E:K|=[E: K] - [K:K] v [K():K]>1,

por lo que [F : K(u)] =1, o sea, E = K(u).

Si las matrices A, B € GLy(K) son congruentes modH y u € E \ K, es
obvio que A(u) = B(u). Por tanto, el grupo PGLy(K) actia sobre E'\ K via

PGLy(K) x (B\ K) — E\ K, ([A],u) — [A](u) = Au).

(3) La anterior es una accién, ya que dadas matrices A, B € GLo(K) y un
elemento u € E\ K se cumple la igualdad A(B(u)) = (AB)(u). En efecto, si

escribimos
(a1 a2 _ b1 bo
A= (ag a4) v B= (bg b4>’ @)

a1br + agbz  a1bs + azby
AB = ,
asbi1 + asbs asgbs + asby

su producto es

72



y en consecuencia, como B(u) = (bju + be)/(bsu + by), se tiene

a1B(U) + as _a ((blu + bg)/(bgu + b4)) + a9
a3B(U) + a4 B ag((blu + bz)/(bgu -+ b4)) + ay
_ (a1b1 + agbg)u 4+ a1bg + asby -
 (agby + asbs)u + asbs + asby

A(B(u)) =

(AB)(u).

(4) Fijado un elemento u € FE \ K la aplicacién
PGLy(K) — E\ K, [4] — A(u)

es biyectiva. Para comprobar la inyectividad, sean A, B € GLo(K) como en
(2) tales que A(u) = B(u). Por el apartado anterior,

(A'B)(w) = A7 (B(w)) = A~ (Aw)) = (A7 A)(w) = u.

C=A"'B= (Cl 02)
€3 C4
cumple C(u) = u, es decir, czu? + (¢4 —c1)u —ca = 0. Comou € E\ K y
la extension E|i tiene grado 3, los elementos {1,u,u?} son K-linealmente
independientes, y por tanto c3 = ¢y = 0y ¢1 = c4, es decir, A7'B = C € H,
luego [A] = [B].

En cuanto a la sobreyectividad, para cada x = x1u? + zou + 23 € F
buscamos a, b, ¢,d € K tales que ad —bc # 0y x = (au + b)/(cu + d). Como
[K(u) : K] = 3 existen z1, 20,23 € K tales que u® = z1u? + zou + 23, y asi,

Por tanto, la matriz

au+ b= z(cu+d) = (x1u® + zou + 23)(cu + d)
= cru’ + (dz1 + cmg)u2 + (cxs + dxo)u + drs
= cx1 (21U 4 29u + 23) + (o1 + cxo)u® + (cas + drg)u + das
= (cx121 + day + cxo)u® + (cx120 + cxs + dao)u + (cxyzz + drs). (3)

Es inmediato comprobar que los valores

c=—x1, d=wm121+x2, a=cri22+cx3+dry y b=criz;3+dxs
) )
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satisfacen la igualdad (3) anterior. 0

Antes de probar el Teorema 1.1 necesitamos un lema muy elemental de
algebra lineal.

Lema 2.2 Sea A € GLo(K) una matriz cuya clase [A] € PGLy(K) tiene
orden 3. Entonces, existen a € K* y P € GLa(K) tales que

_ 0 1
PAP1:< ) )
—a a

Demostracion. Denotamos € = {e; = (1,0), ez = (0,1)} la base estandar de
K? y sea
fiK? = K2 (2,y) = (2,9)A

el endomorfismo de K? cuya matriz respecto de la base estandar es 4. Como
[A] tiene orden 3 la matriz A no es proporcional a la identidad, esto es, f
no es una homotecia, luego existe un vector w; € K2 que no es proporcional
a su imagen wy = f(wp). Por tanto B = {wi,ws} es base de K? y existen
a,b € K tales que la matriz de f respecto de esta base es

0 1
5= (0 1)
La matriz P € GLg(K) de cambio de base entre B y € cumple B = PAP™1,

luego [B] = [P] - [A] - [P]~!. Por tanto [B] y [A] son conjugadas en el grupo
PGL2(K), por lo que ambas tienen orden 3. Asi, existe A € K* tal que

ab a’+b _ B3 10
b(a>+b) a(a®>+20)) 7 ~7\0 1)°

Esto equivale a que a® +b =0y a # 0, como querfamos demostrar. 0

Demostracién del Teorema 1.1 Sean F|x una extension de Galois de
grado 3, u € E\ K y o € G(FE : K) ~ Z3z un automorfismo de orden 3. Como
o(u) € E\ K se deduce de 2.1 (4) que existe una matriz A € GLo(K) tal que
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o(u) = A(u). Por 2.1 (3), u = o3(u) = A3(u), luego [A] es un elemento de
orden 3 de PGLy(K) lo que implica, por el Lema 2.2, que existe P € GLo(K)
que satisface la igualdad

0

—a

PAP™! = 9 L para cierto a € K*.
a

Escribimos

p— (Pl p2> , luego v := P(u) = piutp2 € E\ K y se tiene
P3 D4 p3u + 4

_ (piu+p2\  pio(u) +Fp2 W) — u
o) = (o) = e = PAW) = (PA)w)

= (PA)(P ' (v)) = (PAP ) (v) = —

—a?v+a
Evidentemente a = av € E\ K, luego es un elemento primitivo de la extensién
E|k, y se tiene

a B 1 1
—a2v+a l—av 1-—a«

o(a) =o(av) = ac(v) =

1 1 -1 1
l—o(a) 1-1= a «

Como la extensién E|x = K(a)|x es de Galois el polinomio minimo de «
sobre K es

Pio=(T—a) (T —o(a) (T —oc*(a) =T°— (a+o(a) + o*(a))T?
+ (ao(a) + ac®(a) + o(a)o?(a))T — ac(a)o?(a).

El término independiente de este polinomio es 1, ya que

ao(a)o?(a) = ( a ) : (a— 1) =—1.

1l -« o
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Si denotamos s = a + o(a) + 0%(a) € K, el coeficiente de T en Pk, vale

o} 1
ao(a) + ac?(a) + o(a)d?(a) = . —l—(oz—l)—a
S S 1
“1-a 1-a Y4
1 1
= —l+at+—+(1-=) -2
l -« «

—a+o(a)+o*(a) —3=s5—3,
y por tanto el polinomio minimo de « sobre K tiene la forma del enunciado:

Pro=T—sT?+ (s —3)T + 1.

Reciprocamente, supongamos que existe & € F'\ K cuyo polinomio mini-
mo Pk, sobre K tiene la forma (1) del enunciado. Si denotamos [ y +
las otras dos raices de Pk, en un cierre algebraico de K, las relaciones de
Cardano-Vieta se leen

a + B + vy o= s
af + ay + [y = s5-3
oy = -1

De las dos primeras igualdades, y puesto que a # 1, se deduce que
B+ —-—a)+a—py=s—(s—3)=3.
Empleando que vy = —1/a resulta que

3—a+py 3—a—-1/a a-—1 1
l—« l1—« o l—«

a—1 1
/87_( o ).(1—04)'
Esto implica que f = (a—1)/ay v =1/(1—a), lo que prueba que E = K(«)

es un cuerpo de descomposicién sobre K del polinomio Pk € K[T], luego
la extensién F|x es de Galois.
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Observaciones 2.3 (1) Es conocido, véase por ejemplo [1], §8, Prop. 3.8,
que el grupo de Galois sobre K de un polinomio irreducible f € K[T] es
Zs siy solo si su discriminante es el cuadrado de un elemento de K. Esto
debe suceder, por tanto, para el polinomio Py . del Teorema 1.1. Ahora bien,
empleando la férmula para el discriminante de un polinomio de grado 3, véase
por ejemplo [1], §4, 2.14, y denotando d; = s — 3s +9 € K, se tiene

A(Pg o) = —4(s — 3)% + s%(s — 3)> — 18s(s — 3) + 45> — 27
= —4(s® — 952 + 275 — 27) + s%(s — 3)? — 18(s — 3) + 45> — 27
= s — 65 4+ 275 — 545+ 81 = (s — 3s + 9)* = 2.

(2) La parametrizacién obtenida en [2] por Kersten y Michalicek de los poli-
nomios de grado 3 con grupo de Galois ciclico de orden 3 es

T3 —3kT? +3(k — )T + 1

con k € K,y se corresponde con la del Teorema 1.1 tomando s = 3k. Su
demostracién requiere mayores conocimientos de la teoria de Galois: cite-
mos entre otros la denominada teoria de Kummer sin raices de la unidad,
el llamado Teorema de la base normal y algunos rudimentos de cohomologia
galoisiana que nosotros no necesitamos utilizar.

(3) Como ya hemos senalado en la Introduccion, la parametrizacién de las
extensiones de Galois de grado 4 que obtenemos en la seccion siguiente es,
por lo que nosotros sabemos, un resultado desconocido hasta ahora.

3. Extensiones de grado 4

Comenzamos estudiando las extensiones ciclicas de Galois de grado 4.

Demostracién del Teorema 1.3 Sea E|x una extensiéon de grado 4 con
grupo de Galois Z4. Este grupo posee un tnico subgrupo propio, que tiene
orden 2, luego la extensién F|g posee una tnica subextensiéon propia L|x,
v [L: K] =2,y si o es un generador de G(E : K), entonces L = Fix(c?).
Tomamos un elemento cualquiera u € L\ K, cuyo polinomio minimo sobre K
es de la forma Pg,, = T? — 2bT + ¢ € K[T]. Entonces u = b+ v/b2 — ¢, luego
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existe § = b* —c¢ € K tal que L = K (u) = K(V/9). Por la misma razén, existe
7 € L que no es un cuadrado en L tal que £ = L(,/7). Vamos a comprobar
que o = /7 € L satisface las condiciones del enunciado.

Comenzamos probando que es un elemento primitivo de E|g y calculan-
do su polinomio minimo sobre K. Como {1,v/9} es base de L como K-espacio
vectorial, existen z1,xo € K tales que v = x1 + 1‘2\/5, por lo que

(042 - 561)2 = (7 - 561)2 = 53357

es decir, el polinomio f = (T? — x1)? — 623 € K[T] cumple f(a) = 0. Para
demostrar que f es irreducible en K[T|, y puesto que deg(f) =4 = [E : K],
es suficiente comprobar que ' = K («). Esto se deduce de que L|x es la inica
subextension no trivial de E|g vy L # K(«) ya que a ¢ L porque v no es un
cuadrado en L.

Para terminar la prueba de esta implicaciéon hemos de ver que f adopta
la forma del polinomio Pk, del enunciado. Es evidente que —a es también
raiz de f y, puesto que o tiene orden 4, otra raiz de f, distinta de o y —av,
es 0 =o(a), asi que

(T? —21)? =05 = [ = (T — ) (T + a)(T = B)(T + B) € K[T.
Esto implica que o(3) = —a. En efecto, o(f3) es raiz de f y como E = K([3),
o(B) # 8, —3 porque en caso contrario o2 es la identidad. Lo mismo sucede si
o(B) = a, pues entonces 0?(3) = (o) = 3. En consecuencia, n = o3 queda
fijo por o2, por lo que L = K (1), ya que o(n) = o(a)o(B) = —aB = —n. En
particular, existen z1, zo € K tales que n = z1+22v/0 y, elevando al cuadrado,

224022 4+ 22120V0 = (21 + 20V0)2 = = o3 = f(0) € K.
Como {1, \/3} son K-linealmente independientes, 2129 = 0. Pero 23 # 0 pues

en caso contrario n = z; € K, y esto es falso ya que o(n) = —n # n. Asi,
z1 = 0, luego
625 = f(0) = 27 —dx3, es decir, §(x3+ 23) = 3. (4)

Si 23 + 23 # 0 definimos s = 29/220 € K y t = x125/2(23 + 23) € K.
Entonces, los coeficientes del polinomio Pk , del enunciado son

4t(4s” + 1) = (20123) (1 + 25/23) /(23 + 23) = 221 ¥

A% (45 + 1) = 2twy = 2325 /(25 + 25) = a7 — a3,
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y asi resulta la igualdad anunciada

f=(T? —21)? — 623 =T* — 220,T? + (2% — 6x3)
= T* — 4t(4s* + 1)T? + 4t*(4s* + 1) = Pr.q.

Analizamos ahora el caso en que x% + z% = 0. Ya hemos probado que z5 # 0,
asi que (z2/22)% = —1, luego este caso sélo se presenta si —1 es un cuadrado en
K. De laigualdad (4) se sigue que z1 = 0, por lo que denotando a = 623 € K
el polinomio minimo de « sobre K es f = T% — a.

Reciprocamente, se trata de probar que si existe un elemento primitivo
a de la extensiéon E|g cuyo polinomio minimo sobre K tiene la forma del
enunciado, entonces el grupo de Galois G(E : K) es ciclico de orden 4. Esto
es bien conocido en el caso en que Pk, = T* — a, donde a € K* y existe
i € K tal que i2 = —1, véase por ejemplo [3], Thm. 10, pg. 214, y lo incluimos
aqui porque es muy sencillo. Las raices de Pk, en un cierre algebraico de K
son o, —a, ai y —ai. El K-automorfismo o de E que cumple o(«) = «i tiene

orden 4, ya que o (i) = i, pues i € K, y por ello 0?(a) = o(a)i = ai® = —a.

Suponemos ahora que —1 no es un cuadrado en K y existe a € E tal
que E = K(«) y cuyo polinomio minimo sobre K es

P o = T* — 4t(4s* + 1)T? + 4t*(4s* + 1), para ciertos s,t € K.

Nétese que t # 0y 1 +4s? # 0 ya que Pk, es irreducible en K[T]. También
s # 0, pues en otro caso Pk , = T4 —4tT? +4t? = (T? — 2t)?, lo que también
contradice la irreducibilidad de Pk .. Reescribimos

Pro = (T? — 2t(4s% + 1)) — 165°¢% (45> + 1),

por lo que a? = 2t(4s? + 1) £ 4st\/4s2 + 1 y, en particular,

— VIE T 1 +(a? — 2t(4s* + 1)) c K(a)— .

45t

Nétese que p € E'\ K, pues en caso contrario

Pro = (T? — 2t(4s% +1))° — 16p%s%t>
= (7% — 2t(4s® + 1) — 4pst) (T? — 2t(4s® + 1) + 4pst), (5)
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y Pk o serfa reducible en K [T, lo cual es falso. Las raices de Pk , son o, —a, 3
y =B, donde o?3? = Pk (0) = 4p?t* y, despejando, podemos suponer que
B =2pt/a € K(a) = FE.

Por tanto E es el cuerpo de descomposiciéon sobre K del polinomio Pk ,
lo que implica que la extensién F|x es de Galois. En consecuencia, el grupo
G(FE : K) tiene orden 4, y para demostrar que es ciclico basta encontrar un
K-automorfismo de E de orden 4. Como p € E'\ K existe un K-automorfismo
o de E tal que o(p) # p, y este es el automorfismo de orden 4 buscado. En
efecto, p? € K luego o(p)? = o(p?) = p?, por lo que o(p) = —p. Asi,

o(a)-o(f) = o(ap) = a(2tp) = 2to(p) = —2tp = —ap. (6)

En particular o no es la identidad y, puesto que K(a) = E = K([3), necesa-
riamente o(a) # a 'y o(f) # (. Esto implica, por (6), que o(a) # —a, luego
o bien o(a) = o bien o(a) = —(. En el primer caso

o?(a) = o(o(a)) = o(B) = —af/o(a) = —a,

y en el segundo

o*(a) = o(0(a)) = o(=f) = af/o(a) = —a.

En cualquier caso o no es la identidad, luego o tiene orden 4, como querfamos

probar. O

Observaciones 3.1 (1) En la demostracién anterior hemos probado que las
raices de Pk o en un cierre algebraico de K son

a, —a, 2t\/4s2 +1/a y  —2t\/4s? +1/a,

y también hemos senalado que la irreducibilidad de Pk, en K[T] implica
que p=+V4s?2+1e€ F\ K.
(2) Empleando la férmula para el discriminante de un polinomio de grado 4,

véase por ejemplo [1], §4, 2.14, el del polinomio Pk , del Teorema anterior
resulta ser

A(Pga) = (20 352 (452 + 1)) ° (4s* + 1),
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que no es un cuadrado en K, ya que p = v4s2+1 € E\ K. Adem4s, si
denotamos § = 2% - pt3s%(4s® + 1) una raiz del discriminante A(Pg ), se
deduce de (5) en la demostracion del Teorema 1.3 que el polinomio Py, es

reducible en K (§)[T], luego por la Proposicion [1], §8, 3.9 el grupo de Galois
de E|K €S Z4.

Para estudiar extensiones de Galois de grado 4 cuyo grupo de Galois es
Zo X 7o emplearemos el siguiente lema.

Lema 3.2 Sean K un cuerpo de caracteristica 0 y s,t € K dos elementos
que no son un cuadrado en K y tales que K(\/s) # K(v/t). Entonces

K3V = K(Ws+VE) y [K(/sVE): K] =

Demostracion. Es evidente que K C L = K(\/s +Vt) C E = K(\/5,\/1) y
V't ¢ K(\/s), porque en caso contrario K C K(v/t) C K(v/s), luego, por la
transitividad del grado,

2=[K(Vs): K] = [K(Vs) : K(Vt)] - [K(Vt) : K] = 2[K(v/5) : K(V)],

de donde [K (v/3) : K(V/1)] , es decir, K(/s) = K(\/t), contra la hipétesis.
En consecuencia, K C (\/_) (\/E)(\/_) = F, por lo que

B: K] = [E: K(5)]- [K(/5) : K] = 2[K(v/5)(VE) : K(V/5)] = 4,

lo que prueba la segunda afirmacién del enunciado. Para la primera, nétese
que

s+t+2Vst=(v/s+Vt) €L, luego Vst € L.

Ademés, hemos visto que v/t ¢ K(y/s), de donde se sigue que /st ¢ K,y
esto implica que K C K (v/st) C L C E. En consecuencia,

4=[E:K|=[E:L]-[L: K(st)] [K(Vst): K] =2[E:L]-[L: K(st)].

Para demostrar que ' = L basta ver [E : L] = 1y, por la igualdad anterior,

esto equivale a que L # K (+/st). En caso contrario /s + v/t € K(v/st), luego
existen z,y € K tales que /s + v/t = x + y\/st y, elevando al cuadrado,

s+1+2Vst = (/s + V1) = (z +yVst)? = 2% + yPst + 2wy Vst
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Esta igualdad equivale a que 2 + y?st = s+t y zy =1, por lo que s +t =
22 + st/x?, esto es w2 es raiz del polinomio

T? — (s + )T + st = (T — s)(T — t),

luego s = 22 o t = 2, lo que es falso pues ni s ni ¢ son cuadrados en K.
O

Demostracién del Teorema 1.4 Supongamos que E|x es una extensién
de Galois cuyo grupo de Galois es G(E : K) = Zg X Z3. Este grupo tiene tres
elementos de orden 2, luego se deduce del Teorema fundamental de la teoria
de Galois que E|x admite tres subextensiones de grado 2. Consideramos dos
de ellas L vy F|k, y sean s,t € K que no son cuadrados en K tales que
L =K(/s)y F = K(vt). Se deduce del Lema 3.2 que o = /s + v/t es un
elemento primitivo de E|g, y elevando al cuadrado,

s=(a—Vt)? =a®+t—2aVt, estoes, 200/t =a’+1t—s.
Elevando al cuadrado de nuevo se tiene
dta® = (® +t—s)? =at +2(t — s)a® + (t — 5)°.

Por tanto, a es raiz del polinomio f = T% + 2(s +t)T? + (s — t)? € K[T],
y de hecho f = Pk, es el polinomio minimo de o sobre K puesto que
deg(f)=[F : K| =[K(«a) : K].

Supongamos, reciprocamente, que E|x es una extension de grado 4 y
que existe un elemento primitivo a de E|x cuyo polinomio minimo sobre
K es Pgxo = T+ 2(s + t)T? + (s — t)? para ciertos s,t € K. Como Pk 4
carece de monomios de grado impar sus raices son «,—a, y —/f3, donde
a?3? = Pgo(0) = (s — t)%. Cambiando 3 por —f3 si es preciso, se puede
suponer que 3 = (s — t)/a y, en cualquier caso, £ = K(«) es un cuerpo de
descomposicién de Py o sobre K, por lo que la extension E|x es de Galois.
Para demostrar que G(F : K) = Zy X Zs es suficiente probar que no existen

K-automorfismos de E de orden 4. Para ello comprobaremos que o?(a) = o
para cada o € G(E : K).

Esto es obvio si o(a) = a, y como o(a) € K () es raiz de Pk o necesa-
riamente o(a) € {—a, 3, —B}. Si 0(a) = —a entonces o%(a) = o(—a) = a,
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mientras que si o(«) = (3 se tiene

o*(a) = o(B) = (s —t)/o(a) = (s = 1)/B = .

Por 1ltimo, si o(a) = —/3 entonces

o*(a) = —o(B) = (t = s)/o(a) = (t = 5)/(-P) = o 0

Observacion 3.3 La demostracién del Teorema anterior 1.4 es autoconte-
nida. También podriamos haber probado que Zs X Zs es el grupo de Ga-
lois de la extensién K (a)|g, donde el polinomio minimo de a sobre K es
Pro =T +2(s +t)T? + (s — t)? utilizando la Proposicién §8, 3.9 de [1].
Segun dicha proposicién basta demostrar que el discriminante A(Pg ) de
este polinomio es un cuadrado en K y la resolvente ctbica g de f es reduci-
ble en K[T]. Ahora bien, empleando la férmula para el discriminante de un
polinomio de grado 4, véase por ejemplo [1], §4, 2.14,

A(Pr o) = 256(s — )% — 512(s + t)%(s — t)* + 256(s + t)*(s — t)?
— 256(s — 1)2((s — )2 — (s + 1)%)" = 6%,

donde § = 16(s — t)((s — t)? — (s +t)?), mientras que la resolvente ctibica de
f se calcula empleando empleando la Definicién [1], §5, 3.5.5, y vale

g=T>+16(s +t)T* + 16stT = T(T? + 16(s + t)T + 16st),

que es reducible en K[T.
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Abstract

In this article two results about “mean value” are proved. The
first one is proved by Rolle’s theorem, while the second one is
proved by Flett's theorem.

Introduccion

Muchas relaciones del valor medio pueden demostrarse como aplicacion del Teo-
rema de Rolle o de alglin otro teorema del valor medio. El propdsito de esta breve
nota es presentar dos de estos resultados. En el primer caso, la prueba que presen-
tamos utiliza el teorema de Rolle. Este resultado aparecid como problema pro-
puesto en la seccion de problemas de la Electronic Journal of Differential
Equations [2]. Aqui presentamos una de las soluciones aceptadas por la revista
[3]. La segunda relacion de valor medio que presentamos se demuestra mediante
el teorema de Flett [1] y de otro resultado debido a C. Lupuy T. Lupu [5].

1. Una propiedad del valor medio

Teorema: Sea f:[0,1] — R una funcion diferenciable con 7(0)=7(1). En-

tonces existe un punto &€ (0, 1) , tal que
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£1(&)=2[ o (.
Demostracion: Consideramos la funcidon

h(t)= J; X2 £(x)dk.

Puesto que
h(1) :tzf(t)—2£xf(x)dx,

el problema equivale a demostrar que existe un punto &€ (0,1), tal que
h(&)=0. Por hipdtesis, se tiene que f(0)= f(1). Nétese que si la funcién f

es constante en alglin subintervalo [O, a] C [0,1] , la propiedad se cumple trivial-

mente, pues ambos miembros de la igualdad son iguales para cualquier
e (O,a). Consideremos el primer intervalo [O,a]C[O,l] en el que

f (a) =f (O) Sin pérdida de generalidad, podemos considerar que
f (t) > f (0) >0, paratodo f€ (O,a) . Un argumento similar se aplicaria a otro
caso. Por el teorema de Rolle, existe un punto ce (O,a), tal que f '(c) =0.
Puesto que f(t) > f(O) >0, para te (O,a) , se puede suponer que f'(l‘) >0,
para todo 7€ (O,c). Por consiguiente, en el mismo intervalo se cumple que

tf '(l‘) > (). Por todo lo anterior, resulta que / (0) =0,

h(c)= j:xzf’(x)dx >0

h(a)= J: X (x)dx < j: F(x)dx = f(a)— £(0)=0.

Por el teorema de Bolzano, existe un punto &€ (0,c¢) tal que 2(&)=0.
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2. Otra propiedad del valor medio

Antes de presentar la segunda propiedad del valor medio, recordemos dos resulta-
dos que seran usados en la demostracion.

El primero de ellos es el teorema de Flett [1], del cual, para comodidad del
lector, se presenta también una prueba.

Teorema del valor medio de Flett. Sea f : [a,b] — R una funcion diferenciable

con f’(a)= f'(b). Entonces existe un punto &€ (a,b), tal que

f(¢)-7(a)
E—a

Demostracién: Podemos suponer que f '(a) =f '(b) =0, pues en otro caso con-

=/(¢)-

siderariamos la funcion f (x) —xf '(a) . Sea @ la funcion definida por

f(x)=f(a)

X—a

¢p(a)=/"(a)=0, p(x)=
para x € (a,b]. La funcion ¢ es continua en [a,b] y diferenciable en (a,b] ,y

f(x) _f(x)=/(a)

X—a (x—a)2

¢'(x)=

para x€ (a,b]. La conclusion del teorema de Flett se sigue de la existencia de
un punto &€ (a,b) tal que (0'(§ ) = (. Esto es inmediato por el teorema de Ro-
lle si ¢(b) = 0. Supongamos que ¢(b) > (0. (Un argumento similar se emplearia

sig(b) <0). Entonces
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Por tanto, existe x, € (a,b) tal que @(x,)>@(b). Como la funcién @ es conti-
nua y @(x)>¢(b)>¢p(a), existe un punto x,€(a,x;) tal que
(0(x2) = qo(b) . El resultado es consecuencia del teorema de Rolle aplicado a la

funcién @ en el intervalo (x,,b).

O

y=1f(a)+ (&) (x—a)

Figura 1. Interpretacion geométrica del teorema de Flett

El teorema de Flett considera una funcion diferenciable en un intervalo real tal
que las rectas tangentes en los extremos del intervalo son paralelas. El teorema

nos dice entonces que hay un punto, (é‘, f (Zf )) ,enlacurva y=f (x) , donde la

recta tangente pasa ademas por el punto (a, f (a)) , como se muestra en la Figura

1.

Otros teoremas del valor medio para operadores lineales integrales se pueden
encontrar en la referencia [5]. De ellos, reproducimos el siguiente lema, que sera
utilizado mas adelante.

Lema: Sea f: [0,1] — R una funcion continua con
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[ f@)dx = [ of (x)a.

Entonces existe un punto c€ (0, 1) , tal que

J:xf (x)dx=0.
Demostracion: Sea 4 la funcion definida por h(O) =f (O)/ 2,y

h(s) =SL2 J:xf(x)dx

para s € (0,1] . La funcion /4 es continua en [0,1]. Sea @ definida por
= [i(s)ds. y 9(0)=

Calculamos ¢ (1) como sigue:

o(1) = lim SS(L f () dx s

e—0"
1 1
=l [ ()| + iy [ (s}

=—Ly‘ ﬁ+Lf )dx =0,

Por el teorema de Rolle existe un punto ce (0, 1) tal que (0'(0) =0, de donde

se sigue el resultado.
O

Teorema: Sea f : [O, 1] — R una funcion continua con

[ f@)dx = [ of (x)a.

Entonces existe ce& (0, 1) , tal que

c’f(c)= J:xf(x)dx.
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Demostracidn: Por el lema anterior existe d € (0, 1) , tal que

f xf(x)dx=0
Consideremos la funcion diferenciable
g(t) = 'ﬂxf(x)dx

Es claro que g(O) =0= g(d ) Por tanto, por el teorema de Rolle, existe un

be (O,d) tal que g'(b) = (0. Notese que g'(x) = xf(x) y, por tanto, también
g'(O) = 0. Por el teorema de Flett, existe ce (O,b) , tal que

[ x /(e [ x f (e

g©)=cf(c)= —

de donde
czf(c) = J:xf(x)dx.
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Resefia de un “manual de practicas” de calculos ma-
tematicos sobre un software libre (gratuito)

FRANCISCO BOTANA: PPWZ2.0 Practicas de Matematicas Pola Web.
(Libro de 67 pags. en gallego con DVD adjunto). ISBN: 978-84-8158-536-0.
Deposito Legal: VG-679-2011. Servizo de Publicacions da Universidade de Vi-
go. Telf. 986 812235. Correo electrénico: sep@uvigo.es Telf. 986 812 235.

Pag. web: webs.uvigo.es/fbotana/ppw20

El autor es Prof. Titular de la Universidad de Vigo. Ha publicado numerosos
trabajos sobre matematica computacional en revistas de prestigio internacional.
Gran parte de sus trabajos se han enfocado hacia el “mathware”, especialmente
en el campo de la demostracién automatica y los sistemas de geometria dinami-
ca, llegando a desarrollar sistemas propios en ese campo.

Este nuevo libro con su DVD adjunto proporcionan una coleccién de paginas
web interactivas de temas matematicos del nivel de los primeros cursos de Grado
en Ingenierias y Ciencias Matematicas, Fisicas, etc. Su utilizacion supone un
complemento para la docencia, permitiendo desarrollar un estudio individual a los
alumnos, liberandolos de calculos repetitivos o tediosos.

Como es habitual en este tipo de manuales, el libro se presenta como coleccion
de hojas de trabajo. En la hoja inicial se hace una breve descripcién del modo de
operar en el sistema computacional utilizado, el cual comentaremos mas adelante.
En cada una de las restantes hojas de trabajo se trata la practica del célculo auto-
matico para un tema matematico concreto.

Cada una de las hojas de trabajo consta de tres partes. En la primera parte apa-
rece una unica pantalla de ordenador que muestra con toda claridad como intro-
ducir los datos y cdmo se obtienen los resultados. La segunda parte menciona las
restricciones de uso. Y en la tercera parte se propone una coleccidn de ejercicios a
efectuar por el usuario.

He aqui la lista de hojas de trabajo:

0. Sage: una aplicacion libre para matematicas.
1. Representacidon de funciones y=f(x)
2. Representacion simultanea de funciones y=f(x), y=g(x), ...
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Representacion de funciones a trozos

Limite de funciones de una variable

Derivada de una funcion f(x)

Desarrollo de f{x) en serie de Taylor

Primitiva de una funcién f(x)

Integral definida de una funcion f(x)

9. Representacion de funciones de dos variables z=f(x,y)

10. Representacion de funciones implicitas Fi(x,y,z)=0

11. Representacion simultdnea de funciones de dos variables z/=f(x,y), z2=g(x,y),..
12. Limite de funciones de dos variables

13. Derivadas parciales de funciones reales de varias variables f(x,y,z,...)

14 Desarrollo de f(x,y) en serie de Taylor

15. Extremos relativos de funciones de dos o tres variables

16. Extremos condicionados de funciones de dos o tres variables con una o dos
condiciones.

17. Gradiente, curvas de nivel y campo gradiente de una funciones de dos variables
18. Gradiente, superficies equipotenciales y campo gradiente de funciones de tres
variables

19 Plano tangente a una superficie z=f{x,) en un punto

20. Visualizacion de recintos planos

21. Visualizacion de reflexiones 3D

22. Integrales dobles

23. Integrales triples

24. Resolucidén de ecuaciones diferenciales ordinarias

XN W

El software que acompaifia al libro se presenta en forma de DVD, bajo el nom-
bre PPW2.0 (abreviacidén de Practicas de matematicas Pola Web, version 2.0).

El sistema computacional utilizado, Sage, es un poderoso software matematico
libre o gratuito, sobre el sistema operativo GNU/Linux, también libre o gratuito.
Sage es un software gratuito y de cddigo abierto, que permite utilizar las 7/C a
todo tipo de usuarios. Sus caracteristicas mas notables son: la integracion de
multiples herramientas, la posibilidad de acceso remoto por Internet y la opcion
de codigo abierto.

Su creador, el Prof. William Stein de la Universidad de Washington, ha des-
arrollado este sistema de algebra computacional, como “alternativa libre y de
codigo abierto” a los sistemas tradicionales de algebra computacional, como son
Mathematica o Maple.
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Sage se puede utilizar de varias formas distintas, segun sea el computador en
que se desee operar. Se puede instalar en un PC con sistema operativo Mac o
GNU/Linux, descargando el correspondiente fichero de la pagina web siguiente:
http:/www.sagemath.org/download.html, sin mas requisitos que descompri-
mirlo y ejecutarlo. Pero también se puede utilizar de modo remoto, sin instalar ni
descargar nada, solamente conectandose a Internet, a través de la pagina web an-
teriormente mencionada.

No este lugar de entrar en detalle sobre los modos de calcular en este sistema
de calculo algebraico, conformdndonos simplemente con dar noticia de su exis-
tencia y utilidad. Los detalles de los distintos modos de utilizacion se comentan
en el libro que estamos resefiando.

También se puede obtener amplia informacion sobre Sage y sobre las citadas
hojas de trabajo visitando la pagina web: http./webs.uvigo.es/fbotana/ppw20,
creada a tal efecto por el autor del manual resefiado. Incluye toda la informacion
necesaria en su coleccion de carpetas “Documentos y Videos™.

El manual es recomendable, no sélo para alumnos del nivel de Grado en In-
genierias y Ciencias Matemadticas, Fisicas, etc. También para profesores de ma-
tematicas de distintos niveles, que no dispongan de licencia de sistemas
matematico-computacionales y deseen incorporarse al uso nuevas tecnologias
aplicadas al calculo matematico a través de software libre o gratuito.

Eugenio Roanes Macias

Peticidon de direcciones de correo electronico
a nuestros socios

Con el fin de mejorar la comunicacion rapida de eventos profesionales a nues-
tros socios, les solicitamos que quienes usen correo electrénico nos envien un
mensaje a la direccion de correo del Secretario de nuestra Sociedad

jmsordoj@edu.ucm.es

en que figure el nombre y apellidos del Socio y la direccion de correo electronico
en que desee recibir nuestros mensajes.
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Instrucciones para el envio de originales
para su publicacion en el Boletin

Los originales de articulos, problemas, resefias de libros, congresos, etc., de-
ben enviarse en formato electronico, del modo especificado a continuacion.

Formato

Para facilitar la impresion es preferible usar procesador Word o LaTex. El
formato de texto debe ser 17cm x 12.8cm (exactamente como este archivo). El
tamafio de letra de texto 11 puntos.

Los articulos comenzaran con el titulo en minasculas de 16 puntos, nombre de
autores en minusculas de 12 puntos en negrita, referencia de su departamento o
institucion de trabajo, direccion de correo electronico (si se tiene) y "Abstract" de
unas lineas en inglé€s en letra italica (cursiva).

Los epigrafes de seccion numerados (excepto el de introduccion que ird sin
numerar), en mindsculas negritas en 12 puntos, sin punto final. Las subsecciones
se numeraran con dos digitos separados por un punto.

La primera linea posterior al titulo de seccidon o subseccion no se indentara.
Después de cada punto y aparte no se dejard ninguna linea en blanco y la siguien-
te linea se indentara solo 5 espacios (tal como estan escritas estas instrucciones).

La bibliografia al final, sin palabras completas en mayusculas, con los titulos
de libros o articulos en italica, no incluyendo nada mas después de la bibliografia.

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador, debiéndo-
se evitar los bosquejos a mano alzada). Seran incluidas en el lugar apropiado del
texto y en el tamafio en que deban ser impresas. Las figuras deben llevar debajo
numeracion (Figura 1, Figura 2, ...), para referirse a ellas en el texto. No debe
escribirse texto a ninguno de los lados de la figura, ni a la izquierda ni a la dere-
cha (es decir, las figuras no deben intercalarse en el texto).

Las resefias de libros, como suelen aparecer en el Boletin, terminando con el
nombre del autor de la resefia.

Si se usa Latex, en estilo "article" y si se usan paquetes especificos de Latex,
deberan incluirse los archivos correspondientes a esos paquetes.

Si se usa otro procesador, distinto de Word o LaTex, debera ajustarse exacta-
mente al tamafio de formato, pues habria de ser escaneado.
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Envio de originales

Se enviara por correo electronico a la cuenta puigadam@mat.ucm.es ,0
bien en un disquete formateado para PC compatible.

De otro modo, también puede enviarse impreso en papel por via postal a la se-
de de nuestra Sociedad, cuya direccion que figura en la pagina 2 del Boletin. Pero,
una vez aceptado para su publicacion, se ha de enviar el correspondiente archivo
en formato electronico en la forma anteriormente indicada.

Seleccion de originales

Seran revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se ajus-
tan a la linea general del Boletin. Si se considera oportuno, se pediraa los autores
que reduzcan su extension o hagan algunas modificaciones en su contenido
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Adquisicion de numeros atrasados de nuestro Boletin

Los numeros atrasados del Boletin, de los cuales existan ejemplares sobrantes,
podran ser adquiridos al precio de coste de seis euros ejemplar. Los numeros de
los que atn quedan algunos ejemplares sobrantes son los siguientes:

35, 38,39, 40,41, 42,43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55,
56,57, 58, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70,71, 72,73, 74,75,
76,77,78, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89 y 90

El importe puede ser abonado mediante cheque a nombre de /a "Sociedad Puig
Adam de Profesores de Matematicas", o mediante transferencia a la cuenta co-
rriente numero

3025-0006-24-1400002948
al mismo nombre de la Sociedad, domiciliada en la entidad bancaria:
Caja de Ingenieros, c/. Carranza, 5 Madrid-28004

La carta de peticion se enviara a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la
pagina 2 de este nimero del Boletin. En la carta se indicara el nimero o nimeros
a adquirir, incluyendo en ella la direccion a donde se han de enviar y el corres-
pondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.
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