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Acta de la Asamblea General Ordinaria
de 2011 de la Sociedad Puig Adam
de Profesores de Matematicas

En la Facultad de Matematicas de la UCM, sita en la Ciudad Universitaria, a
las doce horas del dia 14 de mayo de 2011, en segunda convocatoria, reunidos los
miembros de la Sociedad, bajo la presidencia del Vicepresidente D. Eugenio Roa-
nes Macias, por ausencia del Presidente D. José Javier Etayo Gordejuela, dio
comienzo la Asamblea General Ordinaria del afio dos mil once.

Se desarrolld con arreglo al siguiente
ORDEN DEL DIA

1. Lectura y aprobacion, si procede, del acta de la sesion anterior.

Se procede a la lectura del acta de la Asamblea de 10 de abril de 2010, que queda
aprobada por unanimidad.

2. Informe del Vicepresidente sobre las actividades de la Sociedad.

Se informa que desde la Asamblea anterior se han publicado los nimeros 85, 86 y
87 del Boletin.

El Vicepresidente informa de los Concursos de Problemas de Matematicas rese-
flados en el Boletin de nuestra Sociedad:

Puig Adam: El XXVIII Concurso “Puig Adam” se celebro el 12 de junio de 2010,
con buena participacion, 86 estudiantes. Los resultados se publicaron en el n® 86
del Boletin. Este afio el XXIX Concurso se celebrara el 11 de junio de 2011.

Intercentros: Al igual que otros afios se celebrod el penultimo sdbado de noviem-
bre en la Facultad de Matematicas de la UCM. Con una buena participacion de 52
centros y 432 estudiantes de nuestra Comunidad. En el n° 87 del Boletin aparecio
una resefia de los resultados del X Concurso Intercentros.



Fase Regional de la Olimpiada Matematica Espaiiola: En n° 87 del Boletin apa-
recieron publicados los problemas de la Fase Local de la XLVII Olimpiada
Matematica Espafiola en los distritos de Madrid.

Concurso de Primavera: El sdbado 9 de abril se celebro el XV Concurso de Pri-
mavera de Matematicas de la Comunidad de Madrid con gran éxito, como en afios
anteriores. Participaron mas de 3600 alumnos en la 2* fase del Concurso, celebra-
do en la Facultad de Matemadticas de la UCM. Es de destacar que algunos
miembros del equipo organizador son miembros de nuestra Sociedad.

Por otra parte, se informa que, por las obras en el edificio de la Facultad de Edu-
cacion y de forma provisional, la Sede de nuestra Sociedad queda ubicada en el
despacho 0201 de dicha Facultad.

3. Informe del Tesorero. Presentacion y aprobacion, en su caso, de las cuen-
tas de ingresos y gastos.

El Tesorero, D. Alberto Aizpun, reparte entre los asistentes la documentacion
relativa a los movimientos de tesoreria, explicando detalladamente los ingresos
apuntados y los gastos efectuados. Se someten a aprobacion las cuentas desde el
11 de abril de 2010 hasta el 14 de mayo de 2011. Pasando a la votacién quedan
aprobadas por unanimidad.

A la vista de las cuentas aprobadas, y de la situacién de tesoreria de la Sociedad,
se propone el mantenimiento de la cuota, regularizando su cobro en el mes de
octubre para ajustarlo al curso académico.

4. Eleccion de nuevos cargos directivos.

El Vicepresidente manifiesta que procede el cese de los siguientes miembros de la
Junta Directiva de la Sociedad, el vicepresidente D. Juan Bosco Romero Marquez
y los vocales D. Julio Fernandez Biarge y D. Eugenio Roanes Lozano. Se pasa a
la nueva eleccion de los cargos, quedando esta de la siguiente manera:
Vicepresidente: D. Juan Bosco Romero Mérquez

Vocales: D. Julio Fernandez Biarge y D. Eugenio Roanes Lozano

5. Asuntos de tramite

Se acuerda por unanimidad solicitar a nuestros socios su direccion de correo elec-
tronico a fin de fin de mejorar nuestra comunicacién con ellos.



6. Ruegos y preguntas

Se recuerda a nuestros socios que la Federacion nos envia 10 ejemplares de la
Revista SUMA, con la finalidad de que la entreguemos a quienes no la hubieran
recibido por el cauce usual de distribucidn directa. En tal caso ha de comunicar-
noslo, preferiblemente a nuestro correo electronico.

Sin mas asuntos que tratar, el Presidente levanta la sesion a las doce cincuenta y
cinco minutos del dia de la fecha arriba indicada.

V° B° El Presidente El Secretario



FE DE ERRATA en n° 87 del Boletin

En la pagina 17, lineas 13 y 14, asi como en la pagina 19, lineas 10, 18, 24 y
25, aparece como simbolo de suma directa A en lugar de @ . Pedimos disculpas
por el error (es posible que la version de Word a partir de la cual se imprimi6 fue-
ra distinta de la original del articulo).

Cambio provisional de Sede de la Sociedad

Por obras en gran parte de la Facultad de Educacion de la Univ. Complutense,
nuestra Sede ha pasado provisionalmente a ocupar el Despacho 0201 de la misma
Facultad, como queda reflejado en la pagina 2 de este nimero del Boletin. El telé-
fono sigue siendo el mismo, pero aconsejamos a nuestros socios que para
comunicarse con la Sede utilicen preferentemente el correo electronico.

Peticidn de direcciones de correo electronico
a nuestros socios

Con el fin de mejorar la comunicacidon con nuestros socios, les solicitamos que
quienes usen correo electronico nos envien un mensaje a la direccion de correo
del Secretario de nuestra Sociedad

jmsordoj@edu.ucm.es

en que figure el nombre y apellidos del Socio y la direccion de correo electronico
en que desee recibir nuestros mensajes.



XV Concurso de Primavera de Matematicas

jHemos cumplido quince afios!
Lo celebramos con todos vosotros con uno de los problemas de este concurso:

Elvira tiene una memoria prodigiosa. Todos los aiios felicita a sus
46 amigos en el dia de su cumplearios. Si ninguno de ellos nacio
en 29 de febrero, ;jcuantos dias, como mdximo, Elvira no felicitara
a ninguno de sus amigos en 20117

A) 365 B) 364 C) 342 D)319  E)46

En la primera fase de esta edicidn participaron 37000 estudiantes de entre 10 y
18 afios que estudian en 483 centros educativos de la Comunidad de Madrid. Y de
ellos, 3136 se dieron cita el sabado 9 de abril en la fase final que se celebro en la
Facultad de Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid.

Han leido bien: 37000 chicos y chicas que, de manera voluntaria, se presentan
a un concurso de resolucion de problemas. De los cuales, mas de 3000 madruga-
ron un sabado para volver a enfrentarse con otros veinticinco problemas. La
Facultad de Matematicas se convirtio literalmente en un hervidero de seres huma-
nos jovencitos, adultos (padres y profesores) y mas adultos (abuelos).

Los chicos salian hablando del mago Hortalizo:

En una gran caja hay 1000 garbanzos, 200 lentejas y 360 guisan-
tes. El afamado mago Hortalizo convierte: en cada golpe de
tambor tres garbanzos en dos lentejas y un guisante. ;En qué gol-
pe de tambor conseguira Hortalizo tener el mismo numero de
cada una de las tres legumbres?

A) 150 B) 155 C) 156 D) 158 E) 160

Al miércoles siguiente se produjo otro de los momentos mas especiales: la en-
trega de premios a los 150 ganadores. No es nada habitual encontrarse con un
salon de actos de una facultad repleto de gente. Y mas sorprendente es aun si los
que se sientan en las butacas son mas de un centenar de adolescentes que compar-
ten una pasion: el gusto por las matematicas. Son los ganadores del XV Concurso



de Primavera de Matematicas de la Comunidad de Madrid, acompafiados de sus
padres, de sus profesores y en muchos casos, como recordaron desde la mesa, de
sus abuelos.

Visto desde fuera asombra también constatar que esos chicos y chicas son ado-
lescentes absolutamente normales, es decir, unos ruidosos, otros tranquilos,
algunos reservados, todos alegres y juguetones, unos pocos caprichosos, aquellos
de esta manera y aquellos otros diferentes. Lo dicho, jovenes estupendos que sien-
ten las matematicas como un reto nada aburrido. En palabras de uno de ellos:
“cada vez que me enfrento a un problema de matematicas lo paso muy bien y si
encima lo resuelvo, mucho mejor”. Es el resumen exacto de lo que pretendemos
con este concurso.

Como siempre, os damos las gracias a todos los profesores que habéis sabido
motivar a vuestros estudiantes, que les habéis acompafiado y que les animais a
participar. Sin la implicacidén de vosotros, un concurso de este tipo estaria conde-
nado al fracaso més absoluto.

Y, por supuesto, nuestro agradecimiento mas profundo a todos los chicos y
chicas que afio tras afio esperais con ilusién otros veinticinco problemas. En re-
presentacion de todos ellos os mostramos el listado de los tres primeros
premiados de cada nivel.

PRIMER NIVEL (5°y 6° de Primaria)

1. Diego Gonzélez Villar. 5° de Primaria. Colegio Mirabal

2. Andrés Ruiz Benito. 6° de Primaria. CEIP Federico Garcia Lorca
3. Hugo Garcia Gonzalez. 5° de Primaria. Colegio Padre Poveda

SEGUNDO NIVEL (1°y 2° ESO)

1. Alvaro Robledo Vega. 2° ESO. Colegio Pefialar

2. Berta Garcia Gonzalez. 1° ESO. IES San Juan Bautista

3. Alvaro Arenas Gonzalez. 1° ESO. Liceo Francés de Madrid

TERCER NIVEL (3°y 4° ESO)

1. Pablo Esteban de la Iglesia. 4° ESO. Colegio Fray Luis de Leon
2. Miguel Barrero Santamaria. 3° ESO. IES Alameda de Osuna

3. Guillermo Gutiérrez Cuenca. 4° ESO. IES Ramiro de Maeztu

CUARTO NIVEL (1°y 2° Bachillerato)

1. Jaime Mendizéabal Roche. 1° Bachillerato. IES Ramiro de Maeztu

2. Pablo Boixeda Alvarez. 2° Bachillerato. Colegio Aleméan de Madrid
3. Diego Pena Castillo. 2° Bachillerato. Colegio Santa Maria del Yermo



Toda la informacion estd a vuestra disposicion en nuestra pagina web, en la que
encontraréis las pruebas de este afio y afios anteriores:

www.mat .ucm.es/~conprim/

Nos despedimos con otro problema:

En Matematilandia se ha organizado un concurso de Matematicas y parti-
cipan jtodos los centros de esa ciudad! Cada uno envia un equipo de tres
estudiantes y en la primera edicion del concurso todos los estudiantes ob-
tuvieron diferente puntuacion. La puntuacion de Alicia fue la mediana de
las puntuaciones y fue la mads alta de la puntuaciones de su equipo. Sus
comparieras de equipo Beatriz y Carolina quedaron en los puestos 37°y
64° respectivamente. ;Cuantos centros hay en Matematilandia?

A) 22 B) 23 C) 24 D) 25 E) 26

Esteban Serrano Marugan
Miembro del Comité Organizador del
Concurso de Primavera de Matematicas

10



XLVII Olimpiada Matematica Espafiola
Fase Nacional. Pamplona

Durante el fin de semana, desde el jueves 24 al domingo 27 de marzo, se cele-
bré en Pamplona la fase nacional de esta XLVII O.M.E.

Los 120 estudiantes que representaban a las distintas comunidades del Estado
compitieron durante dos dias con seis problemas dificiles, como puede observar
cualquier lector que dedique tiempo a resolverlos, en un ambiente absolutamente
agradable, con una organizacidn realmente excepcional y unos estudiantes ejem-
plares en su comportamiento.

Al margen de la actividad central de la Olimpiada, las sesiones de resolucion
de problemas, la Organizacion programo visitas culturales a Estella y al Planeta-
rium de Pamplona que atrajeron a los profesores acompafiantes y relajaron a los
estudiantes participantes.

Como punto digno de resaltar, se celebro en la mafiana del viernes 25 una reu-
nion con todos los delegados y profesores acompafiantes, en la que se comunico
la decision de la Comision de Olimpiadas de restringir en el futuro el nimero de
participantes en esta 2* fase de la O.M.E. motivado, entre otras cosas, creemos,
por la actual crisis econdmica que repercute, naturalmente, en la organizacion de
la Olimpiada. Se acord6 que seran 75 estudiantes, en lugar de 120, los participan-
tes en esta 2* fase, lo que supone que todas las Comunidades presentaran 3
estudiantes, salvo Andalucia, que presentard 12, Catalufia y Madrid, que presenta-
ran 9, la Comunidad Valenciana, que presentara 6 y Ceuta y Melilla, que
presentaran 1 estudiante cada una de las dos. Ello no sera obice para que se man-
tengan las becas del M.E.C., para tres estudiantes por cada universidad publica en
cada Comunidad, siendo éstas las que organizaran la fase intermedia.

Los estudiantes de nuestra Comunidad obtuvieron unos resultados muy bue-
nos, no excepcionales como en las pasadas ediciones, pero si excelentes, como
refleja el cuadro final, en el que, ademds de los enunciados de los problemas,
hacemos notar algunos resultados.

Y aunque atin no sabemos donde serd la proxima O.M.E., aunque todo apunta
a Cantabria, esperamos que resulte tan atractiva como la ultima.

Joaquin Hernandez
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Problemas propuestos y ganadores en la Fase Nacional
de la XLVII Olimpiada Matematica Espafiola

Primera sesion, viernes 25 de marzo

Problema 1

En un poligono regular de 67 lados trazamos todos los segmentos que unen dos
vértices, incluidos los lados del poligono. Elegimos n de estos segmentos y asig-
namos a cada uno de ellos un color entre 10 colores posibles. Halla el valor
minimo de » que garantiza que, independientemente de cudles sean los # segmen-
tos elegidos y de como se haga la asignacién de de colores, siempre habra un
vértice del poligono que pertenece a 7 segmentos del mismo color.

Problema 2
Sean a, b, c nameros reales positivos. Demuestra que

a b c ab+bc+ca
+ + + 3 5 5
b+c c+a a+b a +b° +c

52
2

(Cuando se alcanza la igualdad?

Problema 3

Sean A, B, C, D cuatro puntos en el espacio, tales que no hay ningun plano que
pase por los cuatro a la vez. Los segmentos 4B, BC, CD, DA son tangentes a una
misma esfera. Demuestra que los cuatro puntos de tangencia estdn en un mismo
plano.

Segunda sesion, sabado 26 de marzo.

Problema 4
Sea ABC un triangulo con ZB=2/ZC y ZA >90°. Sean D el punto de la recta

AB tal que CD es perpendicular a AC, y M el punto medio de BC. Demuestra que
LAMB = ZDMC .
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Problema 5

Cada numero racional se pinta de un color, usando solo uno de dos colores, blan-
co o rojo. Se dice que una tal coloracidn es sanferminera cuando para cada dos
numeros racionales x, y, con X # ), si se verifica una de las tres condiciones si-
guientes: a) xy=1; b) x+y=0; c) 5x+y=1, entonces x ¢ y estdn
pintados de distinto color. ;Cuantas coloraciones sanfermineras hay?

Problema 6
Sea (S,), con n =0, la sucesién definida por:

i §,=1para 0<n<2011.
iS00 = S,0n 5, para n20.

Prueba que, para todo entero no negativo a, se cumple que S,,,, —S, es multi-
plo de 2011.

Medallas de Oro

1.- Byoung Tae Bae (Madrid)

2.- Dario Nieuwenhuis Nivela (Catalufia)

3.- Oscar Rivero Salgado (Galicia)

4.- Pablo Boixeda Alvarez (Madrid)

5.- Cassius Manuel Pérez de los Cobos Hermosa (Castilla-La Mancha)

6.- Eric Milesi Vidal (Catalufia)

(EI séptimo clasificado, Jaime Mendizabal Roche (Madrid) entra a formar parte
del equipo en la Internacional, sustituyendo a Byoung, que es coreano).

Los madrileiios

Byoung Bae Tae, Oro

Pablo Boixeda Alvarez, Oro

Jaime Mendizabal Roche, Plata

Raul Gonzalez Molina, Bronce
Lorenzo Esteban de la Iglesia, Bronce

Sin premio se quedaron los otros cuatro
Fernando Gago Encinas

Aitor Alonso Lorenzo

Alejandro Gonzélez Recuenco

Kostadin Ivanov Kostadinov

13



Boletin de la Soc. Puig Adam, num 88 (Junio 2011)

Estrategias para generar ecuaciones polinomiales
con raices valores de funciones trigonométricas

Aurel Muntean
IES Severo Ochoa de Alcobendas
Doctor en Mateméticas por la Univ. “Babes-Bolyai* de Cluj-Napoca, Rumania
aurelmuntean@yahoo.com

Abstract

The equations with trigonometric values as roots were obtained in the
1959°s by Kenneth W. Wegner. The present article is concerned with some
strategies and remarks on how to generate such equations. Its starting point is
certain trigonometric equations that involve the trigonometric functions of
multiple angles such as sin ny, cosny and tan ny. Finally, a short list of
algebraic numbers expressed as trigonometric functions of rational multiples
of T are offered.

Introduccion

En 1959, en un articulo de pequefa extension, Kenneth W. Wegner [1] proporcion6
las 64 ecuaciones polinomiales irreducibles, con coeficientes enteros, de grado 2, 3,
4,5y 6, cuyas raices son de la forma +sen o, +cos o, *ttg o, +ctg a, +sec a,
+cosec a, con « un niumero racional de grados, subrayando que éstas son las
tinicas posibles. De éstas, 14 son de grado II, 8 son de grado III, 18 son de grado
IV, 4 son de grado V y 20 son de grado VI. No hay ninguna de grado VII.

El objetivo de este trabajo es mostrar algunas técnicas para originar tales ecua-
ciones con coeficientes enteros, cuyas raices sean valores de funciones trigonométri-
cas de dngulos miiltiplos racionales de m radianes.
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La obtencion de dichas ecuaciones requiere de diversas técnicas trigonométri-
cas y algebraicas, y la manipulacién de variables tranformadas y al mismo tiempo
actuaciones a través de la observacion.

Laidea basica para generar tales ecuaciones consiste en considerar una ecuacion
trigonométrica y transformarla en una ecuacién polindmica mediante una sustitu-
cién adecuada.

Por no existir una denominacion para este tipo de ecuaciones, emplearemos una
nomenclatura abreviada comoda, llamandolas ecuaciones de tipo Wegner.

El lector comprobara facilmente que las técnicas y los procedimientos de este
trabajo corresponden a un “nivel matematico” que se podria impartir incluso en el
Bachillerato.

1 Las 6 ecuaciones de grado II de tipo Wegner, de facil obtencion

De las 14 ecuaciones de grado II de tipo Wegner, veamos primeramente las seis que
son de fécil obtencion:

e Los nimeros 4sen 7 son raices de la ecuacion polinémica 222 —1=0

Los nimeros =cosec 7 son raices de la ecuacién polinémica 22 —-2=0

Los nimeros +sen X verifican la ecuacién polinémica 422 —3 =0
3

u cosec T veri uacioé ¢ —4 =
Los nameros + g erifican la ecuacion polinémica 322 —4 =10

Los nimeros =+tg % son raices de la ecuacion polinomica 22 -3=0

Los nimeros +ctg § son raices de la ecuacion polindmica 322 -1=0

2 Estrategias para generar ecuaciones ecuaciones de tipo Wegner

Seguidamente, a través de varios ejemplos, presentamos unas estrategias que pro-
porcionan herramientas para generar ecuaciones polindmicas irreducibles, con coe-
ficientes enteros, que tengan todas las raices simples e irracionales, y estas raices
sean valores de funciones trigonométricas.

15



2.1 Procedimiento consistente en multiplicar ciertas ecuaciones po-
lindmicas con coeficientes irracionales cuyas raices son valores de
funciones trigonométricas

Ejemplo 1. Partimos de la férmula trigonométrica

— Bti*a—1)tg3a=tg®a—3tga.

Haciendo uso de la igualdad tg 15° = 2 — /3 y efectuando sustituciones para
sucesivos valores 5, 65°, —55° de «, obtenemos:

a=05" : (3tg®5°—1)tg15° =tg>5° —3tg5°

(3tg?5°—1)(2—V3) =tg35° —3tg 5° (1)
a =065 : (3tg?65°—1)tg195° =tg> 65° — 3 tg 65°
(3tg? 65° — 1)(2 — V/3) = tg® 65° — 3 tg 65° ()

o= =557 ¢ (31g%(=55°) — 1) tg(~165°) = tg*(~55%) — 3 tg(~55°)
(3 tg? (—55°) — 1) (2 — V/3) = tg® (=55°) — 3 tg (—55°) 3)

Asi, es evidente que la ecuacion:

(322 = 1)(2—V3) =23 - 3z 4)
tiene las raices

r1 =195°% 1x9=1g65° x3=—tg55°

Del mismo modo, a partir de tg 75° = 2 + V3, llegamos a la ecuacion:

(322 —1)(2+V3) =2° - 3z (5)
cuyas raices son

x4 = tg 25°, x5 =1g85°, wg= —tg35°

16



De las ecuaciones (4) y (5) se deduce:
(3~ 1)(2~ V3) — (¢ — 30)] - [(32” ~ 1)(2 + VB) — (a® — 32)] =0
llegando finalmente a la ecuacion
28 —122° + 32* + 4023 + 322 — 122 +1 =0 (6)
con las siguientes raices:

tg 5%, tg25°, —tg35°, ~—tgbhh°, tg65°, tg85°

2.2 El uso de transformadas para “inventar” otras ecuaciones

Hay que sefialar que, una vez obtenida una ecuacion de tipo Wegner, usando las
transformaciones
1 1

r— ——
x

Y

se pueden conseguir otras ecuaciones del mismo tipo.

Ejemplo 2. Continuando con el ejemplo anterior, sea
p(z) = 2% — 1225 + 32* + 4023 + 322 — 122 + 1

Es obvio que p(x) = 0 es precisamente la ecuacion (6) y entonces claramente la
ecuacion transformada

p(—z) = 2%+ 122° + 321 —402® + 322 + 122 + 1 =0
tiene las raices

—tg 5°, —tg25° tg35° tghh°, —tg65°, —tg85°

2.3 Procedimientos basados en desarrollos trigonométricos

Por medio de ciertas ecuaciones trigonométricas es posible generar ecuaciones al-
gebraicas equivalentes de tipo Wegner cuyas raices conocemos de antemano.
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2.3.1 Procedimiento basado en el desarrollo de la funcion sin np

En el desarrollo que vamos a seguir empleamos la formula

sennp = C} cos" Lo sen p —C2 cos™ g sen® o +C2° cos" ™ psen® ¢ —...

Ejemplo 3. Comenzamos con una ecuacion trigonométrica cuya solucion conoce-

mos. Consideremos por un lado,

k
senTer =0 < xk=77T (keZ)

Por otra parte, efectuando el desarrollo de la funcion sen 7x obtenemos sucesiva-

mente:

6 4 2 5

C} cosS x sen & — C2 cos

6

7 cos®x — 35 cosz sen’x + 21 cos’xz sen*zs — senSz =0

Teniendo en cuenta que

/ 5 t2
cos“r=1— —

4

2 4
2senx =t :><0034x:1_%+§_6

3
6, — (1) —q1_32 3t  t°
\00537—< 4)— T 76 T 6
podemos pasar de la ecuacion trigonométrica a una ecuacion polindmica:

3t2 3t ¢S 2 AN t? 2\ttt
AL _)_ (1__ _)_ 21(1__)___
7< 4+16+64 35 2+16 4+ 4

llegando finalmente a la ecuacién
0 — 7t 1482 — 7 =0

cuyas raices son

+2 senz, +2 sen2—7r, +2 sen3—7r

7 7

18

x sen® x 4+ C2 cos® x sen® x — CT sen” 2 =0

6 61 0

(7



Nota 1: Obsérvese que la raiz t; = 2 sent representa la longitud del lado

de un heptagono regular inscrito en una circunferencia de radio 1, mientras que

to = 2 3671277T y t3 = 2 5671?’77T corresponden a la longitud de sus diagonales.

Veamos ahora qué consecuencias pueden derivarse.

Ejemplo 4. Con el cambio ¢ = 2z enla ecuaciéon (7) se obtiene la ecuacion
642° — 1122 4+ 562" —7=0 (8)

que tiene las siguientes raices:

2
+sen g, +sen —7T, +sen S—W

7 7

Ejemplo 5. Haciendo la transformacion z — % en la ecuacién (8) se obtendra:

725 — 562 + 11222 —64 =0

con las raices: 5
s s s
+cosec [z +cosec —, +cosec —

7

Ejemplo 6. Tomando t?> = 7, la ecuacién (7) se convierte en:

VT 14y —7=0

)
2 3
y1 = 4sen? g, Yo = 4sen’ 77T, ys = 4sen’ %T

Como es fécil ver, esta ecuacion no es de tipo Wegner, pero realizando el cambio
y = 2(1 — u) nos sirve para establecer la ecuacion

Su +4u? —4du—1=0
cuyas soluciones son de la forma

k 2k
ukzl—%:1—2sen27ﬂ’:cos%, donde ke {1,2, 3}
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2.3.2 Procedimiento basado en el desarrollo de la funciéon cos np

Recurrimos en este procedimiento a la férmula:

cos np = cos™p — C? cos" 2 sen® ¢ + Ct cos" g sen® p — ...

Ejemplo 7. Por medio de la ecuacion trigonométrica

™ km
_ _ T Vi
cos br =0 < TR (ke?Z)

es posible generar una ecuacion algebraica realizando el desarrollo de la funcion
cos bx . Asi aparecen las ecuaciones equivalentes:

cos® & — C2 cos® x sen® x + Cf cos x sen* 2 =0

16 cos® x — 20 cos®z +5cosx =0

Esta dltima ecuacion es interesante, puesto que llamando ¢ = cos x se convierte

cn
16> — 20> +5t =0

cuyas raices son

k
tr, = cos (%—l—%), con ke{0,1,2 3,4}

Eliminando la solucién ¢ = 0, llegamos a la ecuacion

16t — 20t +5=0 (9)
con las raices 3
T T
+ —. + —
cos 10’ cos 10

L en la ecuacién (9), obtenemos:

Ejemplo 8. Haciendo la transformacion ¢ — 3

5t —20t2 +16 = 0

que tiene como soluciones:

+sec 1, +sec —
10 10
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2.3.3 Procedimiento basado en el desarrollo de la funcion tg ny

La idea clave de este procedimiento radica en el uso de la siguiente férmula:

Cltgp —C3tg> o +C2tg° ¢ — ...
1-C2tq2 ¢ +Chtgtp— ...

lgnp =

Ejemplo 9. Partiendo de la ecuacion trigonométrica

k
tg9r =0 < fl?k=§ (keZ)
y realizando el desarrollo de la funcién tg 92 obtenemos sucesivamente:
tg9r =0 <= Cétgx —0937593:17 —|—095tg5x —Cgtg7x —|—C’3tggx =0

— Otgzr —84tg®x +126tg° x —36tg796 +t¢°z =0

Haciendo el cambio tg x =t , obtenemos:
k
03617 £ 1267 — 843 + 9t =0 «— 1, :tgg, con ke{l,2, ...,9}

Eliminando la soluciéon ¢ = 0, aparece la ecuacion

8 — 365 +126t* —84t2 +9 =0 (10)
con las raices 5 3 1
T T T T
+tg —, +tg—, Ltg—, Ltg—
g 9’ g 9’ g 9 g 9

Nota 2: Resulta especialmente importante aqui la afirmacion de Kenneth W. Weg-
ner [1] sobre la inexistencia de ecuaciones de grado mayor que VI del tipo de
ecuaciones planteadas en su articulo. Obsérvese que la ecuacion anterior, de grado
VIII, no es de tipo Wegner, puesto que el polinomio

p(t) =3 — 36t° + 126t* — 841> + 9
“no es irreducible" sobre 7Z . Efectivamente,

t8 — 3610 + 126t1 — 8412 + 9 = (#2 — 3)(t® — 33t + 2742 — 3)
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Ejemplo 10. Como consecuencia de la nota anterior deducimos la ecuacion

0 — 33t + 27142 -3 =0 (11)
con las raices 5 1
T T T
+tg —, +tg—, Ftg—
g 9’ g 9’ g 9

Ejemplo 11. Haciendo la transformacién ¢ — * en la ecuacién (11), obtene-

t
meos.:
3t0 — 27t +33t2 -1 =0

con las raices:

T 2
+ctg —, “dctg — +ctg —
099> 0997 099

Ejemplo 12. Reemplazando t? por y en la ecuacién (11), encontramos:

k
v} 332 £ 2Ty —3=0 — yk:tg2§, kef{l,2, 4}

Es una pena que esta ecuacion, a pesar del bonito aspecto de sus raices, no sea de
tipo Wegner. No obstante, observemos que:

14+ yr 1—|—th%7T 9

lo que se indica la sustitucion

11—y 1—=z
r=—" = y
1+y

con la cual la ecuacion anterior se convierte en:

82° — 6z +1=0, (12)
que proporciona las raices
27 47 8
cos —, €0S —, COS —
9 9 9

La ecuacion (12) conlleva las siguientes consecuencias:
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Ejemplo 13.  Mediante la transformacion z — —z en (12), se obtiene la
ecuacion:

( 2m I
2] = —C0S — = CO0S —
9 9
82" —6z—1=0 :><,22:—005%:cos%7T
23 = —cos 3 = cos T
\ <3 — 9 — 9

Ejemplo 14. Con la transformaciéon z — % en (12), llegamos a la siguiente

ecuacion:

2 4 8
2622 4+8=0 «— zlzsecg, zzzsecg, Z3=8€C§

Ejemplo 15. Con la transformacion z — —% en (12), conseguimos la ecuacion:

) 7
P 4622-8=0 — zlzsecg, zzzsecg, z;),:sec?7T

2.4 Partiendo de algunas ecuaciones reciprocas

Ofrecemos aqui un procedimiento que emplea la equivalencia entre ciertas ecua-
ciones reciprocas y bindmicas.

Ejemplo 16. Partimos de la ecuacion

20— 1

z—1

A4 242424120 = =0, con z#1

cuyas raices son

2k 2k
zk:cos%+isen7ﬂ, con ke{l,2 3, 4}

Como se trata de una ecuacion reciproca, si r s una raiz, entonces también % es

una raiz. Haciendo el cambio
1
= (2 )42 = P2 =22
1 22
Y=z + - =
z

yk:zk—i—i:Qcos%T”, con ke{l,2 3, 4}
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la ecuacion puede ser sustituida sucesivamente por otras formas equivalentes:
4, .3 2 o 1 1
22+ 2+ 2+1=0 = (z +—2)+<z+—)+1=0 &
z z

2 4
& (y2—2)—|—y+1:0 s yP4+y—-1=0 < y1:2005?7r, y2:2cosg

Por ultimo, haciendo la sustitucion y = 2x deducimos:

422 + 22 —1=0 (13)
)
B 2T B 47
xr1 = CoS 5 T9 = COS 5

Tres consecuencias:

Ejemplo 17. Mediante la transformacion =z — —z en (13), se construye la
ecuacion:
7r 3

42 =22 —1=0 <— xlzcosg, 1'22008?

Ejemplo 18. Igualmente, haciendo z — % en (13), llegamos a:

2 4
-2 —-4=0 <— xlzsecg, xgzsecg

Ejemplo 19.  Efectuando la transformacion = — —% en la ecuacién (13),

obtenemos:

3
2 —4=0 <+ xlzsecg, 932:5ec?7r

Ejemplo 20. Tomemos como punto de partida la ecuacion

7
—1
D42+ 4232422 4241=0 = : ] =0, con z#1
Z_
cuyas raices son
2k 2k
zk:cosTﬁ—l—isenTﬁ, con ke{l,2, ...,6}
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Dado que esta ecuacién es reciproca optamos por la sustitucién
(9 2 1 2, 1 2
Y :(z +—2>+2 == 2"+ 5=y -2
z z
1 1 1 1
y:z+; = V= (z3—|—z—3)—|—3<z—|—z) — 23+Z—3:y3—3y

\yk:zk-l—i:Qcos%T”, con ke{l,2,...,6}

La ecuacion original puede escribirse de la siguiente forma:

1 1 1
S48 4 24241 =0 = (z3+—3)+(z2+—2)+(2+—)—|—1 =0
z z z
— (P -3+ W -2)+y+1=0
Finalmente llegamos a la ecuacion:

P4+y?—2y—1=0 (14)

con las raices

m s 67
Y1 cos = Yo cos = Y3 cos -

Ejemplo 21. A partir de la ecuacién (14), haciendo la sustitucion y = 2x se
obtiene:

8% 4+ 42% — 4z — 1 =0 (15)
cuyas raices son
B 2T B 4 B 67
TI =08 =, T =COS -, T3 =COS

Con lo anterior hemos llegado nuevamente a la misma ecuacion vista en el ejemplo
6 a través de un enfoque diferente. Y ahora vienen las consecuencias:

Ejemplo 22. La ecuacion

822 — 42’ — 4z +1=0 (16)
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tiene las siguientes raices:

s 3T 5%
coS —, COS —, COS —
7’ 7’ 7
En efecto, efectuando la transformacion x — —z en (15), obtenemos:

km (7—Fk)m

813 —4a? —dz+1=0 & = —0037 = cos - , con ke{2, 4, 6}

Ejemplo 23. De nuevo, aplicando la transformaciéon r — % en la ecuacion
(15), llegamos a:
2T A 67
23+ 4a? —4dr —8=0 <= x| =Ssec —, xy=Sec —, T3 = SeC —

7 7 7

Ejemplo 24. Aplicando la transformacion x — % en (16), se obtiene:
2° —4r* — 4z +8=0

0

s 3T 5%
rp = Ssec —, X9 =Sec—, T3 = Sec —

7 7 7

2.5 Partiendo de ciertas ecuaciones trigonométricas

Seguidamente veremos otras ecuaciones trigonométricas conducentes a ecuaciones
de tipo Wegner.

Ejemplo 25. Partimos de la ecuacion trigonométrica

4 2

5 sen*z — 10 sen’x cos® x+cos4ac =0

homogénea en cosx y sen .

Observamos, en primer lugar, que cos x # 0. Asi ocurre, pues si fuese cos x =
0, entonces lo seria también sen x = 0, una contradiccioén puesto que nunca se dara
sen x = cos x = 0. Como consecuencia de ello, es posible dividir la ecuacién por
cos*x y entonces puede ser reescrita como:

5tgtr —10tg°z +1=0
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Finalmente la sustitucion tg x =t nos lleva a la ecuacion:
518 — 1062 +1 =0 (17)

con las siguientes raices:

5—2V5 T 5—2\/’
=\ = =tg 75 = —tg 5
5 10
/5+2f 5+ 25
_g_ t4:— T:_

Ejemplo 26. Efectuando la transformacion ¢t — % en la ecuacién (17), obtene-
mos la ecuacion
th— 102 +5=0

cuyas raices son:

3
+ctg —, *£ctg —
cty 3 100 10
Ejemplo 27. Dada la ecuacion trigonométrica
1 1 1

= +
senx sen2x  sen3x

imponemos las condiciones de existencia

2
x §§{k7r, g+k7r, g—FkW, ?ﬂ-—l—kﬂ"kEZ}

Transformamos sucesivamente la ecuacion de partida en:

1 send r + sen2 x
= < sendz = sendx
senx  sen x(send x + sen2 x)

cuyas soluciones son de la forma

4dr=(-1)"-3z+mm, meZ < x:g, m € Z, m = impar
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Por otra parte, para transformar la ecuacion de partida en una ecuacion polinémica
conviene efectuar la sustitucion

t
sen2 r = 5\/4—152

2senr =1t —
sen3 x = 5(3 — ¢?)

obteniendo sucesivamente:
I 1 n 1 1 1 B 1
t t/A—12  t(3—1t?) t 3t—t3 /4 —¢2

y llegando finalmente a:

7t 1142 —7=0

Asi, hemos vuelto a obtener nuevamente la ecuacion (7), pero conun planteamien-
to distinto.

3 Algunos nimeros algebraicos irracionales valores de funciones trigo-
nométricas

Recordemos que un nimero real es un niimero algebraico sobre 7, si es raiz de una
ecuacion polinémica con coeficientes enteros.

Dos nimeros reales o y o' son algebraicamente conjugados si son raices
de la misma ecuacion polindmica irreducible con coeficientes enteros, es decir, si
existe un polinomio p € Z[z|, irreducible en Z[z], tal que p(a) = p(a/) =0.

Noétese que en realidad, en este articulo, estamos dando algunos ejemplos de sis-
temas de niimeros reales algebraicamente conjugados expresados mediante valores
de funciones trigonométricas de dngulos miiltiplos racionales de m radianes.

En resumen, cabe hacer una lista de los sistemas de niimeros algebraicamente
conjugados obtenidos con estos métodos:

e para ecuaciones de grado II (se proporcionan en los ejemplos 16, 17, 18 y
19, respectivamente):

- { cos 2%, cos 4% } satisface la ecuacion 422 +2x—1 =10

- { cos %, COS %” } satisface la ecuacion 422 — 2z —1 =0
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- { sec 2;, sec 4; } satisface la ecuaciéon 22 — 22z —4 =0

- { sec g, sec 35” } satisface la ecuacién 22 +2x —4 =0

e para ecuaciones de grado Il (véase los ejemplos 12, 13, 14, 15, 21, 22, 23,
y 24, respectivamente):

- {cos 257 , COS %T, cos 897T } verifica la ecuacién 8z — 6z +1 =0

- { S g, COS 9 , COS 75; } verifica la ecuacién 822 —6x — 1 =0
- {s 2—”, sec 9 , sec 8;} verifica la ecuacién 22 — 622 +8 =0
- {s ec g, Sec 9 , sec %“} verifica la ecuacién 3 + 622 — 8 = 0
- {c 2—”, cos 7 , COS 677T } satisface la ecuacion 8x344x2—4x—1 =0
- {c S %, COS 7, cos 57”} satisface la ecuacién 8z3—4z2—4z+1 =0
- { ec Z, seciE, sec 67”} satisface la ecuacién x3+42%2—4x—8 =0
- {sec =, sec 7 , sec 57“} satisface la ecuacién 2% —4z?—4x+8 =0

e para ecuaciones de grado IV (los ejemplos 25, 26, 7 y 8, respectivamente):
- { +tg {5, *tg % } satisface la ecuacién  5z* — 1022 +1=0

- { + ctg {5, *ctyg 31’—76 } satisface la ecuacién 2% — 1022 +5=0

{ +cos {5, Fcos ?g } satisface la ecuacién  162* — 2022 +5 =0

10°

{ +sec I 10

+sec 3T } satisface laecuacién 5zt — 2022 +16 =0

e para ecuaciones de grado VI (los ejemplos 10, 11, 4, 5, 1 y 2, respectiva-
mente):

- { +tg g5, *tg %”, +tg %T } satisface la ecuacion

28— 3324+ 2722 —-3=0
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+ctg 5, *ctg %ﬂ, +ctg %T } satisface la ecuacion
32% — 2721 + 3322 —1=0

sen =, +sen 2777, +sen 37“ } satisface la ecuacion

H_

6425 — 1122* + 5622 — 7 =0

+ cosec 7, Fcosec 27”, +cosec 37” } satisface la ecuacion

725 — 562% + 11222 —64 =0

tg 56, 19 %7 —tg 7_76r’ —tg 13,1—6?7 tg 133—57 tg 137—(;7 } verifica la

cuacion

|
— — — —

(@)

2% —122° + 324 + 4022 + 322 — 1224+ 1 =0
- { — 19 35, —tg g—g, tg g—g, tg 131_g, —tg g’—g, —tg g—g} verifica la
ecuacion

20 +122° +32% — 40253 +32° +122+1=0

Conclusiones

En este articulo hemos reflexionado acerca del bello aspecto de las raices de ciertas
ecuaciones de tipo estandar, ya que afortunadamente hay lugar para la sorpresa.
Parece bastante obvio que el conocimiento de los métodos para la obtencién de
tales expresiones para el calculo de las raices no se estima hoy en dia, pues al dis-
poner de calculadoras y ordenadores hay un cambio en los métodos de ensefianza-
aprendizaje. Verdaderamente, plantear tales ecuaciones constituye la expresion de
una creencia muy generalizada en la posibilidad de resolverlas solamente por pro-
cedimientos mecanicos de calculo. Sin embargo, nos ha parecido un ejercicio intere-
sante para el lector amante de técnicas inusuales, puesto que es bueno saber analizar
un problema desde puntos de vista diferentes y resolver problemas no rutinarios.
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Abstract

An elementary version of a computer-oriented algebraic method for
automated theorem proving in Fuclidean Geometry is explained in de-
tail. It is specially useful for theorems with many thesis conditions. It
is applied to obtaining simultaneously proofs of several elegant and un-
expected properties derived from the classic configuration of Napoleon’s
theorem for triangles. The difficulties that can arise when applying this
method are illustrated through other suitable examples.

Introduccion

El propésito de este articulo es mostrar otro modo de abordar problemas
geométricos mediante deduccién automatica, lo que no exige, a priori, la
concurrencia de “ideas felices”.

Se trata de una técnica algebraica de demostracién automatica especial-
mente util en caso de muchas condiciones de tesis y bastante facil de aplicar.

Esta técnica algebraica solo requiere efectuar operaciones elementales con
polinomios, para llegar a comparar dos ideales, el generado por los polinomios
de hipétesis y tesis con el generado solo por los polinomios de hip6tesis, ambos
relativos a la configuracién geométrica considerada.

*Parcialmente subvencionado por el proyecto TIN2009-07901 del Gobierno de Espana.
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Hasta hace pocos anos estas técnicas algebraicas eran inoperantes, porque
la obtencién de generadores que permitieran realizar dicha comparaciéon re-
quiere de un proceso laborioso y tedioso. Afortunadamente hoy pueden
obtenerse automaticamente con sistemas computacionales de célculo alge-
braico, como Maple, Mathematica, Derive, Cocoa, Singular,...

El lector podra comprobar que la técnica algebraica utilizada en este
articulo es muy sencilla de aplicar y no requiere conocimientos informaticos
previos. Esto no significa que el computador vaya a ejecutar automaticamente
el desarrollo de la demostracion automadatica. La labor a efectuar por el
usuario no es trivial, ya que requiere realizar un planteamiento apropiado
del problema, lo que no es obvio. En la Seccion 2 se explica detalladamente
el método, precedido de una descripcién de cémo expresar en términos al-
gebraicos las relaciones geométricas usuales entre elementos de una configu-
racion.

El método de demostraciéon automatica tratado en este articulo tiene la
ventaja de que permite verificar conjuntamente todas las condiciones de tesis,
en vez de una a una (como se ha de hacer por otros métodos algebraicos de
demostraciéon automética [1, 2, 3]). Lo aplicaremos a demostrar un teorema
relativo a nuevas propiedades de la configuraciéon de Napoledén, en que se
prueban simultaneamente 14 condiciones de tesis.

El inconveniente del método de demostraciéon automatica considerado en
este articulo estriba en que hay problemas a los que, en principio, parece
no aplicable. Pues bien, en las secciones 4 y 5 se indica como superar tales
dificultades, considerando configuraciones geométricas apropiadas al efecto.

Nos consta que hay matematicos reacios al uso de estas técnicas de de-
mostraciéon automatica, sobre todo por aversiéon al computador, por lo que
pondremos énfasis en mostrar que su utilizacién no requiere de conocimientos
informaticos previos.

Finalmente, deseamos hacer notar que con estos métodos no se pretende
jubilar los métodos clasicos de demostracién, sino mas bien complementar-
los con nuevas técnicas, que pueden ayudar a decidir facilmente sobre la
veracidad de un aserto, independientemente de su tratamiento con métodos
clasicos. Ademas, para ciertos problemas a los que no son aplicables métodos
clésicos, como el tratado en [4], son estos los inicos métodos que permiten
abordarlos.
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1 Ejemplo previo introductorio

Antes de pasar a describir el método de modo general, hemos considerado con-

veniente mostrar un sencillo ejemplo ilustrativo de introduccién al método.
El problema geométrico subyacente es la propiedad de las diagonales del

paralelogramo en que se basa esencialmente la equipolencia de vectores libres.

Enunciado: Cada diagonal de un paralelogramo corta a la otra en su punto
medio (Fig. 1).

A B

Fig. 1: Propiedad de las diagonales del paralelogramo

Se consideran coordenadas cartesianas rectangulares en el plano euclideo.

Coordenadas de los puntos considerados

Vértices del cuadrildtero (la eleccion de un vértice como origen de coorde-

nadas y otro en el eje de abscisas no supone pérdida de generalidad):
A=10,0], B=1b0], C=]cl,e2|, U= [ul,u2]

Punto de interseccién de las diagonales: V = [v1, v2]

Condiciones de hipdtesis y sus correspondientes polinomios de hipotesis
Denotaremos por Hi, Hs, Hs, ... a las condiciones de hipdtesis y por hi, ho,
hs, ... a los correspondientes polinomios con cuya anulacién se definen.

Los tres vértices A, B, C del paralelogramo ABCU se suponen libremente
elegidos, con las tnicas restricciones de ser B # A y no ser colineales A, B, C,
de modo que el paralelogramo no sea degenerado.

33



Las dos condiciones siguientes, Hy y Ho, determinan el cuarto vértice U.

H,) UC y AB son paralelas: hy = —b-c2+b-u2
Hy) AU y BC son paralelas: hy =c¢2-ul —u2-cl +b-u2

Las dos condiciones siguientes, Hs y Hy4, determinan el punto V de inter-
secciéon de las diagonales.

Hs) A,C,V son colineales: hg =cl-v2 —c2-vl

Hy) B,U,V son colineales: hy =v2-ul —v2-b—u2-vl+b-u2

Lista de polinomios de hipétesis: listaH = [hy, ho, hs, hy]

Parametros y variables
Parametros (coordenadas libremente elegibles): b, cl1, ¢2
Variables (coordenadas ligadas, condicionadas a los valores de los parametros)
denotando var a la sucesion de las mismas (en el orden elegido):
var = ul,u2,vl, v2

Condiciones de tesis y sus correspondientes polinomios de tesis
Denotaremos por 717,75 a las condiciones de tesis y por ¢1,t2 a los correspon-
dientes polinomios con cuya anulacién se definen.

) VA=VC: t; =—cl?+2-cl vl —c2?2+2-¢c2-v2

T)VB=VU: to=b*—-2-b-vl —ul?2+2-ul -vl —u2?2+2-u2-v2
(Al estar la distancia euclidea dada por una expresién radical y, por tanto, no
polinomial, se han de utilizar cuadrados de distancias, en vez de distancias).

Lista de polinomios de hipdtesis, junto con los de tesis:
listaHT = [hl, hQ, h3, h4, tl, tg]

Polinomios de tesis como combinacion lineal de los de hipotesis
Geométricamente las condiciones Hi, Ho, H3, Hy implican T} y T5, es decir,
las anulaciones de hq, hs, hg, hy implican la anulacién de t1 y to.

Ello invita a plantearse la posibilidad de que t; y t5 pudieran expresarse
como combinacion lineal de los polinomios de hipétesis. Si esto se lograra,
las anulaciones de hq, hs, hg, hy implicarian la anulaciéon de t; y to. Tras
calculos rutinarios, aunque laboriosos, conseguimos encontrar los siguientes

coeficientes multiplicadores:

fl _ 2b-cl?+el1302—cl1202:b—c2-c12-vl1+0v2-cl-¢22— 22 02-b— 23 01+ b-¢23
- b2.c22
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_ (c1?4e2%)02 | _ 234c2-c1?2—2-cl-b-c2 . _ 1?2422
=" P f3 = b-c22 Ja= 0

tales que f1-hy + fo-ho+ f3-hg+ fa-hg =t7.

De modo analogo, también t5 se puede expresar como combinacién lineal
algebraica de los polinomios de hipétesis, lo que omitimos por brevedad.

Observemos que fi, fo, f3, f4 pueden ser consideradas como expresiones
polinémicas en las variables ul,u2,v1,v2, cuyos coeficientes son fracciones
racionales en los parametros b, cl, c2.

En términos algebraicos, el conjunto de tales expresiones es un anillo,
respecto de la suma y producto habituales. En particular, el conjunto de
todas las posibles expresiones de la forma g1 - h1 + g2 - ho + g3 - hs + g4 - ha,
donde g1, g2, 93,94 son elementos cualesquiera de dicho anillo, se dice que
forman un ideal de ese anillo, esto es, un subanillo tal que el producto de
uno de sus elementos por otro del anillo pertenece al subanillo (como, por
ejemplo, los multiplos de 3 constituyen un ideal del anillo de los enteros).
Dicho ideal, generado por los polinomios h1, ho, h3, hg, se denota brevemente
por <h1, hz, h3, h4>

Asi pues, la demostracién que se acaba de describir estd basada en la
relacién de pertenencia t1,to € (hy, ho, hs, hs), 0 lo que es equivalente, en
la siguiente igualdad de ideales: (hi,ho, hs, hy,t1,t2) = (h1,ha, hs, hy). Su
dificultad consiste en efectuar los tediosos y largos calculos que llevan a cal-
cular los multiplicadores, f1, fo, f3, f4. Pues bien, esa dificultad evita como
se indica a continuacion.

Abreviacion calculando Bases de Groebner

En un anillo de polinomios, como es nuestro caso, cada ideal admite unos ele-
mentos generadores especialmente sencillos, que constituyen la base candnica
del ideal y se denomina Base de Groebner del ideal. (En la Seccién 2 se da
informacién sobre ellas).

De este modo, comprobar la condicién antes mencionada de igualdad de
ideales (hi, ho, hs, hy,t1,t2) = (h1,ho, hs, hs), queda reducida a comprobar
que ambos ideales tienen la misma Base de Groebner. Pero calcular Bases
de Groebner no es simple, ni breve, por lo que en la practica se calculan con
ayuda de un Sistema de Cémputo Algebraico.

Denotemos por GB1 a la Base de Groebner del ideal generado por los

polinomios de hipétesis y por GB2 a la del ideal generado por los polinomios
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de hipétesis junto con los de tesis. Al calcular GB1 se obtiene:
GBl:=[-2+2-v2,—cl +2-vl,—c2 +u2,—cl + b+ ul]

y al calcular GB2 se obtiene el mismo resultado obtenido para GB1, lo que
implica la igualdad de aquellos dos ideales, es decir, se tiene:

(h1,ho,hs, hy) = GB1 = GB2 = (hy, ha, h3, hy, t1,t2)

En consecuencia, t1,ty € (h1, ho, hs, hy), luego
hi=0ANhy=0ANh3=0ANhg=0 = t1 =0At2 =0
De este modo, el enunciado del comienzo de esta secciéon ha quedado

probado por este método de las Bases de Groebner iguales, que nos ha per-
mitido probar conjuntamente las dos condiciones de tesis.

Nota: En el Anexo (Seccién 6), al final del articulo, se explicita el codigo para
ejecutar los célculos anteriores en un determinado SCA (Sistema de Cémputo
Algebraico), lo que puede servir de guia a los usuarios de otros SCA.

2 Descripcion general del método

Nuestro universo sera el espacio euclideo real de dos dimensiones. Las condi-
ciones geométricas entre los puntos de la configuraciéon considerada en cada
problema se traducen algebraicamente en la anulaciéon de expresiones poli-
nomicas y operando con esos polinomios se llega a decidir la validez de las
proposiciones.

Puntos
Los puntos se consideran como pares ordenados de nimeros reales. El punto
P de coordenadas [pl, p2| se denotard P = [pl, p2].

Distancia

Por necesidad de operar exclusivamente con expresiones polinémicas, no se
consideraran distancias, sino cuadrados de distancia. Dados dos puntos,
P = [pl,p2] y Q = [ql,q2], el cuadrado de la distancia entre ellos se de-
notard por dist2(P,Q), estando su valor dado por la expresién polinémica

(g1 — p1)* + (¢2 — p2)*.

Equidistancia (transporte de segmentos)
La condicién de igualdad de segmentos P() = AB se corresponde con la
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expresién polinémica dist2(P, Q) — dist2(A, B) = (q1 — p1)? + (¢2 — p2)? —
(b1 — al)? + (b2 — a2)?).

Colineacion

La condicién de alineaciéon de tres puntos, P = [pl,p2], @ = [q1,¢2] y
R = [rl,r2], se corresponde con la expresién polinémica (gl — pl)(r2 — p2) —
(42 = p2)(rl — pl).

Paralelismo

La condicién de paralelismo de la recta que pasa por los puntos P = [pl, p2]
y @ = [¢q1, ¢2], con la recta que pasa por puntos A = [al,a2] y B = [bl, b2], se
corresponde con la expresién polinémica (b2—a2)(ql—pl)—(bl—al)(q2—p2).

Ortogonalidad

La condicién de perpendicularidad de la recta que pasa por los puntos P =

[p1,p2] v Q = [ql,q2], con la recta que pasa por puntos A = [al,a2] y
= [b1, b2], se corresponde con la expresion polindmica (b1 —al)(ql —pl) +

(02 — a2)(q2 — p2).

Igualdad de dngulos convexos orientados (transporte de angulos)
Siendo U = [ul,u2], V = [v1,v2] y W = [w]l,w2] tres puntos no alinea-

dos, denotaremos por UVW al dngulo convexo orientado de vértice V', de
lado origen la semirrecta de origen V' que pasa por U y de lado extremo la
semirrecta de origen V' que pasa por W. Asi mismo, siendo P = [pl, p2]
un punto distinto del origen de coordenadas, O, denotaremos por ++OP al
angulo convexo orientado de vértice O, de lado origen el semieje positivo de
abscisas, 21, v de lado extremo la semirrecta de origen O que pasa por P.

Se trata de expresar la condicién de igualdad de angulos convexos orienta-
dos UVW = 2TOP. Dicha igualdad dE\éngulos es equivalente a la igualdad
de sus tangentes, tcm(UT/\W) = tan(zTOP), por la biyeccién existente entre
angulos agudos orientados y ntiimeros reales (al ser tan funcién impar).

Por otra parte, para poder expresar tan(UT/\W) en funciéon de las coorde-
nadas de los puntos U, V, W, basta considerar UVIW como angulo diferencia
UVIW = XVIV — XV VU, donde XVWw representa el angulo convexo orien-
tado de lado origen la semirrecta de origen V', paralela y del mismo sentido
que el semieje positivo de abscisas, y de lado extremo la semirrecta de origen
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V' que pasa por W. Por tanto, teniendo en cuenta que:

p2

— __ 2 — 12
tan(ztOP) = i tan(XVW) = e oe
p

u2 — v2

: tan(XVU) = ol

wl —v
tcm(XT/\W) — tcm(X/V\U)
1+ tan(XVW)tan(XVU)
la condicién de igualdad tcm(UT/\W) = tan(x:aP), se corresponde con la

expresién polindmica: —p2(—wlul + wlvl + vlul — v1? — w2w2 + u2v2 +
v2w2 — v2?) — (—w2ul + w2vl + v2ul + 2wl — u2vl — v2wl)pl

tan(UVWV) =

Simetria central y punto medio
La condicién de ser W el simétrico del punto U respecto del V' (o de ser V
el punto medio del segmento UW) se corresponde con un par de expresiones

polinémicas (para abscisas y ordenadas) a que da lugar la expresién vectorial
OV — (OU + OW), donde OV, OU, OW son los vectores de posicion de los
puntos V,U, W y O = [0, 0] el origen de coordenadas. En consecuencia, dicha
expresién vectorial puede abreviarse asi: V — (U + W).

Area de triangulo

Dados tres puntos no alineados, M = [m1,m2], N = [nl,n2] y P = [pl,p2],
el area orientada del triangulo M N P se define del modo usual, mediante un
determinante de orden 3, que se corresponde con la expresion polinémica:
%(n1~p2—p1~n2—i—m1-n2—m1-p2—|—m2-p1—m2-n1)

Condiciones y polinomios de hipdtesis y de tesis

Las configuraciones geométricas consideradas constan de un conjunto finito
de puntos. Dichos puntos determinan ciertas rectas, segmentos, angulos,...
Entre tales objetos geométricos se verifican ciertas relaciones de igualdad
de distancias, de colineacién de puntos, de paralelismo y perpendicularidad
de rectas, de igualdad de angulos, etc, que se expresan mediante ecuaciones
polinomiales en las coordenadas de puntos de la configuracion, las cuales se
traducen en expresiones polinémicas en esas coordenadas.

De entre estas relaciones, las que se suponen ciertas se denominan condi-
ctones de hipotesis y sus correspondientes expresiones polindmicas se de-
nominan polinomios de hipdtesis. Asi mismo, las relaciones que se pretende
deducir de aquellas se denominan condiciones de tesis y sus correspondientes
expresiones polinémicas se denominan polinomzios de tesis.
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A las n condiciones de hipotesis las denotaremos por Hy,Hs, ..., H, vy
a sus correspondientes polinomios de hipdtesis los denotaremos respectiva-
mente por hi,hs, ..., h,. De modo andlogo, a las m condiciones de tesis las
denotaremos por 11,75, ..., T,, v a sus correspondientes polinomios de tesis
los denotaremos respectivamente por t1,ts, ..., ty,.

Parametros y variables

Consideremos ahora las coordenadas de los puntos de que consta la configu-
racion geométrica. Aquellas coordenadas que pueden ser libremente elegidas
se denominan pardmetros. Las demas, determinadas a partir de aquellas por
las condiciones de hipdtesis, se denominan variables.

Anillo de polinomios de la configuracion

Siendo ¢y, co,...,cs los pardmetros y vi,vo,...,v, las variables, el anillo de
polinomios en las indeterminadas vy, ve, ..., v, con coeficientes fracciones ra-
cionales de los pardmetros, es decir, elementos del cuerpo IR(cy, ca, ..., ¢s), se
denomina anillo de polinomios de la configuracion y se denotard por A, es
decir, A = IR(cy, c2, ..., Cs)[v1, V2, ..., Uy].

Ideales de polinomios de hipotesis y tesis

A partir de los polinomios de hipétesis, hi, ho, ..., h, , se considera el sub-
conjunto de polinomios del anillo A que son combinacion lineal algebraica de
aquellos, es decir, de la forma f1h1+ foho+...4+ frhy , donde f1, fo, ..., frn € A.
Dicho subconjunto de polinomios constituye un ideal del anillo A, que deno-
taremos (hy, ho, ..., hy,). De modo similar, los polinomios de tesis t1,ta, ...,
junto con los de hipétesis, hy, ho, ..., hy,, generan otro ideal del anillo A, que
denotaremos por (hy, ho, ..., hp,t1,to, ..., tm).

El método de demostracion utilizado en este articulo consiste en comparar
el ideal (h1, ha, ..., hp,t1,t2, ..., tm) con el ideal (hy, ho, ..., hy,), para comprobar
si son iguales. En principio, resulta bastante laborioso comprobar si dos
ideales del anillo de polinomios A son iguales. Para comprobarlo de modo
sencillo, lo que se hace en la practica es determinar una base candnica de
ambos ideales, lo que se trata a continuacién.

Bases de Groebner de ideales de un anillo de polinomios

El matematico Wolfgang Groebner, inicié en los anos 30 del pasado siglo la
idea de la determinacién de una base candnica de los ideales de los anillos
de polinomios, lo que permitiria comprobar si dos ideales de un anillo de

39



polinomios son iguales. Posteriormente, en los anos 60 del pasado siglo, el
matematico Bruno Buchberger, alumno de Groebner, disené un algoritmo
para determinar tales bases, en lo que fue su tesis doctoral [7]. En honor a su
maestro, dicha base candnica de un ideal se denomina su Base de Groebner.

Una vez elegido un orden para los monomios y las variables (orden lexi-
cografico y orden dado por la sucesién var), la base de Groebner es tinica para
ese ideal, independientemente de los generadores utilizados para definirlo. No
vamos aqui a transcribir dicho algoritmo, que el lector interesado puede en-
contrar, por ejemplo, en [1, 3, 7, 8]. Por ser bastante laborioso y tedioso
de aplicar, ha sido implementado en casi todos los sistemas de cémputo
algebraico (SCA): Maple, Mathematica, Derive, Cocoa, Singular,... En la
practica, las bases de Groebner de ideales se calculan automaticamente con
cualquiera de esos sistemas computacionales.

Lo que si haremos a continuacién es mostrar un ejemplo sencillo de base
de Groebner con su correspondiente interpretacion geométrica, para tratar
de dar una idea intuitiva de este concepto.

En el anillo de polinomios IR[z, y], consideremos los dos ideales siguientes:

H=(@*+y*—2,2—y); J=@* +y* - 2,9° —2,9> - 1)

Respecto del orden lexicografico (x,y), es decir, z anterior a y, ambos ideales
resultan tener la misma base de Groebner, (1 — y?, z — y), lo que indica que
ambos ideales son iguales (el mismo). Y, en efecto, el elemento x —y del ideal
H, resulta pertenecer a J, ya que puede expresarse como combinacion lineal
algebraica de elementos de J:

r—y=0-(®+y*=2)=10-(y’ —2) +y- (v - 1)

y los elementos (y®> — z) e (y> — 1) de .J, resultan pertenecer a H, ya que
pueden expresarse como combinacion lineal algebraica de elementos de H:

y?’—xz%-y-(w2+y2—2)—%'(y-(ﬂs+y)+2)-(ﬂs—y)

1 1
yol=o @ty =2) = o (@t y)(r-y)

Hagamos una rapida interpretacién geométrica del ejemplo anterior (Fig. 2).
Los dos polinomios considerados para generar H corresponden respectiva-
mente a una circunferencia de radio 2 y una recta, cuyos puntos comunes
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son (1,1) y (—=1,—1). Los tres considerados para generar J corresponden a
la misma circunferencia, la cibica y> —x = 0 y el par de rectas y = +1,
cuyos puntos comunes vuelven a ser (1,1) y (—1,—1). Por dltimo, los dos
considerados para generar la base de Groebner comtun a ambos corresponden
a la recta y — x = 0 y al par de rectas y = 1, cuyos puntos comunes vuelven
aser (1,1) y (—1,—1). Pero esta ultima es la forma més simple de describir
algebraicamente el subconjunto del plano consistente en esos dos puntos.

x=y"3

[ -
/

y—i

Fig. 2: Interpretacion geométrica

Una mas amplia informacion sobre interpretacion geométrica de Bases de
Groebner puede encontrarse en [6].

Comprobacion de la 1qualdad de las Bases de Groebner
Para comprobar si son iguales el ideal (hy, ho, ..., hp,t1,t2, ..., tm) , generado
por los polinomios de hipétesis y los de tesis, y el ideal (h1, ho, ..., hy,) , gene-
rado por solo los polinomios de hipdtesis, basta comprobar si son iguales sus
respectivas bases de Groebner.

Denotando GB(J) a la base de Groebner del ideal J, se trata pues de
ejecutar los tres pasos siguientes:

i) calcular GB((h1, ha, ..., hy)) con ayuda del SCA utilizado
ii) calcular GB({(h1, ha, ..., hy,t1,t2, ..., ty)) con ayuda del SCA utilizado
iii) comprobar GB({h1,ha,...;hn)) = GB({h1,ha, ..., hp, t1,t2, ..., tm)).

Este dltimo paso suele ejecutarse automaticamente con el comando de eva-
luacion booleana de que disponen muchos SCA.

Si en el paso iii) la respuesta es afirmativa, entonces puede asegurarse que
las condiciones de tesis son consecuencia de las de hipétesis. En efecto, el paso
iii) implica la igualdad de ideales (h1, ho, ..., hyp) = (h1, ho, ...y hpy 1, to, o b)),
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luego cada uno de los polinomios de tesis, t1, to, ..., t;, pertenece al ideal ge-
nerado por los polinomios de hipétesis. Por tanto, t1, to, ..., t,, pueden expre-
sarse en la forma t; = f;, - h1 + —I—flmz “hi; fi; € A i=1,..,m, de donde
se sigue: hy =0ANhy =0A...ANh, =0 = t1;=0Ata=0A...A1, =0,
es decir, las n condiciones de hipdtesis implican las m condiciones de tesis.

Pasos del proceso de demostracion por Bases de Groebner iguales
En resumen, el proceso descrito, consta de estos pasos:

1) elegir el sistema de referencia y nombre de la coordenadas

2) definir los polinomios de hipotesis

)
)
3) definir los polinomios de tesis

4) distinguir pardmetros y variables, eligiendo un orden de estas ltimas
5) calcular la Base de Groebner del ideal de polinomios de hipdtesis

6) calcular la Base de Groebner del ideal de polinomios de hipdtesis y tesis
7) comprobar la igualdad de ambas Bases de Groebner.

En la practica, excluido el primer paso, los demas, y en particular los
Pasos 5 y 6, se ejecutan con la ayuda de un SCA. En el Anexo (Seccién 6)
se muestra un ejemplo de como ejecutar cada uno de ellos.

Advertencias: Las condiciones de hipétesis y tesis, han de introducirse me-
diante expresiones polinomiales, tnicas admisibles por los métodos alge-

braicos de demostracién (que no admiten expresiones no polinomiales: ra-
dicales, trigonométricas, ...). Por otra parte, hay problemas geométricos de
configuracion a los que, en principio, este método parece no ser aplicable,
pero que son evitables, como se vera en las secciones 4 y 5.

Nota: Para ampliar informacién sobre deducciéon automatica usando Bases
de Groebner, puede verse [8].

3 Triangulo de Napoleén: nuevas propiedades

El clésico teorema de geometria elemental llamado Teorema de Napoleén
afirma: Dado un tridngulo cualquiera orientado, ABC, si sobre cada uno
de sus lados se construye un tridngulo equildtero exteriormente, es decir, de
orientacion opuesta a la de ABC (Fig. 8), entonces los centros, M, N, P,
de esos tres triangulos equildteros, ABC’, BCA’ y CAB’, son vértices de otro
triangulo equilatero de la misma orientacion que ABC. Si, por el contrario,
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los triangulos equildteros se construyen interiormente, es decir, de la misma
orientacion que la de ABC, esto es, solapados con ABC (Fig. 4), entonces
los centros, M’, N°, P’, de los tres triangulos equildateros, ABC”, BCA” y
CAB”, que asi resultan, son también vértices de otro tridngulo equildtero de
orientacion opuesta a la de ABC.

En el primer caso a MNP se le denomina tridngulo de Napoleon exterior
y en el segundo caso, a M’N'P’ se le llama tridngulo de Napoledn interior.

i Cl Bll

Fig. 3: Tridngulo de Napoleon exterior  Fig. 4: Triangulo de Napoledn interior

Nuevas propiedades de la configuracion de Napoleon para triangulos, des-
cubiertas por N. Grunbaum [5] con un sistema de geometria dindmica, han
sido probadas recientemente por N. Dimitrov [11] con métodos de geometria
sintética. Vamos a desarrollarlas algo mas con el método de la Seccion 2.

Enunciado 1: Sea ABC un tridngulo arbitrario, cuyo centroide o baricentro
es denotado por G. Sobre cada uno de los lados de ABC' se construye ex-
teriormente (no solapado con ABC') un tridngulo equildtero, de lado igual
a dicho lado de ABC, obteniendo tres tridngulos equildteros ABC', BCA' y
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CAB’, cuyos respectivos centros son denotados M, N y P. Los puntos medios
de los lados A’B', B'C',C" A" son denotados J, K, L, respectivamente. Estos
tres puntos permiten considerar los tridngulos JKB, KLC y ALJ, cuyos re-
spectivos centroides son denotados D, E, F. Entonces, se tiene:

i) el triangulo MNP es equildtero, siendo G su centro

i1) los triangulos JK B, KLC y ALJ son equildteros

ii1) el tridngulo DEF es equildtero, siendo G su centro (Fig. 5).

B},

Fig. 5: Propiedades de puntos del triangulo de Napoledn exterior
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El siguiente enunciado es similar al anterior, pero ahora construyendo
interiormente (solapado) un tridngulo equildtero sobre cada lado de ABC.

Enunciado 1’: Sea ABC' un triangulo arbitrario, cuyo centroide o baricentro
es denotado por G. Sobre cada uno de los lados de ABC se construye inte-
riormente (solapado con ABC') un triangulo equildtero, de lado igual a dicho
lado de ABC, obteniendo tres tridngulos equildteros ABC"”, BCA" y CAB”,
cuyos respectivos centros son denotados M', N' y P’. Los puntos medios de
los lados A" B", B"C",C" A" son denotados J', K', L, respectivamente. Estos
tres puntos permiten considerar los tridngulos J K'B" K'L'C" y A"L'J’,
cuyos respectivos centroides son denotados D', E', F'. Entonces, se tiene:

i) el tridngulo M'N'P' es equildtero, siendo G su centro

ii) los tridngulos J'K'B", K'L'C" y A"L'J" son equildteros

iii) el triangulo D'E'F' es equildtero, siendo G su centro (Fig. 6)

_4C

Fig. 6: Propiedades de puntos del triangulo de Napoledn interior
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Comencemos observando que, fijados B y C, los puntos A’ y A” vienen
simultaneamente determinados por las mismas condiciones polinémicas, tra-
duccion de las condiciones geométricas: A'B = A'C = ABy A”B=A"C =
AB. Lo mismo ocurre para los puntos B’ y B” y, también, para los puntos
C'" y C". Por ello, vamos a probar simultdneamente los enunciados 1y 1’.
Posteriormente separaremos las coordenadas de los puntos involucrados en
cada uno de los dos enunciados.

Coordenadas de los puntos considerados inicialmente

Con objeto de tratar simultdneamente los enunciados 1 y 1/, en principio de-
notaremos por A", B".C",G,J,K,L,D, E, F tanto a estos puntos del Enun-
ciado 1, como a sus correspondientes en el Enunciado 1°.

Vértices del triangulo ABC: A = [0,0], B = [1,0], C = [c1, 2] (la eleccién
de un vértice como origen de coordenadas y otro en el eje de abscisas no
supone pérdida de generalidad). Centroide de ABC: G = [g1, ¢2]

Terceros vértices de los triangulos equilateros construidos sobre los respec-
tivos lados BC,CA, AB: A’ = [d'1,d'2], B’ = [V/1,V/2], C' = [1, 2]

(Los puntos medios, J, K, L, de los lados de A’ B’C’ serédn definidos més ade-
lante, en aras de la brevedad).

Los centroides de los respectivos triangulos JK B, K LC, LJA son los puntos:
D =[dl,d2], E = el,e2|, F =[f1, f2]

Condiciones de hipotesis y sus correspondientes polinomios de hipotesis
Como venimos haciendo, denotaremos por Hi, Hs, Hs, ... a las condiciones de
hipotesis y por hi, ha, hs, ... a sus correspondientes polinomios de hipdtesis.
Las dos condiciones siguientes, Hy y Hs, determinan el tercer vértice C’ del
tridngulo equildtero ABC”:

H,) C'A=AB

Hy) C’A=C'B
Las dos condiciones siguientes, H3 y Hy, determinan el tercer vértice A’ del
tridngulo equildtero A’BC":

Hs) A/\C=A'B

Hy) A'BC = C"AB definida mediante tan(C’TEB) = tan(A’/B\C)
(De acuerdo con lo indicado en la Seccién 2, la igualdad de dos angulos con-
vexos orientados se equivalente a la de sus tangentes).
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Las dos condiciones siguientes, Hs y Hg, determinan el tercer vértice B’ del
tridngulo equildtero AB'C:

Hs) B’A = B'C

Hg) B'CA = A'BC definida mediante tcm(BTC’\A) = tan(A’/B\C)
Las dos condiciones siguientes, Hy y Hg, determinan el centro N del tridngulo
equildtero BC A’

H;) NA'=NB
Hg) NC=NB
Las dos condiciones siguientes determinan el centro P del tridngulo C AB':
Hy) PB' = PA
Hyp) PC = PA

Las dos condiciones siguientes determinan el centro M del tridngulo ABC":

Hyp) MC'=MA

Hi2) MB=MA
Las dos condiciones siguientes, Hi3 y Hi4, determinan el centroide o bari-
centro G del tridngulo ABC'.:

Hy3) G,C y el punto medio del segmento AB son colineales

Hy4) G, Ay el punto medio del segmento BC' son colineales
Definimos J, K, L como respectivos puntos medios de los lados A’B’, B'C’,
C'A’ del tridngulo A'B'C":

J=1A+B); K=iB+C); L=1(C'+4)
Las dos condiciones siguientes, Hi5 vy Hig, determinan el centroide D del
triangulo JK B:

His) D, J y el punto medio del segmento K B son colineales.

Hig) D, K y el punto medio del segmento JB son colineales.
Las dos condiciones siguientes, Hi7 v Hig, determinan el centroide E del
triangulo K LC"

Hy7) E, K y el punto medio del segmento LC son colineales.

Hig) E, Ly el punto medio del segmento KC son colineales.
Las dos condiciones siguientes, Hig9 v Hsg, determinan el centroide F' del
triangulo LJA:

Hyg) F, L y el punto medio del segmento JA son colineales.

Hy) F,J y el punto medio del segmento LA son colineales.

Lista de polinomios de hip6tesis: listaH = [h1, ho, hs, ha, hs, he, h7, hg, hg, hio,
hi1, hia, h13, hia, has, hae, hi7, has, hig, hao]
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Parametros y variables

Parametros (coordenadas libremente elegibles): c1,c2

Variables (coordenadas ligadas, condicionadas a los valores de los parametros)
en el orden elegido, denotando var a la sucesiéon de las mismas:

var =a'l,d’2,0'1,b'2,d1, 2, m1, m2,n1,n2,pl,p2, 91, g2,d1,d2,el,e2, f1, f
Por tanto, el anillo de polinomios de la configuracién es: A = IR(cl, ¢2)[ol, 02,
al,a2,b1,b2,cl,c2,ml,m2,nl,n2, pl,p2,gl,92,dl,d2,el,e2, f1, f2]

Condiciones y polinomios de tesis

Como venimos haciendo, denotaremos por 17,75, T3, ... a las condiciones de

tesis y por ty,t2,t3, ... a sus correspondientes polinomios de tesis.

Las dos condiciones siguientes, T y 15, verifican que M N P sea equilatero:
T)) NP=MN
To) MP = MN

Las dos condiciones siguientes, T3 y Ty, verifican que G sea centro de M N P:
T5) GP =GM
Ty) GN =GM

Las dos condiciones siguientes, Ty v Tg, verifican que JK B sea equilatero:
T5) JK = KB
Ts) JB = KB

Las dos condiciones siguientes, 17 vy Ty, verifican que K LC' sea equilatero:
T:) KL =KC
T3) LC = KC

Las dos condiciones siguientes, Ty y 119, verifican que LJA sea equilatero:
Ty) LJ =LA
Ty) JA=LA

Las dos condiciones siguientes, 111 y 112, verifican que DFEF' sea equilatero:
Ty1) DF = DE
Ty2) FE = DE

Las dos condiciones siguientes, T3 v T14, verifican que G sea centro de DEF':
Ti3) GD = GE
Tyy) GF =GE

Lista de polinomios de hipétesis y tesis:
lZStaHT — [h17 h27 h37 h’47 h57 h67 h77 h87 h97 h’107 h117 h127 h137 h147 h157 h167 h'177
h187 h197 h207 tla t27 t37 t47 t57 t67 t77 t87 t97 t107 tll; t127 t137 t14]
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Demostracion por el método de Bases de Groebner iguales

Denotemos por GB1 a la Base de Groebner del ideal generado por ListaH
y por GB2 a la del ideal generado por ListaHT. Respecto del orden lexi-
cografico y el orden de variables dado por la sucesion var, resulta:
GBl1=[3-c¢22~1+2-cl—cl?—24-f2-c2+48- 22, —c1> — 22 + 1+ (4-cl —
4)-f1+4-f2-¢2,3-¢2—2-c2-c1+(4-c1—4)-e2—4-f2,-2-cl+4-el—1,c2—
2:c2-cl+(4-cl—4)-d2+4-f2-cl,—cl®>—cl+2+c22+(4-c1—4)-dl —4- f2-
c2,—c2+3-g2,—cl—14+3-g1,c2—2-c2-cl+(2-cl1 —2)-p2+4- f2-cl, —cl®>+
cl+e224+(2-c1—2)-pl —4-f2-¢2,-2- f2+4+n2, —cl2 - 22 +1+(2-¢c1 —2)-
nl4+4-f2-¢2,c2+(2-c1—2)-m2—4-f2,—1+2-m1,3-c2+(2-c1—2)-'2—12-
f2,=1+42:c1,c2—4-c2-cl+(2:¢1—2)-b'2+12- f2-cl,cl —cl1?+3-¢2? +(2-cl —
2)-0'1—12-f2-¢2,c2—6- f24+0a'2, —c1?+1—-3-¢2?+(2-c1 —2)-a'1+12- f2-¢2)]
Al calcular GB2 se obtiene el mismo resultado obtenido para GB1, lo que
implica que el ideal generado por la lista de polinomios lista HT sea igual al
ideal generado por la lista de polinomios listaH. Por tanto, los polinomios
t1,t2,...,t14 pertenecen al ideal generado por los polinomios de hipdtesis,
luego las 20 condiciones de hipdtesis implican las 14 condiciones de tesis.

En consecuencia y de acuerdo con lo indicado inmediatamente después
de la Fig. 5, los resultados contenidos en los enunciados 1 y 1’ han quedado
probados por este método.

Cdlculo de coordenadas de los puntos considerados en los enunciados 1 y 1’

Resolviendo el sistema de ecuaciones polinomiales de hipdtesis respecto de
las variables, se obtienen las soluciones en funcién de los parametros, cl y c2.
Naturalmente se obtienen dos soluciones, una correspondiente al tridngulo de
Napoledn interior, es decir, a los puntos A”, B”,C", M',N', P', D' | E', F':

'l — \/52'02—1—%_‘_%7a//2:@+%_\/7§7b”1:@+ﬁ

_VoCa 5

o /3l 2 nmy 1 no _ /3 1M1 o _ /3
62——764—%,01—5,02—7,ml—i,mQ—?,
n’:%+%—\/§6'02,n’2:‘/§’6'01+%—‘/7§,p’1:%+\/§6'02,
p/2:_\/§(’361+%791:%+%792:%7

d'l = V3:cl®—v3-c1?+c1?.c24+v/3-c1:c22—6-c2-c1 —3:v/3-c1+6-v/3+¢29 +/3-¢22 ~3-c2
4(v/3-¢1243-v/34+/3-¢22-3-4/3-c1—3-¢2) ’
d'2 — —3-c143-c12—2-v/3-cl-c2—c134+3-1/3-c24¢23-v/3—cl-c2% +-¢1%1/3-c2—3-¢22
4(v/3-¢1243-v/34+/3-¢22—-3-4/3-c1—3-¢2) ’
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11 _cl |1 19 —v/3-¢242:v/3-cl-c24+cl—6-c2>
el=%+7 €2 4(v/3-c1—3-c2) ’

1 = V3:c13+42:v/3-¢12—c1?-c24v/3-c1-¢2% —4-¢2-c142v/3-c1 —4-c2+/3—234+2-1/3-¢2?
4(—3-c24+/3-c14++/3-c124+/3-¢224/3) ’

#19 = —1-4-¢22+4¢13+42v/3-c24+¢23-v/3+c1-c22+12-/3-¢2
4(—3-c2+v/3-c1+v/3-c12++/3:¢224+/3)

y la otra correspondiente a los puntos A, B',C’, M, N, P, D, E, I, es decir,
al tridangulo de Napoledén exterior:

dl=Y52 4G4 ], 2=V QP pl= ViR g

2 2 2

19— V3el 2 g _1 9 _ V3 _1 _ _ V3
b2=Y5=+5,cl=5,cd2=-%, ml=5, m2=—-%,

_cl 1 V32 _ A3l | 2 V3 _cl _ \/3e2
nl=%5+3+%% . n2=-"g"+5+%,pl=% %",

_ V3Bl | 2 _ 1, ca _ 2
PR=—+5,9l=35+%,92=7%,
dl = — V3:cl®+v3-c1?4c1?.c2—v/3-c1:¢22 —6-c2:c1 +3-v/3-c1—6v/3+¢2% —/3.¢2° 3.2

4(—+/3-¢12—3-/3—1/3-¢224-3-/3-c1—-3-¢2) ’

d2 — —3-c143-c1242:v/3-cl-c2—c13-3-/3-c2—c23-v/3—c1-¢22 —c12-/3-c2—3-c2?

B 4(—/3-c12—3-v/3—/3:¢224-3-v/3-c1—3-¢2) ’

_cl 1 _ /3:¢2—2-1/3-cl-c2+cl—6-c2?
el = 5 T D €2 = 4(—/3-c1—3-c2) ’

f1= _ V/3:c13-2v/3-c12—c1?.c2—/3-c1-c2% —4-¢2-c1—2-v/3-c1 —4-c2—/3— 234+ 2./3.¢2?
4(—3-c2—V/3-c1—+/3-c12—+/3-c22—+/3) ’

f2 = —1-4-¢2%4¢13-2v/3-c2—c23-v/34cl-c22—c1%./3-c2
4(—3-c2—/3-c1—/3-c12—/3.c22—/3)
Propiedades que relacionan puntos de las configuraciones exterior e interior
En todo lo precedente de esta seccidon, se ha tratado conjuntamente con las
configuraciones exterior e interior de Napoleén. Ello es consecuencia del
modo en que se han tenido que introducir las condiciones de hipétesis y tesis,
tratando de traducirlas mediante expresiones polinomiales.

Pero también hay propiedades que relacionan ciertos puntos de la con-
figuracién exterior de Napoleén con otros de la interior. Para probar estas
propiedades hemos de separar las coordenadas los puntos de las configura-
ciones exterior e interior, haciendo uso de las expresiones de las coordenadas,
en funcién de cl, 2, obtenidas en el punto anterior. En el siguiente enunciado
se consideran propiedades de ese tipo.

Enunciado 2: De acuerdo con la notacion utilizada hasta aqui, se verifican
(Fig. 7):
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vii) D, E, F son los respectivos puntos medios de los lados M'N', N'P", P’ M’
del tridngulo M'N'P’

viii) D', E', F' son los respectivos puntos medios de los lados M N, N P, PM
del triangulo M N P

iz) el drea (orientada) de ABC' es igual a la suma algebraica de las dreas de
los tridngulos de Napoledn MNP (exterior) y M'N'P’" (interior)

z) el drea (orientada) de ABC' es cuatro veces la suma algebraica de las dreas
de los triangulos FDE (exterior) y F'D'E’ (interior).

Cl

Fig. 7: Propiedades que relacionan a ambos triangulos de Napoleon
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Demostracion

vii) Se prueba mediante anulacién de ambas coordenadas en las tres expre-

siones siguientes, relativas a vectores de posiciéon de puntos:
(M'"+N')Y—2-D — [0,0] (D es punto medio del lado M'N’)
(N'+PY+2-E — [0,0] (F es punto medio del lado N'P’)
(PP+M')+2-F — [0,0] (F es punto medio del lado P'M")

viii) Se prueba de modo similar a la del apartado anterior:
(M+N)—2-D' — [0,0] (D’ es punto medio del lado M N)
(N+P)+2-E' — [0,0] (E es punto medio del lado NP)
(P+M)+2-F' — [0,0] (F’ es punto medio del lado PM)

iz) Aplicando la expresién habitual del drea orientada del tridngulo de vértices
dados por sus coordenadas, mediante un determinante de orden 3, se com-
prueba la anulacion de la expresion:

area(N, P, M) + area(N', P',M') — area(A,B,C) — 0
z) De modo similar, se comprueba la anulacién de la expresién siguiente:
area(A,B,C) — 4 - (area(F',D',E') + area(F,D,E)) — 0

4 Una dificultad superable: condicion de tesis al-
gebraicamente inseparable

En algunos problemas, al traducir las condiciones geométricas de hipétesis
a términos algebraicos, resulta que estas implican otra, u otras, condiciones
de tesis algebraicamente ligadas a la condicién de tesis prevista en princi-
pio. Mas precisamente, el ideal generado por los polinomios de hipdtesis no
incluye al polinomio de tesis, pero si a su producto por otro polinomio o poli-
nomios (entonces el polinomio de tesis no es irreducible y el ideal generado
por él ya no es primo). En tal caso, al ejecutar la demostracién automatica
resultan distintas las dos bases de Groebner. Afortunadamente se trata de
una dificultad superable. Basta considerar como polinomio de tesis al pro-
ducto de los correspondientes a cada una de las condiciones que aparecen
algebraicamente ligadas a la que se pretendia considerar inicialmente.

Veamoslo reflejado en un problema clésico: el Teorema de Euler relativo
a la distancia incentro-circuncentro de un triangulo (Fig. 8).

52



Enunciado: Siendo R y r los respectivos radios de las circunferencias cir-
cunscrita e inscrita en un tridngulo, la distancia, d, entre su incentro y su
circuncentro viene dada por la relacion d*> = R(R — 2r).

Coordenadas de los puntos considerados inicialmente

Vértices del tridngulo ABC: A =[0,0], B =[b,0], C = [cl, 2]

Incentro I de ABC' y sus proyecciones ortogonales, U, V, W, sobre los lados
de ABC' (puntos de contacto de los lados con la circunferencia inscrita):

I =1il,i2], U = [ul,0], V = [v]1,02], W = [wl, w2]

Circuncentro del tridngulo ABC: O = [ol, 02]

Fig. 8: Distancia d del incentro I al cicuncentro O

Condiciones de hipotesis y sus correspondientes polinomios de hipotesis
Como venimos haciendo, denotaremos por Hy, Hs, Hs, ... a las condiciones de
hipétesis y por hi, ha, hs, ... a sus correspondientes polinomios de hipétesis.
El circuncentro de ABC equidista de A y B y también equidista de A y C:
H)) B = TA
H,) IC = TA
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Los puntos V, W estan en los respectivos lados BC, C'A del triangulo ABC"
Hs) V, B, C son colineales
Hy) W, C, A son colineales
(La condicion de alineacién de U, A, B es consecuencia de la anulacién de la
segunda coordenada de U)

Los puntos U, V, W son proyecciones ortogonales del incentro sobre los res-
pectivos lados AB, BC,CA del triangulo ABC:

Hjs) IU y AB son ortogonales

Hg) IV y BC son ortogonales

H7) IW y C'A son ortogonales

Por estar el incentro en la bisectriz del angulo A, ha de ser AU = AW, y por
estar también en la bisectriz del &ngulo B, ha de ser BU = BV:

Hg) AU = AW

Hy) BU = BV
Al radio OA de la circunscrita lo denotamos por R, al radio IU de la inscrita
lo denotamos por r y a la distancia OI la denotamos por d:

Hyy) AO =R
Hll) 12=r
Hi,) IO =d

Lista de polinomios de hipotesis:

listaH = [hy, ha, hs, hq, hs, he, h7, hs, ho, h1g, hi1, h12] =

[ —2-b-0l,c1> —2-cl-0l + 22 —2-¢2-02,b-c2—b-v2 —vl-c2+v2-
cl,—wl-c24w2-cl,b-ul—b-il,cl-vl—cl-1l—b-vl4+b-114+c2-v2—c2-
i2,cl-wl—cl-il4+e2-w2—c2-i2,ul? —wl? —w2?, ul?—2-b-ul —v1?>+2-b-
vl —v2% 0124+ 022 — R%,i2—1r,012 —2-01-il +i1% + 022 — 2- 0212 + 422 — d?]

Parametros y variables
Parametros (coordenadas libremente elegibles): b, cl, ¢2
Variables (coordenadas ligadas): var = ol,02,ul,vl,v2, wl, w2,il,i2, R,r,d
Anillo de polinomios de la configuracion:
A = R(b,cl,c2)]ol,02,ul,v],v2, wl, w2,il,i2, R,r,d]

Condiciones y polinomios de tesis
Como venimos haciendo, denotaremos por 73 a la condicion de tesis:
T) d*> = R(R — 2r)
y por t1 a su correspondiente polinomio de tesis: t| = R- (R —2-r) — d?
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Lista de polinomios de hipdtesis y tesis:
listaHT = [ha, ha, h3, ha, hs, he, bz, hs, ho, h1o, h11, hia, 1]

Intento fallido de demostracion por Bases de Groebner iguales

Denotemos por GB1 a la Base de Groebner del ideal generado por ListaH y
por GB2 a la del ideal generado por ListaHT. Respecto del orden lexicogra-
fico de la sucesion var, se obtienen sendas listas de polinomios, que omitimos
por su longitud excesiva. Realmente, basta que el SC'A calcule ambas bases
de Groebner, no siendo preciso que exhiba los resultados, bastando realizar
la evaluacion de la igualdad GB1 = GB2. En nuestro caso, el resultado es
negativo, es decir, GB1 # GB2.

Buscando la causa del fracaso

LEs que no es cierto el Teorema de Euler relativo a la distancia incentro-
circuncentro? Para responder a esta cuestion, consideremos, en particular,
el tridngulo ABC de datos b = 3,c¢l = 2,¢2 = 1. Resolviendo, con ayuda del
SCA, en este caso particular, el sistema de las nueve primeras condiciones
de hipétesis (excluyendo las tres tltimas, las que definen R, 7, d), respecto
de las nueve primeras variables ol, 02, ul,v1,v2,wl, w2,:1,:2, se obtienen 4

soluciones, cuyas expresiones son demasiado largas para ser transcritas aqui,
pero cuya evaluacion aproximada con 3 digitos resulta ser:

[0l = 1.50,02 = —.500,u1 = 1.08,v1 = 4.33,v2 = —1.38, wl = —1.01, w2 =
—.504,i1 = 1.08,i2 = —4.67], [ol = 1.50,02 = —.500,ul = 1.92,v1 =
2.16,v2 = .84,wl = 1.82,w2 = .89,il = 1.92,i2 = .6], [ol = 1.50,02 =
—.500,ul = 3.32,v1 = 2.9,02 = .1,wl = 2.8,w2 = 1.5,il = 3.32,i2 = .6],
[0l = 1.50,02 = —.500,ul = —.325,v1 = .626,v2 = 2.35,wl = .287, w2 =
144,i1 = —.325,i2 = 1.42]

Facilmente se comprueba que corresponden a la inscrita y las 3 excritas.
. Por qué? La causa de haber obtenido las excritas junto a la inscrita parece
clara. El punto I se ha determinado no a partir de AU = AW y BU = BW,
sino a partir de AU? = AW? y BU? = BW?, que también conviene a los
tres excentros, ademas del incentro.

Distancia excentro-circuncentro para una excrita

Un Sistema de Geometria Dinamica puede ayudarnos a relacionar facilmente
los radios de una circunferencia excrita y de la circunscrita con la distancia
entre sus centros. En la Fig. 9 se muestra que, para el tridngulo fijo con-
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siderado en ella, no sélo se verifica la formula de Euler, sino también una
relacion parecida entre la distancia, d’, del circuncentro O a un excentro, F,
y los radios R y r’ de la circunferencia circunscrita y la excrita de centro
E. Concretamente, en ese tridgngulo se verifican: R> —d> —2r - R =0y
R?> —d? 4+ 21" - R=0. ;Sera ello cierto en general para la inscrita y para las
tres excritas?

R=6,0d4 cm

r=2,18 cm

d=3,18 cm

d2-R-(R-2-r) = 0,00 cm?
r=3,61cm
d'=8,95cm
d'2-R-(R+2-r") = 0,00 cm?

Fig. 9: Distancia d' del excentro E al cicuncentro O

Nueva expresion para el polinomio de tesis

Como ya se ha comentado, los métodos algebraicos de demostraciéon au-
tomatica sélo admiten expresiones polinémicas, por lo que se han de con-
siderar cuadrados de distancia, en vez de distancias. Como consecuencia, al
pasar de las condiciones geométricas AU = AW y BU = BW, a las corre-
spondientes expresiones polinémicas, no hemos podido separar el incentro de
los excentros.
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Ello nos invita a considerar simultaneamente las dos relaciones obtenidas
en el ejemplo anterior para d y d’, lo que induce a probar como polinomio de
tesis el producto de ambos polinomios. Asi pues, denotando también por 7 y
d al radio de la excrita y la distancia excentro-circuncentro, respectivamente,
tal polinomio de tesis sera:

to=(R?*—d*—2rR)- (R?> —d*+2rR) = (R? — d*)? — 4r*R?

y la nueva lista de polinomios de hipétesis y tesis:
listaHT2 = [hy, ho, hs, ha, hs, he, h7, hg, hg, h1o, h11, hi2, t2]

Nueva demostracion por Bases de Grebner iguales
Denotando por GB3 a la Base de Groebner del ideal generado por Lista HT'2,
tras la evaluacion booleana de la igualdad GB1 = GB3, el resultado es
afirmativo, es decir, GB1 = GB3.

Notemos finalmente que, de este modo, se han probado simultaneamente
las relaciones d*> = R(R — 2r) y d* = R(R + 2r), para las distancias del
circuncentro al incentro y a los excentros, respectivamente.

5 Otra dificultad superable con una potencia en-
tera del polinomio de tesis

En el siguiente problema se manifiesta otra de las dificultades que pueden
surgir al tratar de ejecutar una demostracion automatica. Que en el problema
geométrico subyacente, exista un punto, P, definido por dos lineas con un
contacto de orden mayor que 1 en P. Ello implica un incremento del grado en
el correspondiente polinomio de hipétesis (que ya no genera un ideal primo,
sino primario, dicho en términos algebraicos).

Afortunadamente se trata de una dificultad también superable, consis-
tente en sustituir el polinomio de tesis por una potencia del mismo de expo-
nente entero suficientemente grande.

Para mayor sencillez, veamoslo reflejado sobre un problema muy simple,
relativo a dos circunferencias tangentes entre si y su punto comin, en el que
tienen un contacto de orden 2.

Enunciado: FEl punto de interseccion de dos circunferencias tangentes exte-
riormente estd en su recta de centros (Fig. 10).
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Coordenadas de los puntos considerados
Centros, A y B, de las circunferencias y punto P de tangencia:
A =la,0], B=1[b,0], P=[pl,p2]

Fig. 10: Circunferencias tangentes exteriormente

Condiciones de hipotesis y sus correspondientes polinomios de hipotesis
Como venimos haciendo, denotaremos por Hi, Ho, H3 a las condiciones de
hipétesis y por hi, he, hg a sus correspondientes polinomios de hipdtesis.
H,) P esta en la circunferencia de centro A y radio r: hl = dist2(P, A) — r
Hs) P estd en la circunferencia de centro B y radio R: h2 = dist2(P, B) — R?
H3) La distancia entre centros es r + R: h3 = dist2(A, B) — (R +1)?

Lista de polinomios de hipétesis: ListaH = [h1,h2,h3] = [a® —2-a - pl +
p12 +p22 — 12 b2 —2-b-pl +p1?+p22 - R2 b —~2-b-a+a®>— R*—2-R-r —1?

2

Parametros y variables

Pardmetros (coordenadas libremente elegibles): a,r, R

Variables (coordenadas ligadas): var = b, pl, p2

Anillo de polinomios de la configuracién: A = IR(a,r, R)[b, p1, p2]

Condiciones y polinomios de tesis

Como venimos haciendo, denotaremos por 7T} a la condicién de tesis y por t;
a su correspondiente polinomio de tesis:

T1) El punto P esta en la recta de centros, AB: t; =p2-b—p2-a

Lista de polinomios de hipétesis y tesis: listaHT = [hy, ho, hs, t1]

Intento fallido de demostracion por Bases de Groebner iguales
Denotemos por GB1 a la Base de Groebner del ideal generado por ListaH
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y por GB2 a la del ideal generado por ListaHT. Respecto del orden lexi-
cografico de la sucesién var, se obtienen sendas listas de polinomios:
GB1 = [p2%,—r?+pl2—-2-a-pl+a*>, R-a+b-7+ (—R—r)-pl]
GB2=[p2,—r?+pl12—2-a-pl+a*>,R-a+b-r+ (—R—7)-pl]
De un vistazo se observa que difieren en su primer elemento, p2? # p2 (o,
si se prefiere, ejecutar con el SCA la evaluacién booleana de la igualdad de
bases, el resultado es negativo, es decir, GB1 # GB2).

Buscando la causa del fracaso
Geométricamente el punto P esta en la recta AB. Entonces, jpor qué han
resultado distintas las Bases de Groebner? El hecho de que las dos circun-
ferencias tengan un contacto de orden 2 en P se traduce algebraicamente en
aumento del grado de uno de los polinomios de hipétesis.

Pero geométricamente P, A, B deben ser colineales. Esta condicién se va
a traducir algebraicamente, no en que t; pertenezca al ideal que generan los
polinomios de hipdtesis, sino en que pertenezca alguna de sus potencias en-
teras. Concretamente, en nuestro ejemplo, va a bastar elevar ¢1 al cuadrado.
En efecto, tomando como lista de polinomios de hipdtesis y tesis:

listaHT2 = [hl, hg, h3, (tl)z]
y denotando por G B3 a la Base de Groebner del ideal generado por Lista HT'2.
respecto del orden lexicografico de la sucesion var, resulta inmediatamente
GB3 = GB1, y en consecuencia h; = 0,hy = 0,h3z = 0 implican (t1)? = 0.
Ahora bien, por ser IR(a,r, R)[b, p1, p2] dominio de factorizacién tnica, y por
tanto domino de integridad, (¢1)? = 0 implica ¢t; = 0.

En resumen, en caso de algin contacto de orden mayor que 1, basta
sustituir la condicién ¢; = 0 por (¢;)" = 0, para algin exponente entero
suficientemente grande, n > 1.

Nota: Para ampliar informacion sobre la cuestion considerada en esta seccion,
puede verse [9].

6 Anexo: automatizacion de calculos con un SCA

En la practica, las demostraciones por el método de Bases de Groebner iguales
se ha de realizar con la ayuda de un SCA que permite automatizar los calculos
y, en especial, calcular Bases de Groebner.
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Para que sirva de ejemplo, en esta seccién vamos a transcribir el cédigo
correspondiente al problema tratado en la Seccién 1, usando el SCA Maple.

Pero antes, comencemos definiendo los procedimientos auxiliares corres-
pondientes a las operaciones geométricas consideradas en la seccion 2, los
cuales permiten traducir a términos algebraicos las condiciones de hipotesis
y tesis con comodidad (aunque, naturalmente, pueden no ser usados).

Procedimientos auxiliares
Procedimiento cuadrado de distancia entre dos puntos, U y V:
dist2:=proc(U,V)
(VI11-U1 D) *=(V[1]1-U[11)+(v[2]-U[2])*(V[2]-U[2])
end:

Procedimiento de equidistancia entre los puntos U y V' y los puntos W e Y,
es decir, dist(U,V)=dist(W,Y):
equiDist:=proc(U,V,W,Y)
expand( dist2(U,V)-dist2(W,Y) )
end:
Procedimiento de paralelismo de las rectas UV y WY
paral:=proc(U,V,W,Y)
(Y[2]-W[2])*(V[1]-U[11)-(Y[1]-Ww[11)*(V[2]-U[2])
end:
Procedimiento de ortogonalidad de las rectas UV y WY
ortog:=proc(U,V,W,Y)
(YI1I-W1D)*=(V[11-Ul1D)+(Y[2]-w[2])*(V[2]-U[2])
end:
Procedimiento de colineacion de tres puntos, M, N y P:
colinea:=proc(M,N,P)
(N[1]-M[1])*(P[2]-M[2])-(N[2]-M[2])*(P[1]-M[1])

end:

Procedimiento simétrico del punto U respecto del V' (rotacion de 180):
simetr:=proc(U,V)
2xV-U
end:
Procedimiento transporte o igualdad de dngulos orientados UV = @P,
mediante la traduccion algebraica de la igualdad tan(UT/\W) = tan(xTOP):
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equiAng:=proc(U,V,W,P)
local v,w,tgl,tg2:
v:=-P[2]/P[1]:

if U[1]=V[1] then RETURN( (W[2]-V[2])+(W[1]-V[1]) ) fi:

tgl:=(U[2]-v([2])/(U[1]-V[1]):

if W[1]1=V[1] then RETURN( (U[2]-V[2])-(U[1]-V[1]) ) fi:

tg2:=(W[2]-V[2])/(W[1]-V[1]):
w:=normal ( (tg2-tgl)/(l+tgl*xtg2) ):

expand ( numer (v) *denom(w) -numer (w) *denom(v) )

end:

Procedimiento area de tridngulo de vértices los puntos M, N, P (que requiere

la carga previa del paquete de Algebra Lineal):
with(LinearAlgebra):
areatri:=proc(M,N,P)

(1/2)*Determinant (<< 1,M[1],M[2]>I< 1,N[1],N[2]>]|< 1,P[1],

P[2]>>)
end:

Ejecucion de los cdlculos del problema de la Seccion 1
Reinicio del sistema:

restart:
Coordenadas de los puntos considerados:

A:=[0,0]: B:=[b,0]: C:=[cl,c2]: U:=[ul,u2]:

Polinomios de hipétesis, denotados hl, h2,...:
h1:=paral(U,C,A,B):
h2:=paral(A,U,B,C):
h3:=colinea(A,C,V):
h4:=colinea(B,U,V):
listaH:=[h1,h2,h3,h4]:

Variables:
var=ul,u2,vl,v2

Polinomios de tesis, denotados t1,t2:
t1:=dist2(V,A)-dist2(V,C):
t2:=dist2(V,B)-dist2(V,U):
listaHT:=[h1,h2,h3,h4,t1,t2]:

61

V:=[vl,v2]:



Comparacion de ambas Bases de Groebner:

with(Groebner) :

GB1 := Basis( listaH, plex(var) ):

GB2 := Basis( listaHT, plex(var) ):

evalb(GB1 = GB2); — true
Al ser afirmativa la respuesta a la evaluacién de la igualdad GB1 = GB2
(con el comando evalb), la demostracién ha concluido con éxito.

Nota: Los autores ofrecen a los lectores interesados el cédigo Maple de todos
los problemas desarrollados en este articulo.

Conclusiones

El método desarrollado es una versién elemental muy féacil de aplicar. Con-
siste en comparar la base de Groebner del ideal generado por los polinomios de
hipotesis y tesis con la del ideal generado solo por los polinomios de hipdtesis
y permite verificar simultdneamente numerosas condiciones de tesis, de ma-
nera automatica.

Ha sido aplicado a probar simultaneamente varias propiedades de la con-
figuracién de Napoledn, la mayoria bien conocidas y algunas novedosas.

En principio, el método parece no aplicable en casos en que las condi-
ciones de tesis se traduzcan algebraicamente en ideales no primos, pero en
las secciones 4 y 5 se explica como superar esas dificultades.

El método es también aplicable a problemas propios de espacios euclideos
de dimensién mayor que 2, como los considerados en [10].
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