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Convocatoria de la 
Asamblea General Ordinaria de 2011 

     Se convoca la Asamblea General Ordinaria de la Sociedad “Puig Adam” de  
Profesores  de Matemáticas  correspondiente al año 2011  para el sábado día 14 
de mayo de 2011, en los locales de la Facultad de CC. Matemáticas de la Univer-
sidad Complutense de Madrid, Ciudad Universitaria, a las 11:30 en  primera 
convocatoria y a las 12:00  en segunda, con el siguiente: 

ORDEN DEL DIA 

1. Lectura y aprobación, si procede, del acta de la sesión anterior. 

2. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad. 

3. Informe del Tesorero. Presentación y aprobación, en su caso, de las cuentas de 
ingresos y gastos. 

4. Elección de nuevos cargos directivos, si procede. 

5. Asuntos de trámite. 

6. Ruegos y preguntas. 

Nota sobre el recibo anual 

   Al igual que el pasado curso, durante el presente curso 2010-2011, el recibo 
anual del curso se ha pasado en noviembre de 2010, porque la Federación de So-
ciedades Matemáticas requiere cerrar cuentas antes de fin del año.  

     Recordamos a nuestros socios que, como ya se dio cuenta en el Acta de la 
Asamblea 2009, publicada en el nº 82 de nuestro Boletín, la cuota global anual de 
49€ ya incluye los 30€ correspondientes a la Sociedad (por la que se recibe nues-
tro Boletín), y los 19€ correspondientes a la Federación (por la que se recibe la 
revista Suma).  

La Junta Directiva 
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XXIX Concurso de Resolución de Problemas 
convocado por

la Sociedad "Puig Adam" de Profesores de Matemáticas y el 

Colegio de Doctores y Licenciados en Filosofía y Letras y en Ciencias

BASES DEL CONCURSO 

Primera: Los alumnos podrán participar en el Concurso en tres niveles:  

     a) Primer nivel: alumnos de 3º de E.S.O. 
     b) Segundo nivel: alumnos de 4º  de E.S.O. 
     c) Tercer nivel: alumnos de 1º Bachillerato  

Segunda: Las pruebas consistirán en la resolución de Problemas de Matemáticas 
(los mismos para todos los concursantes de un mismo nivel) y se realizarán en la 
mañana del sábado 11 de junio del 2011 a partir de las 10 horas en la Facultad de 
Matemáticas de la Universidad Complutense de Madrid. 

Tercera: A los mejores de cada nivel, se concederán diplomas y premios.  

Cuarta: Los Centros que deseen presentar alumnos (hasta un máximo de seis) 
deberán realizar la preinscripción antes del día 20 de Mayo del 2011, dirigiéndose 
por correo electrónico, carta o fax al presidente de nuestra Sociedad: 

   Prof. Javier Etayo Gordejuela 
  Departamento de Algebra 
   Facultad de Ciencias Matemáticas 
   28040-Madrid            Fax: 91 394 4662 
                          Correo electrónico: jetayo@mat.ucm.es

En la preinscripción no es preciso hacer constar los nombres de los alumnos se-
leccionados. Si algún centro desea presentar más de seis alumnos, debe solicitarlo 
antes de la fecha mencionada anteriormente.  

Quinta: Los centros entregarán a los alumnos que envíen, credenciales individua-
les en las que se haga constar que han sido seleccionados por su excepcional 
aprovechamiento en Matemáticas, así como el curso en que están matriculados en 
el año académico 2010-2011.
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X Concurso Intercentros de Matemáticas 

El penúltimo sábado de noviembre de cada año es una fecha importante en la 
Facultad de Matemáticas de la UCM. Si alguien quiere observar simultáneamente 
talento, entusiasmo, nerviosismo y alegría, debería pasarse ese día por la Facultad. 
No es muy común ver a más de 400 adolescentes derrochando todo eso. 

Todo ello es posible gracias a la actitud encomiable de muchos profesores 
que, además de preparar a sus estudiantes durante el curso para estas actividades, 
dedican toda la mañana del sábado a vigilar las pruebas, sin reconocimiento algu-
no por parte de la Administración, ni puntos para sexenios ni traslados ni, 
ciertamente, ningún sobresueldo por echar horas fuera de su horario. 

La Sociedad Puig Adam organiza, junto con la Facultad de Matemáticas de la 
UCM, desde hace 10 años el Concurso Intercentros. Como ya ocurrió el año pasa-
do, se permite que los centros que lo deseen puedan presentar dos equipos, es 
decir, un total de 12 estudiantes. En la última edición, celebrada el 20 de noviem-
bre de 2010, nos juntamos 72 equipos, pertenecientes a 52 centros, es decir, 432 
estudiantes pasaron la mañana del sábado pensando y disfrutando con las Mate-
máticas.

En nuestra página podéis ver los enunciados de los problemas que se les pro-
pusieron. Hubo un problema que se les resistió. Era del nivel de Bachillerato 
(Nivel III), y eso que había estudiantes especialmente brillantes, algunos “medalla 
de oro” en la última edición de la Olimpiada Matemática Española.  

Por si tenéis curiosidad, ahí va:

Cuatro vehículos A, B, C y D parten desde puntos diferentes, y cada 
uno de ellos con velocidad constante, por la misma carretera. Los vehículos 
A, B y C van en el mismo sentido mientras que D circula en sentido contra-
rio.

Si A pasa a B a las 8:00  y a C a las 9:00, D se cruza con A a las 10:00, 
con B a las 12:00  y con C  a las 14:00, ¿a qué hora adelantó B a C?

     Al final, como siempre, unos lo hicieron mejor que otros. Aquí tenéis la lista 
de centros y estudiantes ganadores.  
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     He aquí los 10 primeros Centros:  

1  Colegio Alemán A  56,5
2  IES San Juan Bautista B  49,9
3  IES Ramiro de Maeztu B  47,6
4  Liceo Francés A  41
5  Colegio SEK Ciudalcampo A  40,5
6  Colegio Retamar A  40,1
7  Colegio Fray Luis de León A  39,8
8  Colegio San José del Parque A  37,2
9  IES Alameda de Osuna B  37
10  IES Ramiro de Maeztu A  36,3

    Ganadores individuales:  

Nivel I (1º, 2º ESO) 

PRIMERO Roberto Nares Alcalá 2º ESO IES Herrera Oria 

SEGUNDO Carlos Caro Álvarez 2º ESO SEK El Castillo 

Nivel II (3º, 4º ESO) 

PRIMERO Miguel Barrero 3º ESO IES Alameda de 
Osuna  

SEGUNDO  Guillermo Pascual Pérez 3º ESO Colegio Fray Luis 
de León  

Nivel III (Bachillerato) 

PRIMERO Xi Chen 1º Bach. IES Vallecas 1  

SEGUNDO  Pablo Boixeda 2º Bach. Colegio Alemán  

Y el año que viene, a disfrutar otra vez. Penúltimo sábado de noviembre. 

Joaquín Hernández  

Comité organizador del Concurso Intercentros 
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Fase Local de la XLVII Olimpíada Matemática
Española en los distritos de Madrid 

por María Gaspar 

    En el fin de semana del 21 y 22 de enero tuvo lugar en la Facultad de  Matemá-
ticas de la UCM la fase local de la XLVII Olimpiada Matemática Española. En 
ella participaron ciento treinta estudiantes, previamente seleccionados en la fase 
cero, celebrada a finales del pasado mes de noviembre. En el próximo número del 
Boletín daremos a conocer los nombres de los nueve ganadores, representantes de 
la Comunidad de Madrid en la Fase Nacional de la Olimpiada, que tendrá lugar en 
Pamplona el último fin de semana de marzo.  

Primera sesión: viernes 21 de enero de 2011 

Problema 1 

Los vértices del cuadrilátero convexo ABCD son puntos de una circunferencia de 
centro O. Las diagonales AC y BD del cuadrilátero son perpendiculares. Demues-
tra que los cuadriláteros AOCD y ABCO tienen la misma área. 

Problema 2 

Determina todos los números enteros a, b y c tales que a2 = 2b2 + 3c2.

Problema 3 

Un cuadrado C se recubre completamente con un número entero de cuadrados de 
lado unidad, sin solapamientos. Si uno coloca dentro del cuadrado tantos cuadra-
dos de área 2 como sea posible con los lados paralelos a los lados de C, se pueden 
cubrir las 8 novenas partes del área del cuadrado. Determina todas las posibles 
dimensiones de tales cuadrados C.
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Segunda sesión: sábado 22 de enero de 2011 

Problema 4 

Consideramos un alfabeto de n letras con el que formaremos palabras. Diremos 
que una palabra contiene un palíndromo si un trozo de esa palabra, de más de una 
letra, se lee igual al derecho que al revés. Por ejemplo, la palabra OLIMPIADA 
contiene el palíndromo ADA. Siendo k un entero mayor que 2, determina cuántas 
palabras de longitud k se pueden formar, con nuestro alfabeto de n letras, que no 
contengan ningún palíndromo de longitud impar. 

Problema 5 

Se ordenan los números naturales en forma de tabla triangular, es decir:

   1    

2 3 4

5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16

Diremos que la posición de un número N en la tabla viene dada por dos “coorde-
nadas”: el primer número de la fila en que está N y el primer número de la 
columna en que está N. Por ejemplo, si N = 15, su posición es (10,9). Cuando un 
número N, en la posición (n, m) verifica N = n + m diremos que N está bien colo-
cado en la tabla; así 12 y 14 están bien colocados y 15 no lo está. ¿Está 22011 bien 
colocado? 

Problema 6 

El punto I es el incentro del triángulo ABC. La recta r que pasa por I  y es paralela 
a AB corta a los lados AC y CB en los punto A1 y B2, respectivamente; la recta s
que pasa por I y es paralela a CB corta a los lados BA y AC en puntos B1 y C2 res-
pectivamente; la recta t que pasa por I  y es paralela a CA corta a los lados CB y 
BA en los puntos C1 y A2 respectivamente. Determina el valor de  

CA

AC

BC

CB

AB

BA
212121 ++
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Una introducción a la estructura de grupo de tipo finito 
a partir de unos rosetones grecorromanos 

Eugenio Roanes Macías 

Facultad de Educación, Dpto. de Algebra UCM
roanes@mat.ucm.es

Abstract

     On the base of some dilation invariant Roman mosaic rosettes, found 
in Merida (Spain), simple examples of finitely generated groups are con-
sidered. Some of the groups considered are abelian. In the latter, the 
meaning of torsion coefficients and Betti number appear in a simple and 
intuitive way. The computational simulation of those rosettes is also 
treated. Executing these simulations increases the interest of students in
form preserving transformation when they are applied to rosettes gener-
ated by repeated dilations.   

A la memoria del Prof. Dr. D. Andrés León Maroto, quien con  
sus magníficos textos (de coautor el Prof. Dr. D. Miguel Catalán),  

sus eficaces clases y su calidad humana, supo trasmitirnos, a sus  
alumnos de Bachillerato, interés por el descubrimiento científico. 

Introducción 

Mi afición a la arqueología viene de los tiempos en que estudiaba bachillerato en 
el Instituto de Mérida. Me encantaba colaborar en las fichas de catalogación de 
hallazgos arqueológicos con mi profesor de griego, por aquel entonces, Director 
de Excavaciones Arqueológicas de Mérida. Con su hijo, José Mª Álvarez Martí-
nez, Director del Museo Nacional de Arte Romano, fui coautor de un artículo [1], 
publicado en el número 37 de nuestro Boletín, sobre modelos de grupos de sime-
tría encontrados en mosaicos romanos (o, mejor dicho, grecorromanos, por ser 
habitualmente realizados por artesanos griegos pagados por patricios romanos).  
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  Para ir de la casa en que residía con mis tíos al Instituto recorría yo un sendero, 
que atravesaba un trigal, rodeando al Teatro Romano. En el lugar de ese sendero 
se encuentra hoy el Museo Nacional de Arte Romano y la Casa del Anfiteatro, en 
que se hallan los rosetones punto de partida en este artículo. 
     Un análisis de los rosetones cíclicos invariantes por homotecias nos llevará a 
considerar grupos abelianos de tipo finito, en que aparecen, de modo simple e 
intuitivo, los conceptos algebraicos de coeficiente de torsión y número de Betti. 
     Los rosetones cíclicos y diedrales ya fueron considerados en la última sección 
del citado artículo [1], pero bajo otro aspecto y con otros objetivos. 
     La simulación computacional de rosetones, tratada al final del presente artícu-
lo, permite generar rápidamente rosetones con coeficientes de torsión y motivos 
pictóricos preestablecidos. En nuestra experiencia, esta actividad motiva a los 
alumnos a interesarse por las transformaciones que los dejan invariantes.  

1  Unos rosetones romanos con homotecias aparecidos en Mérida 

Las figuras 1 y 2 muestran fotos de los restos de dos rosetones romanos que se 
encuentran en la Casa del Anfiteatro de Mérida.  

Figura 1 
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Figura 2 

     En ambos rosetones se aprecia un motivo pictórico, que aparece reiterado por 
rotaciones o giros alrededor del centro del rosetón y también por sucesivas dilata-
ciones de centro el del rosetón. Además, en el rosetón de la Figura 2 es simétrico 
por reflexiones de ejes que pasan por el centro del rosetón, lo que no ocurre con el 
de la Figura 1.  
     Estos dos rosetones son representativos de los dos tipos de rosetones existen-
tes, pero en ellos es incómodo apreciar propiedades, por ser tricolores y por tener 
demasiados sectores, además de por su mal estado de conservación. 
     Por ello, vamos a partir de otros dos rosetones con menor número de sectores y 
bicolores. Dos simplificaciones que no afectan al análisis geométrico de los rose-
tones, como se apreciará más adelante.  
     En realidad se trata de las simulaciones informáticas de otros dos rosetones 
invariantes por homotecias reiteradas encontrados en Mérida. En el de la Figura 3, 
el motivo pictórico aparece reiterado por rotaciones alrededor del centro del rose-
tón y por homotecias sucesivas de centro el del rosetón (como ocurre para el de la 
Figura 1) y en el de la Figura 4, además de por las mencionadas rotaciones y 
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homotecias, se aprecian también reflexiones de ejes que pasan por el centro del 
rosetón (como ocurre para el de la Figura 2). 

Figura 3                                                 Figura 4 

     Las simulaciones de los rosetones de las figuras 3 y 4 han sido realizadas con 
el paquete informático Tort-Decó de generación diseños geométricos periódicos, 
cuya descripción abreviada, publicada previamente [2] en el número 37 de nuestro 
Boletín, y posteriormente, como capítulo de libro [3] y como artículo [4], resu-
miendo la Tesis Doctoral del Prof. M. Garbayo Moreno, dirigida por el Prof . E. 
Roanes Lozano.    

2  Dominio y célula de los rosetones con homotecias

Las observaciones mencionadas a propósito del rosetón de la Figura 3 inducen a 
considerar una “región mínima” conteniendo el motivo pictórico, que se reitera 
por rotaciones y homotecias sucesivas, dando lugar a todo el rosetón. Dicha re-
gión mínima podemos considerar que es un trapecio mixtilíneo consistente en el 
sector de corona circular   resultante de la intersección de un sector circular y una 
corona circular, ambas de  centro el punto centro, O, del rosetón. A dicha región 
mínima se la denomina célula del rosetón (región oscura en la Figura 5). 
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     En el caso del rosetón de la Figura 3, el motivo pictórico de la célula consiste 
simplemente en colorear una de las dos partes en que el trapecio mixtilíneo de su 
célula queda dividido por una de sus diagonales (Figura 6).    

O

             

O

Figura 5                                                   Figura 6 

     Dicha célula se reitera girando alrededor del centro del rosetón, hasta comple-
tar una corona circular completa. Naturalmente, el ángulo del sector circular de 
que procede la célula ha de ser divisor entero del ángulo completo (en el sentido 
de que su medida ha de ser divisor entero de 360). 
     Finalmente la corona circular completa se reitera formando sucesivas coronas, 
por homotecias de centro el del rosetón, de modo que dos coronas sucesivas solo 
tienen en común una de sus dos circunferencias borde. 
     En cambio, en el caso del rosetón de la Figura 4, el motivo pictórico de la célu-
la admite un eje de simetría, la bisectriz del ángulo del sector circular originario 
de la célula (Figura 7). De este modo, basta elegir un motivo pictórico en una de 
las dos partes en que la célula queda dividida por su eje de simetría y luego obte-
ner su imagen en la reflexión cuyo eje es el de la citada simetría.  
     A la mínima región a partir de la cual es posible generar el rosetón aplicando 
isometrías del plano, se la suele llamar dominio del rosetón. Así pues, en el rose-
tón de la Figura 4 la célula consta de dos dominios simétricos respecto de una 
recta que pasa por el centro del rosetón, mientras que en el rosetón de la Figura 3 
su dominio coincide con la célula.    
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O

         

A'

A
B

O

B'

Figura 7                                                         Figura 8 

3  Rosetones completos con homotecias 

Hasta aquí se han considerado rosetones reales, construidos sobre el suelo de la 
habitación de una villa romana o dibujados sobre un papel. Su número de coronas 
es finito.

     Pasando ahora del mundo real al geométrico, imaginemos un rosetón para cuya 
generación se dispone de todo el plano euclídeo. Entonces  las coronas del rosetón 
se podrían reiterar indefinidamente, y no solo hacia el exterior, también hacia el 
centro del rosetón. Se lograría así recubrir el plano euclídeo, con sólo considerar 
añadido el punto centro del rosetón. Al rosetón así completado lo llamaremos 
rosetón completo con dilatación.

    Así pues, fijada una célula inicial ABB’A’ (Figura 8), para generar un rosetón 
completo con dilatación, cuyas coronas constan de n células, se podría comenzar 
aplicando a la célula inicial las n-1 rotaciones de centro O y amplitudes respecti-
vas 2j  ; j=1,...,n-1, para completar la corona inicial.  

     A continuación, para generar la segunda corona hacia el exterior, se aplicaría a 
la corona inicial la homotecia de centro O y de razón de homotecia la razón de 
radios externo e interno de la célula, es decir, la razón de segmentos k=OA’/OA.
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Del mismo modo, para generar las siguientes coronas hacia el exterior, se aplica-
ría esa misma homotecia a la última corona obtenida.  
     De modo similar, para generar las sucesivas coronas hacia interior (hacia el 
centro O), a partir de la corona inicial, se aplicarían reiteradamente, de modo aná-
logo, homotecias de razón 1/k=OA/OA’.      
     En caso de rosetón con simetrías axiales, una vez dibujado el motivo pictórico 
sobre el dominio elegido como inicial, la célula que lo incluye se completaría 
aplicando al dominio la reflexión de eje la bisectriz del sector correspondiente a  
esa célula (Figura 7), siendo el resto del proceso el mismo descrito para el caso 
anterior.

 Sólo existen esos dos tipos de rosetones completos, los cíclicos (sin simetrías 
axiales) y los diedrales (con simetrías axiales). La demostración, es inmediata 
consecuencia de la existencia de sólo esos dos tipos de rosetones usuales (sin 
homotecias), como puede verse en tratados de Geometría ([5-8], por ejemplo).  

4  Transformaciones que dejan invariantes los rosetones completos 

4.1 Caso de rosetón completo cíclico con homotecias 

Consideremos, en concreto, el rosetón cíclico de la Figura 3, supuesto completo, 
que consta de 36 sectores.
     Aplicándole la rotación o giro, g, de centro O y amplitud  2 /36, es decir 10 
grados, cada célula se transforma en una contigua, a su izquierda o derecha, de-
pendiendo del sentido de giro elegido. Por tanto, todo el rosetón es invariante por 
g. En consecuencia es también invariante por aplicaciones reiteradas de g, es de-
cir, por las isometrías del grupo de rotaciones que g genera:       

<g> = { I , g , g2 , g3 , … , g34 , g35 }

donde I= g0 es la transformación idéntica o identidad. 
     Por otra parte, fijada una célula inicial, al aplicar al rosetón la homotecia h de 
centro O y razón la razón de radios externo e interno de la célula, es decir, la ra-
zón de segmentos k=OA’/OA (Figura 8), cada corona del rosetón se transforma en 
su contigua externa. De este modo, todo el rosetón es invariante por h. En conse-
cuencia es también invariante por aplicaciones reiteradas de h, es decir, por las 
isometrías del semigrupo {hj | j∈ }, donde es el conjunto de los números natu-
rales, incluido el cero (entendiendo que h0=I).
     Pero, además, al aplicar al rosetón la homotecia h-1, inversa de h,  cada corona 
del rosetón se transforma en su contigua interna. De este modo, todo el rosetón es 
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invariante por h-1. En consecuencia, es también invariante por aplicaciones reite-
radas de h-1. En resumen, el rosetón es invariante por las isometrías del grupo de 
homotecias que h genera:   

<h> ={hj | j∈ }

donde  es el conjunto de los números enteros. 
     Por tanto, este rosetón es invariante por cualquiera de las semejanzas directas  
(que conservan el sentido en el plano euclídeo) que resultan de componer cual-
quier rotación de <g> con cualquier homotecia de <h>.  
     Además, puede probarse que no existe ninguna otra transformación del grupo 
equiforme (esto es, que conserva la forma) en la que este rosetón sea invariante. 
Por lo que puede concluirse que el grupo de semejanzas en las que este rosetón 
cíclico es invariante resulta ser  

<g> Å <h>

donde Å es el símbolo de suma directa (ya que I es el único elemento común de 
los subgrupos <g>  y <h>).
     En términos algebraicos, diremos que se trata de un grupo abeliano de tipo 
finito, ya que es conmutativo y está generado por los elementos g y h.

4.2 Caso de rosetón completo diedral con homotecias 

Consideremos ahora el rosetón diedral de la Figura 4, supuesto completo, que 
consta también de 36 sectores circulares.  
     Comencemos haciendo notar que este rosetón también es invariante por todas 
las transformaciones equiformes mencionadas en la anterior Subsección 4.1. Por 
tanto, de acuerdo con la notación utilizada allí, el rosetón diedral de la Figura 4 es 
invariante, tanto por las 36 rotaciones del subgrupo <g>, como por las infinitas 
homotecias del subgrupo <h>.
     Ahora bien, como se indicó en la Sección 2, en el rosetón de la Figura 4 la 
célula consta de dos dominios simétricos respecto de la recta bisectriz de la célula, 
que pasa por el centro O del rosetón (Figura 7). De ello se sigue que todo el rose-
tón resulte ser invariante en la reflexión de eje dicha recta bisectriz de uno de sus 
sectores circulares y, en consecuencia, lo mismo ocurre para los demás sectores 
circulares del rosetón.  
     Por otra parte, como se visualiza en la Figura 9, es bien conocido que el pro-
ducto de dos reflexiones, s y s’, de ejes secantes, r y r’, es una rotación, g, de 
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centro el punto O de intersección de ambos ejes y amplitud doble del ángulo 
orientado de la recta r hacia la r’.

r

r'

M

M'

A''

B''

C''

D''

A'

B'

C'

D'

O

D

C
B

A

Figura 9 

 Por tanto, siendo s la reflexión de eje la bisectriz de uno sectores del rosetón y 
s’ la reflexión de eje una de sus rectas borde, la composición o producto de ambas 
resulta ser la rotación g, antes mencionada.  
     Ahora bien, siendo el rosetón invariante tanto por la reflexión s como por la 
rotación g, en consecuencia también será invariante por su transformación pro-
ducto

g s = (s’ s) s = s’ (s s) = s’ I = s’

es decir, el rosetón es también invariante por la reflexión cuyo eje, s’, es recta 
borde de un sector.
     Como el mismo razonamiento es válido para cualquier sector del rosetón, re-
sulta que el rosetón es también invariante por las 36 reflexiones cuyos ejes son 
rectas bordes de los sectores del rosetón, además de por las 36 reflexiones cuyos 
ejes son bisectrices de los sectores del rosetón.   
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     En consecuencia, el rosetón es invariante por las 72 reflexiones mencionadas y 
por las 36 rotaciones del subgrupo <g>, pudiendo probarse fácilmente que ningu-
na otra isometría lo deja invariante. 
     Por tanto y como consecuencia de lo indicado anteriormente, el subgrupo de 
isometrías que dejan invariante al rosetón resulta ser el subgrupo <s,g>, generado 
por s y por g, o bien, por dos reflexiones de ejes consecutivos (grupo finito del 
punto O de orden 72+36).
     Finalmente, el subgrupo de transformaciones equiformes que dejan invariante 
al rosetón será pues el de las composiciones de esas isometrías con las homotecias 
anteriormente consideradas, es decir, el subgrupo de tipo finito      <s,g> Å <h>.  
     Este subgrupo no es abeliano, ya que el producto de reflexiones no es conmu-
tativo. Las reflexiones tampoco conmutan con las rotaciones (distintas de I), pero 
si con las homotecias, por ser el centro O de las homotecias incidente con los ejes 
de las 72 reflexiones.

5  Coeficiente de torsión y número de Betti de mosaicos romanos 

Como es bien conocido, todo grupo abeliano de tipo finito es isomorfo (teorema
de estructura) a un grupo de la forma  

b Å t1 Å t2 Å … Å ts

donde cada ti es divisor del siguiente t(i+1). El entero b se llama número de Betti
y los enteros t1, t2, …, ts  se llaman coeficientes de torsión del grupo. 
     En el caso del rosetón completo considerado en la Subsección 4.1, al ser <g>
isomorfo al grupo de clases residuales 36 y ser <h> isomorfo al grupo aditivo 
de los enteros, el grupo de transformaciones equiformes por las que este rosetón 
cíclico es invariante, resulta ser isomorfo al grupo 36Å , o lo que es equivalente, 
al grupo Å 36, lo que, en términos algebraicos, se expresa diciendo que este gru-
po abeliano de tipo finito tiene coeficiente de torsión 36, siendo b=1 su número 
de Betti.
     Notemos como el número de rotaciones que dejan invariante al rosetón con 
dilatación completo cíclico analizado en la Subsección 4.1 justifica el acierto con 
el nombre dado a tal coeficiente (de torsión) de los grupos abelianos de tipo fini-
to.
     Analicemos otros ejemplos extraídos de la rica decoración pictórica reiterativa 
grecorromana.
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Figura 10 

      La Figura 10 muestra un friso romano encontrado en Mérida, donde aparece 
bordeando varios mosaicos. El correspondiente friso completo (con motivo reite-
rado indefinidamente hacia ambos lados) es invariante por la traslación, t, que 
transforma el vértice superior de un triángulo negro en el de otro contiguo y, en 
consecuencia, por todas las traslaciones resultantes de componer reiteradamente t
y su inversa,  t-1, es decir, por todas las traslaciones del grupo <t>={t j| j∈ }, iso-
morfo al grupo aditivo . Como este friso no es invariante por ninguna otra 
isometría, se trata de un grupo abeliano de tipo finito sin torsión, siendo 1 su nú-
mero de Betti. 
.

Figura 11 

     La Figura 11 muestra otro friso romano aparecido en Mérida (y en otras ciuda-
des romanas). El correspondiente friso completo (con motivo reiterado 
indefinidamente hacia ambos lados) es invariante por la traslación, t, que trans-
forma el centro de cada círculo negro en el de otro contiguo y, en consecuencia, 
invariante por todas las traslaciones resultantes de componer reiteradamente t y su 
inversa, t -1, es decir, por todas las traslaciones del grupo <t>={t j| j∈ }, isomorfo 
al grupo aditivo . Pero este friso es también invariante por la rotación g, de 180º 
alrededor del centro O de uno de los círculos negros. En consecuencia, también es 
invariante por la  composición o producto de g por t, que resulta ser la rotación g’
de 180º alrededor del punto medio del segmento de extremos O y el centro de un 
círculo negro adyacente, ya que  g’ g = t  y ,por tanto, 
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t g = (g’ g) g = g’ (g g) = g’ I = g’ 

     Es claro que el subgrupo de isometrías por las que este friso es invariante es 
<t,g> y cabe preguntarse si es, o no, isomorfo a Å 2. La respuesta es negativa, 
ya que g y g’ no conmutan, luego no se trata de un grupo abeliano, por lo que no 
ha lugar a aplicar el teorema de estructura mencionado al comienzo de esta Sec-
ción 5. De otro modo, el subgrupo <t,g> es distinto de la suma directa de 
<t>Å<g>, ya que este último no contiene a g’, por ejemplo. 
    Los frisos y mosaicos invariantes por reflexiones, al no conmutar estas trans-

formaciones, no son abelianos, por lo que tampoco ha lugar a considerar sobre 
ellos el mencionado teorema de estructura. 
    De entre los siete tipos de frisos bicolor existentes (según se prueba en [5-8] y 

se ejemplifica en [1]), los únicos cuyos grupos de isometría son abelianos son los 
invariantes sólo por traslaciones (como el de la Figura 10).   

         

Figura 12                                                      Figura 13 

      La Figura 12 muestra un mosaico periódico romano de Mérida. El correspon-
diente mosaico periódico completo (con motivo reiterado indefinidamente, a 
derecha e izquierda y hacia arriba y abajo) es invariante por dos traslaciones, t1 y 
t2, definidas respectivamente por los vectores AB y AN indicados en la Figura 13, 
por sus inversas, y, naturalmente, por todas las traslaciones resultantes de compo-
nerlas reiteradamente, es decir, por todas las traslaciones del grupo <t1,t2>,
isomorfo al grupo aditivo 2.
     Como este mosaico no es invariante por ninguna otra isometría, se trata de un 
grupo abeliano de tipo finito sin torsión, siendo 2 su número de Betti.
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    Los mosaicos invariantes por reflexiones no son abelianos, al no conmutar 
estas transformaciones, por lo que tampoco ha lugar a considerar sobre ellos el 
teorema de estructura mencionado al comienzo de esta Sección 5.  

     Lo mismo ocurre con los mosaicos invariantes por rotaciones de centros distin-
tos o por reflexiones con deslizamiento. 

    De entre los diecisiete tipos de mosaicos periódicos bicolor existentes (lo que 
se prueba en [5-8] y se ejemplifica en [1]), los únicos cuyos grupos de isometría 
que son abelianos son los invariantes sólo por traslaciones (como el de la Figura 
12).

     Por tanto, de entre los frisos, mosaicos y rosetones periódicos o reiterativos los 
únicos cuyos grupos de isometrías son abelianos de tipo finito con torsión son los 
rosetones cíclicos con dilatación. 

    Analicemos finalmente un último modelo grecorromano de decoración, que 
sugiere otro ejemplo de interés.  

Figura 14 
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     La Figura 14 muestra una fotografía de la Columna de Trajano  (esta vez de 
Roma, situada al Norte del Foro Romano) decorada con un friso helicoidal de 23 
vueltas, representativo de hazañas bélicas de este emperador.  
     Imaginemos que se tratara de una columna completa (ilimitada tanto hacia 
arriba como hacia abajo), con cada vuelta de friso dividida en 4 células (sin sime-
trías), todas de las mismas dimensiones y con el mismo motivo pictórico, e 
iguales todas las vueltas de friso. Tal columna completa sería invariante por el 
movimiento helicoidal, H, resultante de la rotación de eje el del cilindro-columna 
y de amplitud /2 y la traslación de vector paralelo a las generatrices del cilindro-
columna y de módulo 1/4 del paso de rosca del friso helicoidal.  
     El subgrupo de transformaciones equiformes que dejarían invariante tal friso 
completo sería pues el de movimientos helicoidales <H>, obviamente isomorfo 
a Z , luego se trataría de un grupo abeliano de tipo finito con número de Betti 1 y 
sin torsión. 

                     
6  Generación computacional de rosetones con homotecias 

La simulación computacional del proceso reiterativo del dibujo del motivo del 
rosetón facilita la posibilidad de generar rápidamente rosetones con coeficientes 
de torsión y motivos pictóricos preestablecidos.  
     Además, de acuerdo con mi experiencia, esta actividad motiva a los alumnos a 
interesarse por la composición de transformaciones del grupo equiforme que de-
jan invariantes a los rosetones con homotecias.  

Algoritmo de generación de rosetones cíclicos con homotecias 

Input:   número n de sectores,
             razón k de homotecia inicial, 
             número n1 de coronas exteriores a la inicial, 
             número n2 de coronas interiores a la inicial. 
Output:  rosetón cíclico con homotecias de n sectores y 1+n1+n2 coronas 
Steps:
1. Elegir el centro O del rosetón. 
2. Trazar una semirrecta a de origen O.
3. Elegir en la semirrecta a un punto A, distinto de O.
4. Trazar la circunferencia c de centro O y que pase por A.
5. Fijar sobre c el punto B, tal que el ángulo orientado AOB mida 2 /n radianes.      
6. Trazar la semirrecta b de origen O y que pase por B.
7. Trazar sobre la semirrecta a el punto A’ tal que OA’/OA=k.
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8. Trazar la circunferencia c’ de centro O y que pase por A’.
9. Determinar sobre la semirrecta b el punto B’=b  c’.
10. Dibujar en la célula ABB’A’ un motivo pictórico, sin simetrías respecto de 

ejes incidentes con O (Figura 8). 
11. Aplicar n-1 rotaciones consecutivas de centro O y amplitud AOB al motivo 

pictórico de la célula ABB’A’ (y, opcionalmente, a la semirrecta OB), para 
completar la corona circular elegida como inicial.     

12. Aplicar a los n motivos de la corona circular inicial (y opcionalmente a la 
circunferencia c’) n1 homotecias consecutivas de centro O y razón k.

13. Aplicar a los n motivos de la corona circular inicial (y opcionalmente a la 
circunferencia c) n2 homotecias consecutivas de centro O y razón 1/k.

Nota 1: En la práctica, el paso 11 se abrevia aplicando al motivo ya obtenido so-
bre m células consecutivas (m<n) rotaciones de amplitud m·AOB (hasta llegar a 
generar toda la corona circular elegida como inicial).  

Nota 2: Análogamente, el paso 12 se abrevia aplicando al motivo ya obtenido 
sobre p coronas consecutivas homotecias de razón kp (hasta llegar a generar las n1
coronas exteriores a la inicial). Otro tanto puede hacerse para abreviar el paso 13 
(hasta llegar a generar las n2 coronas interiores a la inicial). 

Algoritmo de generación de rosetones diedrales con homotecias

Input: los mismos que para rosetones cíclicos.  
Output: rosetón diedral con homotecias de n sectores y 1+n1+n2 coronas. 
Steps:
1 a 9. Los mismos que en el algoritmo anterior para rosetones cíclicos.
10. Trazar la semirrecta bisectriz v del ángulo AOB.
11. Dibujar en uno de los dominios en que v divide a la célula ABB’A’ (Figura 

7) un motivo sin simetrías respecto de ejes incidentes con O. 
12. Obtener la imagen del motivo pictórico en la reflexión de eje v.
13 a 15. Son los mismos pasos 11 a 13 del algoritmo anterior.  

Nota: En la práctica, una vez dibujado el motivo pictórico sobre m sectores conse-
cutivos (m<n), los pasos 13 al 15 se abrevian aplicando a la unión de los m
sectores, la reflexión de eje una de las rectas que contiene a la semirrecta borde 
del sector unión de esos m sectores. Esta operación puede repetirse hasta llegar a 
grabar el motivo pictórico sobre los n sectores del rosetón con homotecias. En 
particular, una vez generados n/2 sectores consecutivos (si n par) o uno mas la 
parte entera de n/2 (si n impar), bastaría aplicar una sola reflexión 
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Implementación 

De los algoritmos anteriores se desprende que para generar con sencillez roseto-
nes con homotecias, es preferible disponer de un sistema computacional en que 
sea cómodo efectuar rotaciones, reflexiones y homotecias.  
     Por ello, un modo cómodo y rápido de generación de rosetones con homote-
cias consiste es utilizar el paquete Tort-Decó, mencionado al final de la Sección 1. 
Pero, tiene el inconveniente de que, al ser automático, no permite al usuario inter-
venir en el proceso creativo de la generación. 
     Otro modo de generar rosetones con homotecias es aprovechar la Geometría de 
la Tortuga o “Turtle Geometry”, descrita exhaustivamente en [9] e implementada 
en diversos sistemas:

i) en múltiples versiones de Logo, muchas de ellas de dominio público, como 
FMSLogo  [10]; 

ii) en varios dialectos de Prolog, como  SWI-Prolog [11];  
iii) en Turbo-Pascal, desarrollada por el autor de este artículo como coautor 

[12];
iv) en  Maple, desarrollada también por el autor de este artículo como coautor, 

incluida como paquete en Maple V.5  [13], publicada como “reprint” en  [14] 
y aplicada posteriormente en[15]. (La ejecución de transformaciones se abre-
via utilizando el paquete Geometry de Maple o bien como se describe 
detalladamente en  [16]); 

v) en  Mathematica, incluido en el Wolfram Demostration Project [17];  
vi) en DERIVE, desarrollada por el autor de este artículo como coautor [18]; 
vii) en REDUCE, con una interface desarrollada por C. Cotter y publicada en 

[19], donde se cita [14] como bibliográfica. 

     Por último, los Sistemas de Geometría Dinámica (SGD), que hoy están muy 
difundidos y apenas requieren aprendizaje para su utilización, también permiten 
generar con sencillez rosetones con homotecias. Sobre todo si disponen de co-
mandos para aplicar directamente rotaciones, reflexiones y homotecias.  
     En la siguiente Figura 15 se muestra un ejemplo de rosetón con homotecias 
obtenido a partir de la célula inicial ABB’A’, para n=24, n1=2 y n2=6. Ha sido 
generado con el SGD The Geometer Sketchpad [20], que ofrece directamente la 
posibilidad de ejecutar esas transformaciones sobre las figuras elegidas, de entre 
las existentes en el espacio de trabajo.  

 Hay otros muchos SGD con los que se pueden simular rosetones con homote-
cias, siendo preferible utilizar el que se está mas acostumbrado a manejar. Entre 
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los mas difundidos están los siguientes: Cabrí [21],  Geogebra [22],  Cinderella
[23] y Geometry Expressions [24].  

Figura 15 
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Conclusiones

De entre los frisos, mosaicos y rosetones periódicos (con motivos pictóricos reite-
rativos), los únicos, tales que las transformaciones equiformes que los dejan 
invariantes tienen estructura de grupo abeliano de tipo finito con torsión, son los 
rosetones cíclicos con dilatación.  
     Las generación computacional de rosetones con dilatación es muy cómoda con 
un SGD que disponga de comandos que permitan ejecutar fácilmente rotaciones, 
reflexiones y homotecias. 
     Además, según mi experiencia, esa generación computacional motiva espe-
cialmente a los alumnos a interesarse por las transformaciones del grupo 
equiforme y por su composición o producto. 
     Notemos finalmente que el tema tratado en este artículo ha sido motivo de 
estudio bajo otros puntos de vista diferentes, como ya se hizo en [25] y mas re-
cientemente en una parte de [26], y que es generalizable a dimensión cualquiera 
(grupo ortogonal), pero tales consideraciones caen fuera de nuestro propósito de 
ilustración de un concepto algebraico. 
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Abstract

 Some problems about limits in Geometry and Analysis, published 
elsewhere, are revisited in this article.

Introducción 

En este artículo se expone mi visión de diversos problemas sobre límites, que han 
sido publicados en las revistas que se dan como referencia, y que pueden ser en-
cuadrados dentro del marco de la Geometría y del Análisis. 

A.  Límites en los que intervienen elementos de un triángulo 

Problema A1 

Procedencia: Apareció propuesto en Elem. Math. 52 (1997) 1, 37-42 (nº 1117) y 
solucionado en Elem. Math. 53 (1998) 1, 41. 

Enunciado: Consideremos los puntos A(-a,0), B(a,0) y C(0,b) referidos a un sis-
tema de coordenadas cartesiano como los vértices de un triángulo isósceles con  
a>0, fijo y b>0 variable. Denotando ,,, , ISHU yyyy  a las respectivas ordenadas 

del circuncetro,  ortocentro, baricentro e incentro del triángulo  ABC, calcular  

                                 .:lim
3

SU

HU

SI

HI

ab yy

yy

yy

yy

−

−

−

−

→
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Solución
Con el sistema de coordenadas elegido para el triángulo ABC, es claro que, al ser éste 
isósceles, todos los puntos indicados están situados sobre el eje OY y teniendo en cuenta 
que el circuncentro, ortocentro, y baricentro verifican la relación de Euler, será 

                                                       .3=
−

−

SU

HU

yy

yy

Por otra parte, mediante un cambio de escala podemos suponer, sin pérdida de 
generalidad,  que a = 1. Tenemos entonces que  

,
1

b
yH =

y  como 

.
1

1
2byb

y

I

I

+
=

−

obtenemos     

.
11 2

b

b
y I

−+
=

Si llamamos k(b), a la  expresión cuyo límite buscamos, será: 

                                         .
313

21
)(

22

2

bb

b
bk

−−+

−+
=                                                

Multiplicando numerador y denominador por ,21 2 ++ b  y suprimiendo el fac-

tor común  32 −b , de obtiene 

                                              ,
11

1
)(

2b
bk

+−
=

y por tanto, es inmediato que 
1)(lim

3
−=

→
bk

b

lo que soluciona el problema y permite interpretarlo como que los puntos H, S, I, 
U (que en el límite coinciden, al convertirse el triángulo en equilátero) pueden 
interpretarse como una cuaterna armónica infinitesimal.
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Problema A2 

Procedencia: Apareció propuesto en Crux Mathematicorum, Vol. 28, Nov. N.9, 
pág. 286, y la solución, fue dada en Vol. 29, Nov. 9, págs. 320-321. 

Enunciado: Sea ABC un triángulo isósceles con lados constantes a = b y lado 
variable c. Denotemos por m ,w y h la mediana, la bisectriz y la altura medidas 
desde A al lado opuesto, respectivamente. Hallar  

hw

hm

ac −

−

→
lim .

Solución (del estudiante Theodore Choronis). 
Notemos primero que  

22

22

22

22

lim.limlim
hw

hm

hm

hw

hw

hm

hw

hm
ac −

−
=

+

+

−

−
=

−

−

→

ya que   

1lim =
+

+

→ hw

hm
ac

(pues si a = b = c , es m = w = h ). Ahora, sustituyendo las expresiones de m, h,
y w, en función de los lados a, b y c, de un triángulo, y teniendo en cuenta que a
= b, se llega a  

2

222
22

4

)(

a

ca
hm

−
=−

y           

.
)(4

)()2(
22

222
22

caa

cacac
hw

+

−+
=−

Sustituyendo estas expresiones en lo anterior,  llegamos a :

            
.

9

16

)3(

)2(
limlim

22

4

2

22

==
−

−
=

−

−
→→ aa

a

hw

hm

hw

hm
acac

Nota: F. Bellot, hace dos comentarios sobre dos problemas parecidos en la revista 
Gazeta Matemática de Rumanía, en 1993 y en 1994. 
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Problema A3 

Procedencia: Apareció propuesto en Crux Mathematicorum, Vol.30, nº 5, Sep. 
2004, págs. 298-300, y resuelto en Vol. 31. nº 5, Sept.2005, págs. 347-348. 

Enunciado: Sea ABC un triángulo isósceles variable con lados constantes  a = b y 
variable el lado c. Denotamos la mediana, la bisectriz y la altura medidas desde A 
a su lado opuesto, por m, w  y  h  respectivamente. Hallar: 

                                                  .lim
hw

hm
cb −

−
→

Solución (de Li Zhou) 
La condición con que se propuso inicialmente este problema, que el triángulo 
fuese isósceles, no es necesaria. Se supone en lo que sigue que los lados verifican  
a>b>c, donde  c  es fijo. 
     Trazando desde el vértice A al lado BC, la mediana m=AM, la bisectriz w=AE, 
y la altura h =AD, esta última descompone a ABC en dos triángulos rectángulos. 
Aplicando ahora el Teorema de Pitágoras, resulta: 

222 MDhm =−
y por tanto 

                            .
2

hm

MD
hm

+
=−

De modo similar, ..222 EDhw =−  lo que implica 

                                        .
2

hw

ED
hw

+
=−

Además    
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a
MB

+
== ,

2

222

a

bca
cCosBBD

−+
==

luego

,
2

))((

a

cbcb
BDMBMD

+−
=−=

.
)(2

)))((( 22

cba

acbcb
BDEBED

+

−+−
=−=



58

y por consiguiente  

                             .
)())((

)()(

)(

)(
222
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2

2

hmacb

hwcb

hmED

hwMD

hw

hm

+−+

++
=
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+
=
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−

y como    

hwm
cbcb

==
→→

limlim

resulta

                                    
( )( )

.
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)2(
lim

222

4
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c

hw

hm
cb −

=
−

−

→

En el caso  de ser  Â = 90,  resulta

;2lim cacb =→

y por tanto    

                                                  .4lim =
−

−

→ hw

hm
cb

Problema A4 

Procedencia: Apareció propuesto en CMJ, Vol. 28, 1, enero 1996, pág. 68, nº 
595, y resuelto en Vol. 29, 1, enero 1998, págs. 70-71. 

Enunciado: En un triángulo rectángulo cuyos lados son a (fijo), b (variable) y c 
(hipotenusa), denotamos por ,, ba mm  y ,, ba θθ  a las medianas y a las bisectrices 

correspondientes a los lados a y b, respectivamente. Calcular 

                                                 
ab

ab

ab

mm

θθ −

−

→
lim

Solución (de Philip Oppenheimer) 
Eligiendo un sistema de coordenadas tal que sean A =(-1,0), B=(1,0) , C=(x,y),  

donde ,122 =+ yx   y   c = 2,  se tiene  
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             ,22)1(,22)1( 2222 xyxbxyxa +=++=−=+−=
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=
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=
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                .
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x

x
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x
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++

+
=

−+

−
= θθ

Decir que  b tiende a  a   es equivalente a decir que  x  tiende a cero. Como resulta 
un caso de indeterminación del tipo 0/0, se puede aplicar la regla de L’Hopital. 
Considerando las funciones  

                 ,)(,)( abab xgymmxf θθ −=−=

y hallando sus derivadas primeras, evaluadas para x = 0, se tiene: 

                         
.78164.0

)0´(

)0´(
lim ≈=

−

−

→ g

fmm

ab

ab

ab θθ

Problema A5

Procedencia: Apareció propuesto en CMJ, Vol. 31, 1 (enero 2000), págs 62-63, y 
solucionado en el Vol. 32, 1 (enero 2001), pág. 67 (nº 670). 

Enunciado: Sean a y b dos números reales positivos y fijos tales b > a/2, y sea   
ABC  un triángulo cualquiera donde los lados son a=BC,  b = AC. Denotamos 
por  h  la distancia desde el vértice A a la recta BC, con w la longitud del seg-
mento desde A al lado BC que biseca al ángulo BAC. Ya que a y b son números 
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reales fijos, podemos interpretar a ambas w y h como funciones del lado variable 
c. Con esta interpretación, determinar  

                                                ,
)(

lim
2bc

hw

bc −

−

→

como una expresión algebraica en a y b. 

Solución (de Li Zhou) 
Denotando por D el pie de la altura desde A a la recta determinada por el lado BC 
y por E el punto de intersección de la bisectriz de BAC  y BC, sean   

x = BE,  y = EC,  z = ED 

Suponiendo  c > b (argumento análogo se haría para el caso c < b), se tiene: 

.)(

.)(,,,

222

222222

hzxc

hzybhwzx
c

b
yyxa

++=

+−=−==+=

De estas relaciones se deduce que 

.2)(2)(

)(2))(())(( 22
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c

a
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b
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zyxyxyxbcbcbc

+−=+−=

=++−+=−=+−

y de ahí,
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=
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=
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=

Como  .
2

,
a

xbc →→     y  tanto  w como h tienden a 

.
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4 22 ab −

En definitiva,
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→
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B.  Límites en Análisis 

En esta sección exponemos soluciones de problemas sobre límites en Análisis, 
publicados en distintas revistas. 

Problema B1 

Procedencia: Apareció propuesto en la AMM, Vol. 101, 7, ago-sep 2001, pág. 
664, y solucionado en AMM, Vol. 104, 7, págs. 664-665 (nº 10607). 

Enunciado: Calcular 

                  
.0

)12....(31

)2(......42
lim >

−++

+++
∞→
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n

n
n

xxx

xxx

n

Solución (proponemos una composición de las soluciones enviadas por David 
Beckwith  y John N. Fitch). 

La suma xxxx
K kS ++++= ....321  se transforma en una suma de Riemann  

para la integral de xttf =)(   en el intervalo de integración [0,1], como sigue: 

.
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+
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+
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Por consiguiente, después de operar se llega a: 
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,1)
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donde
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1
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n
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x
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con lo que
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1
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x
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n
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n
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n
n

n

que es la solución del problema propuesto. 

Comentario: Se han dado además otras tres soluciones de este problema, que su-
ponen generalizaciones. Así, Preben Alsholm añade que el límite propuesto es 1, 
si x=0, y es 0, si x < 0. Por otra parte, Julio Kuplinnsky y Gregory Keselman de-
muestran independientemente que siendo a,b,p,q,x números reales; p,q,x 
positivos; a+p  y  b+q  no negativos, resulta:

>∞

=

<

=
++++++

++++++ −
+

∞→

qpsi

qpsie

qpsi

nqbqbqb

npapapa ba
x

n

xxx
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n

)(2
)1(

0

)(.......)2()(

)(........)2()(
lim

Problema B2 

Procedencia: Apareció propuesto en CMJ, Vol. 23, nº 2 (marzo 2002), pág. 150, 
y solucionado en Vol. 34, nº 2 (marzo 2003), págs. 155-156. 

Enunciado: Hallar las ternas de números reales (p,q,r)  con p>0  y  r distinto de 
cero tales que 

1

1

ln

−− rxqp

x

xx

tenga, o bien un límite finito a la izquierda, o bien un límite finito a la derecha en 
x=1, y  para cada terna calcular el valor del límite. 
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Solución (de William Seaman) 
Siendo f(x)  la expresión dada, se van a demostrar las tres afirmaciones:  

(a) .)(lim0)(lim,0
)ln(

11
+∞==<

−

−→+→

xfyxfentonces
r

qp
Si

xx

(b) .0)(lim)(lim,0
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11
=+∞=>
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−→+→
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r
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xx

(c) .)(lim)1(,0
)ln( 2

1

r
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x
exfentoncesqpdecires

r

qp
Si

+

→

==−=
−

Para ello se considera el cambio de variable ,yex = definiendo la función  

1

ln

)(
−

−

=
ry

qypy

e

y

ee

yg ,

con lo cual se tiene 

.)( )(ln xgexf =

El comportamiento de  f(x),  para x  suficientemente cerca de 1  (a uno u otro la-
do) está determinado por el comportamiento de g(y)  para y suficientemente cerca 
de 0 (a uno u otro lado). 
Ahora, sabemos  que

)()1ln( 2zOzz +=+

y que 

)(
2

1 3
2

zO
z

ze z +++=

con lo que              

[ ]
)(

)(2/).()(ln
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2

222
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yOyqpqp
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+

+−+−
=     . 

De ese desarrollo, si  ,1≠− qp se deduce 
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r

qp
ygy

y

)ln(
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−
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  , 

que no es cero, y de aquí (a) y (b) se siguen de inmediato.   

Si p – q = 1,   
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y de lo anterior,     
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y 2
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probando así (c). 

Problema B3 

Procedencia: Apareció propuesto en la revista de la OEI, Revista Escolar de la 
Olimpiada Iberoamericana de Matemática, esto es, la OIM, nº 23, 2005, proble-
ma nº 111, y resuelto en el nº 24, 2005. 

Enunciado: Si x1, x2, ...,xm, y  son números reales estrictamente positivos, 2≥m ,
natura y si  x>1, real, calcular           
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x
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= = =

∞→

1 1
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Solución (de José Carlos García Barro) 
Sea L el límite buscado. Se va a acotar el radicando, superior e inferiormente, con 
expresiones que tengan el mismo límite, pero que se pueda calcular fácilmente. 
Acotación superior: Puesto que los números ix  son todos estrictamente positivos  
y x > 1, se tiene la desigualdad              

( ) .
11

x

i
x

i

m

i

xm

i
i xxx ≤−

==
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Como, m > 1  y   x > 1, el denominador se acota como sigue: 

                                  ).1(11 −=−≥− −− mmmmmm xxxx                               

Teniendo en cuenta estas dos desigualdades, resulta 
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y  pasando al límite, cuando x  tiende a infinito , se obtiene  
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Acotación  inferior: Sacando factor común y operando, se tiene  
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Entonces, como obviamente  ,xx mmm ≤− resulta:
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Ahora bien, el radicando del segundo miembro de la desigualdad anterior es un 
número real  comprendido entre 0 y 1, que además tiende a 1 cuando x tiende a 
más infinito, debido a que, para cualquiera de los xi , 
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de donde resulta    
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lo que, unido a la desigualdad obtenida anteriormente, implica 

,
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=
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i
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m
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es decir, el  límite pedido es la media aritmética de los números reales xi .

Problema B4 

Procedencia: Apareció propuesto en la revista L´insegnamento Della matematica e 
delle scienze integrate, Vol. 23 B, nº 4, 2000, y resuelto en el Vol. 24B, nº 5, octubre 
2001. 

Enunciado: Demostrar que 
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 con a > 0, un número real y calcular su límite cuando a tiende a 1. 

Solución (de di Stefano Antoniazzi (Treviso)) 
Siendo

;
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1
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axxa
xf
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=
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una sustitución directa demuestra que se tiene  

).(
1 2 xfx
x

f =

y el segundo integrando se puede poner en la forma  
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Se trata de probar que
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La función en cuestión nos garantiza la convergencia de la integral escrita. Susti-
tuyendo    
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 la segunda integral del segundo miembro se convierte en la integral
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 Haciendo ahora el cambio de variable  z=1/x  la integral anterior se transforma en  
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Ahora de (**)  se llega a   

+∞ +∞ +∞

−=
0 0 0

)()()( dxxgdxxfdxxg

que es lo que se deseaba probar. 
     El límite se puede calcular directamente sin dificultad, por el método de des-
composición en fracciones simples de una función racional. Se tiene pues 

1

ln
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=

a

a
I a

y ahora, aplicando la regla de L´Hopital,  resulta  
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1

=
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a
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I
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Abstract

     Our line of research is focused on the applications of computer 
algebra in artificial intelligence, transportation engineering, geometry 
and education. Regarding math education, we believe that connecting the 
mathematical contents to real world topics is a key issue so that students 
feel interested in the subject. We present here an application of graph 
theory to railway networks that can be used in the classroom as 
illustration of the utility of graph theory in real life: evaluating the 
impact of having an unconnected network versus having a connected one.  

1  Introducción 

La enseñanza secundaria en España se está organizando en los últimos tiempos 
en torno al desarrollo de competencias básicas y se está potenciando claramente 
la orientación pragmática de las asignaturas de matemáticas [1].  
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En nuestra opinión, tanto el enfocar la asignatura de un modo utilitario, como 
el ilustrarla con ejemplos tomados del mundo real, es altamente positivo, pues 
refuerza el interés del alumno por la asignatura a todos los niveles educativos. En 
concreto, en enseñanza secundaria, pocos de esos alumnos serán matemáticos de 
adultos, pero seguro que todos se verán en la vida real ante situaciones en que 
tienen que usar sus conocimientos matemáticos. El mundo que nos rodea está 
cada vez más tecnificado y en él cada vez se tiene acceso a más información.  

Nuestra línea de investigación está enfocada a las aplicaciones del álgebra 
computacional en inteligencia artificial, ingeniería del transporte, geometría y 
educación. Con motivo de la reciente inauguración de la línea de alta velocidad 
Madrid-Valencia (18 Diciembre 2010), nos ha parecido oportuno presentar este 
ejemplo de aplicación de teoría de grafos.

2  La red de ferrocarriles de ancho ibérico en España 

2.1  Antecedentes históricos de la red de ferrocarriles de ancho ibérico 

En algunos países como España, la red de ferrocarriles es esencialmente radial. 
Comenzaremos con unas brevísimas pinceladas sobre los antecedentes históricos 
de la red de ferrocarriles de ancho ibérico, que enmarquen tal situación en un 
contexto cronológico. 

En los comienzos del ferrocarril en España [2] (segunda mitad del siglo XIX) 
las líneas se conceden a particulares. No existe una planificación en función de la 
demanda esperada y menos aún una coordinación entre los distintos esfuerzos 
constructivos (salvo en imponer el ancho ibérico, algo mayor que el denominado 
estándar, el común a EEUU y todos los países europeos allende los Pirineos, con 
la excepción de Finlandia y los países que constituían la antigua URSS).

En esa época se contemplan los ferrocarriles de vía estrecha como un com-
plemento de la red principal de ancho ibérico, más económico de construir. 

La falta de visión de la red en su conjunto desaparece con el Plan Guadalhor-
ce, iniciado durante la dictadura del general Primo de Rivera, pero cuyo completo 
desarrollo fue interrumpido por la guerra civil. No se llevó a cabo el desarrollo 
completo del que pretendía completar la red ferroviaria de ancho ibérico con di-
versas líneas [3], varias de las cuales eran transversales (Santander-Mediterráneo, 
Baeza a Lérida por Albacete, Talavera de la Reina a Villanueva de la Serena,…) y 
de las cuales sólo unas pocas se inauguraron (Figura 1). 
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Además, varias de estas líneas en obras (concluidas o casi concluidas) no fue-
ron terminadas o inauguradas (!), pues un préstamo del Banco Mundial, necesario 
para proceder a la dieselización de Renfe, venía condicionado por no poner en 
servicio más líneas presuntamente deficitarias. 

Figura 1: Red de Ferrocarriles en España, 1941  
(Fuente: Fundación de los Ferrocarriles Españoles) 

Los cierres de líneas del año 1985 [4] supusieron el final para varias de las 
pocas líneas transversales que aún subsistían.  

Todos estos avatares han influido negativamente en la ya escuálida red espa-
ñola de ancho ibérico (Figura 2) [3]. Un estudio de la evolución de la 
conectividad de la red española de ancho ibérico 1956-2006 puede encontrarse en 
[5,6].  
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Figura 2: Red de Ferrocarriles en España, 2006  
(Fuente: Fundación de los Ferrocarriles Españoles) 

2.2  Las redes radiales de ferrocarriles interpretadas como un grafo 

Una red puramente radial (conexa) es, desde el punto de vista de la teoría de gra-
fos [7,8], un árbol, en el que las hojas del grafo son los destinos periféricos y el 
nodo central es la raíz del árbol. 

3  La red de ferrocarriles de alta velocidad en España 

A veces, en una gran ciudad existe más de una estación, y dependiendo del desti-
no, se tiene que partir de una estación u otra (Viena, París, Madrid, Londres,...).

Pero un caso extremo lo constituye la situación actual de la línea de alta velo-
cidad de ancho estándar del noroeste de España, con cabecera en Madrid 
Chamartín, que está aislada del resto de la red de alta velocidad de ancho están-
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dar (con cabecera en Madrid Atocha y destinos a Sevilla, Barcelona, Valencia), 
pues los dos túneles existentes entre las dos grandes estaciones madrileñas son de 
ancho ibérico y están próximos a su saturación (no existiendo tampoco vía de 
circunvalación en ancho estándar).

Cuando se prolonguen las líneas previstas en ancho estándar, se tendrá una 
conexión entre ambas subredes por el sur de Francia (!), vía Port-Bou, Cerbere, 
Hendaya, Irún (o viceversa), esto es, recorriendo de lado a lado los Pirineos al 
otro lado de la frontera. Aunque desde el punto de vista topológico ambas subre-
des quedarán conectadas, desde el punto de vista del mantenimiento y la 
explotación, este enlace no es en absoluto útil. Imaginemos, por ejemplo, enviar 
un lento tren amolador por ese itinerario desde Atocha a Chamartín.  

Análogamente, este camino es inútil para un pasajero de un recorrido trans-
versal, al que obviamente le interesa más transbordar a un cercanías o al metro 
para ir a de una estación de Madrid a la otra, aunque pierda mucho tiempo en 
comparación con los tiempos de viaje en los trayectos de alta velocidad, que rea-
lizar la conexión por el otro lado de los Pirineos...  

3.1  La red española de alta velocidad interpretada como un grafo 

Más precisamente, según la teoría de grafos, la red española actual de alta velo-
cidad sería pues un bosque que consta en dos árboles (sus respectivas raíces se 
sitúan en dos puntos alejados de la misma ciudad: Madrid). 

Y, es claro que, tanto desde el punto de vista del servicio al cliente como del 
de la explotación, no basta que el grafo de la red sea conexo para poder asegurar 
que se ofrece un buen servicio (esto es, no sólo interesa que se obtengan caminos
en el grafo, sino que se obtengan caminos “razonables”).  

Los transbordos en la ciudad central no afectan a los recorridos radiales, pues 
se entiende que el pasajero se dirige directamente a la estación correspondiente, 
pero sí afectan gravemente a parte de los recorridos transversales (los que tienen 
que pasar por ambas raíces de los árboles, esto es, los que tienen que cambiar de 
estación).

3.2  Solución trivial al carácter no conexo de la red española de alta velocidad 

La opción de encauzar los trenes de alta velocidad transversales por los saturados 
túneles existentes entre Atocha y Chamartín implicaría dedicar trenes de ancho 
variable para todos los trayectos transversales e instalar cambiadores de ancho a 
ambos lados de los túneles existentes.  
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Sin entrar a considerar los costes económicos de su construcción, la solución 
ideal sería obviamente la de contar con un túnel en ancho internacional entre las 
estaciones de Atocha y Chamartín, que no mejoraría los servicios radiales, pero sí 
los transversales (y facilitaría el transvase de material y por tanto el mantenimien-
to de la infraestructura y del material móvil).  

4  Una conexión directa entre los dos árboles de ancho internacional

4.1  Modelo de estimación del valor añadido de la conexión directa 

Estimaremos a continuación el valor añadido que genera, desde el punto de vista 
del usuario, una nueva conexión corta, como la comentada, entre las respectivas 
raíces de los dos subgrafos de tipo árbol de que consta la red actual de alta veloci-
dad española.

Sean:

• k el porcentaje de los desplazamientos que son radiales en la red de alta 
velocidad (el 100-k por ciento restante será pues transversal),  

• c el porcentaje de desplazamientos transversales que tienen que realizar 
transbordo de la raíz de uno de los árboles a la raíz del otro árbol,  

• t1 el tiempo de transbordo de la raíz de uno de los árboles a la raíz del 
otro árbol,  

• t2 el tiempo de paso de la raíz de uno de los árboles a la raíz del otro ár-
bol, en caso de que los trenes de alta velocidad en recorridos transversales 
fueran pasantes por ambas estaciones  

• mr la media ponderada de tiempo de recorrido de desplazamientos radia-
les,

• mt la media ponderada de tiempo de recorrido de los desplazamientos 
transversales (excluyendo el tiempo de conexión entre estaciones, si éste 
existiera).

     La mejora de tiempos en la conexión entre las raíces de los dos árboles del 
bosque de tiempo t1 (transbordo) a t2 (conexión directa pasante) podría es-
timarse como la disminución de la media ponderada de tiempos medios: 

T1 = (k/100) · mr + (1-(k/100)) · (mt + (c/100) · t1)
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a:

T2 = (k/100) · mr + (1-(k/100)) · (mt + (c/100) · t2)

o, en porcentaje: 

100 · (( T2 − T1) / T1) 

4.2  Ejemplo de aplicación del modelo de estimación del valor añadido de la 

conexión directa 

Consideremos un planteamiento realista, estimado aproximadamente:  

• el 70% de desplazamientos son radiales, 

•  el 40% el porcentaje de los desplazamientos transversales tienen que 
realizar transbordo,  

• 1h es el tiempo de transbordo,  

• 0.25h es el tiempo perdido de estación a estación (raíz de un árbol a 
raíz del otro) por trenes pasantes,

• 2.5h es la media ponderada de tiempo de recorrido de desplazamientos 
radiales,

• 4.5h es la media ponderada de tiempo de recorrido de los desplaza-
mientos transversales.  

Substituyendo estos valores en las ecuaciones de T1 y T2 de la Subsección 4.1, 
resultan las medias ponderadas de tiempos medios: 

T1 = 3.22 

T2 = 3.13 

y el porcentaje de mejora de tiempos medios para todos los trayectos resulta un 
nada despreciable: -2.795 % 

5  Conclusiones 

En nuestra opinión, el realizar un enfoque pragmático de la matemática puede 
hacerla menos árida y más atractiva. Hay multitud de ejemplos que, sin necesitar 
de técnicas matemáticas complejas, permiten presentar casos reales interesantes.  
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Nota

Queremos subrayar que todos los comentarios relativos a la red ferroviaria y las 
estimaciones introducidas en el ejemplo se han llevado a cabo con la mejor volun-
tad de ser imparciales y a partir de la bibliografía citada y los conocimientos de 
los autores. No obstante, no podemos asegurar la inexistencia de errores involun-
tarios. Este trabajo tiene una orientación exclusivamente didáctica (como ejemplo 
de utilidad de la matemática en la vida real).
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Distribución del número de elementos
invariantes en las permutaciones 
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Abstract

    A classroom experience about properties of the number of invariant 
elements of permutations is described in this article. 

Introducción 

Mi instituto participa junto con otros y un colegio de la zona en la organización de 
una Gymkhana matemática para alumnos de primer ciclo de la E.S.O. y los profe-
sores intentamos aportar ejercicios que les puedan motivar y hacer pensar. Con 
este posible fin didáctico se estudia el siguiente juego: 

• En una bolsa se introducen bolas numeradas del 1 al 3. Se sacan sin re-
emplazo y consecutivamente y se gana si aparece una bola cuyo número 
coincide con su orden de extracción. 

• Después de ver con qué frecuencia ocurre esto se podría hacer lo mismo 
aumentando el número de bolas.  

Si consideramos la variable aleatoria ξ  = “Número de coincidencias de la bola 

con su orden de extracción” entonces se gana cuando   0 < ξ .
     Tras observar que la mencionada variable es también  “Número de elementos 
invariantes en las permutaciones de orden n” se estudia su función de distribu-
ción. Es decir ( ) ( )kpk,np =ξ=   en las permutaciones de orden  n. Por 
ejemplo, en la permutación  (  2  4  3  1  5  )  el orden es n = 5  y los elementos 
invariantes son el  3  y el   5,   en este caso pues   k  =  2. 
     Naturalmente en todo lo que sigue  1 ≤ n , pues el orden de la permutaciones 
es siempre mayor o igual a  1. Por generalizar las fórmulas, en alguna ocasión 
será n = 0. 
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1  Probabilidad de que al menos un elemento sea invariante 

Si suponemos que el número de bolas es  n = 4  entonces 

( )
!!!!!

!·C!·C!·C!·C
p ,,,,

4

1

3

1

2

1

1

1

4

0123
0 44342414 −+−=

−+−
=ξ<

En general para n  bolas es

( ) ( ) ( )
==

+
−

−=
−

=ξ<
n

i

in

i

i

!i!i
p

11

1 11
0

Y la probabilidad del suceso contrario es 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
===

−
=

−
+=

−
−−=ξ<−==ξ

n

i

in

i

in

i

i

!i!i!i
pp

011

11
1

1
1010

Éste es el desarrollo limitado a  n + 1  términos de  e-1 . 

Hallemos unos cuantos valores de p( 0 < ξ  ) y representemos gráficamente:    

      n 1 2 3 4 5 6 ... 
P( 0 < ξ  ) 1 ½ 2/3 15/24 76/120 455/720 ... 
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La probabilidad de que haya algún invariante verifica las siguientes propiedades:

I ) Oscilante
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II ) Acotada   

III ) Relaciones de orden según la paridad

       La probabilidad es mayor para permutaciones de orden impar que par. 

( ) ( )ξ<>ξ<− 02012 ,'np,np

       Los probabilidad decrece para permutaciones de orden impar  

( ) ( )ξ<+>ξ<− 012012 ,np,np

       Los probabilidad crece para permutaciones de orden par 

( ) ( )ξ<+<ξ< 02202 ,np,np

IV ) Convergente

Como se ve en la gráfica, para   n > 4   prácticamente  los puntos están sobre la 
línea p  =  1 - 1/e    lo que indica una convergencia muy rápida. 
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2  Probabilidad de que el número de elementos invariantes sea  k 

Supongamos ahora:   0 ≤ k < n

     El número de casos en que habrá  k  elementos invariantes elegidos de entre  n
es Cn,k   por el número de maneras de que el resto de elementos no sea invariante 
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El número de casos posibles es  n!.
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Si k = n ,  entonces:
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         si  0 <  k  = n , entonces es sabido que     ( )
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y con la definición admitida,  ( ) 100 =,p  , es válida la igualdad
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que corresponde obviamente al caso en que sólo hay un elemento (numerado con 
el 1) en cuyo caso es imposible que no aparezca el primero. 

II )  También es imposible que sean   n – 1  los elementos invariantes y en efecto 
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3  Propiedades 

I ) Es una función de distribución

FD 1 ) La probabilidad es siempre positiva o nula   ( ) 0≥k,np

FD 2 )   La suma de las probabilidades es la unidad    ( ) 1
0

=
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n
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II ) Parámetros estadísticos

La media de la variable es       1=ξn            

La media del cuadrado de la variable es  
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y la desviación típica coincide en este caso con su varianza 
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III ) Aproximaciones
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que es la función de distribución de Poisson   

( ) λ−λ
==ξ e·

!k
kp

k

  con 1=λ

4  Aplicación didáctica 

No parece posible estudiar el juego propuesto en una actividad como la Gymkha-
na en la que cada prueba dispone de unos quince minutos de tiempo. 
     Para alumnos de cuarto de la E.S.O. si puede pedirse que el grupo halle por 
experimentación la tabla de valores de ( )ξ<0p  y hacer su representación gráfi-
ca y describir a su modo las propiedades enunciadas en la sección 1, tras asumir 
que la frecuencia ( )ξ<0f   es una aproximación a la probabilidad ( )ξ<0p , si 
se ha repetido el experimento un número suficientemente grande de veces. 
     Para alumnos aventajados de Bachillerato y si hay tiempo, se pueden estudiar 
las secciones 1 y 2 y las aproximaciones de la sección 3.  
     Demostrar las propiedades que se enuncian en la sección 3, requiere de cálcu-
los largos con las fórmulas de la combinatoria y es mejor esperar hasta tener el 
nivel adecuado para leer la bibliografía en donde se verá o se adquirirá la capaci-
dad de hacerlo de forma más breve, precisa y elegante.
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Figuras geométricas en madera: 
curvas, cónicas y cono de Apolonio 
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Abstract

The construction of certain geometric figures in wood is described: 
dynamic paradoxes and conic sections of the cone of Apollonius. 

Introducción

Dice el dicho que “la madera es algo vivo” para referirse a su naturaleza cambian-
te según el grado de humedad ambiental; todos hemos oído o dicho eso de que “se
ha hinchado la puerta” o aquello de que “el cajón no entra”. Pero la expresión 
adquiere tintes palmarios cuando vemos girar en el torno un bloque de madera 
cualquiera, ya sea más o menos cilíndrico o poliédrico. 

Figura 1 
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     A nuestro ojo todo cuerpo sólido girando a 3300 revoluciones por minuto se 
convierte en algo cilíndrico –o mejor dicho curvo- y cuando aproximas la gubia, 
los cortes dados parecen trazos tridimensionales que provocan la aparición de 
conos, cilindros, esferas, formas troncocónicas, elipsoidales, de casquete esférico 
o hemisférico…. Es la magia del torneado artesano de la madera. 
     Y ese es mi oficio; soy un tornero manual de madera que tengo un Taller Arte-
sano en la provincia de Valladolid en el que trabajo yo sólo, por lo que la 
producción es muy limitada y alejada de las tiradas industriales.  
     Los redactores del Boletín de la Sociedad Puig Adam de Profesores de Mate-
máticas consideraron oportuno invitarme a publicar breves apuntes de alguna de 
mis figuras geométricas y acepté con la humildad propia de un tornero de madera 
en un ámbito científico tan alejado de mis quehaceres habituales entre virutas. 
Espero sepan disculpar mis limitaciones. 
     Centraré mi exposición en el llamado Cono de Apolonio y las secciones cóni-
cas y a vuelapluma trataré de otra pieza que conjuga matemáticas y física, la 
llamada paradoja mecánica o paradoja dinámica. Empezaremos por esta última. 

1 “Paradoja mecánica” o “paradoja dinámica”. 

El doble cono que “cae hacia arriba” o que “sube bajando” por un plano inclina-
do. La sensación es que el doble cono asciende por el plano inclinado vulnerando 
las leyes de la física, pero en realidad su centro de gravedad cae. 

Figura 2 
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     Consiste en un doble cono torneado de madera unido por la base, un cilindro 
torneado y dos listones unidos formando un plano inclinado. Al hacer la demos-
tración comprobamos que mientras el cilindro desciende tal y como suponemos a 
lo largo del plano inclinado, el doble cono no sólo no desciende en el mismo sen-
tido que el cilindro, sino que sube la rampa, infringiendo aparentemente las leyes 
de la dinámica1. En realidad en ambos casos el baricentro del cuerpo en movi-
miento desciende. 
     La paradoja de esta pieza, que en apariencia tiene más que ver con la física y 
las leyes gravitatorias que con otra cosa, debe a la geometría del montaje su efec-
to. La “V” que forman los dos listones del plano inclinado interactúa con la otra 
“V” que diseña el doble cono unido por la base; pero su centro de gravedad va 
cayendo. 

                           Figura 3a                                                   Figura 3b                 

     Poco cabe reseñar de su elaboración técnica, pues la dificultad máxima radica 
exclusivamente en las medidas de la inclinación del plano y en la longitud y diá-
metro máximo del doble cono. Si todas son exactas, el efecto dinámico es óptimo. 
Se manufacturan en maderas densas para que el peso del centro de gravedad sea el 
adecuado: Roble, Castaño, Olmo o Palo Rojo. 

————
1 Puede verse un video demostrativo en la página: 
http://www.artmadera.com/video-paradoja-mecanica.
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2  El Cono de Apolonio. Las secciones cónicas.

Esta figura de madera, puesta de relevancia tras el estreno de la película Ágora de 
A. Amenábar, que trata sobre la vida de Hipatia, hija de Teón, matemática y as-
trónoma, formaba parte del elenco didáctico de nuestras escuelas del siglo pasado. 
Me puso tras la pista un cliente, arquitecto de profesión, quién me comentó que él 
ya conoció ese tipo de cono en la escuela cuando era niño; se trataba de un cono 
equivalente a éste –pero no idéntico- con el que se hacían prácticas en las escue-
las; junto a él había otras figuras como el cilindro, la esfera, el cubo, prismas, 
pirámides, etc. Era el “maletín de las figuras geométricas de madera”. Más tarde, 
gracias a una eminente astrofísica catalana que posee uno de estos  “conos de 
Apolonio” de madera, pude conocerlos y me fue más fácil rastrear su existencia, 
dado que antiguamente en casi todos los colegios había uno. 

Figura 4 
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     A raíz de la proyección de la película y de la aparición, en dos  escenas, del 
cono que había construido la protagonista Hipatia, un estudiante de matemáticas, 
pidió a través de un foro de torneros de madera en Internet2, que si alguien sabía 
donde se podría comprar un objeto como ése, o si alguien era capaz de hacerlo, 
porque llevaba mucho tiempo buscándolo y no lo encontraba en ningún sitio. A 
raíz de esa intervención en el foro se sucedieron los comentarios e hipótesis 
técnicas de su construcción. Yo simplemente quedé fascinado de la sencillez 
formal de la pieza y de su potencia estética como elemento decorativo e instruc-
tivo. Así que un día de camino al taller, sopesé la idea de hacer un intento para 
ver las dificultades técnicas y me puse manos a la obra. Y conseguí hacerlo co-
rrectamente en ese primer intento, pese a que técnicamente es una pieza muy 
difícil de hacer, a la par que laboriosa. Todo esto ocurrió en el mes de diciembre 
del año 2009, y hasta hoy. 

          

                        Figura 5a                                                          Figura 5b 

     Unas consideraciones sobre las maderas que empleo en los conos. Los conos 
son de una única madera, porque de ese modo mantienen el veteado desde la base 
hasta el vértice, lo que los hace estéticamente más vistosos. Van tintados el cuer-

————
2 Foro de la Asociación Ibérica de Torneros Artesanos de Madera –AITAM–. 
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po del cono, el círculo y la rama de la hipérbola, y la parábola y la elipse quedan 
en madera cruda y van levemente enceradas con cera virgen de abeja. Pero sólo 
levemente, porque si después del lijado lo puliera en exceso, lo convertiría en un 
objeto demasiado escurridizo. 

                    Figura 6a                                  Figura 6b                     Figura 6c 

     Utilizo principalmente las maderas de Roble, Castaño y Nogal. Los de madera 
de Castaño tienen un veteado algo más marcado que los de Roble, y son más lige-
ros de peso. Los de Roble tienen a favor, que es una madera mucho más dura y 
pesada y por lo tanto más resistente a los golpes. Un cono de Roble de 40 cms. de 
alto viene a pesar unos 3600 gramos (1300 gramos más que uno de Casaño). El 
nogal es mejor madera: grano más fino, veteado más homogéneo, mejor acabado, 
más densa. Pero para el Cono de Apolonio el roble y el castaño tienen a su favor 
que al presentar tonos más claros, el contraste entre la elipse y la parábola con el 
resto de piezas del cono es más llamativo, y lo mismo ocurre con el veteado, que 
por ser más flamígero, se hace más vistoso sobre una superficie cónica. 
     Sobre el montaje, todas las piezas van con espigas interiores. Al tornear el cír-
culo, ya le dejo un espigo que une con la elipse a la que después hago un taladro 
para que se produzca el encaje. La elipse a su vez va sujeta de arriba a bajo a la 
parábola. Luego en otra espiga que va cogida a la parte trasera, van sujetas la pa-
rábola y la hipérbola. Esta espiga tiene un sentido de abajo arriba, de tal manera 
que cuando encajas las dos piezas las empuja hacia sí3.

————
3 Puede verse un video demostrativo en la página: 
http://www.artmadera.com/video-cono-de-apolonio.php
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              Figura 7a                               Figura 7b                             Figura 7c 

                                      Figura 7d                         Figura 7e     

     Sería muy extenso explicar los pasos necesarios que hay que dar para elaborar 
un cono, ya que son muchos y muy precisos, tanto en su dibujo como a la hora de 
su torneado. Apuntar brevemente a modo de ejemplo, el hecho de que a la hora de 
su torneado se han de combinar varios factores como las dimensiones del cono, 
las revoluciones por minuto en que se trabaja esta pieza, y el avance manual de la 
gubia; si al eje de giro le aplicas mil revoluciones por minuto, nunca mantiene la 
misma velocidad de giro una forma cónica en ninguna de sus partes, ya que se 
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multiplica en la base y se va reduciendo paulatinamente según llegas al vértice. 
Luego está el retorneado final, que te obliga  a que los cálculos iniciales sean 
exactos para que las secciones cónicas mantengan los ángulos correctos tras el 
retorneado final….. Lo dicho, ¡un trabajo artesanal!  

Nota: Para conocer pormenores del taller o del trabajo puede visitarse la web: 
www.artmadera.com
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Reseña de libros 

CAPÓ DOLZ, MIGUEL: Juega con los números (156 págs,). ISBN: 978-84-329-
2062-2. Ediciones CEAC. Grupo Planeta. Barcelona, 2010.  
www.editorialceac.com

     El autor, Licenciado en Matemáticas y Profesor de Secundaria, ha publicado ya 
otros libros de juegos matemáticos y de ingenio, tanto para niños como para adul-
tos. Su colección mas conocida, “El país de las mates”, ha sido editada en España 
y en Méjico. 
     Este nuevo libro contiene una recopilación de 200 juegos matemáticos de inge-
nio, cuyo nivel de dificultad es muy variado, desde muy simples a los que 
requieren aguzar el ingenio, pero ninguno requiere conocimientos matemáticos 
especiales.  
     Y por si el lector se atasca en el proceso de resolución de algún juego, en las 
páginas finales se ofrecen las soluciones de todos los juegos, pues muchos de ellos 
son de tipo acertijo.
     Los juegos propuestos son variadísimos, entre otros: cuadrados mágicos, torres 
numéricas, Masterminds, Sudokus, serpientes numéricas, colecciones de números 
que guardan una disposición geométrica determinada, frases a completar, senten-
cias lógico-matemáticas a completar, etc. 
    La descripción de los juegos es muy clara y elegante. La mayoría de ellos in-
cluyen una, o más, figuras, que ayudan a abreviar los enunciados de los juegos 
propuestos.
     Casi todas las soluciones, que ocupan aproximadamente la segunda mitad del 
paginado total, incluyen una figura, que ayuda a entender la respuesta de un golpe 
de vista. 
    La edición muy cuidada, con cubierta en colores y tamaño de letra suficiente-
mente grande, apto para lectores con dificultades de visión.
    El libro no va dirigido a lectores de una determinada edad o nivel de conoci-
mientos, sino más bien para todos los públicos. Como se indica en la cubierta, “un 
libro divertido para toda la familia” (no embrutecida por ciertos programas televi-
sivos).

Eugenio Roanes Macías 
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Instrucciones para el envío de originales 
para su publicación en el Boletín 

Los originales de artículos, problemas, reseñas de libros, anuncios de  congre-
sos, etc., deben enviarse en formato electrónico, del modo especificado a 
continuación. 

Formato

Para facilitar la impresión es preferible usar procesador Word o LaTex. El 
formato de texto debe ser 17cm x 12.8cm. El tamaño de letra de texto 11 puntos. 

Los artículos comenzarán con el título en minúsculas de 16 puntos, nombre de 
autores en minúsculas de 12 puntos en negrita, referencia de su departamento o 
institución de trabajo, dirección de correo electrónico (si se tiene) y “abstract” de 
unas líneas en inglés en letra itálica (cursiva). 

Los epígrafes de sección numerados (excepto el de introducción que irá sin 
numerar), en minúsculas negritas en 12 puntos, sin punto final. Las subsecciones 
se numerarán con dos dígitos separados por un punto. 

La primera línea posterior al título de sección o subsección no se indentará. 
Después de cada punto y aparte no se dejará ninguna línea en blanco y la siguien-
te línea se indentará sólo 5 espacios (tal como están escritas estas instrucciones). 

La bibliografía al final, sin palabras completas en mayúsculas, con los títulos 
de libros o artículos en itálica, no incluyendo nada más después de la bibliografía.  

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador, debiéndose 
evitar los bosquejos a mano alzada). Serán incluidas en el lugar apropiado del 
texto y en el tamaño en que deban ser reproducidas. 

Las soluciones de problemas propuestos en números anteriores del Boletín de-
ben comenzar indicando: “Problema número (Boletín número)”, tal como suelen 
aparecer en el Boletín, y terminar con el nombre del autor de la solución de cada 
problema. 

Las reseñas de libros, como suelen aparecer en el Boletín, terminando con el 
nombre del autor de la reseña. 

Si se usa Latex, en estilo “article” y si se usan paquetes específicos de Latex, 
deberán incluirse los archivos correspondientes a esos paquetes. 

Si se usa otro procesador, distinto de Word o LaTex, deberá ajustarse exacta-
mente al tamaño de formato, pues habría de ser escaneado. 
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Envío de originales

Se enviará por correo electrónico a la cuenta  puigadam@mat.ucm.es ,o
bien en un disquete formateado para PC compatible, conteniendo el/los archivo/s 
del documento en el procesador de texto utilizado. 

De otro modo, también pueden enviarse dos copias en papel por vía postal a la 
sede de nuestra Sociedad, cuya dirección que figura en la página 2 del Boletín. 
Pero, una vez aceptado para su publicación, se ha de enviar el correspondiente 
archivo en formato electrónico en la forma anteriormente indicada. 

Selección de originales 

Serán revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se ajus-
tan a la línea general del Boletín. Si se considera oportuno, se pedirá a los autores 
que reduzcan su extensión o hagan algunas modificaciones en su contenido. 

Adquisición de números atrasados de nuestro Boletín 

Los números atrasados del Boletín, de los cuales existan ejemplares sobrantes, 
podrán ser adquiridos al precio de coste de seis euros ejemplar. Los números de 
los que aún quedan algunos ejemplares sobrantes son los siguientes:  

35, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 

56, 57, 58, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 

76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86 y 87. 

El importe puede ser abonado mediante cheque a nombre de la "Sociedad Puig 
Adam de Profesores de Matemáticas", o mediante transferencia a la cuenta co-
rriente número 3025-0006-24-1400002948 al mismo nombre de la 
Sociedad, domiciliada en la entidad bancaria:

Caja de Ingenieros,    c/. Carranza, 5    Madrid-28004

La carta de petición se enviará a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la  
página 2 de este número del Boletín. En la carta se indicará el número o números 
a adquirir, incluyendo en ella la dirección a donde se han de enviar y el corres-
pondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.


