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XXVIII Concurso de Resolucion de
Problemas de Matematicas

Como cada afno, desde 1983, nuestra Socieda@glegio de Doctores y Li-
cenciados en Ciencias y en Filosofia y Letras, ¢elebrado suConcurso de
Resolucién de Problemas de Matematiapse en 2010 ha tenido lugar por vigé-
simo octava vez.

El Concurso de este afio, convocado en nuBstatin n° 84 (en el que apare-
cen las Bases), se celebré en la mafana del sdl2ade Junio de 2010. Las
pruebas tuvieron lugar en los locales de la FatuleaCiencias Matematicas de la
Universidad Complutense de Madrid y la entrega demps y diplomas, ese
mismo dia por la tarde, en el mismo lugar.




La concurrencia, fue parecida a la de afosrianés: 86 alumnos que, segun
establecian las normas de la convocatoria, comourshstribuidos en tres nive-
les.

Se propusieron cuatro problemas a los alund@osada nivel, para que los
resolviesen en dos tandas de hora y media cada&ada. problema se calificaba
de 0 a 7 puntos.

La entrega de premios y diplomas se hizo eaato muy concurrido y entra-
Aable. En él, nuestro Presidente pronuncié unagebngalabras de enhorabuena a
todos los participantes, especialmente a los pdogajay a los profesores y cen-
tros que los han preparado y de agradecimientdas tlos que han contribuido al
exito del Concurso.



Los estudiantes premiados han sido los siguiedk&sificados por niveles:

NIVEL I (3° ESO)

1. Ander Martinez de la Orden.IES Ramiro de Maeztu.

2. Lucas Maraj. IES Gaspar SanZ Meco).

3. Jaime Ferrer VelascolES Sos Baynat ( Comunidad Valenciana)
4. |zar Alonso Lorenzo.lES Diego Velazquez ( Torrelodones)

y Heng Xuan Ying Xu.lES Ledn Felipe ( Getafe)

NIVEL Il (4° ESO)

1. Lorenzo Esteban de la IglesiaColegio Fray Luis de Leon.
2. Federico Espoésito BacigalupdColegio Aleman.

3. Antonio Mejias Gil. Colegio Padre Manyanet.

4. Sofia Lescano CarrollLiceo Frances.

5. Mateo Galdeano SolandES La Estrella.

NIVEL Il (1° Bachillerato)

1. Juan Martinez Olando.Colegio Santa Maria del Pilar.
2. Aitor Alonso Lorenzo. IES Diego Velazquez.

3. Daniel Henry Mantilla. Liceo Frances.

4. Kostadin Ivanov Kostadinov.IES Ramiro de Maeztu.

5. Diego Pefia CastilloColegio Santa Maria del Yermo.



Nuestra enhorabuena a todos los premiadagstal de los participantes y a
los padres y profesores que los han preparadmyaalol a participar.

Finalmente, mostrar nuestro agradecimienta Brbfesora Almudena Mejias, esposa
de nuestro Presidente, por tomar las fotos quee@aren esta cronica.

Victor Manuel Sanchez y Joaquin Hernandez



Problemas propuestos en el XXVIII Concurso

NIVEL | (3°de E.S.O.)

Problema 1°

Consideremos en un circulo dos didmetros perpeladgésuentre si. Con centro en
un extremo de uno de ellos trazamos un arco que paslos extremos del otro
diametro. Calcula el cociente entre el area ded@n mayor y el area de la re-
gion menor en las que este arco divide al circulo.

Problema 2°

Los digitos de un enteno de cuatro cifras son cuatro enteros consecutives q
estan en orden decreciente cuando se lee de idglaaterecha. ¢ Cual es la suma
de todos los restos posibles de la divisiom datre 377?

Problema 3°

En la figura se observa un triang@l8Cy una circunferencia de cenf@tangen-
te al ladoBCy a las prolongaciones de los laddy AC. Si el angulo e’ es de

220, calcula el valor del anguBOC, R

Problema 4° o

El director de una banda de musica observa quensi @
todos sus masicos, que son mas de 40, formanua-el
yor cuadrado posible, le sobran 5 musicos, pereaembio, si los pone en dispo-
sicion rectangular, con 7 filas mas que columnasgdp colocarlos a todos.
Calcula el numero de musicos de la banda.




NIVEL Il (4° de E.S.O.)

Problema 1°

Encuentra razonadamente todas las soluciones guieta ecuacionx! + 24 =y?

Problema 2°

En el triangulo rectangulABC, seaP el punto comudn a la hipotenuB& y a la

bisectriz del angulo A. SAP = 20+/2, calcula la suma de los inversos de las lon-
gitudes de los catetos.

B

Problema 3°

Sean un entero positivo. Demuestra que el maximo codivisor de los niume-
ros (h— 1) y (- 3) es multiplo de 7 si al dividir entre 7 se obtiene de resto 5
y que en cualquier otro cason@B 1) y (2 — 3) son primos entre si.

Problema 4°

En el rectingul®&BCD, seaM el punto medio del ladAD y Q el punto del seg-
mento MC tal que BQ es perpendicular al segmendC. Demuestra que el
trianguloAQB es isisceles.

D C
Q

M

A B



NIVEL IIl (1° de Bachillerato)

Problema 1°

1
12°

Encuentra todos los enteros positinog n, conn impar, tal que— + — =

= RN

1
m

Problema 2°

En el triangul)ABC conAB=6,BC=4 yAC = 3, las bisectrices interior y exte-
rior del angulo A cortan a la redBC en los punto® y Q. Calcula el radio de la
circunferencia circunscrita al triangutd® Q.

Problema 3°

En la figura observas tres circunferencias de osji#f, Ny P, tangentes exterio-
res dos a dos y otra circunferencia de cefirtangente a las tres y que las
contiene. Demuestra que los triangull®N, CMPy CNP tienen todos de peri-
metro 2, siendoar el radio de la circunferencia de cen@to
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Problema 4°

Una persona visita el Casino de juego en las ceglpdr las que pasa. Destina 20 €
en cada visita como cantidad maxima a perder. Lae hlem la ruleta a PAR-
IMPAR (con probabilidad 1/2 de ganar en cada jajjadrocede asi: Apuesta sus
20 € y si pierde se retira a pasear. Si gana, #pless40 € vy si los pierde se reti-
ra a pasear, pero si vuelve a ganar se juega &3 @9 € que ha reunido. Ahora,
si gana, se retira con los 140 € que tiene y silpiesta como al principio, con 20 €.
Asi procede hasta que o bien pierde los 20 € o $a#con 140 €. (Cudl es la
probabilidad de salir del Casino con 140 €7?

Explica si, a la larga, esta persona ganara o pedieero.
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Interactive Geometric Constructions
In the Virtual Space

Heinz Schumann

University of Education Weingarten, Germany
schumann@ph-weingarten.de

Abstract

Skills in the generation of geometric condtiuts using analogue and/or digital
tools are just as important as skills in the comnasithmetic, numeric and
algebraic algorithms as part of the methodologicampetence taught in general
mathematical instruction. Geometric construction® d&oth a mathematical
subject in their own right and a precondition faoplem solving in the geometry
classroom. The introduction of dynamic geometrytesys brought about an
enhancement of the method of construction in stintgeometry of the plane.
Adequate three-dimensional constructions, on therdtand, were impracticable
except as mental constructions; for visualizatithey had to be reduced to
practicable constructions in the plane using thehmds of descriptive geometry.
Now, however, the intuitive prototypic tool Cabri,3which was developed
primarily for school geometry, opens up the pos$igjbiof performing three-
dimensional constructions in the virtual space, alihgives us a completely new
access to synthetic spatial geometry. This contribution will therefore develop
elements of a didactics of interactive geometrinstauction in a virtual space:
definition of the concept of spatial geometric ¢dangion”, discussion of basic
spatial geometric constructions, an outline of thailable options for spatial
geometric construction in Cabri 3d, many exemplapplications, and an
attempted preliminary didactic assessment.

Dedicated to Eugenio Roanes Macias,
at the occasion of his retirement.
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Resumen

Las destrezas en la generacidon de construesiageomeétricas
haciendo uso de herramientas analdgicas y/o dig#aton tan
importantes como las destrezas en la aritméticaalusuen los
algoritmos numeéricos y algebraicos, como parteadedompetencias
ensefiadas en la instruccion matematica general.coastrucciones
geomeétricas son tanto una disciplina matematicagropio derecho
como un prerrequisito para la resolucién de probdenen la clase
de geometria. La introduccion de los sistemas demgéria
dinamica trajo consigo una mejora de los métodogalestruccion
en geometria sintética en el plano. Por otra palds,construcciones
tridimensionales apropiadas eran impracticablescepto como
construcciones mentales; para visualizarlas, haldarser reducidas
a construcciones planas, usando métodos de geianuscriptiva.
Ahora, sin embargo, la herramienta intuitiva propita Cabri 3d,
que fue desarrollada inicialmente para geometriengtntal, abre la
posibilidad de realizar construcciones geométribddimensionales
en el espacio virtual, proporcionandonos un modoadeeder a la
geometria sintética en el espacio completamenteaulsi pues,
esta contribucion desarrollara elementos de unaadiita de la
construccion geomeétrica interactiva en un espaaimal: definicion
del concepto de “construccion geométrica espacialiscusion de
construcciones geomeétricas espaciales béasicas,esomen de las
opciones disponibles para las construcciones gecadtespaciales
en Cabri 3d, muchos ejemplos de aplicaciones, ybasquejo
preliminar de evaluacién didactica.

1. Introduction

Although synthetic spatial geometry has been a ema#ttical and school subject
since the time of Euclid, 3d constructions weresgas only in the mind. For any
real construction, an auxiliary two-dimensionalwiireg and a solution of the 3d
problem were required (see Diagram 1) — usuallyarallel projection in order to
support spatial perception.

13



Diagram 1:Conservative treatment of 3d construction problems

Knowing this, it is understandable that 3d stamctions were commonly
neglected in school curricula — after all, studentst be capable of using specific
methods of descriptive geometry (see, e.g. Grafif@&at964) in order to solve 3d
construction problems. Apart from the skills in pla perception that are
required, the manner of representation in drawiagsot the same as learned in
synthetic geometry in the plane. — In consequetite, time-consuming and
difficult-to-manage three-dimensional physical misdef 3d constructions as a
rule were confined to very simple examples — altfiotheir real advantage is the
possibility of a holistic view.

The solution to this problem is found in interee construction in a specially
provided virtual space using a tool that offersfisig#iht geometric and content-
related sophistication and software ergonomy asd slipports spatial perception
(see Diagram 2). In commercial 3d-CAD systems, tisiner of construction has
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been in practical use for some time. Students @atirihe virtual environment of

3d computer games have practical experience irgusitual space and so should
not be afraid to face them in the classroom. Ots®uappropriate use of this tool
requires some knowledge of spatial geometry, whiwdy be provided by a

competent teacher demonstrating and explainingpibie

Diagram 2:Up to date Treatment of 3d construction problems

In this text, we shall use the concept of thvt space’ to describe an
appropriate parallel or central projection of theee-dimensional real Euclidean
space represented in the system in the form ofldvooordinates’, or a cuboid
part thereof, onto the two-dimensional screen (Wwhiteans that the descriptive
geometry is hidden 'inside the screen'). Thisuailrtspace is perceived as three-
dimensional. The dynamic spatial geometry systerariCad, Version 2.0, is a
tool that gives us the following options:

— realizing 3d constructions on the computer screémvirtual depth

— visualizing 3d configurations by assigning theamious object attributes and
viewing them from all sides with the aid of th@&tual Sphere Devica.e. by
embedding configurations in a directly referenceaphere,

— varying 3d configurations by distortion as in tdimensional geometric
constructions.
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In the section 2, we are going to discuss aancept of spatial geometric
constructions. Section 3 will present the key amidor spatial geometric
constructions in Cabri 3d, and some exemplary coason problems will be
solved using Cabri 3d. Finally, we are going tospré some didactic reflections.
— We confine ourselves to the aspect of 3d constng not regarding extended
facilities of Cabri 3d e. g. calculations. For arm@eneral use of Cabri 3d see
Schumann 2007.

2. Spatial geometric constructions

In contrast to two-dimensional geometric constautti which are discussed from
the mathematical view in the standard textbook ©Fiee der geometrischen
Konstruktionen” (Theory of geometric constructioBsgeberbach 1952), from the
didactic view, e.g. in “Handbuch der SchulmathekiatiManual of school
mathematics, Wolff et al. 1966), and from the vielvcomputer use, e.g. in
“Schulgeometrisches Konstruieren mit dem ComputéBchool geometric
construction, Schumann 1991) and in “Geometrie fie Sekundarstufe”
(Geometry for secondary level, Holland 1996), aesysitic presentation of spatial
geometric construction is contained only in ,Geamein Ebene und Raum®
(Geometry in plane and space, Quaisser/ Spren@®)18s far as the author was
able to find in the German-language literature eongetry. No comprehensive
didactic theory has been developed yet for spgéametric constructions, owing to
their lack of practicability.

In the next paragraph, we are going to preaergdundant list of elementary
constructions. We shall not discuss the corresmgngpliopositions of existence and
uniqueness on which they are based, and we willeleaut all special cases.
Anticipatory to Section 3, Cabri 3d will be used dmmputer-graphic illustration or
modelling of the constructions. (The original constions were in colour; they are
presented here in shades of grey with some losleamess).

Let us imagine a “construction space” as aehoflthe real Euclidean space in a
synthetic interpretation. In Cabri 3d, this spacknited to a cuboid at whose edges
the object parts that 'stick out' are clipped @this means that a plane may be
represented as a special hexagon, pentagon, trdpgavallelogram, rectangle,
square, or triangle. In this space, we may selegéperate a finite number of points
which help us with the following “three-dimensiohebnstructions:

(1) Construction of a straight line through tworgsi Construction of a
connecting line using a line ruler

16



Fig. 1:Line by two points

(2) Construction of a plane through three pointslocated on a line.
(Construction of a connecting plane using a planenyu

Fig. 2:Plane by three points

(3) Construction of a sphere around a centre ghnoiugh a point of the sphere.
(Construction of a sphere using a spherical compass

17



Fig. 3:Sphere by centre and spherical point

In the following constructions, new points agenerated as objects of
intersection in the construction space:

(4) Construction of the point of intersection oftaaight line with a plane not
parallel to that straight line.Construction of the point of intersection
line/plang

Fig. 4:Point of intersection from line and plane

18



(5) Construction of the points of intersection ofsiaight line and a sphere
(Construction of points of intersection line/sphere

Fig. 5:Points of intersection from line and sphere

(6) Construction of the line of intersection of twon-parallel planes.
(Construction of the line of intersection plane/man

Fig. 6:Line of intersection from two planes
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(7) Construction of the circle of intersection gblane and a spher&dgnstruction
of the circle of intersection plane/sphgre

Fig. 7:Circle of intersection from plane and sphere

(8) Construction of the circle of intersection ofsphere with another sphere.
(Construction of the circle of intersection sphepésre

Fig. 8:Circle of intersection from two spheres

20



On the constructed objects, a finite numberpoints can be selected or
generated as auxiliary points for further constound.

In any given or constructed plane of the spadaite number of points can be
generated or selected for constructing the follgwifitwo-dimensional”
constructions:

(9) Construction of a straight line through two dr#nt points. Construction of
a connecting line on a plane using a line rjler

(10) Construction of a circle around a centre paimd through a different point of
that circle. Construction of a circle using a spherical circuleempask

(11) Construction of the point of intersection ofiree with another, non-parallel
line.
(Construction of the point of intersection of twiagght lineg

(12) Construction of the points of intersection af line with a circle.
(Construction of the points of intersection linedts)

(13) Construction of the points of intersection afcircle with another circle.
(Construction of the points of intersection circlegte).

Fig. 9: Elementary constructions in a plane

Again, a finite number of points can be sadcbr constructed on the
constructed two-dimensional objects as auxilianpisdfor further constructions.

21



We now can define the so-called “method otiabgeometric loci” depending
on the tools to be applied:

To solve a construction problem in space with casp@ircular or spherical
compass) and ruler (line or plane ruler), a fimtenber of the construction steps
(1) — (13) is applied to the objects involved iderto construct the required points
as points of intersection of geometric loci (stnditines, planes, spheres). Thig is
why this method of solution is known as “Method$®patial Geometric Loci”.

Note Apart from the more or less heuristic questiorhofv a certain construction
problem can be solved using the tools presented] tiare is also the question of how
to characterize problems that can be solved (orgheising these construction tools.
An analytical-geometric description of the solutiona given construction problem
using the permissible tools in a 3d system of Gmntecoordinates will give us the
analytical dependence of the coordinates of thieediggoints on the coordinates of the
given points, which will also provide an analyticscription of other given objects.
Due to the intersection of objects with circlespheres, the terms of the coordinates
of the desired points may be square root termieotoordinates of the given points,
l.e. terms derived from the coordinates of the mipeints by means of the four basic
arithmetic operations and by squaring the rootisltonly for those such 3D
construction problems for which this type of conale representation can be proved
that a solution using the permissible set of tdokss indeed exist.

The solution of construction problems is siifigdl by the so-called “basic
constructionswhich can be reduced to the elementary constmgtio
In a construction plane, the following constructimedules can be executed using
the elementary constructions (9) — (13), or othe@mentary constructions:

Constructing the mid-perpendicular of two points

Constructing the centre of two points

Constructing the perpendicular to a line from anpoi
Constructing the perpendicular to a plane fromiatgaf the plane
Constructing a parallel straight line through anpoif a straight line
Constructing the bisectrix

Constructing a circle from three given points

In the construction space, further basic aqoeibns are possible using the
elementary constructions (1) — (8):

Constructing a plane from a point and a line

22



Constructing a plane from two non-skew lines

Constructing the point of intersection of threengla
Constructing the mid-perpendicular plane of twanpm®i
Constructing the centre of two points

Constructing the perpendicular to a plane in atpafithat plane
Constructing the perpendicular from a point toanpl
Constructing a parallel plane through a point pfame
Constructing the perpendicular plane to a lineugtoa point
Constructing a circle around an axis through atpamthe sphere
Constructing the bisecting plane between two (ha#hes
Constructing a sphere from four given points

Constructing the points of intersection of two lgscin a spatial position
Constructing the points of intersection of threkesps

We are now going to illustrate and explain thesgdeonstructions.

Fig. 10:Plane from point and line

Construction “Plane from a point and a line'We define two points on a line.
According to (2), a plane can be constructed thndhgee points.

23



Fig. 11:Plane from two non-skew lines
Construction “Plane from two non-skew lined\ton-skew lines are located on
one plane. After selecting appropriate auxiliarying® on straight lines, an

enthaltende plane can be constructed according) teoth for intersecting and for
parallel lines.

Fig. 12:Point of intersection from three planes

24



Construction “Point of intersection of three plafted-or two each of the three
planes, one constructs the line of intersectiorom@ing to (6). Then, a point of
intersection for two each of these lines of intetiea is constructed according to
(11). These points of intersection are identicahwine point which is common to
all three planes.

Of the following three-dimensional basic constions, several can be
constructed analogous to the corresponding conmsingc using a circular
compass and line ruler.

Fig. 13:Mid-perpendicular plane from two points

Construction “Mid-perpendicular plane of two poifitsThere are two given
points. According to (3), we construct two spheessh of which has its centre in
one of the points. For the two spheres, we consthe sphere of intersection
according to (8); the plane of that sphere can beenonstructed according to (2).
The point of intersection between the plane andcthenecting line of the two
points is thecentre point

25



Fig. 14:Perpendicular line to a plane in a point of the ¢a

Construction “Perpendicular to a plane in a poirfttbe plane®“: Around the given
point, we construct a sphere through another, rahdohosen point according to
(3). The sphere of intersection of the sphere tighplane is constructed according
to (7). After this, the line of intersection of twoaid-perpendicular planes of points
on the circle will give us the desired perpendicalecording to (6).

Fig. 15:Perpendicular line to a plane through a point odesthe plane

26



Construction “Dropping the perpendicular line to plane from a point®:
According to (3), we construct a sphere aroundgilien point through a point of
the given plane. The sphere of intersection is ttoaoed according to (7), and
two mid-perpendicular planes are constructed owhiose line of intersection
according to (6) is the desired perpendicular.

Fig. 16:Parallel plane to a plane through a point

Construction “Parallel plane through a point of alape“: We drop the
perpendicular to the plane from the given pointe Thot of the perpendicular is
obtained according to (5). A sphere constructedrieg to (3) around the given
point and through the foot of the perpendiculaerse¢cts with the perpendicular
in another point according to (5). The desired i&rplane is obtained as the
mid-perpendicular plane of that point and the fafahe perpendicular.

Fig. 17:Perpendicular plane to a line from a point

27



Construction “Perpendicular plane to a line frompaint*: First, the connecting
plane is constructed from the given point and tiverg straight line. Then, we
drop the perpendicular in that plane to a line frone given point. The
perpendicular plane is the mid-perpendicular plahéhe points of intersection
with the given line of the circle around the fobtle perpendicular.

Fig. 18:Circle around an axis through a point

Construction “Circle around an axis through a pdintWe enhance the above
basic construction by constructing, in the mid-pagpeular plane, a circle around
the foot of the perpendicular through the givempoi

Fig. 19:Bisecting plane between two (half) planes

28



Construction “Bisecting plane between two (half)am@s: We start by
constructing the line of intersection of the twarnes according to (6). This line is
the axis around which we construct a circle throaglandomly chosen point on
one of the two given planes. The circle plane sdgets with the other plane in a
straight line. The mid-perpendicular plane of tleenp of intersection of this line
with the circle and the original point of the ceat the bisecting plane.

Fig. 20:Sphere from four given points

Construction “Sphere from four given pointsthe point of intersection of three
mid-perpendicular planes, constructed randomly ftewm each of four points not
located on a single plane becomes the centre cijthere.

Fig. 21:Points of intersection of two circles in a spagaisition

29



Construction “Points of intersection of two circlesa spatial position“:Each of
the circles defines a plane whose line of intersedntersects with the circles in
the assumedly existing centre points of the circle.

Fig. 22:Points of intersection of three spheres

Construction “Points of intersection of three spb€l For two each of the

spheres, the circle of intersection is construckedy two of the three circles of
intersection intersect with each other in two p&ifthese points of intersection
are the common points of the three spheres.

3. Constructive options and their applications inCabri 3d

In the following, we are going to attempt a genetdline of the constructive options
offered by Cabri 3d. Some of the possibilities wik illustrated by selected
constructions. We shall see that these optionfaal®yond our ‘manual’ capabilities.
3.1 Basic and elementary constructions in Cabri 3d

The first four toolboxes of Diagram 3 provide antlime of the available
constructive options. Options concerning vectoesamitted.
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The options are “polymorphic®, i.e. an objéctconstructed according to the
determining objects that were selected. For exanipke option “plane* can be
constructed from three points, or from a point anithe, or from two non-skew
lines. The order in which the objects are chosemigelevant.

For constructing simple two-dimensional olgetike angles and polygons
(including reflex polygons), we need first to ctvast half linesresp.rays und
line segmentswhich are partial objects of the lines containing segment. In the
construction space, there are further objects whrehpartial objects of planes:
half-planes e.g. for constructing an edge angfmlygons,e.g. as faces of
polyhedraangle sector$or constructing three-dimensional cornamisgular arcs
etc. Cabri 3d comprises the necessary tools. kdaoss of cylinder faces or
conical surfaces with a plane generate conics, lwhie objects that can be
referenced in Cabri 3d, i.e. they can be treatedirtoial space (see Schumann
2005c). Cabri 3d is also capable of generatiogicsfrom five points on a plane
(option “Conics").

Point ... Line — Circle ... Plane— Perpendicular -
Sphere Parallel Line/Plane

Diagram 3:Elementary and basic constructions inside Cabri 3d

We are now going to use the above construttiols. — Explanatory statements
for the individual construction steps will be omittas we are interested only in the
phenomenological aspects of constructions in aaligpace.
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The first points, or the first objects definkg points, are always generated
starting from a reference plane. Spatial constoastiproject out of the reference
plane. This involves the generation of points algsithe reference plane,
construction of the perpendicular in a point of teerence plane, construction of
a perpendicular plane on a line, and constructfce @rcle around an axis on the
reference plane.

Example 1: Euclid's construction of the perpendicul

We are going to start with Euclid's first three-dmsional constructions as
presented in his first book on spatial geometry- Xllll, i.e. construction of the
perpendicular line to a plane from a point (Book piloposition 11).

Construction description using the Cabri 3D
options:

1) Pointin space: A (“Point®)
2) Pointin plane: B (“Point®)
3) Pointin plane: C (“Point")
4) Line: BC (“Line")
5) Ebene: ABC (“Plane”)
6) Perpendicular from A to line BC (“Perpen:
dicular line®)
7) Point of intersection from this perpendicu-
lar with line BC: D
(“Point of intersection®)
8) Perpendicular line in D onto BC (“Perpen-
dicular line®)
9) Point on this perpendicular line: E (“Point?)
10) Plane: ADE (“Plane®)
11) Perpendicular line from A to line DE
(“Perpendicular line®)
12) Point of intersection from this perpendicu:
lar with line DE: F
(“Point of intersection®)

Possible abbreviation with option: “plane* from
point and line.

Fig. 23:Euclid's construction of the perpendicular
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The construction generated according to tleemaion in figure 23 (Fig. 24)
can be viewed from all sides (Fig. 25). Varyingpafameter objects, as we have
done here by moving point A, is an experimental whghecking the correctness
of a construction (Fig. 26). In principle, all constions should follow the
sequence of “Construction — Visualization — Vadati but in this text we are
going to focus on mere construction, with onlyeav fillustrations to show the
results of individual construction steps.

Fig. 24:Construction (result)

Fig. 25:Construction (visualization)
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Fig. 26:Construction (variation)

Example 2: Perpendicular of two skew lines

As an exemplary positional problem, we are goingdnostruct the perpendicular
of two skew lines g, h. — One of the available amiis the following: Through a
random point G on g, we construct the parallel &nld the plane resulting from
this parallel and h (Fig. 27). From a given pointoH the line h, we drop the
perpendicular on the plane to obtain the foot efglrpendicular | (Fig. 28).

Fig. 27 Fig. 28
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By moving H, we can manipulate the positionl ddwards the straight line.
This will give us an experimental solution for ttiesired points on g and h (Fig.
29). To construct these points, a parallel to @iregavn through I, which intersects
with g in Lg (Fig. 30). The perpendicular in Lg pendicular to the plane meets h
in Lh. The connecting line of the two points is thee which is perpendicular to
both g and h. The connecting line segment LgLImésshortest distance between
the points of the two lines.

Fig. 29 Fig. 30

Example 3: Substitute for the orthocentre of thieateedron

We construct a tetrahedron from four points notited on a plane. Only three
faces are represented here in order to give ussahel view. We are now going to
drop the perpendicular on the opposite tetrahedaoe from each of the four
corner points. Further, in the orthocentres oftti@gular faces we are going to
construct the perpendiculars perpendicular to élsed (Fig. 31). This will give us
four pairs of parallel lines. For each of thesergpawe construct the “Mid-
parallel“. We find that the four Mid-parallels imgect in one point. This fact of a
point of intersection remains invariant if we vaimg shape of the tetrahedron. The
point of intersection H* (Monge's point) is a sutwe for the non-existant
orthocentre (Monge, 1746-1818); it is located olma together with the centre
point of the circumsphere M and the centre of dya$i of the tetrahedron; this
line is the Eulerian line of the tetrahedron (FRBR). This example is an
illustration of the the method of establishing @&difem by constructing and
varying (for further examples see Schumann 2004a).
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Fig. 31

Fig. 32

Example 4: Reqgular octahedron with circumsphereiasghere
In analogy to Euclid's construction of an octahedrohis 13' book of elements,
we construct, in a reference plane, the diametmo&le of a sphere and two
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orthogonal diametrical lines along with their psimf intersection (Fig. 33). On

this basis, we construct the sphere and, in it¢reevl, the perpendicular to the
plane. The latter intersects with the sphere intthe missing corners of the

octahedron. We draw six of the eight triangulaetaand, from M, construct the
perpendicular to one of the faces. The sphere drddirihrough the foot of the

perpendicular is the insphere of the octahedrog. #4). Its size can be varied by
moving the point that defines the circle radius.

Fig. 33 Fig. 34

Example 5: Hexahedron of the circumsphere with caraglular faces

On a sphere, we define four points A, B, C, F a&im 35. Through A, B, C
through A, B, F, and through B, C, F we constructrale each (Fig. 35). On the
circle ABC, we define the point D, on the circle ABthe point E, and on the
circle BCF, the point G. The circles AED, CDG anB & intersect (!) in the
missing eighth corner H of the hexahedron (Fig., 8@)ose quadrangular faces
can now be drawn (Fig. 37, with one face missingite us an ‘open window' for
a better view). Conclusion of the construction: @&&ahedron of the circumsphere
with quadrangular faces is defined by a three-dsimeral corner of three
inscribed tetragons.
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Fig. 35 Fig. 36

Fig. 37

Example 6: Special lines and points of a spheticahgle

We have three given points on a sphere A, B, C¢hvhre not located on a plane.
We construct the circles of intersection of theesphwith the planes formed by
the sphere centre and two points each. These <i{gesat circles) form the

spherical triangle ABC. The mid-perpendicular pgoétwo points each intersect
with the sphere in the so-called "mid-perpendicsilasf the spherical triangle,
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because the great circles intersect with the central points of the circidaaralc
are perpendicular to the latter (Fig. 38). Thesd-parpendiculars intersect with
each other in the point M. The perpendicular dropfem M on the plane

through A, B, C intersects with that plane in M‘. i# the centre point of the
circumscribed circle of the planar triangle ABC, igfh circle is also the

circumcircle of the spherical triangle (Fig. 39). dontrast to the planar triangle,
the analogously constructed point of intersectibthe mid-perpendicular M, the
median S and the height H are not located on at giede comparable to the
Eulerian line of a planar triangle (Fig. 40).

Fig. 38 Fig. 39

Fig. 40
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Example 7: Reqular tetrahedron constructed froph#ges

Also a further example of a three-dimensional agylve are going to construct,
in a plane parallel to the screen, an equilaterahgle according to Euclid's first
construction. This is done by defining two pointalalrawing, in each point, a
circle through the other point etc. (Fig. 41). Tpiane is now tilted backwards in
horizontal position. Around each of the three cangf the equilateral triangle,
we construct a sphere through another of the cerfiére circles of intersection of
two each of the three spheres intersect with ettedr an the vortex of the regular
tetrahedron whose basis is the equilateral triafgitg 42).

Fig. 41 Fig. 42

3.2 Constructions involving congruent mapping

Duplication of objects is an effective constructiad in graphics tools. In Cabri 3d, the
following congruent mappings are implemented wigichble conditioned duplication
of objects: Point symmetry, line symmetry (halfat@in around an axis), plane
symmetry, parallel displacement, and rotation (agdoan axis at an angle). This gives
us elegant solutions to construction problems biyeduplicating objects like points,
lines, planes, polygons and polyhedra using alionptof point symmetry, axial
symmetry, plane symmetry and displacement symme&oygationally symmetrical
figures, or parts thereof, are obtained by rotatimund an axis at an angle of 360°/n,
n=2, 3, ... Constructions are made even more fiekip using several of these options,
one after the other. There are no options for Schald Drehspiegelungen and for
screw displacement. However, the enhanced ver$iG@alari 3d enables user-defined
macros for point mapping. Congruent spatial figuresdentical orientation and/or
direction of screw displacement can be mapped cdm@&her by parallel displacement,
rotation or screw displacement, i.e. by 2 or 4 egbent reflections in the plane; these
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mappings describe the changes of position obtdigedoving the spatial figures. For
congruent spatial figures with different directioos screw displacement, either a
reflection in the plane is required or translatiaeap. rotational reflections, i.e. three
reflections in the plane; the spatial point symgn€igs. 43 — 47 illustrate the use of
congruence mapping in Cabri 3d, using the exanf@epgramid of equal edge length

whose basis is a regular pentagon.
Beyond these congruent mappings in Cabri 8draplemented the similarity

mapping and the spherical reflection.

Fig. 43:Point symmetry

Fig. 44:Line symmetry (half-rotation around an axis)
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Fig. 45:Plane symmetry

Fig. 46:Translation
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Fig. 47:Rotation around an axis

3.3 Constructions involving regular polygons

Inside Cabri 3d the available two-dimensional medulor constructing regular
polygons permit constructions of polyhedra whosee$aare regular polygons
(Diagram 5; with information on module parameteis).the convex case, the
faces of such polyhedra can only be equilaterangles, squares, regular
pentagons, hexagons, octogons, decagons, or daecagrom these, the so-
called Johnson's solids can be generated by comgmmapping (see, e.g.
http://home.aanet.com.au/robertw/Glossary.html)erslswho are less familiar
with spatial geometry may not know that there aresuch polyhedra whose faces
are regular heptagons, nonagons, hendecagon$hetdeads us to ask if the tool
is self-explanatory enough as far as geometry otsit@re concerned. For
constructing star polyhedra, in particular regussar polyhedra according to
Kepler-Poinsot (see above), the implemented pefdaaryl six-pointed star may
be used.

To show how a solid can be constructed usvgdimensional modules and
congruent mappings, we are going to present foexample the construction of
an regular icosahedron in accordance with Eudiidisstruction in the 3Book
of his Elements*.
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Example 8: Reqular icosahedron

In this example, we start by constructing the pgomal antiprism with congruent
edges, onto which suitable 5-sided pyramids withgcoent edges will be
constructed. The sequential construction algoritendescribed in some detalil
here (there are constructional alternatives).

Construction of the antiprism

1)
2)

3)

4)
5)
6)
7
8)

9)

Construction of a circle from a centre point ancircle point in the reference
plane (“circle®)

Construction of an inscribed regular pentagoedtiar pentagon®): Lower
surface of the antiprism

Point symmetry of the regular pentagon in thecleircentre (“point
symmetry“) - Fig. 48

Fig. 48 Fig. 49

Construction of the perpendicular to the refeeeptane in the circle centre
(“perpendicular”) - Fig. 49

Construction of an auxiliary plane through therclei centre and
perpendicular (“plane®) - Fig. 2

Construction of the circle around the circle metitrough one of the corner points
in order to mark off the circle radius on the pedbeular (“circle) - Fig. 49
Construction of the point of intersection of tpherpendicular and circle
(“point of intersection®) - Fig. 49

Construction of the displacement vector fromfth@ of the perpendicular to
the point of intersection - Fig. 49

Displacement of the rotated pentagon with thisctme (“parallel
displacement®): Upper surface of the antiprismg. B0
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10) Construction of five triangular faces by cormex each displaced corner
point with the neighbouring corner points of itsgaral position (“triangle®)
- Fig. 50

11) Construction of five further triangular faceg point symmetry (“point
symmetry“) in the centre point (“centre point*) tife centre points of the
lower and upper surface resp. the displacement vecteg. 51, with one
face hatched for an inside view.

Fig. 50 Fig. 51

Construction of the pyramids

12) Construction of a circle around one of the sdgethe upper surface as an
axis through the opposite corner point of the losteface (“circle”) — Fig. 51

13) Construction of the point of intersection asthircle with the perpendicular
dropped through the centre of the upper and lowefase (“point of
intersection”: Vortex of the pyramid — Fig. 51

14) Construction of five triangles as faces of plgeamid whose basis is the upper
surface by connecting the vortex with the cornantpd“triangle”). Alternatively,
the pyramid can also be constructed using thé'¢oavex pyramid®.

15) Construction of the second pyramid by point syetry of objects in the
centre of the respective segment of the perperatieuFig. 52, with hatched
faces for an inside view and with pentagons omitted

The construction can be finished by defining thdet@mhedron as a referenceable
object (“convex polyhedron“ as convex Hull of iteroer points — see next
section), which may be used for further operat@nshappings.

The spatial module of the Platonic solids adye available in Cabri 3d (see
Diagram 6, on the right) can be constructed "bottgt using regular polygons
and symmetries, as shown above for the exampléeoficdosahedron. This will
make these "black-box modules* transparent and cehgmsible.
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Fig. 52

3.4 General constructions involving polyhedra

The tetrahedron, the cuboid (as a box), the copvisx, the convex pyramid and
the convex polyhedron (as a convex hull of a fimtember of corner points
and/or line segments and/or plane polygons anddovex polyhedra) can be
generated as a three-dimensional module (Diagramh@se referenceable solids
are available in Cabri 3d as surface or wirefranoel@hs (Cabri 3d is not “solid
modelling“!). — In addition the option “Cut Polyhedron“ enables umtersect a
convex polyhedron with a plane to generate polydleskctions of a polyhedra as
referenceable objects (see Schumann 2001). Witlghien “Open Polyhedron®
any convex polyhedron can be defolded into its Tikets option is an interface to
the physical world because a print out of the raet be folded up to a physical
surface model of the convex polyhedron constructele virtual space.

Diagram 4:General constructions involving polyhedra
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As an example of the module "convex prism“, we ao& going to construct a
model of the Castel del Monte (see Go6tze 1991).

Example 9: Castel del Monte

First, let us construct the plan (Fig. 53), on whize construct fitting edge
models of an inner and an outer octagonal prisp. @4). Then, we construct one
of the corner towers. This corner tower is mulagdliby rotation, and the towers
are completed by line reflections (Fig. 55). Aftéms, the upper surface is
constructed using appropriate polygons. Finally, iatersecting plane is
constructed to separate the ground floor from thst floor (Fig. 56). Fig. 57
shows the model from above, with a view of the mowurtyard.

Fig. 53 Fig. 54

Fig. 55 Fig. 56
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Fig. 57

Further exemplary models are described in "Inté&racimodelling in virtual
space“ (Schumann 2005b).

Platonic solids implemented in Cabri 3d, asspecial group of three-
dimensional modules, should not be omitted. Theyige a wealth of geometric
information and are starting points of many deriadl agglomerated forms,
which can only be mentioned in passing here (seleur8ann 2004b).

Example 10: From a cube section to the truncatéghedron

Inside a cube, let us construct a regular hexagom 68) and make a section
defined by the plane going through the hexagon. #%). The referenceable half
of the cube is reflected several times in onesofriangular faces (Fig. 60), until a
concave cuboid is obtained (Fig. 61). This convelxoid encloses a gestumpftes
octahedron, one of the Archimedean solids, likeastiog mould or a negative
form. The gestumpfte octahedron can now be cortstluas convex Hull of its
corner points (Fig. 62). Of course, as the namegestg we could also have
constructed the truncated octahedron by clippimgcibrners of an octahedron in
the kantenhalbierendes Abschneiden.
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Fig. 58 Fig. 59

Fig. 60 Fig. 61

Fig. 62
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Example 11: A compound from four cubes

After constructing all central axes of the faces aube (Fig. 63), we are going to
rotate the cube around its vertical axis by a bisected right angle as rotary angle
and duplicate it (Fig. 64). Let us repeat the pdoece for the two other axes. We
have now constructed a solid of four intersectinges, a so-called quadruple of a
cube (Fig. 65). What are the symmetry charactessif this solid as compared to

the original cube? — In addition we construct tlddswhich is the common
intersection of all the four cubes (Fig. 66). Ittie rhomb-cube-octahedron, a
specific Archimedean solid.

Fig. 63 Fig. 64

Fig. 65 Fig. 66
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Example 12: A toroid

A possible solution of the open problem of condingctoroids of Platonic and

Archimedean solids is the point-symmetrical polytoed consisting of regular

octahedra and icosahedra with a central “hole* (Bi). There are several more
of such toroids of octahedra and icosahedra. Solsitidy systematic

experimentation are supported by interactive cogstbn using the three-

dimensional module. Construction of different nplés of polyhedra, e.g.

multiples of platonic solids, is an interesting amdusing task.

Fig. 67

4. Didactic assessment of interactive three-dimermsial geometric construction

How will the new and digital media influence mattaios teaching, in particular
school subjects, methodology and intentions (Diags?
In our case, we must ask: In what respects maatas construction tool like
Cabri 3d influence 3d geometry teaching?
We can only attempt a preliminary answer here:
Geometric constructions in the virtual space wiih about a re-assessment and
re-evaluation of the following traditional subjeaté spatial geometry in the
geometry classroom (Schumann, H. (2005a):
— Solids, in particular the geometry of polyhedrag( of Platonic solids and
derived solids)
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Diagram 5:New media — topics — intentions — methods

— Creation of concepts und relations of positioB@fyeometric objects (e.qg.
points, lines, planes)

— Spatial analogisation of concepts, theorems agttiads of geometry in the
plane (e.g. analogisation of the geometry of tlaagie to obtain the geometry
of the tetrahedron)

— Conics in three-dimensional representation

— Descriptive geometry

— Geometry of the sphere

— Application-oriented modelling using syntheti@asal geometry

Further, the interactive use of virtual spatial metry may be a valuable tool for a

more varied and illustrative presentation of matagcal concepts (e.g. as a

preparatory step on the way to three-dimensionalyéinal geometry).

Interactive three-dimensional constructiond #reir applications may help to
make the guiding concept of “space and shape” monerete and more attractive
and to develop spatial perception skills.

In using the cognitive tool Cabri 3d for irdetive constructions the in virtual
space, we aim to achieve, among others, the fatigweneral teaching goals for
the geometry classroom:

—  Training of geometric vision (the “geometric eyahd experiencing the

virtual space as a space of action (Teaching gekding to perceptional
phenomenology).
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— Appreciating the usefulness of spatial geomé#fyective teaching goal)
— Acquiring, applying and enhancing knowledge ait&d geometry (concepts,
theorems, methods); training spatial perceptiogrdove teaching goals)
— Experimental exploration of geometrizeable spati@nomena and analysis of
such phenomena using heuristic strategies (metéocegteaching goals)
— Acquisition of skills in the use of a 3d graphit#ol (technical teaching goal)
The use of Cabri 3d can support general methodsvanking strategies, similar
to those used already in dynamic 2d geometry systdm particular, the
following general methods of obtaining knowledgeyrba enhanced:
— Visualisationof static and dynamic spatial geometry informatiery. for
visualization of three-dimensional geometry prokdgm
— the inductive methofk.g. generation of a multitude of examples byatarn
of a figure)
— theanalogy methode.g. for analogisation between geometry in tla@@lon
the one hand and spatial geometry on the other)hand
— integration and/or fusioningf plane and three-dimensional geometry (e.g. in
the case of proofs)
— theoperative methoge.g. by invariance studies)
— experimentatiorfas a propedeutic method of working in geometry)
— reduction of complexitfe.g. by omitting objects)
— modular working(e.g. by using modules)
— backtracking(e.g. by using the Undo and Redo functions).
The existing skills in using computer tools for stracting geometric figure in
the plane must be extended to spatial geometrydardo give the students the
methodological competence required today in theéesarof general mathematics
teaching.
We consider geometric constructions in theuglrspace as a milestone on the way
to the general use of computers in the teachindesmding of spatial geometry.
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Abstract

In this paper, the Vaschy & Buckingham Pi Tlesors extended
with two new corollaries. A broader generalizatiohthis theorem
leads to the reasoned conjectures axiom. The hgpatithat human
reasoning is governed by such an axiom is put foiwAccording
to this hypothesis, the human mind operates asetiin of func-
tions in constant transformation, changing perspectas time
elapses. Among the functions to be consideredwayye, known as
divagada function, is presented here, along a kdistussion of its
origin. The mathematical concept of idea is devetband a number
of sound reasons underlying the main hypothesith@fpaper are
advanced as well

Resumen

Con el presente trabajo se amplia y generalizaorema de
Vaschy & Buckingham. En primer lugar y por mediodtes corola-
rios, se dota al teorema original de una mayoratididad a la hora
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de obtener monomios (productos) con significaci@icd. En se-
gundo lugar, generalizamos el teoremacon lo que llegamos al
axioma de las conjeturas razonadas. Se plantapdtekis de que el
razonamiento humano se rija por el mencionado axidbonforme
a esta hipotesis, nuestra mente opera como unifude funciones
que va transformandose (0 cambiando de perspectegiin el
transcurrir del tiempo. Entre las funciones a abisir aparece un
nuevo tipo, que hemos denominado funciones divagadaya gé-
nesis se esboza. Se desarrolla el concepto matent#iidea y se
aducen razones de peso en favor de la hipétesisal del trabajo.

Introduccion

El teorema de Vaschy, Riabouchinski & Buckingham [1, 2, 3t#ér sobre el
analisis dimensional de las formulas fisicas. Edammema muy atractivo, sor-
prendente y util en numerosos campos de la Fisdmlg Ingenieria. Como todo
teorema, es fruto del pensamiento humano pero vazy en este caso— consti-
tuye un modelo sencillo sobre la forma de pensartigune el propio ser humano.
Es esto lo que le confiere un interés muy especiaho vamos a comprobar en
este articulo.

El teorema define un cambio de perspectiva en la observadgon feno-
meno fisico, permitiendo su simplificacion al reduel nimero de variables
implicadas en él (simbold!, de reduccion). Se llega por analisis dimensianal
un nimero de monomios (o productos) sin dimensignesdescriben el fenome-
no fisico de partida con la misma precision quplahteamiento inicial, solo que
con menos variables. De una forma abreviada podeesosnir el teorema me-
diante la siguiente expresién o transformacion:

F(ab.cd,......)=0 R (1 2 green)=0 (1)

conFy funcionesg, b, ¢, d variables dimensionales y, ., 3 variables
adimensionales.
Se trata de un procedimiento preciso y estiacta hora de cambiar de pers-

pectiva: cada monomio {} se obtiene a partir del producto de unas varsatiée
referencia elevadas a unos exponentes que hagaynalmio adimensional [4].
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Tanto por su utilidad practica en el ambitolalé-isica como por su enorme
atractivo matematico y hasta filoséfico, el teoremha sido objeto de humerosos
estudios y revisiones. Al respecto, merecen citéwseexcelentes trabajos de
Gortler (1975 a y b) [5, 6], de Carneiro (1992), |[d¢ Szirtes (1998) [8], de Gon-
zélez Redondo (2000, 2001, 2002) [4, 9, 10] enrasdena revista, y de Pobedrya
& Georgievskii (2006) [11]. También conviene citas trabajos de Martinot-
Lagarde (1948) [12], Birkhoff (1950) [13], Boylin@979) [14] y Curtiset al
(1982) [15], en donde el lector puede encontragrdiites desarrollos matemati-
cos que conducen a su demostracion.

El teorema también ha sido objeto de varias generalizaciemediferentes
sentidos. Desde el punto de vista formal y materogtueden citarse los trabajos
de Hainzl (1968) [16] (usando la teoria de los geuge Lie) o de Carlson (1978)
[17] (usando el Algebra clasica). A su vez, So@d04) [18] propone una genera-
lizacion de indole fisica: Al distinguir entre ctarstes y variables a la hora de
describir un fenébmeno fisico, el mencionado autorctuye que se puede llegar a
una reduccion mayor del nimero de monomios adirapakds que con el teore-
ma original. Por su parte, algunos investigadoregl0lph (1998, 2002) [19, 20]
y Schmidtet al. (2005) [21]) sugieren que el tan mencionado teor@maene
aplicacion dentro del apasionante mundo de laigaetia artificial. Ello les
aproxima mucho a nuestra linea de pensamiento.

1 Ampliaciones y generalizacion del teorema Pi

El procedimiento matematico descrito en el teoremginal resulta plenamente
satisfactorio (a la vez que muy util) pero puedepar innecesariamente estricto,
al ser la funciorF una funcion genérica y desconocida. Dicho de wtaaera:
cabe concebir otros muchos cambios de perspedfieeentes sin necesidad de
acudir al procedimiento rigido de los monomios atisionales.

En un articulo sobre infiltracion publicadolarrevista Ecologia (Martinez de
Azagraet al, 2006 [22]) no se aplica el teorema sino una nocion del mismo
consistente en hacer intervenir a todas las vasabbnectando todas entre si a
través de los coeficientes (0 monomios) sin quguria quedara aislada, ajena
del resto. Esta solucion se obtiene directament@tslizar el procedimiento ma-
tematico concreto definido por Vaschy & Buckingham su teorema, lo que
sugiere la posibilidad de ampliarlo y/o generalzgicon posterioridad hemos
llegado al corolario |, que autoriza formalmentesalizar tal cambio de perspec-
tiva). En este apartado vamos a desarrollar dasdarars de demostracion trivial
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pero que conviene explicitar para hacer al teoremanas versatil a la hora de
obtener relaciones fisicas de interés (tanto prtoduadimensionales [primer co-
rolario] como productos dimensionales [segundo laoi). Con posterioridad,
plantearemos la generalizacion del teorema&n lo que constituye el axioma de
las conjeturas razonadas, para pasar despuésmeitdelo y aplicarlo.

1.1 Corolario |

Se propone aplicar el procedimiento de obtenciomdaomios adimensionales
utilizando magnitudes de referencia cambiantegi{syendo las magnitudes fisi-
cas iniciales por otras nuevas en mitad del procksaalculo). Es decir: el
método consiste en aplicar el teorema original ipkinente, obteniendo ciertos
monomios adimensionales;, , 3 llegando a una funcion intermedia:

(10 20 31 s s »..)=0, para después volver a aplicar el teorema con
como nuevas magnitudes fisicas de referencia.
Dada la funciérFl(Ql,Qz,...,Qr): 0 ala que se puede aplicar el teorema

esta funciénFl(...) se puede transformar en una funcion equivalente
F,(f.(Q), f,(Q), -, 71 (Q), Q- Q ) =0,

siendof (Q.)= ., =Q,Q Q. -...Q un monomio adimensional cualquiera,

convirtiendo tantas magnitud€s, en otros tantos monomios adimensionales co-
mo se desee, con tal de que se sigan satisfaciasamndiciones de aplicaciéon

del teorema en la funcion equivalerﬁg( 1 e Q, ,...,Qr) con las magnitudes
Q aQ restantes.
En efecto: Si la funciorf, (Q,) =Q,,Q Q. -...Q no fuese una transfor-

macion licita para el problema inicial tampoco doia el procedimiento usado en
el propio teorema de Vaschy & Buckingham, que es coincidente coplaat-
teado con la funciorf, (Q,,).

Este corolario permite una gran flexibilidadla obtencion de monomios adi-
mensionales lo que puede facilitar su posteri@rpretacion fisica. El lector que
desee ver el corolario aplicado con detalle a wo cancreto puede consultar el
trabajo de Martinez de Azageaal. (2007)[23].
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1.2 Corolario Il

Supongamos que tenemos un fenémeno fisico quesseile mediante la ecua-
cion:

siendoa, b, ¢, d ,... las variables dimensionales de partida quevirgeen en el
fendmeno fisico estudiado,Fyla funcién que liga dichas variables entre si para
describir el problema.

Este mismo fendmeno fisico queda igualmengerde mediante la funcion

(1 20 30-)=0

siendo ; monomios dimensionales (con igual dimensién, gemplo: todos |
(longitud), o t (tiempo), o0 m (masa), o Iit,...). Fedratarse de monomios unidi-
mensionales (I, o t, etc), bidimensionales (I/t, n?, o m/f, etc.),
tridimensionales,...

F(abcd,..)=0 ® (1 2)=0 (2

La reduccionR!) del nimero de variables es en este caso menoerus
teorema clasico Pi, en donde resulta maxima. Erdeeda reduccion seray-1),

o (—2), en generaln(—1i), siendon la caracteristica de la matlﬂajk H ei la di-

mension de los monomios obtenidos en el cambio etsppctiva planteado
(consultese el anexo | del trabajo de Martinez dagpaet al [23]).

En efecto: La expresion,( ,,...)=0, al incluir variables dimensionales,
permite una ulterior simplificacion aplicando ebtema clasico Pi con lo que se
obtiene la ecuacion ,( ,,...)=0 en la que todos los monomios’;() ya si son

adimensionales. Esta reduccion adicional del nardergariables es la que falta
en el cambio de perspectiva propuesto por el coodlia

(120 2)=0 (1, 2:)=0 3 (@)

59



A su vez y aplicando el primer corolario, puedbtenerse dentro de la expre-
sion  ,( 4, ,» a---)=0, monomios con dimensiones diferentes (p.ej.: yno |

otro t, otro m) de manera que los cambios de petispeque pueden alcanzarse
son multiples, pudiendo ser alguno muy ventajo$m leora de profundizar en la
comprension o en la descripcion de un fenomencoofidado. Por poner un ejem-
plo bien conocido por todos, el segundo princid\itwton se enuncia de forma
dimensional (sumatorio de fuerzas exteriores = npasaaceleracion absoluta:

: F =ma) y no mediante monomios adimensionales:

=
N = 1 = 1L
m-a

2 Axioma de las conjeturas razonadas

Vamos a exponer un sencillo razonamiento que nodum® al axioma, para des-
pués enunciarlo de dos formas diferentes y complitarias.

Adviértase que, por motivos didacticos, er egtartado seguimos el camino
inverso de las demostraciones matematicas halstyasdetimos de un teorema y
llegamos a un axioma.

Sean tres investigadores (A, B, y C) que aatphn el mismo fendémeno fisico
para su descripciéon (resolucion) llegando a tresifines de partida genéricas y
diferentesta, Fs Yy Fc) , siendo los tres planteamientos correctos y ¢etog El
primero consigue reducir el nimero de variablegcaptio el teorema ; el se-
gundo no llega a reducir su problema y el tercersigue la reduccion sin aplicar
el teorema estricto pero si una nocion del mismo. Pues bésta situacion
(muy comudn en investigacion, sobretodo la (5)) enaia la posible existencia de
generalizaciones al teorema. La pregunta inmedjatasurge es: ¢ qué otras for-
mas cabe concebir para cambiar de perspectivapfarge sin tener que acudir a
la intuicion, como hace el fisico C?

A plantea
F.(a,b,c.d,........ )>=0 R N TR )=0 (4)

B plantea

Fo(f (@), f,(b), f;(c,d),....... )=0 ?  No llega a reducir el problema. (5)
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C plantea
F.(a,b,c, f,(d),......) =0 R (1) 5y gen)=0  (6)

siendo f, (X, y,...) funciones genéricas.

El fisico C llega a la solucién reducida soder aplicar el teorema estricto,
pero si una nocion del mismo. Luego deben existiegalizaciones al teorema Pi.
Una pregunta importante es: ¢Qué propiedagiesnt que tener las funciones

internas f, (X, y,...) para poder aplicar un teoremageneralizado?

Como planteamiento general estas funcionesapakr de cuatro tipos:
f.(XY,...) funciones matematicas clasicas (operadores; siimpolof

f.(X,y,...)  funciones de distribucion: simbajo
f.(X,y,...)  funciones neuronales (con aprendizaje / memaiajbolon

f.(X,y,...)  funciones divagada (un salto intuitivo, imprevisjben total li-

bertad, erroneo o acertado): simbdio En el apartado cuarto se retoma la
cuestion.

Conviene indicar, que en un planteamiento gederal, las propias funciones
del problema (simbolizadas pbr Fa, Fg, Fc) pueden pertenecer a cualquiera de
los cuatro tipos sefalados.

Si el problema planteado incluye Unicamentecifones internas de los tres
primeros tiposf( g, n) podra existir un teorema generalizado que simplifique la
cuestion. Si, ademas, incorpora alguna funciongdida {i), es el axioma de las
conjeturas razonadas quien puede resolver el pnablPara cambiar de perspec-
tiva hemos de acudir al axioma de las conjetuez®nadas, que podemos
enunciar asi:

“Ante cualquier situacion siempre se puedeltande perspectiva.” Dicho de
una manera mas positiva (aunque restrictiva): Antproblema siempre se puede
cambiar de perspectiva razonadamente hasta llegatraver su solucion. Sin
embargo, el cambio de perspectiva también puedducimnos a problemas mas
complejos, es decir: no siempre conseguiremos eshaccion del problema (sim-
bolo: R!) sino que podemos estar ampliando la complejidaidial del
planteamiento (simbol@!), lo que —en algunos casos— puede resultar eselare
dor. {Nota: Se sobrentiende que el cambio de petsj@e también pueda
mantener el nivel de complejidad (simbdld Esta circunstancia trivial no se
refleja en la notacion que empleamos para el axioma
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F(ab, f,(c,d), f,(e),....)=1  *°" (1 2 genn)=1l (D)

siendo f.(X,y,...) funciones matematica$),(funciones de distribuciérg), fun-

ciones neuronales) y/o funciones divagaddi), y ; un monomio (dimensional

o adimensional) genérico.

Nota Monomio, en su acepcion habitual, es una expnesligebraica que consta
de un solo término. En la generalizacion que prepws tiene un significado

mucho mas amplio, pudiendo identificarse con cuafgentidad o ente que cons-
tituya una unidad (tanto fisica como animica).

Este axioma es indemostrable pero a la vez evidente por lo que no requiere de
demostracion. Puede parecer a primera vista urtgpdiada pero tiene su inte-
rés, pues encierra al menos una buena parte del razonamiento del cerebro humano
(si no todo él) y el de muchos animales. El camd®operspectiva que postula
ocurre en nuestro cerebro tanto voluntaria comolimtariamente con el trans-
curso del tiempo.

Las conjeturas pueden estar bien o mal raasn@oues pueden deberse a
cambios erréneos, a funciones divagada equivocadiashanera que son en gran
medida imprevisibles. Hay en ellas un importantigrde incertidumbre, impre-
cision y error. Véase la figura 1.

Esta figura 1 contempla siete cambios de pets@ diferentes (atendiendo a
su veracidad y precision). La mente recorre estis saminos incesantemente,
pero soélo valora de manera positiva los cambiosogmelucen a planteamientos
acertados (a, d, f). Las otras cuatro opcioneddadeifiamos pese a ser inherentes
a la forma de pensar que tiene el propio cereldroaiino (d) se suele enunciar
como un principio (omitiendo el origen -poco desaroque ha llevado a su des-
cubrimiento). El camino (e) es -con mucho- el nmiésdente en la mente humana.
El camino (f) es el de la l6gica borrosa cuandamenta un tanto dentro de las
matematicas clasicas.

El axioma enunciado, como cualquier axiomaiauuiere de demostracion (en
este caso concreto y entre otras razones, porranegr si mismo divagadas). No
ocurre lo mismo con los teoremas previos que camacel, que habran de ser
demostrados uno a uno.

La forma mas sencilla de expresar este axiesnaon palabras, pues no en
vano las palabras (el lenguaje) son la expresidriudeionamiento del cerebro
humano.
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Figura 1

Se trata de un axioma bastante abstracto, peyoeesestamos tratando de descri-
bir el funcionamiento de la mente humana, que edoraguno es precisa ni
predecible.

Como segundo enunciado alternativo y compléanendel axioma de las con-
jeturas razonadas proponemos el siguiente: “Nuesrebro (y el del resto de
animales) es un contenedor y un transformador manty libérrimo de ideas.”

Nota El adjetivo ‘libérrimo’ resulta muy exagerado. Egor, se trata de una
transformacion aparentemente libre. A buen segueoeg un proceso bioquimico
con muchos grados de libertad, pero en modo algqumotos. Los cambiadores
elementales de perspectiva y sus posibilidadesgnuselr numerosos pero no son
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ilimitados. Otra restriccion muy importante a estgpuesta libertad se comenta
mas adelante: se trata de una libertad fuertencenigicionada por la especie.
Este segundo enunciado, por lo demas, irfeiitae deja matematizar en lo
gue constituye el axioma de las conjeturas razandsia trata de una expresion
gue resulta algo mas compleja que una reaccionicminabitual. De hecho, re-
fleja una reaccion bioguimica. Y es que ha de iextsproducirse tal reaccion
bioquimica elemental en nuestras neuronas pargpeusemos, para que razone-
mos. No puede ser de otra manera: Existe una Geabadquimica elemental (o
un conjunto de reacciones bioquimicas elementastgble(s) y de muy poco
gasto energético que constituye(n) la base misipetsamiento humano. En un
futuro no muy lejano algun investigador descrildiréha reaccion (o reacciones)
al igual que se ha conseguido con la reaccion gpkca la transmision de la in-
formaciéon genética.
Nota Nos referimos a reaccion bioquimica en sentidpliamuna reaccion mole-
cular (intracelular y/o intercelular; en la neurgi@a entre neuronas).

a) Reaccion quimica genérica:

(T,p,pH..) * *
ot Lt o,

siendo ;y | compuestos quimicos (o reactivos)

Conviene sefialar que se han de concretaotaiatones del medio en que se
produce la reaccion quimica (temperatura, predidm, catalizadores, enzimas,
pH,...) para que su camino sea conocido, univoco.

Como mejor ejemplo de reaccion quimica podeaitas a la fotosintesis, que
es sostén indispensable de nuestra propia vigapalirarnos el oxigeno que res-
piramos.

CO,+2H,0 "™  CH,0 +H,0 +0,

b) Axioma de las conjeturas razonadas \(ersion general de una reaccion
bioquimica genérica en un enfoque mucho mas amplio: transformacianes
lesquiera del Mundo o principio elemental del cambi

R 6 A

o )e (O

con iy ; entes (monomios) dimensionales animicos (comogeemplo, las
ideas) o fisicos (como, por ejemplo, todas lasabdes fisicas)
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Fy funciones matematicas en sentido amplio (puesimads a las funcio-
nes divagada), funciones cerebrales, neuronalesioites fisicas
Como expresion matematica general para eh&ide las conjeturas razona-
das proponemos la siguiente:

F(ab, f,(c,d), f,(e),...)=1 (1 2 3)=1 (9) (8) (7)

R 6 A

Conviene utilizar el simbolo envez de cuando el
cambio de perspectiva no sea concreto (linea sinepnsvez de linea recta). No

obstante y al no existir tal opcidén en el editoredaaciones matematicas que ma-

. s , R 6 A . ..
nejamos, vamos a utilizar el simbolo indistintamente.

Un apunte de indole menor se refiere al cambioérico realizado, si compa-
ramos la expresion resumida del teorema Pi corellaaxioma de las conjeturas
razonadas. Se pasa de igualar la funcion a cerel (®orema) a igualarla a uno
(en el axioma). Es para denotar que se producealtmaialitativo y cuantitativo
importante; pero podriamos haber mantenido la d@ehh cero sin ningun incon-
veniente.

Teorema:F(a,b,c,d,........ =0 % (1 20 gree)=0 (1)

Axioma:F(a,b, f,(c,d), f,(e).....)=1 (G

3. Cambiador general de perspectiva

Un cambiador de perspectiva, en su version masgeme debe ser un procedi-
miento concreto sino que ha de ser genérico. Randepr y resolver la cuestion
hay que proseguir con la brillante abstraccionpdepio teorema Pi en la que las
funciones F, , ...) son genéricas. Asi pues, el transformadoraabsador) ge-
neral de perspectiva)(se define como una funcion de funciones que ireclag
cuatro funciones basicafs @, n y i) con cuatro operadores del tipo si/no (actua/no
actia). Esta funciéon de funciones combina monoreidge si formando nuevos
monomios (en mayor, menor o igual nimero). Asi pues

(j’ ks |)= o m (10)
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(5o )= ftlaln(al o )= 0w an

endonde: , , , son operadores si/no que hacen que la funcide écans-
forme) o no (en cuyo caso se convierte en la fumddentidad) sobre los
monomios.

f es una funcion matemética

g es una funcién aleatoria

n es una funcion neuronal

A es una funcion divagada

Nota El orden de actuacion deg, n, i debe concebirse arbitrario, es decir: la
funcion divagadaf{) puede ser tanto la primera como la Ultima enaactuasi —
respectivamente — con las otras tres funciones.

i, k, 1son0,1,2 30 mas monomios de partida (inis)ale
son 0, 1, 2, 3 6 mas monomios de llegada (fa)atesultado

k m
del cambio de perspectiva motivado por el transéaion
Nota La no coincidencia del numero inicial con el naonénal de monomios

explica el hecho de que con el cambio de perseptieda producirse una reduc-
cion (R!) o un aumentoA!) del nimero de variables.

Un caso particular de cambiador de perspeetsval que propone el teorema
Pi. Se trata de una funcion matematidar(uy sencilla: la multiplicacion de unas
variables (o magnitudes) fisicas elevadas a unpsrn@ntes que logran una mejo-
ra o sintesis en la comprension del fendmeno fisgtodiado R!), merced a
llegar a unos numeros adimensionales.

Otra situacion particular interesante se refigd modelo de funcionamiento
gue proponemos para nuestro propio cerebro. Losomims son en este caso
ideas individuales, es decir: magnitudes animicessg transforman por la inter-
vencion de los cambiadores de perspectiyadando lugar a un caso particular
del axioma de las conjeturas razonadas.

Asi pues, cualquier transformacion (o camheopédrspectiva) queda descrito
mediante las dos expresiones siguientes:

F(p g ,)=1 A (1) b 2)=1 (8) (6 (7) 6 (9))
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El modelo general que formulamos con estasedpgesiones debera ser con-
cretado en proximos estudios: ¢Con qué funcionesdegutrabajar un
transformador de forma estable? ¢ Con qué funciones opera nuestebro y el
del resto de animales? ¢Son las mismas funciomastgdas las especies? ¢ Son
muchas? ¢ Cuéantas y cuales son?

Para estas importantes cuestiones no tenerspsastas seguras aun. Sabemos
gue se trata de funciones matematicas con basmglwalque habran de obtenerse
por la via deductiva y por la via experimental. ids, estamos en condiciones
de aventurar que las funciones biologicas que Ibussasan a ser pocas (pero
versatiles) y muy similares (por no decir igualer)todos los seres vivos con
sistema nervioso.

El axioma de las conjeturas razonadas requreminimo de cuatro funciones
(una funcion matematicd)( una estadisticag), una neuronaln) y una divagada
(A)) para ser operativo y completo. Pero los sistemal®gicos pudieran estar
operando con menos funciones: como caso extremagjnina funcién que —al ser
entrelazada consigo misma-— logre los distintostesesignificados y utilidades
requeridos por las neuronas.

Como funciones matematicas basicas precisdmts union (pero no entendi-
da como una suma o multiplicacion rigida de numgrhwiciones; mas bien: una
combinacion en sentido amplio y reversible) y dérdgmentacion (pero no una
mera division de nimeros). A su vez, hemos de derai una o dos funciones de
distribucion (a ser posible sencillas: por ejempioa discreta y otra continua),
una funcion neuronal (p.ej.: la de una neuronandsta y una funcion divagada
(p.€j.: la descrita en el apartado cuarto, comldmade una funcion neuronal y
una funcion de distribucién). El modelo, para quese dispare y evolucione
errbneamente, debe ser completado con una funeidhsthncia que mida cada
cierto tiempo la diferencia entre las ideas y HElidad (entre los numeros vy rela-
ciones del modelo, y los nimeros y relaciones s¢alRara eso estdn nuestros
sentidos, que nos ofrecen una nocién bastante iagada& y continua de la reali-
dad que nos rodea.

El modelo propuesto no puede evolucionar fitmete sino que ha de ser diri-
gido, de lo contrario se descontrola y disparatn Eismo ocurre al aplicar el
teorema Pi de Vaschy & Buckingham de forma autaradt y al obtener todos
los monomios adimensionales posibles (Sheppard;)3@a]. Con el transforma-
dor elemental del teorema Pi se obtienen muchisimasomios, de los cuales
s6lo algunos tienen sentido fisico. Las “ideas’ealitas con el transformador Pi
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se confrontan con la realidad para admitir alguessltados y rechazar otros por
carecer de sentido fisico.

En los seres vivos muchos cambios de perspe()i no son en modo alguno
libres. Estan dirigidos con toda precision a tradeda informacion genética que
posee la propia especie. Asi quedan fijados lospodamientos instintivos y
especificos de cada animal. Este hecho puede arggicon el modelo que pro-
pugnamos si concebimos que los cambios de pergpddaiciales se deben a
transformaciones matematicas rigidas en las quzaben variables aleatorias ni
funciones divagada. El conjunto de informacion qoeforma el comportamiento
de una especie viene a corresponderse con el aisteenativo de un ordenador y
viene definido en su codigo genético. Posteriormeaada individuo vive y se
desenvuelve en un medio concreto que le exige cbasly decisiones adecuadas,
acertadas. Los animales mas evolucionados (vedwigias mamiferos, en gene-
ral, y el hombre, en particular) tienen una grapacaad de aprendizaje
individual a través de su experiencia personalrynpedio de la educacion. Es en
esta fase de la vida cuando entran en juego lasofues estadisticas y las funcio-
nes divagada. Pero, insistimos, el aprendizajéainés muy estricto (especifico) y
esta dirigido genéticamente o —dicho en otras pasabel transformador no
puede evolucionar libremente hasta que no posehanuformacion de partida
gue lo haga estable. De lo contrario generara moosi disparates: numeros y
funciones erréneas, sin aplicacion practica alguna.

A la hora de definir y programar cambiadorespdrspectiva (cerebros artifi-
ciales ) se debe empezar por los mas sencillos: aquéliesdjo incluyan unas
pocas funciones matematicas de combinacion y fratao®n mas una funcion
estadistica elemental (como lo son los operaddes s , , , ], que pueden
actuar con mas o menos frecuencia). Posteriormeatpueden ir complicando
los modelos hasta desembocar en un modelo generahgluya los cuatro tipos
de funciones. Algunos transformadoreseran muy estables, prudentes, monoto-
nos y poco creativos. En el extremo opuesto estmsinmodelos fuertemente
inestables, desequilibrados, “locos” que conduceresalltados imprevistos y
errébneos en muy pocas transformaciones y aun pdeotigde una informacion am-
plia y precisa. Y, como siempre, en el medio es@anartud: habra que buscar y
encontrar cerebros artificiales rapidos, sensatoegtivos para que piensen cony
por nosotros. La tarea no parece facil pero si atractiva.
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4. Funciones divagada

Un punto que parece endeble en todo nuestro désamatematico se refiere al
concepto de funcion divagada, pero en realidadsrasé Resulta evidente que no
se pueden concretar estas funciones, pues al hiaegan de ser tales. Sin embar-
go conviene apuntar tan siquiera cual puede sgésesis.

La combinacion de una funcion neuromgldon una funcion de distribucion
(g) da lugar a una funcién divagadg.(Basta con que los recintos aprendidos de
la funcién neuronal queden modificados por funcsode azar para tener funcio-
nes divagada. El procedimiento mas directo consistenultiplicar los términos
de ciertas curvas o rectas frontera por nUmerosoailes ( ) extraidos de funcio-
nes de distribucion, dando a los nuevos recintasglalidez.

El origen de una funcién divagada lo encontamn ciertas neuronas excita-
das (en contraposicibn a neuronas estables) y @astado denominamos
“divagante”. Una neurona divagante cambia de pets@e alterando —de forma
voluntaria y aleatoria— alguno de sus pesos sic@ptnediante un valor numérico

extraido de una funcion de distribucion cualesqui€on ello modifica su
comportamiento (es decir: su funcion de salidajodea impredecible y —en al-
gunas ocasiones— de forma ventajosa.

Si el valor se obtiene, por ejemplo, de una funcién de distidounormal
con media igual a unq@# = 1) cabe esperar un cambio gradual de perspe&iiva
cambio, si i 1 el salto esperable sera brusco. A su vez, \&iianza (¢) es
pequeia la divagacion puede calificarse de prudargstras que si es grande
la divagacion puede pronosticarse de imprudente.

Cualquier neurona estable puede excitarsemeanamento dado, pasando a ser
una neurona divagante que da lo aprendido porrtodieatando de descubrir por
azar una nueva realidad, siendo mas o menos peuderia divagada merced a la
funcion de distribucion utilizada a la hora de a&trel valor numérico.

Interesa recalcar, que una funcién divagé&ileg el resultado final (el efecto)
gue producen las distintas neuronas divagantestaactuar con las neuronas
estables de la capa neuronal que las asocia. Be@oencia, no debe identificarse
funcion divagada con neurona divagante. Esta ulSa@one Gnicamente el ori-
gen, la explicacion formal al hecho de que el ramuento pueda incluir
divagadas, mutaciones voluntarias a la légica.

Un desarrollo méas detallado del concepto deama divagante puede encon-
trarse en el anexo Il del trabajo de Martinez dagkaet al.(2007) [23].
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5 Aproximaciéon matematica al concepto de idea

De acuerdo con el axioma de las conjeturas razshada idea es una combina-
cion de ideas previas.

Como expresion general de idequ podemos escribir:
o=l @
e ( m) = f(g( n( rN]( ik |)))) (13)

siendo estas dos expresiones equivalentes a dgwelcedentes (10 y 11).

Esta definicibn matematica, aunque rigurosajemasiado abstracta para sa-
tisfacer la inquietud de un lector exigente: Pajoéses una idea? ¢Qué unidades
tiene? ¢ COmo puede concretarse matematicamente? ...

La cuestion no es baladi, desde luego: Por reduccion al absurdo se llega a que
las ideas son entes unitarios (monomios) animiéass, en efecto, ninguna idea
pesa 5 kg, ni tiene 50 ha de superficie, 0 17 A de corriente eléctrica, nilflosee
candelas de luz, ni esta constituida por 33 modéemdteria pensante. Pensamos
gue nadie, en su sano juicio, puede afirmar taleas(salvo que esté de broma).

Llegados a este punto, se comprende la necksdie definir unas magnitudes
animicas equivalentes a las siete magnitudes gisicelamentales manejadas en
la actualidad (masa, longitud, tiempo, temperattansidad de corriente eléctri-
ca, intensidad luminosa y cantidad de materia) &6i se podra avanzar. Solo asi
se podra concretar el concepto de idea, una codstmocrucial como escurridiza
y evitada por la Ciencia hasta la fecha.

Va siendo hora de corregir tan importante ri@iee Creemos estar en condi-
ciones de poderlo hacer, pero el reducido espagiordarticulo nos obliga a
posponer la cuestion para un proximo trabajo. jp@ia tiempo, amigo lector!

6 Acerca de la teoria unificada

No resulta facil encontrar ejemplos convincentdsesgue el axioma de las con-
jeturas razonadas constituya un modelo potentemplsto de cémo funciona el
cerebro humano. Tal vez uno, bastante atractivedgser el de la teoria unifica-
da que buscan los fisicos afanosamente:
Dependa la teoria cuantica de las constanéesbles y funciones siguientes:
a, b, fi(c,d), e, etc. y dependa la teoria de la relatividad\de;(B,C,D), E, etc.
Pues bien: la teoria unificada queda defipola

[(a,b, f,(c,d)e...,AF(B,C,D),E,..)=1 (14)
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siendo ; una funcidn genérica a concretar por experimemayio por desarro-
llos matematicos.
El problema planteado se resolvera aplicahdaiema de las conjeturas razo-

nadas, es decir. cambiando de perspectiva de forma eficiente (o dicho de otra
manera: razonando). Escrito matematicamente:

[(a,b, f,(c,d),e...AF(BC,D)E,..)=1 ® (45 ,e)=1 (A5) (7)

Un primer intento puede consistir en aplidateerema de Vaschy & Buc-
kingham o la generalizacion propuesta por Sonih yY1§ue agrupa el problema
en variables y constantes.

Un segundo intento para resolver la cuestarsiste en aplicar el teorema Pi
con su primer corolario. Apareceran monomios adsimgrales cuya expresion e
interpretacién puede ayudar a profundizar en l&xidm entre ambas teorias.

Como tercera posibilidad contamos con el eolll del teorema , que
considera monomios dimensionales.

En ultimo término, es el axioma de las comptuazonadas quien resolvera el
problema planteado. En tal caso, habra que espepae un Genio dé con la solu-
cion merced a un hallazgo (a una funcién divagdaldicadora). Pero entretanto
y de forma genérica, lo podemos dar por resuelioagoida del axioma (ecuacion
15), lo que pone de manifiesto que se trata de astefn sobre el funcionamiento
de la mente humana.

C.Q.F.D.
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Abstract

The present paper is a summary of a book writtethe author. It
first deals with a small study on the influenceswiotions in the proc-
ess of mathematical teaching and learning, thensemés the
advantages of a specific line of work on mentatwalais in a class-
room environment and finally it conveys a discus®a selecting the
more adequate didactical contents and methodolodyet considered
in order to help students improve their emotionaavior while deal-
ing with mathematical learning.

Con este resumen de mi libro, va mi homenaje depoo Eugenio

Roanes Macias, gue me puso en contacto con laamzseéprendizaje
de las Matemaéticas a través de sus excelentes.lidrque para mi ha
sido siempre un ejemplo, no sélo como trabajadarestigador infa-

tigable en el mundo de las Mateméticas, sino tamtaéno el de una
excelente persona, que tiene muchisima gente gapréziamos, le
admiramos y que le deseamos todo lo mejor.

“Las emociones descontroladas pueden convertir
en estupida a la gente mas inteligente”
(David Goleman, 1999, “Emaotional intelligence” p)44

1. Las matematicas y las emociones

Desde hace casi tres décadas se estan llevando awaerosas investigaciones,
en las que se empieza a tener en cuenta en elsprecsefianza-aprendizaje de
las Matematicas, no solo los logros académicosatiéraleza cognitiva, sino el
reconocimiento del papel esencial que conllevaneedsion afectiva en todo este
proceso; en concreto, la vertiente emocional dietédigencia y su importancia en
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el aprendizaje de las Matematicas. De hecho, deefraolectivo de profesores,
cada vez estd mas presente la necesidad de déserd@spectos emocionales del
conocimiento, en los que puede encontrarse elroigelos numerosos fracasos
de la educacion.

Son muchos los investigadores que creen en la tenpma del afecto en el de-
sarrollo mental de las personas. Por ejemplo, Paget (1977), el afecto es un
aspecto esencial en el funcionamiento de la imeti, ya que, para él sin afecto
no hay interés, necesidad y motivacion para elngiizaje y sin éstos no hay desa-
rrollo mental. Para Henri Wallon (1984) el afectderviene en la construccion
tanto de la persona como del conocimiento. Mc L@8@&9) establece que la rela-
cion entre dominio afectivo y aprendizaje es baiienal, ya quelos afectos
condicionan el comportamiento y la capacidad desaper y el proceso de apren-
dizaje provoca reacciones afectivaBazan y Aparicio (2006)y Alsina (20003
sefialan que las matematicas estan relacionadasctanta mente “racional”, como
con la inteligencia “emocional”, aseverando el selguautor, quelas clases de
matematicas han provocado, a menudo, emociones@gasivas que positivas”.

En esta dimension, en la que se integra una persgpefectiva, destacamos a
algunos investigadores, sobre todo a la profesamamez Chacon . (2000), que
cita a distintos autores, como, DAmbrosio, (19853hop (1988), Mellin-Olsen
(1987), McLeod (1988, 1992, 1994), etc., los cual@sciden en sefalar la in-
fluencia que tienen las cuestiones afectivas sebngroceso de la ensefianza-
aprendizaje de las matematicas.

Un primer problema a despejar para comprenderuastiones afectivas en
dicho proceso, es encontrar una definicion clarbodpie es eafecto o el domi-
nio afectivg para lo cual nos quedamos con la definicion eage Gomez
Chacon I. (2006)de McLeod (1989, 1992), Krathwohl y otr. (1973):

“El término dimension afectiva comprende un extersswo de sentimientos
y humores(estados de animajue son generalmente considerados como algo
diferente de la pura cognicion”

Gbomez Chacon, amplia la definicién de forma quesdio considera los sen-
timientos y las emociones, sino también las cresndas actitudes, los valores y
las apreciaciones.

1 Bazéan y Aparicio (2006)

2 Alsina, C. (2000)
3 Gomez Chacon, 1. (2000)
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Veamos, de forma muy resumida, lo que entiendmutara por algunas de
estos componentes, desde el punto de vista déasiorecon las matematicas:

- Lascreenciasmatematicas, forman parte del conocimiento swgetnpli-
cito del individuo, sobre las matematicas y su emsedi-aprendizaje. Cita a
McLeod que distingue dos categorias que puedediirasi este aprendizaje:

a) Creencias acerca de las matematicas como disgiph donde existe poca
componente afectiva, aunque es en donde se désamal parte importante del
afecto.

b) Creencias del estudiante (y del profesor) acedecai mismo y su relacion
con la materia. Existe en este caso una fuerte aoeme afectiva relacionada
con la confianza, el autoconcepto, y el atribu@lséxito o fracaso escolar.

- La actitud la entiende como una predisposicion, que pued@astiva o0
negativa que determina las intenciones persongbes tanto influye en los com-
portamientos.

Para el caso de que el objeto sea las matematistisigue dos categorias
(NCTM, 1989, Callejo, 1994):

- Actitudes hacia la Matematica: relacionada cowmdlmracion y aprecio por
esta disciplina y al interés hacia su aprendiZdrayan el componente afectivo
mas que el cognitivo.

- Actitudes matematicas: el caracter es marcadareagnitivo, y relaciona-
do con la manera de utilizar capacidades generedeso: el espiritu critico, la
apertura mental, flexibilidad de pensamiento, etc.

Estas dos categorias vemos que se contemplan Estirsdares de la NCTM
(2003} y en los curriculos oficiales tanto para E. Prim&.E.C. (20079, como
para Educacion Secundaria M.E.C. (2607)

- Las emocionespara Gomez Chacén (200030n respuestas organizadas
mas alla de la frontera de los sistemas psicoldgidocluyendo la fisioldgico,
cognitivo, motivacional y el sistema experiencial”

Emanan de la respuesta a un suceso, que pueaesroio externo, y tienen
una carga significativa positiva o negativa parmeividuo. Las creencias de los
estudiantes pueden influir en gran manera en laxiemes, siendo estas un as-
pecto muy importante en la estructuracion de losguensefia y aprende.

4NCTM (2003)

5M.E.C. E. Primaria (2007)
6 M.E.C. E. Secundaria (2007)
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2. Consecuencias de los afectos sobre la ensenama@endizaje de las
matematicas

Numerosos investigadores, como hemos sefaladoicniente, coinciden en
afirmar que los afectos de los estudiantes tiemgpagpel clave en la comprension
de como se comportan respecto a las matematicasnés destacables son:

. En cdmo aprenden y utilizan las matematicas. loegtablecen el contexto
personal en el que se encuentran los recursoateggtrs heuristicas y el control al
trabajar la matematica.

. En la estructura del autoconcepto como aprerelinaematicas.
. En las interacciones con el sistema cognitivo.
. En la influencia sobre la estructuracion de &idad social del aula.

. En obstéaculos para un aprendizaje eficaz, pupstolos que tienen creen-
cias negativas acerca de las matematicas y desndigaje, tienden a memorizar
mas que a comprender.

De forma que siempre se establece una relacioicaientre los afectos
(emociones, actitudes y creencias) y el aprerglizajesto que el estudiante ad-
guiere unaexperiencia en el aprendizagn la que recibe una serie de estimulos
(relacionados con la materia, con el profesorpdiante de la clase, etc.), le pro-
voca distintas reacciones que van a influir enolanfcion de susreencias.Al
mismo tiempo, estas creencias van a tener una amrsaa directa en s@sno-
ciones(que estan condicionadas por sus creencias agersiamismo y acerca de
las matematicas y su experiencia de aprendiza@), b cual coopera a generar
una determinadactitud ante las situaciones de aprendizaje y por tafiiarié en
su capacidad para aprender. Si las experienciapréadizaje se repiten de forma
similar y le siguen produciendo al individuo la mes clase de reacciones afecti-
vas, nos encontramos con que se puede automadizagatcion emocional
(satisfaccion, frustracion, etc.) y pasando un pieyrsu actitud ante el proceso
siempre sera similar.

Veamos el siguiente cuadro, que resume lo expesestb parrafo anterior:
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» EXPERIENCIA EN EL APRENDIZAJE

|

CREENCIAS
Acerca de las Matematicas y acerca de uno misnpectsa estas

|

EMOCIONES
Reacciones positivas y/o negativas hacia ewmestimulo asociado col
las matematicas

|

ACTITUDES
Positivas y/o negativas hacia las matematicastegpéde las mismas

—

Todos, en especial los profesores, conocemos dasalsimnos que se sienten
incapaces ante las Matematicas; algunos, se emaondrdumatizados de tal ma-
nera, que cuando se tienen que acercar a estdaregmn totalmente bloqueados.
Repetidas veces oimos a nuestros alumnos mas, famosentarios relacionados
con las mismas, achacando que no se les da biea najles gustan y atribuyén-
dolo inmediatamente a distintos motivos que podedistsibuir en tres grupos:
Unos, razones de tipo epistemoldgico, alusivassacéaacteristicas que tiene la
materia, como: comprension, jerarquizacion, absibac rigor, lenguaje matema-
tico, etc. Otros, relacionados con el entorno avad® en donde el profesor es el
gue se lleva la peor parte como protagonista delgso de ensefianza, y por ul-
timo aquellos motivos en donde la culpa recae sabralumno, aduciendo
razones, como: se les da mal esta asignatura,eslatrds, no les gusta, etc. ¢ sera
una consecuencia el tercer aspecto del segundo?...

En esta linea, Alsina Ccomenta que si se trabajase para que los alumnos t
vieran sentimientos y emociones positivas haciamasematicas, el alumnado
llegaria a la no experimentacion de un bloqueocadéniente racional” y de esta

7 Alsina, C. (2000)
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manera, avanzaria en dicho campo. Segun él, seiadisbajar sobre las emo-
ciones negativas y positivas del siguiente modo:

- Combatiendo emociones negativas como ira, tastezedo, aversion,..

- Fomentando emociones positivas como: alegria(giion a la hora de hacer
matematicas), sorpresa (sorprender, aumentarraiétg, confianza (favorecer la
confianza en uno mismo, dominar los conceptos, iaddpabilidades, recursos y
estrategias, etc.)

Creemos por tanto, que como profesores de matesatitiestro papel, no
tiene que ser el de un simple transmisor de corientos, sino también el de
ocuparnos en saber desarrollar una metodologia gdgreoceso de ensefianza-
aprendizaje, capaz de generar experiencias pasitoan el objetivo de que el
alumno adquiera confianza en si mismo y modifique eencias y con ello se
produzcan emociones y actitudes positivas. Tengagmnesente, que Si SOMoOS
capaces de que en nuestra materia cooperemosymtasgalumnos puedan ges-
tionar sus emociones e impulsos, estaran mas itag@s para pensar con
claridad y concentrarse ante cualquier reto, imd&anente de que estén presiona
dos o0 no. Seguro que el lector estara de acuenddaotio lo expuesto en este
parrafo, aunque al mismo tiempo estara haciéndase da una pregunta, por
ejemplo:¢,de qué maneralosotros proponemos una.

3. El papel del calculo mental en el aula. Contrilicion al desarrollo de
competencias basicas

Recordemos lo que asevera Gémez ChacorLa:dsuncion progresiva de res-
ponsabilidad del alumno en la planificacion, en antrol del proceso de
aprendizaje y en la evaluacion, supone necesarigaener en cuenta la regula-
rizacion de los sentimientos, actitudes y creericias

Como dice la autora, se trata de regular los semiiws actitudes y creencias,
para lo cual proponemos que una herramienta iret@spodria ser un programa
de intervencion en el aula, a través del trabagoaldelCalculo Mental Este tipo
de célculo con una metodologia adecuada, creem®Puede responder a las
expectativas sefaladas, puesto que puede desanrwdlaerie de capacidades que
inciden en las creencias, emociones y actitudedo T cual, supondria en prin-
cipio, la mejora de la actitud hacia el célculo Buico y por tanto hacia todos
aquellos contenidos que estén relacionados con el numero y las operaciones. ¢Y
por qué no, con esta base, ante el resto de lammaatas? Por supuesto, esta
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cuestion habria que demostrarla, lo que podrialgema central de estudios mas
profundos. Nosotros, hemos hecho pequefios esteritvabajos de investigacion
tutelada en la Universidad y en experiencias pelssraatravés de cursos de for-
macion de profesores sobre este tema, que nos draitics para comprobar
algunas de estas aseveraciones.

A continuacion, vamos a intentar justificar nuagtropuesta; para lo cual,
independientemente de los contenidos, que desmbs posteriormente, nos
parece muy importante la metodologia del procesengefianza-aprendizaje. El
planteamiento que seguimos procede de los resalt@eldas investigaciones en
este campo, de nuestras experiencias didactiades,|lgs comentarios expresados
por los profesores que trabajan en sus aulas@lloghental. Resultando de todo
esto, presentamos una seriepditas que consideramos pueden favorecer las
creencias y por tanto, mejorar actitudes. Como son:

- El trabajo en el aula debe ser participativen donde el alumno puede
aprender de los procedimientos del resto de compsaijeal mismo tiempo de-
fender, argumentando, los suyos; lo que le obligsemareflexivo y fijar los
conocimientos.

- El trabajo del aula debe se atractivio cual se puede llevar a cabo a traves
de distintas actividades, como: ejercicios, conep®ies y juegos en pequenos y
grandes grupos.

- El alumno debe sentirse comodo y segdmforma que, el profesor, no de-
be primar velocidades de respuesta hasta que kdssa oportuno, puesto que
pueden provocar inseguridades en los alumnos mtssle

- La aplicacion de los célculos a la vida cotidiarid alumno debe encontrar
la aplicabilidad de su esfuerzo; ya sea a travékmsleontenidos del curso o a
través de la resolucion de problemas reales daltaootidiana. Se debe intentar
gue adelanten las soluciones de forma aproximada.

- Atencion a la diversidadHay que tener presente, que dentro del grupo de
clase, existiran distintas velocidades de aprefgiga que no todo el mundo esta
igual capacitado y es el profesor el que debelaabfe y respetar esta diversidad
para que no experimenten inseguridad y rechazooranmie hacer uso entonces
de material de autoayuda.

- El alumno debe descubrir y entender los proceditoeeque le muestra el
profesor, antes de practicarlos. Sin embargo d¢epoo debe respetar la originali-
dad de las estrategias personales.
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- Las sesiones de calculo mental deben ser breviesigsd Como se requiere
gran concentracion y tension, cansa rapidamentigrdea que si se trabaja mu-
cho tiempo, la atencién disminuye y los resultagaspeoran. Por lo tanto,
recomendamos sesiones cortas, de diez a quinceéasinu

- Es mejor ensefiar el CM con una variedad de coogextaplicacionesen
lugar de ensefiarlo aisladamente. Si después deriodp planificado de adies-
tramiento, siguen los alumnos sin prever el redali@de una operacién, si siguen
utilizando la calculadora o el lapiz y papel paexdr calculos sencillos, es un
sintoma claro de no haberse alcanzado unos olgetiiteimos de capacitacion de
los alumnos.

- Finalmente sefalar que la experiencia muestrarguealmentela persona
hébil en célculo mental es la persona que lo piacti

Para nosotros, en el aulaGélculo Mental debe seun calculo basado en la
exploracién y reflexiéon, practico, motivador, reddp, respetando el protagonis-
mo y autonomia de cada individuo, con flexibilidéel accion, didlogo, y en
donde no debe primar la velocidad de respuesta.

Con estas pautas, entendemos que el alumno pusdedl@r una serie de
habilidades-capacidadesomo las siguientes:

- Planificacion puesto que debe programar los pasos del proaadorelegido.

- Concentracion las distracciones durante el procedimiento pasendos
errores.

- Rigurosidad en cada paso del procedimiento, para no falldaexactitud
del resultado.

- Razonamientopuesto que implica reflexionar sobre el procedirto y so-
bre cada paso que se elije.

- Reaccion al estimulo—respuesthtener que responder lo demandado por el
profesor, en un tiempo concreto.

- Saber tomar decisionepor el hecho de tener que elegir un procedimiento
determinado frente a otros varios.

- Flexibilidad: puesto que puede alterar los datos de la formardsele faci-
lite la resolucion, dependiendo el caso, ya seacataponiendo, cambiando el
orden, los datos, etc.
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- Memoria ya que debe recordar hechos, a corto y largo plaznorto plazo,
cuando se debe recordar resultados intermedigeaetso. A largo plazo: tablas,
propiedades, formulas, equivalencias (1/4 = 0,25/200 = 25%), etc.

- Autonomiapuesto que el procedimiento que sigue el alumrestgtamen-
te personal vy lo tiene que resolver sin ningunalayexterna.

- Seguridad psicolégicaComo consecuencia de esta autonomia, entre otros
aspectos, el alumno “sabe que es capaz” de ressituaciones relacionadas con
las Matematicas.

4. Contribucion al desarrollo de competencias basicas

Siguiendo las directrices del MEC para EducaciGm#&ia y Secundaria, el tra-
bajo del calculo mental en el aula puede desariakasiguientes competencias:

- Los contenidos del calculo mental y las destrgzaissus caracteristicas, ga-
rantizan el desarrollo de tampetencia matemati¢€arrol y Porter, 1994).

- El calculo mental y aproximado contribuye al desliy de lacompetencia
en el conocimiento e interacci@on el mundo fisico, porque hace posible una
mejor comprension y una descripcion mas ajustabarderno. En este caso, por
ejemplo, a través de los problemas se logra unmeenocimiento de la realidad
y se aumentan las posibilidades de interactuaetiary de transmitir informacio-
nes cada vez mas precisas sobre aspectos cudnhdificke! entorno.

- El tratamiento de la informacion y competencia diggéal varios sentidos.
Por una parte, porque proporcionan destrezas asscil uso de los numeros,
tales como la comparacion, la aproximacion; poa girte, las relaciones entre
las diferentes formas de expresarlos, facilitansiolaa comprension de informa-
ciones que incorporan cantidades o medidas. Lalealora puede ser un recurso
eficaz para la autoevaluacion.

- La autonomia e iniciativa personabien mediante la resolucién de proble-
mas, por ejemplo, estrategias de estimacion erulodlg en media, o bien
mediante la posible mejora de actitudes, asociadada confianza en la propia
capacidad para enfrentarse con éxito a situacioméstas en las que tiene que
usar todo tipo de estrategias.

- La deaprender a aprendepor el contenido instrumental del calculo mental,
puesto que su uso esta relacionado con la autontangarseverancia y el esfuer-
zo para abordar situaciones de creciente comptkjith sistematizacion, la

82



mirada critica y la habilidad para comunicar cdnagfia los resultados del propio
trabajo. Asi como la verbalizacion del proceso gkgluayuda a la reflexion sobre
gué se ha aprendido, qué falta por aprender, coparg qué, lo que potencia el
desarrollo de estrategias que facilitan el aprender

- Su metodologia fomenta el desarrollo de la cormae#ieencomunicacion
lingUisticg bajo dos vertientes, por una parte la incorporade lo esencial del
lenguaje matemético a la expresion habitual y kcadda precision en su uso.
Por otra parte, es necesario incidir en los codtenasociados a la descripcion
verbal de los razonamientos y de los procesosiaBethnto de facilitar la expre-
sion, como de propiciar la escucha de las explces de los demas, lo que
desarrolla la propia comprensién, el espiritu @ity la mejora de las destrezas
comunicativas.

- Con una metodologia adecuada, puede existir apamta la competencia
social y ciudadanae refiere al trabajo en equipo que en célculotahexlquiere
una dimensioén singular si se aprende a aceptas ptrintos de vista distintos al
propio, en particular a la hora de utilizar estg&te personales de resolucion de
ejercicios, problemas y juegos.

5. Contenidos y actividades relacionados con el calculo ntah

Si preguntamos a un grupo de personas sobre etgwague han seguido para
resolver un determinado calculo aritmético y que cancreten los pasos que han
tenido que hacer para llegar al resultado, nosrmodesncontrar un abanico de
respuestas. Estas cuestiones las hemos ido pasdadargo de los ultimos afios

a diversos colectivos: maestros, alumnos de laEEyJalumnos de doctorado.

Veamos algunos ejemplos de respuestas mas habit@iespondientes a la re-
solucién de la siguiente suma:

58 +97: 8y7=15,5y9=14, me llevd35
=(58+90) +7=148 + 7 =155
=(50+90)+8+7=140+ 15=155
=(58 +2) + (97 -2) =60+ 95 =155
=97, 107, 117, 127, 137, 147 + 8 = 155
=58+ (97 +3) - 3=(100 + 58) - 3 =155 (Palfl@fos)
= (58 — 3) + (97 + 3) =55 + 100 = 155 (Diegofi®s)

Analizando cada uno de estos procedimientos, ohs®y que unos resuel-
ven la operaciébn como si estuvieran haciendo erigo escrito, otros, para
facilitarse los célculos, descomponen uno o ddsslsumandos y posteriormen-
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te los asocian, otros perciben y calculan lo quedgipara la decena mas proxima
y suman - restan complementando al niumero quetesesa, otros van sumando
de diez en diez, etc. Al mismo tiempo que todosisen de conocimientos, co-
mo: valor relativo de los numeros, tablas, manejprpiedades, etc.

Vemos, por tanto, que cada procedimiento va a digpean gran medida, del
dominio de una serie de calculos elementales qdemos sefialar como basicos,
y que son los que van a influir en la elecciébnaledtrategia de resolucién. Cada
individuo tendera, consciente o inconscientememteacer uso de aquellas com-
ponentes basicas que mejor domine o le resultenfatwes o manejables y
obtenga mas rapidos resultados. De esta manepagfesor puede influir en el
éxito de aplicar una determinada estrategia, slittacleterminadas bases, por
ejemplo, si su objetivo es ensefar una estrateggada en la utilizacion de la
linea numérica para la adicfres bueno que practiquen antes ejercicios en los
gue se les pida que sumen de 10 en 10. Si seilm® gotroducir en estrategias
gue conlleven descomposiciones de los sumandois, ssromendable que se
empiece trabajando actividades de descomposicidrarSa tener que hacer uso
de propiedades, facilitarles la comprension denigsnas, etc.

Con estas premisas, entendemos que, para teneysiesultados en la ense-
Aanza-aprendizaje del calculo mental, el alumna aklminar primeramente una
serie de conocimientos, como son: el numero y kir velativo, las operaciones y
sus propiedades y conocer una serie de estratpggae faciliten la resolucién de
operaciones. Por otra parte, este trabajo estar@anipleto si no se aplica al en-
torno mas préximo al nifilo. Teniendo en cuenta thcedo, hemos dividido el
trabajo en el aula en dos grandes grupos de aatigsd

a) Actividades de adiestramiento, cuyo objetivdagsuesta en practica de la
teoria, a través de la resolucién de ejerciciosioCimientos tedricos.

b) Actividades de aplicacion a la realidad, a tsadé la resolucion de los

problemas relacionados con los contenidos mateasatjoe conlleva cada curso,
teniendo muy presente el entorno real. Aplicaciatesalculo mental.

5.1 Conocimientos teoricos

Aqui presentamos los contenidos que son indisptrssphara poder desarrollar la
practica del calculo mental en el aula. Por taptesentaremos: los conocimien-

8 3.1.3 Estrategias mas habituales
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tos basicos relacionados con el numero, con lasacjp@es y por ultimo presen-
taremos una serie de estrategias que son mas dlabitlEl tamafio de los
nameros, para la resolucion de operaciones, |lddmemos a dos cifras, puesto
gue trabajar con mas rebajaria la eficacia del miamncrementarse las dificul-
tades. No obstante, si los nimeros son manejablasgb nivel del aula, no hay
ningln inconveniente.

5.1.1 Conocimientos basicos relacionados con el nimero

En este apartado nos ocupamos de las actividagefagilitan la profundizacion
en el nimero natural, asi como las relaciones eigt@tos campos numericos.

a) NumeracionLa comprension del valor relativo, es un procegmitioso
gue presenta muchas facetas y las investigacionebgn que algunas son difici-
les de aprehender (errores de concepto afecta éamdi los alumnos de
secundaria); de aqui que debe ser su ensefianzaags@ de larga duracion que
exige una progresion larga y cuidadosamente cotaebi

Buena parte de la base del C.M. descansa en esteigoento, ya que no se
puede concebir ninguna modificaciéon del nUmero p@tar por cualquier estra-
tegia, sin conocerle en profundidad; de hecho, geo@mno en los ejemplos de
resolucion propuestos, se modifican las cantidadeséricas iniciales a base de:
descomposiciones, compensaciones, sustituciorees, et

Entre las actividades que facilitan el aprendizigenimero, vamos a descri-
bir las que consideramos mas importantes y quendebbajarse, sobre todo en
los primeros cursos. Las hemos agrupado en losesitgs grupos: 1. Lectura y
escritura, 2. Contar, 3. Relacionar, que compreocai@parar, intercalar, ordenar,
seriar y 4. Componer, 5. Descomponer.

b) EquivalenciasCuando se trabaja con determinadas operacionesjrelo
de las equivalencias puede facilitar extraordimagiate la consecucion de resul-
tados, ya que permite sustituir, cuando es necgsanos numeros por otros de
distintos campos numeéricos.

- Fracciones a decimales: 1/3=0,33, 1/4=018,=0,33, 2/3=0,6, 1/5 =
0,20, 1/6 = 1/2x1/3 = 1/2x0,333 = 0,167, 1/8 =x1/2 = 1/2x0,25 = 0,125...

- NUmeros enteros por fracciones: 5 = 10/2, 25 #4@D = 100/2, 75 =
3/4x100, 15 =10 + 10/2. 25 = 10x2 + 10/2...

- NUmeros decimales por fracciones: 0,1 = 1/10=0lR, 0,25 =1/4, 0,2 =
2/10, 0,125 =1/8, 0,75 = 3/4, 1,25 = 5/4, 1¥2, 2,5 = 10x0,25 =10/4...
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- Porcentajes por fracciones o decimales: 10% =400, 25% = 1/4 = 0,25,
50% =1/2 =0,5, 75% = 3/4 = 0,75, 80% = 0,85 4/

5.1.2 Conocimientos basicos relacionados con las opera@sn

En este apartado incluimos el resto de conocinsenésicos que hacen posible la
resolucion de las operaciones y la aplicacion thategias, como son: la memori-
zacion de las tablas aditivas y multiplicativasgéaalgunos productos notables y
la comprension y memorizacion de una serie de pdagies basicas.

a) Las tablasEntendemos por tablas a las 11x11 combinacioitegtcas ba-
sicas que se pueden realizar con los 10 digitog. ddéores que recomiendan la
memorizacion de las tablas hasta €], 12 que nos parece interesante, puesto que
son hechos faciles de recordar y facilitan numerastculos.

b) Las propiedadesSi desarrollamos cualquier calculo podemos darnes-c
ta de las numerosas veces que hacemos uso de agalganas propiedades,
consciente o inconscientemente. Las mas usualadgsmdos operaciones son: la
identidad, la conmutativa, la asociativa, la inaadia, la distributiva y la simpli-
ficativa.

c) Productos notablesA la hora de hacer determinados calculos, puede ser
muy atil recordar una serie de resultados y foamnugjue pueden ayudar a facilitar
el proceso de resolucion. Recordemos la “biblioEanemoria”, que recomien-
da Hope para ser un buen “resolutor” de operacid@stanto seria interesante, a
partir de un nivel determinado, memorizar una sddehechos, como: Dobles,
mitades, triples, cuadrados..., de los primeros nasyeeérmula del binomio,
Formula de la suma por diferencia de cuadrados, etc

5.1.3 Estrategias mas habituales

Existen numerosas estrategias que facilitan lalue®m mental de las distintas
operaciones; abarcando, segun el nivel, los distiompos numéricos. Con el
trabajo en el aula de estos procedimientos, el aluprocede a “aprender” o
hacer suyas aquellas que mas se adapten a su esqartal, sin necesidad de
tener que descubrirlas personalmente, algo quealena del alumnado tardaria
mucho tiempo en realizar.

9 Alfred Hope, J. 1984
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Respecto a este aspecto, hay dos corrientes, Eguddios que defienden que
los nifios desarrollen sus propios métodos y trabspo con estrategias informa-
les, como ocurre en numerosos paises, y la delasj@el donde se les “imponen”
aquellos procedimientos estandares mas formalesejaecione el profesor. Co-
incidimos con Caroll (1996) y corroboramos con t@evestigaciof!, en que
al principio el alumno no tiene recursos suficisnpara crear tales estrategias v,
por tanto, es positivo presentar aquéllas que seaneficaces y mas sencillas que
las propias de los algoritmos estandares, y quedso a posibles creaciones de
nuevas estrategias por los propios alumnos. De@dewen ello, pensamos que el
nifo, primeramente, debe conocer aquellos cordsrtidsicos relacionados con
el calculo y que a partir de este momento se Ipquooonen en el aula las estrate-
gias relacionadas, sin desechar nunca aquellaglguesmo descubra. Este tipo
de estrategias que el nifio descubre de formairdgwtque a veces nos sorpren-
den; si son correctas y sencillas, son las primguasel profesor debe tener en
cuenta como favoritas.

La eficacia de las estrategias ensefiadas, unaowgarendidas, con la practi-
ca las hara suyas si son aprendizajes signifiatiMosotros hemos seleccionado
aquellas que nos han parecido no ofrecian demadifidaltad y eran las mas
habituales; después el profesor, de todas ellas, @se debe decidir las que en-
tienda sean mas interesantes para su grupo dgotraba hemos dividido en dos
grupos, teniendo en cuenta el caracter aditivo ipficativo.

5.1.3.1 Estrategias aditivas

Las hemos dividido en sumas y restas. Dentro da opdracion, las hemos gra-
duado de menor a mayor dificultad; el criterio dummos escogido ha sido
teniendo presente diferentes aspectos que pengaradsn influir en la dificultad
de la resolucién, como: sumar resulta mas facil igstar, el nimero de pasos
necesarios para llegar a la solucion, las propiesia las que se hace uso y el
tipo de tratamiento que hacemos de los datos.gBndkctor esté interesado en
entender esta graduacion, en el libro hacemos es@igdcion detallada.

10 Proyecto de investigacion y curso de calculo mebBiagido a profesorado de Primaria
y Secundaria. C.P.R. de Valladolid. (1999-2000).
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a) Sumas

0. Estrategias elementaldsstan pensadas para sumar un nimero de una sola
cifra a una determinada cantidad. Por ejemplo, aamero dado, sumarle 10;
sumarle 9 (19, 29,..); sumarle 11(21, 31,..); slerta(18, 28,..)

1. Artificios. Siguiendo los pasos del algoritmo.

2. Linea numérica o saltos de di&e trata de resolver sumas de forma gra-
dual:

57 + 26: 57/67 77 +6 =83

3. Descomposiciongsiso de cantidades menores que las dadas): Datan d
De un dato a complementar. De un dato por def@&dos dos datos

4. RecolocacionSe trata de recolocar mentalmente los nimerosqoggar-
los segun las familias de la unidad seguida descero

b) Restas
0. Estrategias elementaldsstan pensadas para sumar un nimero de una sola
cifra a una determinada cantidad. Por ejemplo:d@Restin nimero el 10. Restar a

un numero el 9 (19, 29,..). Restar a un numerd @1, 31,..). Restar a un numero
el 8 (18, 28,..)

1. Artificios. Siguiendo los pasos del algoritmo.

2. Linea numérica o saltos de di&e trata de resolver restas de forma gra-
dual:

51 —23: 23/A33 /43 /AE51-43 =28

3. Descomposiciongsiso de cantidades menores que las dadas): Datan d
De un dato segregando. De un dato haciendo la memmegnacion

4. Compensacionedlediante el incremento de uno o de los dos datos co
pensando adecuadamente el resultado

5. Sumas y restas de niumeros terminados en cgeosuman (restan) las can-
tidades sin los ceros y posteriormente se afiaden.
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5.1.3.2 Estrategias multiplicativas

Si observamos estas estrategias suelen preseesaondposiciones numéricas en
sumas, restas y productos, uso de propiedades leodisiributiva y la invarian-
cia (para compensar) y sustituciones de unos n@npor otros mediante
equivalencias.

Las de la primera parte son mas sencillastpugue nos referimos a los casos
en los que se multiplica una determinada cantidadipa sola cifra.

0. Estrategias elementaleEstan pensadas para multiplicar un namero de
una sola cifra a una determinada cantidad. PorggerMultiplicar un nime-

ro por 2, por 3, por 4, por 5, por 6, 7, 8, 9, Réra ello, equivale a sumar dos
veces (x2), afladir a dicho nimero el doble (x3pjatcel doble (x4), sustituir

el 5 por 10 y dividir por 2 (x5), usando la pro@ddlistributiva (6, 7, 8, 9),
afiadir un cero a la derecha del nimero (x10)

1. Artificios: Multiplicacion de numeros cuyas cifras estan faasapor 11,
111, 101, 1001, etc.

2. Descomposiciones.

2.a AditivasSe trata de aplicar la propiedad distributivantfjios:

- utilizar cuadrados: 25x%26 = 25x (25 + 1) = 25x2%6+= 625 + 25 = 650
- descomponer el factor decimal en cuartos y mitades

- multiplicar por 5, 15, 25, 35,.. y por un nUumargar.

2.b MultiplicativasMediante la descomposicion en factores:
- multiplicar por 12, 15, 22, 33,...

- dividir descomponiendo el divisor en factores.

- dividir descomponiendo el dividendo en factores.

3. CompensacioneMultiplicar y dividir por un mismo numero.

4. SustitucionesSustituir nUmeros teniendo presente equivalenaisisén-
cas:

- multiplicar por 5 (10/2), 25 (100/4), 75(3/4.10025 (1000/8), etc, es decir,
cuando el denominador sea divisor de algun dato.

- multiplicar por 0,5 (1/2), 0,25 (1/4), 0,2 (2/10)125 (1/8), 0,75 (3/4), 1,25
(5/4), 1,5 (3/2), 2,5 (10/4) , es decir, cuandae&hominador sea divisor de
algan dato.
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- dividir por: 5(10/2), 25(100/4), 75(3/4.100), 12800/8), etc, es decir, cuan-
do el divisor es multiplo o parte alicuota de 1@),11000.

- dividir por 0,5 (1/2), 0,25 (1/4), 0,2 (2/10), @3l (1/8), 0,75 (3/4), 1,25
(5/4), 1,5 (3/2), es decir, cuando el denominadardivisor de algun dato.

- Calcular porcentajes: 10% (1/10 = 0,1), 20% (1 20), 25% (1/4 = 0,25),
50% (1/2 = 0,5), 75% (3/4 = 0,75), 80%(4/5=0,8)

- elevar a potencias: utilizando propiedades dpdésncias.

5.2 Aplicaciones del calculo mental

Una vez que se trabajan los ejercicios de calculo mental, pasamos a la aplicacion
del mismo, que es donde se encuentra el verdadetid® de este calculo; ya que
el hecho de aplicar estos conocimientos en distintmtextos, es lo que le va a
proporcionar al alumno el que encuentre utiliddd teoria ejercitada. Lo hace-
mos a través de tres opciones gque nos pareceedatdes para su aplicacion y
gue justificamos y explicitamos en el libro, conmm:suna primera a través de la
estimaciontanto para el calculo numérico como para la n&ditta segunda, en
la que el calculo mental se aplica p&aesolucion de ejercicios y problemas
relacionados con los contenidos de los que conatk cursoy una tercera op-
cion, a traves de distintgsegos y material didactico

En el libro, los dos ultimos capitulos, esti@dicados a describir las activida-
des para los tres ciclos de la Ensefianza Primaparg el primer ciclo de la
Ensefianza Secundaria Obligatoria. En el desardelltns mismos, seguimos las
lineas presentadas, aunque adaptandolo todo ansedi@ducativo. Las activida-
des vienen explicitadas para cada uno de los cguswgomponen cada ciclo; las
hemos agrupado en dos grandes apartados:

a) actividades de caracter tedrico que sirven pader conocer y trabajar el
calculo mental (actividades de entrenamiento) y

b) actividades de aplicacion del célculo mentak gancretamos en dos li-
neas de trabajo: la estimacion en célculo y megdidaresolucion de ejercicios y
problemas que conllevan los contenidos de cada.curs

Hemos intentado a lo largo de cada ciclo, presamtarpanoplia extensa de
distintos tipos de actividades, con el objetivogie el profesor pueda escoger
facilmente la que le interese trabajar en el aatladia, asi como regular el nivel
de dificultad de la misma.
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Resena de libros

ROMO SANTOS, CONCEPCIONMujeres Matematica§l56 pags,). ISBN: 978-
84-9923-302-4. Editorial: Cultura Libros (Colecci@ator, n° 86). Madrid, 2010.

La discriminacion de la mujer en la vida ledpy también en el ambito edu-
cativo, ha sido practicamente constante a lo layda historia. Asi, incluso en
parte del siglo XX, en muchas universidades noesmipia la presencia de muje-
res, y menos aun en una carrera cientifica. Porefiulta mas meritoria la labor
realizada por las mujeres matematicas en el pagaglempre es bienvenida una
obra que nos aproxime a las mas relevantes hastiados del siglo XX.

El ensayo que se comenta consta de cincaut@gicorrespondientes a los
periodos en los que la autora ha dividido la higtgren los que se ubican las pro-
tagonistas; ademas de la Introduccion, otro capitlé Conclusiones y la
Bibliografia. A mi juicio, los aspectos mas impaoirtes que presenta el libro son
los siguientes.

En primer lugar, que no se reduce al estdditas matematicas mas famosas
(Hipatia, madame de Chatelet, S. Germain, A. By&nKovalevskaya, E. Noet-
her...), sino que se extiende a mas de cuarenta, anuwbh las cuales -aunque
generalmente astronomas- son desconocidas porylariaaAsi, creo que la obra
podria ser también considerada como una especiatélego o fuente inicial para,
en su caso, profundizar luego en algunas biogratingeferencias complementa-
rias, para lo cual puede ser Util la extensa lmbdifia que aparece al final del texto.

Un segundo aspecto destacable es la proganiaacion del libro y de cada
capitulo, que permite adquirir una vision cronoté@ggeneral de la ubicacion de
las mujeres matematicas a lo largo de la hist@d todo, lo que mas me ha gus-
tado, es la larga Introduccion, en la que se puetéemplar en su conjunto la
evolucion de la educacion de las mujeres y sugibactones mateméaticas; como
asimismo, posteriormente, el desarrollo de laadidn en Espania.

La obra esta escrita por Concha Romo, catedrde Algebra de la UCM, que
no solo es una especialista en su area de conotim&no que a raiz de otros
trabajos sobre Historia de la matematica, y derr@sante libro que ahora presen-
ta, demuestra que también cultiva este ultimo cacopogran profesionalidad.

Javier Peralta
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ROANES LOZANO, EUGENIO ET AL:Desarrollo de competencias béasicas a
través de las matematicd809 pags). ISBN: 978-84-369-4756-4. Ediciones del
Instituto de Formacion del Profesorado, Investigga@ Innovacion Educativa del
Ministerio de Educacion, Serie Ciencias (Formatg.Qadrid, 2010.

Compendio del curso titulad@esarrollo de competencias basicas a través de
las matematicas;elebrado en julio de 2008, en el marco dedossos de Verano
de El Escorial en la secciéi€ursos de Formacion para el Profesorado de Ense-
flanza Secundarjaorganizados por el Ministerio de Educacion y Ciary la
Universidad Complutense de Madrid.

Contiene el desarrollo de los seis temas,dwssan conferencias impartidas en
dicho curso, que se explicitan a continuacion.

Algunas reflexiones sobre modas y tendenalasativas en matematicas: de
los cuadernos escolares de problemas al ordengglor Eugenio Roanes Loza-
no, Dpto. de Algebra, Facultad de Educacion de la Usidad Complutense de
Madrid.

Las TIC y las competencias basicas, hacia preradizaje colaborativo en la
ensefianza de las matematicpsr M2. Dolores Rodriguez Soalleiro, profesora de
matematicas de Educacion Secundaria, Instituto réwpde Formacion y Recur-
sos en Red para el Profesorado MEPSYDE.

Sistemas de geometria dinamica y aprendizajevia experimental en mate-
maticas de Secundari@or Eugenio Roanes Macjd3pto. de Algebra, Facultad
de Educacion de la Universidad Complutense de Madri

Adquisicion de competencias basicas transWessa partir de un modelo
geométrico por M2 Francisca Blanco Martin, E.T.S. de Arqetitea de la Univer-
sidad de Valladolid.

La evaluacion de las competencias matemati€astores escondidogyor
Tomas Recio, Dpto. de Matematicas, Estadistica snflacion, Facultad de
Ciencias de la Universidad de Cantabria.

La tecnologia en la ensefianza de conceptodafuantales de célculo en
Secundaria por Antonio R. Quesada, Department of Theoret&alApplied
Mathematics, The University of Akron, Akron, OheEUU.

Eugenio Roanes Macias
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Instrucciones para el envio de originales
para su publicacion en el boletin

Los originales de articulos, problemas, resefidibdes, anuncios de congre-
sos, etc., deben enviargn formato electronicodel modo especificado a
continuacion.

Formato

Para facilitar la impresion es preferible usar psaclor Word o LaTex. El
formato de texto debe ser 17cm x 12.8cm. El tantifiletra de texto 11 puntos.

Los articulos comenzaran con el titulo en mindscd@ 16 puntos, nombre de
autores en mindsculas de 12 puntos en negritaerefi@ de su departamento o
institucion de trabajo, direccion de correo eleuitro (si se tiene) y “abstract” de
unas lineas en inglés en letra italica (cursiva).

Los epigrafes de seccién numerados (excepto ehtdeduccidn que ira sin
numerar), en minusculas negritas en 12 puntogueito final. Las subsecciones
se numeraran con dos digitos separados por un.punto

La primera linea posterior al titulo de secciénubsgccion no se indentara.
Después de cada punto y aparte no se dejara nitigeaaen blanco y la siguien-
te linea se indentara sélo 5 espacios (tal condm estcritas estas instrucciones).

La bibliografia al final, sin palabras completasneaylsculas, con los titulos
de libros o articulos en italica, no incluyendoaaths después de la bibliografia.

Las figuras deben ser de buena calidad (impresated#denador, debiéndose
evitar los bosquejos a mano alzada). Seran induéhael lugar apropiado del
texto y en el tamafio en que deban ser reproducidas.

Las soluciones de problemas propuestos en numetesaes del Boletin de-
ben comenzar indicando: “Problema namero (Boletime&ro)”, tal como suelen
aparecer en el Boletin, y terminar con el nombiead®r de la solucion de cada
problema.

Las resefias de libros, como suelen aparecer enlefiid terminando con el
nombre del autor de la resefa.

Si se usa Latex, en estilo “article” y si se usagyetes especificos de Latex,
deberan incluirse los archivos correspondientesoa paquetes.

Si se usa otro procesador, distinto de Word o Latdlekera ajustarse exacta-
mente al tamafio de formato, pues habria de senezda.
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Envio de originales

Se enviara por correo electronico a la cugmiiggadam@mat.ucm.es , 0
bien en un disquete formateado para PC compatbtgeniendo el/los archivo/s
del documento en el procesador de texto utilizado.

De otro modo, también pueden enviarse dos copigsjeel por via postal a la
sede de nuestra Sociedad, cuya direccion que figura pagina 2 del Boletin.
Pero, una vez aceptado para su publicacion, seehendar el correspondiente
archivo en formato electronico en la forma anteniente indicada.

Seleccion de originales

Seran revisados por profesionales del mundo acadépara decidir si se ajus-
tan a la linea general del Boletin. Si se considpmtuno, se pedira a los autores
gue reduzcan su extension o hagan algunas modbingscen su contenido.

Adquisicion de numeros atrasados de nuestro Boletin

Los numeros atrasados del Boletin, de los cualstaexejemplares sobrantes,
podran ser adquiridos al precio de coste de seasajemplar. Los numeros de
los que aun gquedan algunos ejemplares sobrantdgsssiguientes:

35, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 4858951, 52, 53, 54, 55,
56, 57, 58, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68706971, 72, 73, 74, 75,
76, 77,78, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85y 86.

El importe puede ser abonado mediante cheque areaiela "Sociedad Puig
Adam de Profesores de Matematicas"mediante transferencia a la cuenta co-
rriente numero 3025-0006-24-1400002948 al mismo nombre de la
Sociedad, domiciliada en la entidad bancaria:

Caja de Ingenieros, c/. Carranza,5 Madridd28

La carta de peticion se enviara a la sede de @uSsitiedad, que figura en la
pagina 2 de este numero del Boletin. En la cartadeara el nUmero o nimeros
a adquirir, incluyendo en ella direccion a donde se han de enwviael corres-
pondientecheque nominativo o resguardo de transferencia
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