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Acta de la Asamblea General Ordinaria
de 2009 de la Sociedad Puig Adam
de Profesores de Matematicas

En la Facultad de Matematicas de la UCM, sita en la Ciudad Universitaria, a
las doce horas del dia 18 de abril de 2009, en segunda convocatoria, reunidos los
miembros de la Sociedad, bajo la presidencia de D. José Javier Etayo Gordejuela,
dio comienzo la Asamblea General Ordinaria del afio dos mil nueve.

Se desarrollo con arreglo al siguiente

ORDEN DEL DIA
1. Lecturay aprobacion, si procede, del acta de la sesion anterior

Se procede a la lectura del acta de la Asamblea de 29 de marzo de 2008, que que-
da aprobada por unanimidad.

2. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad

Se informa que desde la Asamblea anterior se han publicado los ntimeros 79, 80 y
81 del boletin.

El Presidente informa sobre los concursos Puig Adam, Intercentros, y de la fa-
se regional de la Olimpiada Matematica:

Concurso Puig Adam. E1 XXVI Concurso “Puig Adam” de Resolucion de Pro-
blemas se celebro el 7 de junio de 2008, con buena participacidon, unos 100
estudiantes. Los resultados se publicaron en el boletin 80. Este afio el XXVII
Concurso “Puig Adam” se celebrara el 13 de junio,

Concurso Intercentros. Al igual que otros afios, se celebré el penultimo sabado de
noviembre en la Facultad de Matematicas de la UCM. Con una participacion de
37 centros y 222 estudiantes de nuestra Comunidad. En el boletin n° 81 aparece
una resefia de los resultados del VIII Concurso “Intercentros”.

Olimpiada Matemadtica Espaiiola. También informa que en el boletin n°® 81 apare-
cen los problemas de la Fase Local de la XLV Olimpiada Matematica Espafiola
en los distritos de Madrid.




También se informa que el proximo sdbado 25 de abril se celebrara el XIII
Concurso de Primavera de Matematicas de la Comunidad de Madrid y que esta
teniendo un gran éxito como en afios anteriores. Este afio participaran mas de
3500 alumnos en la 2* fase del Concurso que se celebra en la Facultad de Mate-
maticas de la UCM. Hay que destacar que algunos miembros del equipo
organizador del Concurso son miembros de la Sociedad.

3. Informe del Tesorero. Presentacion y aprobacion, en su caso, de las cuen-
tas de ingresos y gastos

El Tesorero, D. Alberto Aizpun, reparte entre los asistentes la documentacion
relativa a los movimientos de tesoreria, explicando detalladamente los ingresos
apuntados y los gastos efectuados. Se someten a aprobacion las cuentas desde el
29 de marzo de 2008 hasta el 25 de abril de 2009. Pasando a la votacién quedan
aprobadas por unanimidad.

A la vista de las cuentas aprobadas, y de la situacidn de tesoreria de la Socie-
dad, se propone el mantenimiento de la cuota, regularizando su cobro en el mes de
octubre para ajustarlo al curso académico.

4. Eleccion de nuevos cargos directivos

El Presidente manifiesta que no procede el cese y posterior eleccion de ninguno
de los cargos de la Junta Directiva de la Sociedad, al no haber ninguno que haya
extinguido su mandato.

5. Asuntos de tramite

No hubo.

6. Ruegos y preguntas

La Federacion nos envia 10 ejemplares de cada nimero de la Revista Suma. Su
finalidad es que no se quede ninguno de nuestros socios sin recibirla. Si alguien
no la recibe, debe comunicarnoslo.

Sin mas asuntos que tratar, el Presidente levanta la sesion a las doce horas y
cincuenta y siete minutos del dia de la fecha arriba indicada.

V° B° El Presidente El Secretario



XLV Olimpiada Matematica Espafiola

Sant Feliu de Guixols (Girona)

Organizada por la Catedra Lluis Santalo, la fase nacional de la XLV Olimpia-
da Matematica se ha celebrado este curso en Sant Feliu de Guixols, Girona. Alli
se reunieron, junto con sus profesores acompafiantes, los 117 estudiantes ganado-
res de las correspondientes fases locales, a lo largo de un intenso fin de semana
que todos disfrutamos enormemente.

La representacion madrilefia estuvo compuesta por Moisés Herradon Cueto,
Alfonso Gémez-Jordana Mafias, Jaime Roquero Jiménez, Ignacio Lescano Ca-
rroll, Francisco Criado Gallart, Alberto Merchante Gonzalez, Pablo Boixeda
Alvarez, Rubén Jiménez Benito e Ignacio Velasco Rodriguez. Ellos son los nueve
ganadores de la fase local de la OME en la Comunidad de Madrid, que comenz6
en el mes de noviembre, con la participacidn de casi trescientos estudiantes.

Los problemas de este afio han sido los siguientes.

Primera sesion, viernes 27 de marzo de 2009

Problema 1
Halla todas las sucesiones finitas de » numeros naturales consecutivos
a,,a,,...,a, con n =3 tales que a, +a, +...+a, =2009

Media de todos: 3,53
Media oros: 6,5

Problema 2

Sean ABC un triangulo acutangulo, / el centro de la circunferencia inscrita en el
triangulo ABC, r su radio, y R el radio de la circunferencia circunscrita al tridngu-
lo ABC. Se traza la altura AD = h,, con D perteneciente al lado BC. Demuestra

que DI* =(2R—h, )(h, —2r).
Media de todos: 0,38
Media oros: 3,5



Problema 3

Se pintan de rojo algunas de las aristas de un poliedro regular. Se dice que una tal
coloracion es buena si para cada vértice del poliedro, existe una arista que concu-
rre en dicho vértice y no esta pintada de rojo. Se dice que una tal coloracion es
completamente buena si, ademas de ser buena, ninguna cara del poliedro tiene
todas sus aristas pintadas de rojo. ;Para qué poliedros regulares es igual el numero
maximo de aristas que se pueden pintar en una coloracidén buena y en una colora-
cion completamente buena?

Media de todos: 0,98

Media oros: 3

Segunda sesion, sabado 28 de marzo de 2009

Problema 4
Determina razonadamente todos los pares de niumeros enteros (x,y) que verifican
la ecuacion x* — y* =2009.

Media de todos: 3,93
Media oros: 7

Problema 5

Sean a, b, c nimeros reales positivos tales que abc = 1.Prueba la siguiente

a Y b\ c Y .3
desigualdad: + + > —.
1+ab 1+ bc 1+ ca 4

Medlia de todos: 0,30
Media oros: 2,67

Problema 6

En el interior de una circunferencia de centro O y radio r, se toman dos puntos 4 y
B simétricos respecto de O. Se considera un punto variable P sobre esta circunfe-
rencia y se traza la cuerda PP’, perpendicular a AB. Sea C el punto simétrico de B
respecto de PP’. Halla el lugar geométrico del punto Q, interseccion de PP’ con
AC, al variar P sobre la circunferencia.

Media de todos: 0,86

Media oros: 6,17



En el solemne acto de entrega de premios, presidido por el Consejero de Edu-
cacion de la Generalitat, recibieron medalla de oro los estudiantes que a
continuacion se relacionan:

Moisés Herradon Cueto (1° de Bachillerato, Madrid)

Ivan Geffner Fuenmayor (2° de Bachillerato, Catalufia)
Jaime Roquero Jiménez (2° de Bachillerato, Madrid)
Glenier Lazaro Bello Burguet (2° de Bachillerato, La Rioja)
Ander Lamaison Vidarte (1° de Bachillerato, Navarra)
Alberto Merchante Gonzalez (1° de Bachillerato, Madrid)

Como es habitual, se entregaron ademdas doce medallas de plata, y dieciocho me-
dallas de bronce.

Los resultados de los chicos madrilefios han sido excelentes. A las tres meda-
llas de oro obtenidas por Moisés, Jaime y Alberto, hay que sumar otras tres de
plata (Pablo Boixeda, alumno de 4° de ESO del Colegio Aleman; Ignacio Lesca-
no, que estudia 1° de Bachillerato en el Liceo Francés, y Rubén Jiménez, de 2° de
Bachillerato del IES José Hierro de Getafe), y tres de bronce, que fueron para
Alfonso Gémez-Jordana (2° de Bachillerato, Colegio Everest de Pozuelo), Ignacio
Velasco (2° de Bachillerato, Colegio Vedruna) y Francisco Criado (1° de Bachi-
llerato, Colegio Amor de Dios). En resumen: los nueve estudiantes madrilefios
tuvieron premio, y si representaban el 8% de la totalidad de participantes, este
porcentaje alcanza el 20% entre los premiados, pasando de un 17% entre los
bronces a un 25% en las platas y un 50% en los oros. Sin duda en estos resultados
tiene mucho que ver ademas de su propio esfuerzo, el trabajo e ilusién del grupo
de antiguos olimpicos madrilefios (Elisa Lorenzo, Hugo Fernandez, Teresa Rodri-
go, David Alfaya, Gabriel Fiirstenheim...) que generosamente se reunen con
ellos — jy con la “cantera”! - en las mafianas de los sdbados para hacer problemas.

Vaya para todos ellos nuestra felicitacion y nuestro agradecimiento.

Joaquin Hernandez Gomez



XIIT Concurso de Primavera de Matematicas

El sabado 25 de abril se celebrd el XIII Concurso de Primavera de Matemati-
cas de la Comunidad de Madrid en la Facultad de Matematicas de la UCM

En Madrid, cuando termina el invierno y comienza la primavera, hay muchos
chicos y chicas que saben que se acerca el CONCURSO DE PRIMAVERA. In-
tentar resolver 25 “problemas con chicha”, como dice Joaquin, es un reto al que
afio tras afio se enfrenta un buen nimero de estudiantes entusiastas, que no se rin-
den ante cuestiones como esta:

Trabajando juntas, Ana y Cati pintan un mural en 10 horas; Ana y Gloria lo
harian en 12 horas y Cati y Gloria en 15 horas. Si se pusieran las tres juntas a
pintar, jen cuantas horas acabarian el mural?

Leen el problema una y dos veces; anotan algunos nimeros; tal vez hagan al-
gun dibujo; puede que busquen fracciones; o imaginan qué pasaria si cada pareja
pintase durante 60 horas... Lo que no hacen es tirar la toalla. Jamés aparcan un
problema sin intentar resolverlo.

Esta convocatoria hemos vuelto a batir la marca de participacion: 422 centros
educativos inscritos y mas de 2.900 participantes en la segunda fase del sabado 25
de abril. Se dice pronto, pero reunir a casi 3.000 estudiantes (desde 5° de primaria
hasta 2° de bachillerato), la mafiana de un sdbado para resolver problemas de ma-
tematicas, no deja de ser algo asombroso.

Tan extraordinario que merece unas cuantas reflexiones.

En primer lugar debemos agradecer a todos esos profesores que han sabido
motivar a sus estudiantes, que les han acompafiado y que les han animado a parti-
cipar. Sin la implicacion de ellos, de los docentes, un concurso de este tipo estaria
condenado al fracaso mas absoluto.

En segundo lugar queremos hacer una observacidn sobre los contenidos que
se imparten en la enseflanza obligatoria, primaria y secundaria. Algunos profeso-
res de matematicas creemos que se ha exagerado en exceso el valor instrumental
de las matematicas y esto ha llevado a cargar los programas de matematicas con
demasiados célculos, operaciones engorrosas, cuentas, formulas y aspectos pura-
mente mecanicos. Aunque somos conscientes de este valor instrumental de las



matematicas para abordar el resto de las ciencias, si queremos reivindicar otros
aspectos casi olvidados o marginados de las matematicas, que para nosotros son
su verdadera esencia.

Con este Concurso de Primavera de Matematicas también pretendemos resca-
tar esas matematicas que tanto nos gustan y que estamos convencidos de que
también son las que enganchan a nuestros estudiantes: nos estamos refiriendo a la
geometria; a los razonamientos logicos; a las demostraciones; a las cuestiones de
paridad; a las propiedades de los nimeros; a la probabilidad; a problemas abier-
tos.... Muchisimos de los problemas que conforman este concurso abordan estos
campos, actualmente casi desaparecidos de los libros de texto. Creemos firme-
mente que debe haber un cambio profundo en los programas actuales de
matematicas.

Queremos, en definitiva, que nuestros estudiantes no maldigan a su profesora
de matematicas si les pone este problema:

Tres de los cuatro lados de este cuadrilatero miden 1 cm.
¢ Cudnto mide el angulo x?

En tercer lugar recordamos que si algtin docente de fuera de la Comunidad de
Madrid esta interesado en organizar un evento de este tipo, por favor que no dude
en ponerse en contacto con nosotros. Nos encantaria extender este concurso por
todo el &mbito nacional

Toda la informacién estd a vuestra disposicién en nuestra pagina web, en la
que encontraréis las pruebas de este afio y afios anteriores:
www.mat .ucm.es/~conprim/

Esteban Serrano Marugan
Miembro del Comité Organizador del
Concurso de Primavera de Matematicas
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XXIII Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

Entre los dias 20 y 28 de septiembre de 2008, se celebro en San Salvador de
Bahia (Brasil) la XXIII Olimpiada Iberoamericana de Matematicas. Asistieron 81
estudiantes procedentes de 21 paises del &mbito iberoamericano.

El Jefe de la Delegacion espaiiola fue el Profesor Juan Manuel Conde Calero
(Universidad de Alicante), y actué como profesor tutor el antiguo olimpico Daniel
Rodrigo Lopez, acompafiando a los estudiantes David Alfaya Sanchez (Madrid),
Gabriel Fiirstenheim Milerud (Madrid), Moisés Herradon Cueto (Madrid) y Ar-
nau Messegué Buisan (Balaguer, Lleida).

Los problemas propuestos fueron los siguientes:

Primer dia, martes 23 de septiembre de 2008.

Problema 1

Se distribuyen los numeros 1, 2, 3, ..., 2008% en un tablero de 2008 x 2008, de
modo que en cada casilla haya un numero distinto. Para cada fila y cada columna
del tablero, se calcula la diferencia entre el mayor y el menor de sus elementos.

Sea S la suma de los 4016 nimeros obtenidos. Determine el mayor valor posible
de S.

Media de todos: 5,99
Media del equipo espariol: 7

Problema 2

Sean ABC un tridngulo escaleno, y r la bisectriz externa del angulo ABC . Se consideran
Py Q, los pies de las perpendiculares a la recta » que pasan por 4 y C respectivamente.
Las rectas CP y AB se intersecan en My las rectas AQ y BC se intersecan en N. Demues-
tre que las rectas AC, MN y r tienen un punto en comun.

Media de todos: 3,64
Media del equipo espaiiol: 4,25
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Problema 3

Sean m y n enteros tales que el polinomio P(x) = x> +mx+n tiene la siguiente
propiedad: si x e y son enteros y 107 divide a P(x) — P()’), entonces 107 divide a
x — y. Demuestre que 107 divide a m.

Media de todos: 2
Media del equipo espaiiol: 4,25

Segundo dia, miércoles 24 de septiembre de 2008.

Problema 4
Demuestre que no existen enteros positivos x e y tales que:
x> +2008!=21"

Media de todos: 5,33
Media del equipo espaiiol: 7

Problema 5

Sea ABC un triangulo, y X, Y, Z puntos sobre los lados BC, AC y AB respectiva-
mente. Sean 4’, B’, C” los circuncentros correspondientes a los tridngulos AZY,

(ABC)

BXZ, CYX respectivamente. Demuestre que (A'B'C") > , ¥ que la igual-

dad se cumple siy solo si las rectas 4A4°, BB’, CC’ tienen un punto en comun.
Observacidn: para un tridngulo cualquiera RS7, denotamos su area por (RST).

Media de todos: 2,57
Media del equipo espaiiol: 4

Problema 6

En un partido de biribol se enfrentan dos equipos de cuatro personas cada uno. Se
organiza un torneo de biribol en el que participan » personas, que forman equipos
para cada partido (los equipos no son fijos). Al final del torneo se observd que
cada dos personas disputaron exactamente un partido en equipos rivales.

(Para qué valores de n es posible organizar un torneo con tales caracteristicas?

Media de todos: 1,20
Media del equipo espaiiol: 3,25
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Nuestros estudiantes obtuvieron tres medallas de plata (Gabriel Fiirstenheim,
Arndu Messegué y David Alfaya), y una de bronce (Moisés Herradon), excelente
resultado que coloco a Espafia en la extraoficial clasificacion por equipos en cuar-
to lugar, detras de Brasil, Pert y Cuba.

La XXIV Olimpiada Iberoamericana de Matematicas se celebrard en Santiago
de Querétaro (Méjico), el proximo mes de septiembre de 2009.

Maria Gaspar
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Numero especial dedicado al
Profesor Eugenio Roanes Macias

Como ya se anunci6 en el nimero anterior de nuestro Boletin, a peticion de al-
gunos socios y amigos, la Junta Directiva de la Sociedad aprobd dedicar este
numero del Boletin en homenaje al Profesor Eugenio Roanes Macias, Vicepresi-
dente de nuestra Sociedad, con ocasion de su jubilacidén y en agradecimiento al
trabajo que durante tanto tiempo realizo.

Por ello, en este y en el prdximo numero —las colaboraciones recibidas exceden
la capacidad de un solo Boletin— se encontraran los trabajos que hemos recibido,
como muestra de amistad a Eugenio padre.

Las colaboraciones recibidas hasta la fecha y que no han cabido en este nime-
ro del Boletin son las siguientes:

Acerca de los didmetros de Newton de una curva algebraica, por Julio Ferndn-
dez Biarge.

Lo que debi hacer y no hice: un modelo matematico para el amor, por Fco.
Javier de Vega Ferndnde:z.

Implementacion del sistema de numeracion maya en Maple: una experiencia in-
terdisciplinar, por Eugenio Roanes Lozano 'y Francisco A. Gonzalez Redondo.

Rey, Reyes y la introduccidn de la logica matemadtica en Espafia, por Javier Pe-
ralta

Recordando las Escuelas de Magisterio del altimo medio siglo, por Alberto Aiz-
pun Lopez.

Competencia matematica y videojuegos, por Benjamin Garcia Gigante.
Problemas de dlgebra y teoria de numeros, por Juan-Bosco Romero Marquez.

El Modulor de Le Corbusier: un instrumento de medida, por M“ Francisca Blan-
co Martin.

La Junta Directiva
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Boletin de la Soc. Puig Adam, num 82 (Junio 2009)

. Qué significa comprender un problema?

Fernando Etayo Gordejuela
Departamento de Matematicas, Estadistica y Computacion
Facultad de Ciencias, Universidad de Cantabria
etayof@unican.es

Abstract

In this note, we give three different proofs of a theorem of classical geometry.
FEach one adds new information about the result. This is given as an example
to understand which means understanding a problem.

A Eugenio Roanes Macias, con todo afecto

1 Introduccion

La pregunta que encabeza esta escrito es mas dificil de responder que muchos
problemas. A menudo, al enfrentarnos con un problema y resolverlo creemos
que lo hemos comprendido del todo. Los anos de docencia me van conven-
ciendo cada vez mas de lo contrario: un problema es una puerta abierta a un
paisaje infinito. De hecho, no todas las resoluciones correctas de un problema
aportan la misma informacion.

Como me resulta dificil expresar estas ideas voy a acogerme al socorrido
recurso de dar un ejemplo de lo que quiero mostrar. Para ello he buscado
en un ambito muy querido por Eugenio: la geometria. Tomemos un teorema
de geometria clasica, demostrémoslo de diversos modos y analicemos cuida-
dosamente lo que aporta cada demostracion. Todas las demostraciones seran
correctas, pero no todas aportaran la misma informacién.

15



2 El teorema y sus demostraciones

El enunciado es el siguiente:

Teorema 1. Se consideran una elipse y todas las cuerdas de la misma para-
lelas a una cierta direccion. Entonces los puntos medios de dichas cuerdas
estan alineados.

Figura 1: Teorema 1

Demostracion. Vamos a proponer tres demostraciones diferentes: empleando
herramientas euclideas, afines y proyectivas.

2.1 Utilizando sdélo herramientas euclideas.

Consideremos un sistema de referencia tal que la ecuacién de la elipse sea:

? y2 2 2 2 2 272
{§+b_2:1}:{bx + a*y” = a"b"}

El resultado que nos piden es trivial si las cuerdas son paralelas a alguno
de los ejes (porque entonces el otro eje es la recta buscada).

En cualquier caso, también es obvio por ser el origen de coordenadas
centro de simetria de la elipse, que el centro de coordenadas es el punto
medio de la cuerda que pasa por él, sea cual sea la pendiente de la familia de
cuerdas.

Podemos parametrizar la familia de cuerdas como {y = Ax + ¢}, donde
la ¢ es variable. Por la observacion precedente, si el resultado es cierto, los
puntos medios deberdn estar en una recta del tipo {y = ux}.

16
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Figura 2: Herramientas euclideas

Intersequemos una cuerda de la familia con la elipse:

b 22 + a?y? = a?b? = b22? + a?(\x + ¢)? = a?b?
= (\2a? + b?)2? + 2a%Xcx + a?(2 — %) =0

Esta ecuacion tiene dos solucione

s, que son de la forma

B —2a*Xc+ VA
—2(A\2a2 + b2?)
donde A es el discriminante de la ecuacién, que, como veremos, no necesita-

mos calcular explicitamente. Lo que necesitamos es hallar el punto medio de
los dos puntos de interseccion de la cuerda con la elipse, esto es, el punto

1( .
m= | =(z
571

22,5+

donde (z1,y1), (2, ¥y2), son los puntos de interseccién. Pues bien,

1 _ 1 [ =2a%Xc+VA —2a’Xe—VA\ . —2d*Xc
5(21 +x2) = 5 ( B(N%a+b%) T 2(\2a?1b?) ) T Z(NaZrb?)
—a’)c
N2a2 b2
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Para hallar la otra coordenada de m basta tener en cuenta que el punto
pertenece a la cuerda {y = Az + ¢}. Por lo tanto,

_ —a?Xe —a?Xe _ —a?de —a?X2c+a)X2c+cb? ) _
m = (A2a2+b2 ) )\)\Qa?—i-b? + C) = ()\2a2+b2’ N2a21b2 =

—a?le cb?
)\2a2—|—b2’ /\2a2+b2

En esta expresién a,b, A son valores fijos (determinados por la elipse y
la pendiente de las cuerdas) y c¢ variable (la que determina cada cuerda). Si
dividimos las dos coordenadas de m obtenemos:

meo cb? b2

m;  —a’le  —a?)
Por lo tanto, los puntos medios de las cuerdas estan todos en la recta
b2
=———2x
{y 0,2)\ }
y, por consiguiente, estan alineados.

Comentarios:

(a) La recta que hemos obtenido es de la forma deseada (pasa por el centro
de la elipse).

(b) Hemos comprobado que el resultado es cierto. Y conocemos las ecuaciones
del lugar geométrico pedido.

2.2 Utilizando herramientas afines

Comenzamos reduciendo el problema a uno mucho mas sencillo: si la elipse
es una circunferencia, el resultado es cierto de modo evidente. Los puntos
medios de cuerdas paralelas estan situados sobre el didmetro perpendicular
a dichas cuerdas.

Dada una elipse cualquiera siempre podemos construir un cilindro circular
sobre ella (esto es, obtener la elipse como interseccién del cilindro con un
cierto plano IT). La seccién obtenida al cortarlo con un plano IT" perpendicular
a sus generatrices es una circunferencia.
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Figura 3: Herramientas afines

Consideremos la proyeccién paralela de direccion las generatrices del cilin-
dro y base II". Cuando la restringimos al plano II aplica éste sobre el plano IT’
y lleva la elipse sobre la circunferencia, las cuerdas de la elipse sobre cuerdas
de la circunferencia, los puntos medios de las cuerdas de la elipse sobre pun-
tos medios de las cuerdas de la circunferencia, porque al ser una aplicacion
afin preserva todas estas propiedades afines. Como para circunferencias el
resultado es cierto, los puntos medios de las cuerdas de la circunferencia estan
alineados. Si consideramos ahora la proyeccion paralela de direccion las ge-
neratrices del cilindro y base II, lleva las cuerdas de la circunferencia en las
que teniamos al principio en la elipse, los puntos medios en puntos medios y
preserva las alineaciones. Luego los puntos medios de las cuerdas de la elipse
estan alineados.

Comentario: Esta demostracion reduce el caso general (elipse) a un caso par-
ticular sencillo (circunferencia) y utiliza el hecho de que los datos son afines
y no sélo euclideos. Es ya una bella demostracion que realizamos sin emplear
coordenadas.
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2.3 Utilizando herramientas proyectivas.

Necesitamos el siguiente conocido resultado de Geometria Proyectiva [1]:

Lema 1. Sean ¢ una conica, p un punto que no esté en la conica, y R una
recta que pase por p y corte a la conica en dos puntos (distintos) a # b.
Entonces

1. La interseccion de R con la recta polar de p, ﬁp, es un punto q.

2. Los puntos a y b separan armodnicamente a los puntos p y q, esto es,
[CL, b7p7 Q] - _1

De naturaleza parecida es el siguiente resultado que mas tarde sera men-
cionado.

Lema 2. Sean ¢ una conica, p un punto que no esté en la conica, y R
una recta que pase por p y corte a la conica en un unico punto r. Entonces
r € Hp.

Figura 4: Herramientas proyectivas

Probemos entonces el resultado. Sea q el punto del infinito de las cuerdas.
Tomemos una cualquiera de ellas, R, y sean a, b los puntos en los que interseca
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a la elipse. Entonces, por el lema 1, se tiene que el punto n = Rﬂﬁq verifica:
—1=[n,q,a,b] = (n,a,b) = it = —nb

donde (n,a,b) denota la razén simple de dichos puntos, con lo que n es el
punto medio entre a y b.

Asi que los puntos medios de las cuerdas estan todos en la recta polar de
q (con lo que en particular estan alineados).

Comentarios:

(a) Esta demostracién es muy sencilla, asumiendo el lema 1 previo.
(b) No utiliza coordenadas.

(c) Hace ver que el resultado es en su esencia proyectivo, por lo que sera
valido también para las demas conicas proyectivamente equivalentes.

(d) Da la razén por la que los puntos estdan alineados: estan en la polar del
punto del infinito de las cuerdas.

(e) Adema&s proporciona mas informacién: la cuerda que pasa por el centro
de la elipse es el didmetro conjugado de la recta solucién (cada didmetro pasa
por el polo del otro).

3 Verificacion proyectiva de la solucion euclidea.

Veamos que las dos didmetros aludidos en el tltimo comentario son conjuga-
dos. Sus ecuaciones eran:

b2
R={y= Az} ) S:{y:—mx}
cuyos puntos del infinito son, respectivamente:
0 0
1 : 1
b2
A ~ @
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y la matriz de la extension proyectiva de la elipse es:

-1 0
0 % 0
0 0 %

Veamos que el polo de R estd en S. El polo de R es el punto

ro
r = T1
T2
que satisface R = ﬁr, esto es,
—1 0 0 i)
{332 — )\:cl = 0} = (7‘0,?“1,?“2) 0 a% 0 T =0
0 0 2

con lo que

r r
{2 — Ax1 =0} = {—rozo + a—éxl + b—gazg =0}

que nos da el punto

To 0 0
r=|r | =] -X? | = 1
2

que es el punto del infinito de S. Luego son conjugados los dos didmetros.

4 Conocer profundamante el resultado permite con
jeturar otros.

En efecto, habiendo entendido el teorema en su expresién proyectiva, pode-
mos enunciar y demostrar otras propiedades que son basicamente iguales a
la que hemos probado. Por ejemplo el siguiente enunciado:

Teorema 2. Se consideran una pardbola y todas las cuerdas de la mis-
ma paralelas a una cierta direccion. FEntonces los puntos medios de dichas
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cuerdas estan alineados y la recta que los contiene es paralela al eje de la
pardbola.

Comentarios previos

Parece razonable conjeturar que este resultado es cierto, porque la demostra-
cion del referente a la elipse es proyectiva, por lo cual también valdra para las
otras conicas proyectivamente equivalentes. En la demostracién del resultado
para la elipse vimos que la recta solucién es un didmetro de la elipse, esto
es, que pasa por el centro de la elipse, que es el polo del infinito. Parece
plausible que la misma condiciéon se tenga en cualquier cénica. En el caso
de la parabola el polo del infinito es el punto de tangencia de la extensién
proyectiva de la parabola con la recta del infinito. El eje pasa por dicho
punto, asi que toda recta que también pase por él sera paralela al eje. Esa
es la condicién que hemos puesto.

Demostracion.

Primera parte. Es exactamente la misma que para el caso de las elipses.

Figura 5: Teorema 2

Sea ¢ el punto del infinito de las cuerdas. Tomemos una cualquiera de
ellas, R, y sean a, b los puntos en los que interseca a la parabola. Entonces,
por el Lema 1, se tiene que el punto n = RN H, verifica:

—1=1[n,q,a,b] = (n,a,b) = 76 = —nb

con lo que n es el punto medio entre a y b.
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Asi que los puntos medios de las cuerdas estan todos en la recta polar de
q (con lo que en particular estan alineados).

Segunda parte. Veamos que la recta fIq pasa por el punto p de tangencia de
la pardabola con la recta del infinito. Esto es trivial, porque g esta en la recta
del infinito, con lo que la recta del infinito es una de las dos tangentes a la
extension proyectiva de la pardbola que pasan por ¢, y, por el Lema 2, p € H q-

Comentario:

Para las hipérbolas el resultado es totalmente similar al de las elipses, asi
que hemos obtenido el siguiente resultado mas general que el inicial y que
podemos expresar en los siguientes términos:

Teorema 3. Se consideran una conica no degenerada y todas las cuerdas
de la misma paralelas a una cierta direccion. Entonces los puntos medios de
dichas cuerdas estdn alineados en una recta que pasa por el polo de la recta
del infinito. Por tanto, st la conica es una pardbola, la recta que los contiene
es paralela a su eje, y st la conica es una elipse o una hipérbola, la recta que
los contiene pasa por su centro.

5 (Qué signfica comprender un problema?

En el ejemplo propuesto tenemos tres demostraciones, euclidea, afin y proyec-
tiva. La geometria euclidea esta incluida en la afin y ésta en la proyectiva, lo
cual significa, en particular, que todo movimiento euclideo es un isomorfismo
afin, y que todo isomorfismo afin es proyectivo (homografia). Por lo tanto,
la propiedad del teorema es, respectivamente, cierta para toda cénica

e cuclideamente equivalente a la inicial, es decir, para toda elipse con
iguales semiejes que la de partida; de hecho, como la inicial tiene
semiejes arbitarios, queda probado el resultado para toda elipse;

e afinmente equivalente a la inicial, esto es, para toda elipse, y por eso
basta que el resultado sea cierto para las circunferencias, que es lo que
hemos usado en la segunda demostracién;
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e y para toda cénica proyectivamente equivalente a la inicial (es decir,
para cualquier elipse, parabola o hipérbola).

Situar el resultado en su contexto de validez es esencial para entenderlo.

Volviendo al comienzo del articulo, a la pregunta de qué significa com-
prender un problema, me atreveria a decir que en Matematicas nunca ter-
minamos de comprender las cosas. La experiencia mas directa que tenemos
muchos de nosotros, es la diferencia entre nuestro nivel de comprensién de un
tema cuando somos alumnos a cuando somos profesores. Cuando tenemos
que explicar algo, jqué diferencia en la comprehension de la materia! En
una situacién y en otra, cuantas veces habremos exclamado: jahora lo veo!
Ese verlo significa que se nos hace presente una realidad més profunda que
la concatenacion logica de propiedades. Un problema “bien resuelto” muy
frecuentemente suscita nuevas preguntas, como nos ha ocurrido en el texto.
Como ya lo vemos, podemos preguntarnos por nuevas situaciones.

Referencias y notas

Los resultados citados en el texto son clasicos, aunque las demostraciones
no estan tomadas de ningun texto en particular. Los lemas 1 y 2 sobre
interseccion de una recta y una conica pueden encontrarse por ejemplo en

[1] L. A. Santal6: Geometria Proyectiva, Eudeba, 1966.

Respecto de la notacion para la razén doble de puntos la definicién toma-
da, en coordenadas, es la siguiente:

(a,z,c) x—a x—b

a,b,x,cl = = :
2,8, 2,¢ (b,x,c) c—a c—b

y (a,z,c) es la razén simple. Cuando b es el punto del infinito de la recta
que contiene a los puntos a, x, ¢ resulta que [a,b, x,c] = (a,x,c), propiedad
que es utilizada en el texto.

Por 1ultimo, el autor desea hacer publica su gratitud a Gema Quintana,
alumna del Master de Matematicas y Computaciéon de la Universidad de
Cantabria, que le ha ayudado en la realizacién e inclusion de las ilustraciones.
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Abstract

A short story is used to describe the ternary Cantor’s set.
Here is the origin of fractal sets and geometric measure theory.
Dimension and measure in the theory of Hausdorff are defined.

Como homenaje a Eugenio Roanes Macias,
en su jubilacién.

I. Inundaciones en la isla estrecha

En un lejano mar hubo una vez una isla tan estrecha que era conocida como
la isla recta. Solamente sus dos extremos tocaban al mar y alli se habian
instalado para siempre dos importantes personajes: Cero y Uno. Los demaés
no podian disfrutar de tal situacién, pero se resignaban a su suerte y per-
manecian unos junto a otros en buena armonia sin moverse. Eran tantos
que, aunque todos pensaban que deberia haber alguien situado a su lado,
sin embargo no sabian a ciencia cierta quién era, de tantos como habia muy
proximos. No se podia decir que tuvieran un régimen democratico, porque
el senor Cant dirigia sus vidas de forma permanente. Cant era un personaje
de prestigio por su gran habilidad para manejar colecciones enormes de cosas
y saber distinguir muy bien unas de otras. Al parecer, no vivia en la isla.
Tenia un padrén de todos los habitantes que asignaba nombre a cada uno sin
que hubiera peligro de confusiones. Se trataba de un sistema muy ingenioso
inventado por él que requeria solamente tres signos que podian repetirse a
conveniencia en cada nombre. Los nombres no eran otra cosa que listas mas
o menos largas confeccionadas con los tres signos, sin que fuera necesario
utilizar los tres en todas ellas. Para la mayoria de los islenos su nombre era
interminable.
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Merece la pena citar los tres signos: uno era incoloro y redondo, otro era
azul, y el tercero era rojo. En principio esto no tenia connotaciones politicas,
pero los acontecimientos que vinieron después pusieron de manifiesto que no
era indiferente que en un nombre predominara el rojo o el azul, sobre todo en
el caso de ser interminable y carecer de signo azul. Ademas, estaba prohibido
que un nombre interminable tuviera una parte final completamente roja.

Unos habitantes de la isla eran nobles, otros no. Era caracteristico de la
nobleza tener nombres no interminables, y daba igual que prevaleciera el rojo
o el azul. El mas noble tenia nombre mas corto. Quizas por esta razon Cero
y Uno se habian instalado de inicio en su posicién de privilegio. Por cierto,
habiamos olvidado decir el nombre de Cero y el de Uno. Son dos nombres
con un unico signo, sin repetirse. El signo rojo simple estaba suprimido por
razones técnicas: quizas porque Cant lo reservaba para si. El nombre de Uno
era un unico signo azul, y el de Cero no tenia mas remedio que ser el signo
incoloro y redondo, por cuya razén pasé a denominarse como el noble que lo
encarnaba: cero. Salvo el de Uno, todos los nombres comenzaban por cero.

Una vez llegd una gran tormenta que inundé la parte central de la isla,
y ésta quedd partida en dos. Se produjo un gran desasosiego, pero algunos
pensaron en positivo: al menos habia dos habitantes mas para poder insta-
larse en alguna de las dos nuevas posiciones junto al lago central. Alli se
colocaron los dos més nobles que seguian a Cero y a Uno.

Lo curioso es que el fenémeno de la inundacion se repitié al mismo tiempo
en las dos islas, tras lo cual habia ya cuatro y dos nuevos lagos con los con-
siguientes cuatro nuevos puestos junto a ellos, donde se colocaron enseguida
los nobles siguientes en nobleza a los ya instalados.

En sucesivas etapas las islas que iban surgiendo sufrian el mismo tipo de
inundacién. Cada etapa significaba duplicar el nimero de islas y de lagos,
asi como el de nuevos puestos de privilegio, reservados a los nobles. Los que
ya estaban instalados observaron que las futuras inundaciones no les iban a
afectar. No parecia que el azul o el rojo del nombre fuera relevante para tener
mas o menos opciones de alcanzar un sitio sin riesgos de inundacién futuros,
pero si se constatd que los nombres de los habitantes de las zonas que ya
estaban inundadas tenian algiin signo azul. Lo cual daba cierta tranquilidad
a quienes solo tenian color rojo.

Asi sucedi6 hasta el final de los tiempos; s6lo entonces los nobles que se
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habian salvado por lograr una posicion junto a un lago, comenzaron a pensar
cual habria sido el destino de otros nobles y el de quienes no lo eran. Al
parecer no habian sido afectados por las inundaciones aquellos, nobles o no,
cuyo nombre carecia de signo azul, aunque la mayor parte de ellos no habia
logrado abrigo junto a un lago.

El senor Cant acudié a estudiar la situacion. Como tenia el padrén de
todos los habitantes de la primitiva isla y ademés habia hecho un duplicado
del mismo sin utilizar el signo rojo, pudo comprobar efectivamente que los
que carecian de signo azul en sus nombres eran tantos como los que figuraban
en el primitivo padroén.

- Inexplicable -, clamaron al unisono los nobles que ocupaban situaciones
junto a un lago, muchos de los cuales tenian nombre con algun signo azul.

iParecia que no hubo perjudicados por las inundaciones, e incluso habia
aumentado la poblacién!

Solo el senor Cant pudo saber exactamente lo que habia pasado, pero
nadie mas llegd a entenderlo. ;Habian encontrado proteccion todos los nobles
junto a un lago? ;Quiénes y cuantos fueron realmente los afectados por las
inundaciones? El senor Cant hizo oidos sordos a estas preguntas y se limito
a recomendarles que estudiaran matematicas.

II. El conjunto ternario de Cantor

Sin duda el lector habra observado que la narracién anterior constituye una
descripcion del conjunto ternario de Cantor. Las alusiones, sugerencias y
preguntas que se formulan tienen una interpretacion matemaética. A con-
tinuacion se ofrecen en términos precisos la definicion de este conjunto y la
justificacién de sus sorprendentes propiedades.

Del intervalo real [0, 1] se separa en una primera etapa el intervalo abierto
(%, %) , de longitud 37!, y lo que queda es la unién de dos intervalos cerrados
de la misma longitud: [O, %} y [%, 1} . De forma andloga, en una segunda
etapa se separan de cada uno de éstos el intervalo abierto centrado en él y de
longitud 372. Asf se continta sin interrupcién y lo que queda de [0, 1] una vez
realizado este proceso infinito es un conjunto C' que se denomina conjunto
ternario de Cantor.

Puede observarse que, al terminar la etapa k del proceso anterior, lo

que queda de [0,1] es la unién Fj de 2* intervalos cerrados disjuntos que
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constituyen la familia

S={Fy:j=12..2"

de intervalos Fy; que se consideran ordenados de izquierda a derecha al au-
mentar j. La longitud, o didmetro |Fg;|, de cada F; es 37%. F designa a la
unién de todas las familias §;, k= 1,2, ...

Cada Fj, es cerrado y la sucesién { Fj } es contractiva. El conjunto ternario
C' de Cantor es la interseccién de todos los Fj, por lo cual es cerrado. Fj
contiene a C' para cada k y por ello, siendo m la medida de Lebesgue en R,
se verifica

m(C) < m(Fy,) = 2¥37% = (2/3)*.

Puesto que (2/3)¥ — 0 cuando k& — oo, resulta m(C) = 0. C' no puede
contener un intervalo porque C' C F} para cada k y los intervalos cerrados
disjuntos cuya unién es Fj, tienen longitud 37, que converge a 0 cuando
k — oco. C no es numerable porque se observa que cada z del intervalo [0, 1]
que no pertenece a C tiene algin 1 en su representacion en el sistema de
base tres, lo cual equivale a que C' contiene al subconjunto C’ de [0, 1] cuyos
elementos se representan en el sistema de base tres solamente con las cifras 0
y 2; (las expresiones ternarias de periodo 2 se consideran excluidas). Hay una
biyeccién natural de [0, 1] a C” en la que la imagen de x se obtiene expresando
x en el sistema de base dos y sustituyendo cada 1 de la representacién de x
por un 2. Puesto que [0, 1] es no numerable, asi sucede también para C’.

El complementario de C en [0,1] es la unién de los intervalos abiertos
disjuntos que se han ido separando de [0,1] en las sucesivas etapas de la
construccién de C. Se designa & la familia constituida por éstos. Conviene
observar que para cada intervalo (a,b) de & sucede que a y b pertenecen a C
y que existen infinitos elementos de § cuyo extremo mayor es a, y también
infinitos elementos de § cuyo extremo menor es b. Obsérvese también que
|G| > |F| cuando G y F tienen un extremo comun y pertenecen respectiva-
mente a & y a §. Asimismo, en esta situacién respecto de G puede elegirse
F' con didmetro arbitrariamente pequeno.

Al conjunto de Cantor se asocia el nimero real s del intervalo (0,1) que
verifica 3° = 2, el cual tiene las propiedades que se expresan en el lema
siguiente.
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Lema 1. Sean C el conjunto ternario de Cantor y s el numero real que
verifica 3° = 2.

a) Para cada entero positivo k se verifica

2k

b) Sea G un intervalo abierto de &, y sean Ki y Ky intervalos cerrados
contenidos en [0,1] y situados uno a la izquierda y otro a la derecha de G
de manera que cada uno de ellos tiene un extremo comun con G y verifican
|K1| < |G| y |K2| < |G|. La union de K1, Ko y G es entonces un intervalo
cerrado K vy

K = [0+ Kol

c) Fijados m intervalos consecutivos de Ty, sea K el menor intervalo
cerrado que los contiene. Entonces |K|® > 27Fm.

Demostracion:
a)
S |Flylt = 23Ry = 2k (37 Tk = ko k = 1,

b) Puesto que
1
1G] > 5 (1Kl + |,

resulta 3 s
KY = ]+l 41611 = [ (53] + K|

Sies |Ki| = |Ka2|, entonces se obtiene de lo anterior
K= BIK = 3 Kl = 21Kl = Kl + Kol

Cuando es | K| < |K2| se utiliza la concavidad de la funcién ¢(z) = z* y, al
evaluar ¢ en los puntos 3 |K1|, 3|K3| y el punto medio de éstos, resulta

o |30+ 1Kah)| > 5 603 ) + (3 al)] = il + el

es decir,
K| > [K1]” + | K.
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c) K es algin Fj; en el caso m = 1, y resulta
K = (370 = (30 h =2k

K es [0,1] en el caso m = 2%, y el resultado se obtiene de a). Sea m mayor
que 1 y menor que 2* y sea K un intervalo de longitud minima que contiene
a m intervalos consecutivos de Fj. Se probard que la estimacién de |K|°
se puede reducir a la estimacién de |K1|° y de |K3|® siendo Ky y Ky dos
intervalos disjuntos de longitud minima que contienen respectivamente a m;
y mg intervalos consecutivos de §, siendo m1+meo = m. Asi, por reducciones
sucesivas de esta naturaleza se llega a m intervalos cerrados de longitud
minima cada uno de los cuales contiene a un unico intervalo de §%. Es decir,
éstos son precisamente m miembros de la familia §;. Después sélo es preciso
aplicar lo ya obtenido para el caso m = 1.

Sea K pues el intervalo considerado. Entre los intervalos de & contenidos
en K hay uno, GG, de longitud méxima. Sean K; y K> los intervalos cerrados
que tienen un extremo comun con G, y situados uno a la izquierda y otro a la
derecha de GG, de manera que la uniéon de K, Ko y G es K. Debe verificarse
que | K| < |G|y |K2| < |G| porque, en otro caso, G no seria el intervalo de
® de longitud maxima contenido en K. Ademas, de los m intervalos de §
que K contiene, hay mj contenidos en K7 y mo contenidos en Ks. Se aplica
ahora b) a los intervalos K1, Ko y G, y se obtiene

[K" > [Ka|" + [ Kol

Después se hace la misma construccion para K y Ko, y se continia como ya
se ha indicado.

ITI. La teoria de Hausdorff

Como se ha hecho notar, la medida de Lebesgue del conjunto de Cantor es
0 y su cardinal es como el de un intervalo real. Constituye un buen ejemplo
para aplicarle la teoria de Hausdorft.

En la teoria de Lebesgue la definicién de medida exterior para un sub-
conjunto A de R™ procede mediante los cubrimientos de A por colecciones
numerables {I;} de intervalos y partiendo de la nocién elemental de volu-
men para éstos. En la teoria de Hausdorff las colecciones {I;} se sustituyen
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por colecciones {U;} de conjuntos arbitrarios acotados U; con didmetro |U;|
positivo y se asigna a cada Uj; el nimero |Uj|”, siendo s algin nimero real
no negativo elegido convenientemente para el conjunto A, (en el conjunto de
Cantor s verifica 3° = 2). A la coleccién {U;} se asocia la suma de la serie

Z;’il |Uj|s-

En principio se trataria de considerar el infimo de estas sumas cuando {Uj; }
recorre las posibles colecciones numerables de tal naturaleza que cubren A.
Sin embargo, este simple proceso no seria muy significativo si se admite
que los conjuntos recubridores U; pueden tener didmetros arbitrariamente
grandes. El siguiente ejemplo pone de manifiesto la conveniencia de proceder
considerando cubrimientos de A constituidos por conjuntos cuyos didmetros
estan acotados por algiin niimero positivo ¢, y en etapas sucesivas hacer ten-
der 6 a 0.

Ejemplo: Si se elige s =0 y A es un conjunto finito de cardinal r, entonces
de cualquier coleccién {U;} que cubre A pueden suprimirse los U; disjuntos
con A y la coleccién se reduce a una finita {Uy,Us,...,Ui} con a lo mas r
elementos que también cubre A, y

k
Zj:l |U.7|0 =k S T.

Sino se pone limitacién alguna al didmetro positivo de cada Uj, entonces hay
una coleccién {U} de un tnico elemento que cubre A, y la suma asociada a
ella es 1. Pero si a la coleccién {U;} que cubre A se ponen sucesivamente
las limitaciones de ser |U;| < §,, siendo {d,} una sucesién decreciente de
nimeros positivos con limite 0, entonces resulta que {U;} se va reduciendo
a colecciones finitas cuyo nimero de elementos puede ir aumentando. Si ¢
es menor que la minima distancia entre dos elementos de A, entonces {Uj}
se reduce a una coleccién {Uy, Us, ..., U, } que tiene el mismo cardinal que A
cuando es d,, < 0, puesto que en tal situacién a cada U; que no es disjunto
con A pertenece un unico elemento de A. Es decir, el cardinal de A se ha
obtenido por un procedimiento que es esencialmente el método de Hausdorft:
se consideran en primer lugar 6— cubrimientos {U;} del conjunto A que se
pretende medir, es decir, § es un nimero positivo fijado y |U;| < § para cada
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j, v después se hacer tender § a 0. Esto puede servir como motivacién para
la teoria de Hausdorff.

Fijados s > 0, § > 0, y un subconjunto A de R", se designa is(A) la
familia de todos los 6— cubrimientos de A, es decir, colecciones {U;} finitas
o infinitas numerables de conjuntos U; cuya unién contiene a A y cuyos
didmetros |U;| verifican 0 < |U;| < 6. El

it {35, 051" {U;} € th5(4) }
se designa h5(A), y h*(A) es el
sup{h3(A):6>0}.

En relacién con hj(A) y h*(A) es conveniente hacer las siguientes obser-
vaciones:

1) h5(A) puede ser cualquier niimero real no negativo o bien infinito, y no
se altera si se restringe Us(A) a la familia de las colecciones cuyos miembros
son conjuntos convexos. En efecto, si {U;} es cualquier coleccién de LUs(A),
entonces la coleccion de los cierres convexos de los U; también pertenece a
iUs(A) y a ambas colecciones se asocia la misma suma.

2) Siendo 0 < §’ < 4, cualquier 6’— cubrimiento de A es J— cubrimiento
de A, por lo cual U5 (A) C Us(A) y, como consecuencia, h3.(A) > h3(A). Es
decir, h3(A) puede aumentar al decrecer ¢. Esto prueba que existe el limite
de hj(A) cuando § — 0, y que

h*(A) = lim h5(A).
6—0
Ademsés, h*(A) es un nimero real no negativo y también puede ser infinito.
Noétese que asi sucede para s = 0 si A no es finito.

Procedimientos usuales de la teoria general de la medida permiten estable-
cer que en R" A5 y h® son medidas exteriores, y h° es una medida exterior
métrica. El proceso de Caratheodory (ver [1] o [2]) asocia a h® la c—algebra
MM de los conjuntos h®— medibles, la cual contiene a la o— algebra de Borel,
y la restriccion de h® a 9M® es la s— medida de Hausdorff de R".

Se requiere ahora estudiar la evolucién de h®(A) cuando s varfa. Sea
entonces s > s >0y 0 < § < 1. Para cualquier {U;} de {s5(A) se verifica

Zj |Uj‘8, < Zj |Uj|s )
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por lo cual A (4) < h§(A), y cuando § — 0 resulta también h*'(A4) < h*(A).
Ademas, en estas circunstancias

> UG =35 10517 Uy > 65 5 Ul
lo cual implica que
By(A) > 55 g (A).

Puesto que s—s’ es negativo, 6°~° — oo cuando § — 0, y naturalmente, hi(A)
y hf;’(A) convergen respectivamente a h*(A) y h* (A). De aqui se obtiene lo
siguiente:

Siendo s” > s > 0,

1) h¥(A) £ Oimplica h*(A) = oo,

2) h*(A) # occimplica h* (A) = 0.

Esta observacién nos va a permitir establecer el concepto de dimensién de
Hausdorff para el conjunto A.
Con tal intencién probaremos antes el siguiente lema.

Lema 2. Sea U = [0,1)" el intervalo cibico de R™ producto de n copias
del intervalo real [0,1). Se verifica que h"™(U) no es infinito. Si es s > n,
entonces h*(U) y h*(R™) son 0.

Demostracion. Para cualquier entero positivo k£ se considera el intervalo
cibico [0,1/k)™, contenido en U y cuyo didmetro es \/n/k. U se descompone
de manera natural en £" intervalos ctiibicos disjuntos obtenidos por desplaza-
miento de [0,1/k)", y todos ellos tienen el mismo didmetro. Sea

(U; :j=1,2,..., K"}

la coleccién de los intervalos disjuntos cuya unién es U. Fijado § > 0, esta
coleccién pertenece a is(U) si se elige k de manera que sea

Vn

~— <.
k,’ =
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Resulta entonces

n
) < SO =1 [ = vl < o
Puesto que § > 0 es arbitrario, se obtiene también h"(U) < oo. La obser-
vacién 2) indicada antes de la formulacién del lema 2 pone de manifiesto que
h*(U) = 0 cuando es s > n. Finalmente, U es un conjunto de Borel y por ello
es h®— medible, y R™ se puede descomponer en los miembros de una coleccion
numerable de intervalos ciibicos disjuntos que tienen la misma propiedad que
U. Resulta asi h*(R™) = 0 por la o— aditividad de h°.

El lema anterior prueba que h*(A) = 0 cuando es s > n y A es cualquier
subconjunto de R". Por ello, sélo interesan los valores de s que recorren el
intervalo real [0, n]. Asimismo, de las observaciones 1)y 2) antes expresadas
se deduce que a cada conjunto A se asigna un nimero llamado dimension de
Hausdorff de A, dimA, que pertenece al intervalo [0, n] y tiene la propiedad
siguiente:

h*(A) = oosi 0 < s < dimA, h*(A)=0sidimA < s < 0.

Es obvio que dimA < dimB si A C B.

Sea ahora s la dimensién de A. h*(A) puede ser 0, o un nimero positivo,
0 00. Un conjunto ¥ C R™ es un s— conjunto significa que E es h®*— medible

y
0 < h’(F) < oc.

Obviamente, la dimension de un s— conjunto es s, pero no todos los conjuntos
de dimensién s son s— conjuntos.

Un conjunto no vacio finito £ es un 0— conjunto y h%(E) = card E, pues
si § es cualquier nimero positivo menor que la minima distancia entre dos
puntos de E, entonces a cada conjunto U no disjunto con E pertenece un
tinico punto de E, por lo cual h)(E) = card E.

Con un argumento analogo al utilizado en el lema 2 se prueba que un
subconjunto E de R™ que es de Borel y acotado verifica que h"(F) no es oo.
Entonces E es un n— conjunto si h"(FE) es positivo. Pero la dimensién de
Hausdorff de E es menor o igual que n cuando A" (E) = 0.
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IV. Dimensién y medida del conjunto de Cantor

Teorema. La dimension de Hausdorff del conjunto ternario C de Cantor
es el numero s que verifica 3° = 2, es decir, s es el cociente In2/1n3, y

he(C) = 1.

Demostracion. Para cada entero positivo k sea (k) = 37%. La familia §}, es
un 6(k)— cubrimiento de C, por lo cual

k S — S S\ — —
sy (C) < Z?;l |Fyj|° = 2F(37F)s = 2F(3%)F = 2F27F = 1.

La desigualdad
hsy(C) <1

es vélida para cada k, y 6(k) — 0 cuando k — oo, por lo que h*(C) < 1. Si
es h*(C) > 0, entonces dimC = s. Se probard también que h*(C) > 1, de lo
que resulta h*(C) =1y que C es un s— conjunto.

Para estimar h®(C) se pueden considerar solamente cubrimientos por
conjuntos convexos que, en esta situacion, son intervalos. Asimismo, con
la misma longitud es el intervalo cerrado el que tiene mas capacidad para
cubrir. Por esta razén es suficiente probar lo siguiente:

Para cada cubrimiento {I;} de C constituido por intervalos cerrados se
verifica ¥ |I;|° > 1.

La prueba consistira en comprobar que la existencia de un tal cubrimiento
{I;} de C que verifique X |I;|* < 1 genera una contradiccién.

Se considera pues un cubrimiento {I;} para C de intervalos cerrados tal
que X |I;|* < 1. Cada I; se puede ampliar un poco para convertirse en un
intervalo abierto (designado también I;) de manera que siga verificindose
¥ |I;|* < 1. Puesto que C es compacto y la coleccién de abiertos {I;} lo
cubre, se puede seleccionar una subcoleccién finita J ={Iy, I, ..., I} que
también cubre a C' y verifica naturalmente ¥%_, |I;|* < 1. Puede suponerse
que cada elemento de J tiene interseccién no vacia con C.

Obsérvese ahora que cualquier intervalo abierto (a,b) que tiene inter-
seccién no vacia con C'y cuyos extremos no pertenecen a C' tiene la siguiente
propiedad:
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Eziste algin k tal que CN(a,b) estd contenido en la union de los miembros
de una coleccion de intervalos consecutivos de §y, y (a,b) contiene a todos
ellos.

Se observa también que lo mismo sucede a (a, b) cuando existen dos inter-
valos de § tales que a es el extremo mayor de uno y b es el extremo menor del
otro. En el caso de ser a y b elementos de C en una situacion distinta de la
anterior, es facil probar que basta una ampliaciéon arbitrariamente pequena
de (a,b) para convertirlo en otro intervalo abierto con la propiedad citada.
Mediante la ampliacién adecuada de los elementos de J que sea precisa (se
mantiene la notacién para ellos) se consigue que todos los elementos de J la
tengan y que se verifique también 25 |1;]° < 1. Se designa k; el menor k al
que se refiere la propiedad correspondiente a I;.

Siendo k el mayor de los k;, es claro que

F,chuUl..U I,

y que cada intervalo de la familia §}, estd contenido en algin I;.

Finalmente, para cada j se considera el minimo intervalo cerrado K; que
contiene a todos los elementos de §j, que estdn contenidos en I;, y sea m; el
nimero de éstos. Se verifica que ¥7_; |K;|” < 1y mq+maot-+m, > 2k De
acuerdo con c) del lema 1 resulta

Zgzl ’Kj’s > Q_k(ml +mo + - + mr) > 2—k2k _ 17
lo cual constituye la contradiccién que se esperaba.
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Abstract

This paper deals with the concept of geometric vicinity. The
central question is: Given a set S of n points on the plane and one
of them p € S, What points of S can be considered the neighbours
of p in 8? We review several definitions of the concept and we ask
for efficient algorithms for computing the neighbours in practice.
The paper aims to be a lesson' on Geometry able to be used in the

classroom in undergraduate level or even in high school.

Dedicado al profesor Eugenio Roanes Macias
con motivo de su jubilacion académica?

El término /eccion debe entenderse en sentido amplio segiin mandan los canones de la
reforma universitaria en curso. No obstante, a pesar de que muchos insisten en que es-
to es hacer innovacién educativa, el Profesor Roanes sabe muy bien que de novedad
no tiene nada, pues hace bastantes décadas que él ya ensefiaba y ponia en préactica mu-
chas de las metodologias que hoy nos predican como novedades. Renovacion tal vez
sea el término correcto. Lo bueno, y lo malo, del problema educativo, es que no tiene
solucion, por lo que exige un esfuerzo permanente de renovacion en busca de la mejor
solucion para cada momento y circunstancia.

El profesor Roanes ha sido uno de los pioneros de la didactica de la Matematica en
Espafia. Sus libros son un referente para quienes estan interesados en la materia. Uno
de ellos, Introduccion a la Geometria (Anaya 1980), me ha sido de gran utilidad en
numerosas ocasiones, tanto para aprender Geometria como para aprender a ensefiar
Geometria. Este trabajo es un modesto homenaje al Profesor Roanes con la gratitud de
quien ha compartido experiencias con él como alumno y como compaiiero.
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Introduccion

Supongamos que estoy en una region poco poblada, plana y despejada (;La Man-
cha de Don Quijote, tal vez?) y necesito pedir ayuda. Como anochece, las luces en
las puertas de las casas a mi alrededor me ayudan a localizarlas. Asi puedo identi-
ficar cuales son los vecinos a los que acudir. Si puedo caminar en linea recta en
cualquier direccion, el vecino més proximo sera el mas adecuado para llegar lo
antes posible. Pero tal vez no me interese si se encuentra en direccion muy dife-
rente a la que llevo en mi viaje caminando a través de la region, pues tendré que
desandar el camino que ya he hecho y volverlo a andar después. Esto me plantea
la siguiente cuestion: Ademas del vecino mas proximo, ;cudles son los demads
vecinos de la posicion donde me encuentro?

Esta situacion sirve para plantear a nuestros estudiantes un trabajo de investi-
gacion que pueden desarrollar tanto en el aula, mediante debate moderado por el
profesor, como fuera de ella, buscando informacidén que pondran en comun des-
pués, llegando, en su caso, a recoger los resultados obtenidos en un documento.

Simplificacion del problema (modelizacidén): Convendremos que tanto las casas
como la posicion del caminante se representan por puntos en el plano. Para distin-
guir la posicion del caminante la dibujaremos de color rojo y las posiciones de las
casas de color azul. Asi el problema se transforma en decidir qué puntos azules
son los “vecinos” del punto rojo.

El objetivo principal es que los estudiantes reflexionen sobre el concepto de
vecindad y lo relacionen con el de proximidad, distinguiendo ambos conceptos.
Como objetivo secundario se puede plantear la obtencidon de algoritmos para el
calculo de los vecinos a partir de unos datos dados. En niveles superiores se puede
plantear también el andlisis de la complejidad de los algoritmos obtenidos y pro-
poner la busqueda de algoritmos eficientes.

En las siguientes secciones se abordan diferentes problemas y soluciones rela-
cionados con la cuestion anterior con el animo de que sirvan de fuente de
inspiracion para el profesor.

1 La solucion urgente: el vecino mas proximo

Empezaremos con el caso mas sencillo. Aquél en el que el caminante decide acu-
dir al vecino mdas proximo. Posiblemente porque la urgencia de llegar cuanto
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antes pesa mas que el inconveniente de la caminata extra que esta opcién le
supondra.

Problema 1 (El vecino mds proximo): Dado un conjunto S de n puntos del plano
y dado un punto g, hallar el punto de S mds proximo a q.

Es claro que para resolver el problema basta con hallar las distancias entre g y
cada uno de los puntos de S'y quedarse con el que dé la menor distancia. Si nues-
tros estudiantes disponen de instrumentos de dibujo o de un sistema de Geometria
dinamica (como Geogebra’, por ejemplo), podemos plantearles que resuelvan el

problema de modo grafico. Una posibilidad consiste en trazar todas las circunfe-
rencias centradas en el punto g que pasan por los puntos de S y seleccionar el
punto que determina la mas pequefia.

Como el problema ha resultado demasiado sencillo, generalicemos ahora el
problema.

Problema 2 (Todos los vecinos mds proximos): Dado un conjunto S de n puntos
del plano, hallar, para cada uno de sus puntos, cudl es el punto de S, distinto de
él, mds proximo a él.

Lo primero que a uno se le ocurre, sobretodo después de haber resuelto el pro-
blema 1, es aplicar n veces el algoritmo que resuelve ése. Una vez para cada
punto de S, considerando éste como punto rojo y el resto como puntos azules.
Resuelto asi, no parece que hayamos aumentado la complicacion del problema. Sin
embargo, el reto consiste en resolverlo de forma mas eficiente. Es decir, empleando
menos operaciones. Veamos cuantas operaciones hay que realizar si empleamos
como base el problema anterior: Para cada uno de los #» puntos hay que calcular las
distancias entre él y los n-1 puntos restantes. Ademds hay que comparar esas dis-
tancias entre ellas para quedarse con la menor. Esto supone n-/ célculos de
distancias mas n-2 comparaciones por cada punto (basta comparar cada nueva dis-
tancia con la que hasta ese momento es la menor. Asi s6lo necesitamos hacer n-2
comparaciones para hallar la mas pequefia). Si contamos como operaciones basicas
el calculo de la distancia entre dos puntos y la comparacion de distancias, en total el
algoritmo requiere que realicemos n [(n-1) + (n - 2) ] = 2n’ — 3n operaciones. La
pregunta ahora es: ;es posible resolver el problema empleando menos operaciones?

3 Geogebra es un software libre muy recomendable. Puede descargarse en la direccion
www.geogebra.org o bien puede emplearse directamente seleccionando el enlace co-
rrespondiente en dicha pagina web.
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Tal vez un estudiante brillante se de cuenta de que en la ejecucion de este algo-
ritmo estamos calculando la distancia entre cada par de puntos dos veces. Y ésta,
desde luego, serd la misma las dos veces. Por tanto, ;porqué hacer ese calculo por
duplicado? Esta observacion permite disminuir el nimero de operaciones una
cantidad importante: podemos ahorrarnos la mitad de los célculos de las distan-
cias. De esta forma el nimero de operaciones elementales necesario sera (3/2)n’-
(5/2)n. Hemos conseguido rebajar el coeficiente principal de 2 a 3/2, lo cual es
una mejora importante. Nuestros estudiantes se convenceran cuando representen
las graficas de las dos funciones, por ejemplo con Geogebra, y vean que una apa-
rece notablemente por debajo de la otra, sobre todo para valores grandes de n.
Serd bueno también que calculen los valores de ambas funciones para 10, 100 y
1000 puntos y vean como la diferencia se agranda. Para insistir en el interés que
tiene encontrar algoritmos eficientes podemos hacer el célculo aproximado del
tiempo fisico que necesitan uno y otro algoritmo para resolver el mismo proble-
ma, suponiendo, por ejemplo, que lo ejecuta una maquina capaz de realizar un
millén de operaciones elementales por segundo. Asi podemos calcular que, para
procesar cien mil puntos, el algoritmo mejorado tardard una hora y veinte minutos
menos que el otro.

No termina aqui el problema. Hay soluciones mejores. Existen algoritmos que
resuelven el problema 2 con menos operaciones. La funcién 7(n) que mide la
complejidad del algoritmo (es decir, el nimero de operaciones elementales que
requiere para un numero de datos de entrada ), que en las dos soluciones anterio-
res era T(n)=2n" — 3n 'y Tm)= (3/2)n’-(5/2)n respectivamente, puede ser del
orden 4 de la funcion T(n)= n log; n.

Pero volvamos a la solucién geométrica constructiva del primer problema. De
todos los circulos centrados en el punto ¢, nos quedabamos con el mas pequefio.
Equivalentemente, se trata de quedarse con aquél que esta vacio (es decir, que no
contiene en su interior ningin punto del conjunto S). El vecino mas préximo se
caracteriza por esta propiedad. Es aquel tal que el circulo centrado en el punto ¢

4 Una funcion real de variable entera f(n) es del orden de otra funcion g(n) si existe una
constante k tal que, para valores de »n superiores a un cierto ny, se verifica f(n) < k
g(n). Es decir, asintoticamente esta acotada por la funcién g salvo una constante multi-
plicativa.
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que lo contiene en la frontera estd vacio®. Esta caracterizacion nos sirve para ex-

plicar el concepto de vecino mas préximo de forma grafica intuitiva: El vecino
mas proximo es el primero que alcanza un circulo con centro en g cuyo radio cre-
ce partiendo de cero. Con Geogebra se puede hacer ver esta idea muy bien
definiendo un circulo con centro en g y haciendo variar su radio hasta que alcance
algiin punto de S (Figura 1). En definitiva, un punto es el vecino mas préximo de
g si el espacio entre ellos estd vacio (en este caso el espacio es el circulo mencio-
nado). En la Figura 2 estan representados todos los vecinos mas proximos de un
conjunto de puntos y los circulos vacios correspondientes. La relacién de vecin-
dad esta indicada con una flecha. Obsérvese que la relacion no es simétrica.

®
Figura 1: El vecino mds proximo.
La idea de vecindad geométrica estd asociada a la existencia de una determi-

nada region vacia. En general, dos puntos serdn vecinos si no hay ninglin punto
“entre ellos”, o, dicho de otra forma, si “el espacio entre ellos esta vacio”. En los

> Podria ocurrir que haya varios puntos en S con esta condicion. Tal es el caso cuando
varios puntos equidistan de ¢ y su distancia es la minima. En ese caso cualquiera seria
solucion.
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siguientes apartados vamos a usar esta idea para definir de diferentes formas la
vecindad entre los puntos de un conjunto.

Figura 2: Todos los vecinos mas proximos

2 Los vecinos a mi alrededor

Ahora que ya sabemos bastante sobre los vecinos mas proximos, volvamos a la
pregunta que nos haciamos en la introduccion. Ademads del vecino mas préximo,
(cudles son los demas vecinos del punto g? En esta seccion vamos a analizar va-
rias definiciones de vecindad.

2.1 Vecinos Delaunay
Empezaremos haciendo uso de la definicion del vecino mas préximo.
Definicion 1: Dado un conjunto S de n puntos del plano, diremos que dos puntos
s;y s;de S son vecinos si existe un punto q en el plano tal que tiene a s;y s; entre
Sus vecinos mds proximos..

De forma equivalente, se puede decir que s,y s; son vecinos si existe un punto

q tal que el circulo centrado en g que contiene a s; en la frontera, contiene también
a s; en la frontera y no contiene a ningun otro punto de S en su interior. Siendo asi,
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el punto g establece la vecindad entre s;y s; Pero lo importante no es el punto g.
Lo importante es el circulo que contiene a s;y a s; en su frontera y esta vacio (de
otros puntos de S). Asi que podemos definir la vecindad de dos puntos, de forma
equivalente, del siguiente modo:

Definicion 2: Dado un conjunto S de n puntos del plano, diremos que dos puntos
s;y s;de S son vecinos si existe un circulo tal que tiene a s;y s; en su fronteray su
interior no contiene puntos de S. (De forma mdas breve, diremos que hay un circu-
lo vacio que pasa por s;y s;).

)
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Figura 3: s,y s;50n vecinos gracias al punto q. A la derecha varios vecinos de s;

Esta idea de vecindad entre los puntos de un conjunto tiene en comun con la
del vecino mas préximo que depende de la existencia de una cierta region vacia.
En este caso se trata de cualquier circulo que pase por los dos puntos vecinos.
Otra observacion sencilla es que el vecino mdas proximo de un punto, también es
su vecino, jcomo no podia ser de otra forma!. A pesar de su sencillez, no estd mal
pedir a nuestros estudiantes que lo demuestren. Una vez resuelto este ejercicio, tal
vez se animen a demostrar este otro un poco mas general:

Proposicion 1: Sea S un conjunto de puntos del plano y s;y s; dos puntos de S. Se
verifica que s;y s; son vecinos si, y solo si existe un circulo que contiene a s,y s;
Y en cuyo interior no hay otro punto de S distinto de s;y s;.
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Esta proposicion es, como vemos, una tercera definicion equivalente. Lo inte-
resante de esta definicidon es que tal vez parece mas natural a la hora de definir el
concepto de vecindad. Al menos el de “buena vecindad”. Ya que en lugar de defi-
nir dos puntos vecinos como aquéllos que estan separados por un circulo vacio, se
puede decir que son aquellos que se pueden separar de los demés puntos mediante
una circunferencia. Bueno, no exactamente. Hay casos en los que no es asi. Puede
ser de nuevo un buen motivo para retar a nuestros estudiantes a descubrir cudles
son esos casos. En esta ocasion daremos la respuesta aqui: se trata de los casos en
que mas de tres puntos son conciclicos siendo el circulo correspondiente vacio
(sin puntos de S). En efecto, si hay cuatro o mas puntos en la frontera de un circu-
lo de interior vacio, segun las definiciones anteriores, todos son vecinos entre si y,
sin embargo, no hay forma de encontrar una circunferencia que separe a dos de
ellos alternos de los demas (es decir, que contenga a dos no consecutivos en su
interior y el resto sean exteriores). Esta observacion es un buen motivo para hablar
de los casos degenerados de un problema geométricog. En lo que sigue, salvo que

digamos lo contrario, supondremos que los datos de nuestros problemas no estan
en posicion degenerada. En particular no habra tres puntos en la misma recta ni
cuatro en la misma circunferencia.

Lo siguiente que podemos plantear es cudles son todos los vecinos de un pun-
to, cuantos hay, y cémo calcularlos. Nos ahorraremos aqui los casos mas simples
que corresponden a conjuntos con muy pocos puntos. No obstante puede ser inte-
resante sugerir a nuestros estudiantes analizarlos con detalle. Supondremos que el
conjunto tiene bastantes puntos. De hecho, en muchas aplicaciones se manejan
conjuntos con muchos puntos. Miles o incluso millones de puntos. Por eso es im-
portante encontrar soluciones eficientes cuando diseflamos algoritmos para
resolver problemas relacionados. De otra forma el tiempo de calculo puede sobre-
pasar el que disponemos. No es dificil probar que un punto tiene siempre al
menos dos vecinos y puede llegar a tener n-1/, siendo » el nimero de puntos del
conjunto.

Para hallar todos los vecinos de un punto podemos empezar por resolver el si-
guiente problema de tipo test, que ademads tiene interés por si mismo:

¢ Este es un tema que puede dar mucho de si. Conformémonos aqui con decir que un
conjunto finito de puntos del plano estd en posicion degenerada si alguno de sus pun-
tos depende algebraicamente de los demads. Por ejemplo si hay tres de ellos alineados,
o cuatro en la misma circunferencia, o seis en la misma conica, etc.
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Problema 3 (test de vecindad): Dado un conjunto S de n puntos del plano, y da-
dos dos puntos p y q de S, averiguar si p y q son vecinos.

Para resolverlo vamos a emplear una propiedad de los circulos tan obvia como
interesante por el numero de veces que aparece en diferentes demostraciones rela-
cionadas con circulos:

Lema 2: Sean p y q dos puntos de un conjunto S de puntos del plano y sea C el
circulo que tiene el segmento pq como diametro (al que llamaremos circulo dia-
metral de p y q). Si existen puntos de S en el circulo C a ambos lados del
segmento pq, entonces no es posible separar mediante una circunferencia los
puntos p y q del resto de puntos de S.

La idea para demostrar este lema es ver que todos los circulos que pasan por p
y g contienen algun otro punto de S. Si intentamos evitar los puntos de un lado del
segmento, necesariamente contendremos puntos del otro lado. Experimentando
con Geogebra se observa muy bien esta propiedad. Demostrarla con detalle o no,
dependera del interés y nivel de nuestros estudiantes.

En esta propiedad se basa el siguiente algoritmo para resolver el test de vecin-
dad:

Algoritmo (test de vecindad):
Datos de entrada: Un conjunto S de n puntos del plano y dos puntos p y q de S
Datos de salida: Si/ No

1 Calcular el circulo C diametral de p y q.

2 Averiguar si hay puntos de S pertenecientes a C, distintos de p y q. En caso
negativo responder Si y parar.

3 Si hay puntos de S en el circulo C a ambos lados del segmento pq, responder
No y parar.

4 En otro caso solo hay puntos de S en uno de los semicirculos en que el seg-
mento pq divide a C. Hallar, de entre estos puntos, aquel punto m que
defina un angulo mayor con p y q, considerando a m como vértice del dan-
gulo.

5 Analizar si el circulo que pasa por p, g y m contiene algun otro punto de S.
En caso afirmativo, responder No. En caso negativo, responder Si.
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Como el lector estard pensando, y conviene resaltar a los estudiantes, esta ma-
nera de describir el algoritmo es demasiado vaga como para poderlo convertir
directamente en un programa de ordenador. Falta describir con detalle cada uno
de los pasos. No obstante recoge las ideas principales y reduce el problema a otros
mas simples que pueden ser tratados de forma independiente. El nivel de detalle
dependera del nivel e intereses de los estudiantes. En todo caso, en una primera
aproximacién al problema, siempre es preferible describirlo “a alto nivel” para
que las ideas fundamentales, geométricas en este caso, no se pierdan en el bosque
de los detalles.

El andlisis de la complejidad del algoritmo puede hacerse, como es costumbre,
fijdndose en el orden de la funcion 7(n) que mide el numero de operaciones ele-
mentales necesarias para ejecutar el algoritmo con » puntos en el peor caso.
Prescindimos, por tanto, de los detalles que nos darian la expresidon precisa de
dicha funcién. Al tratarse de un algoritmo que consta de 5 pasos que hay que eje-
cutar una sola vez de forma secuencial, el nimero de operaciones sera la suma de
las necesarias para cada paso. El paso 1 solo requiere un numero constante de
operaciones, pues solo intervienen en €l los puntos p y ¢g. Cada uno de los demas
pasos requieren una cantidad de operaciones que es funcidn lineal de #n, ya que,
basicamente hay que recorrer la lista de puntos Sy realizar un nimero constante
de operaciones por cada uno de los puntos. En conclusion, el orden de la comple-
jidad del algoritmo es O(n). Por otra parte, es obvio que debemos procesar todos y
cada uno de los puntos de S al menos una vez, pues si nos dejamos alguno sin
utilizar, puede ser que sea €se precisamente el responsable de que p y g no sean
vecinos. En consecuencia, cualquier algoritmo que resuelva el test tendra una
complejidad, al menos, del mismo orden lineal. Es por esto que en casos como
este se dice que el algoritmo es dptimo.

Los lectores matemadticos ya estardn pensando que empleando el test de vecin-
dad n-1 veces queda resuelto el problema de partida de hallar todos los vecinos de
un punto dado. Incluso podemos resolver el problema mas general de calcular
todas las parejas de puntos vecinos del conjunto S sin mas que aplicar el test a
cada una de ellas. En este caso habrd que aplicar el test n(n-1)/2 veces. Pero no
debe olvidarse que la complejidad de los algoritmos esta directamente ligada a los
recursos necesarios para poder ejecutarlos, principalmente el tiempo. Por tanto, el
problema no estd terminado. Queda analizar la complejidad de estos algoritmos y
analizar si son mejorables desde el punto de vista de la complejidad. Y, en efecto,
es posible. Es facil deducir que el procedimiento descrito para hallar todos los
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vecinos de un punto tiene complejidad O(n’) y el descrito para hallar todas las
parejas de vecinos O(n’). Queda pendiente el reto de conseguir otros algoritmos
mejores’.

La definicion de vecindad que hemos empleado en esta seccidn tiene propie-
dades interesantes. Seguramente la mas interesante de todas es que si unimos
mediante segmentos las parejas de puntos vecinos de un conjunto finito S (en po-
sicién no degenerada), obtenemos una triangulacion del conjunto S.

Figura 4: Triangulacion obtenida al conectar todas las parejas de vecinos.

Es muy facil que los estudiantes entiendan qué es una triangulacién de un conjun-
to de puntos. Basta con hacer que dibujen en un papel, o con Geogebra, unos
cuantos puntos y que los conecten de dos en dos mediante segmentos con la Gnica
condicion de que dos segmentos cualesquiera no se atraviesen. Incluso se puede
plantear como un juego para dos jugadores:

Juego de la triangulacion: Uno de los jugadores dibuja n puntos. De forma al-
ternativa cada jugador dibuja un segmento conectando dos puntos con la
condicion de que no atraviese a otro ya dibujado. Gana el ultimo jugador que
consiga conectar dos puntos.

7 Ambos problemas pueden resolverse con complejidad O(n log n)
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Este juego sirve para que los estudiantes descubran alguna propiedad combina-
toria de las triangulaciones. En primer lugar, que hay varias diferentes. De hecho
el numero es elevado. También, si se les hace jugar varias veces con el mismo
conjunto de puntos (para lo que viene bien usar Geogebra), pueden hacer conjetu-
ras sobre el numero de segmentos que tiene la triangulacion. Si siempre empieza
el juego el mismo jugador, siempre serd el mismo jugador el que gane, lo que hara
que el otro se interese especialmente en descubrir lo que estd pasando. Finalmente
se les puede hacer ver que el numero de segmentos depende de forma lineal del
numero de puntos y del nimero de ellos que aparecen en la envolvente convexa®.

Conocer finalmente “el truco” del juego que permite saber quién sera el ganador a
priori, serd, sin duda, el mejor aliciente para que entiendan las propiedades com-
binatorias correspondientes.

La triangulacion que se obtiene conectando los puntos vecinos se conoce como
la triangulacion de Delaunay®. Tiene tantas aplicaciones en campos tan diversos

que se ha estudiado en profundidad y existen numerosos resultados relacionados
con ella. Entre otros, existen algoritmos eficientes para su célculo. Los algoritmos
optimos que calculan esta triangulacidn tienen complejidad O(n log n). A la ve-
cindad correspondiente, que hemos presentado en esta seccidn, se la conoce como
vecindad Delaunay.

2.2 Vecinos Gabriel

Puestos a sacar alguna pega a la vecindad Delaunay, podemos echarle en cara que
considera vecinos a algunas parejas de puntos que parecen intuitivamente poco
vecinos. Véase si no el ejemplo de la Figura 5.

8 La envolvente convexa de un conjunto de puntos es la frontera de su cierre convexo. Y
¢ste es el menor conjunto convexo que contiene al conjunto de partida.

9 Boris Delaunay, famoso alpinista y matematico ruso defini6 esta triangulacion en 1934
en su articulo "Sur la sphére vide", Otdelenie Matematicheskikh i Estestvennykh Nauk
7: 793-800.
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Figura 5: Los puntos p y q son vecinos Delaunay porque se pueden separar de los
demds mediante una circunferencia.

Por esta razdn, tiene sentido, sobre todo de cara a sus aplicaciones, definir la
vecindad de forma mas restrictiva. Este es el caso de la siguiente definicion debi-
da a Gabriel y Sokal'?

Definicion 3: Dos puntos de un conjunto S de puntos del plano son vecinos Ga-

briel si el circulo diametral que definen no contiene en su interior a ningun punto
de S.

Es claro que la vecindad Gabriel implica la vecindad Delaunay, pues el circulo
diametral contiene a los puntos que lo definen en su frontera y su interior esta
vacio. Sin embargo es mas restrictiva, pues no todo par de vecinos Delaunay son
vecinos Gabriel. En el ejemplo mostrado en la figura 5 los puntos p y ¢ no son
vecinos Gabriel pues su circulo diametral contiene al resto de los puntos en su
interior. También es facil ver que cada punto y su vecino mas proximo son veci-
nos Gabriel.

La vecindad Gabriel se establece cuando no hay puntos en “el espacio” com-
prendido entre dos puntos, entendiendo en este caso que dicho espacio es el
circulo diametral.

2.3 Otras vecindades

Con la misma idea de considerar como vecinos aquellos puntos tales que “el es-
pacio entre ellos” esté vacio, se pueden adoptar otras definiciones. Algunos
ejemplos son los siguientes:

10 K. R.Gabriel, ; R. R. Sokal, (1969), "A new statistical approach to geographic varia-
tion analysis", Systematic Zoology 18: 259-270,
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Definicion 4: Dos puntos de un conjunto S de puntos del plano son vecinos rela-
tivos! si la interseccion de los circulos centrados en ellos y de radio igual a su

distancia es vacia (es decir, no contiene otros puntos de S en su interior).

Definicion 5: Dos puntos de un conjunto S de puntos del plano son vecinos si el
rectangulo isotético'? que determinan es vacio.

Definicion 6: Dos puntos de un conjunto S de puntos del plano son vecinos si la
franja comprendida entre ellos es vacia, siendo dicha franja el espacio compren-
dido entre las rectas paralelas que pasan por los puntos y que son
perpendiculares a la recta que los contiene.

Definicion 7: Dos puntos de un conjunto S de puntos del plano son vecinos si el
cuadrado que los contiene en vértices diametralmente opuestos es vacio.

La lista de definiciones puede ser infinita. De hecho constituye un ejercicio
interesante y de gran estimulo para los estudiantes el pedirles que den su propia
definicidon de vecindad y compararla con las ya conocidas. Dependiendo del nivel,
se les puede pedir que obtengan algoritmos para hallar todas las parejas de veci-
nos seguin su propia definicién y analicen la complejidad, tanto del conjunto de
parejas de vecinos como del algoritmo.

3 Los vecinos mas lejanos

En ocasiones no interesa saber quién es el vecino mas cercano, si no justo lo con-
trario. Quién es el vecino mas lejano. Por ejemplo, si queremos dar cobertura
desde una antena a todos los usuarios de una region, para calcular la potencia de
emision necesaria necesitamos saber quién es el mas alejado de la antena. Salvo
en casos degenerados, cada punto de un conjunto finito de puntos del plano tendra
un vecino mas alejado.

Obtener un algoritmo para hallar el vecino mas lejano de un punto dado es
igual de sencillo que para hallar el vecino mas proximo. Basta quedarse con la

I Definicion debida a G.T.Toussaint en el articulo The relative neighbourhood graph of
a finite planar set . Pattern Recognition Volume 12, Issue 4, 1980, Pages 261-268.

12 Un rectangulo isotético es el que tiene sus lados paralelos a los ejes. Dos puntos del
plano determinan un tnico rectangulo isotético una de cuyas diagonales es el segmen-
to que los une. Si los puntos coinciden en abscisa u ordenada, el rectdngulo se reduce a
un segmento vertical u horizontal respectivamente.
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mayor de las distancias en lugar de la menor al comparar las distancias entre el
punto y los demds puntos del conjunto. El algoritmo es por tanto de complejidad
lineal respecto del numero de puntos y por tanto, Optimo. Aplicando este algorit-
mo a cada punto del conjunto, podemos hallar todos los vecinos mas lejanos con
una complejidad O(n’). El reto es, de nuevo, hallar todos los vecinos més lejanos
con un algoritmo de complejidad menor que O(#’).

No es dificil demostrar que el vecino mas lejano de cualquier punto de un
conjunto S debe estar en la envolvente convexa de S. Esta observacion geométri-
ca nos permite mejorar, al menos en algunos casos, el algoritmo. En efecto, para
buscar el vecino mas lejano de cada punto basta considerar los puntos que estén
en la envolvente convexa. Si el conjunto tiene /# puntos en la envolvente convexa,
una vez conocidos cudles son, podremos hallar todos los vecinos mas lejanos con
una complejidad O(nh). Si hay pocos puntos en la envolvente, esto puede suponer
un gran ahorro. En todo caso queda por ver como hallar los puntos que estan en la
envolvente convexa. Para que la mejora mencionada sea tal, debemos hallar éstos
con complejidad menor que O(n’). Afortunadamente esto es posible. Los algorit-
mos Optimos que lo hacen tienen complejidad O(n log n). Pero eso, aun siendo
muy interesante, se sale del tema de hoy. Ademas, para una leccion ya tenemos
materia mas que suficiente.

Maifiana sera otro dia!3.

13 Como decia mi padre.
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Abstract

The Theorem of Steiner-Lehmus states that if a triangle has two (inter-
nal) angle-bisectors with the same length, then the triangle must be
isosceles. Here we will deal with our attempts to provide, through au-
tomatic discovery tools, a more general statement regarding internal
and external bisectors. The case of three (either internal or external)
bisectors is also described.

Resumen

El teorema de Steiner-Lehmus establece que si un triangulo tiene dos
bisectores (internos) de la misma longitud, entonces el triangulo es
isosceles. Aqui intentaremos probar, mediante herramientas de descu-
brimiento automdtico, un resultado mas general en relacion con la
longitud de los bisectores internos y externos. También describiremos el
caso de tres bisectores (internos o externos).

Dedicado al Prof. Eugenio Roanes Macias

Introduccion

Un vértice de un triangulo da lugar a cuatro angulos, dos a dos opuestos y dos a
dos suplementarios. Consideremos las dos bisectrices, mutuamente perpendicula-
res, de estos angulos. Denominemos bisector al segmento determinado sobre cada
bisectriz por el vértice y el punto de interseccion de la misma con el lado opuesto
a dicho vértice. Hay, pues, dos bisectores en cada vértice, bisectores que denomi-
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naremos, respectivamente, interno y externo, segun correspondan al dngulo del
triangulo o a su suplementario.

Es bastante evidente que en un tridngulo isésceles los bisectores correspon-
dientes a los angulos iguales han de ser de igual longitud. El Teorema de Steiner-
Lehmus afirma que, reciprocamente, si se tiene tal igualdad de longitudes de los
bisectores internos, el tridngulo ha de ser isosceles. Se trata de un resultado de
geometria elemental, obtenido a mediados del siglo XIX, pero que sigue, en la
actualidad, despertando el interés de matematicos de medio mundo, como puede
leerse en [Be], donde se incluye un pequefio apunte histdrico y algunas referen-
cias sobre dicho Teorema. Otra referencia util es la pagina web [S-L], donde se
describen multiples demostraciones (comentadas en muchos casos), con aporta-
ciones de matematicos de la talla de Coexeter, Conway y otros, y un listado de
publicaciones —hasta hace diez afios, aproximadamente— sobre dicho resultado.

El Teorema de Steiner-Lehmus ha sido también objeto de estudio desde la
perspectiva del razonamiento automatico en geometria elemental. Se trata de un
campo de investigacion que busca desarrollar un procedimiento algoritmico uni-
versal para demostrar o descubrir resultados geométricos. Resulta curioso
constatar el que uno de sus maximos exponentes, el profesor Wu Wen-Tsun,
miembro de la Academia China de Ciencias, premio Herbrand en 1997 y premio
Shaw en 2006, por sus trabajos sobre la mecanizacion de las matematicas, haya
publicado en 1985 un librito dedicado exclusivamente a la automatizaciéon de teo-
remas en torno a los tridngulos con bisectores de igual longitud, ref. [WL]. Mas
recientemente, el mismo tema y enfoque aparece en un libro de Wang [W04] y en
un articulo de Botana [B07].

A la vista de esta larga y rica historia, ;qué pretendemos descubrir automati-
camente sobre el teorema de Steiner-Lehmus? Se trata de encontrar, aplicando el
mismo procedimiento de descubrimiento automdtico descrito en [R], [RV] y
[DR], las condiciones que debe verificar un triangulo para que se verifique la
igualdad de longitudes de dos y tres bisectores (asociados a vértices distintos),
considerados estos con toda generalidad (esto es, tanto internos como externos).

Describiremos totalmente los triangulos con dos bisectores iguales (para vérti-
ces distintos), detallando la distinta casuistica (interno=externo, externo=externo,
etc.) y veremos que un triangulo con dos bisectores iguales (que no sean simulta-
neamente internos) no tiene porqué ser isOsceles; es mdas, en el caso
interno=externo no es nunca isosceles salvo en un pequefio nimero de posiciones
cuyas coordenadas precisaremos. Este resultado puede deducirse de [W04] y
[BO7] sin mucha dificultad —usando, por ejemplo, la herramienta GeoGebra que
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describiremos mas abajo —aunque alli no se detalla. Es curioso comparar la facili-
dad del procedimiento mecanico frente a las referencias de [Be] al paulatino
progreso hacia el descubrimiento de distintos ejemplos de triangulos con bisecto-
res iguales.

Finalmente trataremos el caso —aparentemente nuevo, aunque esto es dificil de
afirmar en geometria elemental— de triangulos con tres bisectores iguales (corres-
pondientes a vértices distintos). Tras describir con precisiéon todos los casos
posibles, llegamos a dos conclusiones sorprendentes: no hay tridngulos con dos
bisectores internos y uno externo de igual longitud y tampoco hay triangulos con
tres bisectores externos de igual longitud finita.

1. Planteamiento

Consideremos un triangulo 4(0,0), B(1,0), C(x,y). Construiremos el bisector (in-
terno o externo) asociado a un vértice dado V mediante el siguiente método
general:

e En cada una de las rectas que se intersecan en V, sobre las que descansan los lados del
tridngulo, tomamos un punto de forma que ambos puntos equidisten de V.

e Sean esos puntos P;, P,.
e Calculamos el punto medio M del segmento P;P-.

e Entonces, la recta ’M es una bisectriz y su interseccion con el lado opuesto (o
su prolongacion) determina el bisector correspondiente.

Observemos que posicionando adecuadamente los puntos P; y P, sobre los lados
del tridngulo (o sus prolongaciones) podemos obtener, mediante este método, los
bisectores que concurren en V.
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Figura 1

En la Figura 1 hemos aplicado el método descrito para obtener los dos bisectores
de A4, tomando P;=Cy P,=E o P,=D, siendo F el punto medio de CE y G el pun-
to medio de CD. Las dos bisectrices para el vértice 4 son, por tanto, AF' y AG.
Finalmente, ya que nuestro interés se centra en la longitud de los segmentos bisec-
tores desde A4 hasta el pie de las intersecciones de cada bisectriz con el lado
opuesto, calculamos esos puntos de interseccidn entre las bisectrices y la recta BC
que pasa por los otros dos vértices del tridngulo.

Resumimos a continuacion las ecuaciones resultantes para el tridngulo ABC,
donde 4(0,0), B(1,0), C(x,y):
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Bisectores para A

Sea un punto (p,q) a la misma distancia que C(x,y) de 4, por lo que cum-
ple

P g —(x"+y")=0
Coloquemos este punto en el lado 4B, es decir, hagamos
q=0

Entonces, el punto medio entre (p,q)y C sera

xX+p y+gq
2 72
y la recta definida por 4 y este punto medio intersecard al lado opuesto
BC en el punto (a,b), verificandose

SPRAL SRR )
2 2

—ay+b(x—-1)+y=0

Por ultimo, la distancia de (a,b) a 4 es:
a’+b’

expresion que proporciona la longitud del bisector en 4 (ya sea interno o
externo).

Bisectores para B

Sea un punto (r,s) a la misma distancia que C(x,y) de B. Se cumple que
(r=1>+s>=(x=1)*+y*)=0

Coloquemos este punto en el lado 4B, es decir, hagamos
s=0

Entonces, el punto medio entre (r,s) y C sera
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X+r y+s
2 72 )
y la recta definida por B y este punto medio intersecara al
lado opuesto AC en el punto (m,n), verificindose

_my-2|-s+n(x+r_1j+y+s 0o

2 2
—my+nx =0

Por ultimo, la distancia de (72,n) a B es:
(m—1)>+n’

expresion que proporciona la longitud del bisector en B (ya sea interno o
externo).

Bisectores para C

Sea un punto (u,v) a la misma distancia que 4 de C. Se cumple que
=x)"+(v-p)"-(x"+y)=0

Coloquemos este punto en el lado BC, es decir, hagamos
—uy+v(x-1)+y=0

Entonces, el punto medio entre (u,v) y A sera

£4)

y la recta definida por C y este punto medio intersecara al lado opuesto
AB en el punto (¢,z), verificindose

—<z—x>(§—yj+(z—y>(%—xj:0
z=0

Por ultimo, la distancia de (7,z) a C es:
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(t=x)" +(z=y)’
expresidon que proporciona la longitud del bisector en C (ya sea interno o
externo).
Por lo tanto, el conjunto de ecuaciones que determinan las longitudes de los bisec-
tores (respectivamente: a’ +b>, (m—1)°+n’, (t—x)"+(z—y)> esta
constituido por los siguientes tres bloques:
pr g —(x"+y")=0
q=0
+ x+
—-a S b P _ 0
2 2
—ay+b(x-1)+y=0

r=D>+s>—((x-D>*+»*)=0

s=0

—my+S+n x+r_1 +y+S:O
2 2 2

—my+nx=0

w=x)°+@v-y) =" +y*)=0
—uy+v(x-1)+y=0

—(r—x>(§—yj+<z—y)[§—xj=o
z=0

Este conjunto de ecuaciones puede considerarse como la coleccion de Hipodtesis
para las expresiones obtenidas relativas a la longitud de los bisectores.

Debemos tener en cuenta que cualquiera que sea el bisector que pudiéramos
elegir en cada vértice (es decir, ya pensemos en un bisector interno o externo)
debera cumplir uno de estos bloques de ecuaciones. Y a la inversa, estas ecuacio-
nes no permiten distinguir entre bisectores internos y externos.
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2. Triangulos con dos bisectores iguales

Es facil demostrar (por otros métodos) que dos bisectores internos tienen la mis-
ma longitud si y solo si el tridngulo es isosceles (y la igualdad de longitud entre
dos lados es equivalente a la igualdad de los dos bisectores que se apoyan en e€sos
lados iguales: teorema de Steiner-Lehmus). Ademas, es facil ver que en este caso
isdsceles los bisectores externos (para los mismos vértices que tienen bisectores
internos iguales) también coinciden en longitud (aunque no podamos afirmar que
sea el unico caso en que este hecho ocurre).

De este modo, el lugar geométrico del vértice C en el que dos bisectores inter-
nos son iguales es la unidn de tres curvas:

e larecta 2x —1=0 (la mediatriz del lado AB),

e la circunferencia x° + y2 —2x =0 (con centro en By radio 1, por lo que BC
y AC tienen la misma longitud) y

e lacircunferencia x* + y2 —1=0 (con centro 4 y radio 1, por lo que ABy AC
son iguales).

El punto C yace en una de estas tres curvas si y solo si el tridngulo es isésceles.

Ademas, esto implica que los tres bisectores internos coinciden en longitud
precisamente cuando estas tres curvas coinciden, lo que sucede en las soluciones
del sistema:

2x—1=0
x*+y>=2x=0
x>+ —1=0

V3

es decir, en los puntos: E,i—

2

A continuacion, consideremos la tesis: Hay dos bisectores (internos o externos,
aleatoriamente), asociados a diferentes vértices, que tienen la misma longitud.
(Qué condicidon debera cumplir el tridangulo para verificar esta tesis?

2.1 Bisectoresen Ay B

Comencemos considerando los segmentos bisectores asociados a los vértices 4 y
B. En este caso, consideraremos como tesis la igualdad:
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a’+b>—(m-1)>+n*)=0

que es en cierto modo mas fuerte (ya que establece la igualdad de las longitudes
para todas las interpretaciones de (a, b) y (m, n), esto es, para todos los pares de
bisectores en 4 y B).

A continuacién, seguimos el método de descubrimiento expuesto en [R], [RV]
o [DR]. Es facil comprobar que las dos unicas variables independientes (geomé-
tricamente significativas para la construccion) son {x, y!. Después afiadimos la
tesis a la coleccidn de hipdtesis y eliminamos en ese sistema (H+7) todas las va-
riables excepto {x, y}.

Hipotesis
piHqg —(x*+y*)=0
qg=0
+ +
PR B N
2 2

—ay+b(x-1)+y=0

r=D>+s>=((x=D>+»*)=0

s=0

—my+S+n x+r_1 +y+s:0
2 2 2

—my+nx=0

Tesis

a’+b>—(m-1)>+n*)=0

Obtenemos asi (después de pocos segundos de calculo con Maple en un portatil),
el siguiente polinomio P, que se descompone como producto de tres factores.

o 14x2y4+y2+246y2x6+76x8—y6+8x10+9y10- 1 64y2x5+ 1 2y4x- 1 Oxzyz-
4x*-44)%-136)" x> +278) " x*-64x"-164x"y*+122)°x*-6y*+8x"-
36)°x+20)" +84y x*+86x* 0 +44x% M +16x°+41) "X +3 1) °x -
40x°-252y"-172)x*+14y°

3

.y
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e 2x-—1

Observemos que este resultado (con algunas simplificaciones geométricamente no
significativas) se obtiene automaticamente (siguiendo el algoritmo mencionado)
con algliin software como Lugares o GDI (ambos de Botana-Valcarce, ver [B07]).
Asi, podemos usar el menu “Discover” de GDI, trazar la construccidon correspon-
diente y luego preguntar por el lugar geométrico de C tal que (como en la siguiente
imagen de la Figura 2) coincidan las longitudes de los bisectores en 4 y B.

Ahora bien, el método de descubrimiento automatico sefiala que el producto de
los tres factores de P proporciona la clausura de Zariski del conjunto de posicio-
nes de C para las que existe un par de bisectores internos o externos de 4 y B
(mezclando todas las posibilidades: externo de A con externo de B, externo de 4
con interno de B, etc.) de la misma longitud. En otras palabras, P=(0 proporciona
la descripcidén mas concisa (en términos de ecuaciones) de las condiciones necesa-
rias para establecer la tesis débil (y, por tanto, también proporciona condiciones
necesarias para la mas fuerte).

Lugares Xeométricos Planos - [D:\Mis Documentos\Castro_Urdiales\Bisector8.BDG]

= File Construction Measwe Transform Discover Language Window Help = | Bx

%4 Inicio [ .. =] Mathe.. | ¥ Dbujo-.. £ f«:__:.q.;-"'g: 19:59
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Sihay una consrucgion con propedadas:
Alignzd{A10,A,C),
Algned{Ai1,a,c),
Align=d{A16,8,C),
Algned{A17.8,C),
Aligned{M,AA13) ,
Aligned(M,B,C),

Al diNA, )y
/ AlgnedN,A1B,E) ,

Equal(A,B,A10,4),
Equal(AB,ALLA),
Equel(B,A,A15,8),
Equal(B,A,A17,8),
Midpoint (413,A10,8),
Midpoint (A 18,4,A17)
entonces el lugar geométrico del punte C{ul5],ul#]) tal que:
distance(4,M)=distanze (B, M},
distaee (4, M) =distanz=(B, M) &5 (0 esté canteride an):
recta
¥=) "
2%-1=0 ~
SN L0+ 17 "B 24BN "B Y 486N 4T NE-H447K " 2T "B 497 ~10-40%K " 9- 164K M T M2-152FH N TFY G-
172735 "5-44™F "BHI6 A "B+ 296K A6 Y # 2+ 2TB X 4™ ~44+1 227~ 1¥1 5 +147Y ~B-H4™X *7-1647( "3 *1 2
o 5t e S i o8 [ R ) e e o b e o R ST i G o i o e o
10~ 24267 ~4+Y ~2=0

4’:.

_\_\—__H""*-\..

00| 2
14 Inicio I} Elprobkma d... 4 Gmal -jvalea... | B§ DXE ZZREXVPR - Vis... [ 3Bkcdenotas - B Lugares Yoom.., ES ’ﬁ,;ﬁt.i” % 1%:10
Figura 2

Como la ecuacion P=0 correspondiente a este lugar geométrico es la curva
(reducible), mostrada en la siguiente imagen de la Figura 3, se entiende que so6lo
una variable (x o y) permanece independiente si afiadimos P al conjunto de hipo-
tesis. Elijamos x (obtendriamos un desarrollo similar si nuestra eleccién hubiera
sido y).

Abhora, siguiendo ese método de descubrimiento automadtico, afiadiriamos P al
conjunto de hipodtesis y tratariamos de probar que (H+P) es un conjunto de condi-
ciones suficientes para 7 (salvo casos degenerados). El resultado del calculo
requerido (la saturacion S de (H+P) por T) es demasiado extenso para detallarlo
aqui. Finalmente, debemos eliminar la variable y en S (ya que hemos escogido x
como la variable independiente para H+P). El ideal de eliminacidén obtenido se
reduce a (0). Esto significa, de acuerdo con la teoria de descubrimiento automati-
co, que no hay manera de convertir P=0 en condicidn suficiente para establecer la
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tesis, incluso aunque se afiadiese, a P=0y a la hipotesis dada, una coleccion de
inecuaciones en la variable x. Asi pues, no podemos encontrar de este modo un
teorema acerca de la igualdad de las longitudes de todos los tipos de bisectores en
Ay B.

Figura 3
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Esta conclusion, a partir de la teoria general, puede ser, en este caso particular,
explicada en términos mas “ad hoc”. De hecho, significa que para la mayoria de
las posiciones de C en P=0 (todas salvo casos degenerados) se puede encontrar
una pareja de bisectores de 4 y B que no tengan igual longitud, pero también una
pareja con igual longitud. Es decir, para algunos valores (a,b) y (m,n) correspon-
dientes a una posicion dada de C, las longitudes a’+b° y (m-1)’+n’  seran
diferentes, mientras que para otros valores, también correspondientes a la misma
posicion de C, seran iguales. Esto depende de las diferentes elecciones de (a,b) y
(m,n) (bisectores internos y externos), pero no se pueden distinguir tales eleccio-
nes en términos algebraicos sin realizar una descomposiciéon primaria
(computacionalmente demasiado costosa) del ideal hipétesis.

Pero este fracaso -en demostrar la tesis fuerte- puede transformarse en éxito
para la tesis débil (sobre la igualdad de alguna pareja de bisectores). De hecho, el
anterior razonamiento muestra que la curva P=(0 proporciona las condiciones ne-
cesarias para establecer que “existe una pareja de bisectores de 4 y B de igual
longitud”. Y, en virtud de cierto resultado tedrico (Proposicion 2 de [DR]), tam-
bién proporciona las condiciones suficientes (excepto para algunos casos
degenerados, demasiado dificiles de calcular en este caso) para establecer que
“existe un pareja de bisectores de 4 y B de igual longitud”, lo cual es bastante
satisfactorio si no se requiere mayor precision sobre el tipo de bisectores que tie-
nen la misma longitud. Ademds, por motivos geométricos, las condiciones
necesarias para una declaracion mas precisa acerca del tipo de bisectores de igual
longitud deben ser una unién de algunos de los tres factores de P=0 (ya que P=0
no puede dividirse en mas partes algebraicas).

La factorizacion de P nos permite enunciar nuestro teorema recién descubierto
como sigue:

1
Si y=0 (triangulo degenerado) o x = 5 (triangulo 1sdsceles, con AC=BC) o

C=(x,y) descansa en la curva que se muestra a continuacion, entonces (excepto
para el caso y=0 mas tal vez un numero finito de posiciones degeneradas de esa
curva) existe una pareja de bisectores de 4 y B de igual longitud.

Como corolario podemos decir que, dado que el caso isosceles atafie al caso de
los bisectores internos iguales, y el eje x es un caso degenerado, la posibilidad que
resta (la curva de arriba) trata con la igualdad de los bisectores interno/externo o
externo/externo.
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Figura 4

Usando la experimentacion basada en el software de geometria dindmica Geo-
Gebra! y un programa hecho a propoésito por R. Losada, que barre todo el plano y

resalta los puntos que verifican alguna relacion numérica dada, podemos ser mas
precisos y mostrar que el caso de la igualdad interno/externo esta contenido en
dos “lagrimas” (ver la Figura 5 para uno de ellos, correspondiente a la igualdad de
longitudes para el bisector externo de B y el interno de 4) incluidas en la curva de
la Figura 6, mientras que el caso de la igualdad externo/externo ocurre en los res-
tantes puntos de esta curva. Puede verse la maravillosa imagen de R. Losada,
asignando colores diferentes a los diversos casos de igualdad (un color dado es
asignado a un punto que estd mas proximo a la verificacion de una de las igualda-

I www.geogebra.org , http://geogebra.es
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des de longitud: por ejemplo, el amarillo corresponde a aquellos puntos que estan
mas proximos a la igualdad del par de bisectores externo/externo, como aparece
en la Figura 6).

Figura 5

Figura 6
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Para finalizar, podemos decir que ahora estamos en condiciones de “demostrar” la
tesis mas fuerte sobre la posicion de C para la igualdad de longitudes de los cuatro
bisectores con vértices A y B, considerando los puntos de la interseccion comun
de todas las partes de esta curva compleja que corresponden a la igualdad de al-
guna clase de pares de bisectores. Vemos que, sin tener en cuenta las posiciones
degeneradas de C en el eje X, los Gnicos puntos que verifican la igualdad de todas
las longitudes de los bisectores de A y B se obtienen resolviendo el sistema:

o 2x-1=0

o 144246y x+76x"-) +8x 49y - 164y x5+12) x-10x%)*-4x*-44) *x-
136y +278y"x*-64x"-164x7y*+122)°x*-6)+8x>-36) x+ 201"+ 84y"x*+
B6x +44x’y +16x°+41y " +3 1) °x*-40x7-252)"x°- 172 x*+14y*=0

y eligiendo, entre sus soluciones (cuatro reales) aquellas que estdn en la intersec-
cion de ambas “lagrimas” (dado que estas contienen los puntos en los que algliin
bisector interno tiene igual longitud que uno externo y, por tanto, en el punto de
interseccion todas las longitudes son iguales). De hecho, las otras dos soluciones
corresponden a puntos en los que las longitudes de los bisectores internos coinci-
den y también las de los bisectores externos, pero no son todas iguales entre si —
como es fécil de verificar, porque el tridngulo es equilatero en esos puntos. Por
tanto, las soluciones verdaderas son los puntos:
1 1

x=_,y=t_RootOf (-1+ 3Z%)  aprox. (0.5, +0.2886751346)

en los que los cuatro bisectores tienen igual longitud.

2.2 Bisectoresen Ay C

Ahora vamos a tener en cuenta los bisectores con vértices 4 y C, esto es, conside-
ramos como tesis la siguiente ecuacion:

(@ +b0")=((t=x)" +(z=»)")=0

que establece la igualdad de longitudes para todas las interpretaciones de (a,b) y
(¢z), o lo que es lo mismo, para todos los pares de bisectores desde Ay C.

Hipotesis: p° +¢q° — (x> +y°)=0
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q=0

_ay+q+bx+p =0
2 2

—ay+b(x—-1)+y=0

=x)"+(v-y)"—(x"+y")=0
—uy+v(x=1)+y=0

% u
—(t—x)(a—y]+(z—y)(5—x]—0
z=0

Tesis:  (a” +b°)=((t=x)" +(z=»)")=0

El proceso descrito para el caso de 4, B, se ejecuta andlogamente en el
caso 4,C, lo que proporciona un nuevo polinomio Q, compuesto de cuatro facto-
res.

o y3 (caso degenerado)

o X'+ y2 (caso degenerado)

o X'+ y2 — 2x (circunferencia con centro B y radio 1, por lo que C
esta en la circunferencia cuando longitud AB=longitud BC)

o XM A% 6t O+t 1 0-4x-18x %) 23 0x Y 2207 065+ 8x T+
28x°y% + 32x) +12x1°+16x+3 1y + 140y °-64x°- 100Xy *-
36xy*+76x"+94x**+14)*-40x -44x)*+8x*+9)” (la curva mostrada en
la Figura 7)
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Figura 7

En la Figura 8 mostramos la imagen de la unién de las curvas definidas por 0=0.

Figura 8
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Como antes, podemos afirmar que si el punto C estd en este lugar entonces hay
dos bisectores de 4 y C que tienen igual longitud. El caso en el que ambos bisec-

_ : .2 2
tores son internos corresponde a la circunferencia x~ + y~ —2x, por lo que la

curva de grado diez contiene las posiciones de C tales que algin par de bisectores
interno/externo, externo/interno o externo/externo de 4 y C tienen igual longitud.
Experimentalmente (de nuevo, gracias a R. Losada) podemos determinar que la
curva de la Figura 9 corresponde a la igualdad del bisector interno de C'y el bisec-
tor externo de 4, mientras que la de la Figura 10 corresponde al caso en que el
bisector externo de C iguala al bisector interno de 4, y la “pardbola” restante que
va a menos infinito en el eje X estd asociada al caso externo de C / externo de A4.

Figura 9 Figura 10

El caso de igualdad de longitudes para todos los diferentes pares de bisectores
tratados en este apartado puede ser resuelto como en el anterior, proporcionando

los puntos x = %, y= i%RootOf(—3 +7%).
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2.3 Bisectoresen By C

La ultima situacidn, que considera los bisectores de vértices C y B, es tratada si-
milarmente, proporcionando la curva que es la union de las definidas por los
polinomios
o XMy exY O +axy ) 10-8x )7 24x0) - 2400y - 8%y P
4x3+10x°) 300y + 1407 0-2) 4245 7+24x°) *+8x° ) *+8x)°-40x°-29x 2= 1 0x%)*-
5)°24x°+8xy* - 4x*+18x%2-2y*-8x) %)
e x°+y” —1 (circunferencia con centro en A y radio 1, por lo que C esta en
esta circunferencia cuando longitud 4C=longitud AB )

e’ (un caso degenerado)

En la Figura 11 aparece la imagen de la curva de grado 10.

Figura 11
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Al considerar la igualdad de todas las longitudes de los diferentes pares de bisec-
tores involucrados en este caso y tratarlo como se indicé anteriormente,
obtenemos los puntos:

x:—%, y :i%RootOf(—?a—kZz).

3. Tres bisectores iguales

A continuacion, consideraremos la tesis: hay tres bisectores (internos o externos,
cualesquiera) que tienen igual longitud. ;Cual es la condicion que tiene que veri-
ficar el triangulo para que la tesis se verifique? De nuevo, interpretamos esta
situacidén considerando el siguiente sistema de dos tesis:

a’+b>—(m-1)>+n*)=0
(@ +b*)=((t—x)" +(z=1»)") =0
que es mas fuerte que la tesis requerida, ya que aqui sus soluciones contemplan el
que todas las interpretaciones de (a,b), (m, n), (t, z) (es decir, para todos los posi-
bles pares de bisectores de cada vértice) conduzcan a la igualdad de la longitudes
de los bisectores de 4, By de 4, C, y, por tanto, de 4, By C.
En todo caso, podemos operar como antes, siguiendo el procedimiento general,

afiadiendo las dos tesis a la hipotesis, lo que constituira la coleccion completa de
ecuaciones.

PP+ —(x*+y)=0
g=0
_ay+q+bx+p:0

2 2
—ay+b(x-1)+y=0

r=D>+s>=((x=D*+»*)=0

s=0

_my+s+n x+r_1 +y+s:O
2 2 2

—my+nx=0
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(u=x)"+@-p) —(x"+y’)=0
—uy+v(x-1)+y=0

v u
—(z‘—x)(z—yj+(z—y)£5—xj—0
z=0

a’+b>—(m-1)>+n*)=0
(@ +b*)=((t=x)" +(z=»)*)=0

Tras eliminar todas las variables excepto {x,y}, obtenemos el siguiente ideal gene-
rado por varios polinomios (presentados aqui como el producto de sus factores
irreducibles):

o Y (2x-1)(136x*y* +115021x%%-23136x*+23136x-115021x)*-136x)*-21504 +
95149y +116789)%),

o Y(2x-1)(17x*-17x-2+19))(x-x+1+H7),

o -’ (2x-1)(103155x%*-20960x>-103155x)*+20960x+85459y-136)°-
19328+104787y%),

o 1’(377084y°x*-17856-61088x-148192x>-381436x)"+87104x-412545x)" +
80325y +544y°+96005)*-754168xy*+122176x’-
2856)°+789629x%1*+381436x°y")

El conjunto de soluciones de este sistema de polinomios de dos variables es el eje
X mas un nimero finito de puntos reales y complejos. Ahora podemos continuar
con su interpretacion, utilizando el método de arriba, como condiciones necesarias
para la igualdad de algunos tripletes de longitudes de bisectores de 4, B'y C (pero
la clase de los bisectores involucrados puede ser diferente con cada triplete), etc.
Siendo mas precisos, obtenemos soluciones del siguiente tipo:

o x= % y = i%RootOf(—Z& +Z%) (aprox. x=0.5, y =+0.8660254040)
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El tridngulo es equilatero y verifica la igualdad de longitudes de los bisec-
tores internos de A, By C (y, en algtn sentido, de los bisectores externos,
ya que todos ellos tienen longitud infinita).

¢ x= % - % RootOf (42 +3492% —64), + RootOf (42* +3492° — 64)

(aprox. x =0.09611796796, y =+ 0.4277818044 )

Estos puntos corresponden a la igualdad de longitudes de los bisectores
externos de 4 y C'y el bisector interno de B.

e x= % + %RootOf(4Z4 +3492% —64), y = £RootOf (42* +34927 -

(aprox. x=0.09038820320, y =+0.4277818044 )

Estos puntos corresponden a la igualdad de longitudes de los bisectores
externos de By C'y el bisector interno de 4.

¢ x= % y=+RootOf (42* 192> — 4)

(apr. x = 0.5, y =+2.225295714)

Estos puntos corresponden a la igualdad de longitudes de los bisectores
externos de 4 y By el bisector interno de C.

Obsérvese que podemos obtener estos mismos resultados mediante la interseccion
simultanea de los tres lugares geométricos encontrados en las secciones preceden-
tes. Finalmente, permitasenos sefialar que, a la vista de estas soluciones, no hay
tridangulos con dos bisectores internos y uno externo (para vértices diferentes) de
igual longitud y tampoco hay tridngulos en los que los tres bisectores externos
tienen longitudes iguales (excepto para el caso de longitud infinita).
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Abstract

In this paper we deal with some treatises on practical mathematics
illustrating chief human and intellectual achievements by mathematics
of all times.

Tengo la satisfaccion de dedicar este trabajo al
profesor Eugenio Roanes Macias con ocasion de
su jubilacién académica, como homenaje a su
persona y en agradecimiento por su buen hacer,
su calidad humana y sobre todo, por su enorme
entrega a la docencia.

Introduccion

En este recorrido por la matematica comercial expondremos las aportaciones de
Luca Paccioli en su obra Summa de Aritmética (Venecia, 1494) con su sistema de
contabilidad por partida doble, o las de Robert Recorde en su obra “Grounde of
Artes” (1541), una aritmética popular que incluye el calculo tanto por medio del
abaco como del algoritmo, junto con algunas aplicaciones comerciales, o las de
Juan Andrés y Benito Bails, este ultimo fue el introductor en Espafia del Calculo
Infinitesimal y de la Geometria Analitica. Observaremos, por ultimo, el absoluto
practicismo matematico de los trabajos de Francois Callet, José¢ Garcia Caballero,
Diego Navarro y Miguel Jeréonimo de Santa Cruz, cuya obra “Aritmética especu-
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lativa y practica” sirvid de libro de texto en la Academia de Matematicas de Ma-
drid, fundada por Felipe II.

Comenzaremos este trabajo estudiando los fundamentos de la aritmética co-
mercial y a continuacion analizaremos las aportaciones de los principales autores
de esta disciplina.

1 Los Fundamentos de la Aritmética Comercial

Aritmética para los griegos significaba teoria de los nimeros y no técnica de cél-
culo, por lo que tenia mas que ver con la filosofia, y especialmente con la logica,
que con las matematicas. No olvidemos la fuerte impronta pitagorica y platonica.
En especial, fue especialmente honda la influencia ejercida por el pensamiento
neoplatonico de la época alejandrina en el posterior pensamiento occidental.

Los autores cuyos trabajos iban a convertirse en los referentes indiscutibles de
los matematicos medievales fueron: Nicomaco de Gerasa y Boecio. El primero
fue un pitagdrico que vivid cerca de Jerusalén hacia el afio 100. Escribié una obra
titulada “Introductio Arithmeticae”. Su trabajo se centrd en el estudio de las pro-
piedades mas elementales de los nimeros.

Boecio (480-520) fue un patricio romano, que tuvo un activo protagonismo
politico y muri6 ejecutado tras un periodo de prision. Escribid libros de texto para
cada una de las cuatro ramas de las artes liberales, utilizando para ello resimenes
de clasicos anteriores.

Tras un largo periodo marcado por estos autores, el enorme impulso dado por
el Islam a la matematica comenzé a modificar de forma muy notable el estudio de
la disciplina. En este proceso, también fue fundamental el papel jugado por la
Peninsula Ibérica, si bien sus protagonistas no nacieron obligatoriamente en ella.
Gerberto de Aurillac (940-1003) se formo en Italia y en Espafia antes de ser nom-
brado papa con el nombre de Silvestre II. Es el primero que ensefié en Europa los
numerales hindoarabigos, que, segun parece, aprendié en el cenobio de Ripio.
Con todo, hay que sefialar que habremos de esperar al siglo XIII para la introduc-
cion de una manera definitiva de los guarismos en Europa. Antes, en el siglo XII,
se habia producido una destacada labor traductora al latin, en la que destaca Ade-
lardo de Bath (1075-1160), responsable de textos tan notables como los
Elementos de Euclides (1142), las tablas astrondmicas de Al-Juarismi (1126) y el
Almagesto de Ptolomeo (1155). Ahora bien, este trabajé lejos del gran centro
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toledano, donde Gerardo de Cremona (1114-1187) también se ocupo de los Ele-
mentos, a partir de la versiébn hecha por Thabit ibn-Qurra y que mejora
considerablemente la de Adelardo, y del Almagesto (1175) y fue gracias a este
trabajo por el que Ptolomeo 1ba a ser conocido en Occidente. También realizé una
adaptacién latina del Algebra de Al-Juarismi, aunque la traduccién més popular
fue la que habia realizado en 1145 Roberto de Chester. A partir de este momento,
la matematica arabe iba a ser vista de manera mucho mas favorable que lo habia
sido nunca la geometria griega.

2 La Propagacion de los numerales hindo-arabigos

Hay que sefialar que la asimilacién de la numeracidon hindoarabiga fue lenta y que
dependid mas de las posiciones individuales de los distintos matematicos que de
la pertenencia a una determinada escuela. De hecho, entre los profesionales del
calculo, los abaquistas siguieron utilizando la numeracion romana, pues la habili-
dad con el dbaco superaba las posibilidades que presentaba el calculo a pluma,
donde primero fue necesario desarrollar sistemas de simplificacion operativa, que
llevaron a cabo los llamados algoristas, cuyo triunfo definitivo no se iba a produ-
cir hasta el siglo XVI.

Alexandre de Villedieu, franciscano francés, fue uno de los principales divul-
gadores de la numeracion hindoarabiga a través de su Carmen de algorismo
(1225), un poema en que describe detalladamente las operaciones fundamentales
de los enteros utilizando las cifras y considerando el cero como un numero. Aun-
que quiza fue mas trascendental el Algorismo vulgaris de Johannes de Sacrobosco
o John de Halifax (1200-1256), pues este manual practico de calculo gozo de una
enorme popularidad en las aulas universitarias medievales. Contemporaneo suyo
fue Jordano Nemorario o de Nemore, autor no solo de sélidos conocimientos en
filosofia natural, sino también responsable de una Aritmética que sirvié de base
para comentarios universitarios en la Universidad de Paris hasta el siglo XVI. Nos
hallamos ante un continuador de la tradicion filoséfica de Nicomaco y Boecio,
pero que en su obra, utiliza letras para representar numeros, siguiendo en ello a
Euclides, lo que le permite la formulacion de teoremas algebraicos generales y
ello constituye un avance considerable.

Fuera de los claustros, hemos de destacar la labor de Leonardo de Pissa o Fi-
bonacci (1180-1250), hijo de un mercader con intereses en el norte de Africa, que
estudié con un maestro musulman y viajé por Egipto, Siria y Grecia. Tras su peri-

79



plo publico un Liber abaci (1202), que a pesar de su titulo, es un tratado muy
completo sobre métodos y problemas algebraicos, en el que recomienda vivamen-
te el uso de los guarismos, ademéas de demostrar una capacidad matematica
excepcional. En su libro describe las nueve formas hindiies, junto con el signo 0,
que denomina zephirum, término del que derivara cero y cifra, y repasa las opera-
ciones aritméticas usuales, incluida la extraccion de raices. Introdujo la barra
horizontal para las fracciones, aunque su uso generalizado no se producira hasta el
siglo XVI. Después, pasa a tratar minuciosamente problemas de transacciones
comerciales y los derivados de los cambios de pesos, medidas y monedas.

3 La formacion del Mercader

Las escuelas de abaco proliferaron en las ciudades italianas, adaptando sus insta-
laciones, conocidas como botteghe, para acoger a mercaderes en activo,
especialmente provenientes del area germanica, que podian aprender sin descuidar
su actividad. Con todo, lo habitual era que acudieran los hijos y aprendices de
mercaderes a la edad de 12 o 13 afios. En ellas, sabemos que se instruia a los
alumnos en el conocimiento de la numeracion, las operaciones fundamentales, la
regla de tres y los principios del sistema monetario, las reglas de pérdidas y ga-
nancias, calculos de interés, etc. Para el uso pedagogico, se confeccionaron textos
de aritmética comercial, bastante influidos por la obra de Fibonacci, que se cono-
cian como libros de dbaco; término que acabd denominando genéricamente a los
escritos de aritmética comercial.

También debemos recordar los manuales de mercaderia, que eran recopilacio-
nes de noticias de cardcter comercial, mercantil, financiero, etc. En e¢llos un
mercader experimentado dejaba constancia de sus conocimientos sobre practica
mercantil para ser aprovechados por los empleados de la firma. Conocemos dos
manuales de mercaderia confeccionados, probablemente en Barcelona el Libre de
piéces y de drogues, escrito en 1385 segiin M. Gual y el Libre que explica lo que
“a de ser un bon mercader”, escrito en 1520. En ambos se recogen nociones de
aritmética, sobre todo para resolver cuestiones referidas al céalculo de precios,
alquileres y soldadas, y equivalencias ponderales o de monedas.

A partir de entonces, la aritmética estuvo fuertemente vinculada a la actividad
mercantil. La ensefianza de la matematica aplicada a los problemas comerciales
quedd en manos de maestros de contar privados, que cubrieron la demanda plan-
teada por quienes se dedicaban al intercambio. Por ello, era bastante corriente
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que en los grandes centros mercantiles, especialmente los portuarios, los maestros
de calculo funcionasen también como asesores en cuestiones de calculo mercantil
y de contabilidad. Todo ello fue fraguandose en Italia, y por lo tanto fue alli don-
de mas se desarrollaron las matemadticas financieras, basadas prioritariamente en
el calculo posicional.

Leonardo de Pisa

Asi, vemos que a lo largo de los siglos XIII y XIV, paralelamente a la apari-
cion de nuevas formas de pago aplazado con las letras de cambio y mientras que
la doble entrada iba sefioreandose de los libros de contabilidad, los matematicos
se preocupaban por inventar nuevos sistemas de calculo con pluma cada vez mas
simplificados.

Todo este proceso del que venimos hablando, llegard a un climax en el siglo
XV, cuando se afirmaron y difundieron todas estas nuevas adquisiciones y se con-
tinud profundizando en el campo del algebra; al tiempo que la aparicion de la
imprenta a finales de la centuria, permitié ampliar el grado de penetracion social
de la aritmética comercial. En este proceso, el protagonismo hispano es indiscuti-
ble, pues no podemos olvidar que el manual de Francesc de Santcliment (1482)
fue el segundo impreso en el mundo, aparecido doce afios antes de la famosa
Summa de fray Luca Pacioli (1494). Pero es que ademas, un tratado posterior,
escrito por el palentino fray Juan de Ortega (1512), fue traducido al francés
(1515) y al italiano (1515 y 1522), abriendo un fértil periodo de produccién en el
campo de la aritmética.
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4 Luca Pacioli

Luca Pacioli naci6 en Borgo San Sepulcro (Umbria) hacia el afio 1445. Es mas
conocido por el sobrenombre de Luca di Borgo que adopto al tomar el habito de
la orden franciscana. Su familia era muy pobre y Luca no asistid a la escuela. Sin
embargo al estar siempre en contacto con artesanos y mercaderes aprendid un
poco de lo que en esa época se llamaban matematicas comerciales, que consistian
basicamente en manejar el sistema de numeracion hindo-arabigo, saber sumar,
restar , multiplicar y dividir.

Luca Paccioli

Pacioli se fue apasionando cada vez mas por las matematicas y, mientras traba-
jaba en distintos talleres, ya fuera como ayudante de curtidor de pieles o como
ayudante de herrero, logrd, por si solo, ir estudiando hasta convertirse en un buen
matematico.

Ingres6 muy joven en la orden religiosa de San Francisco y hay historiadores
que piensan que esto se debido mas que a su vocacion de monje, a tener acceso a
los libros del monasterio y a la educacion que habia deseado toda su vida. Y en
efecto, en 1475, cuando Pacioli tenia solamente treinta afios, su fama como maes-
tro en contabilidad y como matematico era ya muy grande y fue invitado como
profesor a la universidad de Perusa.

Afios mas tarde, Luca Pacioli era ya considerado como uno de los mejores
maestros en contabilidad de toda Italia y fue contratado por el duque de Florencia
para trabajar en la corte como tesorero. Ahi conoci6é a Leonardo da Vinci y fue
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quizas uno de sus mejores amigos. De tal manera que Leonardo ilustraba sus li-
bros.

Pacioli muri6 en 1514 después de haber dedicado su vida a las matematicas
comerciales. Inventd procedimientos nuevos para la suma, la resta, la mutiplica-
cion y division. La forma en que nosotros dividimos hoy, la division de casita es
un invento mas de Luca Pacioli.

Pas6 a Venecia en 1464, donde adquirio los conocimientos comerciales de los
que da testimonio en la Summa. Ensefid6 Matematicas en Perusa (1475), después
en varias ciudades italianas, entre ellas Mildn, donde trabajo con Leonardo da
Vinci y finalmente ensefio en Roma, muriendo alli en 1514.

Su principal obra, Summa de Aritmética, Geometria, Proportioni e proportio-
nalitd, fue terminada en Perusa en 1487 y publicada en Venecia en 1494. Se trata
de una verdadera enciclopedia. Entre otras cosas, contiene un curso muy completo
de aritmética comercial y un método de llevar los libros por partida doble, espe-
cialmente desarrollado en Venecia, por lo que se llamo el sistema alla veneciana.

Desde el punto de vista matematico, hay pocas cosas originales de Pacioli,
citando con frecuencia a los autores en que se inspird o copid. Se trata de Platon,
Aristoteles, Euclides, Arquimedes y Boecio entre los antiguos, y de Thabit, Ah-
mad ibn Yusuf, Leonardo de Pisa, Bradwardine, Blas de Parma, Alberto de
Sajonia, Jordanus Nemorarius y Juan de Sacrobosco entre los medievales. De
entre los contemporaneos cita a Prosdocimo de Beldomandi, cuyo tratado habia
aparecido en Padua un afio antes de la edicion de la Summa de Pacioli. Tuvo una
enorme influencia en la ensefianza de las matemadticas durante el siglo XVI y, por
ejemplo, era texto de base en las Universidades de Salamanca y Valladolid.

Hay un ejemplar de este libro en la biblioteca de los agustinos de Valladolid,
siendo uno de los mas bellos incunables que posee. Sus medidas son 315%x225x50
mm. Una nota manuscrita indica que éste pertenecio a Juan Bautista de Carmag-
nolis, de la orden de S. Agustin.

5 Robert Recorde

Robert Recorde nacio en Tenby (Pais de Gales) y murid en Londres en 1588. Se
graduo en la Universidad de Oxford en 1531 con un B.A. Estudié medicina pero
también era un estudioso de la historia y un experto en la lengua anglosajona.
Afos mas tarde fue a estudiar a la Universidad de Cambridge, recibiendo en 1545
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el grado de M.D. Después de ensefiar en Cambridge durante unos afios se traslado
a Londres, donde practicé la medicina. Fue médico de Eduardo VI y de la reina
Mary.

Robert Recorde

Durante un periodo de casi dos siglos a partir de la muerte de Bradwardine, la
matematica en Inglaterra no habia hecho practicamente ningin progreso, y lo po-
co que se hizo a comienzos del siglo XVI dependid en gran parte de la influencia
de escritores italianos tales como Pacioli. Recorde fue, de hecho, casi el unico
matematico de cierta talla en la Inglaterra del siglo XVI.

A Recorde se debe en principio la inauguracién de la escuela matematica in-
glesa. Al igual que habian hecho Chuquet y Pacioli antes que €l, y como 1iba a
hacer mas tarde Galileo, Recorde escribio en lengua vernacula. Este hecho puede
haber limitado su influencia en el continente, pero hay que hacer notar que la es-
tructura retdrica facil que adoptd, en forma de didlogo, fue usada a su vez por
Galileo, afios mas tarde.

La primera obra matemadtica de Recorde que se conserva es su Grounde of
Artes (1541) una aritmética popular que incluye el calculo tanto por medio del
abaco como del algoritmo, junto con algunas aplicaciones comerciales. El nivel y
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el estilo de este libro, que estd dedicado a Eduardo VI y que alcanz6 més de dos
decenas de ediciones, puede juzgarse por el siguiente problema:

“Entonces, ;jqué responderds a esta ecuacion?. Si te he vendido un caballo
con sus cuatro herraduras, y cada herradura con sus seis clavos, bajo la
condicion de que tu pagaras por el primer clavo una moneda; por el se-
gundo dos monedas;, por el tercer clavo cuatro monedas, y asi
sucesivamente, doblando la cantidad cada vez, hasta acabar con los clavos,
ahora te pregunto: ;ja cudnto ascenderda el precio del caballo?”.

El Castle of knowledge de Recorde, una obra astrondmica en la que se menciona
con aprobacion el sistema copernicano, asi como su Pathewaie to Knowledge, que
es una version abreviada de los Elementos, a la vez que la primera geometria pu-
blicada en inglés, aparecieron ambos en 1551. La obra de Recorde que mas se cita
es el the Wetstone of Wite, publicada en 1557, un afio solamente antes de su muer-
te en prision. No se sabe si fue encarcelado por razones politicas o religiosas o
debido a dificultades relativas a su cargo, desde el 1551, de “Inspector de Minas y
de la Moneda de Irlanda”.

El titulo de The Whetstone of Wite (“La piedra de afilar el ingenio”) era evi-
dentemente un juego de palabras relativo a la palabra “coss”, ya que coss es el
nombre latino para “whetstone” o piedra de afilar, y el libro esta dedicado, de
hecho, a “the cossike practise”, es decir, al algebra. Este libro hizo por la matema-
tica inglesa lo que Stifel habia hecho por la alemana, con un detalle que lo
distingue: nuestro familiar signo de igualdad aparece en él por primera vez, y Re-
corde lo justifica por medio de la cita:

“Pondré, como hago a menudo en el curso de mi trabajo, un par de parale-
las o lineas gemelas de una misma longitud, asi : =, porque no hay dos
cosas que puedan ser mas iguales”.

Iba a hacer falta, sin embargo, otro siglo o mas antes de que este signo triunfase
sobre las demas notaciones rivales.

6 Juan Andrés

El zaragozano mosen Juan Andrés fue uno de los grandes matematicos aragoneses
del siglo XVI. Su Aritmética prdactica esta escrita para hacerse buen contador sin
necesidad de maestro.

85



Este libro se encuentra en la didcesis de Zaragoza, cuyo patrimonio bibliogra-
fico refleja un legado secular valiosisimo desde el siglo IV hasta nuestros dias.

7 La Academia de Matematicas de Madrid. Miguel Jeronimo de Santa
Cruz

Felipe II fue un personaje abierto a todo el saber cientifico y un gran defensor del
estudio de las matemadticas. Convencido el rey de que la carencia de artilleros en
Espafia (era necesario contratar artilleros italianos para los ejércitos del imperio),
y de que la profusion de errores en la confeccion de las cartas de navegar, se debi-
an a una falta de formacion matematica, Felipe II, a instancias de Juan de Herrera,
decidid instituir una Academia de Matemdticas en Madrid.

La creacion de la Academia se realiza en Lisboa, el 25 de diciembre de 1.582,
durante el viaje de Felipe II, con motivo de la anexion de Portugal al Imperio.

Los primeros profesores de la recién fundada Academia fueron: Juan Bautista
Labafia, Pedro Ambrosio de Onderiz, Luis Georgio y Juan de Herrera. Bajo el
impulso de la corte, la Academia se convirtié en el lugar de encuentro de la socie-
dad cortesana espafiola con las matematicas.

Entre las ensefianzas de la Academia se encontraban las matematicas comer-
ciales siendo uno de los libros de texto la obra de Miguel Jerénimo de Santa Cruz,
Dorado contador. Aritmética especulativa y prdctica.

Miguel Jerénimo de Santa Cruz nacié en Valencia pero se avecind6 en Sevilla.
Con el titulo de “Dorado contador. Aritmética especulativa y practica”, publicd
una aritmética muy elemental que tuvo cierto éxito y fue reeditada en varias oca-
siones a partir de la primera edicion de Madrid de 1594. La obra lleva la
aprobacion de Ambrosio de Ondériz, que fue profesor en la Academia de Mate-
madticas de Madrid y cosmografo mayor del Consejo de Indias, lo que llevaba
aparejado la catedra de Matematicas.

El libro de Miguel Jeréonimo de Santa Cruz, usado como libro de texto en la
Academia de Matematicas de Madrid, contiene las operaciones elementales de
aritmética, los quebrados, las progresiones aritméticas y geométricas, asi como la
forma de extraer raices cuadradas y cubicas, todo ello expuesto de una forma sen-
cilla, al alcance de la cultura de los contadores a quienes va destinada la obra.
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Para el estudio de las proporciones se inspird en la traduccion de Federico
Comandino, Euclides elementorum, libre XV. Como dice el subtitulo de la obra de
Santa Cruz, ademas ‘“contiene las finanzas y reglas de contar oro y plata y las
aneagas de Flandes por moderno y compendioso estilo™.

8 José Garcia Caballero

José Garcia Caballero nacié en Sevilla hacia 1670 y murié en Madrid, posible-
mente el afio 1740. Su prestigio como ensayador de la Casa de la Moneda de
Sevilla propicid su traslado a Madrid en 1708 y luego su nombramiento como
Ensayador Mayor del Reino 'y mercader Mayor de Castilla.

Su obra, Breve cotejo y balance de las pesas y medidas, es de caracter metro-
logico y de utilidad publica pues ensefia a los espafioles la relacion que hay entre
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sus pesas y medidas con las de otras naciones, para que en los tratos de compra y
venta no salgan perjudicados.

En el Seminario Mayor Diocesano de Valladolid se encuentra un ejemplar de
este libro impreso en Madrid en 1731 en la Imprenta de la viuda de Francisco del
Hierro. Las dimensiones del libro son: 210x155%30 mm.

9 Diego Narciso Herranz

Diego Narciso Herranz, con su obra Aritmética pura y comercial, pretende cubrir
la laguna que la literatura matematica y comercial espafiola tenia en el campo de
los cambios monetarios. Se explica el sistema monetario existente en la Espafia
dieciochesca, con su gran diversidad segun regiones, y las reducciones de todas
sus monedas, tras lo que pasa a hacer lo mismo con las de las principales plazas
comerciales europeas con las que los comerciantes espafioles tenian relaciones.

Un ejemplar de este libro se encuentra en la Biblioteca diocesana de Zamora, y
se imprimi6 en Madrid en 1790 en la Imprenta de Benito Cano. Las dimensiones
del libro son: 210x155%33 mm.

10 Benito Bails

Benito Bails es uno de los cientificos mas importantes de la Espafia del siglo
XVIII. Amigo de Campomanes, Aranda, Roda, del secretario de Estado Ricardo
Wall, Bails perteneci6 a las Reales Academias de La Lengua y de la Historia, asi
como a la Real Academia de Ciencias y Artes de Barcelona. Aunque su actividad
intelectual mas importante la realizo en la Real Academia de Bellas Artes de San
Fernando, de cuya catedra de Matematicas, destinada a los alumnos de Arquitec-
tura, fue titular desde su fundacién en 1768 hasta su muerte.

Benito Bails nacié en 1730 en San Adrian de Besos ( Barcelona ) y muri6 en
Madrid en 1797. Su infancia y juventud transcurrieron en Francia, donde se for-
mo en Perpifidn y en la Universidad de Toulouse. A los 24 afios marcho a Paris
donde se coded con importantes figuras de la Ilustracidon como D’Alembert,
Condorcet,etc.que le incorporaron a las tareas de redaccion de los articulos relati-
vos a Espafia del “Journal Historique et Politique”. La influencia de su etapa
francesa seria fundamental en su trayectoria. En 1761 regres6 a Madrid donde
pronto se introduce en circulos ilustrados. Fue uno de los redactores del Mercurio
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historico y politico, donde desempeiid una importante actividad ilustrada y antije-
suitica.

'LAS LEC]‘LM DE
" UN MATEMATICO:
LA BIBLIOTECA DE

BENFFQMS

L RS EA
B Ciatoalin

El matematico e ilustrado Benito Bails llevo a cabo una importante actividad
intelectual, es autor de importantes obras entre las que destacan sus Principios de
Matemadticas (1776), en tres volumenes y, sobre todo, sus Elementos de Matema-
ticas, en 11 volumenes que no sélo comprenden las matematicas en sentido
estricto (aritmética, geometria, trigonometria, algebra, calculo infinitesimal), sino
que también comprende materias de fisica (dindmica, Optica, astronomia) y arqui-
tectura. Se trata de una gran obra de recopilacién que dio a conocer en Espaiia el
estado de la ciencia europea del momento, a través de este enciclopédico tratado,
que se convirtid en obra de referencia obligada durante bastantes afios.
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Pero Benito Bails no se ocupd solamente de las materias propias de su activi-
dad docente, sino que tradujo obras de musica y editd obras de medicina e higiene
publica. Su vida transcurri6 dedicado al estudio y a la ensefianza, y en sus ultimos
aflos, cuando sufria serios problemas de salud, fue acusado ante la Inquisicion de
poseer libros prohibidos y de sostener proposiciones materialistas y ateas en sus
clases. Benito Bails sufrid prision y destierro de la corte, pero finalmente, en aten-
cion a su edad y salud y gracias a sus importantes valedores le fue conmutada
parte de la pena y pudo regresar a la corte, donde muri6 poco después.

Una de las mayores aportaciones a la ciencia de Benito Bails fue que introdujo
didacticamente en Espafia el célculo infinitesimal, junto con la geometria analiti-
ca. Su Elementos de Matematica fue una obra de gran importancia que sirvid de
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texto en numerosos centros y fue estudiada por casi todos los matematicos espa-
fioles de fines del siglo XVIII.

El tomo IX de esta obra es la Arquitectura Hidraulica. En ella habla de la na-

vegacidn interior en Espafia y elogia al Canal Imperial de Aragon y a su impulsor,
Pignatelli.

En el Seminario Mayor Diocesano de Valladolid se encuentra un ejemplar de

su obra “Elementos de Matemdtica. Arquitectura Hidraulica”. Este libro se im-
primi6 en Madrid en 1790 en la imprenta de la viuda de Joaquin Ibarra.
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Instrucciones para el envio de originales
para su publicacion en el boletin

Los originales de articulos, problemas, resefias de libros, anuncios de congre-
sos, etc., deben enviarse en papel por duplicado y ademéas también en formato
electronico, del modo especificado al final de estas instrucciones.

Formato

Para facilitar la impresion es preferible usar procesador Word o LaTex. El
formato de texto debe ser 17cm x 12.8cm. El tamafio de letra de texto 11 puntos.

Los articulos comenzaran con el titulo en mintsculas de 16 puntos, nombre de
autores en minusculas de 12 puntos en negrita, referencia de su departamento o
institucion de trabajo, direccion de correo electronico (si se tiene) y “abstract” de
unas lineas en inglés en letra italica (cursiva).

Los epigrafes de seccion numerados (excepto el de introduccion que ird sin
numerar), en minusculas negritas en 12 puntos, sin punto final. Las subsecciones
se numeraran con dos digitos separados por un punto.

La primera linea posterior al titulo de seccidn o subseccidon no se indentara.
Después de cada punto y aparte no se dejara ninguna linea en blanco y la siguien-
te linea se indentara solo 5 espacios (tal como estan escritas estas instrucciones).

La bibliografia al final, sin palabras completas en mayusculas, con los titulos
de libros o articulos en italica, no incluyendo nada mas después de la bibliografia.

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador, debiéndose
evitar los bosquejos a mano alzada). Serdn incluidas en el lugar apropiado del
texto y en el tamafio en que deban ser reproducidas.

Las soluciones de problemas propuestos en nimeros anteriores del Boletin de-
ben comenzar indicando: “Problema ntiimero (Boletin nimero)”, tal como suelen
aparecer en el Boletin, y terminar con el nombre del autor de la solucidon de cada
problema.

Las resefias de libros, como suelen aparecer en el Boletin, terminando con el
nombre del autor de la resefia.

Si se usa Latex, en estilo “article” y si se usan paquetes especificos de Latex,
deberan incluirse los archivos correspondientes a esos paquetes.

Si se usa otro procesador, distinto de Word o LaTex, debera ajustarse exacta-
mente al tamafio de formato, pues habria de ser escaneado.
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Envio de originales

Se enviard por correo electronico a la cuenta puigadam@mat.ucm.es ,o0
bien en un disquete formateado para PC compatible, conteniendo el/los archivo/s
del documento en el procesador de texto utilizado.

De otro modo, también pueden enviarse dos copias en papel por via postal a la
sede de nuestra Sociedad, cuya direccion que figura en la pagina 2 del Boletin.
Pero, una vez aceptado para su publicacion, se ha de enviar el correspondiente
archivo en formato electrénico en la forma anteriormente indicada.

Seleccion de originales

Seran revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se ajus-
tan a la linea general del Boletin. Si se considera oportuno, se pedird a los autores
que reduzcan su extension o hagan algunas modificaciones en su contenido.
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Adquisicion de numeros atrasados de nuestro Boletin

Los numeros atrasados del Boletin, de los cuales existan ejemplares sobrantes,
podran ser adquiridos al precio de coste de seis euros ejemplar. Los numeros de
los que aun quedan algunos ejemplares sobrantes son los siguientes:

35, 38,39, 40,41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55,
56, 57, 58, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72,73, 74, 75,
76,717,778, 79, 80, 81 y 82.

El importe puede ser abonado mediante cheque a nombre de /a "Sociedad Puig
Adam de Profesores de Matemadticas", o mediante transferencia a la cuenta co-
rriente nimero 3025-0006-24-1400002948 al mismo nombre de la
Sociedad, domiciliada en la entidad bancaria:

Caja de Ingenieros, c/. Carranza, 5 Madrid-28004

La carta de peticion se enviara a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la
pagina 2 de este nimero del Boletin. En la carta se indicara el nimero o nimeros
a adquirir, incluyendo en ella la direccion a donde se han de enviar y el corres-
pondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.
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