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XXVI Concurso de Resolucion de
Problemas de Matematicas

Nuestra Sociedad y el Colegio de Doctores y Licenciados en Ciencias y en
Filosofia y Letras, como cada afio, desde 1983, han celebrado el Concurso de
Resolucion de Problemas de Matemadticas que en 2008 ha tenido lugar por vigé-
simo sexta vez.

En los veinticinco afios precedentes, hemos tenido la satisfaccion de ver como
muchos de los alumnos premiados han obtenido posteriormente notables €xitos en
las Olimpiadas Matematicas, tanto nacionales como internacionales.



El Concurso de este afio, convocado en nuestro Boletin n° 78 (en el que apare-
cen las Bases), se celebrd en la mafana del sadbado 7 de Junio de 2008. Las
pruebas tuvieron lugar en los locales de la Facultad de Ciencias Matematicas de la
Universidad Complutense de Madrid y la entrega de premios y diplomas, ese
mismo dia por la tarde, en el mismo lugar..

La concurrencia, fue parecida a la de afios anteriores: 89 alumnos que, segiin
establecian las normas de la convocatoria, concursaron distribuidos en tres nive-
les.



Se propusieron cuatro problemas a los alumnos de cada nivel, para que los
resolviesen en dos tandas de hora y media cada una. Cada problema se calificaba
de 0 a 7 puntos.

La entrega de premios y diplomas se hizo en un acto muy concurrido y entra-
fiable. En €1, nuestro Presidente pronunci6 unas breves palabras de enhorabuena a
todos los participantes, especialmente a los premiados, y a los profesores y cen-
tros que los han preparado y de agradecimiento a todos los que han contribuido al
¢xito del Concurso.



Los estudiantes premiados han sido los siguientes, clasificados por niveles:

NIVEL 1

1. D. Juan MARTINEZ OLANDO, del Colegio Sta. Maria del Pilar de Madrid
2. D Fernando GAGO ENCINAS, del Colegio San Gabriel de Madrid

3. D. Daniel HENRY MONTILLA. del Liceo Francés de Madrid

4. D. Aitor ALONSO LORENZO, del LE.S. Diego Veldzquez de Madrid

5. D. José Luis SANCHEZ SALVADOR, del L.E.S. Maria Guerrero de Madrid



NIVEL 11

1. D. Francisco CRIADO GALLART, de!/ Colegio Amor de Dios de Madrid
2. D. Moisés HERRADON CUETO, del Colegio Brains de Madrid
3. D. Carlos RUIZ DOMINGUEZ, del Colegio San Viator de Madrid

4. D. Sergio FERNANDEZ RINCON, del I.E.S. Antonio Machado de Alcald de
Henares (Madrid)

5. D. Daniel HERRERO SERRANO, del Colegio San José del Parque de
Madid

NIVEL III

1. D. Rubén JIMENEZ BENITO, del I.E.S. José Hierro de Getafe (Madrid) y

D. Pedro SEGOVIA CARNICERO, del Colegio San José del Parque de
Madprid

3. D. Alfonso ALAMBRA MORAN, de/ I.E.S Doctor .Maraiion de.Alcald de
Henares (Madrid) 'y

D. Jaime ROQUERO GIMENEZ, del Liceo Francés de Madrid
5. D. Chenda LIU ZHANG, del LE.S. de El Escorial (Madrid).

Nos complace sefialar que los cuatro primeros premiados del Nivel II fueron
también premiados en el Nivel I en el Concurso del afio pasado y que uno de los
primeros premios (Sr. Jiménez) del nivel III fue también primer premio en el ni-
vel I de 2007 y en el nivel I de 2006.

Ha sido sorprendente que el problema 4° del Nivel I haya sido resuelto correc-
tamente por un Unico participante. Los resultados del nivel III han sido algo
decepcionantes, pues los problemas 1° y 3° han quedado sin resolver satisfacto-
riamente y s0lo uno ha dado respuesta correcta al 4°.

Nuestra enhorabuena a todos los premiados, al resto de los participantes y a
los padres y profesores que los han preparado y animado a participar.



Damos en este mismo numero los enunciados de los problemas propuestos,
indicando para cada uno la calificacion media para todos los presentados, la cali-
ficacion media obtenida por los cinco premiados y el numero de soluciones
correctas presentadas (calificadas con 7 o 6).



Problemas propuestos en el XXVI Concurso

NIVEL 1

(30 presentados. Calificaciones de 0 a 7 en cada problema)

Problema 1°

Estudiar si existe un nimero, #, que cumpla las siguientes condiciones:
1*: 5n es una cuarta potencia.
2% 3m es una quinta potencia.
3* 7n es una sexta potencia.

(Media = 1,1 . Media premiados = 6,4 .Soluciones correctas = 4)

Problema 2°

Los tres apartados de este problema estan encadenados. La respuesta de cada uno

es dato para la siguiente:

a) Dos lados de un tridngulo isdsceles miden 22 y 61. Calcular el area de dicho
triangulo.

b) Sea Tel areay k = T+1. Sia, by c son enteros positivos menores o iguales
que &, y la operacion P*Q significa (P+Q)/2, calcular el mayor valor posible para
la expresidon a*(b*c)-(a*b)*c .

c) Sea M la respuesta al apartado b). ;Cuantos nimeros n con 1<n<M verifi-

can [n/2] + [n/3] = n/2 + n/3 ? Recuérdese que [a] significa parte entera de a, esto
es [1,6]=1 y [8]=8.

(Media = 3,2. Media premiados = 6,4 . Soluciones correctas = 6)

Problema 3°

. Cuantos cuadrados perfectos menores que 10° son multiplos de 24 ?

(Media = 1,3. Media premiados = 6,0 . Soluciones correctas = 4)
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Problema 4°

Consideremos el poligono de 12 lados ABCDEFGHIJKL de la figura en el que
cada lado tiene longitud 4 y cada dos lados consecutivos forman un angulo recto.

Si las diagonales AG y CH se cortan en el punto M, ;Cudl es el area del cuadrilé-
tero ABCM ?

A_ B
: //,4
o
K L ZAC D
7
J I F £
H G

(Media = 0,6. Media premiados = 2,4 . Soluciones correctas = 1)

NIVEL 11

(36 presentados. Calificaciones de 0 a 7 en cada problema)

Problema 1°

C y C’ son dos circunferencias secantes. O es el centro de C,y C’ pasa por
O. La recta de centros corta a C’ en O y ademas en otro punto, P, de modo
que las tangentes por P a C son perpendiculares entre si. Calcular la ra-
zon entre los radios.

(Media = 2,1. Media premiados = 7,0 . Soluciones correctas = 8)

Problema 2°

Los tres apartados de este problema estan encadenados. La respuesta de cada uno
es dato para la siguiente:

a) Calcular el menor entero positivo » para el que el producto 13.19.n se pue-
de escribir también como producto de tres enteros consecutivos.
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b) Sea n la respuesta del apartado anterior y k=n/111. Todas las circunferen-
cias de la figura son tangentes entre si. Si la mayor tiene radio & y las medianas se
tocan en el centro de la mayor, calcular el radio de la pequefia.

c) Sea r la respuesta del apartado anterior. Calcular el area comprendida entre
las lineas y = x-1 + x-3 e y=4r.

(Media = 1,4. Media premiados = 5,0 . Soluciones correctas = 3)

Problema 3°

En una clase de 30 estudiantes, el profesor escribe en la pizarra un entero positivo.
Un estudiante dice que es divisible por 2, otro que es divisible por 3, otro que por
4,y asi hasta que el estudiante numero 30 dice que es divisible por 31. El profesor
dice entonces que todas las afirmaciones que se han hecho son verdaderas, salvo
dos de ellas, que ademas han sido hechas seguidas. ;Cudles son las dos afirma-
ciones falsas?

(Media = 2,7. Media premiados = 6,8 . Soluciones correctas = 13)

Problema 4°

Dividimos un tridngulo en tres tridngulos y un cuadrilatero, trazando dos segmen-
tos desde dos de los vértices a los lados opuestos.
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Si las areas de los tridngulos formados son, como se indica en la figura, 3, 7
y 7, ¢ Cudl es el area del cuadrilatero sombreado?

(Media = 0,8. Media premiados = 2,8 . Soluciones correctas = 2)

NIVEL 111

(23 presentados. Calificaciones de 0 a 7 en cada problema)

Problema 1°

La suma S = 1+1/2+1/3+...+1/n es una fraccioén, P/Q . Se pide:
1°. Demostrar que si es n = 100, entonces P es multiplo de 101.
2°. Estudiar si para n = 200, P sera multiplo de 201

(Media = 1,5. Media premiados = 3,4 . Soluciones correctas = ()

Problema 2°

Los tres apartados de este problema estan encadenados. La respuesta de cada uno
es dato para la siguiente:

a) El entero n es 124 unidades menor que un cuadrado perfecto y 56 unidades
menor que otro cuadrado perfecto. Calcular # .

b) Sea d = n/30. En el tridngulo ABC, la mediana BM mide 29. Una perpen-
dicular desde C a la prolongacién de BM, corta a ésta en el punto R. Si CR=d,
calcular el area del triangulo ABC.
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29

M

c) Sea T el area del tridngulo ABC. La recta 5x+2y = 2008 no corta a la cir-
cunferencia x* + y* = T. Encontrar el punto de esta circunferencia mas proximo a
esta recta.

(Media = 2,0. Media premiados = 5,4 . Soluciones correctas = 3)

Problema 3°

Para cada numero positivo 4 representamos por [A4] la parte entera de 4. Asi pues,
[2,7]=2, [®]=3, [5]=5.Representamos por {4} a 4 - [A].

Dar un ejemplo de un numero 4 tal que {4} + {1/4} =1.

(Puede ocurrir que {4} + {1/A} =1 y A sea racional? Justifiquese la res-
puesta.

(Media = 0,5. Media premiados = 2,2 . Soluciones correctas = ()

Problema 4°

Alicia, Beatriz y Carlos resolvieron, entre los tres, 100 problemas de su libro de
texto y resultd que cada uno por separado sabia resolver exactamente 60 proble-
mas. Decimos que un problema es facil si lo supieron resolver los tres y que un
problema es dificil si lo supo resolver sélo uno de los tres. ;Cuantos problemas
dificiles habia mas que faciles?

(Media = 2,0. Media premiados = 3,2 . Soluciones correctas = 1)
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49 Olimpiada Internacional de Matematicas

Después de veinticinco participaciones espafiolas en la Olimpiada Internacio-
nal de Matematicas, le ha correspondido a nuestro pais organizar la 49 edicidon de
la misma.

Asi, el dia 10 de julio llegaban a Madrid los jefes de delegacion de los paises
participantes, que finalmente fueron 97 con equipo, todo un récord, que podria
haber sido més destacado si los estudiantes de Pakistan y de Nigeria hubieran
podido conseguir a tiempo sus visados de entrada. Les acompafiaban también
observadores de Benin, Mauritania y Siria, paises que segin las normas de la
IMO, podran participar ya el afio proximo como miembros de pleno derecho.
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El Jurado, bajo la presidencia de Carlos Andradas, permanecio6 aislado en el
Parador Nacional de La Granja para elegir los seis problemas de la prueba y pre-
parar las versiones idiomadticas que utilizarian los alumnos participantes.

Mientras tanto, los responsables de los estudiantes ultimaban los muchos deta-
lles organizativos necesarios para que todo saliera segun estaba previsto. La
recepcidon en Barajas, los menus, los guias, el examen, la apertura, las excursio-
nes.....Y es que bajo todos los puntos de vista, la IMO tiene una logistica muy
complicada. Para empezar, el registro en linea, con todos los alfabetos, todos los
caracteres, |y todos se leian bien en la web! Y se imprimieron también si errores
las identificaciones y los diplomas. Ademads de los problemas diplomaticos con la
obtencion de visados - jcuantas llamadas telefonicas, cartas y faxes han sido nece-
sarios! - ; habia que superar las barreras idiomaticas, garantizar la seguridad y
comodidad de los participantes, adolescentes en su mayoria. En este sentido, cada
equipo ha tenido asignado un guia capaz de comunicarse con él. Los guias eran
voluntarios universitarios, que han acompafiado a sus equipos, residiendo con
ellos durante toda su estancia en Espafia. Puesto que estos se alojaban en seis Co-
legios Mayores de la Complutense, y en el de la Universidad Auténoma, en cada
residencia dos o tres maximos responsables, en general antiguos olimpicos, se
ocupaban de la coordinaciéon de los diferentes grupos, ya que las actividades pro-
gramadas eran comunes a todos los chicos, unas setecientas personas.

Todos — estudiantes, Jurado y jefes adjuntos — juntos, pero sin posibilidades de
mantener contacto directo entre si, asistieron el dia 15 de julio en el Teatro Circo
Price al brillante acto de apertura en el que la ciudad de Madrid dio la bienvenida
a la ciudad a todos los participantes.

Un aspecto crucial en la IMO, y muy delicado desde el punto de vista organi-
zativo, es el examen. Los 535 “contestants” ocuparon, en los dias 16 y 17 mesas
individuales en una sola sala de la Escuela de Caminos de la Universidad Politéc-
nica de Madrid. Cada uno de ecllos recibié los enunciados en dos idiomas,
previamente solicitados al realizar la inscripcion. Y aunque no es el pais organi-
zador, sino el Jurado, el que se ocupa de las traducciones, si nos tocaba a nosotros
conseguir que no hubiera errores en el reparto...Las preguntas, que pueden hacer-
se, por escrito, durante la primera media hora de cada dia, llegaban a La Granja a
través de un tinel VPN, donde el Jurado decidia de manera corporativa las posi-
bles respuestas.

Al terminar el examen, cada dia, todo el trabajo de los estudiantes se escaneo,
y reprodujo, para poder hacer llegar los originales a cada jefe de delegacidon para
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que los calificaran, y las copias a los equipos de “coordinadores”. La mision de
estos ultimos es la de garantizar la equidad en las calificaciones: solamente ellos
tienen una vision de conjunto sobre cada problema. Hubo un total de 86 coordi-
nadores distribuidos en cinco equipos de coordinacion por problema, y durante
dos dias, muy intensos, acordaron reunidos con el jefe de delegacion y el jefe ad-
junto de cada pais las notas de cada estudiante en cada problema. Las reuniones
de coordinacion tuvieron lugar en el Hotel Convencion, al que el Jurado se trasla-
dé el dia 17, al terminar las pruebas.

Mientras esperaban sus resultados, los estudiantes tuvieron la oportunidad de
conocer Madrid y sus alrededores. Se programaron salidas a Segovia, el Monaste-
rio de El Escorial, Toledo, Aranjuez, con espectaculo flamenco en su maravillosa
Plaza de Toros, y juegos matematicos en el Retiro, en un dia de enorme calor que
no impidi6 sin embargo el que los chicos corrieran de un sitio para otro en busca
de las pruebas y pistas, disfrutando enormemente.

Por fin, el dia 20 de julio los premios estaban decididos. El Jurado decidi6
establecer los cortes para las medallas de oro, plata y bronce, en los 31, 22 y 15
puntos respectivamente. Resultaron premiados 47 estudiantes con oro, 100 con
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plata y 120 con bronce; ademas todos los que resolvieron completamente un pro-
blema sin alcanzar el bronce recibieron mencion de honor.

Tres estudiantes, Xiaosheng Mu y Dongyi Wei de China, y Alex Zhai de Esta-
dos Unidos, consiguieron la puntuacién méxima, 42 puntos. Alex ya tuvo oro el
afio pasado en Vietnam, y aunque representante de Estados Unidos, es ¢l mismo
chino de origen.

Por paises, los primeros paises clasificados y sus puntos fueron los siguientes:
China 217, Rusia 199 (los seis estudiantes tuvieron oro), Estados Unidos 190,
Corea del Sur 188 e Irdn 181. El primer pais europeo, después de Rusia, fue Hun-
gria, que ocupo la décima posicion en la tabla, con 163 puntos.

El dia 21 de julio tuvo lugar, en el Auditorio padre Soler de la Universidad
Carlos I1I, el Acto de Clausura y entrega de medallas. Lo presidieron los Principes
de Asturias, que al finalizar el acto felicitaron personalmente al equipo espafiol, y
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permanecieron durante casi media hora fotografidandose y charlando informalmen-
te con todos los estudiantes.

El equipo espafiol estuvo integrado por Diego Izquierdo Arseguet (Medalla de
Bronce), Arnau Messegué Buisan (Medalla de Bronce), Gabriel Fiirstenheim Mi-
lerud (Medalla de Bronce), David Alfaya Sanchez (Mencion de Honor), Moisés
Herraddn Cueto (Mencion de Honor) y Juan José Madrigal Martinez (Mencién de
Honor). Ha sido la primera vez en que los seis han obtenido algin galardon. Los
83 puntos conseguidos entre todos colocaron a Espafia en la posicion 43.

Ha sido necesario el esfuerzo de muchas personas e instituciones para conse-
guir llevar a buen puerto esta Olimpiada, que en opinién de muchos jefes de
delegacion que han vivido muchas, ha sido de las mejores. Nos toca ahora apro-
vechar el interés que haya podido despertar en los medios de comunicacion para
potenciar mas tanto nuestra Olimpiada como cualquier otra actividad que permita
acercar mas y mejor las matematicas a todos nuestros jovenes.

Maria Gaspar
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Problemas propuestos en la
49 Olimpiada Internacional de Matematicas

Primer dia, 16 de julio de 2008

Problema 1

Un tridngulo acutangulo ABC tiene ortocentro H. La circunferencia con centro en
el punto medio de BC que pasa por H corta a la recta BC en 4, y 4. La circunfe-
rencia con centro en el punto medio de CA que pasa por H corta a la recta CA4 en
B, y B,. La circunferencia con centro en el punto medio de AB que pasa por H
corta a la recta AB en C, y C,. Demostrar que 4, 4,, By, B, C; y C; estan en una
misma circunferencia.

Problema 2

(a) Demostrar que

2 2 2
X y z

G- (-1 1)

para todos los numeros reales x, y, z distintos de 1 con xyz =1

21 (")
(b) Demostrar que existen infinitas ternas de numeros reales x, y, z distintos de 1,
con xyz =1, para los cuales la desigualdad (*) es una igualdad.

Problema 3

Demostrar que existen infinitos enteros positivos 7 tales que n* + 1 tiene un divi-

sor primo mayor que 271 ++/2n
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Segundo dia, 17 de julio de 2008

Problema 4

Hallar todas las funciones f :(0,00) — (0,°0) (es decir, todas las funciones de
los reales positivos en los reales positivos), tales que

) + (&) _ w? +x?
f(y2)+f(22) y? +z?

para todo los nimeros reales positivos w, x, y,z que satisfacen wx = yz.

Problema 5

Sean n y k enteros positivos tales que kK = n y k — n es par. Se tienen 27 lamparas
numeradas 1,2,...,2n cada una de las cuales puede estar encendida o apagada.

Inicialmente todas las ldmparas estan apagadas. Se consideran sucesiones de pa-
sos: en cada paso, se selecciona exactamente una ldmpara y se cambia su estado
(st esta apagada se enciende; si estd encendida se apaga). Sea N el nimero de su-
cesiones de k pasos al cabo de los cuales las lamparas 1, 2, ... , n quedan todas
encendidas y las lamparas » + 1, ..., 2n quedan todas apagadas. Sea M el numero
de sucesiones de & pasos al cabo de los cuales las lamparas 1, 2, ... , n quedan
todas encendidas y las lamparas n + 1, ..., 2n quedan todas apagadas sin haber

sido nunca encendidas. Calcular la razén %/I

Problema 6

Sea ABCD un cuadrilatero convexo tal que las longitudes de los lados BA y BC
son diferentes. Sean ®; y ®, las circunferencias inscritas dentro de los triangulos
ABC'y ADC respectivamente. Se supone que existe una circunferencia o tangente
a la prolongacion del segmento BA4 a continuacion de 4 y tangente a la prolonga-
cion del segmento BC a continuacion de C, la cual también es tangente a las rectas
AD y CD. Demostrar que el punto de interseccidon de las tangentes comunes exte-
riores a ®; y @, esta sobre .
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Nota de presentacion de Bohm y los Leinbach

Hace ya unos afios que publicamos en nuestro Boletin articulos de Carl Lein-
bach (bol. nim. 55) y Josef Bohm (bol. nim. 39). Ambos son especialistas en
didactica del algebra computacional, y expertos en el sistema Derive.

Carl es catedratico emérito de matematicas en el Gettysburg College (Pennsil-
vania, USA) y organizd por ejemplo el congreso mundial de Derive en 1998 en
su universidad.

Josef era catedratico de instituto en St. Polten (Austria) y coordina desde su
creacion el "Derive Users Group".

Ambos han participado muy activamente en la divulgacién del uso de calcu-
ladoras en la enseflanza de la matematica dentro del programa de Texas
Instruments "TI*3" ("Teachers Teaching with Technology").

Aunque ya estan tedricamente jubilados, siguen publicando excelentes traba-
JOs, como veremos a continuacion.

Patt Leinbach, esposa de Carl, es "coroner" en su condado, esto es, es una
persona encargada de investigar muertes, especialmente aquellas que ocurren en
circunstancias inusuales, tratando de averiguar las causas de las mismas.

Ahora estamos acostumbrados a ver en TV pruebas forenses bioldgicas, fisi-
cas y quimicas en series como CSI. En el interesantisimo articulo que sigue
veremos como existe también una "matematica forense".

Este articulo estd tomado de “P. Leinbach, C. Leinbach, J: Bohm: Forensis-
che Mathematik fiir den Unterricht. bk-Teachware SR-57. Linz, Austria, 2008.
Agradecemos al responsable de bk-Teachware, el conocido matematico Bernhard
Kutzler, que también ha escrito articulos para nuestro Boletin, el permiso para
reproducir aqui este articulo.

Agradecemos también a Josef Bohm su ofrecimiento de enviar por email a
quien se lo solicite el cddigo que aparece en el articulo (para Derive y calculado-
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1. Scenario

You are called by the county police to investigate a shallow grave that has been
located by two hunters at the edge of the county. You cordon off the scene and
carefully uncover the remains that are buried in the grave. It is obvious that the
body was not buried recently. In fact all that remains is essentially bones and some
shreds of fabric. It is apparent to your experienced eye that the victim was a young
female, but that is all that you can determine at the scene of the grave. You assist in
a careful exhumation of the body and direct that it be taken to the county morgue.

Returning to the morgue, you do a more precise analysis. From the length of
the bones and an examination of the bone ends you determine that the victim is a
pre-pubescent female. A forensic dental examination reveals that the victim is a
young girl who was reported missing over 20 years ago. Further analysis reveals
that the victim was shot at least three times in the area of the chest. No bullets
have been found on the scene, but the extent of damage to the bones indicates that
the weapon was on the order of a .45 caliber pistol. You are unable to make a
more exact estimate concerning the weapon.
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At this point your involvement in the investigation is over. Solving the crime
is the job of the police. A team of detectives is assigned to the case and they be-
gin the tedious job of interviewing people who knew the victim and also others
who had contact with her. The town where the victim lived is a small town, so
the detectives begin there. They also review the local police’s case notes. The
prime suspect at the time of the disappearance was an African-American 14-year
old boy who was the son of the girl’s neighbors. His family was the only non
Caucasian family in the neighborhood. The boy’s sister was the girls “best
friend”; however, the victim and his sister had just had a small falling out that had
seemed to have been orchestrated by the victim’s mother.

2. The Police Investigation

The police began by questioning the now grown boy and his sister. As is the case
in so many investigations, the questioning revealed other individuals who needed
to be visited. From their interviews, the police have narrowed the suspect list
down to six individuals. Here is a very brief summary on the police findings. We
will identify the suspects by alphabetical letters, A through F.

A. The African-American boy. Sister, of whom he is very protective, had
just received a “rejection” from the victim; Had been seen on the victim’s
property the night of the disappearance; Determined to have been a fairly
normal teen age boy, but resentful of the discrimination his family had to
endure.

B. African-American girl. Had been a friend of the victim from the moment
her family moved next door to the victim’s family amidst a demonstration
by the local “citizen’s committee for a pure neighborhood”; Had recently
had a childish falling out with the victim; Had written a note to the victim
the day of her disappearance asking to meet in their “secret place.”

C. Leader of the citizen’s committee that lead a demonstration greeting the
moving van when the African-American family moved in; Was very of-
fended by the victim being good friend and confidant of suspect B;
Quoted as saying “The only thing worse than a black is a white person
who befriends one”; Known to be a stern father and husband. Known to
have kept a gun in his home.
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D. Real Estate agent trying to capitalize on the panic that can result from
having a non Caucasian family move into the neighborhood; Was trying
to buy homes cheap and sell houses in his new development on the edge
of town; Perceived the public friendship of the victim and suspect B as
“bad for business.”

E. Teen aged boy. Son of suspect C; Prejudiced, but confused, especially
by the friendship of the victim and suspect B; Had been publicly rebuked
and slapped by the victim when bullying her at school; Apologized to the
victim and her friend and was, in return, severely disciplined by his fat-
her. He was constantly trying to please his father.

F. Mother of victim. Was entranced by suspect D’s attempts to sell her a
new home, but opposed by her husband; Insisted that her daughter stop
seeing suspect B; Made her daughter ignore her friend in public.

Each of the above suspects seems to have a reason for being placed on the list
of suspects to the crime. The job for the detectives is to sort out these reasons and
determine on whom to concentrate their efforts.

An old rule of thumb in criminal investigations is to look at three pointers:
Motive, Opportunity, and Profit. Who had the most powerful motive for killing
the victim? Who had the best opportunity to commit the crime? Who would
profit the most from the crime? We will abbreviate these pointers as MOP. In the
following investigation, we will apply the MOP pointers to the crime at hand.

3. Investigative Objective

e Organize investigative findings in a sensible way that will lead to the
solution of the crime.

4. Mathematical Objectives

e Find a way to sensibly incorporate subjective evidence into a mea-
ningful quantitative analysis.

e Assign a priority ranking and strength to the various alternatives for
solving the crime.

e Using a two way comparison of alternatives to achieve the ranking.

25



e Learn about the concept of a dominant vector related to certain matri-
ces.

5. Preliminary Mathematical Discussion

In this section we will introduce the idea of a dominant vector which can be asso-
ciated with certain types of matrices. At the moment, this may seem like an
irrelevant mathematical diversion, but it really has a lot to do with our attempt to
solve the crime; however, the idea of a dominant vector (more properly called a
dominant eigenvector) is the basis of the Analytic Hierarchy Process invented by
the mathematician Thomas Saaty in the late 1970’s. This process is a way of prio-
ritizing several alternatives into a logical sequence of choices.

We will illustrate the idea of a dominant vector while working with a 2x2 ma-
trix. We will assume that every entry in the matrix is positive and that the second
row 1s not a multiple of the first row. For our example matrix we will use the

matrix,
4o 7 8
1 3

We will look at the effect of multiplying
the corners of the following square by
the matrix, A.

11

1]
SRR

Since multiplication by the matrix A is a linear process, the lines joining the
corners will be transformed into lines joining the corners of the images of the cor-
ners. Also any point in the interior of the square will be transformed into the
interior of the image of the square. The square can be created by joining the fo-
llowing coordinate points in order:

Q:= [-V2/2,-V2/2;-V2/2, V2[2;V2[2,V2[2;V2/2,-V2[2;-V2/2, -V/2/2]
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We multiply each of the points by A and normalize by dividing by the length

of the resulting vector.
Ay
VECTOR vov, 0

| Ay

The result is shown as the dashed rectangle supe- : : 1
rimposed on the original square. Note that the
rectangle is now slanted in a particular direction ' o 0.5
and is a compressed form of the original. . . A~

-5 0.5 5 1

K[ s
S
: -1

Next multiplying the matrix of the corner points of the dashed rectangle by 4
or doing the same thing by multiplying the corner points of original matrix by 47,
we see a rectangle with a slightly different slant and even more compressed. This
rectangle is shown as a dotted rectangle.

. . ..1 .
ro2 s
Ao
WECTOR| ———— v, 0 : : /"D.S .
2 -
WA } — : 755_:
= P AEEE
" 20
B ey 1‘\\ : T -/D-IS
WECTOR| ——— v, O
- R |4
LN A oy

Repeating the process one more time we see that at this stage we have almost
reduced the square to a single line. In fact, if we continue taking higher powers of
A times the coordinates points of the square, we see that the square is reduced to a
straight line segment lying on the line

y=0.18301x
which passes through the origin and the point, D = (0.8453, 0.1547). Exact cal-
(6 23 23— 3]
37 3

culation results in for D. As an exercise, take an arbitrary
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point in 2-dimensional space and multiply it by a high power (20 or higher) of the
matrix, A, and show that the result lies on this line (or very close to it).

We choose the vector d lying on the line and having the property that its com-
ponents sum to 1, and call it the dominant (Eigen-)vector for the matrix, A. The
idea of a dominant vector will play an important role in our analysis of the evi-
dence collected by the police during their investigation of the suspects in the
murder.

It is important to note that not every matrix has a dominant vector. For
example, the matrix

2 2
B=

143

2 2

has the property that when any vector is multiplied by successive powers of B the
result is a set of 12 different vectors that keeps repeating.

J3ex ¥y X RERY
B-[X.y]:{ - —, — + ]
2 2 2 2

13

WER
B '[xl}"]=|:

Z

¥
S e
2

k
WECTORCE - [2, 2], k, 200

The third expression leads to the list of the first 20 products

Fortunately for us, we will not be dealing with matrices like B. Instead we
will be dealing with matrices that have all positive entries. Two German Mat-
hematicians, Oskar Perron (1880—1975) and Ferdinand Georg Frobenius, (1849—
1917) proved that every matrix having all positive entries has an associated do-
minant vector having all positive terms. They actually proved much stronger
results, but the statement we have given in this paragraph is sufficient for what
follows.

As we mentioned the Eigenvector in this paragraph it might be useful to give
e short explanation of this very important mathematical concept.
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With 4 being a regular matrix the equation 4- A4 = A - v can be set up. Num-
bers A and vectors v which are solutions of this equation are called Eigenvalues
(A and Eigenvectors (v) of A. Such an eigenvector multiplied by A will change
only its length but not its direction. You can find the eigenvectors of 4 supported
by Derive or the CAS-calculator and show that one of them is identical to the do-
minant vector which we have found above by experimenting.

EIGENYALUESTA) (o[ debra|cate ot her Franto|clemn Us| |

[2-43 + 5, 5 — 2-43]

EXACT_EIGENVECTOR(A, 2.3 + 5)

78 .9EI7  -.5258)
_a.fa- 2 'ElgUG[[l 3]] [.1=3|:u:| .5640 |
[.9837 .18
|: :| " agErr.ig [.8453 .1347]
-1 [.9837,. . 18001-C. 9837+ _ 18003
“Ilr3 2 l] FMAIN EAD ALUTO FUMC 220
[~ 2.43 - 2, -

Both Eigenvectors appear as column vec-
I([- 2-43 - 2, 1) tors. Only this one with equal signs for
both components can bet he dominant one.

[0.8452084616, 0.1547005383]

6. Applying Hierarchical Ranking Methods to the Evidence

The Analytical Hierarchical Ranking Method was devised by Thomas Saaty in
1977. 1t is a method for ordering preferences of several categories or individuals
relative to several criteria. In our case we have six suspects, A through E, and
three criteria, Motive, Opportunity, and Profit. This technique is especially useful
when we are faced with a situation that is hard to quantify, but where we have
opinions or feelings when comparing the categories, individuals, or criteria, and
we can rank and rate the relative strength of our feelings. In effect, the method
gives us a way to quantify some things that seem to be non quantifiable.

First we need to have a scheme for comparing two items relative to a particu-
lar criterion. The method devised by Saaty uses a scale of 1 to 9 for comparing
the strength of feeling about two individuals relative to the criterion.

1 = There is no preference for one item over the other
3 = A slightly stronger preference for one over the other

5 = There is an essential preference for one over the other
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7 = There is some evidence that one is preferred over the other
9 = There is indisputable evidence for preferring one over the other

2, 4, 6, 8 are intermediate values used as compromises for disagreements in
group decisions. In short, this is the standard preference scale of 1 to 5 expanded
to provide intermediate values for compromises. The idea is to store preferences
when comparing two suspects in an » X n matrix [a;; ], where

a;;=s where s is the score of the preference of item i over item j

1
Clj,,' = —
S

This implies that we always have a;; =1 foralli=1, ..., n.

Let’s try out the scheme for suspect A relative to the other suspects. We will
assume that a team of at least four detectives was assigned to the case and they
based their scores on their interviews.

A compared with B:
The detectives found no strong evidence to rank one over the other rela-
tive to the motive criteria, so they gave a score of 1. Thus,

ap =] and a1 = 1.

A compared to C:
Although suspect C wanted the African-American family to move out
of the neighborhood, the detectives believed that the hurt suffered by A
upon rejection by her former friend was a stronger motive so they gave
a score of 7,

1

a3 7 and a3 1 7 .

A compared to D:
The victim was actively standing in the way of the Real Estate Agent’s
sales perspectives in the neighborhood for his housing project as well as
the opportunity to pick up some valuable property cheaply. They all
believed this was a stronger motive than A’s hurt, although this was a
feeling not supported by evidence so they rated it as a 5.

ars = % and asg ) = 5.
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A compared to E:

The detectives were split on this comparison. One group believed that
the public embarrassment of E by being slapped by the victim in public
and his subsequent criticism by his father was clearly stronger motiva-
tion to kill the victim than A’s rejection by her friend. The other group
agreed that it was stronger, but not quite as strong as the first group
perceived it to be. The compromise score of 8 was chosen.

1
ays= g and as) = 8

A compared to F:

The consensus was that the rejection that A experienced was a slightly
stronger motive than the mother being thwarted in her desire for her
dream house by her daughter’s sway with the father not to move. They

gave a score of 3 to A.

a;6= 3 and

d6,1 =

1
3

The above assignment of values has filled in row 1 and column 1 of the Moti-
ve matrix. A similar analysis was done for the remaining suspects. Note that
there are 10 more comparisons to be made in order to fill out the matrix. Here is
the matrix proposed by the detectives:

Motive :
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A quick view of the matrix shows
that row 5 clearly dominates the
others, i.e. E seems to have the
strongest motives, but what about
the ranking of the other suspects
relative to this criterion? Also, what
about the other criteria of Opportu-
nity and Profit? We take these two
questions one at a time. We first
rank the suspects relative to the
motive criterion. This is where the
idea of a dominant vector comes in
to play.



If we apply the comparisons in matrix Motive consistently to any ranking of
the suspects, then the effect of the comparisons should take effect and the ran-
kings should tend towards the line determined by the dominant vector. (Try this.
Use your CAS to multiply the equal ranking vector [,1,1,1,1,1] by the 30™ power
of the Motive matrix and normalize the result by dividing by the sum of the terms
so that they add up to one). If you have down loaded the accompanying Derive®
file called , Crime Solver, the program, Dom_vec, will find the dominant vector
for any positive matrix up to a given tolerance between the actual and computed
value. Here is the result for the Motive matrix. Compare it with your result.

APPROX Dom_wvec(Motiw, 0.000L))

[0.126723, 0.145604, 0.0868161, 0.127580, 0.418666, 0.0016085 ]

Compare with your result from above. Suspect E, corresponding to the fifth
value in the list is clearly the highest ranked according to this criterion. Suspect B
is a distant second followed by suspects A, D, F, and C.

Coming back once more to the eigenvector we will show that our approxima-
tive procedure using Dom_vec can be confirmed in a very mathematical way
using this concept:

SELECTCIMCx) = 0, », EIGENYALUES(Motive)]

[9.52508, 0144858 ]

dv = APPROX_EIGENVECTOR (Motive, 9.52508)

dv = [-0.261811, -0.293876, -0.175191, -0.257476, -0.844535, -0.184832 ]

dw

2]

= [0.126726, 0.145614, 0.0868066, 0.127578, 0.418664, 0.0916085 ]

Derive delivers — approximatively — two real eigenvalues. The first com-
mand selects the two real eigenvalues, the other four ones are complex valued.
The attempt with the first real eigenvalue leads to the appropriate eigenvector,
which — after normalizing proves to be almost identical to the dominant vector
obtained via Dom vec. As working with larger matrices calculation of the ei-
genvalues may lead to problems it seems to be better to find the final position
using an iterative procedure. Besides the provided program, which considers a
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given accuracy you can also perform the first — say 20 — multiplications and
investigate the development or you might prefer to jump immediately to the last
row of the resulting table:

Motive-a
ITERATES ,a, [1,1,1,1, 1, 1], 20
r(Motive-al

21

[0.126727, 0.145614, O.0268088, 0.127573, 0.418664, 0.0816082 ]

The four detectives make the comparisons of the suspects with respect to the
remaining criteria. We can see the matrices and calculate the dominant vectors.

1 1 1 1 1 1 1
i — 3 8 5 @ — 1 - - — —
4 B & 4 2] ¥ 4
1 1 1 1
4 1 8 & a5 — & 1 — — 1 —
2 7 2] 3
1 1 1 1 1 1
_ — 1 5 — — 4 7 1 — — 4
Opportunt ty = 3 g 7 & Profit := 3 g
1 1 1 1 1 & g 3 1 7 2]
- 1 =
B 2] ) B 9 1
7ol £ — 1 5]
1 1 1 7
_ — 7 & 1 —
) +] & 1 1 1
i 3 - — — 1
2] i 6 & & 1 4 2} 6

APPROX(Dom_vec(Opportunity, 0.000013
[0.13351, 0.287204, 0.0399386, 0.C182083, 0.0005006, 0.430547]
APPROX(Dom_wvec(Profit, 0.00001))

[0.0223752, 0.0667236, 0.151176, 0.486454, 0.21275, 0.06048]

Task: Confirm these results by calculating the eigenvectors.
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You can find the eigenvectors for matrices — without determining the eigenvalues
— on the CAS-calculator:

17 Fer Far Fir F& For 1 Fer Fzw Fyr FE Fa*
* = |Alachra Calc,llilther* PramI0{Clean Up - E AlaebralCalc DtherlPrngD Clean Upl
} B aigllcimotive)
1 1 T 15 1.2 3 2618 -L2032 4+ L 192604 CL 2032 - 19
1 1 El 2 18 1.4 L2939 - 2469+ (39804 -. 2469 - (3980
! ls7 109 1 2 1-5 4 1752 -. 1697 - LZ2886-4 -. 1697 + 268K
® potive _
5  1s7 102 1 13 2 - 2575 L1889 - LO4EZ-d@ L1889 + 0402
2 =2 =1 3 1 & . 8449 LEVEY LBTET
153 4 1s4 102 106 1| - 1849 (3556 - LOOFS-d L 3IS6 + L OO7S
eiguc(motivel matrlist<ansCi>Tl1]5+mol
HAlW FAD EXACT FUMC 1/20 (RG] KAl EHACT FUMC 2/ %0
b i Fzr Fzw Fyw FE Far
For nOl’mallZlng the ﬁVSt column Of LE AlgebralCalc[other [PramI0|Clean Upl |
the resulting matrix (which represents mmatrlistl| T
g ' P -.25747605791647 . 185899585!
the appropriate eigen-vector) must be -, 84493989249977 676689928
converted in a list. -, 184288205494381 (325633332
to.2618 0 -L.29F9 0 -.17SE -L2E5FS L Sep
Mo
YN T=)]
t.1297 L1458 L0888 J12Ve L4187 b
/s um<mo >
FAIW FAD EXACT FUHC 4/z0

Upon examining the dominant vectors for the three rankings, you see that
each criterion gives a different ranking of the three suspects. The team of detecti-
ves has one more “collective decision” to make: How does the evidence fit the
crime they are investigating? In other words, how much weight should they give
to each of the three criteria relative to the circumstances of this crime? Once
again, they can use the Analytical Hierarchical Ranking Scheme to assign the
weights.

The matrix arrived at by the detectives is:

1 E &
1
— 1 4
Priorities = &
1 1
— — 1
L & 4 i

which leads to the dominant vector
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APPROX(Dom_vec(Priorities, 0.0001)) = [0.733392, 0.159055, 0.0675423]

Task: Explain how matrix Priorities comes into being.

It is clear that Motive and Opportunity are the dominant criteria in this case
and the Profit has relatively little role to play in the opinion of the detectives.
This should be expected in the murder of a child coming from a middle class fa-
mily. Indeed, Motive is by far the prime criterion. Each individuals score for the
three criteria is multiplied by the weighting given to the criteria to find a final
score for each suspect.

[ 0.,126725 0.133454  0,0223754 ] [ 0.123224
0.145612 0287157  0.0867261 0.16584588
0.733384
0. 08e3076 0.039584 0.151131 0. 0818257
| 0.192055 =
0.12757%  0.00183003  0.486502 0.130067
0. 0575455
0.418665 0.0904892 0.212729 0.339424
L 0.0816085 0.43067%  0.0604833 | | 0.1565984

The rows of the left matrix are the values of MOP for persons A to F. The
product delivers the scores which must be sorted. Row 5 gives the maximum va-
lue, row 3 the minimum value. So E is the main suspect and C is the last person
on the list of suspects.

This can be done using the Derive® program MOP_Suspects that is a part of
the package supplied with this activity. The result of the program is given below.
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[ 0.238432 E
0.168464 B
0.156977 F
MOP_Suspects(Priorities, Motive, Opportunity, Prefit, 0.00001) =
0.13006& D
0.123226 A
L 0.0818315 C |

Upon further investigation and questioning, it turned out that suspect E had
committed the murder and confessed to the murder. He was arrested, tried, and
found guilty.

7. Exercises Related to the Activity

1.

Read a mystery novel and prior to reaching the end of the novel, identi-
fy the major suspects. Use the Analytical Hierarchical Ranking Method
to identify the possible perpetrator of the crime. Compare your result
with the author’s solution of the crime.

Together with a small group of friends, watch a detective show on te-
levision that has a good development of the evidence. Have everyone
leave before the end of the show, but videotape the ending portion that
you missed. You and your friends create the matrices for the Analytical
Hierarchical Ranking Method and determine the most likely guilty sus-
pect. Watch the end of the show and compare your result.

The Analytical Hierarchical Ranking Method has applications in many
areas. Apply the method to making an important decision in your life,
such as choosing a college to attend, choosing a summer job, choosing
a destination for a family trip, etc. Obviously you will use criteria other
than the ones used for crime solving.

Choose important criteria for success in a particular sport. Rank the
teams in your league relative to these criteria using the Analytical Hie-
rarchical Ranking Method. How do the results compare to the final
rankings of the team after the end of a season?
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8. Final Comments

The role of the coroner ended in this case at the point the coroner assigned an
manner (murder) and means (gun shot wound to the chest) to the death of the vic-
tim. The remainder of the work was for the police. They did the interviews and
gathering of evidence.

Crime solving, like the practice of medicine, is not a science. Scientific met-
hods are applied to the evidence and conclusions are reached. However, it is
seldom that the results are based on scientific laws or indisputable facts. There is
a lot that requires the insight and training of the investigator. The methods used
in this activity are a way for the investigators to organize their insights and “hun-
ches”. They are nothing more. They can be used to direct an investigation, not
produce irrefutable evidence. In the case of the above investigation, this organiza-
tion produced a focus that lead to a confession by the guilty party.

Note: More information about AHP can be found at:
http://en.wikipedia.org/wiki/Thomas Saaty
http://en.wikipedia.org/wiki/Analytic Hierarchy Process
http://www.boku.ac.at/mi/ahp/ahp.pdf
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Abstract

Pappus’s hexagon theorem states that: “the three intersection points
of opposite sides of an heragon, whose vertices lie alternatively on two
lines, are collinear”. The following natural extension of Pappus theorem
to 3D 1is considered: “given an octagon, whose vertices lie alternatively
on two planes, and whose opposite side-lines are secant, the four in-
tersection points of opposite side-lines are coplanar”. In this extension
to 3D of Pappus theorem some vertices of the polygonal line can not be
freely chosen, but an interesting property has been found: the four diago-
nal lines passing through opposite vertices share a point. This property
leads to a simple method to generate the configuration. Moreover, condi-
tions of existence of this configuration are determined and the so called
complete configuration is also described in detail.

Introduccion

Hace tiempo que nos venimos ocupando de la extension a 3D de teoremas
geométricos cldsicos, como puede verse en [3, 4, 5, 6, 7, 9]. En el presente
trabajo nos ocupamos de la extension a 3D del teorema de Pappus.

*Parcialmente subvencionado por el proyecto MTM2004-03175 del Ministerio de Edu-
cacién y Ciencia.
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El problema de la generacion de la configuracién geométrica del teorema
de Pappus 3D, ya lo habiamos iniciado brevemente en [8], como aplicacién
de deduccién automaéatica en geometria, y posteriormente lo habiamos desa-
rrollado en detalle, por un método paramétrico ejecutado via computacional
[10]. En el presente articulo hemos completado su andlisis, via geometria
sintética, con tres objetivos: precisar bajo qué condiciones existe dicha con-
figuracién 3D, determinar todos los elementos que la conforman y describir
como generarla. Siendo un problema de incidencia e interseccion y, por tanto
de naturaleza proyectiva, lo estudiaremos en el espacio proyectivo de 3 di-
mensiones sobre el cuerpo base de los niimeros reales.

1 Configuracién clasica de Pappus 2D

El teorema de Pappus aparece tratado en cualquier tratado clasico de Geo-
metria, como [1, 2]. Dadas dos rectas distintas, o y 3, se considera una linea
poligonal cerrada de seis lados, cuyos vértices, Ay, As, A3, A4, A5, Ag, yacen
alternativamente sobre una y otra recta, Ay, A3, A5 € a, y Ag, Ay, Ag € B.
Denotando a los lados de dicha poligonal: L; = A1As, Lo = AsAs, L3 =
AsAy, Ly = A4As, Ly = A5Ag, Lg = AgAq, si cada lado de dicha poligonal
interseca a su opuesto, entonces esos tres puntos de interseccion, P, = L1 N
Ly, Po =LoN Ly, P3 = L3N Lg, resultan ser colineales (Fig.1).

Figura 1: Configuracion de Pappus 2D con segmentos-lados

39



Como los lados (segmentos) opuestos pueden no intersecarse (ser disjun-
tos), conviene sustituir “lados” de la poligonal por “rectas-lados”. En caso
de que dos rectas-lados opuestas sean paralelas, se admite que se cortan en
su punto del infinito, por lo que conviene considerar esta configuracion en el
plano proyectivo. En este espacio el resultado puede enunciarse asi (Fig.2):
las rectas-lados opuestas de una linea poligonal cerrada, cuyos vértices yacen
alternativamente sobre dos rectas distintas, se cortan en puntos colineales. A
la recta, p, incidente con esos tres puntos de interseccion, se la suele llamar
recta de Pappus.

Figura 2: Configuracion de Pappus 2D con rectas-lados

2 ;Coémo extender la configuracion a 3D?

Al tratar de extender a 3D la configuracién clasica de Pappus, parece natural
sustituir las dos rectas distintas, sobre las que yacen los vértices de la poligo-
nal, por dos planos distintos. También parece natural sustituir la poligonal
cerrada de seis lados, cuyos lados opuestos se cortan en puntos colineales,
por una de ocho, cuyos lados opuestos se cortan en puntos coplanarios.
Pero, en el plano proyectivo dos rectas distintas siempre tienen un tinico
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punto comun, mientras que en el espacio proyectivo 3D dos rectas distintas
pueden ser disjuntas (cruzarse). En consecuencia, al tratar de extender a 3D
la configuracién clésica de Pappus, se ha de comenzar asegurando que cada
dos lados opuestos de la poligonal de ocho lados tengan un punto en comun.

Finalmente, parece natural considerar que esos cuatro puntos de inter-
seccion de lados opuestos de la poligonal sean coplanarios, del mismo modo
que los tres puntos de interseccién de lados opuestos eran colineales en el
caso 2D.

Figura 3: Configuracion de Pappus 3D

Estas consideraciones conducen a la siguiente definicién.

Definicion 2.1. En el espacio proyectivo real de tres dimensiones, se con-
sideran dos planos distintos, o y 3, y una linea poligonal cerrada de ocho
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vértices, A1, Ao, ..., Ag, cuyas rectas-lados son denotadas L1 = A1 A, Lo =
AgAs, L3 = AsAy, ..., Ly = AgAg (donde, por ser cerrada la poligonal,
Ag = Ay, lo que abrevia la notacion). Si se verifican las 4 condiciones:

1) los vértices, distintos dos a dos, yacen alternativamente sobre uno y otro
plano, es decir, A1, As, As, A7 € a, y Aa, A4, Ag, Ag € 3

2) cada recta-lado y su opuesta, L; y Litq; i =1,...,5, son secantes

3) el plano incidente con cada recta-lado y su opuesta, L; y Liiq, es dis-
tinto del plano incidente con la siguiente recta-lado y su opuesta, Li+1 y
Liys; i=1,...,4 (donde Lg es L1)

4) los cuatro puntos de interseccion de rectas-lados opuestas, denotados Py =
LiNLs, Po=LsNLg, Ps=LsN Ly, Py=L4N Lg, son coplanarios

entonces diremos que los elementos mencionados constituyen una configu-
racion de Pappus 3D. Al plano incidente con los puntos Py, Py, P3, Py lo
llamaremos plano de Pappus y lo denotaremos por © (Fig. 3).

Se plantean dos cuestiones: ;existen tales configuraciones?; en caso afir-
mativo, jcémo construirlas? Comenzamos mostrando un ejemplo muy sim-
ple, que mas adelante nos aportara ideas sobre la relacién entre los elementos
de una configuracién de Pappus 3D.

Ay Ag
La L3 Ly
Ag 5 Ao
: <. - [
g P3-. L,
P2
| 1 g
AB{,I .................................................... LA
N
A, As

Figura 4: Ejemplo de configuracion de Pappus 3D
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Ejemplo 2.2. La figura 4 representa una linea octogonal cerrada de ocho
lados, cuyos vértices son los vértices de un paralelepipedo (o, en particular, un
ortoedro). Los vértices de la poligonal yacen alernativamente en dos planos
a v [, siendo a el plano incidente con las dos aristas paralelas opuestas
del paralelepipedo A1 As yv A3A7 y siendo 3 el plano incidente con las otras
dos aristas del paralelepipedo paralelas a aquellas dos, AsAg v AgAg. Los
puntos de interseccién de las rectas-lados opuestas P, = L1 N Ly, P, =
LoN Lg P3 = L3N L7 son centros de tres caras del paralelepipedo y el punto
de intersecciéon Py, = L4 N Lg de las otras dos rectas-lados opuestas, paralelas
entre si y, ademas, paralelas al plano P, P», P3 es un punto impropio de este
plano. De acuerdo con la definicion 2.1, se trata pues de una configuracion
de Pappus 3D, cuyo plano de Pappus es el que pasa por P, P> v Ps.

En el ejemplo 2.2 se observa que las cuatro rectas que pasan por vértices
opuestos de la poligonal octogonal, es decir, las rectas A1 As, AsAg, AsA7 y
A4 Ag, son paralelas y, por tanto, concurren en un punto. Dicho punto es el
punto impropio de la recta o N .

Cabe ahora preguntarse si estas propiedades observadas en el anterior
ejemplo 2.2 son ciertas para cualquier configuracion Pappus 3D. Ello va a ser
analizado en la siguiente seccién.

3 Configuracion de Pappus 3D completa

Definicion 3.1. Dada una linea poligonal cerrada de 8 vértices, Ay, As, ..., Ag
distintos dos a dos, a las cuatro rectas que pasan por cada dos vértices opues-

tos de la poligonal las llamaremos diagonales principales de la poligonal y las
denotaremos D1 = A1As, Dy = AsAg, D3 = A3A7, Dy = A4 As.

Teorema 3.2. Sea una linea poligonal cerrada de ocho lados, cuyos vértices
yacen alternativamente en uno y solo uno de dos planos distintos, o y 3, y
tales que tres lados consecutivos no sean coplanarios. Si tres de sus rectas-
lados son coplanarias con sus respectivas opuestas, entonces su cuarta recta-
lado es también coplanaria con su opuesta. Ademds las cuatro diagonales
principales de la poligonal son concurrentes y su punto comun estd en la
recta interseccion de los planos o y 3.
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Demostracion. Dados dos planos, o y 3, distintos entre si, consideremos una
linea poligonal octogonal de vértices Ay, ..., Ag, tal que Aq, A3z, A5, A7 estan
en «, pero no en 3,y As, Ay, Ag, Ag estan en 3, pero no en «. Supondremos
que cada tres lados consecutivos de la poligonal son no coplanarios.

De acuerdo con la notacién anteriormente indicada, denotemos a las
rectas-lados de la poligonal por L; = A;A; + 1, ¢ = 1...8, donde Ag = A;
(por brevedad de notacién) y denotaremos a sus diagonales principales de la
poligonal por D; = A;Aj1q, 1 =1,...,4.

Como consecuencia de las condiciones de incidencia de los vértices de la
poligonal con los planos « y 3, las diagonales Dy y D3 estan contenidas en
el plano «a y las diagonales Dy y Dy en el plano # (Figura 5).

Figura 5: Diagonales principales concurrentes en un punto de a3
Suponiendo que las rectas-lados opuestas L1 y L5 son coplanarias, que Lo

y Lg son coplanarias y que L3 y L7 son también coplanarias, entonces vamos
a probar que L4 y Lg también son secantes entre si.
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En efecto, sea r la recta interseccién de los planos a y  y sea V' el punto
de interseccién de r con el plano A; 5 incidente con las rectas-lados L1 y Ls.
Como este plano pasa por los vértices Ai, Ao, A5, Ag, por tanto V estd en
la recta interseccién A1 5 N «, es decir, en la diagonal D; = A1 As. De igual
modo, V también estd en la recta interseccién A 5N 3, es decir, en la diagonal
Dy = A2A6.

Por otra parte, como el plano Ag g incidente con las rectas-lados Lo y Lg
pasa por los vértices Ao, A3, Ag, A7, contiene a Dy = Ay Ag, que pasa por V.
Por tanto, V también estd en la recta interseccion Aag N v, es decir, en la
diagonal D3 = A3A7.

De igual modo, como el plano A3 7 incidente con las rectas-lados L3 y L7
pasa por los vértices As, A4, A7, Ag, contiene a D3 = A3zA7, que pasa por V.
Por tanto, V' también estd en la recta intersecciéon A3 7 N 3, es decir, en la
diagonal D4 = A4A8.

En consecuencia, V' esta en el plano que contiene a D4y y Dy, en el que
estan los vértices Ay, As, A4, Ag, luego dicho plano contiene a las rectas L4 y
Lg, que son pues dos rectas coplanarias. U]

Corolario 3.3. En la configuracion de Pappus de la definicion 2.1 el vértice
As estd en la recta V Ay y el vértice A7 estd en la recta V Az, estando ambas
rectas contenidas en el plano o.. Andlogamente, el vértice Ag estd en la recta
V Ay y el vértice Ag estd en la recta V Ay, estando ambas rectas contenidas
en el plano (3.

Nota 3.4. Aun eligiendo los vértices de la poligonal del modo indicado en
el corolario anterior, los puntos de interseccion de lados opuestos Py = L1 N
Ls, Po = LoNLg, Py = L3N Ly, P, = Ly N Lg, no son coplanarios, en
general.

A fin de tratar de conseguir que dichos puntos sean coplanarios, haremos
uso del siguiente lema bien conocido.

Lema 3.5. Sean A, B,C,D cuatro puntos coplanarios de una cudadrica no
degenerada, o. Entonces los puntos de interseccion V. = ABNCD y P =
AD N BC estin armonicamente separados por los puntos de interseccion con
o de la recta VP, es decir, V y P son conjugados respecto de la cuddrica
o (Fig. 6). En consecuencia, P estd en el plano polar de V respecto de o
(lugar de los puntos conjugados del V' respecto de o)
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Figura 6: V y P son puntos conjugados respecto de o

Teorema 3.6. Dados dos planos distintos, a y 3, sea V un punto de su
recta de interseccion. Sean Ay, Az dos puntos de o no pertenecientes a 3 y
no colineales con V. Sean Ao, Ay dos puntos de [ mo pertenecientes a o vy
no colineales con V. Sea As un punto de la recta V Ay distinto de 'V y de Aq
y sea A7 un punto de la recta V Az distinto de V' y de As. Finalmente, sea
Ag un punto de la recta V Ay distinto de V y de As.

Entonces, existe una cuddrica, o, no degenerada que pasa por los vértices
Ay, Ao, As, Ay, As, Ag, A7 y que no contiene a V.

Ahora, siendo Ag el otro punto de interseccion de o con la recta V Ay
(ademds del Ay), entonces la linea poligonal cerrada de vértices Ay, As, As,
Ay, As, Ag, A7, Ag determina una configuracion de Pappus, en el sentido de
la definicion 2.1, es decir, cada par de sus rectas-lados opuestas son copla-
narias y sus puntos de interseccion P = L1N Ly, Po = LoNLg, P3 = L3N Ly
y Py = L4sN Lg, son puntos coplanarios.

Ademds, Py es el punto de interseccion de la recta-lado L4 de la linea
poligonal con el plano polar del punto V' respecto de la cuddrica o.

Finalmente, los puntos Ag y Py son independientes de la cuddrica o
elegida, dependiendo unicamente de los puntos iniciales A1, ..., A7.

Demostracion. Supongamos que los elementos a, 3, V, Ay, As, As, A4, As,
Ag y Az, verifican las condiciones mencionadas en el enunciado del teorema.

Comencemos probando la existencia de cuddricas no degeneradas (esto
es, no consistentes en un par de planos), que pasen por los siete vértices Aq,

Ag, A3, Ay, As, Ay Ar.
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Para ello, consideremos las posibles pares de planos que pueden contener
a los siete vértices mencionados. Un tal par de planos posible es el formado
por a y 3, pero no el inico. En efecto, los pares de planos que contienen
a esos siete vértices son los que contienen a las cuatro rectas concurrentes
VA, VA3, VAy y V Ay Ahora bien, del modo de determinacion de los siete
vértices dados, se sigue que estas cuatro rectas son no coplanarias tres a tres,
luego existen (3) =6 planos que las contienen y, en consecuencia, hay (g):15
pares de planos que las contienen a aquellas cuatro rectas. Por tanto, existen
15 pares de planos que contienen a aquellos siete vértices, por contener a
aquellas cuatro rectas. Por ultimo, los siete vértices podrian haber sido
elegidos de modo que estuvieran contenidos en dos planos, ambos secantes
con las cuatro rectas concurrentes mencionadas. Por tanto, el niimero de
pares de planos que contienen a aquellos siete vértices es, o bien 15, 6 16.

Sean pues M y N dos puntos, distintos entre si, no incidentes con ninguno
de los planos de los 15 o 16 pares de planos mencionados. Una cuadrica, o,
incidente con estos dos puntos y con aquellos siete vértices no podra consistir
en un par de planos. En consecuencia, o es una cuddrica no degenerada, que
pasa por los siete vértices Ay, Ao, As, Ay, As, Agy Ar.

Por otra parte, es claro que los puntos M y N pueden ser elegidos de
modo que o no pase por el punto V' (ya que en el haz de cuddricas incidentes
con Ay, Asg, As, Ay, As, Ag y A7 y M, basta elegir una que no pase por V).
Por tanto, o no contiene a ninguna de las cuatro rectas VA, V Ay, V Az,
VA,

Sea pues Asg es el otro punto de interseccién de o con la recta V A4 (ademés
del Ay) y, de acuerdo con la notacién precedente, sean Ly = A7As, Lg = AgA;
y Py =L4sN Lg.

Ahora, segun el lema anterior, V' es conjugado respecto de o de cada uno
de los puntos P;, P>, P3 y P;. Luego estos cuatro puntos estan en el plano
polar, m, de V respecto de o, siendo pues coplanarios.

En consecuencia, la linea poligonal octogonal de vértices A, ..., Ag deter-
mina una configuracion de Pappus, en el sentido de la definicién 2.1.

Veamos finalmente que los puntos Ag y P son independientes de la
cuadrica o elegida. En efecto, el plano polar m pasa por P;, por P> y por el
punto 1 de la recta V A; conjugado del V respecto de o, que es el punto
armonicamente separado del V por A; y As. Estos tres puntos quedan de-
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terminados por V' y por Ay, ..., A7, y, por otra parte, estos tres puntos son no
coplanarios por no serlo las rectas VA1, V Ay, V As. En consecuencia el plano
polar m queda determinado por V' y por Ay, ..., A7, siendo pues independiente
de la cuadrica no degenerada o. En consecuencia, el punto Q4 = VAy N7
queda determinado por V' y por Ay, ..., A7, luego queda igualmente determi-
nado el punto Ag € V A4, armonicamente separado del A4 respecto de V' y
Q4. Y al ser, Py = L4 N Lg, este punto también queda determinado por los
mismos elementos iniciales. ]

Figura 7: Configuracion de Pappus 3D completa

Definicién 3.7. A la configuracion geométrica consistente en los elementos
considerados en la definicion 2.1, junto con las cuatro diagonales principales
de la poligonal y su punto de concurrencia, V', la llamaremos configuracion
completa de Pappus 3D (Fig. 7). Al punto V', de concurrencia de diagonales
principales, lo denominamos centro de Pappus de la configuracion.
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4 (eneracion de la configuracién completa

De acuerdo con los resultados de la seccion anterior, para generar una configu-
raciéon de Pappus 3D completa es preciso elegir apropiadamente los vértices
de la poligonal cerrada octogonal. EI teorema 3.6 proporciona un método
constructivo para generarla, que se resume en los siguientes pasos:

13)
14)
15)

16)

dados dos planos distintos, o y (3, hallar su recta de intersecciéon, r
elegir un punto V' en la recta r

elegir el vértice A; en el plano «, que no esté en r

elegir el vértice As en el plano (3, que no esté en r

elegir el vértice Az en el plano «a, que no esté en r, ni en la recta V A,
elegir el vértice A4 en el plano 3, que no esté en r, ni en la recta V Ao
determinar las diagonales principales D; = A;V, i =1,2,3,4

elegir el vértice As en la recta D1 = A1V, distinto de V' y de A;
elegir el vértice Ag en la recta Dy = A5V, distinto de V' y de A,
elegir el vértice A7 en la recta D3 = A3V, distinto de V' y de As
elegir dos puntos distintos entre si, M y N, que no estén en « ni en (3

determinar la cuadrica auxiliar o que pasa por los nueve puntos Aj,
Ao, Ag, A4, As, Ag, A7, M y N, comprobando que no es degenerada y
no pasa por V (en otro caso, sustituir M y N por otros dos puntos)

hallar el otro punto de interseccién, Ag, de o con VA, (ademas del Ay)
determinar las rectas-lados Ly = A1 Ay, Lo = AsAsg, ..., Lg = AgA;

hallar los puntos de intersecciéon de rectas-lados opuestas P, = L1 N
Ls, Po=LyNLg, P3=1L3N Ly, Pp=1L4N Lg

comprobar que Py, P», P3, P, son coplanarios y determinar el plano
7 que pasa por ellos (plano de Pappus)
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Nota 4.1. De acuerdo con el teorema 3.6, al ser 7 el plano polar de V' respecto
de o, el punto P, también puede ser determinado como interseccién de 7 con
la recta-lado Ly = A4As5. Por otra parte, el proceso constructivo anterior se
hace mas comodo sustituyendo sus seis primeros pasos por la eleccion de los
cinco puntos V, Ay, As, A3, A4 como objetos iniciales de la configuracion, para,
a partir de ellos, definir a=plano(V, A1, As), B=plano(V, Az, Ay) y r = anp.
Dichos puntos deben ser elegidos de modo que las diagonales principales
D, = A;V; i=1,2,3,4 sean no coplanarias tres a tres.

5 Automatizacion de calculos

Al tratar de calcular analiticamente las coordenadas y ecuaciones de los ele-
mentos de la configuracién en casos no tan simples, aparecen expresiones
extraordinariamente largas, que requieren hacer uso de un sistema computa-
cional con aritmética exacta.

Para ello hemos aprovechado el paquete paramGeo3D, implementado en
el sistema Maple, que habiamos desarrollado para el trabajo descrito en [7],
complementandolo con otros comandos y procedimientos tutiles para automa-
tizar los cdlculos a efectuar en el presente trabajo. Describimos a continuacién
los comandos de mas interés para este trabajo.

e point(A) devuelve la lista [ag, a1, as, as], cuyos elementos son coorde-
nadas proyectivas del punto A = (ag, a1, az, as)

e plane(A,B,C) devuelve la ecuacién del plano que pasa por los tres
puntos A, B, C, supuestos no colineales (advirtiendo del error en caso
de ser colineales)

e line(A,B) devuelve una lista de ecuaciones de dos planos que pasan
por los puntos A y B, supuestos distintos (advirtiendo del error en caso
de ser coincidentes)

e pointOnLine(A,B,r), devuelve el punto P de la recta que pasa por los
puntos A y B, tal que AP =r - AB, donde r es un niimero real o oo

e quadric devuelve la ecuacion de la cuadrica correspondiente, al apli-
carlo a nueve puntos distintos
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e intersection devuelve los puntos de interseccion, al aplicarlo a dos
objetos previamente definidos por ecuaciones de grado < 2

e Vertex(A,S) devuelve la lista [ag, a1, az, as] de coordenadas proyectivas
de A = (ag, a1, a2, as) e incorpora [ag, a1, az,as] alalista VERTICES,
en caso de no haber sido incorporado previamente a dicha lista (advir-
tiendo de error en otro caso)

e newVertex(r,S) devuelve el punto de interseccion de la recta r con
la cuadrica S no contenido en la lista VERTICES e incorpora dicho
punto a esta lista

e isIn(A,0b) devuelve true/false, segun que el punto A pertenezca, o
no, al objeto Ob (recta, plano o cuddrica)

e collinearPoints(A,B,C) devuelve true/false, segin que los tres pun-
tos A, B, C sean, o no sean, colineales

e coplanarPoints(A,B,C,D) devuelve true/false, segin que los cuatro
puntos A, B,C, D sean, o no sean, coplanarios

e polarPlane(A,S) devuelve la ecuacién del plano polar del punto A
respecto de la cuddrica S, de ecuacién f(xzg, x1,x2,23) = 0 es decir,

B&)]A“ i lggl)) AT {5&))],4‘"”2 N lggs))

5133:0
A

Nota 5.1. Dos puntos, A y B, se dicen conjugados respecto de la cuadrica .5,
si estan armonicamente separados por los puntos de interseccién de la recta
AB con S. El lugar de los puntos conjugados del A respecto de S es un
plano, denominado plano polar de A respecto de S.

Cédigo para la generacion automatica de la configuracién

Respecto de un sistema de referencia proyectivo apropiado, los cinco puntos
iniciales de la configuracién mencionados en la nota 4.1 pueden ser elegidos,
sin pérdida de generalidad, en la forma: V = (1,0,0,0), A; = (0,1,0,0),
A =(0,0,1,0), A3 =(0,0,0,1) y Ay = (1,1,1,1).
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Una vez cargado el paquete paramGeo3D en una worksheet de Maple,
puede ejecutarse el proceso de generacion de la configuraciéon descrito ante-
riormente, ejecutando el siguiente cédigo (algunos outputs son omitidos por
ser expresiones extensas, que no contienen informacién esencial):

V:=point(1,0,0,0):
A[1] :=point(1,1,0,0):
A[2] :=point(1,0,1,0):
A[3] :=point(1,0,0,1):
A[4] :=point(1,1,1,1):
collinearPoints(V,A[1],A[3]);
false

alpha:=plane(V,A[1],A[3]);
a:=x9=0

collinearPoints(V,A[2],A[4]);
false

beta:=plane(V,A[2],A[4]);
8:=—x14+2x3=0

r:=intersection(alpha,beta);
r:=[re =0,—x1 + 23 = 0]

for i to 4 do D[i]:=1line(V,A[i]) od;
D1 = [—xg == 0, o = 0]
D2 = [1:3 = 0, —I1 = 0]
D3 = [—CI:'Q = 0, Il = 0]
D, = [—372 +x3=0,21 —x3 = O]
A[5] :=Vertex(pointOnLine(t[1],V,A[1]));
Ag = [1,t1, 0, 0]

A[6] :=Vertex(pointOnLine(t[2],V,A[2]));
A6 = [1, 0, tz, 0]

A[7] :=Vertex(pointOnLine(t[3],V,A[3]));
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A7 :=1[1,0,0,ts]

for i to 6 do L[i]:=1line(A[i],A[i+1]) od;
Ly :=]-23=0,20 —x3 — 1 — x93 = 0]
L2 = [—$1:0,$0—$3—$1—$2:0]
L3 = [:1:1—:1:2:0,—:1:0+a:1—:cg+x320]

Ly = [~t1(z2 — x3) = 0, w01 — t172 — 71 + 23 = 0]
L5 := [~tiw3ts = 0, zot1t2 — t123t2 — T1t2 — t122 = 0]
L := [_$1t2t3 = 0, xgtots — x1taty — Toty — x3ty = 0]
:=point(1,1,2,3):
:=point(1,3,2,1):

:=quadric(A[1],A[2],A[3],A[4],A[5],A[6],A[7],M,N);
:=factor(1lhs(S));
(—1 + tg)(tl — 1)(t3 — 1)(—2t3t1t2$2$3 — 4t3$0$3t2t1 — e )

H NN =2 =

sigma:=op(4,f)=0;

o = —2t3t1t2$2$3 — 4t3$0$3t2t1 — 2t3$1$2t2t1 + 12t3t2t13’}1$3 — 4t1t2t33}0£€2
—4t1tstoxor + 4t3t2t1$% — Atgtixoxy — 4t3Tr129t1 + 4153751(1}% + 8t3t1x123
—4t3t1$0$2 + 12t3t2331£€3 — 4t3t2$0$1 — 3t3t2$2333 + 4153752.%% - 9t3$1332t2

—|—4t2t13§'§ — 4xgrstats — 3xixatats — Ytitoxsxs + 12t0t1x123 = 0

A[8] :=newVertex(D[4],sigma);
Ag = [2tstoty + tsty + tats + taty, tataty, ttaty, tytaty]

L[7]:=1ine(A[7],A[8]);
Ly = [xltg — xot3 = 0, —xgt3 + x1l3 — 22 + 13 = 0]

L[8]:=1line(A[8],A[1]);
Lg := [—ZC2+$3:O,$0—$2—$1+$3:0]

for i to 4 do P[i] :=intersection(L[i],L[i+4]) od;
P = [tl — 19, —tl(—l + tg), —to + tot1, 0]
Py = [tg —t3,0, —tg(t;g — 1), —t3 + t2t3]
Py = [t3(2tat) + t1 + t2), tataty — taty, tytaty — toty, t3(2taty + t1 + t2)]
Py = [—t3t1 — tot3 + tgtgt% — 2tstot; — totq, —(t3t1 + 2tots + tgtl)tl,
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t3tots — tatoty, tatats — tatotq]

coplanarPoints(P[1],P[2],P[3],P[4]);
true

pi:=plane(P[1],P[2],P[3]);
T = 2xotstat; — totstixy — totstixg — totsrst] — x1tats
—t1$3t2 - tgtlxg =0

p:=polarPlane(V,S):
isIn(P[1],p), isIn(P[2],p), isIn(P[3]1,p), isIn(P[4],p);
true, true, true, true

6 Conclusiones

Para extender a 3D, de modo natural, la configuracion clasica de Pappus
2D, se han sustituido las dos rectas sobre las que yacen alternativamente
los vértices de la poligonal por dos planos y se han sustituido los tres puntos
(colineales) de interseccién de lados opuestos por cuatro puntos (coplanarios)
de interseccion de lados opuestos. En consecuencia, se ha de sustituir la
poligonal hexagonal por otra octogonal.

Pero en 3D se ha de asegurar que cada recta-lado de la poligonal intersecte
a su opuesta (no se cruce con ella). Ahora bien, basta que tres de las rectas-
lados intersecten a sus respectivas opuestas, para que la cuarta recta-lado sea
también coplanaria con su opuesta.

En caso de que asi ocurra, esos cuatro puntos de interseccion estan en
un mismo plano (plano de Pappus), del mismo modo que en el caso 2D
los puntos de interseccion de rectas-lados opuestas estaban en una misma
recta (recta de Pappus). Ademés las cuatro diagonales principales de la
poligonal son concurrentes y su punto comun (punto de Pappus) estéd en la
recta intersecciéon de los planos a y 8 (lo que facilita el proceso de generacion
de la configuracién).

Finalmente, para evitar degenerar en la configuracién de Pappus 2D, no
debe haber tres diagonales principales coplanarias, para lo que basta que
ninguno de los vértices de la poligonal esté en la recta oM 3.
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Abstract

The classic Riemann Sphere construction, that is, the real plane
compactification by means of a sphere or equivalently via the complex
projective line; is widely known and used. This construction achieves,
for example, a clear description of cycles and a linear representation
of the inversive group of the euclidean plane by means of the Moebius
group.

In this paper we study the analog construction for the other types
of bidimensional R_algebras: paracomplex and dual numbers, and for
the other types of real and irreducible quadrics in the projective space:
hyperboloid and real cone. We make a especial emphasis in the definition
of the projective lines over rings with zero divisors.

Thereby we show that it is possible to perform a construction com-
pletely analogous to the Riemann Sphere for the other types of bidimen-
stonal R_algebras and quadrics in the projective space and we also show
the relation of these constructions with the hyperbolic and degenerate
metrics of the real plane.

1 Introduccion

En dos articulos publicados anteriormente en esta misma revista [1] y [2]
hemos estudiado con cierto detalle dos herramientas algebrogeométricas:

57



e las proyecciones estereograficas de cuddricas reales e irreducibles de IP’%
e las R_algebras bidimensionales

Esas dos herramientas permiten dotar a un plano afin real con una estructura
mas rica, que es esencialmente una métrica, sumergiéndolo en una cuadrica
o dotandolo de estructura de R_algebra. Asi, no sélo se pueden estudiar
propiedades de la geometria de la métrica desde un punto de vista distinto,
sino que también se obtienen en la cuddrica una estructura lineal sobre el
algebra real construido.

Para el caso del plano euclideo, su inmersién en la esfera de Riemann,
la posibilidad de identificarlo con el cuerpo complejo y la relaciéon de las
dos construcciones, obtenida al observar que la esfera es la compatificacién
lograda al dotar de estructura de recta proyectiva al cuerpo de los nimeros
complejos; han sido ampliamente utilizados por la comunidad matematica.
En este articulo, vamos a obtener resultados andlogos para los otros tipos de
cuddricas y R_algebras estudiadas en [1] y [2]; observandose asi la profundidad
y alcance de la utilizacion de las herramientas mencionadas anteriormente.

El hecho de que las R_algebras, puedan poseer divisores de cero complica
la definicién de la estructura de recta proyectiva sobre ellos; por lo que en
este articulo definimos con precision tales rectas proyectivas, obtenemos re-
sultados para tales estructuras proyectivas como son el teorema de Staudt,
dotamos a esas rectas proyectivas de estructura de variedad analitica bidi-
mensional y demostramos que son isomorfas analiticamente a cuadricas reales
e irreducibles de ]P’[:E’R.

2 Rectas proyectivas sobre R_algebras bidimension-
ales

Definicién 1 Sea K un anillo conmutativo y con elemento unidad, Sy C K
el subconjunto multiplicativo de los no divisores de cero. Al anillo

Sy 'K = {(a,b)~ :a €K, be Sy}

donde (a,b) ~ (c,d) < ad = be, se le llama anillo total de fracciones de K.
St So_lK =K, se dice que K es un anillo total de fracciones.
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Proposicion 1 Sea K un anillo conmutativo y con elemento unidad. K es
un anillo total de fracciones st y solo si los elementos no inversibles coinciden
con los divisores de cero.

Demostracién

|=] En un anillo los divisores de cero siempre son no inversibles y reciprocame
si z € K es un elemento no inversible, si z no fuera divisor de cero z € Sy
= (1,2)~ € S;'K =K = 3 2/ € K tal que 22’ = 1 lo cual es absurdo

| <] Sea (21, 22) € Sy 'K, 29 € Sy = 2 inversible = (21, 20)™ = (212, 1, 1)~ €
KN

Corolario 1 Sea K una R_dlgebra bidimensional y con uno. Entonces K es
un anillo total de fracciones.

Demostracién Basta con observar el estudio realizado en [2] acerca de los
divisores de cero y elementos inversibles en R_algebras bidimensionales.

Proposicion 2 Sea K una R_dlgebra bidimensional con uno, z1 y z2 dos
elementos de K. Son equivalentes:

1. (21, z2) es complementable en el K_mddulo libre K>
2. El ideal generado por z1 y zo es todo el anillo K

3. Si existe A € K\ {0} tal que A\z; = Azo = 0, entonces A =0

Demostracion

|1) & 2)] (21,22) es complementable si existe otro par (u1,u2) € K2 tal
que {(z1,22), (i1, 2)} es una base de K? es decir si y sélo si existe un
(11, p2) € K? tal que

21 M1

22 M2

=1

lo cual es equivalente a que el ideal generado por z; y 22 sea todo el
anillo K
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[2) = 3)] si Az; = Aze = 0 como el ideal generado por z; y 22 es todo K
se tiene que existen u; y po tales que w1z + p2ze = 1 por lo tanto
U121\ + p2zoA = X entonces A =0

|3) = 2)] como K es un dominio de ideales principales, el ideal generado por
21y 22 coincide con el ideal generado por otro elemento z € K y el ideal
generado por 21 y 29 sera el anillo total si y sélo si z es inversible. Sean
ahora p; y pus elementos de K tales que 21 = p12 y 29 = poz; si z no
fuese inversible entonces seria divisor de cero y por lo tanto existiria
A # 0 tal que 21X = p12A =0y 29X = pgzA = 0 lo cual es absurdo.

Nota 1 Obsérvese que en el caso de algebras bidimensionales los pares no
complementables son:

e Caso C, unicamente el par (0,0)
o CasoM, los pares (A\1+A1J, Aa+A2j) ¥y (A1—A1J, Aa—A2j) con A1, Ao € R
e Caso D, los pares (A\1e, Aae) con A1, A2 € R

Por lo tanto se observa que una pareja (z1,22) es complementable si y sdlo
st 21 €EK* 029 € K* 0 21 — 29 € K*.

Proposicién 3 Sea K3 = {(z1, 22) € K? tales que (21,22) no es complemen-
table en K2. La relacion ~ definida en K? \ K2 por

vews INeK con A\zv=w
es una relacion de equivalencia.

Definicién 2 Llamaremos recta proyectiva asociada al R_dlgebra K a

_K\K§

I

Pk
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2.1 Referencias en P}

Definicién 3 Sean A = [ag,a1], B = [bo,b1] € Py diremos que son un par

apg ai

es un elemento inversible
bo by

de puntos fuertemente independientes si

de K.

Nota 2 La definicion anterior es independiente del representante elegido.
En efecto, sean
A = [ag, a1] = [ag, a}] & ay = aay, a) = aay

B = [bo,bl] = [bé,bll] = b6 = 5()0, bll = 6()1

con « y (3 elementos inversibles de K.

ay a) | | aap aar | ag ap
/ / -
bo b1 5b0 ﬁbl bo by
. . .| ag a
que es inversible si 0 110 es.
bo b1

Proposicion 4 Sean A y B un par de puntos fuertemente independientes.
Entonces para todo C € IP%{ existen 1, v2 € K tales que si A = [ag,a1],
B = [b();bl]; C= [00701]

[co, c1] = [y1a0 + Y2bo, y1a1 + Y2b1]

el par (y1,72) es unico salvo producto por unidades.

Demostracién
La existencia es trivial por que A y B son fuertemente independientes.
Dos pares (y1,72) v (74,7%) cumplen la condicién de la proposicién si
existe un a € K inversible tal que

{ Y1ap + y2bo = a(yiao + v5bo) o { (ay] —71)ao + (ayy —2)bg =0
yia1 + y2b1 = a(yiar + v5b1) (ay] —71)a1 + (ayy —2)b1 =0

sistema que tiene Unicamente solucion trivial ya que A y B son fuertemente
independientes por lo tanto (y1,72) = a(v;,75) B
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Definicién 4 Diremos que tres puntos A, B y C de IP’]%{ forman una referen-
cta st A y B son fuertemente independientes y existen representantes de los
tres puntos tales que (co,c1) = (ag,a1) + (bo, b1).

Proposicion 5 Son equivalentes:

1. {A,B,C} es una referencia.

2. A y B son fuertemente independientes y existen vy, o inversibles tales
que
(co, 1) = 71(ao, a1) + y2(bo, b1)

3. {A, B}, {A,C} y {B,C} son fuertemente independientes.
Demostracidn
e 1) & 2) trivial.
e 2) = 3) Veamos por ejemplo que By C' son fuertemente independientes.
(co, e1) = y1(ao, ar) + 72(bo, b1) = (a0, a1) = 77 *(co, e1) =71 72(bo, b1)

entonces la ecuacion (ag,a1) = x(co,c1) + y(bo, b1) tiene solucién =
Ch C1

es inversible.
bo b1

e 3) = 2) como {A, B} son fuertemente independientes
(co, 1) = 71(ao, a1) + y2(bo, b1)
si 71 no fuese inversible existiria 7] # 0 con y1y; = 0 entonces
i (co, e1) = y172(bo, b1)

lo cual es absurdo ya que {C, B} son fuertemente independientes. De
la misma forma se ve que 72 es inversible. l

Proposicién 6 Sea {A, B,C} una referencia de ]P)%@ se tiene que todo punto
X e IP’]%< es fuertemente independiente con algun punto de la referencia.
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Demostracidn
Basta con observar que como el punto X = [zg,x1] pertenece a ]P%{, se
tiene que alguno de los determinantes

1 0
Ty 1

0 1
o I1

1 1
Lo T1

ha de ser inversible

2.2 Proyectividades en P} y razén doble

Sea M una matriz 2 X 2 de elementos de K defino la correspondencia:

Y e ]P’]%< — IP’]%{
[z0, 21] —  [yo, 1]

()= (%)

Nota 3 Dos matrices inducen la misma correspondencia st y solo si M = pN
con p un elemento inversible de K

Proposiciéon 7 Si det(M) € K* entonces la correspondencia ¥y es una
aplicacion bien definida.

Demostracioén
Sea (z9,71) ¢ K2, si

(1)) e
n I

existe un A € K\ {0} tal que

Yo 0
\ _
(n)=(0)
Como det(M) es inversible

(o) = () e

63



pero

(o) =)= (0)

lo cual es absurdo W

Proposicion 8 La aplicacion dada por una matriz M lleva pares de puntos
fuertemente independientes en pares fuertemente independientes si y solo si
el determinante de M es inversible.

Demostracidn
Sean A = [ag,a1] y B = [bg, b1] dos puntos fuertemente independientes y

M = ( 3 5 ), Y (A) y ¥ (B) son fuertemente independientes si

aag + Bar  abg + Bby
vag + day  yby + dby

es inversible,

aag + Ba;  aby + Bby
vyag + day  ybg + by

ap bo

= det(M) o by

que es inversible si lo es el determinante de M B

Definicién 5 Sea ® una correspondencia ® : ]P%{ — IP’]%{. Decimos que ® es
una proyectividad algebraica T_semilineal de Py si existen M € Mataxo(K)
con detM € K* y un automorfismo de la R_dlgebra K, 7, tal que

o[z, y]) = vu([7(2), 7(y)])

Nota 4 Obsérvese que como se vio en [2], los dnicos automorfismos de las
R_dlgebras K son la identidad y la conjugacion.

Proposicién 9 Sea {A, B,C} una referencia. Entonces YX € Pk existen
(a,3) tnicos salvo producto por unidades tales que

(co,c1) = (ap,a1) + (bo, b1)
(0, 1) = a(ag, a1) + B(bo, b1)
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Definicién 6 Si {A, B,C} forman una referencia, defino la razén doble de
cuatro puntos A, B,C, X € IP’]%@

[A7B707X]P - é
(8%

stempre que o y 3 sean tnversibles.

Nota 5 La razon doble estd definida siempre que los cuatro puntos sean
fuertemente independientes dos a dos.

Proposicién 10 Sean{A, B,C} y{D, E, F'} dos referencias. Entonces exis-
te una unica proyectividad algebraica lineal (Id_semilineal) que transforma
una referencia en otra.

Demostracidn

e Existencia: Sean A = [ao,al], B = [bo,bl], C = [CO,Cl], D = [do,dl],
E = [eo,e1] y F' = [fo, f1] con

(CO7 Cl) = (a07afl) + (b07 bl)
(fo, f1) = (do, d1) + (e, 1)

(a0 bo _( do ep
u=(o ) ov=(n )

tienen determinante inversible y la aplicacién dada por la matriz N M ~!
manda una referencia en otra.

las matrices

e Unicidad: Sean M; y M, dos matrices que mandan una referencia en
otra entonces My My 1 deja fijos los puntos de la referencia, por lo tanto
es la identidad y M1 = Mos.

Nota 6 Sean A, B,C,D € Pk. Siendo A = [ag,a1], B = [by,b1], C = [co, c1]
y D = [dy, d1], las coordenadas de los puntos en alguna referencia de IP]%, se
tiene que la razon doble

a; dy c1 b

ag do|

co bo‘

[A,B,C, D] =

ap co || do bo
ar ¢ di b
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Definicién 7 Sean A, B,C € IP’]%{ tres puntos fuertemente independientes dos
a dos. Defino el ciclo no degenerado de la recta proyectiva IP]% determinado
por los puntos A, B,C € ]P’}%< como los puntos D € ]P’}%< tales que [A, B,C, D] €
R.

Proposicion 11 Sea & : IP)]% — IPD]%{ una proyectividad algebraica T_semalineal,
se tiene que
[®(A), ®(B), ®(C), ®(D)] = 7([4, B,C, D])

para todos los A, B,C, D € IP’]%< fuertemente independientes dos a dos.

Corolario 2 Las proyectividades algebraicas dejan tnvariante la razon doble
de puntos de un ciclo no degenerado.

Corolario 3 Las proyectividades algebraicas transforman ciclos no degene-
rados en ciclos no degenerados.

Proposicion 12 Sean z1, 29, 23, 24 € K entonces
21, 22, 23, 24l = [[1, 1], [1, 22], [1, 23], [1, 24]]p1

Definicion 8 Decimos que cuatro puntos A, B,C,D € IP’]%< forman una cua-
terna armonica en IF’]%< s1

[A,B,C,D] = -1

Definicion 9 Sea & una correspondencia P : IP’]%{ — Pﬁg. Decimos que ®
es una proyectividad de Staudt si ® es biyectiva, transforma pares fuerte-
mente independientes en pares fuertemente independientes y conserva cua-
ternas armonicas.

Lema 1 Se tiene que
1.Va,eK con{a,B}N{0,1} =0 y o # £ se tiene que

(a+5)

1), 1.6 0. 11,11,

=-1
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2. Ya € K\ {0,1} se tiene que

[L,0], [1,a], 0,1], [1, 5]] = 1

3. Vo, € K\{0,1} con a # £ se tiene que

[[1, 0], [1, 8], [1,0], [ + B, 28] = —1

Teorema 1 ® es una proyectividad de Staudt si y solo si es una proyectivi-
dad algebraica.

Demostracioén
| <] Trivial

=]
Sea ® una proyectividad de Staudt, R = {A, B, C'} una referencia en Pﬁg, su
imagen por ®, R’ = {®(A), ®(B),P(C)}, también es una referencia por la
prop. 5. Para cada A € K\ {0, 1} llamo X = [z, y] al inico punto de ]P’%{ con
(£U7 y) = (a07 al) + )\(bO; bl)
y A= [a07afl]7 B = [b07 b1]7 C = [00701]
(co,c1) = (ao, a1) + (bo, b1)
se tiene que en la referencia R, X, = [1, A\] o equivalentemente que

[A,B,C, X)] =\

de esta forma definimos la correspondencia

T ! K — K
0 —> 0
— 1

1
AE{0,1} — [2(A4), (B), ®(C), (XH)]
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1. 7 estd bien definida: sean [2/,y'] = ®(X)), [af,a}] = P(A), [b, V)] =
®(B) y [cp, c1] = ®(C), con (ag, ay) + (by, b)) = (cp, ), si @, B € K con

(2',y') = alag, ay) + B(bp, b))

a # 0 porque ®(X,) y ®(B) son fuertemente independientes, al serlo
Xy v B. Si a no fuera invertible, existirfa un o’ # 0 con o'(2/,y) =
o/ B(b), b)), luego

/ /

7'y
by by

ml y/
Bby - by

= o/ (/B — y/ B) = 2’y — g/’ = 0

/
=

o' B

lo cual es absurdo ya que ®(X ) y ®(B) son fuertemente independientes
y '3 # 0 porque ®(X)) € Pk, asi pues la razén doble
[@(A), ®(B),®(C), ®(X,)] = £ esta definida.

2. 7 es inyectiva. Obsérvese que si A ¢ {0, 1} entonces

ya que ® es inyectiva.

Si 7(A) = 7(u) entonces [1,7(A)] = [1,7(u)] = @([1,A]) = ®([1, 1)) ¥
como P es inyectiva se tiene que A = p.

3. T es sobreyectiva ya que ¢ lo es.
4. T es homomorfismo de anillos.

_ 7(a)

e 7(5) = —5—. Por el lema anterior, si a # 0, 1, en la referencia R
e
[[17 0]’ [17 a]? [07 1]7 [19 E]] =-1

y como ® es una proyectividad de Staudt, se tiene que

[@([1, 01), ([1, ), ([0, 1]), B([1, %D] = -1
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que escrito en la base R’ queda

I
1= (1001 ()], 0.1]. [1,7(%)]] = (1) 1 N T(%()) T(la)
0 73) 11 7le)

o T(a+ f) =7(a) + 7(6). Si @ = [ es trivial por el apartado anterior.
Si a # (3 por el lema anterior, en la referencia R se tiene que

(L, al. 1,81, 0,1, 1, 27

Il =-1

y por lo tanto

[@([1, a]), @([1, 8]), 2([0, 1]), ©([1, 2 Dl =-1

y asi en la referencia R’/

(@) [ 7). [0, 1) 1 (P 2] = 1
(@B _ )

y por el apartado anterior se tiene que 7(a + ) = 7(«) + 7(8).
o 7(a?) = (7(a))?. Para a # —f3 por el lema anterior, se tiene que
1, a], 1, 6], [1,0], [+ B, 2a6]] = —1
en concreto, para 0 =1—ay a # %, se tiene que
1, al,[1,1—al,[1,0],[1,2a(1 — a)]] = —1

y como ® conserva cuaternas armonicas, en la referencia R’ tenemos
que
[[1’ T(O‘)]v [1’ T(l - O‘)]’ [17 O]a [17 7_(204(1 - O‘))H =-1
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como « # % = 7(a) # % ya que T es inyectiva y T(%) = %, por lo que
razonando como antes para 7(«), se tiene que

—1= [[1’ 7-(0‘)]7 [17 1- 7—(0‘)]7 [17 0]7 [17 27(a)(1 — T(a))]] =

= [[L, ()], [1, 7(1 = )], [1, 0], [1, 27 () (1 = 7())]

y por lo tanto
7201 — o)) = 27() (1 — 7(v))

Entonces 7(a2) = (7(a))? y es trivial que 7((1)2) = (7(1))2.
o 7(af) = 7(a)r(B). Como (T(a+ () = 7((a + ()?) entonces
(r() +7(8))? = (7(@))* + (7(8))* +27(a)7(B) = 7(a® + 5 +2a3) =
= 7(a?) + 7(5%) + 7(200)
de donde se deduce que

27(a)7(B) = 7(2a8) = 7()7(8) = 7(f)

De esta forma ® es la proyectividad algebraica 7_semilineal que transforma
la referencia R en R’

Lema 2 El automorfismo T del teorema anterior es independiente de la elec-
cion de la referencia R = {A, B,C}.

Demostracién En efecto, sean Ry = {A1,B1,C1} vy Re = {Ag, By, C2} dos
referencias en IP’]%{, sea 7 la proyectividad algebraica tal que mw(A4;) = Al
m(B;) = B y n(C;) = CJ. Si P es un punto de Py, con coordenadas [zg, 1] y
[0, t1] en las referencias R1 y Ra y 7(P) tiene coordenadas [yo, y1] v [20, 21]
en las referencias {A}, B}, C1} y {A5, B), C%}. Se verifica que si los automor-
fismos asociados a 7 en las dos parejas de referencias son 7y o

o, 1] = mlzo, 21] = [7(w0), 7(1)]

20, 21] = 7[to, t1] = [0 (t0), o (t1)]
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Sea 1y y ¥y las proyectividades algebraicas que pasan de R1 a Re y de R},
a R’l respectivamente, se tiene que

o()=m(2)
()=~ (%)

con p, u € K*, aplicando o a la primera de las ecuaciones y sustituyendo las
Yy y z en la segunda se obtiene

o (oo ) =700 (56 )
to)

(7o ) =~ (o)

substituyendo y agrupando los factores de proporcionalidad

()=o)

con A = A([zg, x1]) variable segtin el puntoy P = No(M). Como 7 y ¢ son
automorfismos, se tiene que o(1) =7(1) =1y o(0) = 7(0) = 0, luego si

r=(t0)

se tiene que (sustituyendo la ecuacién anterior para los puntos [1,0], [0,1] y
[1,1]) a = A([1,0]),c = 0,d = A([0,1]) y A([1,0]) = A([1,1]); por lo tanto P
se puede tomar como
1 0
(0 1)

MMwm<:g3>:<Z$;>

como 7(1) = o(1) = 1 entonces A([1,y]) =1Vy e K = 7(y) = 0(y) Yy € K
|

Nota 7 Asi pues a partir de ahora llamaremos a las proyectividades de
Staudt o proyectividades algebraicas simplemente proyectividades.
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3 Rectas proyectivas y cuadricas

3.1

Estructura de Variedad Diferenciable bidimensional

Proposicién 13 Sean {Pi, P2, P3} una referencia de Pk, Uy = {R € Pg :
R y P, son fuertemente independientes }, Uy = {R € Pk : R y P son
fuertemente independientes} y Us = {R € IF”]%< : R y P3 son fuertemente
independientes } . Se tiene que Pk = Uy U Uy U Us y las aplicaciones

p1: Uy C IP’}% — K~R?
[.’E’O,Jfl] — i_(l)

p2: Us C IP’}%< — K~R?
[x07$1] — i_(l)

p3 - U;gCIE”}%< — K~R?

[zo,21] xleOxO

estan bien definidas y son biyectivas

Demostracioén

IP’]%< = U; U Uy U Us gracias a la proposicion 6

el hecho de que estén bien definidas se desprende directamente de la
definicion de los conjuntos Uj.

Inyectividad: el tinico caso que no es inmediato es el tercero; en ese

caso, sean [ro, x1], [yo, y1] € ]P}%< tales que @3([xo, z1]) = w3([yo, y1]) <

o — Y0 entonces
T1—20  Y1—Y0

ZQ 1 Yo xo
9 — 71+ ]:
1 — g 1 — X0 Y1 — Yo xr1 — Xo

(20, 21] = [

Yo Yo Yo U1
= | 1+ ] =1 : | = [yo, y1]
Y1 — Yo Y1 — Yo Yr — Yo Y1 — Yo

la sobreyectividad es trivial

72



Proposicion 14 La familia de subconjuntos
T ={UCPL: p;(UNU;) es una abierto en R?, i =1,2,3}

define una topologia sobre IP’]%{. Con esa topologia, IP’]%, es Hausdorff y tiene
una base numerable.

Demostracidn
e Es trivial que ) € T y Pk € T ya que ;(U;) =R? i =1,2,3

e Sean U, € 7 con a € I, es trivial que Uaean pertenece a 7 ya
que U, s ¢i(Ua NU;) es un abierto de R™, andlogamente si [ es finito
NacrUa €T

Las propiedades de ser Hausdorff y tener una base numerable se desprenden
directamente de la topologia usual de R?

Proposicion 15 Las aplicaciones 1, p2 y @3 anteriores, dotan a ]P)]%{ de
estructura de variedad analitica bidimensional.

Demostracién

Veamos que A = {(U;, ¢;)3_;} es un atlas analitico de dimensién 2 en el
espacio topolégico (P, 7).

Es trivial que las aplicaciones ; : U; — R? son homeomorfismos gracias
a la definicién de topologia dada sobre P& y {U;}2_; es un recubrimiento
abierto de IP’]%Q Por lo tanto solo falta ver que para todo 4,5 € {1,2,3}, i # j

piop; 1 pi(UiNU;) CR* — ¢;(U;NU;) C R?

es una aplicacién analitica.
Sean i = 1 y 5 = 2, los demas casos son analogos. Veamos que la apli-
cacion
w0t o1(UiNUz) CRZ — (U NUR) C R?
es analitica.

z = (z,y) € p1(UiNU;) C R?2 ~ K si y s6lo si z € K*, entonces

Q02(901_1(Z)) = p2([1,2]) = %’ = 20 Sofl(x,y) = (I2_322y27m2_%2y2), por
lo tanto analitica I
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3.2 Estructura de Cuéadrica en P}

Siguiendo la misma notacién que en el articulo [1]. Sea [Q] una cuddrica real
e irreducible de P3, P y P’ dos puntos de [Q] que no estén en el vértice. Sea
R la referencia de P3 en la que P = [1,0,0,1], P’ = [1,0,0,—1] y la matriz
de [Q] es diag(—1,e1,e2,1). Llamamos [S], [H] y [D] a las tres cuddricas
reales e irreducibles de P3, concretamente [S] es la cuddrica de puntos que
tiene matriz diag(—1,1,1,1), [H] es la cuddrica de rectas que tiene matriz
diag(—1,1,—1,1), y [D] es el cono real que tiene matriz diag(—1,1,0, 1).

Sea «, la proyeccién estereografica de [@)] desde P sobre el plano afin
P\ Pt ~ K. Llamamos ap a la aplicacién

ap: [QI\P+ — U cPL
R — [La(R)

Gracias a que o : [Q] \ P+ — R? es un homeomorfismo [1] y a como se ha
definido la topologia en IP)]%@ se tiene que ap es un homeomorfismo.

Lema 3 Sean K; = C, Ko =M y K3 =D las 3 R_dlgebras bidimensionales
y [@Q1] = [S], [Q2] = [H] y [Q3] = [D] las 3 cuddricas reales irreducibles de
]P’I??&. Si llamamos I, T y M! a las proyectividades lineales de IP’]%Q dadas por
las matrices

0 1 1 0
Mp:(l 0>,MTi:<a 1>a:a0+§a1€Ki

1 0 *

y C' a la proyectividad semilineal de matriz identidad y automorfismo con-
jugacion. Se tiene que existen proyectividades de IP’%, I', ', M} y C" que
dejan invariante a la cuddrica [Q;] y cumplen que

1.

IZ|[Qi]\(pJ_Up/J_) == Oé}_gl ) IZ ooap

Taloppr = ap' o Tioap
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Miligpe = ap' o Mioap
Cligapr = ap' o Cloap

Nota 8 FEste lema muestra la relacion existente entre los pares recta proyec-
tiva - cuddrica (Pg,[S)), (Pig,[H]) v (Ph,[D]). A continuacidn vamos a
ver que esa relacion es mas estrecha, ya que de hecho ambos objetos son
analiticamente equivalentes

Teorema 2 Se tiene que
o Pl es analiticamente difeomorfo a [S)
o Pl es analiticamente difeomorfo a [H]

° ]P’]%) es analiticamente difeomorfo a [D] \V[p]

Demostracidn
En lo que sigue la pareja (K, [Q]) sera (C,[S]) o (M, [H]) o (D, [D]).
Sean 11 = Idp%(,

Y3 Pk — ]P’]%g
g, 1] —  [a1 — ap, ag]

estas tres aplicaciones cumplen que ¥;(U;) = U; y son proyectividades lineales
de ]P’%{ con matrices asociadas

0 1 -1 1
(V) (30
respectivamente, por lo tanto vy = Id, o = I' y 93 = I’ o Til y las
proyectividades de P, 11 = Id, ¢o = I' y o3 = I' o T", verifican

” —1
Vilagt winy = @p o Yioap
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De esta forma, se tiene que la aplicaciéon

o : PL — Q]
XeU +—— o toaphoyi(X)

es un difeomorfismo analitico.
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Abstract

In this paper we show the free software distribution elaborated by the
Consejeria de Educacion of the Comunidad Autonoma de Madrid,
called MAX. Its most distinctive feature is its strong educative nature,
because it includes several environment for the elaboration of your own
activities (Hot Potatoes, JClic, Malted...) and an extensive collection of
specific applications of many of the curriculum areas of the non-
university teachings.

Introduccion

Desde finales del afio 2002, y casi coincidiendo con el nacimiento del Area de
Tecnologias de la Informacién y la Comunicacion de la Consejeria de Educacion
de la Comunidad de Madrid, se han venido desarrollando iniciativas para la in-
corporacidon del software libre al sistema educativo madrilefio. Una de estas
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iniciativas ha sido el desarrollo de una distribucién propia dirigida especificamen-
te al entorno educativo.

Asi durante el curso 2003-2004 nace MAX, la distribucion GNGU/Linux de
Madrid. En nuestra distribucidon siempre se ha puesto especial énfasis en incorpo-
rar todas aquellas aplicaciones necesarias para impartir los contenidos de
Informatica incorporados en los curricula de la ensefianza no universitaria y aque-
llas aplicaciones educativas y entornos de desarrollo que permitan, al profesorado
no especialista, la utilizacidn, la elaboracion y distribucion de contenidos educati-
vos en formato digital. La distribucidn, en cada una de sus versiones, ha
incorporado el sistema operativo y un conjunto de aplicaciones didacticas, respe-
tando al méaximo la configuracion de los equipos informaticos de los posibles
usuarios, asi como su eventual convivencia con otros sistemas ya instalados.

Cuatro afios después de aquella primera version, se acaba de presentar la ver-
sion MAX 4.0 en la IX Feria Madrid es Ciencia, celebrada recientemente.

www.educa.madrid.org

MAX es la distribucion GNU/Linux que la
Consejeria de Educacién
ha desarrollado para la comunidad
educativa de Madrid. Esta basada en
Ubuntu e incluye recursos para
desarrollar materiales educativos
DUCA"“ADRID

ok
CONSEJERIA DE EDUCACION

Comunidad de Madrid

Adrid_linu
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1. Objetivos

Con la distribucidn se pretenden alcanzar los siguientes objetivos:

4 Promover el uso de tecnologias de codigo abierto en los ambitos educativos.

5 Facilitar a los centros educativos, y en general a los miembros de la comuni-
dad educativa, software que contribuya a su integracién en la sociedad de la
informacién y del conocimiento.

6 Facilitar aplicaciones de calidad e interés educativo sin costes adicionales
para el alumnado y el profesorado.

7  Disponer de un entorno de cddigo abierto que se utilice de forma generalizada
en procesos de formacidn e investigacion.

2. Caracteristicas generales

La version 4 de MAX estd basada en Ubuntu Hardy 8.04 y estd disponible en tres
soportes diferentes: DVD, CD y dispositivo USB.

En los tres soportes, MAX 4.0 puede funcionar en modo “live”, es decir car-
gandose directamente en memoria sin tener que estar instalada en el disco duro
del ordenador.

La version mas completa es la que se distribuye en DVD y que incluye, ade-
mas, el instalador de las diferentes versiones:

Version de escritorio.

Versién para equipos de tipo alumno de las aulas de informatica dotadas
por la Comunidad de Madrid a los centros.

Version para equipos de tipo profesor de las aulas de informética dotadas
por la Comunidad de Madrid a los centros.

Version para servidores.
Version para servidor de clientes ligeros.

Versidn para dispositivos USB.

Al instalar desde el DVD de MAX 4.0, sea cual sea la opcion elegida (excep-
to la instalacion en dispositivo USB) nos instalara todas las aplicaciones de MAX
4.0 junto a los tres escritorios incluidos en MAX: Gnome, KDE y XFCE.
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La version en CD esta pensada y dirigida a equipos con recursos limitados e
incluye solamente el escritorio XFCE, pero todas las aplicaciones educativas.

La version para dispositivos USB, denominada Nano MAX puede ejecutarse
directamente desde un pendrive en equipos que dispongan de la posibilidad de

arrancar desde un dispositivo usb, e incluye como escritorio predeterminado el
escritorio XFCE.

Como avance importante, esta version Nano incluye una home persistente
que permite guardar los documentos generados, la posibilidad de instalar mas
aplicaciones, si el pendrive dispone de espacio suficiente, y de guardar configura-
ciones (tarjetas de red, impresoras, etc).

Como en las versiones anteriores, el usuario alumno esta configurado en mo-
do “quiosco”, de manera que al cerrar la sesidn se restauran todas las
configuraciones que tengamos establecidas. Asi, los alumnos se encuentran siem-
pre el mismo entorno al iniciar su sesion en el aula de informatica.

También en esta version se incluyen aplicaciones de asistencia para personas
con discapacidades sensitivas y/o motoricas, como dasher, orca'y gok.

Como novedades mdas destacables de esta nueva version de MAX podemos
mencionar las siguientes:

e Puesta al dia del kernel, acoplandonos directamente a los desarrollos mas re-
cientes de Ubuntu, version Hardy 8.04, lo que nos permitira centrarnos en el
desarrollo de los metapaquetes educativos de MAX.

e Inclusion de TCOS (Thin Client Operating System), sistema que tiene dos
funcionalidad diferentes:

e ¢l funcionamiento y control de dispositivos de tipo terminales ligeros
atendidos por un ordenador servidor

e ¢l control y supervision de los equipos de un aula de informatica (en-
cendido y apagado, control de programas en ejecucion, capturas de
pantalla, control remoto por vnc...), que incluye, ademas. importantes
funciones didécticas como la difusion de video, la ejecucion directa de
programas, el envio de mensajes y archivos, la exposicidon de la panta-
lla del profesor o la de cualquier alumno en los deméas equipos...

e Inclusion de Backharddi, sistema que permite la generacidn y restauracion de
imagenes y de maquetas de los equipos informaticos, tanto desde un DVD o
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disco duro que contenga las imdgenes como desde un servidor de red que al-
macene las imagenes.

e La actualizacion de todas las aplicaciones presentes en versiones anteriores a
sus versiones mas recientes, destacando, por ejemplo, la inclusién de Open
Office 2.4, Moodle 1.9 o Firefox 3 (en version beta), y las aplicaciones de ge-
neracion de contenidos JClic, Hot Potatoes, Squeak, Malted, etc.

e La deteccion del hardware méas moderno: pantallas tactiles, Tablet PCs, lecto-
res de huella digital, redes inaldmbricas de tipo N y, en la versioén de servidor
se incluye soporte para equipos con tecnologia de 64 bits.

3. Aplicaciones matematicas

El area de Matematicas tiene su propio submenu dentro del menu Educacion
de MAX 4.0.. Se han incluido las siguientes aplicaciones.

n Animalandia
Astronomia
*w Atnag

@ Cartografia

‘=& Entorno Geompris

9 Entorne Java HotPotatoes
’a Entorno |Clic

e Accesorios Q Entorne Keduca

Acceso universal . Entorno Malted

= Educacion 3 m Entorno Moodle




3.1. Geogebra

Por un lado, es un sistema de geometria dindmica que permite realizar construc-
ciones con puntos, vectores, segmentos, rectas, secciones conicas y con funciones
que después se pueden modificar dindmicamente.

Por otra parte se pueden introducir ecuaciones y coordenadas directamente, de
manera que maneja variables vinculadas a nimeros, vectores y puntos, permite
hallar derivadas e integrales de funciones y ofrece un amplio repertorio de co-
mandos de analisis matematico para identificar puntos singulares de las funciones.

= GeoGebra —la %

Archivo Edita Visualiza Opciones Herramientas Ventana Ayuda

A “ . -2 Recta Perpendicular
% R /'/7 I:\”? @7 '1{".7 x7 —a‘—7 ‘%'_( Punto y recta perpendicular
~ Objetos libres -
4 A= (0.78, 0.64)
5 Ay = A4.71, -6.84)
J B = (0,62, 3.99
s By = (-4.83,9.25) g,
JC= (@01 13D
s €y = (-4.51, 8.8D)
# D= (3.14, 4.93)
5 Dy = (-8.31,5.91) ol
# E= (145, 0.97)
s E =889
# F = (7.55, L44
5 Fy = (-4.36,547
2 G=@ -2 ol
s Gy =(-6.33,7.23
4 H=(-1.86, -3.24)
s Hy =(-3.23,7.63
3 1= (.97, -0.7) .
I, = (-9.58,2.43) -8
1= (-323-167)
Jy = 84, 0.03)
K = (3.16, 2.41)
Ky = (15.04, 1.52)
L=(.1 -117
L, = (12.82,5.98)
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w
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2

4
4
4
4
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4
4
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4
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4 L3
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3.2 KBruch

Es un pequefio programa para practicar calculos con fracciones. El programa ge-
nera una tarea y el usuario debe resolverla. Se comprueba la entrada del usuario y
se da informacion sobre ella. También se lleva la cuenta de los ejercicios intenta-
dos y resueltos correctamente.

Se ofrecen 4 tipos de ejercicios diferentes:

e resolver una operacion con fracciones;

e determinar cual de las dos fracciones dadas es mayor;
e convertir un nimero en una fraccion;

e factorizar un nimero dado en sus factores primos.

KBruch — |3 %

Tarea Preferencias Ayuda

D Términos: Maximo denominador principal: Dperaciunes;[T@dasIasoperaciones mezcladas ‘v]

7

Tarea de fracciones

Comparacion

Total de tareas: 0

Gj = 1‘ —X== Correcto: - {- %)
J 2 5 [ ]
Conversion Incorrecto: - {- %)
21=7
Factorizacion
Comprobar tarea ] [ Reiniciar
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3.3. Kig

Es una aplicacidon de geometria interactiva que intenta servir para dos propositos:

Permitir que los estudiantes exploren figuras y conceptos matematicos por
medio del ordenador.

Servir como editor visual para dibujar figuras matematicas e incluirlas en
otros documentos.

= Kig =0
Archivo Editar Ver Objetos Tipos Preferencias Ayuda
@33 8 e §00 QEemBuAG
[+]
S IRR
% 26 % X
XN ofs %2
#.q o"*:' ﬂ 9.5; ‘_ni‘:&
o) ?
<o P o\
D-
N O A& Z 7
A O & )
®
:{]'\\ @ m a
N KA =
Al ;<
&\’h — o
(4] Err




3.4. KmPlot

Es un trazador de funciones matematicas que, entre otras capacidades, puede tra-
zar diferentes funciones de forma simultdnea y combinar sus elementos para
construir nuevas funciones.

] KmPlot — O] =

Archive Editar Dibujar Ampliacion  Herramientas Preferencias Ayuda

RS Ee v+ =L

b
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Admite funciones con parametros y funciones con coordenadas polares. Hay
varios modos de cuadricula disponibles. Los trazados se pueden imprimir de for-
ma muy precisa y correctamente escalados.

KmPIlot también proporciona algunas caracteristicas numéricas y visuales co-

mo:

Rellenar y calcular el area entre el grafico y el primer eje.
Encontrar los valores maximo y minimo.
Cambiar pardmetros de la funcion dindmicamente.

Dibujar funciones derivadas e integrales.

Estas caracteristicas ayudan a aprender las relaciones entre las funciones ma-
tematicas y su representacion grafica en un sistema de coordenadas.

3.5. KPercentage

Es una pequefia aplicacion matematica que ayuda a los alumnos a mejorar sus
habilidades en el cédlculo de porcentajes. Hay una seccion especial de entrena-
miento para las tres tareas basicas. Por ultimo el alumno puede seleccionar el
modo aleatorio, en el que se mezclan las tres tareas al azar.

on kpercentage — || x

NUmero de tareas: |5 = Nivel: 'Medio ~

Elija un tipo de ejercicio:
? Ayuda -
X% de ?? =y 7% ofx=y
X% of y = 77 ?? ] »! Cerrar
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3.6. SpeedCrunch

Es una calculadora cientifica con hasta 50 decimales de precision. Permite guar-
dar las sesiones y almacenar las operaciones ya realizadas; incorpora lista con
funciones, constantes, variables, formulas de areas y de volimenes y autocomple-
tado inteligente. Ademas, la interfaz puede simplificarse para adaptarse a las
necesidades de cada uno.

SpeedCrunch

Sesion  Editar  Ver Configuracion  Ayuda

"y Hex (@ Dec () Oct () Bin w) Grados () Radianes
69756

3664

E» |69°56 Calcular |
7 B a T - pi exp log
4 5 6 | ] ans sin asin
1 2 3 + = X cos acos
0] , = * X= tan atan
3.7. TuxMath

Es un video juego para practicar el calculo rapido. Terribles cometas amenazan
nuestras edificios o iglis y para neutralizarlos hay que teclear el resultado de la
operacién que acompafia a los cometas. Las operaciones son configurables para
adaptarla a las operaciones que se quieran repasar.
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3.8 wxMaxima

Es la interfaz grafica de Maxima, un sistema de algebra computacional que cuenta
con un amplio conjunto de funciones para hacer manipulacion simbdlica de poli-
nomios, matrices, funciones, racionales, integracion, derivacion, graficos en 2D y
3D, nimeros en aritmética exacta y en coma flotante, series de potencias...

Ademas de estas aplicaciones especificas, pensamos que también pueden te-
ner cabida en el area de matematicas otros programas, como:

e Los incluidos en el submeni Astronomia: Celestia, KStars, StarPlot y
Stellarium;

e los numerosos entornos de programacion incluidos en el menu Programa-
cion: KDevelop, Anjuta, Gambas2, NetBeans...

e algunos de los juegos incluidos en el ment Juegos, como Sudoku o Te-
travex

e las hojas de célculo incluidas en el menu Oficina: Gnumeric y OpenOffi-
ce Calc.
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wxMaxima 0.7.1 [no guardado]

Archivo Editar Maxima Ecuaciones ﬁxlgebra Analisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda
(%14) wxplot2d([2*¥x"2 -3], [x,-5,5]);
Output file "/home/madrid/maxout.png".
a8
40 |
38
T
& |
(%04) ¥
18
B .
=18
-4 -2 8 2 4
H
(%15)
v
ENTRADA:| | A EF
Simplificar || Simplificar (r) | Factorizar Expandir Resolver... || Graficos 2D...
Simplificar(tr) | Expandir (tr) | Reducir (tr) | FormaCart. |Resclver EDO | Gréficos 3D
Preparado para |a entrada de usuario

4. Obtener MAX 4.0

La Consejeria de Educacion de la Comunidad de Madrid ha puesto en marcha
diferentes vias para hacer llegar esta distribucion al mayor numero de usuarios
que le sea posible.
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Para ello, y siguiendo la linea de productos precedentes, se va a distribuir por
las siguientes vias:

e Edicion de una tirada de DVDs de MAX 4.0.

o Instalacidon y configuracion en todos los equipos de la Consejeria de Edu-
cacion de la Comunidad de Madrid.

e Publicacion de las iméagenes ISO de las versiones de MAX 4.0 en DVD-
Live, Nano MAX 4.0 para USB, y MAX 4.0 en CD-Live, accesibles des-
de dos puntos distintos:

e Educamadrid:
ftp://max.educa.madrid.org/isos/MaxX40final/

e Rediris:
ftp://ftp.rediris.es/mirror/MAX/MaX40final/

5. Soporte

Paralelamente a la distribucion, el grupo de desarrollo de MAX estd trabajando
intensamente en la generacidon de todo tipo de documentacion, manuales y tutoria-
les, quedando todos ellos disponibles a través del curso de autoformacion sobre
MAX disponible en el Aula virtual de Educamadrid:

http://aulavirtual2.educa.madrid.org/course/view.php?id=41

(ver pantalla superior en la pagina siguiente)
Ademas existe un foro para los usuarios de MAX que presenta una actividad
creciente, lo que certifica la buena salud de la distribucion:

http://herramientas.educa.madrid.org/foros/index.php

(ver pantalla inferior en la pagina siguiente)

También se estd preparando un curso sobre Software libre en la Educacion
que formara parte de la oferta formativa a distancia que se ofrecera a partir del
préximo curso académico en el Aula virtual de Educamadrid.
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6. Autores

No queremos terminar esta resefia sin mencionar que MAX 4.0, al igual que las
versiones anteriores, ha sido desarrollada por un grupo de trabajo formado por
docentes en activo de diversas areas y niveles educativos y por desarolladores, y
entre todos desempefian las funciones de traductores, documentadores, artistas
graficos y probadores.

Entre estas personas tenemos que destacar a Eduardo P14 Vall, que reciente-
mente nos ha dejado, pero que siempre estara con nosotros.
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Instrucciones para el envio de originales
para su publicacion en el boletin

Los originales de articulos, problemas, resefias de libros, anuncios de congre-
sos, etc., deben enviarse en papel por duplicado y ademaés también en formato
electronico, del modo especificado al final de estas instrucciones.

Formato

Para facilitar la impresion es preferible usar procesador Word o LaTex. El
formato de texto debe ser 17cm x 12.8cm. El tamafio de letra de texto 11 puntos.

Los articulos comenzaréan con el titulo en minusculas de 16 puntos, nombre de
autores en minusculas de 12 puntos en negrita, referencia de su departamento o
institucion de trabajo, direccion de correo electronico (si se tiene) y “abstract” de
unas lineas en inglés en letra italica (cursiva).

Los epigrafes de seccion numerados (excepto el de introduccion que ird sin
numerar), en minusculas negritas en 12 puntos, sin punto final. Las subsecciones
se numeraran con dos digitos separados por un punto.

La primera linea posterior al titulo de seccidn o subseccion no se indentara.
Después de cada punto y aparte no se dejara ninguna linea en blanco y la siguien-
te linea se indentara solo 5 espacios (tal como estan escritas estas instrucciones).

La bibliografia al final, sin palabras completas en mayusculas, con los titulos
de libros o articulos en italica, no incluyendo nada mas después de la bibliografia.

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador, debiéndose
evitar los bosquejos a mano alzada). Seran incluidas en el lugar apropiado del
texto y en el tamafio en que deban ser reproducidas.

Las soluciones de problemas propuestos en nimeros anteriores del Boletin de-
ben comenzar indicando: “Problema ntiimero (Boletin nimero)”, tal como suelen
aparecer en el Boletin, y terminar con el nombre del autor de la solucidon de cada
problema.

Las resefias de libros, como suelen aparecer en el Boletin, terminando con el
nombre del autor de la resefia.

Si se usa Latex, en estilo “article” y si se usan paquetes especificos de Latex,
deberan incluirse los archivos correspondientes a esos paquetes.

Si se usa otro procesador, distinto de Word o LaTex, debera ajustarse exacta-
mente al tamafio de formato, pues habria de ser escaneado.
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Envio de las copias en papel

Enviar dos copias en papel por via postal a la sede de nuestra Sociedad, a la di-
reccién que figura en la pagina 2 de este numero del Boletin. Las paginas sin
numerar, pero numeradas a lapiz al dorso.

Envio del fichero o ficheros en formato electronico

Se enviara por correo electrénico a la cuenta puigadamemat.ucm.es 0 bien,
junto con las copias en papel, en un disquete formateado para PC compatible, con-
teniendo el/los archivo/s del documento en el procesador de texto utilizado.

Seleccion de originales

Seran revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se ajus-
tan a la linea general del Boletin. Si se considera oportuno, se pedird a los autores
que reduzcan su extension o hagan algunas modificaciones en su contenido.
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Adquisicion de numeros atrasados de nuestro Boletin

Los niimeros atrasados del Boletin, de los cuales existan ejemplares sobrantes,
podran ser adquiridos al precio de coste de seis euros ejemplar. Los numeros de
los que aun quedan algunos ejemplares sobrantes son los siguientes:

35, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57,
58, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79 y 80.

El importe puede ser abonado mediante cheque a nombre de /a "Sociedad Puig
Adam de Profesores de Matematicas", o mediante transferencia a la cuenta co-
rriente numero 3025-0006-24-1400002948 al mismo nombre de la
Sociedad, domiciliada en la entidad bancaria:

Caja de Ingenieros, c¢/. Carranza,S Madrid-28004

La carta de peticion se enviara a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la
pagina 2 de este numero del Boletin. En la carta se indicara el nimero o niumeros
a adquirir, incluyendo en ella la direccion a donde se han de enviar y el corres-
pondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.
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