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Acta de la Asamblea General Ordinaria
de 2006 de la Sociedad Puig Adam
de Profesores de Matematicas

En la Facultad de Matematicas de la UCM, sita en le Ciudad Universitaria, a
las doce horas del dia 22 de abril de 2006, en segunda convocatoria, reunidos los
miembros de la Sociedad, bajo la presidencia de D. José Javier Etayo Gordejuela,
dio comienzo la Asamblea General Ordinaria del afio dos mil seis.

Se desarrollo con arreglo al siguiente
ORDEN DEL DIA

1. Lectura y aprobacion, si procede, del acta de la sesion anterior.

Se procede a la lectura del acta de la Asamblea anterior, que queda aprobada por
unanimidad.

2. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad.

Se informa que desde la Asamblea anterior se han publicado los ntimeros 70, 71 y
72 del boletin, los dos primeros en homenaje al fallecido profesor Miguel de
Guzman.

Se informa que, el dia 11 de junio de 2005 se celebrd con el éxito ya tradicional,
el XXIII Concurso de Resolucion de Problemas que convoca la Sociedad en cola-
boracién don el Colegio de Licenciados. Como en afios anteriores, la prueba tuvo
lugar en la Facultad de Matematicas. En el Boletin de octubre se recoge informa-
cion sobre los concursantes y los resultados obtenidos.

Se informa también de la colaboracion de la Sociedad en la Olimpiada Matemati-
cay en el Concurso Intercentros.

Se informa que, mientras se celebra la Asamblea de la Sociedad, también se cele-
bra en la misma Facultad de Matematicas, el XX Concurso de Primavera de la
Comunidad de Madrid, donde algunos miembros del equipo organizador son
miembros de la Sociedad.



3. Informe del Tesorero. Presentacion y aprobacion, en su caso, de las
cuentas de ingresos y gastos.

El Tesorero, D. Alberto Aizpun, reparte entre los asistentes la documentacion
relativa a los movimientos de tesoreria, explicando detalladamente los ingresos
apuntados y los gastos efectuados. Las cuentas quedan aprobadas por unanimidad,
concluyéndose que no resulta necesario modificar la actual cuota.

4. Eleccion de nuevos cargos directivos.

El Presidente manifiesta que quiere que conste en acta su voluntad de dejar la
Presidencia y como consecuencia presenta su dimision, alegando que ya han
transcurrido cuatro afios para los que fue nombrado (actas de junio de 2002).

Después de un intenso debate entre los asistentes, se aprueba:
Nombrar a D. José Javier Etayo Gordejuela como Presidente.

Renovar al resto de los miembros cesantes de la Junta Directiva y seguir dejando
vacante la plaza de Bibliotecario.

5. Asuntos de tramite.

D. Victor Sanchez manifiesta su interés por dejar la coordinacion del tradicional
Concurso de Resolucidon de Problemas que convoca la Sociedad en colaboracion
con el Colegio de Licenciados. En su lugar se hace cargo D Javier Peralta.

Se aprueba un gasto de unos 90 € para contratar un hosting y una direccion IP
para crear un sito Web dinamico donde estén todos los asuntos de la Sociedad.

6. Ruegos y preguntas.

El Vicepresidente D Eugenio Roanes Macias comunica que sobran boletines de
numeros atrasados y que estaria bien regalarlos con el fin de captar nuevos socios.

Sin més asuntos que tratar, el Presidente levanta la sesion a las doce y cuarenta y
siete minutos del dia de la fecha arriba indicada.

V'’ B° El Presidente El Secretario



XLII Olimpiada Matematica Espafiola
Fase nacional 2006 (Sevilla)

La fase nacional de la XLII Olimpiada Matematica Espafiola se ha celebrado
en Sevilla, entre los dias 23 y 26 del pasado mes de marzo. Alli se dieron cita los
120 estudiantes seleccionados en los diferentes Distritos, acompafiados por sus
profesores.

Paralelamente a la Olimpiada se celebré un Seminario para profesores, cuyo
tema central era el estimulo matematico para los estudiantes de Bachillerato, or-
ganizado conjuntamente por la Real Sociedad Matematica Espafiola y por la So-
ciedad Andaluza de Educacion Matemadtica Thales.

Las pruebas tuvieron lugar en la Facultad de Matematicas de la Universidad
de Sevilla los dias 24 y 25 de marzo, como de costumbre en dos sesiones de tres
horas y media cada una, y con los siguientes problemas.

Primera sesion (24 marzo)

Problema 1

Sea P (x) un polinomio con coeficientes enteros. Demostrar que si existe un
entero k& tal que ninguno de los enteros P(l),P(Z),. . ,P(k) es divisible por £,

entonces P (x) no tiene raices enteras.

Media de todos: 1,28
Media Oros: 7

Problema 2

Las dimensiones de un paralelepipedo de madera son enteras. Pintamos toda su
superficie (las seis caras), lo cortamos en cubos de una unidad de arista y obser-
vamos que exactamente la mitad de los pequefios cubos no tienen ninguna cara
pintada. Probar que el nimero de paralelepipedos con tal propiedad es finito.



1
(Puede resultar util tener en cuenta que 3\/; =0,79...<1,8).

Media de todos: 0,82
Media Oros: 2,83

Problema 3

ABC es un tridngulo isésceles con 4B = AC. Sea P un punto cualquiera de la cir-
cunferencia tangente a los lados ABen By a AC en C.

Llamamos a, b y ¢ a las distancias desde P a los lados BC, AC y AB respectiva-

mente. Probar que: a” =b-c
Media de todos: 1,58
Media Oros: 5,5

Secunda sesion (25 marzo)

Problema 4
Hallar todas las funciones f :(0,00) — R que satisfacen la ecuacién

FOS )+ f[fjf@ =2/ ()

para todo par de numeros reales x e y positivos, siendo A un ntimero real posi-
tivo tal que f(A)=1.

Media de todos: 0,94

Media Oros: 4

Problema 5
Probar que el producto de cuatro naturales consecutivos no puede ser ni cuadrado
ni cubo perfecto.

Media de todos: 0,61

Media Oros: 3,33

Problema 6

Las diagonales AC y BD de un cuadrilatero convexo ABCD se cortan en E.
Denotamos por S,,S, y S a las areas de los triangulos ABE,CDE'y del cuadri-
latero ABCD respectivamente.



Prueba que \/ST +45, < \/E . ¢Cuando se alcanza la igualdad?
Media de todos: 1,76
Media Oros: 5,33

La representacion de la Comunidad de Madrid, capitaneada por Joaquin Her-
nandez, a quien asistia el ex olimpico Luis Hernandez Corbato, estuvo integrada
por los nueve premiados en la fase local madrilefia. Tuvieron una excelente parti-
cipacion, con los siguientes resultados:

Medalla de Oro para Hugo Ferndndez Hervas (2° de Bachillerato, IES San
Juan Bautista) y para Javier de la Nuez Gonzdlez (2° de Bachillerato, Liceo Italia-
no de Madrid). Ocuparon los dos primeros lugares en la clasificacion general,

consiguiendo asi, por segundo afio consecutivo, un puesto en el equipo olimpico
nacional de 2006.

Medalla de Plata para Diego Izquierdo Arseguet (4° de ESO, Liceo Francés de
Madrid), octavo en la clasificacion general, para David Alfaya Sanchez (4° de
ESO, IES José Luis Sampedro de Tres Cantos), y para Carlos Ramirez Carrillo
(2° de Bachillerato, Colegio San Viator). Ocuparon los lugares décimo cuarto y
décimo quinto.

Obtuvieron Medalla de Bronce, en los lugares vigésimo cuarto y vigésimo oc-
tavo, respectivamente, Michael Ernesto Lopez Lehman (2° de Bachillerato, IES de
Colmenarejo) y José Maria Pérez Ramos (1° de Bachillerato, Colegio Valdeluz).

Javier Torres Niiio (2° de Bachillerato, Colegio San Viator y Andrés Rodri-
guez Reina (4° de ESO, Colegio SEK-Ciudalcampo), ocuparon los lugares 39 y 56
de la clasificacion general.

Obtuvieron Medalla de Oro, ademas de Hugo y de Javier, Diego Gimeno Sanz,
de Valladolid; Andrés David Martinez Martinez, de Albacete, Xavier Ros Oton,
de Barcelona, y Marc Viials Pérez, de Palamos (Girona). Los seis, de 2° de Ba-
chillerato, viajaran en proximo 10 de julio a Eslovenia para participar en la 43
Olimpiada Internacional de Matematicas: les deseamos mucha suerte.

Maria Gaspar



XX Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

El pasado mes de septiembre tuvo lugar en Cartagena de Indias (Colombia) la
Olimpiada Iberoamericana de Matematicas. Fue precisamente en ese pais, en Pai-
pa, donde tuvo lugar su primera edicion. En estos veinte afios, la Olimpiada, bien
afianzada, ha crecido y ha tenido gran influencia en la formacion matematica de
profesores y estudiantes de los paises de su zona de influencia, particularmente en
los caribefios y andinos. Ha servido de modelo para la creacion de otras Olimpia-
das regionales, como la del Cono Sur, la Rioplatense y la Centroamericana, y ha
facilitado la incorporacién a la Olimpiada Internacional de estudiantes de esos
mismos paises.

Al igual que el afio pasado cuando se celebrd en Castellon asistieron todos los
paises invitados, que son los 22 miembros de la OEI.: Argentina, Bolivia, Brasil,
Chile, Colombia, Costa Rica, Cuba, Ecuador, El Salvador, Espafia, Guatemala,
Honduras, México, Nicaragua, Panama, Paraguay, Pert, Portugal, Puerto Rico,
Republica Dominicana, Uruguay y Venezuela.

El equipo espafiol estuvo formado por los madrilefios Elisa Lorenzo Garcia,
Javier de la Nuez Gonzdlez y Hugo Fernandez Hervas, y por Marc Viials Pérez,
de Palamos. Les acompafiaban Juan Manuel Conde, de la Universidad de Alicante
como Jefe de Delegacion, y Sergi Elizalde Torrent como Profesor Tutor. Este
ultimo, ya doctor en Matematicas, fue olimpico en el 96 en Bombay, donde obtu-
vo Mencion de Honor.

Los cuatro estudiantes espafioles recibieron premios:

Medalla de Plata, Elisa Lorenzo y Javier de la Nuez.
Medalla de Bronce, Hugo Ferndndez y Marc Vinals.

La XXI Olimpiada Iberoamericana se celebrara en septiembre de 2006 en
Guayaquil (Ecuador).

Maria Gaspar
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Problemas propuestos en la XX Olimpiada Iberoamericana

Problema 1

Determine todas las ternas de niumeros reales (x, y,z) que satisfacen el siguiente
sistema de ecuaciones:

xyz =8

X’y+y’z+z°x=73

x(y=z) +y(z=x)" +z(x—y)* =73

Problema 2

Una pulga salta sobre puntos enteros de la recta numérica. En su primer movi-
miento salta desde el punto 0 y cae en el punto 1. Luego, si en un movimiento la
pulga salté desde el punto a y cayo en el punto b, en el siguiente movimiento
salta desde el punto b 'y cae en uno de los puntos
b+(b-a)-1,b+(b—a),b+(b—a)+1.

Demuestre que si la pulga ha caido dos veces sobre el punto »,para n entero
positivo, entonces ha debido hacer al menos # movimientos, donde ¢ es el mayor

entero mayor o igual que 2\/; .

Problema 3
, . o1 1 1 1 .
Sea p >3 unnamero primo. Si —+—+4+—+...+—=—_, donde ¢l maxi-
17 27 3” 47 m
mo comun divisor de # y m es 1, demuestre que p° divide a .

Problema 4

Dados dos enteros positivos a y b, se denota por (aVb) el residuo que se obtie-
ne al dividir a por b. Este residuo es uno de los nimeros 0,1,...,5—1. Encuentre

todas las parejas de nimeros (a, p) tales que p es primo y se cumple que

(aVp)+(aV2p)+(aV3p)+(aVap)=a+ p.
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Problema §
Sea O el circuncentro de un triangulo acutangulo ABC y A, un punto en el arco

menor BC de la circunferencia circunscrita al triangulo ABC. Sean A4, y A4,
puntos en los lados 4B y AC respectivamente, tales que £BA A, = LZOAC y
ZLCA A, = LOAB. demuestre que la recta 4, 4, pasa por el ortocentro del trian-
gulo ABC.

Problema 6

Dado un entero positivo #,en un plano se consideran 27 puntos alineados
4,,4,,...,4,, . cada punto se colorea de azul o de rojo mediante el siguiente pro-
cedimiento:

En el plano se trazan 7 circunferencias con didmetros de extremos 4; y 4,
disyuntas dos a dos. Cada A4,,1<k < 2n, pertenece exactamente a una circunfe-

rencia. Se colorean los puntos de modo que los dos puntos de una misma circunfe-
rencia lleven el mismo color.

Determine cuantas coloraciones distintas de los 2z puntos se pueden obtener al
variar las n circunferencias y la distribucion de los colores.

12



X Concurso de Primavera de Matematicas

A lo largo del presente curso escolar, un gran nimero de alumnos se ha veni-
do preparando para participar en la décima edicion de este concurso, convocado
por la Facultad de Matematicas de la UCM, y con la colaboracion de la Conseje-
ria de Educacion de la Comunidad de Madrid, Ediciones SM, El Corte Inglés,
Grupo Anaya y Yalos Instruments. En la primera fase, la realizada el pasado 1 de
marzo en cada uno de los mds de 300 Centros inscritos, participaron unos 20000
alumnos. En la segunda, la celebrada el sdbado 22 de abril en la mencionada Fa-
cultad, lo hicieron unos 2500 estudiantes. Este nimero hubiese sido bastante ma-
yor de no existir la limitacion que tienen los colegios de no enviar a mas de 4 6 5
alumnos por nivel. Esta limitacion viene impuesta por el nimero de aulas dispo-
nibles.

Con este concurso se pretende motivar y estimular a una gran mayoria de estu-
diantes, haciéndoles ver que es posible disfrutar pensando, haciendo y aprendien-
do matematicas. Cada estudiante puede concursar en uno de los niveles siguien-
tes: Primer Nivel: Alumnos de 5° y 6° de Primaria; Segundo Nivel: Alumnos de
1°y 2° de ESO; Tercer Nivel: Alumnos de 3°y 4° de ESO; Cuarto Nivel: Alum-
nos de Bachillerato.

En cada uno de estos niveles se propone una prueba, de 25 cuestiones de elec-
cion multiple, a desarrollar individualmente durante una hora y media.

El 26 de abril, a las 19 horas, tuvo lugar el acto de entrega de premios, en el
que se entrego el diploma correspondiente y un pequefio obsequio a cada uno de
los 150 ganadores de esta segunda fase. También se entregaron, en este mismo
acto, los diplomas a los representantes espafioles en la Olimpiada de Mayo del
pasado curso. Pocas veces se ha visto el Salon de Actos "Rey Pastor" de la Facul-
tad de Matematicas tan abarrotado y animado como en esta ocasion. Los "super-
ganadores" del concurso, que son los tres alumnos mejores de cada nivel, han sido
en esta edicion los siguientes (que aparecen detallados por sus apellidos, nombre,
curso, centro, localidad, premio obtenido):

Esteban de la Iglesia, Lorenzo, 6° de Primaria, Colegio Fray Luis de Leon, Ma-
drid, Tercer Premio

Pérez Gomez, Bernardo, 5° de Primaria, CEIP Escuelas Bosque, Madrid, Segundo
Premio
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Peria Castillo, Diego, 6° de Primaria, Colegio Amor Misericordioso, Madrid,
Primer Premio

Ibarrondo Luis, Alberto, 2° de ESO, Colegio Nuestra Sefiora de las Maravillas,
Madrid, Tercer Premio

Gonzdlez Ferndndez, Alberto, 1° de ESO, Colegio Joyfe, Madrid, Segundo Premio
Herradon Cueto, Moisés, 2° de ESO, Colegio Brains, Alcobendas, Primer Premio

Alfaya Sanchez, David, 4° de ESO, IES José Luis Sampedro, Tres Cantos, Primer
Premio

Izquierdo Arseguet, Diego, 4° de ESO, Liceo Francés de Madrid, Primer Premio
Casanova Jaquete, Juan, 3° de ESO, Colegio Base, Alcobendas, Primer Premio
Nuez Gonzalez, Javier, 2° de Bto, Liceo Italiano de Madrid, Tercer Premio
Rodrigo Rey, Teresa, 1° de Bto, IES Principe Felipe, Madrid, Segundo Premio
Fernandez Hervas, Hugo, 2° de Bto, IES San Juan Bautista, Madrid, Primer Premio

Por otra parte, los 25 estudiantes con mejor puntuacion que no hayan cumpli-
do 13 afios el 31 de Diciembre de 2005, y los 25 estudiantes con mejor puntua-
cion que no hayan cumplido 15 afios el 31 de Diciembre de 2005 estan invitados a
participar, junto con otros estudiantes de toda Espafia, en /a XII OLIMPIADA DE
MAYO, competicion iberoamericana organizada por la Federacion Iberoamericana
de Competiciones Matematicas, que se celebrard el sabado 20 de mayo de 2006
simultdineamente en los paises de habla hispana y portuguesa.

Pero no se acaban aqui las oportunidades de participar en este tipo de activida-
des: nuestros muchachos aun pueden inscribirse, antes del 10 de mayo de 2006,
en el XXIV Concurso "Puig Adam", que se celebrara el préximo 10 de junio (mas
informacion: www.cdlmadrid.es). Y, si siguen con ganas de pelea, pueden conti-
nuar con las Olimpiadas: Espafiola, Internacional, Iberoamericana, etc. (Mas in-
formacion y fotos en: www.mat.ucm.es)

Victor Manuel Sanchez
Joaquin Hernandez
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Acciones Formativas de Posgrado
en “Educacion Matematica”

Facultad de Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid

Ano Académico 2006-07

Relacion provisional de cursos

1. EI tratamiento del azar: Probabilidad y Modelos de Distribuciones. Juan José
Prieto, UCM. 30 horas, tres créditos.

2. Estadistica. Maria Jesus Rios, UCM. 30 horas, tres créditos.

3. Las Matemadticas en Secundaria: un enfoque distinto del habitual. Joaquin
Hernandez, UCM. 30 horas, tres créditos.

4. Problemas de mdximos y minimos: una aproximacion a la Investigacion Ope-
rativa. Teresa Ortufio y Victoria Lopez, UCM, 30 horas, tres créditos.

5. Sistema GPS: Fundamentos matemdticos y aplicaciones practicas. Gracia
Rodriguez, UCM, 30 horas, 3 créditos.

6. Historia de la Astronomia Antigua. Jesus Fortea, UCM, 30 horas, 3 créditos.

7. La Matemadtica: una filosofia y una técnica. Actividades en Secundaria. (Se-
minario de trabajo). Inés M* Gémez Chacon, UCM 30 horas, 3 créditos.

8. Una introduccion al desarrollo de contenidos digitales en formatos estandares
en el ambito de las matemadticas de Secundaria. Antonio Sarasa, UCM, 30 horas,
3 créditos.

9. Introduccion a la Filosofia de la Ciencia y a la Teoria de la Relatividad. José
Mendoza y Eduardo Aguirre, UCM, 30 horas, 3 créditos.

Raquel Mallavibarrena Martinez de Castro
Directora de los Cursos

15



Carolina

Dejadme escribir s6lo su nombre como titulo, puesto que todos la llamabamos
asi. De mas esta decir que es Carolina Cuartero Segura, profesora y compafiera
leal, que nos dejaba el pasado 10 de marzo. He de confesar que me gustaria no
tener que escribir ahora sobre ella pero me lo han pedido, creo que con razon, y
pareceria mal que no dijese algo aunque me entristezca, aunque preferiria callar y
recordarla a lo largo de una amistad de mas de cuarenta afios.

Me contaba que cuando se examinaba de Licenciatura en San Bernardo asistio
con una de sus compaifieras a la lectura de mi tesis doctoral; yo si vi alli a dos chi-
cas que no conocia pero no supe quién era hasta que comenzd el curso siguiente y
se incorpord, con Antonio Valle y Antonio Pardo, compaifieros suyos de curso, al
equipo de D. Pedro Abellanas en el que yo me encontraba. De ahi data nuestra
relacion que no se interrumpid aunque el grupo empezo pronto a disgregarse al
buscar cada uno su acomodo profesional.

Yo, que fui a Zaragoza, me trasladé dos afios después a la catedra de Madrid de
cuya adjuntia quise que se encargase. Lo hizo a conciencia, como todo lo que abor-
daba, y juntos sorteamos unos afios bastante dificiles en los que no sé si era ella mi
mano derecha o mas bien era yo su mano izquierda. Porque en ella podia descansar
siempre, sabiendo que acudiria a solventar cuantos problemas se fueran presentan-
do. Mas de una vez tuve que encomendarle determinadas misiones que de sobra
sabia que no le agradaban: ni un solo gesto, ni la menor reserva; las resolvia sin
rechistar. Todo ello sin hurtarse a otras obligaciones: encargos de curso en la Facul-
tad, oposiciones y traslados de catedras de Instituto, Segovia, Guadalajara, Orcasi-
tas, el “Isabel la Catdlica” finalmente en Madrid, del que también fue directora. Y
una tesis doctoral que, con tantos avatares y con la meticulosidad que ponia siempre
en todos los detalles, fue prolongandose pero que culminé felizmente.

Fue una mujer de una pieza, valiente y firme en sus convicciones, exigente
consigo misma y con los demds en cuanto afectase a los deberes profesionales y
sociales, pero esa rectitud, pura consecuencia de conducta, no era seca ni distante
y estaba para todos embalsamada de afecto. Porque era esencialmente buena, guio
y ayud¢ a todo el que se le acerco, siempre generosa y espléndida en la dedicacion
de su tiempo y de su trabajo. Ofrecia su amistad sin trabas y los amigos pasaban a
ser casi miembros de su familia, lo mismo que ella entraba en la nuestra. Por los
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amigos y la familia se desvivia hasta rebasar sus mismos deseos. Disfrutaba de
sus afectos y también de otros placeres del espiritu. Le encantaba viajar, adentrar-
se en paisajes y monumentos, con una tendencia muy particular a visitar paises
exoticos. Muy aficionada a la musica pero con un acento muy selectivo: yo creo
que no entraba en la dpera, por ejemplo, pero le apasionaba escuchar a un concer-
tista o una sinfonia.

No s¢ qué mas puedo decir, aunque se me acumulan anécdotas, evocaciones y
recuerdos, pero ni creo que es el momento ni me siento con animos para hacerlo.
Por otra parte no le habria gustado nada este pequefio despliegue: ella, que estaba
dispuesta a sacrificarse por los demas era extrafiamente timida ante cuanto supu-
siera no ya un homenaje sino una atencidn cualquiera para con ella y huia de ver-
se como centro u objeto de deferencia. Espero que esto me lo perdone.

Pronto hard un afio, a finales de julio, me telefoned para contarme que acababa
de volver de Galicia, donde solia pasar algunas temporadas; me parecié contenta
y tan vital como siempre y nos despedimos hasta después del verano. Cuando
volvi, a primeros de septiembre, supe que a los pocos dias de nuestra conversa-
cion habia sufrido un ataque, le habian operado de urgencia y su estado era deli-
cado. Desde entonces fueron pasando unos meses en los que la hemos visto apa-
garse; Valle y yo la visitamos algunas veces y saliamos cada vez mas apenados al
comprobar la marcha, que se anunciaba irreversible, de su enfermedad. Poco a
poco fue sumiéndose en una casi palpable oscuridad, aunque tampoco le faltaban
arrestos para desgranar el Angelus a la hora precisa. De familia profundamente
cristiana, se nos ha muerto ejemplarmente, fiel a las ideas fundamentales que
siempre sustento, creyendo en lo mismo que practicé en vida, con sencillez abso-
luta, libre de toda vanidad. Esa imagen es la que al menos a mi me deja cuando ya
no puedo hacer otra cosa que reflejarla. O acaso si: recordar la ultima palabra,
creo yo, que me dirigio cuando, atribulado por mi impotencia ante su situacion, le
pregunté si podia hacer algo por ella. Y asi me contesto: rezar.

Descanse en la paz de los justos.

José Javier Etayo

17



Boletin de la Soc. Puig Adam, num 73 (Junio 2006)

Los matematicos y el SUDOKU

Julio Fernandez Biarge

Profesor emérito de la Universidad Politécnica de Madrid
jfbiarge@telefonica.net

Abstract

This paper shows some comments about the mathematical questions suggested by
the popular pastime SUDOKU. Their study leads to difficult problems, some of
those have not still been resolved.

Todos nuestros lectores se habran visto invitados por los medios de comunica-
cion a resolver algin SUDOKU. Muchos habran caido en la tentacién de hacerlo
y unos pocos reconoceran haber adquirido una verdadera adiccion por ese tipo de
pasatiempos. El SUDOKU, que al parecer aparecié en los Estados Unidos en los
afios sesenta, pero recibié su nombre actual en el Japon, en los ochenta (ver figu-
ra), lleva varios afios teniendo multitud de aficionados en Europa; en Espafia, des-
de Junio de 2005, casi todos los periodicos los proponen diaria o semanalmente.
En las librerias se encuentran docenas de libros con colecciones de SUDOKUSs
propuestos y descripcion de estrategias para resolverlos. Ver [1] y [2].

B A

AN
su doku

Figura 1*
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Como es bien conocido, este pasatiempo utiliza un “damero” de 81 “celdas”,
dispuestas en 9 “filas” y 9 “columnas”, como el de la figura, en la que se distin-
guen 9 “cajas” de 9 celdas (es decir, 3x3) cada una.

Tres cajas formadas por celdas de las mismas filas, diremos que forman una
banda y tres cajas formadas por celdas de las mismas columnas, una pila.

Algunas de las celdas aparecen “rellenas” con cifras del 1 al 9, que constituyen
los “datos” y el problema consiste en terminar de rellenar el damero con cifras del
1 al 9 de manera que se cumplan las “reglas del SUDOKU”, que son:

1) En toda fila aparecen las cifras 1 al 9 sin repetirse.
2) En toda columna aparecen las cifras 1 al 9 sin repetirse.
3) En toda caja, aparecen las cifras 1 al 9 sin repetirse.

La “solucion” del “problema” anterior aparece en la Figura 2%, donde se han
seflalado en negrita y fondo gris los datos originales.
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Figura 2*

Llamaremos “un SUDOKU” a cualquier damero relleno con cifras 1 a 9 de
modo que se cumplan las tres reglas enunciadas antes y llamaremos un “proble-
ma SUDOKU” a un conjunto de datos dados en algunas de las celdas del damero.
Una solucion de un problema SUDOKU es un SUDOKU que incluya los datos de
ese problema. Asi la Figura 2? representa un SUDOKU que es solucién del pro-
blema SUDOKU propuesto en la Figura 1°.

Un problema SUDOKU puede no tener solucion, tener una sola o tener varias.
Un problema SUDOKU con una solucion y s6lo una, diremos que es un problema
“univoco”. Si al suprimir uno cualquiera de los datos de un problema univoco,
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resulta un problema que ya no es univoco (es decir, que no hay datos redundan-
tes), diremos que el problema es “correcto”. Los problemas SUDOKU que apa-
recen en los periddicos son normalmente univocos y, salvo excepciones, correc-
tos. Los originales problemas SUDOKUs creados en Japon satisfacian ademads a
la exigencia de que las celdas ocupadas por los datos formasen una figura simétri-
ca respecto al centro del damero (como ocurre en la Figura 1%). Esta condicion
figura en la patente registrada en Japon y hoy dia muchos de los que se proponen
en los periodicos la cumplen, pero otros no. Los problemas SUDOKUSs correctos
que cumplen esa condicion, los llamaremos japoneses.

Un matematico suele disfrutar resolviendo los primeros SUDOKUSs, pero pron-
to quiere profundizar en las propiedades matemadticas del pasatiempo. Lo primero
que reconoce es que los valores de las cifras 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 utilizadas no
juegan papel alguno. Son meros simbolos y podrian cambiarse por las letras A, B,
C, D, E, F, G, H, I, o por nueve colores, sin que nada se alterase. En efecto, el
matematico reconocera enseguida que el problema es del tipo de los de coloracio-
nes de grafos. En este caso, los 81 vértices del grafo son las celdas del damero, y
como cada celda tiene otras 20 que estan en la misma fila, en la misma columna o
en la misma caja que ella, en el grafo habra 810 arcos, debiendo atribuirse a cada
vértice alguno de los 9 colores de manera que sean distintos los asignados a dos
enlazados por un arco. Ademas de encajar el problema entre otros conocidos, al
matematico no le pasara desapercibido que un SUDOKU es un caso particular de
los “Cuadrados latinos” que ya fueron estudiados por Leonhard Euler en el siglo
XVIIIL. (En muchas publicaciones, incluso en el programa [13], se atribuye erro-
neamente a Euler la invencion del Sudoku). En efecto, todo SUDOKU es un cua-
drado latino, pero no a la inversa, pues en estos no se impone la tercera condicion
de las mencionadas.

El primer problema que se ocurrird al matematico es el de evaluar el nimero
Ns de SUDOKUs , es decir, el cardinal del conjunto S de todos ellos. Seguro que
intentara poner en juego sus conocimientos sobre combinatoria, pero pronto llega-
réd a la conclusion de que el problema es mucho mas dificil de lo que aparenta. La
gran dificultad encontrada no le causard sorpresa si conoce que S. Bammel y J.
Rothstein, resolvieron en 1975 (Ver [3] y [4]) el problema, més sencillo, de de-
terminar el nimero de cuadrados latinos de 9X9 cuyo resultado es el enorme y
extrafio numero

5,524,751,496,156,892,842,531,225,600
que puede escribirse como (9!)* - 2*' - 5231 - 3824477 =~ 5.52 - 107 .
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Muy recientemente, en Mayo de 2005, Bertram Felgenhauer y Frazer Jarvis lograron
calcular el nimero de SUDOKUSs, obteniendo

Ng=9!-9%.2%.27704267971 = 6,670,903,752,021,072,936,960 =~ 6.67 - 10°'

Lo mas sorprendente de este resultado es que el factor de 11 cifras que aparece en la ex-
presién jes primo! . Acerca de este resultado pueden consultarse [5], [6], [7], [8] y sobre
todo, el foro [9], al que nos referiremos después.

Aun conocido este resultado, las inquietudes de un matematico no descansa-
ran. Observara que un SUDOKU puede sufrir ciertas transformaciones sin dejar
de ser SUDOKU. Por ejemplo, cualquier permutacion de las nueve cifras (o colo-
res) utilizadas, convierte un SUDOKU en otro. Tenemos asi un grupo finito g de
transformaciones de S cuyo orden es Ny = 9! = 362.880. De cada SUDOKU pue-
den obtenerse otros 362.879, diferentes con seguridad, aplicandole las transfor-
maciones de g. En el conjunto S queda definida una relacion de equivalencia ~
cuyas clases, de 9! elementos, estan constituidas por elementos transformables
unos en otros.

Pero ademas, podemos considerar las transformaciones del damero en si mis-
mo que transforman cualquier SUDOKU en otro. Esas transformaciones pueden
engendrarse mediante las 6 permutaciones de filas de cada banda, las 6 permuta-
ciones de columnas de cada pila, las 6 permutaciones de las bandas completas y
las 6 permutaciones de las pilas. También mediante un giro del damero de 90°,
que cambia filas por columnas (el giro de 180° no hace falta considerarlo, pues
puede generarse mediante permutaciones de las citadas antes). Esas transforma-
ciones generan un grupo que llamaremos G , designando con N a su orden. Ng
es 6°-2=3.359.232 . El grupo G establece también una relacion de equivalencia
= (equivalencia geométrica) que descompone S en clases de SUDOKUs trans-
formables entre si.

Las transformaciones de G permiten deducir de cada SUDOKU otros Ng —1,
pero no puede afirmarse sin demostrarlo que estos sean todos distintos. Esto plan-
tea otro problema interesante: ;Existe algin SUDOKU “geométricamente simé-
trico”, s , en el sentido de que se transforme en si mismo en alguna de las trans-
formaciones (distinta de la identidad) de G (es decir, tal que 3T ¢ G , T#1 y
T(s) =s) ? (cuantos? ;quizas todos lo son? ;puede construirse algin ejemplo? Si
existen tales SUDOKUs geométricamente simétricos, las clases de equivalencia
en que = descompone a S tendran menos de Ng elementos.
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Niel grupo g niel G son conmutativos, pero todas las transformaciones de
g conmutan con todas las de G . Las transformaciones de esos dos grupos, con-
juntamente, engendran un grupo G* cuyos elementos pueden expresarse siempre
(por la conmutatividad sefialada) en la forma T.t,con Te G y te g . Sea Ng*
su orden. Serd Ng* < Ng . Ny, pero no puede afirmarse la igualdad sin demostrar-
la. De cada SUDOKU pueden deducirse otros mediante las Ng* transformaciones
de G* , pero no puede afirmarse sin mas que sean todos distintos.

Diremos que dos SUDOKUs s y s’ son “equivalentes” y escribiremos s = s’
si dT € G*,s’ =T(s). Diremos también que un se€ S es “simétrico” si
dT e G*, T#1 y T(s) =s. Si existen tales simétricos, las clases de equivalencia
en que = descompone a S tendrdn menos de Ng* elementos. Se plantean los
problemas siguientes: ;Existe algin SUDOKU simétrico? ;Cuantos? ;Se pueden
generar o caracterizar?. Notese que si no existiesen simétricos y ademas fuese
Ng* = Ng . Ng , este numero seria divisor de Ng , lo que no ocurre (Ng . Ny tiene
cuatro factores primos 3 mas que Ng . Dos SUDOKUs que no puedan transfor-
marse uno en otro mediante una transformacion de G*, diremos que son esen-
cialmente diferentes. Surge inmediatamente el problema de determinar el nimero
Ng de SUDOKUs esencialmente diferentes entre si (o sea el nimero de clases de
equivalencia respecto a = ) y acaso el de generarlos. Invitamos a nuestros lectores
a razonar sobre los problemas sefialados.

También los “problemas SUDOKU” plantean interesantes temas de trabajo
para un matematico. En primer lugar, el de encontrar una caracterizacioén sencilla
de un conjunto de datos, que permita asegurar que el problema es univoco, o al
menos condiciones sencillas que sean necesarias o suficientes para ello.

Pero el problema que ha preocupado a muchos y que hoy dia esta sin resolver
es el de determinar el minimo nimero de datos de los problemas SUDOKU uni-
vocos. Se han llegado a construir problemas univocos con 17 datos y no se ha
conseguido hacerlo con menos; tampoco se ha conseguido crear un problema
SUDOKU japonés con menos de 18 datos. Pero hasta el momento, no se ha podi-
do demostrar que con menos de 17 datos, sea imposible plantear uno univoco.
Sobre este tema, puede consultarse [10]. En [15] se encuentra una pagina titulada
“Minimun Sudoku” en la que se ofrecen 36.628 problemas SUDOKU correctos
con sblo 17 datos, esencialmente diferentes en el sentido dado antes. Ninguno de
ellos es “japonés”. El autor no ha encontrado problemas SUDOKU correctos con
16 datos, pero tampoco ha demostrado que no pueda haberlos.
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El matematico también estara interesado en idear generalizaciones del SUDO-
KU, comenzando por la sustitucion del numero 9 por otro mayor, e incluso por
una variable #* . Por ejemplo, en [2] se encuentran SUDOKUs generalizados que
piden rellenar con 16 simbolos, dameros de 16x16 = 256 celdas. Estos suscitan
problemas anélogos, con calculos numéricos mas tediosos, pero no parecen apor-
tar novedades de interés. También pueden afiadirse condiciones a las 1), 2) y 3)
dadas al principio. Por ejemplo es facil construir SUDOKUSs que cumplan ademas
la “4) En las dos diagonales del damero aparecen las cifras 1 al 9 sin repetirse”.
Existe una version de pasatiempo andlogo al SUDOKU, “para nifios”, con un da-
mero de 6x6 celdas, distribuidas en 6 cajas de dos filas y tres columnas, en las que
deben colocarse las cifras 1 al 6. En [7] se puede encontrar informacion sobre
muchas generalizaciones de otros tipos. Una variante mas interesante es el pasa-
tiempo denominado KAKURU, cuya descripcion puede encontrarse en [11].

Si el matemdtico es ademas informadtico, quizas se interese en confeccionar
programas que resuelvan problemas SUDOKUS y determinen si son univocos y
correctos . Y también en desarrollar programas que generen estos problemas, ase-
gurando su correccidon y quizas graduando su grado de dificultad. En Internet se
encuentran cientos de paginas que ofrecen gratuitamente el uso de programas que
resuelven problemas SUDOKU, comprueban si una solucién suministrada por el
usuario es correcta y determinan si el problema es imposible, univoco o admite
mas de una solucion. También existen numerosos programas que generan pro-
blemas SUDOKU correctos, incluso prefijando su grado de dificultad. Pueden
verse, por ejemplo: “Simple Soduku 4.1s”, [12], “Sudoku Jes 3.3” [13], “Pure
Sudoku 1,7 [14].

Pero el verdadero propdsito de este articulo informativo es mostrar las virtudes
que ofrece, desde el punto de vista didactico, el foro antes citado [9] y [10]. Todo
foro utilizado por matematicos es interesante, pero asi como los relativos a otros
temas son sélo asequibles a especialistas del mismo, éste tiene sus discusiones
comprensibles por cualquier lector con conocimientos de matematica e informati-
ca elementales.

Ese foro comenzd en Marzo de 2005, cuando Steveb planted los dos problemas
que, con nuestra nomenclatura, son: determinar Ng y determinar el minimo nud-
mero de datos que puede dar lugar a un problema univoco. “Si alguien conoce las
respuestas, -- decia — comuniquemelas”. Es interesantisimo seguir, uno por uno,
los mensajes cruzados entre los participantes en el foro, hasta que, en poco mas
de dos meses, fue dada la primera de las respuestas pedida. El foro continta abier-
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to, sin que haya perdido interés. En él se encuentra incluso alguna intervencion
tan pintoresca como la de uno que, tras conocer el valor hallado para Ng , observa
que es practicamente igual a la masa de Oberon (satélite de Saturno) jexpresada
en libras!. Es un deleite observar la sucesion de sugerencias, conjeturas, andalisis
criticos, errores y fracasos parciales, que han conducido la investigacion a los
resultados finales, como fruto de la colaboracion entre un grupo de matematicos
entregados deportivamente a la tarea.
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Abstract

This work presents a method for finding infinite solutions to problem VI in
book III of Diophantos’s Arithmetic.

Introduccion

En el problema VI del libro III de su Aritmética, Diofanto de Alejandria se propo-
ne encontrar tres niumeros racionales tales que sumados den un cuadrado, y que
sumados dos a dos también den cuadrados. Diofanto proporciona dos soluciones,

una formada por los numeros 80, 320 y 41, y otra por los numeros 840/36,

385/36 y 456/36 . Segin Paul Ver Eecke, la segunda es debida a un comentaris-

ta posterior. El objeto de esta nota es dar un procedimiento para encontrar infini-
tas soluciones al problema, aunque no su solucion general, porque de €l no se
puede deducir ninguna de las dos que aparecen en Aritmética.

Dejo constancia de mi gratitud a mi compafiera Capi Corrales, quien tuvo la
paciencia de leer el borrador de este trabajo y después me asesord con sabias y
prudentes razones.

1. Descomposicion del numero dos como suma de cuadrados

Comenzaremos descomponiendo el numero dos como suma de cuadrados racio-
nales de todas las maneras posibles. Esto quiere decir encontrar todas las ternas de
numeros enteros x, y y z para los que sucede lo siguiente:
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Esto equivale a que x” + y° =2z, 0 lo que es igual, y> —z° =z> —x7, lo
cual nos lleva a su vez a que (y + Z) (y - Z) = (Z + x)(z - x). Entonces han de
existir cuatro nimeros enteros u, v, wy ¢ tales que uf = vw, y ademas:

y+z=w z+x=u
y—z=vy z—x=1
Despejando z en ambos sistemas, tenemos que w—v =u +¢ . Sustituimos ¢
por wv/ U,y unas cuentas elementales nos llevan a lo que viene a continuacion:

w_u+v

u u-—v

Esta expresion nos permite calcular x, y y z:

2 2
wy u+v u-—v°-—=2uv
2x=u—t=u———=u-—v =
u u—v Uu—v

u+v_u2—v2+2uv

w
2y=v+w=ut+tu—=v+u
u u—v u—v

2 2
u+v_u +v

wy
2z=u+t=u+—=u+v
u u—v U—v

Entonces los nameros racionales buscados son:
2 2 2 2
u”—v:- =2uv y u —v +2uv
z

2 2 2 2
u +v u +v

X
z
Nos seran utiles mas adelante los cuadrados de las expresiones anteriores:

mz _,_dwle’ =) (1) A’ =)

z (uz+v2)2 Z (u2+v2)2

z
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2. Descomposicion del namero dos como suma de tres cuadrados

Ahora vamos a descomponer dos en una suma de tres cuadrados racionales. Para
ello partimos de la descomposicion obtenida anteriormente y buscamos tres nu-
meros a, by c tales que:

4uv(u2 —vj) b 4e? =14 4uv(u2 —vzz)
@2+v2) @2+v2)

En este caso, b y ¢ han de formar parte de una terna pitagorica, y en conse-
cuencia, para cualquier racional ¢, nos sirven los valores:

b* = 1+4uv(u2—v2)( : )2 c? = 1+4uv(u2—v2) (tz—ljz

(uz+vz)2 t*+1 (uz+vz)2 t*+1

a’t=1-

2,72, 2 :
Con esto ya tenemos que a” +b~ + ¢~ =2 . Nos van a interesar aquellas des-
composiciones en las que los tres cuadrados son menores que uno, que son aque-

llas para las cuales:
2 2
s . [P+ t* +1
b-+c” <min .|
2t -1

3. Resolucion del problema

Vamos ahora con nuestro problema. Si tres nimeros x, y y z suman un cuadrado,
dividiéndolos por dicho cuadrado podemos suponer que x+ y +z =1. Ademas,

queremos que y+z=a’, x+z=5b>y x+y=c’. De esto se deduce que

a’ +b> +c* =2. Obtenida la descomposicion de 2, con los tres sumandos me-
nores que uno, tenemos que x =1—a’, y=1-b> y z=1-c". De este modo,
podemos tener infinidad de soluciones para el problema. Ahora bien, aunque
descompusimos el dos de infinitas maneras como suma de tres cuadrados, no se
han cubierto todas las posibilidades. Por esta razon, no todas las soluciones al
problema se pueden obtener mediante el procedimiento que acabamos de explicar.
De hecho, ninguna de las dos que da el propio Diofanto. Lo veremos con la pri-
mera. Si los numeros son 80, 320 y 41, tenemos que:
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s 320 41
441 441

En consecuencia:

, 361 (19}2
a =l-x=—=|—

441 \21

121 (11
bzzl—y:—: —]
441 21

) 400 (20
l=l-z="" |2
441 \ 21

Y no hay entre estos nimeros dos que sean parte de una terna pitagdrica.
Ahora vamos a encontrar nuevas soluciones, como aplicacion del método re-
cién esbozado.

I. Si hacemos =2 y v =1, encontramos la siguiente descomposicion de dos

como suma de cuadrados:
2 2
]G
5 5

Si tomamos ¢ = 5/12, entonces:

2 2 2
( +1) = (@) (1) = (Qj (20) = (@)
144 144 144
Como (7/5)2 <(1 69/12())2 y (7/5)2 < (169/119)2, la eleccion de ¢ propor-

ciona una descomposicion del dos en suma de tres cuadrados, todos ellos menores
que la unidad. Los cuadrados son los siguientes:

o_ 1, _ 693889 , 705600
25 714025 714025

Y de aqui ya tenemos la solucidn:

a
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22y o 20136 o 8425
25 714025 714025

Reduciendo a comun denominador, obtenemos una solucidon formada por los nu-
meros enteros 685464, 20136 y 8425.

x=1—-a

II. Sien lugar de 5/12 tomamos para # el valor de 22/9 , entonces:

R I I |

81

Como (7/5)2 < (565/403)2 y (7/5)2 < (565/396)2 , la nueva eleccion de ¢ da
los siguientes tres cuadrados cuya suma es dos:

1. _ 7683984 , 7958041

a =— = cC =———
25 7980625 7980625
Y de aqui ya tenemos la solucidn:
x=1—a2:ﬁ y=1_52=296641 —1— 2:ﬂ
25 798025 7980625

Reduciendo a comin denominador, obtenemos una solucion formada
por los nimeros enteros 7661400, 296641 y 22584.

I1I. La siguiente solucidon la vamos a buscar a partir de una diferente descomposi-
cién del dos como suma de cuadrados. Por ejemplo, si u =4y v =3, encontra-
mos la siguiente expresion de dos como suma de cuadrados:

2 2
(5
25 25

Como 31/25<7/5, esta nueva descomposicion permite una mayor holgura

en la busqueda de ¢. Pongamos ¢ =1/2 . En este caso:

(> +1) =f—2 (> -1) =% (2) =1
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La eleccion de 7 es vélida, porque (3 1/25)2 <(25/16) y (3 1/25)2 <(25/9),y

tenemos lo siguiente:

L _289 L, 15376 . _ 8649

T 625 15625 15625
En COHSGCUGI’ICia:
. 336 , 249 . 6976
625 15625 155625

La reduccién a comiun denominador nos lleva a otra solucion entera formada por
los nimeros 8400, 249 y 6976.
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Abstract

Starting from general considerations on mathematical experiments implemen-
ted by computer, the present experimentalization of Mathematics is acknow-
ledged. Some elementary geometrical examples are exposed, and the paper
concludes with a short study of results experimentally obtained examining and

graphically interpreting the transcendental equations sin(1/ x)=0 and sin(1
/sqri(x’+y°)) = 0.

Introduccion

En un extenso e interesante documento publicado hace algunos afios en Internet
por el Centro para la Matematica Experimental y Constructiva de la Universidad
canadiense Simon Fraser (www.cecm.sfu.ca/organics/vault/expmath) se exponian
unas consideraciones generales, muy acertadas a nuestro juicio y que a continua-
cion reproducimos, sobre la influencia de la aparicion del ordenador en la evolu-
cion de la ciencia matematica, manifestando que los filésofos han venido distin-
guiendo normalmente a ésta de las ciencias fisicas, desarrolladas experimental-
mente en el mundo real/, dejando a los matematicos desenvolverse mas o menos
dentro del mundo abstracto de la mente. Esta situacion ha servido bien a los ma-
tematicos durante milenios. Pero con su aparicion, el ordenador ha comenzado a
cambiarla. Porque nos ha proporcionado, siguen diciendo las referidas considera-
ciones, la “capacidad de contemplar nuevos e inimaginablemente vastos panora-
mas, creando mundos matemadticos que hubieran permanecido inaccesibles a la
mente humana no ayudada. Sin embargo, ese acceso tiene un precio: Muchos de
esos mundos, por ahora, s6lo pueden conocerse de manera experimental. El orde-
nador nos ha permitido, por ejemplo, volar a través de enrarecidos dominios de
espacios hiperbolicos, o producir miles de millones de digitos del nimero ®. Aho-
ra bien, experimentar un mundo y comprenderlo son dos cosas muy diferentes.
Guste ello o no, el mundo del matematico se esta experimentalizando. Y los orde-
nadores del futuro prometen la exploracion de mundos ain més desconocidos...”
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Experimento (del latin experimentum, y griego melpo, experiencia) se define
en un diccionario anglosajéon como “cualquier accion o proceso emprendido para
descubrir algo que todavia no se conoce o para demostrar algo ya conocido”. Esta
es una definicion de gran amplitud, y aqui debemos limitarnos al aspecto matema-
tico.

Toda experimentacion requiere agente experimentador y medios o instrumen-
tos para experimentar. El agente experimentador en la ciencia matematica es la
mente humana, y sus medios e instrumentos han evolucionado hasta el momento
presente, en que surge la informatica ( “Computer Science” ), disciplina rectora
del funcionamiento de los ordenadores, que como instrumentos de experimenta-
cion matematica superan en determinadas posibilidades y prestaciones (por ejem-
plo: visualizacion, velocidad de calculo y dibujo, precisiéon numérica) a lo logrado
anteriormente.

Para un usuario normal con inclinacién matematica, el campo de visualizacion
y/o posible experimentacidn es fundamentalmente la pantalla de su ordenador. En
ella se reflejaran sus célculos, programas, representaciones geométricas, etc. La
estructura y caracteristicas de una pantalla actual de ordenador ha necesitado
desarrollos tecnoldgicos muy notables para alcanzar el grado de versatilidad y
posibilidades hoy logrado, que permite disponer de una red de “pixels” de gran
densidad (1024 por 768 es hoy una definiciéon comtin de pantalla, ya muy supera-
da) Es evidente que nunca podra identificarse el concepto de pixel con el indefi-
nible e irrepresentable concepto estricto de punto geométrico, al cual ya Euclides
atribuyd la carencia de extension, pero no es menos cierto que la miniaturizacion
del pixel lograda por la tecnologia informdtica permite conseguir en pantalla gra-
dos de representabilidad y precision suficientes para muchisimas aplicaciones
tedricas y practicas.

El gran progreso logrado en la creacion de software especifico para la realiza-
cion de una enorme diversidad de finalidades y aplicaciones imaginables ha pro-
ducido la aparicion de lenguajes y programas concebidos especialmente desde un
punto de vista adecuado a cada finalidad y aplicacion. Lo que aqui nos interesa
son los programas o sistemas de interés matemadtico general, cuya interfaz de
usuario los hace utilizables en principio para el aprendizaje y la experimentacion
en diversos niveles, accesibles a un colectivo de personas que creemos ya muy
numeroso y que juzgamos aumentara en un futuro inmediato de manera llamativa,
a medida que se incremente el nivel medio de la educacion matematica.
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1 Sistema y programa informatico

Para la realizacion de los célculos y graficos de este trabajo utilizamos el progra-
ma “Graphing Calculator”, en su version 3.2, propiedad de Pacific Tech, U.S.A.,
1119 Ward St., Berkeley, CA 94702. Su “Home Page” en Internet es la siguiente:
http://www.PacificT.com/. En ella y sus subdivisiones se puede ver informacion
detallada sobre las capacidades operativas del referido programa.

Existe un manual “on line” sobre las instrucciones basicas y funcionamiento
del referido programa, cuyo autor es Tim Erickson, y puede lograrse por medio de
la compafiia propietaria del programa.

Es pertinente hacer constar que dicho programa admite el uso de dos variables
adicionales funcion de las cartesianas x ey, que son r=sqrt(x*+y”) y O=arctan(y/x),
que permiten el uso de coordenadas polares.La repeticién de figuras en casos de-
terminados, p.ej. al representar senx+seny=1 es consecuencia de la consideracion
de la periodicidad de las funciones circulares.

2 Calculos numéricos

La introduccion, en notacion normal, de la instruccidn para un determinado calcu-
lo, determina la realizacidén inmediata del mismo.

3 Temas geométricos

Al inscribir la expresion de un objeto geométrico, el programa intenta su repre-
sentacidn grafica. Existe la posibilidad de superponer figuras. Por ejemplo, si qui-
siéramos tener en un mismo cuadro la representacion de todas las funciones circu-
lares y las hiperbolicas del primer cuadrante del plano euclidiano, podriamos rea-
lizar un grafico como el siguiente, que figura a continuacion, en el que se han
incluido los graficos de todas las funciones circulares e hiperbdlicas que se sittian
en la zona contigua al origen de dicho primer cuadrante dotado de coordenadas
cartesianas rectangulares, asi como la bisectriz del primero y tercer cuadrantes,
constituyendo en conjunto la Figura 1.

Si en otro supuesto, nos interesase averiguar el punto fijo de la funcion secante
hiperbolica de x , es decir: y = sech x, representariamos dicha funcién y al pro-
pio tiempo la bisectriz y = x del primero y tercer cuadrantes, cuyo punto de inter-
seccion con tal funcion, valorado con el cursor, nos daria el punto fijo buscado,
que satisface la ecuacion sech x = x del punto fijo interesado, que en este caso es
unico (Figura 2).
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Consideremos ahora el caso de funciones con infinitos puntos fijos. Por defini-
cion de punto fijo, se comprende que dichas funciones han de poseer infinitos
puntos de cruce o tangencia con y=x, bisectriz de los cuadrantes primero y terce-
ro. Tomemos la funciéon y = x + sen 7x ; en este caso la grafica es la de la FIGU-
RA 3, en la que se puede apreciar que los puntos fijos obtenidos son los términos
de la sucesion doblemente infinita siguiente:

....(-n,-n),...,(-3,-3), (-2,-2), (-1,-1), (0,0), (1,1), (2,2), (3,3),...,(n,n),...

que representa el conjunto Z. de los nimeros enteros.

% -2
Y. -2
o
B B -4 -2 7 4 B 3
..................................................................................... o 1 [N O S N O S S O
Al
Figura 3

Existen muchas otras funciones con infinitos puntos fijos, por su propia natu-
raleza. Un ejemplo peculiar es la funciéon y =x . sen(x) , cuyos puntos fijos son
todos los de tangencia con la bisectriz del primero y tercer cuadrantes. Hemos
representado dicha funcion en la Figura 4, juntamente con los puntos de tangencia
sefialados por la ecuacion que iguala a uno la derivada de la funcidn, es decir:
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(x.cosx + senx) = 1. Los puntos de tangencia del primer cuadrante son:
(n/2, w/2), (5r/2, 51/2), (9n/2, 91/2), (131/2, 131/2),...., como se comprueba con
el cursor valorado del programa.

W 2042035224833
Vv 2['42']3_5_224833 ............................................................................

14+

10+

=/ | I__= | I\=E=7= | =\I'I=III= =1= ='Iiﬁlf il =2=EII IIESI

Figura 4

Otros casos de infinidad de puntos fijos se presentan en las espirales, tanto en la
espiral de Arquimedes, cuya ecuacion en coordenadas polares es p =ad, como en las
espirales hiperbdlicas, de ecuacion p=a /¢ (a0, -cc<p <0, 0 <P < o),y loga-
ritmicas, de ecuacion: p=a eMkd) (1) (a>0, -0 < ¢ <oo) Estas dos ultimas
tienen ambas un punto asintdtico en el origen, al cual se acercan indefinidamente
los puntos fijos originados por la trayectoria de las curvas al cruzar la bisectriz.
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4 Ecuaciones trascendentes: sen( 1/x ) =0, y sen(1/sqrt(x*2+y”*2))=0

La ecuacidn que iguala a cero la funcion sen(1/x) representa un lugar geométrico
que aparece trazado en la Figura 5 y consiste en una configuracion asintotica de
rectas paralelas al eje Oy, cuyas intersecciones con la parte positiva del eje Ox ,
calculadas como de costumbre con el cursor valorado del programa, resultan ser:

es decir, los valores:

1/, 1/2r, 1/3n, 1/4n, 1/5m,1/6m,

0,318309886...
0,159154943...
0,106103295...
0,079577471...
0, 063661977...
0,053051647...

04 0.3 0.7 001

Figura 5
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y los valores opuestos negativos, en la parte negativa del eje Ox. Ello estad de
acuerdo con la solucién de la ecuacidn trascendente sen (1/x) =0 antes referida, en
la que tomando arco-senos de sus dos miembros, resulta:

(1/x)=arcsen0= 0, tkr, {k=1,2,3,...... }
y, en consecuencia,
x=0, £(1/m), 2(1/2r),x(1/3m),....... ,(1/km)*t....

que, con la exclusion del cero, para cuyo valor no esta definido el primer miem-
bro, son las infinitas soluciones de la ecuacion planteada, observandose la coinci-
dencia con los valores numéricos obtenidos. La ampliacidén automatica del grafi-
co y la utilizacidn ulterior del cursor valorado para las abscisas siguientes a las
halladas, hasta el limite visual de resolucion de la pantalla del ordenador nos per-
miten comprobar la permanencia de la ley que rige la evolucién de los valores de
dichas abcisas, autorizdndonos a concluir que estamos ante la representacion fisi-
ca factible de una sucesion numérica de Cauchy de término general 1/km, k =
1,2,3,...,cuyo limite es cero. Si considerasemos la funcién (3), y=sen(m/Xx),
los puntos de interseccion, prescindiendo del caso x = 0, tendran como abscisas,
con sus respectivos signos:

1,1/2,1/3,1/4,1/5,1/6,...... , 1 /n,. ...

términos de la serie armonica, cuyos numero y suma pueden ser mayores que
cualquier nimero imaginable por grande que €ste sea; es decir, son infinitos. No
es necesario advertir que esto nos sitda ante una faceta de lo infinito (o indefini-
do), cuya presencia en la matematica “ constituye un reto insoslayable” (2)

Una generalizacion de sen(1/x) = 0 es la expresion

sen [ 1 /sqrt(x*2+y”*2)] =0

que nos da la gréfica de la figura 6, juntamente con la bisectriz y =x :
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Figura 6

La apariencia geométrica a primera vista de esta figura es la de un conjunto de
circunferencias concéntricas en el origen, en numero no evidente, con radios de-
crecientes a partir del primero de ellos, cuyo valor resulta ser de 0,318309886...,
es decir : 1/m . Si, con ayuda de los recursos del programa, incluida la ampliacion
adecuada de escalas de los ejes Ox y Oy, determinamos el valor numérico de las
abscisas y ordenadas de las intersecciones de las sucesivas circunferencias con
dichos dos ejes, obtenemos sucesiones de valores que coinciden exactamente con
la sucesion de Cauchy encontrada anteriormente al representar la expresion
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sen(1/x)=0 en la Figura 5, es decir, la sucesidon cuyo primer término es 1/xt, y el n-
¢simo 1/nm, que tiende a cero al crecer indefinidamente n. Podemos, en conse-
cuencia y por analogia a lo anterior, decir que estamos ante la representacion fisi-
co-geométrica factible de una sucesion infinita de circunferencias cuyos radios
siguen la ley: 1/krm (k=1,2,3,.....). Sucede que el programa ha solucionado la
ecuacion que ha producido la Figura 6. Pues tomando como antes arco-senos de
los dos miembros, obtenemos:

1/ sqrt(x2+y2) =arc sen 0 = 0, m, 27, £3m, ........ +nm.....

expresion de infinitos términos por la periodicidad del seno, y de la cual, prescin-
diendo del cero, se deduce para cada término del segundo miembro la posibilidad

(Y2

de despejar “y”. Por ejemplo:
1sqrt(x* +y) = — 1/n*= > +y* -y = sqrt(l/m*- x*)

La ultima de estas es precisamente la ecuacion de la semicircunferencia supe-
rior de la circunferencia de radio méximo, 1/, de las que componen la Figura 6.
De manera idéntica se hallaria la ecuacion de cualquiera otra de dichas circunfe-
rencias.

Queda asi puesto de relieve el poder de expresion grafica de la férmula genera-
lizada, que no debe enjuiciarse como “el seno de una funcién de dos variables”,
sino como la anulacion de una funcioén circular, cuyo argumento no tiene necesa-
riamente que ser un angulo en grados o un arco en radianes, pudiendo ser, con-
forme a la definicidn analitica de las funciones circulares, simplemente un nimero
real del intervalo (-e0,00). Recordemos que la region de convergencia de las series
potenciales del seno y coseno es x| <oo

Con respecto al enfoque sobre puntos fijos de la figura 6, hemos de tener en
cuenta que no se trata de una funcion, sino de un conjunto de infinitas funciones,
cada una de las cuales tiene sus puntos fijos en los correspondientes cruces con la
bisectriz y=x, faciles de calcular, conocidos los radios y el angulo, n/4, de la bi-
sectriz.Su expresion general sera por ello: (1 /nm)(sqrt(2)/2), n=(1,2,3,...).

Admitiendo que en las condiciones expresadas, la fébrmula generalizada repre-
senta el referido conjunto infinito de circunferencias, vamos a considerar éste
como un objeto matematico ideal coherentemente definido, que designaremos por
C, conjunto de puntos que cumplen:

40



C={(x,y)eR* :x*+y'=p>, p=1/nt n=1,2,3, ...... )}

Indagando las caracteristicas y naturaleza de este objeto matematico, construido
realizando un proceso de caracter experimental, vemos en primer lugar que las
circunferencias que lo componen se obtienen a partir de la primera, de radio
1/m, por una serie de transformaciones homotéticas de centro el origen, que ad-
quiere asi el claro caracter de punto asintotico, manifestado por la sucesion de los
radios.

Llamemos ¢, (n=1,2,3,...) a las circunferencias de radios respectivos
r=1/nmt (n = 1,2,3,....). La ley de formacion de los radios sucesivos serd que cada
r se formara multiplicando el anterior 1,; por (n-1)/n, lo cual determinara que
sea 1, <1, , decrecimiento monotono hacia cero de acuerdo con la sucesion ya
mencionada. Asi pues, el conjunto infinito de las circunferencias resulta ser nu-
merable y construible mentalmente mediante el producto de 1/n por el siguiente
producto de factores:

(1/2)(2/3)(3/4)(4/5)(5/6)(6/T). v (n-1)/n....... ~1/n,

algoritmo que cuando n tiende a e es un producto infinito cuyo limite es cero.

Aspecto de C digno de atencion es el de que las transformaciones homotéticas
que llevan desde c¢; hasta c, , por tener el mismo centro forman grupo; (4)
igualmente sucede con el resto de las transformaciones que componen C, es decir
que estamos ante un grupo infinito de transformaciones homotéticas. Para com-
probar el cumplimiento de las condiciones de existencia de grupo, teniendo en
cuenta las razones variables de homotecia: Y2, 2/3, %,...(n-1)/n.... que determi-
nan cada circunferencia en funcion de la anterior, basta recordar que la ecuacion
genérica de una homotecia H centrada en el origen, de razén k es (5):

)6 D0)-)

Asi como que la matriz inversa de la transformacion es:

1/k 0
0 1/k

y el elemento unidad neutral es la matriz 2x2 unidad.
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Esta circunstancia permite intentar el calculo de la suma de las longitudes de
todas las circunferencias de la Figura que nos ocupa es la de conocer la sucesion
de sus radios. La suma de los radios es :

I/m+ 127+ 13+ 1/4n+ 1/5t+ 1/6T0+ ..........
es decir,
A/m)(1+12+13+1/4+1/5+1/6+.......... )

pero la suma del paréntesis es la suma de la serie armdnica, es decir, infinito; lue-
go también sera infinito la suma de las longitudes de todas las circunferencias en
cuestion, que resulta multiplicando la Gltima expresion por 2x. Ahora bien, si pre-
tendemos calcular la suma de las areas de los circulos determinados por todas las
circunferencias referidas, multiplicaremos la suma de los cuadrados de los térmi-
nos de la expresion pendltima  por m,y separando el factor comun
1/m, obtenemos, sumando:

(I/m)A+1/4+1/9+1/16+1/25 +............ +1/m*+.....)

pero, dado que la suma de la serie entre paréntesis es (7*/ 6) (6 ), concluimos
que la suma buscada de las areas de los circulos vale /6 = 0,523598775..., canti-
dad finita en evidente y paradojico contraste con la infinitud de la suma de las
longitudes de las circunferencias que limitan dichos circulos, segin acabamos de
ver.

Intentando precisar otro aspecto de la naturaleza de la Figura 6, entendemos
que ofrece marcadas caracteristicas de figura fractal. Recordemos que B. Mandel-
brot no ha querido dar una definicion precisa del vocablo “fractal”, para que la
definicion dada no excluya “ciertos conjuntos que uno preferiria considerar in-
cluidos” (7).

Sefialemos pues, sin intencion exhaustiva, las siguientes caracteristicas de C :

1) La evidente autosemejanza (autohomotecia) de sus elementos componentes, las
circunferencias ¢, .

2) El proceso indefinido (infinito) de construccion de la Figura, similar al de frac-
tales clasicos, como el conjunto ternario de Georg Cantor o la curva de Helge von
Koch.

3) Invariancia ante el cambio de escala grafica. Esta circunstancia se comprueba
usando el mecanismo o proceso automatico para ampliacion o reduccion simulta-
nea de las escalas de los ejes Ox y Oy, que incorpora el programa “Graphing
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Calculator”, version 3.2, y constatando que los radios de las circunferencias grafi-
cadas son siempre los mismos, es decir, los términos de la sucesion de los radios.

4) Representar, con similitud a lo que sucede con otros fractales, el conjunto de
puntos del plano que son soluciones de una determinada ecuacion. En este caso la
ecuacion

sen (1/sqrt(x” + y*)) =0

Esta ecuacion viene a ser asi una justificacion de la existencia matematica de la
Figura 6. Como dicen Peitgen, Jiirgens y Saupe (8) , “desde este punto de vista,
los fractales pueden considerarse como extensiones de la Geometria tradicional,
de igual modo que los niimeros irracionales pueden concebirse como extensiones
de los numeros racionales que resuelven determinadas ecuaciones”.
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Abstract

In this article we study a interesting particularization of a method that be-
longs to Monte-Carlo procedures in order to evaluate definide integrals.
Several illustrative examples are included.

Introduccion

En los trabajos anteriores [1]-[3] se estudiaron tres métodos tipo Monte-Carlo
(M.C.) para calcular de forma aproximada la integral definida

b
1= j f(x)dx. (1)

El primer método, denominado M.C. geométrico, esta basado en la interpreta-
cion geométrica de la integral (1) como el area bajo una curva junto con la inter-
pretacion frecuencialista de la probabilidad.

El segundo método, denominado M.C. de la altura media, estd basado en la
representacion de (1) a través de sumas tipo Riemann y en las propiedades de la
media muestral como buen estimador de la media poblacional. Como se verd mas
adelante, el método que estudiaremos en este trabajo estd fundamentado en la
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aplicacion del M.C. de la altura media a una representacion integral adecuada de
(D.

El tercer método, denominado M.C. basado en funciones de densidad, tiene
cierta similitud con el que estudiaremos en este trabajo en el sentido de que esta
basado en una representacion apropiada de (1) que requiere la introduccioén de una
funcion de densidad.

El objetivo de este breve trabajo es enriquecer las aportaciones de los anterio-
res, estudiando una particularizacién interesante de [2], aunque las ideas pueden
extenderse a los métodos dados en [1] y en [3]. Los fundamentos estadisticos que
se requieren en el desarrollo que sigue pueden encontrarse en [1]-[3].

1 Particularizando el método Monte-Carlo de la altura media
El método se basa en aproximar (1) mediante

b—a

I(N) = N

> (Fx)-gx )+ [gd @

donde {Xi }N

_, son N valores independientes (obtenidos via simulacién) de una
variable aleatoria (v.a.) X uniforme en [a,b]: X o Un( [a,b]) y g(X) es una

funcion que satisface las siguientes condiciones:

Cl gx)=f(x) , ‘v’xe[a,b].

b
C.2. J. g(x)dx es computable analiticamente.

Es decir, la propuesta del método estd fundamentada en sustituir una funcion
f(x), la cual no se sabe integrar, por otra funcion g(X) que la aproxima bastante

bien sobre el intervalo de integracion (condicion C.1.) y cuya integral sobre dicho
intervalo si es calculable (condicion C.2.).

Aunque la expresion (2) nos pueda parecer artificial, en realidad se trata de una
particularizacién del M.C. de la altura media aplicado a primera integral (ya que
la segunda, si sabemos calcularla segin C.2.) del miembro derecho de la siguiente
representacion de la integral (1):
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1= [feodx = [(E(x)-g()dx+ [gx)dx. @)

Desde el punto de vista estadistico el método funciona porque el estimador utili-
zado:

T=(b-a)(f(X)—g(X)+ [g00dx . XeUn(fab]) @
tiene la siguiente propiedad fundamental
E[T]= (b - a)E[f(X) - 2]+ [[e(x)dx
= (b-a) [[(F(0) - (x)) —

) b—a
= .[f(x)dx:l

b
dx + j g(x)dx

i.e., la media del estimador 1 dado por (4) es precisamente la integral cuyo valor
deseamos calcular. En consecuencia como la media muestral es un buen estima-
dor de la media, la expresion (2), aproximard bien a (1).

Ademas, obsérvese que la varianza del estimador es
Var|I|= (b -2)> Var[f(X) - g(X)]
y si se exige la condicidn C.1., se tendra la siguiente propiedad deseable:

Var[f(X) - g(X)]= 0 = Varll|z 0

2 Aplicacion al calculo de integrales definidas

En este apartado se desarrollaran varios ejemplos con objeto de ilustrar como se
lleva a la practica el método descrito.

Ejemplo 1. Es bien sabido que la siguiente integral no es calculable aplicando la
regla de Barrow al no conocerse una primitiva del integrando

2

I, = J:e_zdx
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Para construir la aproximacion de I, a través del M.C. estudiado, tomaremos co-

mo aproximaciéon g(x) de f(x)=exp(—x"/2) el desarrollo de Taylor de orden
cuatro

cuya integral si sabemos evaluar:

1 103

x)dx =—,

Jg(dx =
por tanto, aplicando (2) podemos tomar como estimacion
< L. x?  x? 103 N
L(N)=— e 2 —|1-——+—" 1|+ ,1X: ., € X o< Un(]0,1])1indep.
(N) NZ{ [ : 8)} 0 ° ik ([0.1]) indep

en la tabla 1 tomamos N =10 y obtenemos

f (10)= -0.05424126821 s 103 _ 08520092065
: 10 0

este valor puede compararse con el que obtiene Derive® al aproximar I, por el
método determinista de los trapecios: I, = 0.8556243918.

Del mismo modo que hicimos en [1]-[2], podemos programar con Derive” el
calculo de esta integral (y facilmente generalizar el proceso) para cualquier N . A
continuacion damos la rutina basica particularizada para N =1000 . Obsérvese
que las lineas 4 y 5 pretenden mejorar el resultado promediando las aproximacio-
nes finales:

#1:G(x) : =TAYLOR (" (-x"2/2) ,x,0,4)

#2:Y(n) :=8" (-0.5 (ABS (RANDOM VECTOR(1,1))n/n)”"2) -

G (RANDOM VECTOR(1,1))n/n

#3:(1/1000)*SUM(Y (n),n,1,1000)+INT(G(x),x,0,1)

#4:Z (m) :=((1/1000) *SUM(Y (n) ,n,1,1000)+INT(G(x),x,0,1)*
m) /m

#5:SUM(Z (m) /10, m,1,10)
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que proporciona la aproximacion: 0.8502267137 .

Simulacion ; Vv, :exp(—xf/Z)—(l—xiz/2+xi4/8)

1 0.5744827687 -0.00071899224

2 0.9085190132 -0.01060008712

3 0.8353277490 -0.00650118301

4 0.7978474231 -0.00497200270

5 0.9243058653 -0.01171451458

6 0.9700232673 -0.01549266878

7 0.2206409413 - 2.389117408-10°(-6)

8 0.6458383624 -0.00143617860

9 0.7176009900 -0.00267075471

10 0.4321013710 -0.00013249736
10
D v, =-0.05424126821
i=1

Tabla 1. Célculos basados en la simulacion para el ejemplo 1.

Ejemplo 2. Aproximemos ahora la integral

I, = J:\/1+X2dX

cuyo valor exacto si conocemos: I, =O.5(«/§+1n(1+«/§))§1.147. Como

aproximacion g(x) de f(x)=+1+x’ tomaremos el desarrollo de Taylor de
orden dos

\/1+X2 _—1+—1X2— (X) ) X<1,
g
2

cuya integral es:

! 7
Jgedx =,

como antes, por (2) la estimacion del método es
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i=1

N 2
Tz(N):§Z+/1+Xf —(1+X2i j}+% . 1x, ilil e X o< Un([0,1])indep.

Ahora la aproximacion la realizamos con Derive” obteniéndose

1,(1000) = 1.160095501

a partir de la siguiente rutina:

#1:G(x) :=TAYLOR(SQRT(1+XA2) ,X,0,2)

#2:Y (n) :=sqgrt (1+ (ABS (RANDOM_VECTOR(l, 1) )n/n) *2) -

G (RANDOM_VECTOR (1,1))n/n

#3:(1/1000) *SUM(Y(n),n,1,1000)+INT(G(x),x,0,1)

#4:Z(m) :=((1/1000) *SUM(Y(n) ,n,1,1000)+INT(G(x),x,0,1)*
m) /m

#5:SUM(Z (m) /10, m,1,10)

El resultado se mejora aumentando el orden de la aproximacidon de Taylor, aunque
el tiempo de calculo es notablemente superior.
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Abstract

In this work have integrated the Hamburg matrix with the structure of linear
space and the number theory. As a consequence we can present a method
based on the algebraic geometry to resolve certain type of cubic equations.

Introduccion

La matematica lejos de ser una disciplina unitaria y autocontenida tiene aplica-
ciones en las ramas del saber mas dispares. Estas aplicaciones pasan por la biolo-
gia, la ingenieria, la Fisica, la Quimica, la psicologia etc. Sin olvidar la medicina.

En este articulo mostramos la relacidon que existe entre la matematica y ciertos
test psicoldgicos de instruccion, concretamente, los test de atencidon que se pasan a
los escolares con edades comprendidas entre 8 y 10 afios.

Si bien la parte de la matematica que mas se utiliza en psicologia es la estadis-
tica, en el test de atencidn de Peters, Jammeram y Argelander se descubre una
inusitada relacion entre dos ramas de la matematica bien diferenciadas, de una
parte la estructura de espacio lineal, y de otra, la disciplina reina de las matemati-
cas: la teoria de ntimeros.

El test de atencion para escolares mas antiguo es el test de Bourdon. En él se
presenta un texto al alumno de forma que éste tiene que tachar una serie de letras
fijadas de antemano. Después esta el test de Hamburgo que pasamos a describir.

Se dispone de una coleccién de simbolos colocados unos tras otros formando
una secuencia que se repite. Cada grupo que se repite se dispone en un conjunto
de filas de una determinada longitud. La longitud de la fila puede ser mayor o
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menor que la longitud de la estructura que se repite. Se trata de que el alumno
coloque la secuencia en las filas hasta donde sea posible.

Esta tarea, que puede resultar trivial para una persona adulta, no es ni mucho
menos tal cosa para un escolar.

Seguidamente mostramos un ejemplo para una longitud de la secuencia de p=4
y una longitud para cada fila de “n=7" (numero de columnas de la matriz)

A B X C A4 B X

C 4 B X C A B
X C A B X C 4
B X C A B X C

Designamos este tipo de matrices con el nombre de matrices de Hamburgo.

1. Algunas propiedades de las matrices de Hamburgo

1.1 El periodo caracteristico de una matriz de Hamburgo

En toda construccioén de esas caracteristicas llega un momento en el cual la se-

cuencia que se repite vuelve a adoptar la posicion inicial. El namero de filas

transcurridas hasta que eso ocurre constituye el periodo caracteristico de la matriz.

En el ejemplo anterior, T=4 y la relacién que proporciona el periodo en fun-
2 o e

cion de los parametros “p” y “n” (respectivamente longitud de la secuencia y nu-
mero de filas) viene a ser:

T=m.cm(p,n)/n

. 669 €e_ 9

Notemos que si “p” y “n” son primos entre si ,entonces el periodo caracteristi-
co es T=p.

Esta expresion para el periodo puede mirarse, fijado el valor de “p”, como una
aplicacion del conjunto IN de los niimeros naturales en un subconjunto de IN
mo-dificando la variable natural, es decir, modificando el numero de columnas.

Aparece entonces una funcién periddica cuyo periodo no debe confundirse con
el caracteristico ya que el periodo de estas funciones es idéntico al pardmetro “p”.

La primera de estas funciones, la mas simple, la designamos f(2,n) es del tipo:
F(2,n):IN—{1,2} corresponde a una secuencia que se repite de longitud dos. Y
viene dada explicitamente por:
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1,si,n,es, par

2,si,n,es,impar

f(2,n)={

En el grafo de esta funcion puede apreciarse claramente el periodo(el periodo
caracteristico oscila entre los valores de uno y dos)

NN

1 2 ] 4 L &

~
Lo O e ¥ T T L

Figura 1%: Representacion f(2,n)

(Y92

A medida que el parametro “p” va creciendo se van obteniendo funciones pe-
riddicas cada vez mdas complejas. Notemos que todas estas funciones estan aco-
tadas superior e inferiormente. Para p=3 tenemos una funcién del tipo:

l,si,ne {3m}m:1,2,3...
3,si,n¢ {3m}m=1,2,3

f(3,n)={

F(3,n) esta acotada ,también lo esta f(4,n) solamente que ahora esta ultima fun-
cion tiene el aspecto: (En general f(p,n) esta acotada superiormente por el parame-
tro “p”)

I,Si, ne {4m}m:1,2....

f(4,n) =1 2,si,ne {2 + 4m}m:0 12,
4,si,ne {1+2m}, 012,

Seguidamente mostramos los grafos de f(3,n) y f(4,n) en los dos casos se trata
de funciones del tipo: f(3,n):IN—{1,3} y f(4,n):IN—>{1,2,4}.
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3.5
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z
1.5 z
1
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. 0
1 2z 3 4 5 & 7 &8 o 4 c g 10
Figura 2%: Representacion de f(3,n) Figura 3": Representacion de f(4,n)

1.2 Propiedad de invariancia de la suma de las columnas

Para una matriz de Hamburgo de clase (p,n) si estos nimeros son primos entre si
entonces los elementos de cada columna suman una cantidad invariante en el su-
puesto de una matriz con coeficientes en el cuerpo de los nimeros reales.

Esta propiedad se observa a simple vista y es mucho mas dificil demostrarla
que ponerla de manifiesto. Por ejemplo, para una (3,4) el invariante es “a+b-+c”.

a b ¢ a
b ¢ a b
c a b c

La idea estriba en que las columnas de la matriz son una seleccion de permuta-
ciones ordinarias de esos elementos y todas las permutaciones suman lo mismo.

1.3 La estructura de espacio lineal que subyace

El conjunto de las matrices de Hamburgo de clase (p,n) que designamos H(p,n)
guarda las operaciones lineales. La suma de dos matrices de la misma clase vuel-
ve a ser otra matriz de la misma clase y lo mismo ocurre para multiplicacidén por
escalares. De esta forma el conjunto {H(p,n),+,X} tiene estructura de subespacio
lineal del conjunto de las matrices de orden Txn.

Consideremos un elemento de H(p,n) y consideramos el conjunto de los sim-
bolos de la secuencia que se repite y ponemos nuestra atencion en la matriz que
resulta de sustituir un simbolo por la unidad, y el resto igualamoslos a cero. Si se
procede de forma analoga para cada simbolo se obtiene un sistema de generadores
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para el subespacio H(p,n). Consideremos a modo de ejemplo una Hamburgo de
clase (3,4). La matriz general toma la forma:

A B C 4
B C A B
C A B C

Debemos notar que esa matriz estd en la envolvente lineal de un conjunto de
matrices que constituyen una base para el mencionado subespacio.

1 0 0 1)/(0O 1 O 0)(O O 1 O
H34)=L{0 0 1 OL/1 0 O 1,0 I 0 O
01 0 0){0O O 1 O0){1 0 O 1

Se puede demostrar que ese sistema de generadores es a su vez un sistema li-
bre,es decir, linealmente independiente con lo cual es una base para el subespacio
y ademads tenemos el resultado general:

dim j {H (p,n)+x}=p

1.4 Un enunciado de imposibilidad

No existen matrices de Hamburgo cuadradas salvo el caso trivial de p=n=1. La
demostracion se raliza por el método de reduccion al absurdo. La prueba es ana-
loga a la que se realiza para demostrar que raiz de dos es irracional.

Si la matriz es cuadrada, entonces se cumple la relacion:

T'=n—>mcm(p,n)= n’

Sea entonces d=m.c.m(p,n), entonces existen numeros p’y n’que satisfacen la
relacion p=dp” n=dn” con m.c.d(p'n")=1(primos entre si). De otra parte se sabe
que m.c.m(p,n)xm.c.d(p,n)=pn, por consiguiente se cumple que:

nzxdzpn%dnzp%p'zdn'(d;tl)
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Se llega al resultado absurdo de que un nimero es multiplo del otro y simulta-
neamente son primos entre si.

2. Larelacion entre la estructura lineal y la teoria de nimeros

2.1 Elrango de una matriz de Hamburgo de clase (3,2)

Consideramos una Hamburgo de clase ya indicada en el epigrafe. El rango de la
matriz tiene una interpretacion en términos lineales, el rango es la dimension del
espacio lineal que generan los vectores columna. Asi es:

Xy X1y
Rang| z x|=dimp L{| z |,| x
y z Y)\2

Los vectores son linealmente dependientes (sistema ligado) si los numeros
X,y,z satisfacen un sistema no lineal de tres ecuaciones con tres incognitas:

2 _ 2 _..2 _
X =yz,y" =xz;z" =Xy

Sumando miembro a miembro se encuentra una ecuacion que puede resolverse

(Y}

para “z” por ejemplo. Se trata de una ecuacién de segundo grado dada por:

z? —z(x+y)+x2 +y2 —xy=0

La solucion para esta ecuacion conduce al hecho de que para que z sea real se
precisa que el discriminante sea igual o0 mayor que cero y eso unicamente aconte-
ce para la solucion trivial x=y=z = pardmetro arbitrario:

x+yi\/(x+y)2 +4xy —4x° —4y°
z =
2
Existe otro punto de vista geométrico de tratar el problema. La solucion puede
mirarse como la interseccion de dos superficies. Para cada valor del parametro A

tenemos un punto de tangencia entre las superficies. Se trata por tanto de la inter-
seccion entre una familia de superficies.
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Para el valor del pardmetro igual a la unidad es x=y=z= inverso de la raiz cua-
drada de tres.

Figura 4*: Interseccion con A=1

2.2 El rango de una matriz de Hamburgo de clase (3.4)

Consideramos una Hamburgo de clase como en el encabezamiento. El rango de la
matriz es a lo sumo tres y es inferior a tres si los niumeros x,y,z verifican una de-
terminada ecuacidn cubica.

Se trata de una ecuacion de tercer grado con tres incognitas que admite la solu-
cion trivial que se observa a simple vista x=y=z (rango unidad).

El propésito de esta seccion reside en comprobar que existen soluciones distin-
tas a la trivial. Para ello es oportuno citar a A.O. Guelfond y su libro sobre teoria
de nimeros. En él se apunta que para ecuaciones en niumeros enteros con dos in-
cognitas siempre es posible responder a la pregunta sobre la existencia de una
cantidad finita o infinita de soluciones. En cambio, para ecuaciones con mas in-
cognitas (como es nuestro caso) y de grado superior al segundo solamente se pue-
de responder a la pregunta en casos muy particulares. La parte original de nuestro
articulo reside en la exposicion de un método que si permite hallar soluciones a
una gamma suficientemente extensa de ecuaciones cubicas.
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Puesto que la ecuacion cubica representa geométricamente una superficie en el
espacio, el contexto del problema que se trata puede clasificarse en la rama de la
matematica conocida como geometria algebraica. Y como ademads se utiliza un
microordenador para determinar las soluciones, el mencionado contexto se en-
marca en la geometria algebraica computacional.

X y z X

3

Rangly z x y|<3—>xXx +y3+23—3xyZ=0

zZ X y z

En general investigamos soluciones en el campo de los nimeros reales y se
procede inicialmente considerando valores no nulos de las variables con lo cual se
tiene:

Se tiene entonces la ecuacion del plano a+b+c=3 en el espacio{(a,b,c)}. Se
procede hallando una de las ecuaciones paramétricas. Una de ellas puede ser:

(a,b,c) = (3,0,0) + A(0,-3,3) + 1(=3,0,3)

Entonces las ecuaciones paramétricas de nuestra superficie se escriben en fun-
cion de los dos parametros en la forma:

2 2

2
2=z 3 =345 =34+ w)
xy

vz Xz

La técnica algebraica que se utiliza consiste en efectuar un corte de la superfi-
cie por un plano Z=Zo constante, para proseguir resolviendo el sistema que tiene
por solucion general una curva interseccion de la superficie con el plano. Final-
mente se pegan de forma continua todas las curvas para obtener el acabado final
constituido por la superficie solucion de la cubica.

Dado que el método es laborioso se comprende la necesidad de utilizar un or-
denador para realizar el cometido que nos hemos propuesto.
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2.2.1 Solucion trivial con base en el primer cuadrante

Las ecuaciones anteriores pueden contemplarse como las ecuaciones de tres coni-
cas, dos parabolas y una hipérbola con sus respectivos grafos en el primer cua-
drante para ciertos valores de los parametros:

2
y=——"—;u<l
3zy(1-p)

Representa la ecuacion de una parabola hacia arriba en el plano XY con su eje
coincidiendo con la parte positiva del eje de ordenadas. De otra parte tenemos:

y=4/3zx4; 1 <0

Esa ecuacion representa una parabola con su grafo en el primer cuadrante y
con su ¢je coincidiendo con la parte positiva del eje de abscisas.

Finalmente tenemos la ecuacion de un hipérbola con su grafo en los cuadran-
tes uno y tres que viene dada por:

2

- % __.usa
3(u—|Ax “>

y

En este primer caso se define un recinto en el plano {(|A|,.t)} donde los para-
metros pueden tomar valores, es decir, los valores permitidos para los parametros
que en este caso son los pertenecientes al conjunto R={(|A|,u)/u<1,,u>A|}

Se prosigue utilizando el método de igualacion, primera conica igual a la se-
gunda conica igual a la tercera. Si asi se procede se encuentran los siguientes va-
lores para la variable x:

x =3z |40 - p)*;x = z, /313/(/1 — ‘/1‘)2‘/1‘

De esta igualdad surge una nueva ecuacion que relaciona los parametros.Esa
ecuacon puede resolverse para el pardmetro W como funcién del pardmetro |A|
resultando una solucion correspondiente a una ecuacién de segundo grado siendo
el pardmetro U la indeterminada.
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1+ A £ (= |Al) = 4/27]2
(1= ) (u = |A) =1/27)A) = u(2) = A \/( ‘2‘) 2714)

Con ayuda de un programa como mathematica podemos representar el discri-
minante de esa ecuacion y determinar el dominio de definicion de la funcion p(A).

Esencialmente el discriminante presenta dos raices 1/3 y 4/3 de tal forma que
el dominio de definicion es D={|A|=1/3,0,|A|>4/3}

0.2 +
D.; }l,.'
o1 Jrf s
-Q.Z I|

-0.3 |

0.4

1] o.5 1 1.5 z

Figura 5% Discriminante en funcion de |A|. Raices 1/3 y 4/3

Escribimos la funcién p(A) en una forma mucho mas facil de manejar para
nuestros propdsitos, en la forma:

u) =1+ 1 (0)/2

Ahora desarrollamos un razonamiento algebraico que conduce a la conclusion
de que unicamente existe solucidn trivial con base en el primer cuadrante.

Sea p<l1. Entonces la expresion que va con el signo mas es: (1+A[+f(A))/2<1
que implica que |A[+f(A)<1 desigualdad que se cumple si |A|=1/3 pero deja de
cumplirse si |A[>4/3. De otra parte la expresion que va con el signo menos es
(1HA-f(A))/2<1 que implica que |A|<l+f(A) que se cumple si el modulo de
lambda es igual a 1/3 pero deja de cumplirse para la segunda condicidn, efectiva-
mente si |A|>4/3 entonces los dos miembros de la siguiente igualdad son positivos.

|A|-1<f(A) entonces deberia conservarse la desigualdad al elevar al cuadrado, esto
es:
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(A=1F < r(A* = (A -1) <(A]-1) —4274)

Desigualdad que resulta imposible.

Sea u>|A| entonces tenemos la demgualdad (IHAEf(X)>2|A|—=1E£f(A)>[A|la
expresidon que va con el signo mas se cumple si el valor del pardmetro es 1/3 pero
deja de cumplirse si la magnitud del parametro supera los 4/3 dado que se halla la
misma desigualdad absurda que en el apartado anterior. Finalmente la expresion
que va con menos se cumple igualmente si |A|=1/3 pero deja de cumplirse en el
otro caso pues al ser f(A) positiva y |A|>4/3 la suma |A|+f(X) nunca podra se infe-
rior a la unidad.

Resumiendo, los parametros unicamente pueden tomar valores discretos,
|M|=1/3 y u=2/3 por lo tanto se genera un objeto de dimensioén uno en el espacio,
es decir, la recta correspondiente a la solucion trivial.

E / E /
& =
4 4
P— P—
z z
L:: s é:; .
1] o
0 1 z 3 4 0 1 z 3 4
Figura 6": Representacion Zo=1 Figura 7%: Representacion Zo=2

2.2.2 Existencia de soluciones no triviales con base en el segundo cua-
drante.

Para estudiar este caso consideramos tres conicas con sus respectivos grafos en el
segundo cuadrante, asi en primer lugar tenemos:

2

y= iy
3z,(1-p)
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Esta conica es idéntica a la considerada en la seccidn 2.2.1. De otra parte cam-
bia la conica siguiente que ahora es una pardbola con su grafo en el segundo cua-
drante y su eje coincide con la parte negativa del eje de abcisas.

Y =4—34z,x;4>0;x<0

Finalmente tenemos una hipérbola con su grafo en los cuadrantes 2 y 4 y viene
dada por:

2

Zy
B ycp
Y3+

Ahora el recinto donde pueden tomar valores los parametros viene dado sim-
plemente por R={(A,u)/u<—A} donde esta condicién contiene la primera que apa-
rece en la primera conica.

Procediendo por el método de igualacion, de la igualdad entre la primera y
segunda cénica, y de la igualdad de la segunda a la tercera se hallan los siguientes
valores de x.

x =323 A0 - 1)* ;x ==z, /33 UA + p)*

De aqui se desprende la ecuacion que liga los pardmetros y también la funcion
que expresa el pardmetro mi como funcién del pardmetro lambda. Esta funcién es
en esta ocasion distinta a la hallada en el apartado 2.2.1 y esta definida para todo
valor del pardmetro mayor o igual que cero.

(1= )A+u)==1/274 — u(A) = [1—/11\/(1”)2 +4/(272))/2

Se comprueba trivialmente que la solucidon valida es la que va con el signo
menos. Ahora podemos determinar las ecuaciones paramétricas de nuestra super-
ficie con base en el segundo cuadrante. Se observa que al existir una dependencia
funcional entre los pardmetros (ahora ya no toman valores discretos sino conti-
nuos)se genera un objeto de dimensién dos en el espacio.
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x = =323 M= (D)) v = 32, A0 = (D)) 32 = 2,

De donde a través del programa Mathematica se comprueba que efectivamente
existen soluciones para un rango de la matriz de Hamburgo inicial igual a dos.
Seguidamente mostramos el programa que conduce a la solucion:

F[t_]=Sqrt[(1+t)2+4/(27¢)]
G[t_]=(1-t-F[t])/2

H[t_]=t(1-G[t])*2

ParametricPlot3D[{-3 z H[t](1/3), 3 z Sqrt[t H[t]"(1/3)],2}, {t,10°(-6),1},{2,0,2}]

Figura 8" Solucion no trivial con base en el segundo cuadrante

2.2.3 Existencia de soluciones no triviales con base en el tercer cua-
drante.

Ahora la primera cdnica difiere de las presentadas en los casos anteriores pues
tiene su grafo en los cuadrantes 3 y 4. Se trata de una parabola invertida con su eje
dado por la parte negativa del eje de ordenadas.

2

Y=g o~
3(1= )z,

La segunda conica es de nuevo una pardbola con su eje coincidiendo con la
parte negativa del eje de abcisas.
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y=—y—-3Az,x;4>0;x<0

La tercera conica es una hipérbola con su grafo en los cuadrantes uno y tres y
viene dada por:
2
Zy
y=——"—3A4+u>0
3(A+ w)x’

Ahora el recinto donde toman valores los pardmetros viene dado sencillamente
por la condicion “u>1".y el resultado de proceder via el método de igualacidon
produce los siguientes valores de x:

x==3z AN A= u)f ;x=—2, /33 U4+ u)

CC 29

De la igualdad de esos valores de se desprende una ecuacidon que satisfa-
cen los parametros y que producen la funcmn buscada de u(A).

274U - DA+ ) =1— u(d) = [1 —/Ii\/(l +A) + 4/(27/1))/2

Se comprueba que la solucion valida ahora, en contrapartida al caso anterior,
es la que va con el signo mas, de donde sin mas las ecuaciones paramétricas de la
solucién con base en el tercer cuadrante son:

(A) = =32, A1 = (D)3 y(A) = —%WM(I —u(A)) 5z =

Ahora las instrucciones en Mathematica difieren apreciablemente del caso
anterior aunque el discriminante sea el mismo, cambia el signo de la funcion f]t].

F[t_]=Sqrt[(1+t)"2+4/(27t)]
G[t_J=(1-t+F[t])/2
H[t J=t(1-G[t])*2
ParametricPlot3D[{-3z t]"(1/3),-3z Sqrt[ t H[t]*(1/3)],z},{t,10"(-6),1},{z,0,10}]

Como siempre el techo de la superficie tiene su base en algin cuadrante y en
este caso es en el tercero. Es muy importante utilizar la instruccién del punto de
vista que incorpora Mathematica para poder observar la solucion con distintas
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perspectivas. Puede hallarse una vision mas exacta de la solucion modificando los
valores de los pardmetro que en las instrucciones anteriores con ty z.

Figura 9*: Solucién no trivial con base en el tercer cuadrante.

2.2.4 Existencia de soluciones no triviales con base en el cuarto cua-
drante

La primera cénica es una parabola invertida con su grafo en el semiplano y<0.

2

y=——4>1
3z,(1- )

La segunda cénica es otra parabola con su grafo en el cuarto cuadrante con su
eje coincidiendo con la parte positiva del eje de abcisas (la orientacion de la para-

bola).
y= —1/3zox‘/1 x>0,4<0

La ultima cénica es una hipérbola (como siempre) con su grafo en los cuadran-
tes dos y cuatro.

y=2z; /3= |Ax; e <[4
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El recinto donde toman los valores los pardmetros es en este caso el mas com-

plejo de todos los tratados hasta ahora, es:R={(|A|,n)/u>1,u<|A|}. Como es cos-
tumbre se procede por el método de igualacion hallandose los siguientes valores
para la coordenada x.

xX= 3ZOW;)€ =2,/33 W(/u B ‘/1‘)2

Igualando esas cantidades se tiene la ecuacion que satisfacen los pardmetros:

(U=~ 1) =1/Q7A) = u(2) = (1 +[A] % \/ (1-|Al) - 4/(27\/1\))/2

Lo importante ahora es que son validas ambas soluciones, tanto la que va con
el signo mas como con el signo menos. Consecuencia de ello es que la superficie
solucion a la cubica tiene dos hojas, una para cada signo.

De esta forma las ecuaciones paramétricas tienen una doble lectura:

x(D) = 323 = e () 3 9(8) = =3z AR A0 = . (D 3200 = =,

No vamos a escribir todas las instrucciones de Mathematica porque se siguen
facilmente de las ya mencionadas en el texto, nos limitaremos a presentar las dos
soluciones para la cubica con base en el cuarto cuadrante.

9 ¢

Figura 10°.Hoja que va con”+” Figura 11°.Hoja que va con”-
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Conclusiones

Para finalizar decir que queda por demostrar lo que en principio se introdujo a
modo de conjetura: el periodo caracteristico de una matriz de Hamburgo.

En lo referente a la existencia de soluciones no triviales se puede decir que en
el primer cuadrante Unicamente hay solucion trivial porque los parametros Unica-
mente pueden tomar valores discretos de tal forma que se genera un objeto de
dimension uno en el espacio. Por el contrario, si uno de los parametros es una
funcion continua del otro como ocurre en los cuadrantes 2,3 y 4 se genera un ob-
jeto de dimension dos en el espacio.

Hay que decir que el método utilizado es potente, versatil y ambivalente debi-
do a que a través de €l puede abordarse el problema general:

ax3+,8y3+yz3+@cyz:0

Para terminar nada mejor que mostrar en breves palabras la esencia del método
seguido. Asi la ecuacidn general de una superficie se escribe en la forma
f(x,y,z)=0. Se corta la superficie por un plano constante Z=Zo y se resuelven las
ecuaciones del tipo f(x,y,z0)=0 que son curvas para cada valor de la altura de cor-
te.Después se pegan de forma continua todas esas curvas para obtener el resultado
final de la superficie.
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Abstract

In this paper the reception of Einstein’s Theories of Relativity in Spain is
analyzed, from its 1905 seminal articles to his 1923 visit. From Spanish aca-
demic point of view, it was Mathematics and mathematicians (not Physics
nor physicists) who should take care of Einstein and his contributions... al-
though reality was not that clear at last. In order to clarify these ideas, the
significant role played by Blas Cabrera and José M Plans is remarked.

1. Introduccion

La “confirmacién”, en noviembre de 1919, de que los rayos de luz cambian de
direccion en presencia de campos gravitaciones (una de las “predicciones” de la
Relatividad General presentada en 1915), convirtié a Albert Einstein en la figura
mas importante de la Ciencia mundial en las primeras décadas del siglo XX... y la
mas reclamada y aclamada desde entonces en todos los paises occidentales.

En Espaiia, el ambito de las relaciones cientificas con el extranjero no pertene-
cia, en lineas generales, a las Universidades, sino a dos instituciones mas jovenes
y dinamicas, cuyas actividades las llevaban a cabo universitarios... al margen de
la Universidad: la Junta para Ampliacion de Estudios e Investigaciones Cientifi-
cas (radicada en Madrid y dependiente del Ministerio de Instruccion Publica) y el
Institut d’Estudis Catalans (creado desde la Diputacion de Barcelona). De ellas
llegard en abril de 1920 la primera iniciativa para que Einstein visitase nuestro
pais y, en ambos casos y conjuntamente para las dos entidades, el primer interlo-
cutor serd Julio Rey Pastor.
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Por la indole de sus ocupaciones cientificas (Geometria y Analisis) el Catedra-
tico de Analisis Matematico de la Universidad Central no habia prestado especial
interés por las teorias de la Relatividad. Sin embargo, desde Leipzig, durante su
estancia en Alemania en “delegacion de la Junta” acordada el 29 de enero de ese
afio!, el matematico riojano escribia al “Estimado profesor” Einstein el 22 de

abril?:

Como le informé durante mi visita, he comunicado al Institut d’Estudis Cata-
lans y a la Junta para Ampliacion de Estudios en Madrid (las dos instituciones mds
importantes para la alta cultura y la investigacion cientifica en Espaiia) que no es
imposible que si se le invita usted pueda hacernos el honor de visitarnos.

Las invitaciones mas concretas las realizaran Santiago Ramoén y Cajal, en tanto
que Presidente de la Junta, el 6 de julio de 1920, y Esteban Terradas Illa, Catedra-
tico de Actistica y Optica de la Universidad de Barcelona y responsable de la Sec-
cion de Ciencias Fisico-Matematicas del Institut, el 1 de marzo de 1921. Sin em-
bargo, la cada vez mas apretada agenda del sabio aleman le impediria aceptar am-
bas invitaciones hasta febrero de 1923. De hecho, Julio Rey Pastor, a los efectos
de la visita de Einstein, no existid. Era nuestro matematico mas brillante; el mas
internacional; sabia alemdan... pero estaba fisicamente en Argentina en aquellos
momentos.

Por otro lado, teniendo en cuenta la disciplina académica que daba nombre a su
Catedra en Madrid (“Fisica Matematica”), el cientifico que debia haber jugado el
papel principal en la recepcidn en Espaiia de la Relatividad de Einstein y al propio
sabio aleman era Pedro Carrasco Garrorena. De hecho, en 1914 ya habia imparti-
do un Curso en el Ateneo de Madrid de titulo “La Teoria de la Relatividad”, pero
sus investigaciones y trabajos publicados, esencialmente sobre cuestiones astro-
némicas, seguiran otros caminos. De entre ellos, el mas proximo al tema que tra-
tamos se publicaria en 1918, en el Tomo XVII de la Revista de la Real Academia
de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales: “Nuevo método para medir la velocidad
de la luz. Determinacion de algunas constantes fisicas, que dependen de la medida
de pequefios intervalos de tiempo”. Pero tampoco le corresponderd a Pedro Ca-
rrasco el honor de ejercer de anfitridén principal.

1 Memoria correspondiente a los avios 1920 y 1921, p. 72. Madrid: Junta para Ampliacién de
Estudios, 1922.

2 Carta citada por Sanchez Ron (2005), pp. 23-24. Aparece reproducida en Kormos, D. et al.
(eds.): The Collected papers of Albert Einstein, Vol. 9, pp. 527-529. Princeton University Press.
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Parece, por tanto que el estudio de la recepcion de las teorias relativistas (desde
el punto de vista de la Matematica) a partir de 1905 y hasta la visita de Einstein a
nuestro pais en 1923, requiere cierto estudio mas alla de lo que pareceria inmedia-
to. Vamos con ello.

Julio Rey Pastor (1888-1965) y Pedro Carrasco Garrorena (1883-1968).

2. La Matematica espaiiola entre 1905 y 1923

Cuando Albert Einstein escribe sus articulos seminales de 1905, la Matematica
espafiola comenzaba a dar unos timidos pasos hacia su encuentro con la que se
practicaba en los paises de nuestro entorno europeo, mucho més avanzada. Reina-
ba, en gran medida, un espiritu regeneracionista consecuencia del “desastre de
1898”; y existia cierto cobijo institucional tras la creacion del Ministerio de Ins-
truccion Publica en 1900 y la reforma de los Planes de Estudio.

La investigacién matematica, de existir, debia hacerse en el Unico centro
universitario en el que podia estudiarse el Doctorado: la Facultad de Ciencias de la
Universidad Central de Madrid, una Facultad donde nadie se habia apercibido

69



entonces de los trabajos de Einstein y, mucho menos, de la trascendencia que iban
a tener. En todo caso, los Catedraticos de la Seccion de Exactas eran entonces:

Luis Octavio de Toledo y Zulueta (Analisis Matematico 1° y 2°; Analisis Su-
perior -Doctorado, acumulada-)

José Maria Villafaiié y Viiials (Analisis Matematico 1°y 2°)

Cecilio Jiménez Rueda (Geometria Métrica; Complementos de Algebra y
Geometria -acumulada-)

Miguel Vegas y Puebla-Collado (Geometria Analitica)

José Andrés Irueste (Elementos de Calculo Infinitesimal)

Faustino Archilla y Salido (Geometria de la Posicion)

Eduardo Torroja y Caballé (Geometria Descriptiva; Estudios Superiores de
Geometria -Doctorado, acumulada-)

Eduardo Leon y Ortiz (Astronomia Esférica y Geodesia)

Francisco Ifiiguez e Iiiiguez (Astronomia del Sistema Planetario -Doctorado-)

José Ruiz Castizo y Ariza (Mecanica Racional)

José Echegaray y Eizaguirre (Fisica Matematica -Doctorado-)

Realmente, en esos momentos todavia era practicamente nula la contribucién ori-
ginal de nuestros matematicos, y los mas productivos, como Zoel Garcia de Gal-
deano, se encontraban en universidades de provincias.

Julio Rey Pastor serd el primer joven matematico al que los catedraticos de las
generaciones precedentes, los que se han venido en llamar “sabios” e “interme-
dios”, concederan el honor de equipararse a ellos en la capital: Licenciado en
1908, al “joven y dindmico” doctorando (y luego Doctor) le concederan la catedra
de Andlisis Matematico en la Universidad de Oviedo en 1911, como transito fugaz
hasta traerlo a Madrid en 1913; pondran en sus manos el futuro de la investigacion
matematica en nuestro pais creando, para que €l lo dirigiera, el Laboratorio Semi-
nario Matematico de la JAE (1915); lo auparon a la gloria institucional eligiéndo-
lo Miembro de Numero de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Natu-
rales (1917); y lo enviaron a la América espafiola (1917) dentro del programa de
misiones culturales organizadas por la JAE con la Institucion Cultural Espariola
de Buenos Aires.

En todo caso, en el momento de la venida a Espafia de Einstein, la relacion de
Catedras quedaba como sigue:

Luis Octavio de Toledo y Zulueta (Analisis Matematico 1° y 2°; Andlisis Su-
perior -Doctorado, acumulada-)
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Cecilio Jiménez Rueda (Geometria Métrica; Complementos de Algebra y
Geometria -acumulada-)

Julio Rey Pastor (Andlisis Matematico 1° y 2°; Elementos de Calculo Infinite-
simal -acumulada-)

Miguel Vegas y Puebla-Collado (Geometria Analitica; Estudios Superiores de
Geometria -Doctorado, acumulada-)

José Ruiz Castizo y Ariza (Mecanica Racional; Complemento de

Célculo Infinitesimal -acumulada-)

Faustino Archilla y Salido (Geometria de la Posicion)

José Gabriel Alvarez Ude (Geometria Descriptiva)

Francisco Ifiiguez e Ifiiguez (Astronomia Esférica y Geodesia)

José Maria Plans y Freyre (Mecanica Celeste -Doctorado-)

Pedro Carrasco Garrorena (Fisica Matematica -Doctorado-)

Ahora bien, la pregunta es ;Cuantos de ellos estaban preparados para entender a
Einstein? ;Cudantos o cudles se dedicaron a estudiar y difundir su obra? Para res-
ponder a esas preguntas, por el caracter de las Teorias de la Relatividad, a caballo
entre la Fisica y la Matematica, junto a los Catedraticos de la Seccion de Exactas
mas proximos al mundo de la Relatividad, también debemos dar entrada aqui a
varios Catedraticos formalmente “de Fisica”. En conjunto (ademas de un Julio
Rey Pastor que no tendria que hacer muchos esfuerzos adicionales a su de por si
solida formacion) serian: Pedro Carrasco Garrorena (Fisica Matematica), Jos¢ M*
Plans y Freyre (Mecanica Celeste), Julio Palacios Martinez (Termologia) y, sobre
todo, Blas Cabrera Felipe (Electricidad y Magnetismo).

3. La tarea de difusion de Blas Cabrera Felipe

El mas importante de todos los fisicos dedicados a la Matematica de la Relativi-
dad, y el primero en escribir un tratado al respecto, con caracter de ‘libro de tex-
to’, fue el Catedratico de Electricidad y Magnetismo de la Universidad Central y
Académico de Ciencias Blas Cabrera Felipe. El libro, de titulo Principios funda-
mentales de Analisis Vectorial en el espacio de tres dimensiones y en el Universo
de Minkowski, aparecio publicado por partes entre 1912 y 1913, como coleccion
de articulos con los usuales ‘(continuard)’ en los Tomos XI y XII de la Revista de
la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales. En 1996, y en colabo-
racion con el Profesor F. Gonzalez de Posada, tuvimos el honor de editar su pri-
mera version conjunta, con un denso “Ensayo introductorio”, como Vol. II-2 de
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las “Obras Completas™ de Blas Cabrera que, desde 1995, viene publicando Ami-
gos de la Cultura Cientifica.

Como escribiamos alli, se trata de un libro de actualidad para la época; podria-
mos decir, incluso, que de suma actualidad, o muy avanzado para la época, mas
aun si tenemos en cuenta su condicion expresa de libro de texto. No puede caber
la menor duda acerca de que, como maximo, podrian desarrollarse en otras uni-
versidades europeas niveles mas o menos proximos.

A finales de 1908 puede considerarse que tiene ya una cierta difusion la teoria
de la Relatividad Especial, formulada matemdaticamente con sentido analitico en el
marco del espacio-tiempo o ‘mundo absoluto’ de Minkowski. Dado que, como
muy tarde, Cabrera concibid y escribio este texto en el afio 1911, y que en €l se
tratan con soltura los temas relativos a tensores, Relatividad restringida y espacio
de Minkowski, puede afirmarse que la tradicional distancia docente de Espaifia
respecto de los principales centros universitarios europeos habia sido rebajada
drasticamente por Cabrera, en esos momentos y por lo que al campo de la Relati-
vidad se refiere, con su obra.

En 1914 publica “Aplicacion a la Fisica de la Geometria de las cuatro dimen-
siones”, texto de la conferencia dictada el 28 de marzo de ese afio en el Instituto
de Ingenieros Civiles. Aqui se ocupa del que denomina “aspecto geométrico de la
teoria de la relatividad”, una teoria matematica (con palabras suyas) que parecia
en un principio sin utilidad practica pero que permitiéo engendrar un cuerpo de
doctrina de ldgica impecable. Y, en 1917, aparece ;Qué es la Electricidad?,
libro propiamente “de Fisica” que retne un ciclo de conferencias dictadas en la
Residencia de Estudiantes en el mes de enero, y a partir del cual si puede decirse
que Cabrera ha asumido completamente las tesis de la Relatividad Especial de
Einstein.

Una vez “corroboradas” experimentalmente las predicciones de Einstein al finali-
zar 1919, Cabrera paso a convertirse en el cientifico espafiol que mejor entendio las
implicaciones generales para el conocimiento humano que aportaba la Relatividad
General de Einstein, asi como el mas entregado de sus divulgadores. Asi, en la Fa-
cultad de Filosofia y Letras de la Universidad de Buenos Aires, y tan pronto como
el 4 de noviembre de 1920, diréd (y quedara escrito):

La teoria de la relatividad se ha constituido en bien escaso tiempo como una cons-
truccion de logica intachable [ ...] ha surgido como la unica posibilidad para resol-
ver contradicciones fundamentales entre nuestra concepcion del mundo y la expe-
riencia [ ...] tiene por base el postulado de invariancia absoluta de las leyes natura-
les [...] Esta invariancia supone atribuir a las leyes naturales el cardcter de verda-

72



des absolutas, que parece en contraposicion con el principio filosofico de la relati-
vidad del conocimiento, que en ultimo andlisis ha sido el incentivo del pensamiento
de Einstein.

En 1923, como preparacion de la llegada de Einstein a Espaifia, recopila en un li-
bro, de titulo Principio de Relatividad, las lecciones y conferencias impartidas
entre 1920 y 1923 en el Ateneo de Madrid, en la Sociedad Cientifica Argentina,
en la Facultad de Ingenieria de la Universidad de Cordoba (Argentina) y en la
Facultad de Ciencias de Madrid. Pero el subtitulo que le afiade explica su conteni-
do: “Sus fundamentos experimentales y filoséficos y su evolucion histérica”, y es
que, para esos momentos, la divulgacion en Espafia de la Matematica implicita en
la Relatividad la estaba realizando ya otro ilustre maestro, Jos¢ M? Plans.

Blas Cabrera Felipe (1878-1945) y José M“ Plans Freyre (1878-1934).

4. La contribucion de José M* Plans Freyre

Efectivamente, en los afios veinte, el cientifico espafiol que mejor difundié la Ma-
tematica relativista fue José M? Plans. Su primer trabajo fueron unas “Notas sobre
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la trayectoria de los rayos luminosos en el campo de un centro gravitatorio segin
la teoria de Einstein”, publicadas en 1920 en el Volumen 18 de los Anales de la
Sociedad Espariola de Fisica y Quimica.

Sin embargo, el verdadero punto de partida de su contribucién debemos bus-
carlo en el Tema n° 1 (Seccion de Ciencias Exactas) de la convocatoria de Premios
ofrecidos en 1919 por la Academia de Ciencias: “Deducciéon matematica de las
modificaciones imprescindibles en los teoremas y formulas principales de la Me-
canica general, racional o tedrica, a consecuencia del cambio o cambios esenciales
que, por causas o hechos perfectamente comprobados, puedan tener alguna o al-
guna de las leyes fundamentales de aquella Ciencia”. La Memoria presentada por
Plans, de titulo Nociones fundamentales de Mecanica relativista, resultdé premiada
en la sesion del 22 de diciembre de 1920, y se publicaria en 1921. Aunque la ma-
yor parte estaba dedicada a la Relatividad Especial, los dos ultimos capitulos tra-
taban cuestiones de Relatividad General.

Anadlogo éxito tuvo Plans en la convocatoria de premios de 1922, cuyo Tema n°
1 era “Necesidad del Célculo diferencial absoluto. Exposicion de los principios
fundamentales y de las més importantes aplicaciones del mismo”. La Memoria, de
titulo Nociones de calculo diferencial absoluto y sus aplicaciones, resultd premia-
da en la sesidn del 30 de enero de 1924, publicandose ese mismo afio. Se centraba
en el tratamiento de la Geometria Riemanniana en tanto que teoria matematica
necesaria para explicar la Relatividad General, cuestion que también se estudiaba
en la Memoria.

A los pocos meses, el 18 de mayo de 1924, Plans leia su Discurso de ingreso en
la Academia, titulado “Algunas consideraciones sobre los espacios de Weyl y de
Eddington y los ultimos trabajos de Einstein”.

Pero quizé el rasgo mas destacado de Plans es su intento de “crear escuela”, en
este caso en el campo de la Relatividad, frente a la tradicidon individualista tan
espafiola de pensadores y divulgadores aislados. Lo hizo desde el Laboratorio y
Seminario Matemdtico de la Junta, desde su condicioén de Director de “Trabajos de
Investigacion™.

Bajo la direccion de José M?* Plans, Pedro Puig Adam realizé durante el curso
1920-1921 estudios matemadticos en el Laboratorio sobre algunos problemas rela-
tivistas, (limitados al &mbito de la Relatividad Especial) que constituyeron la base
para su Tesis Doctoral3. Estos fueron:

3 Puede verse Memoria correspondiente a los afios 1920 y 1921, p. 200. Madrid: Junta para
Ampliacién de Estudios, 1922.
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1. Estudio del movimiento rectilineo general de un punto en los diversos ca-
sos de integrabilidad y, en particular, cuando la fuerza es funcién de la ve-
locidad; con aplicacion al movimiento en un campo de fuerzas constante
con resistencia de medio proporcional al cuadrado de la velocidad.

2. Estudio del movimiento general de un punto sobre una linea y aplicacion
al movimiento sobre una circunferencia en un campo constante

3. Otra aplicacidn del estudio anterior: curva braquistocrénica en Mecanica
relativista.

4. Estudio del movimiento general de un punto sobre una superficie esférica
en un campo constante.

JUNTA PARA AMPLIACION DE ESTUDIOS £ INVESTIGACIONES CIENTIFICAS

PUBLICACIONES DEL LABORATORIO ¥ SEMINARIO MATEMATICO

Toso 1V. — Memoria 3

RESOLUCION DE ALGUNQOS PROBLEMAS
ELEMENTALES EN MECANICA RELATI-
VISTA RESTRINGIDA

POR

PEDRO PUIG ADAM

Pedro Puig Adam (1900-1960) y la portada de su Tesis Doctoral.

La Tesis, de titulo “Resolucion de algunos problemas elementales en Mecénica
relativista restringida”, aparecié impresa por primera vez en 1922, en el Tomo XX
de la Revista de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales. A los
pocos meses, en 1923, se editdo también como Memoria n° 3 del Tomo IV, de las
Publicaciones del Laboratorio y Seminario Matematico.
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También bajo la direccién de Plans, durante 1922, Lorenzo Martinez Hernan-
dez trabajo en el Laboratorio sobre Calculo diferencial absoluto, pero dedicandose
especialmente a las aplicaciones a la Hidrodindmica®.

5. Los matematicos espaiioles ante la visita de Einstein

El 8 de enero de 1923 tomaba posesion Blas Cabrera como Presidente de la Socie-
dad Espariola de Fisica y Quimica. Pero no era la Relatividad un tema que les
resultase propio a nuestros fisicos y quimicos en los meses a caballo entre 1922 y
19235. Dos eran sus ocupaciones primordiales en aquellos momentos: cientifica-

mente, el caudal de trabajos que presentaban los quimicos, especialmente Enrique
Moles y sus colaboradores desde el Laboratorio de Investigaciones Fisicas; insti-
tucionalmente, la organizacioén de la Federacion Espaiiola de Sociedades Quimi-
cas (también animada por Moles). Ni siquiera Einstein les honrara con su presen-
cia cuando visite Espafia. Y es que los fisicos interesados en cuestiones relativistas
debian pedir cobijo en otro mundo cientificamente préximo: el de los matemati-
COS.

Nuestra comunidad matematica, concretada en la Sociedad Matemdtica Espa-
fiola, si prestd atencion y prepard la venida de Einstein con esmero®. Ya en la se-

sion del 4 de marzo de 1922 daba cuenta Emilio Herrera (ingeniero militar que
seria Vicepresidente de la SME) de “una dificultad que le ha sugerido el estudio
de la teoria de la Relatividad”, participando en la discusion consiguiente el Padre
Pérez del Pulgar y “principalmente” el fisico Julio Palacios. El tema se siguid tra-
tando con motivo de la visita de Hermann Weyl, en la sesion del 1 de abril de ese
aflo, quien “hizo atinadas observaciones” al resumen de la problematica planteada
por Pérez del Pulgar y Herrera: por su interés, las discusiones cientificas al respec-
to de los cientificos espafioles continuaron en la sesion del 6 de mayo.
Transcurridos varios meses y nuevas sesiones de la SME, el tema de la Relati-
vidad volvid a surgir con fuerza el 3 de febrero de 1923 una vez confirmada la
venida de Einstein, participando en las discusiones el Padre Enrique de Rafael,
Pedro M? Gonzélez Quijano, Blas Cabrera, Julio Palacios y Emilio Herrera, y

4 Puede verse Memoria correspondiente a los cursos 1922-3 y 1923-4, p. 265. Madrid: Junta
para Ampliacion de Estudios, 1925.

5 Puede seguirse la vida institucional de la Sociedad Espafiola de Fisica y Quimica en esos
aflos a partir de la Seccién “Crénica” de sus Anales de la SEFyQ.

6 Todos los datos que siguen los hemos recogido de la Seccidon “Cronica” de la Revista Mate-
mdtica Hispano Americana, a lo largo de 1922 y 1923.
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emplazandose todos a nuevas sesiones en las que se diera forma precisa a las cues-
tiones que debian preguntarse al fisico aleman cuando visitara la Sociedad.

Las nuevas sesiones cientificas se celebraron los dias 20 y 22 de febrero de
1923, y en ellas participaron, ademds de Emilio Herrera y Julio Palacios (sus prin-
cipales animadores), José M? Plans, Blas Cabrera, Enrique de Rafael, Tomas Ro-
driguez Bachiller, Manuel Lucini, Vicente Burgaleta, Fernando Pefia, Juan Lépez
Soler y Pedro M?. Gonzélez Quijano.

Einstein en la Facultad de Ciencias de la Universidad Central, 1923.7

7 Sentados, de izquierda a derecha: Miguel Vegas (Geometria Analitica), José Rodriguez Ca-
rracido (Rector), Albert Einstein, Octavio de Toledo (Decano) y Blas Cabrera (Electricidad y Mag-
netismo). De pie: Edmundo Lozano Rey (Zoologia), José M? Plans (Mecénica Celeste), José Madrid
Moreno (Histologia Vegetal y Animal), Eduardo Lozano (Acustica y Optica), Ignacio Gonzélez
Marti (Fisica General), Julio Palacios (Termologia), Angel del Campo (Espectroscopia), Honorato
de Castro (Cosmografia y Fisica del Globo). Notese que no estan Rey Pastor (Andlisis Matematico),
Alvarez Ude (Geometria Descriptiva) ni Carrasco Garrorena (Fisica Matematica).
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La visita de Einstein al mundo especifico de los matematicos tuvo lugar con
motivo de la celebracion en el Laboratorio y Seminario Matemdtico de una Sesion
de la Sociedad Matemdtica Espariola®:

Fue una reunion intima, pero acaso es mas interesante desde el punto de vista cien-
tifico y provechoso para los concurrentes de cuantos actos se celebraron durante la
estancia de dicho eminente profesor en Esparia, pues en instructiva conversacion, a
guisa de Seminario matemdtico, estuvo aclarando las dudas y resolviendo las difi-
cultades que se le propusieron referentes a su Teoria de Relatividad.

Y no mucho mas cabria destacar, en lo que a los cientificos espafioles se refiere, a
la hora de determinar quiénes demostraron entender la obra de Einstein y quiénes
publicaron trabajos de investigacion o divulgacion sobre ello. Si resultaria obliga-
torio extenderse, analizando su contribucién en ambos campos (comprension y
divulgacién), con dos fildésofos: José Ortega y Gasset y Xavier Zubiri Apalategui.
Pero excederiamos los propositos de este trabajo.
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Abstract

This paper highlights the significance of the visual representation in the
process of mathematical concept construction, as an alternative of induc-
tive way. Furthermore, Methodological suggestions are given based on the
visual representation for the construction of the limit concept.

1 Consideraciones sobre la ensefianza-aprendizaje del concepto de limite

En la comunidad matematica actual es comun oir que el concepto de limite es uno
de los mas dificiles de comprender o interpretar por el alumno por su gran nivel de
abstraccion. Su propio proceso historico de formalizacion asi lo avala si tenemos en
cuenta que hubo que esperar casi doscientos afios desde que en las obras de Newton
y Leibniz se esbozaran las primeras ideas, ain ambiguas y poco rigurosas.

Es, por tanto, 16gico pensar que desde el punto de vista didactico constituya una
meta dificil de alcanzar. Lo que usualmente se discute es cual de las dos caracteri-
zaciones: la que emplea el lenguaje € — 0 o la que emplea sucesiones, es mas ven-
tajosa para definir el concepto de limite, es decir, el problema didactico a resolver
se confunde con lo que pudiéramos llamar metas de formalizacion del concepto y
esto no es lo principal, sino el conjunto de procedimientos didacticos necesarios
para su asimilacion. Es aqui donde radica la principal dificultad para el docente.
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Para el alumno, el lenguaje en el que se formula la definicion en términos de

99 ¢

“para todo...”, “existe...”, que no puede obviarse, resulta muy complicado.

Muchos conceptos matematicos, fundamentalmente geométricos, tienen una
representacion “concreta” pero para los de limite e infinito, que van aparejados,
no existe tal posibilidad. Los preconceptos que puede tener el alumno en relacion con
ellos se acercan a ideas imprecisas de proximidad, el sentido de la palabra en el len-
guaje natural distorsiona el sentido matematico de la nocion de limite, las ideas de lo
infinito se refieren mas a la cantidad que a otra cosa, es por ello que el papel de las
abstracciones aqui es primordial. Segun Sanchez (1987) las abstracciones mas comu-
nes en Matematica en relacion con el infinito son: la abstraccion de la “realizacion
potencial” y la de “el infinito actual”; estas son esenciales para la elaboracion del con-
cepto de limite pues permiten al sujeto imaginar curvas que se aproximan cada vez
mas a una recta aunque su trazado sea imposible por limitaciones materiales y de
tiempo, conjuntos de niimeros totalmente acabados, etc. Sin embargo, estas conside-
raciones raramente se tienen en cuenta en la actividad docente.

Desde el punto de vista metodoldgico los conceptos se pueden clasificar como:
objeto, operacion y relacion. Aunque se plantea que el de limite es un concepto de
relacion, no aclara cuales son las relaciones que se establecen, cuéles son los entes
que se vinculan. Al respecto, de forma preliminar, éstas pueden ser interpretadas
de la manera siguiente:

- Desde el punto de vista geométrico la relacién de “cercania” o “aproximacion”
se da entre un punto del plano y una curva (el grafico de la funcidn) si el limite es
puntual, o entre una recta del tipo y =1 (1 € R) y el grafico de la funcion, en el
caso del limite al infinito.

- Desde un punto de vista conjuntista la relacion se establece entre dos conjuntos
de niimeros, que a su vez tienen su interpretacion geométrica: un conjunto unita-
rio (el nimero que representa al limite) y el conjunto de los valores funcionales.

Tomar en cuenta estas consideraciones, debe conducir al profesor a elaborar
procedimientos didacticos que muestren al alumno la necesidad de precisar y
formular sin ambigiiedad los términos “cercania” y “proximidad”, términos estos
de fuerte componente geométrico. En este sentido es importante que el alumno
logre una representacion geométrica del concepto de limite que les permita, dar
contenido al mismo y reconocer intuitivamente la existencia o no del limite en un
punto a partir de las graficas de las funciones, de forma tal que pueda aplicar sus
conocimientos de forma independiente, pero no plantean como lograrlo. Ademas,
es natural en la etapa de formacidn de conceptos el acercamiento a las representa-
ciones visuales, de manera que la imagen conceptual que se genere, presente me-
nos obstaculos con la definicion formal.
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Vencer los obstaculos en el aprendizaje de un concepto requiere asumir lo que
en éste es esencial. Talizina (1998) establece los parametros de esencialidad de un
concepto en los siguientes aspectos: sus propiedades determinantes, las contradic-
ciones que le son inherentes, las causas de su surgimiento, las leyes de su compor-
tamiento y las tendencias de su desarrollo.

En el caso particular del concepto de limite la formulacion de las contradiccio-
nes significa la determinacidn de los contrarios. ;Cudles son estos contrarios en el
caso del concepto de limite? Los elementos que se contraponen, son respectiva-
mente los valores de la variable independiente y los de la dependiente, estos in-
teractlian y determinan una unidad de la que resulta una “relacién cuantitativa”
ineludible (que es precisamente el limite o el no-limite), luego esa interaccidén o
unidad es la causa.

Existen importantes precedentes de relaciones ya estudiadas: monotonia, pari-
dad, periodicidad, alcance de valores extremos, continuidad o derivabilidad, que
son soporte para apreciar su surgimiento.

Entre las leyes de su comportamiento (también pudieran llamarse, diversidad
de manifestaciones del concepto), se pueden sefialar: su unicidad, acotacion del
conjunto de valores funcionales en una vecindad del punto, acotacion global, las
propiedades aritméticas del limite, los diversos procedimientos para su célculo,
las singularidades (limites notables).

Cuando se habla de las tendencias del desarrollo del concepto de limite, hay
que verlo en su constante movimiento hacia nuevos estadios de generalidad, entre
los que se pueden indicar: los conceptos de punto adherente y de acumulacion,
limite en diversos espacios métricos, limite segun una topologia, limite segun un
filtro, etcétera. Cuando se estudian estas cuestiones se esta profundizando en la
esencialidad del concepto.

2 Tareas para el tratamiento del concepto de limite

Los “objetos visuales” sobre los que se conciben y aplican las tareas son los grafi-
cos de las funciones estudiadas por el alumno, tanto en el periodo de transito entre
la educacidon media y la superior como en el primer curso de Matematica.

Estos resultan idoneos para la busqueda de las regularidades geométricas pro-
pias de la nocion de limite: funciones lineales, cuadraticas, funcidén de proporcio-
nalidad inversa, exponenciales y la funcidén seno e involucran dos conceptos geo-
métricos previos:

- Banda Horizontal: porcion del plano ubicada entre dos rectas paralelas al eje x
(las rectas que la limitan puede o no incluirse en la banda) y

- Diametro de una Banda Horizontal: distancia entre las rectas que determinan la
banda.
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Sistema de Tareas.

1. Dibujar los graficos de tres funciones del tipo y = mx + n considerando los
siguientes casos:

- Cualquier representante con inclinacién positiva (m > 0)

- Cualquier representante con inclinacion negativa (m < 0)

- Cualquier representante con pendiente cero (y =n), en sistemas de coordenadas
rectangulares diferentes.

En los dibujos de las funciones con inclinacioén positiva y negativa, trazar una
banda horizontal cualquiera y sefiale el intervalo en el cual el grafico de la funcién
permanece dentro de la banda. Sefiale los intervalos en los que el grafico esta por
encima y por debajo de las rectas borde de la banda.

A

/

/

1.1 Si se escoge otra banda horizontal cualquiera, ;se produce el mismo compor-
tamiento?

1.2 En el dibujo de la funcién constante, trazar bandas que contengan el punto de
interseccion del grafico con el eje “y”. ;Qué se puede afirmar acerca de la in-
clusion del grafico en las diferentes bandas trazadas? Trazar bandas que no
contengan el punto indicado. ;Contienen estas bandas alguna porcion del gra-
fico de la funcién?
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2. Dibuje los grdficos de dos funciones del tipo y = ax’+ bx +c en sistemas de
coordenadas rectangulares diferentes, considerando los casos:

e El coeficiente a es mayor que cero

e El coeficiente a es menor que cero
2.1 Trace una banda que corte a los graficos en ambos dibujos

AN\

]

2.2 Senale en cada caso los intervalos en los que el grafico de la funcion esta
incluido en la banda y aquellos en los que los graficos de las funciones es-
tan por encima y por debajo de las rectas limitantes de las bandas.

2.3 Si se escoge otra banda cualquiera ;se produce el mismo resultado?
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3. Dibuje el grdfico de la funcion y = ¢*

3.1

3.2
3.3

34

3.5

3.6

Trazar una banda horizontal en la que una de las rectas limitantes sea el eje

€e, %

X"y que corte al grafico de la funcion

Sefiale en el dibujo el punto donde el grafico penetra en la banda

Valore la permanencia del grafico dentro de la banda y sefiale geométrica-
mente el intervalo en el que el grafico esta dentro de la banda

(En qué direcciodn el grafico de la funcion estd por encima de las rectas limi-
tantes de la banda?

Trazar una banda de didmetro mas pequefio que la anterior; sefiale en el di-
bujo el nuevo punto de entrada del grafico a la banda, valore la permanencia
del grafico dentro de la banda e indique en el dibujo el intervalo donde esto
ocurre. Valorar si se mantiene el sentido en el cual el grafico estd por encima
de las rectas limitantes. Si a las bandas en lugar de disminuirle su didmetro
se le aumentara ;se conserva el mismo comportamiento?

Si se repite este proceso, ;{Qué cambia? ;Cudl es el comportamiento que
permanece invariante?

1
4. Trazar el grdfico de la funcion y = —
x

84



4.1 Trazar una banda horizontal que contenga al eje “x”

4.2  Sefialar en el dibujo los puntos de entrada del grafico de la funcion a la
banda, valorar la permanencia del grafico dentro de la banda.

4.3 Trazar una banda de didmetro menor que la anterior, sefialar de nuevo los
puntos de entrada a la banda y realizar el andlisis ordenado en la tarea ante-
rior.

4.4 Si este proceso se repite, utilizando bandas con didmetros cada vez mas
pequeiios, describir el comportamiento en los puntos de entrada y la per-
manencia del grafico en las bandas respectivas. ;La regularidad observada
se cumple tanto en el sentido positivo como en el negativo?

5.-  Trazar el grdfico de la funcion seno

5.1 Trazar una banda horizontal de manera que ésta incluya totalmente al gra-
fico de la funcion o que sus rectas limitantes corten al grafico, si este es el
caso seflale geométricamente los puntos de entrada del grafico a la banda y
valorar la permanencia del grafico en la banda.

v
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5.2 Trazar sucesivamente bandas de didmetro mas pequefio, sefiale geométri-
camente los puntos de entrada del grafico a cada banda y valorar la perma-
nencia del grafico en éstas.

5.3 ¢ Qué diferencias se pueden establecer en comparacioén con los casos ante-
riores?

Después de cumplimentar este sistema de tareas el estudiante estd en condicio-
nes de separar las regularidades en el comportamiento geométrico de las curvas en
relacion con su ubicacion dentro de las bandas a partir de cierto punto y su situacién
por encima o por debajo de cualquier recta paralela al eje “x”, con posibilidades
para discernir ademas el sentido (positivo o negativo) en que se produce. Estas re-
gularidades se pueden considerar “variables visuales” de acuerdo a la definicion
dada anteriormente. Asi se pueden separar las siguientes variables visuales:

e El grafico de la funcion estd totalmente incluido en cualquier banda hori-
zontal que contiene a la recta y = 1, a partir de cierto punto determinado por
cada banda y el grafico, en un sentido especifico.

e El grafico de la funcién estd por encima de cualquier recta paralela al eje
ey

e El grafico de la funcidn estd por debajo de cualquier recta paralela al eje “x”

El siguiente paso es el reconocimiento por el alumno de las variables visuales
que posee cada una de las curvas trabajadas en el sistema, lo que se puede reflejar
en una tabla como la siguiente:

, Primera variable Segunda variable . .
Grafico . . Tercera variable visual
visual visual

Variable | Sentido | Sentido | Sentido | Sentido | Sentido | Sentido
visual positivo | negativo | positivo | negativo | positivo | negativo
Funcion lineal (a< 0) no no no si si no
Funcion lineal (a > 0) no no si no no si
Funcidén constante si si no no no no
Funcién cuadratica . .
no no si si no no
(a>0)
Funcidn cuadratica . .
no no no no si si
(a<0)
Funcion exponencial . .
no si si no no no
de base e
Funciony =1/ x Si si no no no no
Funcidén seno No no no no no no
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El objetivo principal, al cumplirse cada una de las etapas del proceso es preci-
samente, la separacidn de los rasgos determinantes de la relacion que se establece
entre grafico y recta, la que resuelve desde el punto de vista cognitivo las ideas
ambiguas en relacidén con la proximidad o aproximacién entre una curva y una
recta que puede tener el alumno al comenzar el aprendizaje del concepto de limite
al infinito.

Cabe preguntarse entonces ;qué se forma en el plano mental durante este pro-
ceso? En relacidn con el concepto de limite, no es posible que el alumno después
del trabajo realizado, pueda dar una definicidn, pues en realidad de las relaciones
descubiertas no se puede inducir una relacion numérica entre los valores de la
variable independiente y la dependiente, es decir, con el sistema de tareas cumpli-
do, no se pueden discernir los contrarios implicados en la relacién conceptual que
prevé el concepto de limite, recuérdese que el limite que se quiere definir es un
nimero y que todo el analisis previo se ha hecho en un sistema de representacion
semiotico particular (el de las representaciones cartesianas), luego para llegar al
concepto seria imprescindible el transito a otra forma de representacidon semiotica
(conversidn). Sin embargo la relacion geométrica descubierta contiene manifesta-
ciones esenciales del limite, que se constituye como una antesala del concepto,
por lo que puede considerarse un “preconcepto”, luego no se puede definir el con-
cepto antes de la conversion, pero si se puede “describir”.

Si se asume que cuando el grafico de una funcion respecto a la recta y = 1, po-
see la primera variable visual en el sentido positivo del eje “x”, dicha funcion
tiene limite 1 cuando la variable independiente “tiende al infinito positivo”, enton-
ces el alumno es capaz de comprender y dar por si solo la siguiente descripcion
conceptual “la funcion f tiene limite | cuando la variable independiente tiende al
infinito positivo si en toda banda horizontal, que incluye la recta y = I, el grdfico
de la funcion esta contenido en la banda a partir de un punto determinado por la
banda y el grdfico, en el sentido positivo del eje de las abscisas”. De forma ana-
loga se puede conducir al alumno a la descripcién conceptual de “funcidn infini-
tamente grande” en una semirrecta o sobre toda la recta real, sobre la base de sa-
tisfacer las otras dos variables visuales.

La conversion necesaria a registros simbolico-analiticos conducird definitiva-
mente a la elaboracién conceptual, la ganancia conceptual queda garantizada con
la plena identificacion de las diferentes unidades significantes en uno y otro regis-
tro, lo que en la alternativa elaborada es facil de identificar, asi:

e “en toda banda horizontal”, se identificara con el “para todo” en el registro
analitico- simbdlico.
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e  “apartir de un punto determinado por la banda y el grafico” le corresponde el
“existe A”

e  “variable independiente tiende al infinito” se corresponde con /i
X = oo

e  “que incluye la recta y = I, el grafico de la funcion estd contenido en la ban-
da” queda representado por ‘ f(x)=1 ‘ <€ cuando x >A.

Que el alumno identifique este paralelismo es la garantia de que reconozca
aquellas invariantes en uno y otro registro, lo que constituyen la sefial de que se
ha producido desde este punto de vista la elaboracion conceptual.

3 Experimentacion

Para la aplicacidon de la investigacion, se propuso un “problema” concreto del
primer curso de la especialidad de Ingenieria Eléctrica. Sobre el mismo, se im-
plementd un sistema de tareas andlogo al expuesto anteriormente.

La primera dificultad detectada fue el bajo desarrollo de habilidades en el tra-
zado del grafico de funciones que hubo que remediar sobre la marcha, la segunda
consistid en las insuficiencias en la busqueda de los puntos de interseccion entre
una recta y una curva y la tercera, la identificacién de la inecuacidn a resolver y
su propia resolucion (estas dificultades eran esperadas segiin diagndstico); se pu-
do comprobar que los alumnos identificaron con relativa rapidez las tres variables
visuales sefialadas, distinguiendo los comportamientos graficos de las curvas se-
gun las indicaciones de las tareas, resultando éstas eficaces para el propdsito que
fueron elaboradas; las expectativas mayores estaban puestas en dos variables que
se constituyen esenciales cuando se utilizan medios visuales en la elaboracion
conceptual: la “durabilidad” y la “ganancia de significado” sobre la base de la
“referencia “ visual lograda.

Para medir de alguna manera estas variables se aplico un instrumento que con-
sistio en responder un cuestionario con las dos preguntas siguientes:

1.- Sean /'y g funciones tales que:

limf(x)=2 ; [lim g(X) =+
x—>+oo x—>+oo

(Cual de los siguientes graficos puede ser la representacion de f'y cuél el de g?
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2.- Sea f(x)=x—1
=

(Puede ser el grafico de f en el intervalo [0; 2], como aparece en el siguiente
dibujo?
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Seis meses después de aplicada la experiencia, los resultados fueron los si-
guientes: de los quince estudiantes presentados, trece contestaron correctamente la
primera pregunta, la que tenia por objetivo medir, dado el valor del limite, reco-
nocer el comportamiento grafico; la segunda pregunta tiene un nivel de profundi-
dad mayor pues para responderla hay que movilizar los conocimientos adecuados
para tal efecto, es decir, como el dibujo presupone un comportamiento localizado

al intervalo [0,2] y con anomalia cuando x = 1, el instrumento mas racional es

investigar la existencia del limite en esta abscisa; nueve estudiantes escogieron
esta via de solucion, dos intentaron realizar un dibujo global de la funcién con
ayuda de las técnicas del Célculo Diferencial y cuatro no propusieron respuestas
satisfactorias al problema.

Los resultados hallados en la experiencia son altamente satisfactorios pues
presupone una demostracion clara de que el alumno asocia un significado concre-
to al “objeto” limite, con otras palabras, el limite puntual determina un compor-
tamiento geométrico en una vecindad del punto, estos resultados muestran en
primer lugar la perdurabilidad en la memoria de las imagenes grafico intuitivas lo
que facilita un marco referencial poderoso a la hora de movilizar el conocimiento,
en segundo lugar pudo resultar un obstaculo para el alumno a la hora de seleccio-
nar el conocimiento a aplicar el hecho de que los temas siguientes en el curso no
tuvieron el mismo enfoque y por otra parte se aplico el instrumento después de los
temas de Continuidad y Célculo Diferencial.
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Conclusiones

El modelo desarrollado explica las fases que requiere la elaboracion conceptual
del concepto de limite cuando se parte de consideraciones puramente geométricas;
el mismo puede ser aplicado a otros conceptos tales como: continuidad, derivada,
integral definida, etcétera. Los resultados alcanzados tanto desde el punto de vista
teorico como practico ponen de relieve la bondad de este recurso.
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Reseiia de libros

TERESA FERNANDEZ BLANCO y JULIO RODRIGUEZ TABOADA: Cuen-
tos geomeétricos. Proyecto Sur de Ediciones, Granada 2005. ISBN 84-8254-357-1.

Los autores tratan de acercar a los pequefios a la Geometria Elemental a través
del género literario mas adaptado a esa edad: el cuento. Consta de 62 paginas dis-
tribuidas en dos partes.

1? Parte: Mosaicos, un cuento en dos dimensiones

Los bien sabidos. El soltero de oro. El pentdgono ligén. La edad de oro. Las listas
de espera. Los depredadores. Los nuevos genios. Estudio de los mosaicos. Ficha.
Ficha-ejemplo.

22 Parte: Poliedros, aventuras en otra dimension

Los doce de Platon. Los solidos platénicos. Los sélidos arquimedianos. El amor
platonico: los prismas. La parejas de hecho. Narciso y la pirdmide. Euler y los
convexos. La revolucion de los danzantes. Un problema de elasticidad.

Cada apartado contiene una narracidn, unas ilustraciones graficas a todo color
y una propuesta de actividades a realizar.

Creemos que este ingenioso librito puede contribuir a recuperar la Geometria,
tan olvidada hoy como parte de una cultura general de la que ha formado parte
durante milenios.

Resultara de valiosa utilidad para alumnos y profesores de Educacion Primaria
y Secundaria Obligatoria.

E. Roanes Macias
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Instrucciones para el envio de originales
para su publicacion en el boletin

Los originales de articulos, problemas, resefias de libros, anuncios de congre-
sos, etc., deben enviarse en papel por duplicado y ademés también en formato
electronico, del modo especificado al final de estas instrucciones.

Formato

Para facilitar la impresion es preferible usar procesador Word o LaTex. El
formato de texto debe ser 17cm x 12.8cm. El tamafio de letra de texto 11 puntos.

Los articulos comenzaran con el titulo en mintusculas de 16 puntos, nombre
de autores en minusculas de 12 puntos en negrita, referencia de su departamento o
institucion de trabajo, direccion de correo electronico (si se tiene) y “abstract” de
unas lineas en inglés en letra italica (cursiva).

Los epigrafes de seccion numerados (excepto el de introduccidén que ira sin
numerar), en minusculas negritas en 12 puntos, sin punto final. Las subsecciones
se numeraran con dos digitos separados por un punto.

La primera linea posterior al titulo de seccidn o subseccion no se indentara.
Después de cada punto y aparte no se dejara ninguna linea en blanco y la siguien-
te linea se indentara solo 5 espacios (tal como estan escritas estas instrucciones).

La bibliografia al final, sin palabras completas en mayusculas, con los titulos
de libros o articulos en italica, no incluyendo nada mas después de la bibliografia.

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador, debiéndo-
se evitar los bosquejos a mano alzada). Seran incluidas en el lugar apropiado del
texto y en el tamafio en que deban ser reproducidas.

Las soluciones de problemas propuestos en numeros anteriores del Boletin
deben comenzar indicando: "Problema numero (Boletin nimero)", tal como sue-
len aparecer en el Boletin, y terminar con el nombre del autor de la solucién de
cada problema.

Las resefias de libros, como suelen aparecer en el Boletin, terminando con el
nombre del autor de la resefia.

Si se usa Latex, en estilo “article” y si se usan paquetes especificos de Latex,
deberan incluirse los archivos correspondientes a esos paquetes.

Si se usa otro procesador, distinto de Word o LaTex, deberd ajustarse exac-
tamente al tamafio de formato, pues habria de ser escaneado.
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Envio de las copias en papel

Enviar dos copias en papel por via postal a la sede de nuestra Sociedad, a la di-
reccion que figura en la pagina 2 de este nimero del Boletin. Las paginas sin nu-
merar, pero numeradas a lapiz al dorso.

Envio del fichero o ficheros en formato electronico

Se enviara por correo electronico a la cuenta puigadam@mat .ucm.es o0 bien,
junto con las copias en papel, en un disquete formateado para PC compatible, con-
teniendo el/los archivo/s del documento en el procesador de texto utilizado.

Seleccion de originales

Seran revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se
ajustan a la linea general del Boletin. Si se considera oportuno, se pedira a los auto-
res que reduzcan su extension o hagan algunas modificaciones en su contenido.
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Adquisicion de numeros atrasados de nuestro Boletin

Los numeros atrasados del Boletin, de los cuales existan ejemplares sobran-
tes, podran ser adquiridos al precio de coste de seis euros ejemplar. Los nimeros
de los que aun quedan algunos ejemplares sobrantes son los siguientes:

35, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51,
52, 83, 54, 55, 56, 57, 58, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70,71, 72y 73

El importe puede ser abonado mediante cheque a nombre de la "Sociedad
Puig Adam de Profesores de Matematicas", o mediante transferencia a la cuenta
corriente nimero

3025-0006-24-1400002948,

al mismo nombre de la Sociedad, domiciliada en la entidad bancaria:

Caja de Ingenieros,
¢/. Carranza, 5
Madrid-28004

La carta de peticion se enviara a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la
pagina 2 de este numero del Boletin. En la carta se indicard el nimero o numeros
a adquirir, incluyendo en ella:

— la direccién a donde se han de enviar
— el correspondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.
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