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Acta de la Asamblea General Ordinaria
de 2005 de la Sociedad Puig Adam
de Profesores de Matematicas

En la Facultad de Matematicas de la Universidad Complutense, sita en la Ciudad
Universitaria, a las 12 horas del dia 2 de abril de 2005, en segunda convocatoria, re-
unidos los miembros de la Sociedad, bajo la presidencia de D. José Javier Etayo Gor-
dejuela, dio comienzo la Asamblea General Ordinaria del afio dos mil cinco.

Se desarroll6 con arreglo al siguiente

ORDEN DEL DiA

1. Lectura y aprobacion, si procede, del Acta de la sesion anterior.

Se procede a la lectura del acta de la sesion anterior, que queda aprobada por
unanimidad.

2. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad.

a) Se han publicado los nimeros 67 al 69 del Boletin de la Sociedad. Cabe sefialar
que de acuerdo con lo aprobado en la Asamblea anterior, se han publicado hasta dos
nimeros en homenaje a la Prof. Maria Paz Bujanda, con ocasion de su jubilacion, al
haberse recibido muchas colaboraciones.

b) El dia 5 de junio se celebrd la XXII edicion del Concurso de Resolucion de
Problemas, en colaboracion con el Colegio Oficial de Doctores y Licenciados.

¢) Como de costumbre se colabor6 con la Real Sociedad Matematica Espafiola en
la organizacion de la fase local de la Olimpiada Matematica Espafiola. Como novedad
se introdujo la invitacion expresa a determinados alumnos, lo que redund6 en una
participacién muy superior a la de los tltimos afios. Los aspirantes de Madrid obtu-
vieron ocho medallas en la Fase Nacional, tres de oro, dos de plata y tres de bronce,



de modo que tres representantes madrilefios acudirdn a Canctin. Hay que sefialar fi-
nalmente que la Olimpiada Internacional de 2008 se celebrara en Espatia.

d) En el mismo orden de cosas, y con el éxito habitual, se celebro el
Concurso Intercentros.

3. Informe del Tesorero.

A la vista de la documentacion aportada por D. Alberto Aizpun, Tesorero de la
Sociedad, con los ingresos y gastos del ejercicio, y el saldo obrante en la cuenta, se
acuerda mantener la cuota social en 33 euros.

4. Eleccion de nuevos cargos directivos.

Aunque no correspondia el cese de ninguno de los miembros de la Junta Directi-
va, se da cuenta de la renuncia de D. Martin Garbayo a su puesto de Bibliotecario
de la Sociedad. La Junta acuerda dejar el puesto vacante hasta ulterior decision.

5. Asuntos de tramite.
No hubo.

6. Ruegos y preguntas.
No hubo

Y sin mas asuntos que tratar, se levantd la sesion a las 12 horas y 30 minutos de la
fecha indicada.

V°B® El Presidente El Secretario



XLI Olimpiada Matematica Espafiola

En Santiago, en el Monte del Gozo, se ha celebrado entre los dias 20 y 23 de mar-
zo pasados la fase nacional de la XLI Olimpiada Matemadtica Espafiola. Los alumnos
ganadores de las fases de Distrito o autonomicas eran al igual que el afio pasado, 120.
Han aumentado de forma significativa los participantes de 1° de Bachillerato, que
aparecen también entre los premiados. Hubo un solo participante, castellano manche-
go, de 4° de Secundaria.

Las sesiones de problemas se celebraron el lunes 21 y el martes 22 de marzo, con
las siguientes propuestas:

Problema 1

Sean a y b enteros. Demostrar que la ecuacion
(x—a)(x=b)(x—-3)+1=0

admite a lo sumo una solucién entera.

Media oros: 5
Media todos: 3

Problema 2

(Es posible colorear los puntos del plano cartesiano Oxy de coordenadas enteras

con tres colores, de tal modo que cada color aparezca infinitas veces en infinitas
rectas paralelas al eje Ox y tres puntos cualesquiera, cada uno de distinto color,
no estén alineados? Justificar la contestacion.

Media oros: 2.17
Media todos: 0.64

Problema 3

Diremos que un triangulo es multiplicativo si el producto de las longitudes de dos
de sus lados es igual a la longitud del tercer lado.



Sea ABC...XYZ un poligono regular de n lados con todos sus lados de longitud
1. Las n — 3 diagonales que salen del vértice 4 dividen al triangulo Z4AB en n —
2 tridngulos mas pequeiios. Probar que cada uno de esos triangulos es multipli-
cativo.

Media oros: 7
Media todos : 1.25

Problema 4

Probar que para todo entero positivo 7, la expresion decimal de

1 1 1

n n+l n+2

es periodica mixta.
Media oros: 3.67
Media todos : 0.80
Problema 5
Sean r,s,u,v nimeros reales cualesquiera. Probar que:
s 2 2 2 2 1
mm{ r—=s°,s—u ,u—v-,v—r }SZ

Media oros: 5.83
Media todos : 0.99



Problema 6

En un tridangulo de lados a, b, c el lado a es la media aritmética de b y c. Probar:
a) 0°<A <60°
b) La altura relativa al lado a es tres veces el inradio 7.
c¢) La distancia del circuncentro al lado a es R — r (R es el radio de la circunfe-
rencia circunscrita)
Media oros: 3.17
Medlia todos : 0.69

En el Salén Noble de Fonseca, donde tuvo lugar la entrega de premios en un
solemne acto presidido por los Rectores de las tres Universidades publicas galle-
gas, recibieron sus medallas los 36 premiados de este afio. Los seis ganadores de
Medalla de Oro fueron:

Miguel Teixido Roman (Cataluiia)

Elisa Lorenzo Garcia (Madrid)

Javier de la Nuez Gonzalez (Madrid)

Anas el Barkani (seleccionado por Granada)
Hugo Fernandez Hervas (Madrid)

Marc Vinals Pérez (Cataluiia)

Anas El Barkani es de nacionalidad marroqui, y alumno del Instituto Lope de
Vega de Nador (Marruecos). Al no poder formar parte del equipo espafiol de la
Olimpiada Internacional, ocupa su lugar el séptimo clasificado, primera medalla
de plata, que es el barcelonés Pau Labarta Bajo.

La representacion madrilefia ha tenido una actuacion excelente. Entre los oros,
Elisa, de segundo de Bachillerato y alumna del IES Fortuny, lo fue ya el afio pa-
sado, lo mismo que Miguel Teixido. Esta ha sido su tercera participacion en una
fase nacional de la Olimpiada, ya que gand por primera vez cuando estudiaba 4°
de ESO. Pero también ha sido premiada, afio tras afio y desde que era bien peque-
fia, en el Concurso de Primavera, en la Olimpiada de mayo, en el Concurso Inter-
centros y en el Concurso de Resolucion de Problemas de nuestra Sociedad.

Javier de la Nuez, estudiante de 1° de Bachillerato en el Liceo Italiano de Ma-
drid, obtuvo también Medalla de Plata en Ciudad Real el afio pasado, y al igual
que Hugo Fernandez Hervas, de 1° de Bachillerato en el IES San Juan Bautista de
Madrid, ha sido premiado en diferentes ocasiones en nuestros concursos. A los
tres los hemos visto crecer.



Entre los estudiantes madrilefios restantes presentes en Santiago, han obtenido
Medalla de Plata: Ignacio Somoza Sotillos, de 2° de Bachillerato en el Colegio
Valdeluz y Ricardo Martin Brualla, del Colegio Aleman (ganador de la Olimpia-
da de Fisica de este afio, y que tuvo Mencion de Honor en la IFO del afio pasado),
y se han llevado Medalla de Bronce: José Carpio Pinedo, de 2° de Bachillerato en
el IES San Juan Bautista, Ding Ru Cai, de 1° de Bachillerato en el IES Ramiro de
Maeztu, Ignacio Somoza 'y Alba Lozano de las Heras, de 2° de Bachillerato en el
Colegio Valdeluz. El noveno participante, en lugar 37, fue David Fernandez San-
chez, alumno de 2° de Bachillerato en el IES Jorge Guillén de Alcorcén.

A todos, y a nuestros ex olimpicos, que estuvieron trabajando intensamente
con ellos en la Facultad de Matematicas de la Complutense los dias previos a la
Olimpiada, nuestra felicitacion.

El afio que viene, la Olimpiada serd en Sevilla, y la Comision de Olimpiadas
de la RSME ha aceptado la propuesta del Ayuntamiento de Torrelodones para ser
sede del evento en el afio 2007.

Maria Gaspar
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XIX Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

He aqui los problemas propuestos en la ultima Olimpiada Iberoamericana, ce-
lebrada en septiembre de 2004 en Castellon. Por primera vez acudieron todos los
paises invitados, que son los veintidds paises miembros de la OEIL.

El equipo espafiol, con Juan Manuel Conde como Jefe de Delegacion y David
Sevilla como Profesor tutor, estuvo formado por: Mayte Peiia Alcaraz, de Sevilla
(Medalla de Plata); M Isabel Cordero Marcos, de Salamanca (Medalla de Bron-
ce), Elisa Lorenzo Garcia, de Madrid (Mencién de Honor), y Francisco Javier
Hernandez Heras, de Valladolid.

Primera Sesion de Problemas
21 septiembre de 2004

Problema 1

Se deben colorear casillas de un tablero de 1001 1001, de acuerdo a las reglas
siguientes:

1) si dos casillas tienen un lado comun, entonces al menos una de ellas se debe
colorear

i1) de cada seis casillas consecutivas de una fila o de una columna, siempre se
deben colorear al menos dos de ellas que sean adyacentes.

Determinar el nimero minimo de casillas que se deben colorear.

Problema 2

Se considera en el plano una circunferencia de centro O y radio » y un punto 4
exterior a ella. Sea M un punto de la circunferencia y N el punto diametralmente
opuesto a M. Hallar el lugar geométrico de los centros de las circunferencias que
pasan por 4, My N, al variar M.

Problema 3

Sean n y k enteros positivos tales que, o bien n es impar, o bien » y k son pares.
Probar que existen enteros a y b tales que:

mcd (a, n) =mcd (b,n) =1y k=a+b.
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Segunda Sesion de Problemas
22 septiembre de 2004

Problema 4

Determinar todas las parejas (a,b), donde a y b son enteros positivos de dos digi-
tos cada uno, tales que 100a + b y 20la + b son cuadrados perfectos de cuatro
digitos.

Problema 5

Dado un triangulo escaleno ABC, se llaman 4', B’y C" a los puntos de intersec-
cion de las bisectrices interiores de los angulos A, B'y C con los lados opuestos,
respectivamente.
Sean: A" la interseccidon de BC con la mediatriz de 44’,

B"" la interseccion de AC con la mediatriz de BB'y

C" la interseccion de AB con la mediatriz de CC".
Probar que 4", B" y C" son colineales.

Problema 6

Para un conjunto, H, de puntos en el plano, se dice que un punto P del plano es un
punto de corte de H si existen cuatro puntos distintos 4, B, C'y D, en H, tales que
las rectas AB y CD son distintas y se cortan en P.

Dado un conjunto finito 4, de puntos en el plano, se construye una sucesion de
conjuntos 4, 4,, 4;,...de la siguiente manera: para cualquier 20, 4,,, esla
union de A ; con el conjunto de todos los puntos de corte de A n

Demostrar que si la unidon de todos los conjuntos de la sucesion es un conjunto
finito, entonces para cualquier j 21 se tiene que 4, = 4,.

Maria Gaspar
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IX Concurso de Primavera

Como viene ocurriendo ininterrumpidamente desde 1997, se ha celebrado en la
Comunidad de Madrid el IX Concurso de Primavera de Matematicas organizado
por la Facultad de Matematicas de la Universidad Complutense. Al igual que
otros afios, el concurso ha constado de dos fases, celebrada la primera en cada uno
de los centros participantes el 2 de marzo, y la segunda en la Facultad de Matema-
ticas de la Universidad Complutense el 23 de abril de 2005.

El Concurso de Primavera, sobre todo en su segunda fase, por lo que refleja en el
dia de su celebracion el entusiasmo de los estudiantes, la ilusién —y el nerviosismo—
de ellos y de sus padres es una actividad consolidada ya en la Comunidad de Madrid
y esperada con impaciencia por gran cantidad de habitantes de nuestra Comunidad.

Los indices de participacion, mas de 20.000 estudiantes en la primera fase co-
rrespondientes a 300 centros aproximadamente, y unos 2.000 estudiantes selec-
cionados por sus centros para la segunda fase son analogos -pero creciendo- a los
de los ultimos afios. Nos gustaria —aunque nos desbordara— que en lugar de 300
centros participaran el doble —en la Comunidad de Madrid hay, y todos reciben
informacion del concurso, mas de 1.500 centros entre todos los niveles—. Pero ese
numero de casi 300 parece una muralla casi infranqueable, aunque estamos abso-
lutamente convencidos de que muchisimos estudiantes de los otros 1.200 centros
serian felices participando en este concurso.

Andalogamente a como hemos hecho en otras convocatorias, se otorgaron pre-
mios a los 150 estudiantes con mas alta puntuacion, de los que los 12 ganadores-
ganadores, que recibieron premio especial, fueron los siguientes:

1° Nivel: Primaria

1° Daniel Henry Mantilla Liceo Francés
2° Diego Peria Castillo Colegio Amor Misericordioso
3° José Luis Contreras Santos Colegio Santa Maria del Yermo

2° Nivel: 1°-2° E.S.O.

1° Moisés Herradon Cueto Colegio Brains
2° David Cerddn Hernandez Colegio Ntra Sra de las Maravillas
3° Rubén Jiménez de Benito IES José Hierro (Getafe)
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3° Nivel: 3°-4° E.S.O.

1° Francisco Plata Moraleda IES Jaime Ferran Clua (S Fernando de Hernares)
2° Diego Izquierdo Arseguet Liceo Francés
3° Arsenio Ruiz Vega Colegio San José del Parque

4° Nivel: Bachillerato

1° Elisa Lorenzo Garcia IES Fortuny
2° Hugo Ferndndez Hervas IES San Juan Bautista
3° Carlos Pardo Martin Colegio Retamar

Joaquin Hernandez
Comité Organizador Concurso de Primavera
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Acciones Formativas de Posgrado
en “Educacion Matematica”

Facultad de Matematicas
Universidad Complutense de Madrid

Afno Académico 2005-06

(Cursos de 30 horas, independientes entre si, impartidos por
Profesores de la Universidad Complutense de Madrid)

El problema de la medida de magnitudes. Evolucion historica. Profs. Fernan-
do Bombal y Francisco L. Hernandez

Recursos informaticos para la ensefianza del Calculo y Geometria Elementa-
les. Profs. Eugenio Roanes Lozano y Eugenio Roanes Macias.

Introduccion al software libre. Prof. Luis Llana

El tratamiento del azar: Probabilidad y Modelos de Distribuciones. Prof. Elisa
Benitez

Los origenes de la Informatica en la Historia de las Matematicas. Profs. Clara
Maria Segura y Rafael del Vado

Usos matematicos de internet para Secundaria y Bachillerato. Prof. Inés Go-
mez-Chacon

Sistema GPS: Fundamentos Matematicos y Aplicaciones Practicas. Prof.
Gracia Rodriguez

Las Matematicas en Secundaria: un enfoque distinto del habitual. Prof. Joa-
quin Hernandez

Taller de Astronomia. Prof. Ana Inés Gomez
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10. Introducciéon a la Filosofia de la Ciencia y a la Teoria de la Relatividad.
Profs. José Mendoza y Eduardo Aguirre

11. Algunas cuestiones de geometria: Estudio y representacion de curvas planas.
La geometria de la regla y el compds. Profs. Domingo Garcia y Juan Tarrrés

12. Problemas de maximos y minimos: una aproximacion a la Investigacion Ope-
rativa. Profs. M. Teresa Ortuiio y Victoria Lopez

Raquel Mallavibarrena Martinez de Castro
Directora de los Cursos
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Dedicatoria de este numero del Boletin

Como ya anunciamos en los dos numeros anteriores de nuestro Boletin, la Jun-
ta Directiva propuso dedicar el presente nimero 70, correspondiente a junio de
2005, en homenaje al Profesor Miguel de Guzman, fallecido el pasado afio.

Como es bien sabido, era catedratico de Analisis Matematico en la Universi-
dad Complutense de Madrid, y miembro de la Real Academia de Ciencias desde
1983.

Desde el punto de vista de nuestra Sociedad, la caracteristica fundamental de
su trayectoria profesional fue su preocupacion por la educacion matematica en
todos sus niveles, incluso terciario, como solia decir, al referirse al nivel universi-
tario.

Con el propodsito de fomentar atraccidon de los estudiantes mas jovenes hacia el
quehacer matematico, desarrolld un Proyecto de estimulo del talento matematico
en el marco de la Real Academia de Ciencias.

Se interes6 también por la educacion matematica extendida al publico en gene-
ral, escribiendo en esa linea varios libros, alguno de los cuales fue traducido a
varios idiomas.

De 1991 a 1998 ocupo la Presidencia del méximo organo internacional para la
educacion matematica, el ICMI (International Comission on Mathematical Ins-
truction). Recordemos que en los afios 50, otro espafiol, D. Pedro Puig Adam,
también ocupd la Presidencia de la Comision Internacional para el mejoramiento
de la ensefianza de la Matematica, promovida por la UNESCO.

En la ultima Asamblea de nuestra Sociedad se acordd por unanimidad aceptar
la propuesta de la Junta de dedicar el presente numero al Profesor Miguel de
Guzman, como agradecimiento al trabajo que llevé a cabo en pro de la educacion
matematica.

Las colaboraciones recibidas exceden la capacidad de un solo nimero del Bo-
letin. Por ello, en este y en el proximo nimero, se encontrardn los trabajos que
hemos recibido, como muestra del afecto de la comunidad de profesores de Ma-
tematicas hacia la figura del Profesor Miguel de Guzman.

La Junta Directiva
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Boletin de la Soc. Puig Adam, num 70 (Junio 2005)

Introduction to Conics with Cabri 3D

Heinz Schumann

Faculty III, Mathematics/Informatics,
University of Education Weingarten
D-88250 Weingarten, Germany
schumann@ph-weingarten.de

Abstract

An introduction to conics using the dynamic geometry system Cabri 3D is
given, which is a prototypic dynamic tool for 3-dimensional synthetic ge-
ometry. Cabri 3D supports in general the direct manipulating geometric
work (generating, constructing, visualizing, modifying of spatial configura-
tions) in the virtual space thanks to its software ergonomic facilities and its
geometric options. This introduction is adapted to middle/upper secondary
mathematical education and treats traditional content in a new way and re-
inforces as well traditional methods.

This paper is dedicated to Miguel de Guzman, who significantly
enriched the didactics of mathematics all over the world

1. Introduction

The history of conics in the mathematics classroom is a history of ups and downs
(see, e.g. Schupp 1988). The most recent instance is another threat of neglect as
the focus of mathematics teaching is being shifted from mathematical substance
to other issues (e.g. mathematics literacy — PISA) — despite the fact that conics are
an excellent example of the interdependence between geometry and algebra.
Other arguments in favour of conics are their practical relevance (satellite orbits,
shot-putting, lithotriptor, ...), internal mathematical relevance, richness of
problems, variety of methods etc.
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New media, in particular dynamic geometry systems, offer new ways of
treating conics, which aids the teaching and learning that topic. While the well-
researched didactic monography on conics by Schupp (1988) still focused on the
programming of the graphic visualisation, Schumann (1991) was the first to point
out the interesting applications of dynamic geometry for the treatment of conics.
So far, most contributions on conics have been limited to a two-dimensional
treatment, which is a paradox in view of the nature of the subject and indeed of its
very name. This neglect may be due to the deficiencies of conventional methods,
which provide no appropriate learning environment for three-dimensional
treatment of conics. Cabri 3D is the first efficient dynamic spatial geometry
system that fits this purpose. The following is to provide an adequate introduction
to spatial conics using Cabri 3D.

2. Introducing conics in space

For an adequate dynamic introduction of conics as two-dimensional sections of a
(double) cone, we need a 3-dimensional dynamic geometry system which offers
the user good perceptibility and/or visualisation of three-dimensional objects,
including the options of construction, direct manipulation and variation. Cabri
Géometre 3D (Laborde, J. M.; Bainville, E., Cabri Géometre 3D, 2004) is the first
three-dimensional dynamic geometry system which even in version 1.0 meets
many of the requirements on a tool for three-dimensional synthetic geometry for
dynamic treatment, similar to the options offered by 2D dynamic geometry
systems.

Figure I : A cone Figure 2: Varying a cone
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Cabri 3D provides better insight into two-dimensional conic sections and the
foundation of the phenotypical shapes of the curve of intersection than traditional
media or different new media.

The following illustrations provide only a limited idea of the dynamic options
of Cabri 3D and the resulting visual perceptions and experiences.

First let us, in Cabri 3D, construct a cone from a circle in a plane and a point in
the line normal to the plane constructed in the centre of the circle. (Figure 1,
model of a circular cone; all the figures in this article are originally in informative
colours). Its shape can be varied by moving this point (the apex of the cone —
Figure 2, modified cone shape).

We can now look at the cone from all sides using the so-called virtual sphere
device implemented in Cabri 3D.

Now, we are going to construct a plane in the cone and let the system generate
the curve of intersection, which in our case Cabri 3D identifies as an ellipse
(Figure 3), irrelevant of the shape of the cone. We can also look at the curve of
intersection from below (Figure 4).

Figure 3: A plane section generating Figure 4: Elliptic section from below
an ellipse
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We are now going to rotate the image so that the plane is viewed as a straight
line. We find that the base plane has a smaller angle with the intersecting plane
than with the lateral surface (Figure 5).

Figure 5: Position of plane trace for an elliptic section
For a parabolic section, we construct a plane exactly parallel to a generating
line of the cone; Figure 6 shows the trace of this plane.

Cabri 3D identifies the curve of intersection generated with this plane as a
parabola (Figure 7).

!

this parabola

Figure 6. Position of plane trace Figure 7: A parabola by plane section
for a parabolic section
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By varying the position of the intersecting plane so that its angle with the base
plane is larger than the angle of the lateral surface, we get a hyperbola. The
second branch of the hyperbola is located on a cone generated by reflecting in the
apex of the original cone (Figure 8: trace of the intersecting plane in the double
cone; Figure 9: hyperbola as curve of intersection in the double cone). Again, we
can look at the image from all sides (Figure 10, e.g. from below). If the intersecting
plane passes through the apex, we get a double straight line, (Figure 11) etc.

Figure 8: Position of plane trace Figure 9: A hyperbola by plane section
for a hyperbolic section

Figure 10: A hyperbola by plane Figure 11: Borderline case
section from below
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We are now going to show why, e.g. the curve of intersection of Figure 12
meets the point curve characteristics of an ellipse, i.e. that the sum of the distance
from two fixed points is constant for all points of the curve. For this, we are going
to use the elegant method first described by Dandelin 1794 — 1847 (see, e.g.
Manual of School Mathematics, Vol. 4, p. 116/117).

Figure 12: Elliptic section? Figure 13: A cone with interscting plane trace
tangent to inscribed spheres

First, we are going to construct the so-called Dandelin spheres, i.e. the spheres
inscribed in the cone which are tangent to the intersecting plane. For better
visualisation, we will show only the outlines of the cone (Figure 13, construction
of the cones with Dandelin spheres, tangent points, trace of intersecting plane and
the inscribed circles; construction lines are omitted for better visualisation; Figure
14 from a different view; Figure 15 Dandelin spheres from below).

Figure 14: Figure 13 from beyond Figure 15: Figure 13 from below
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The centres of a sphere are constructed in a plane containing the cone axis in
analogy to the construction of a circle centre from two intersecting tangents and a
diameter. The radii of the spheres are obtained by raising perpendiculars from the
centres of the spheres to a generating line of the cone. The points where the
perpendiculars pass through the intersecting plane are the tangent points (later, the
focii of the ellipse). On the curve of intersection, we put a moving point P.

For our proof, we shall name some further objects, and we are going to show
only the outlines of the spheres for better visualisation. (Figure 16, enlarged detail
in Figure 17): F, ,F, are the tangent points; k; ,k, the tangent circles; B; ,B, the
points of intersection of the generating line going through P with the tangent
circles k; ,k,; A; ,A; are the end points of a generating line of the truncated cone
formed by k; k.

Figure 16: Proofing figure with denotions  Figure 17.: Proofing figure zoomed

If we move P, B|B, along the lateral surface of this truncated cone; B;B,
becomes congruent with A;A,.

B, ,F, resp. B, ,F, are tangent points with the first or second Dandelin sphere;
together with P they form tangential sections located on the tangent cone with P
as the apex (e.g. Figure 18 for the first sphere; construction of the cone with the
three-point circle through B, ,F; and F;*; F,* is obtained by reflecting F; on the
plane through P and the cone axis).
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Figure 18: The tangent cone

PB, and PF, are thus of equal length, as are PB, and PF,. This means that
PF1 + PF2 = PB1 + PB2 = AlAz = const.

and the curve of intersection is an ellipse. We find that the generating line of the
truncated cone formed by the tangent circles k; .k, are identical in length with the
main axis of the ellipse to be drawn.

The proofs of the parabola and hyperbola sections are obtained by a similar
procedure.

3. Another view: Conics as circle images in central projection

Naturally, Cabri 3D is suited also for 3D construction and visualisation of conics
as circle images in central projection in the common manner of representation,
i.e. with a central point Z (eye point resp. point of sight), the object plane of the
projection plane (which intersects with the object plane in the axis a), and the
vanishing plane (with the vanishing line v). Figure 19 shows how the cone
constructed from a circle in the object plane with the apex Z intersects with the
projection plane in an ellipse. For a circle tangent to the vanishing plane, the
curve of intersection will be a parabola. The image can be viewed from all sides
(Figure 20, from “below”, with a transparent object plane). Figures 21 and 22
show the image obtained for a hyperbola section.
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Figure 19: Ellipse and parabola as central-projective images of a circle

Figure 20: Figures 19 from below
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van/shing plane

Figure 22: Figure 21 from below
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Figure 23 is the configuration obtained for point-by-point construction of a
circle image in central projection, for the example of an ellipse (k: original, k*:
image; the bottom point of the perpendicular from Z onto projection plane is the
main point H, and the plane parallel to the object plane going through Z intersects
with projection plane in the horizon h). To construct the image k* of the circle k,
we drop the perpendicular from the point P on the circle onto the axis a, with A
as the bottom point of the perpendicular, ... ; ZHAV is a rectangle after
construction.

vamnshng plane

prarection plane

object plans

\

Figure 23: Ellipse as central-projective image of a circle
with corresponding denotions

The point of intersection of the projection ray ZP with the straight line AH is
the image point P* which generates the circle image as P moves along the circle.
The projection ray ZP is a generating line describing the oblique circular cone
formed by Z and k. After masking the image plane and cone, the scenario of
Figure 24 is obtained.
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vanishing plane
projection plane

Figure 24: Figure 23 with transparent projection plane

vanishing plane
projection plane

Figure 25: Figure 24 showing the tilting to the object plane
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By tilting both the projection plane and vanishing plane into the object plane
(Figure 25), we obtain a 2-dimensional construction of circle images in central
projection as a special case of an axial projective transformation (Figure 26).

obyect plane

Figure 26: Final state of tilting: axial projective transformation in plane

We are now going to use Cabri II Plus to apply this plane image, with
distinctions made for different cases, to circles for generating conics. Circle does
not intersect or contact the vanishing line (Ellipse: Figure 27), contacts it
(Parabola: Figure 28) or intersecting it (Hyperbola: Figure 29).
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Construct the central projective image
k' of the circle k with the givens Z. h, a, v.
én Vary the position of the circle center M
with respect to the vanishing line v and
watch the variation of the circle image.

Figure 27: Construction of an ellipse as an axial projective image

Figure 28: Construction of a parabola as an axial projective image
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rd

Figure 29: Construction of a hyperbola as an axial projective image

4. Conclusion

In similar way we are able to deal with all the phenomenous approaches to
spatial conics in virtual space using Cabri 3D, which are a preknowledge to a
further-reaching treatment.

E. g. we can also think of conics as “intersections” of a cone of light with a
plane. The curves formed with planes by the light cone going out from a point
source Z (Figure 30) can be interpreted as images in central projection of a circle
k. The circle plane is vertical to the cone axis on which the circle centre is
located. With the aid of a rotating plane, Cabri 3D enables us to observe the
change of shape of the curve from an ellipse into a hyperbola.
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Figure 30: Cone of light intersected by planes
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Como homenaje a Miguel de Guzman:
Algunas reflexiones sobre educacion mateméatica

Baldomero Rubio Segovia

Departamento de Analisis Matematico
Universidad Complutense de Madrid
brubio@mat.ucm.es

Resumen

As an homage to Miguel de Guzman in the next first anniversary of
his death I present some reflections about mathematical education and
problems in conection with the situation at this time in our country.
Several significant and stimulating aspects of the mathematical work
are showed in order to attract young people.

Introduccion: Miguel de Guzman

En el presente mes de Abril se va a cumplir ya un ano desde que Miguel dejé
de estar con nosotros fisicamente. De alguna manera sigue con quienes hemos
sido testigos de su enorme labor, o incluso participes en alguna de sus activi-
dades. Y también continta estando cerca de aquellas personas que han cono-
cido sus obras y disfrutado y aprendido con sus libros y articulos. Agradezco
profundamente la invitacion para participar en este niimero de homenaje a su
figura que esta preparando la Sociedad Puig Adam de Matematicas, y no sélo
por tener ocasion de dar testimonio una vez mas de mi afecto por la persona
de Miguel y mi admiracion por la calidad de su obra, sino también porque en
esta ocasion lo pueda conectar con el nombre de Pedro Puig Adam, a quien
conoci poco tiempo antes de su muerte, cuando yo estudiaba la licenciatura
y ¢l era catedratico de matematicas en el Instituto de Bachillerato San Isidro
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de Madrid. Recuerdo como si fuera de ayer una larga entrevista con ¢l en su
casa, y tuve la gran experiencia de verlo en varias ocasiones trabajando con
los ninos en su Instituto. Con toda seguridad, Puig Adam y Miguel han sido
las personas que mas han influido en la educaciéon matemaética de nuestro
pais.

Como modesta colaboracién en este homenaje es mi intencién mostrar
algunas preocupaciones por la situacion actual que observo en la educacién
matematica de nuestro entorno, y senalar aspectos de trabajo matemaético
que quizas pueden ser estimulantes para que nuestros jovenes lleguen a sentir
interés por esta ciencia y apreciar su valor formativo.

1 Algunas preguntas para empezar

LQué papel juega la matemaética ante el intento de comprender nuestro mundo
y explicar los fendmenos que en él observamos?

; Qué significa la adquisicion de una solida formacién matematica para el
desarrollo de la actividad profesional de una persona?

JPor qué en los tltimos anos se estd produciendo un descenso alarmante
del niimero de estudiantes que acceden a facultades de matemdticas?

. Cémo podriamos reaccionar eficazmente ante el dato de los resultados
negativos en relacién con la formaciéon matemaética de nuestros escolares?

Desde luego que no trato de ofrecer respuestas completas a estas pregun-
tas. Sélo pretendo que las convirtamos en preocupaciones personales y que
cada uno desde su propia responsabilidad procure encontrar las suyas y apor-
tar algo para la mejora del nivel de formacién en mateméticas de nuestros
jovenes.

Lo que viene a continuacién podria describirse como la exposicion de
varias escenas del quehacer matemédtico (utilizo un verbo que a Miguel le
gustaba) que pueden ser significativas para entender lo que realmente es esta
ciencia y estimular a nuestros jévenes al estudio de la misma. En Agosto del
ano pasado tuve la ocasién de contar alguna de ellas a un grupo de cincuenta
estudiantes que el curso actual estdn iniciando sus estudios universitarios.
Seleccionados por su brillante expediente académico, realizaban un curso
de quince dias en el Palacio de La Magdalena de Santander, invitados por
la Universidad Internacional Menéndez Pelayo. Asistieron todos ellos a mi
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conferencia con indudable interés, pero lo mas significativo para mi fue lo que
vino a continuacion: después de casi una hora de mi exposicién, una hora
v quince minutos duraron las preguntas y fue necesario que el coordinador
del curso forzara el final porque se hacia ya tarde para la hora de la comida.
Era patente que muchos de estos jovenes estaban descubriendo interés por
las matematicas, que no se les habia suscitado antes, pero jninguno de ellos
iba a ir a una facultad de matematicas!

2 Escenas del quehacer matematico

2.1 La operacién de contar

Hay acuerdo unanime en que la necesidad de contar los elementos de una
coleccion de objetos puede considerarse como el primer eslabén del desarro-
llo de la matematica. Asf nace el conjunto N={1,2,3,...} de los nimeros
naturales. Ante él surgen enseguida los siguientes pensamientos:

a) El numero 1 tiene un significado especial entre todos ellos.

b) La cadena que forman no tiene fin: cada nimero determina de manera
Unica su “siguiente”, que es distinto de 1, y para dos nimeros arbitra-
rios distintos sucede que el siguiente de uno y el del otro son también
distintos entre si.

¢) Si A es un conjunto de nimeros y sucede que 1 pertenece a A y el
siguiente de cada elemento de A pertenece también a A, entonces tiene
que ser A = N,

Estas tres observaciones constituyen las reglas para hacer las construc-
ciones en el conjunto N, y se llaman los axiomas de Peano. De una necesidad
de la vida ordinaria ha surgido un modelo matemédtico abstracto en el que
se puede trabajar con las herramientas propias de esta ciencia. De hecho,
la teoria de los numeros naturales, denominada usualmente Teoria de los
Numeros, es considerada por muchos como la reina de las matematicas.

Cuando contamos los elementos de un conjunto lo que hacemos es ponerles
etiquetas: 1,2,3, ... hasta llegar al ultimo. La pregunta ahora es natural:
Jcuantos elementos tiene N7 Pero N no tiene iltimo elemento. Decimos que N
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es un conjunto infinito, y la palabra “infinito” no tiene para los matematicos el
significado algo misterioso que se atribuye usualmente a ella. En realidad, los
matematicos sélo trabajan con objetos que se han definido sin ambigiiedad:
las cosas significan exactamente lo mismo para cualquier tiempo, lugar o
persona.

Lo que significa en las mateméticas que el conjunto N es infinito es lo
siguiente: existe algin conjunto P de ntimeros naturales en el que no estan
todos ellos, y existe una aplicaciéon biyectiva de N a P. (Se puede expresar
informalmente asi: una parte estricta tiene tantos elementos como el total).
En efecto, P puede ser el conjunto {2,4,6,...} de los pares, y n — 2n la
aplicacién biyectiva requerida.

Ser finito A significa que no es infinito, es decir, para cada parte P de A
que sea distinta de A no existe una aplicacion biyectiva de A a P. (;Cémo se
demuestra que {a, b, c,d} es finito?. ;Conoces algiin conjunto infinito cuyos
elementos sean objetos materiales?).

Puesto que hay infinitos nimeros naturales, ;qué criterio se puede seguir
para designar a uno cualquiera de ellos? Es claro que no se puede pensar en
infinitos signos distintos. Estamos acostumbrados desde la escuela a que las
diez cifras del 0 al 9 son suficientes. ;Se podria resolver el problema sélo con
las cifras 0 y 17 Ello tendria especial importancia porque los ordenadores
estan constituidos por una cantidad enorme (pero finita) de celdillas y cada
una de ellas puede registrar un 0 o un 1. De esta forma, un ordenador puede
conocer cualquier nimero natural si es que éste se puede expresar siempre
mediante una cantidad finita de ceros y unos. He aqui algunos nimeros
naturales si el criterio es constituir con dos unidades de cada orden una
unidad del orden inmediato superior (de manera analoga a que diez unidades
forman una decena, diez decenas una centena, etc.):

1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101.

La regla para pasar de un ntimero al siguiente es muy sencilla: si termina
en 0, basta sustituir éste por 1. Si termina en 1, hay que buscar el dltimo 0 (o
anadirlo a la izquierda si no lo hay), y éste se sustituye por 1 y los siguientes
unos se sustituyen por ceros. Por ejemplo, el siguiente de 1111 es 10000, y
el siguiente de 11010011 es 11010100. Este tipo de cosas un ordenador las
entiende muy bien y las hace muy deprisa. De pequenos tuvimos que aprender
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las tablas de sumar y de multiplicar del 1 al 9; con la representaciéon “binaria”
solo hay que saber que 1 +1 =10y que 1-1 = 1.

Cuando los matemdticos han creado un modelo, en él se introducen (de-
finen) nuevos objetos v se desarrolla una teoria constituida por resultados
verdaderos (teoremas) y problemas. Por ejemplo, en nuestro modelo de los
numeros naturales se definen los numeros primos: 2,3,5,7.11, ... Problema:
Jhay infinitos numeros primos? Si podemos asegurar que la respuesta es si,
va tenemos un teorema: “el conjunto de los niimeros primos es infinito”. Ad-
mitiendo como cierto que cualquier ntimero es primo o bien tiene un divisor
primo, el razonamiento es éste: si s6lo hay una cantidad finita de niimeros
primos, el siguiente al producto de todos ellos no es primo (por ser mayor
que todos los primos) ni tiene un divisor primo (porque la division euclidea
de él por cada primo da 1 como resto), lo cual contradice a nuestro punto de
partida. Este es un ejemplo tipico de un modo de razonar matematico: se
admite como cierta una proposicion cuando la negacion de la misma genera
una contradiccion.

La Teoria de los Ntimeros estd llena de problemas fascinantes. Hace pocos
anos se resolvio el célebre problema de Fermat: para n mayor que 2 no existen
nimeros naturales a, b, ¢ que verifiquen a™ = b + ¢". (Si n es 2, la cosa es
distinta: 52 = 32 + 42). Estan atin por resolver el problema de Goldbach:
jes todo nimero par la suma de dos nimeros primos?, y el de los primos
gemelos: ;existen infinitos impares consecutivos

(3,5).(5.7), (11,13), (17,19), (29, 31), (41, 43)...

que sean ambos primos?

2.2 ;Qué es una recta?

El problema ahora consiste en crear un modelo matematico cuyos objetos
puedan asimilarse a lo que entendemos como los puntos de una recta. Para
empezar podemos imaginar situados sobre ella todos los niimeros naturales
1,2,3... de la forma usual: en una recta horizontal se elige un punto O
como origen y un punto unidad U hacia la derecha; bajo U se situa el 1,
y seguidamente 2, 3, 4, 5,... ; bajo O se sitia el 0, y hacia la izquierda los
simétricos —1, —2, —3, ... , que son los enteros negativos. El 0, que en la
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escena anterior era solamente un signo, ahora adquiere la categoria de nimero
entero.

I P
-4 -3 -2 -1 2 3 4 5

Sobre nuestra recta podemos colocar las fracciones, es decir, los nimeros
racionales, segiin un procedimiento bien conocido, y la recta “casi” se llena.

Pero antes de continuar es conveniente saber de qué forma los ordenadores
conocen los nimeros racionales. Sumando a los enteros las fracciones com-
prendidas entre 0 y 1 tenemos todos los numeros racionales posibles, por lo
que ahora nos vamos a referir sélo a éstas, por ejemplo, a % La conocida
desde la escuela como la “divisién larga”, nos presenta a esta fracciéon como
0, 666... con infinitas cifras decimales. Pero habiamos acordado que el orde-
nador sélo entiende de una cantidad finita de ceros y unos. FEn el sistema
“binario” 2 y 3 son respectivamente 10 y 11. ;Sabriamos hacer la divisién
larga de 10 por 117 Resulta 0,10101010101... , con infinitas cifras binarias,
donde 10 se repite sistematicamente. El ordenador puede conocer el nimero
que se obtiene, por ejemplo, con las diez primeras cifras solamente, y tal
nimero es bastante préximo a % El ordenador conoce una cantidad finita de
aproximaciones buenas a numeros racionales, pero ello le es suficiente para
precisar el saldo de nuestra cuenta corriente hasta las centésimas de euro.

Colocados todos los nimeros racionales sobre la recta, jquedan libres
algunos puntos de ésta? Experimentemos: sobre el segmento de extremos 0
v 1 construimos un cuadrado. De acuerdo con el teorema de Pitagoras, su
diagonal tiene una longitud cuyo cuadrado es 2. Situemos esta diagonal sobre
la recta con un extremo en el 0 y hacia la derecha. El otro extremo es un
punto P que debe corresponder a un nimero cuyo cuadrado sea 2. Pero no
es dificil demostrar que el cuadrado de una fracciéon nunca es 2. Asi es que
sobre P no cae un numero racional. Es decir, al menos hay un punto en la
recta que no tiene asignado un numero racional. ;Qué objeto de caracter
numeérico se puede crear para asignarlo a P?

La respuesta puede extraerse de una construccién geométrica asociada a
la idea de buscar el lado de un cuadrado de area 2. O dicho de otra manera: a
partir de dos cuadrados de area 1 se pretende trocear de forma conveniente el
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primero para ampliar el segundo. Empezamos partiendo el primero en cuatro
cuadrados de lado %, es decir 0,1 en notacién binaria, pero necesitariamos
cinco para hacer una ampliaciéon. Entonces lo que hacemos es partir los
cuatro cuadrados de lado 0, 1 para obtener dieciséis de lado 0,01. Con nueve
de ellos ya podemos hacer una primera ampliacion y se obtiene un cuadrado
de lado 1,01 y sobran siete. ;Sabrias como hacer una segunda ampliacion
con los sobrantes? Este proceso se puede continuar de forma indefinida. ;Por
qué no hay una etapa en la que no quede algiin cuadrado sobrante?

El objeto 1, 01101... construido con el método anterior es la “raiz cuadrada
de 27 expresada en el sistema binario. No es un nimero racional, es decir,
no se puede expresar como una fraccién: se denomina nmiimero irracional.

2.3 Del interés compuesto al niimero ¢

Ponemos un capital de 1 euro a un interés de « por 1 anual, es decir, 1 se
convierte en 1 + « en el plazo de un ano. Pero si el interés se acumulara al
capital al pasar s6lo un semestre, entonces 1 aumentaria a 1+ § y esta canti-
dad seria la que produce l)Pl]PﬁClO% en el siguiente semestre; en consecuencia,
1 se convierte en (1 + 2) al finalizar el ano, ya que se exige que la relacion
del capital final al inicial en intervalos iguales de tiempo debe ser constante.
Con el mismo tipo de razonamiento, la evolucion del capital 1 a lo largo de
un ano si es que los intereses se acumulan cada fraccion n-ésima de ano seria
ésta:
1—1+2 5 (1+3)2—> (1+3)3—> . — (1+9)n.
n n n

n

Pensemos que es a = 1. En la hipétesis anterior 1 pasa a ser

1\"
i (1 + —)
mn

en un ano. ;Podria elegirse n para que x, pudiera llegar a ser 3 o mas?
., Qué es lo maximo que puede ser x,? Tal maximo corresponderia a una
situacion en la que el interés se acumula de forma instantanea al capital, y asi
puede interpretarse el crecimiento biologico. Del analisis de la formulacion
matematica de este proceso pueden obtenerse interpretaciones de la vida
animal o vegetal.
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La conocida formula de Newton nos puede servir para obtener cotas muy
ajustadas para los nimeros z;, :

14 1\" 414 1 + n\ 1 A ny 1 -
Ty = -] = T _
! n 2 n2 3)n3 n) nn

11 1 1 1
Sl+ld gttt =<2+ +5++

3! 2 22 an—1 <3

Y también

1 1 1 1
i’n<5n<2+§ l+§+?++ﬁ <2~75
Al crecer n el nmimero s, se va estabilizando a un nimero muy importante
del Analisis, designado e, que no es racional. También x,,, aunque menor que
sp, se estabiliza a e, cuya expresion decimal es 2, 7182...

2.4 Un modelo de crecimiento biolégico

Leonardo de Pisa, conocido como Fibonacci, vivid entre 1170 y 1250 y ha sido
considerado como el mas grande matematico europeo de la edad media. En su
Liber Abaci propuso este problema: una pareja de conejos esta confinada en
un recinto cerrado. La pareja y todas las sucesivas se reproducen de manera
que al cumplir su segundo mes de vida generan una nueva pareja cada mes.
; Cuantas parejas hay al cumplirse el mes n. suponiendo que no hay muertes?
Designamos mediante xg, xy, x2, ... £, el nimero de parejas existentes
en el momento inicial, al finalizar el mes 1, al finalizar el mes 2, ... al finalizar
el mes n. Obviamente zg = x; = 1, pues al final del mes 1 la pareja inicial
aun no ha generado otra pareja. Pero xz = 2, pues ya se han cumplido los
primeros dos meses de vida de la pareja inicial y nace una nueva pareja. A
partir de aqui se observa una sencilla relacion entre los nimeros x,,, 11 v
Tp4o @ el nimero x40 de parejas existentes al final del mes n+2 se obtiene al
sumar las x4 que ya habia al final del mes n+1 y las x;, que han generado
al cumplir al menos dos meses de vida las x;, que ya habia al final del mes n.
Es decir, z,10 = z,41 + x,. Se obtiene asi para xg, x1, x9,... lo siguiente

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, .
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La pregunta natural ahora es ;hay una téormula para expresar z,, en fun-
cién de n? De manera sorprendente la respuesta se va a encontrar buscando
progresiones geométricas

2 .3

Lo, x%, 27, ...

ntl = g2 paran = 0,1,2,... Asi sucede si y

sélo si z es solucién de la ecuacién de segundo grado 1 + 2 = z°, es decir,
cuando x es uno de los nimeros

_1+vs o 1-WV6

=3 B=—

Son los 1nicos que verifican o+ 3 = 1 y a3 = —1. Ahora basta observar que
sl ponemos

tales que se satisfaga " + =

¥

Tp = Ao +pufd", n=01,2,..

se cumple la relacién 2" + "1 = 2"? cualesquiera que sean A\ y j. Estos

se determinan para que resulte g = x; = 1, y se obtiene

1
rn = —5 [CE

n+1 .ﬁ3n+l] _

La relacion entre las poblaciones iniciales en meses consecutivos, es decir,
el cociente ¢, entre x,_1 v &, se estabiliza hacia el “nimero aureo”. Resulta

N T
. 1—(8
Tp-1 a’t — _,dn ((r)
Cp = - p - N
- o

y por ser menor que 1 el valor absoluto del cociente de [ por «, las potencias
de éste se estabilizan a 0 cuando n crece, por lo cual ¢, se estabiliza hacia

1 2 V51
a 14++v5 @ 2

que es el nimero aureo. Expresa desde la antigiiedad la proporcion mas
armoniosa para los lados de un rectangulo.

Problema: estudiar la variante del modelo de Fibonaceci en la que en
el instante inicial hay dos parejas recién nacidas y cuatro mas que en ese
momento cumplen un mimero exacto de meses igual o superior a 1. jA qué
numero se estabiliza el cociente de x,_ por x,7

= _13 = {J- 618--- .
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2.5 El circulo, nimeros complejos y 7

El cuadrado de un numero real distinto de 0 es un numero positivo. La
ecuacién x> = —1 no tiene por tanto solucién alguna en el marco de los
nimeros reales, que son los que se representan sobre la recta. Pero la rea-
lidad nos ofrece un objeto muy importante al que se puede dar también un
significado numérico: el plano.

En el plano vamos a centrar nuestra atenciéon en el circulo U de radio
1 cuyo centro es el punto (0,0), origen de coordenadas. Cada punto del
circulo tiene coordenadas (z,y) que deben verificar la relacién 22 + y? = 1.
En particular, hay cuatro puntos notables en este circulo que son (1,0), (0, 1),
(—1,0) v (0, —1). Cada punto u de U determina la semirrecta de origen (0, 0)
que pasa por u. Todas estas semirrectas llenan el plano y sélo (0, 0) es comiin
a dos de ellas que sean distintas. Si fijamos como semirrecta origen la que
pasa por (1,0), la que pasa por u forma con ella un angulo, y al variar «
en el circulo unidad se obtienen todos los angulos posibles; es decir, en U se
pueden materializar todos los angulos.

El circulo U es el borde del disco unidad D, y 7 se define como el niimero
real que expresa el drea de D. Ahora podemos asignar a cada v € U el niimero
real t tal que % es el drea barrida por el radio que corresponde a (1,0) al girar
respecto del origen en el sentido positivo (contrario al del avance de las agujas
de un reloj) hasta la posicién de u. Es claro que 0 < ¢ < 2.

El mimero t se llama argumento o amplitud de u, y expresa la longitud
del arco de U con extremos (1,0) y u, recorrido también en sentido positivo.
En particular, a los cuatro puntos de U antes citados corresponden los argu-
mentos 0, 5, 7y 37“ La longitud total de U es, por tanto, 27. Si (z, y) son las
coordenadas de u, los nimeros x, y se llaman cost y sent respectivamente,
siendo t el argumento de u. Se verifica pues la relacion fundamental

cos® t +sen’t = 1.
Cualquier punto (z,y) del plano lo expresamos ahora con la notacién

x+iy. En particular, (0, 1) se expresa i conviniendo que il = i. Si convenimos

ademss que i2 = —1, los objetos

c=a+1ib, z=x+1y
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t/2

9
r

Figura 1: El argumento de u

se suman y multiplican de la siguiente forma, siguiendo las conocidas reglas
del céalculo:

ct+z=(a+z)+ilb+y), cz=(ax—by)+i(ay+ dbx).

Esta es la aritmética de los niimeros complejos.

Los cuatro puntos notables de U antes citados son los niimeros complejos
que se pueden expresar ahora como 1,4, —1, —¢. El niimero u de U con argu-
mento t es cost + isent, y Euler lo designé de la forma e, es decir, aparece
la llamada identidad de Euler

e = cost + isent.

Una razén para esta notacion es que se observa que el producto de dos
nimeros complejos de U se corresponde con la forma de multiplicar dos po-
tencias de la misma base. Pero, ;por qué aparece aqui nuestro ya conocido
nimero e? La explicacién queda ahora un poco lejos.

Puesto que 7 es el argumento de —1, la identidad de Euler conduce en
este caso a

e™ =cosm+isenw = —1,
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es decir,
1+e™ =0.

He aqui cémo los cinco ntimeros mas importantes del Andlisis Matematico
estan ligados por una relacion bien sencilla.

3 Conclusiones

Volvamos de nuevo a las consideraciones iniciales. ;[ Estamos de acuerdo en
que se detecta un nivel escaso en la formacién matemadtica de nuestros es-
colares? ;Y en que la aficién a esta ciencia esta decayendo incluso entre los
jovenes brillantes que entran en la universidad? Esto es cierfamente preo-
cupante. Se pueden encontrar razones sociolégicas, o de diseno del sistema
educativo, o de configuracién del mundo actual que implica una informacion
excesiva que distrae constantemente a los jovenes, precisamente cuando de-
berian pensar méas en realizar actividades para su formmacién. En mi aula en
la universidad encuentro muchas personas dispuestas a recibir informacion,
pero no tanto a desarrollar una tarea creativa buscando respuesta a una pre-
gunta o a un problema. Entrar en este tipo de andlisis para decir algo que
no sea trivial es una cosa que hay que abordar con urgencia.

Yo sélo me voy a limitar ahora a seguir haciendo pregnnias: las personas
de mi edad nos entrendbamos de ninos con “divisiones largas” de cierta enver-
gadura, o incluso raices cuadradas, lo cual requeria un estuerzo prolongado de
concentracion y exigia un rigor para obtener resultados exactos; jqué susti-
tuye a tal actividad entre las que realizan los jévenes actuales que tenga un
valor formativo equivalente? Los contenidos en matematicas de los programas
actuales de educacion secundaria v bachillerato siguen adoleciendo de defec-
tos importantes, en mi opinién. Por ejemplo, jpara qué el énfasis en ofrecer
tantas recetas para el calculo integral o diferencial, lo cual no es motivador
para el alumno y supongo que tampoco agradable para el profesor? ;qué ha
sucedido antes para que los estudiantes de matemadticas en su primer curso
universitario se sorprendan al observar que tienen que tomar decisiones, juz-
gar la veracidad de algo, o desarrollar nna actividad creativa por si mismos?
Jes que no han tenido experiencias anteriores de tal tipo y sélo se han ocu-
pado de seguir programas automdticos (recetas) predeterminados? Quizas
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es esto lo que sucede. Y bien, no deberia ser tan dificil encontrar situa-
ciones estimulantes y de problemas para la actividad matematica de nuestros
escolares.
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Abstract

Let us suppose two circles are given, one inside the other. Then chains of
circles tangent to both these circles and each one externally tangent to
its two neighbors can be inserted. This configuration is called Steiner’s
chain of circles because it was developed by this great nineteenth-
century geometer. He used the inversion method for reducing the pair
of given circles to a pair of concentric circles. In this paper. we propose
a recursive method to construct Steiner’s chains, that does not require
the reduction to concentric circles and so it simplifies the construction.
A result to compute closed chains is also included. The method has
been used to construct Steiner’s chains on a Dynamic Geometry Sys-
tem, that does not include inversions. It has been implemented on a
Computer Algebra System using a recursive procedure.

Al Profesor Miguel de Guzmdn, que nos dio muchas ideas acerca
de invenciones en Geometria Sintética, con las que tanto disfrutaba.

“Parcialmente subvencionado por los proyectos PR3/04-12410 de la Universidad Com-
plutense de Madrid y MTM2004-03175 del Ministerio de Educacion y Ciencia.
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Introduccion

Los bellos problemas geométricos clasicos contintian siendo atractivos para
muchos matematicos, que a veces encuentran nuevas soluciones para los viejos
problemas. Interesantes muestras de ello pueden encontrarse en libro [4] de
Miguel de Guzman. El presente articulo persigue esa linea de trabajo.

El gran geometra del siglo XIX Jakob Steiner planted y resolvid el pro-
blema de la construccién de una cadena de circunferencias tangentes a dos
dadas, a,b, una interior a la otra, siendo cada una de las circunferencias es-
labones, ¢1, ca, €3, ..., tangente exteriormente a sus dos contiguas (Figura 1).

Figura 1: Cadena de Steiner para las circunferencias a,b

Para resolverlo aplicé el método de inversion, ideado por ¢l mismo. Una
inversion de polo uno de los puntos limites del haz de circunferencias que de-
terminan las dos dadas, transforma estas en dos circunferencias concéntricas
y a las circunferencias eslabones de la cadena en circunferencias todas iguales
(del mismo radio). La demostracién puede encontrarse en cualquier tratado
clasico de Geometria Sintética, como [1, 2, 5, 6], por ejemplo.

Proponemos aqui otro método de construccion de cadenas de Steiner, que
no requiere reducir las dos circunferencias dadas a dos concéntricas, ni aplicar
inversiones. Se trata de un método inspirado en el que ya propusimos en [7],
adaptado ahora a las posibilidades que ofrecen los Sistemas de Geometria
Dindmica (SGD) y los Sistemas de Computacién Algebraica (SCA) actuales.
Finalmente, para obtener cadenas cerradas se va a desarrollar el método
propuesto en [3].
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1 Construccion recursiva de cadenas de Steiner

Definicion 1.1. Sean a,b dos circunferencias, tales que b sea interior a a.
Una cadena de Steiner de circunferencias para a,b es una sucesion finita de
circunferencias, 1, ca, ....., Cp, que verifican las condiciones (Figura 1):

1) ¢; es tangente exteriormente a la circunferencia b ; i =1,2,...,n

2) ¢; es tangente interiormente a la circunferencia a ; i =1,2,...,n

3) ¢; es tangente exteriormente a ¢i_y 1 i =2,...,n

4) ¢i es distinta de ¢;_o ; 1 =3,...n

Denotaremos por A, B los respectivos centros de las circunferencias dadas,
a,b. En caso de ser a,b concéntricas, la construccion de la cadena es trivial.
Por tanto, en delante supondremos A # B.

1.1 Primera circunferencia de la cadena

Una circunferencia, ¢, tangente exteriormente a la circunferencia b y tangente
interiormente a la circunferencia a queda determinada por su punto comin,
P, con a (o por su punto comun, ), con b). La construccion de ¢ es trivial en
el caso particular en que P (o Q) esté en la recta AB. Por tanto, en delante

supondremos P ¢ ADB.

Definicién 1.2. Dado un punto P € a, sea P’ el punto de b tal que la
semirrecta Bp: sea paralela y de sentido contrario que la semirrecta Ap.
Al punto de interseccion de las rectas PP" y AB, lo denominaremos punto
central de la cadena que determinan a y b y lo denotaremos por H.

El punto central H, que es centro de una homotecia de razén negativa
en que a,b son homologas, no depende del punto P € a, a partir del cual
se determina. En nuestra construccion de cadenas de Steiner dicho punto H
serd fundamental.

Para abreviar notacion, a una semirrecta de origen el punto V' v que pasa
por el punto W la denotaremos por Viy. Con esta notacion la determinacion
de H se puede abreviar asi (Figura 2):

Peca; Peb; Bp|Ap ; H=PP NAB (1)

donde la flecha hacia abajo entre dos semirrectas indica que son paralelas y
de sentido contrario.
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Proposicién 1.3. Siendo la circunferencia b interior a la a, el punto central,
H, es interior a la circunferencia b.

Demostracion. Denotemos por r,, 7, las medidas de sus radios de las respec-
tivas circunferencias dadas, a,b. De la semejanza de los tridngulos HPA y
HP'B se sigue que HB = %’:‘rb, pero, por ser A v B puntos interiores de a,
también lo es H, luego HA < rg4, lo que implica HB < 1, y en consecuencia
H es punto interior de b (Figura 2). O

Figura 2: Determinacion del punto central de la cadena

Las circunferencias dadas, a, b son homologas en una homotecia de centro
el punto H. También son homodlogas en una inversion de polo el punto H.
En adelante, denotaremos por ¢ a la inversion de polo H y potencia positiva
en que a, b son homdlogas .
Teorema 1.4. Fijado un punto, P € a, existe una inica circunferencia,
¢, tangente interiormente a la a en P y tangente exteriormente a la b. Su
punto de contacto, (), con b, estd alineado con H y P. El centro, C, de la
circunferencia ¢ es el punto de interseccion de las rectas AP, BQ (Figura 3).

Demostracion. Siendo H un punto interior v 7 un punto exterior a la cir-
cunferencia b, el axioma de continuidad permite asegurar que la semirrecta
Hp corta a b en un punto, que denotaremos por ). Por tanto, la inversion 7,
anteriormente mencionada, tal que i(a) = b, tiene por potencia de inversién

'En la demostracién de los resultados que siguen se hace uso de esta inversién, para
abreviar, pero en el algoritmo geométrico de la construccién de la cadena (objetivo esencial
del presente articulo), no se hace uso de esta inversién, como se apreciara més adelante.
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el producto HP - HQ) (Figura 3). En consecuencia, toda circunferencia del
haz de puntos base P, es doble en ¢. En particular, la circunferencia, c,
tangente interiormente a la a en P y que pasa por @ verifica i(c) = ¢. Por
ser ¢ una transformacion isogonal, las circunferencias b y ¢ seran tangentes
exteriormente en su punto comun (), ya que sus respectivas inversas, i(c) = ¢
e i(b) = a, eran tangentes interiormente en su punto comin P = i(Q).

La unicidad de la circunferencia ¢ sigue de pertenecer al haz de circun-
ferencias tangentes a la a en el punto P, de las cuales sélo una sera tangente
a la circunferencia b.

Por otra parte, al ser ) = () y ser i una inversion de polo H, los puntos
H, P, son colineales.

Finalmente, por ser a,c dos circunferencias, de centros respectivos A, C,
tangentes interiormente en P, los puntos P, A, C' son colineales. Analogamente
por ser b, ¢ dos circunferencias, de centros respectivos B, C, tangentes inte-
riormente en @), los puntos ), B, C' son colineales. O]

Figura 3: Determinacion de los puntos @Q y C

Fijado P, el teorema anterior permite determinar los puntos Q.C', por
las condiciones
Q=Hpndb ; C=BRNPA (2)

donde Hp es la semirrecta de origen H y que pasa por P. De modo analogo, se
prueba que fijado @, los puntos P, C' quedan determinados por las condiciones

P=HgpnNa ; C=BRNPA (2"
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1.2 Construccion recursiva de las circunferencias siguientes

Sea ¢ una circunferencia tangente interiormente a la circunferencia a y tan-
gente exteriormente a la circunferencia b. De la proposicion 1.3 se sigue que el
punto central H es punto exterior de ¢. En consecuencia, las rectas tangentes
a ¢ trazadas desde el punto H son rectas reales.

Definicién 1.5. Sea T el punto de contacto de la circunferencia ¢ con una
de sus tangentes trazadas desde el punto H. A la circunferencia de centro H
y que pasa por 1, la denominaremos circunferencia central de la cadena que
determinan las circunferencias a,b y la denotaremos por d (Figura 4).

Figura 4: Determinacion de la circunferencia central

En nuestra construccion de cadenas de Steiner dicha circunferencia central
de la cadena sera fundamental. Por ser ortogonal a la ¢, la determinacion de
d se abrevia en los dos pasos siguientes:

i) o := circunferencia de diametro HC

ii) d := circunferencia de centro H que pasa por T" € ¢No (3)

La siguiente proposicion asegura la consistencia de la definicion precedente.

Proposicion 1.6. La circunferencia central d no depende de la circunferen-
cia ¢ (tangente a las circunferencias a,b) utilizada para determinarla.

Demostracion. De acuerdo con el teorema 1.4, los puntos P, 2, de contacto
con ¢ de las respectivas circunferencias a, b, y el punto central H son colinea-
les. En consecuencia, la potencia de la inversion 7 de polo H es HFP - H(Q), que
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es también la potencia geométrica del punto H respecto de la circunferen-
cia ¢. Por otra parte, al ser ¢, d circunferencias ortogonales, dicha potencia
geométrica es también WE. Por tanto, denotando por k a la potencia de la
inversion i, se tiene HT® = HP - HQ = k. Luego el radio, HI' = vk, de
la circunferencia d es independiente de cual sea la circunferencia ¢ utilizada
para determinarlo. O]

Figura 5: Determinacion de la circunferencia siguiente

Corolario 1.7. Sean ¢, ¢ dos circunferencias, ambas tangentes interiormente
a la circunferencia a y tangentes exteriormente a la circunferencia b, y tan-
gentes exteriormente entre si (es decir, dos circunferencias eslabones conse-
cutivas de una cadena). Entonces el punto de contacto, T, de ¢, ¢’ estd en la
circunferencia central, d, de la cadena (Figura 5).

Demostracion. Sea v la region angular de vértice H cuyos lados son las
dos semirrectas de origen H tangentes a la circunferencia ¢ y que contiene a
c. Analogamente, sea 7' la region angular de vértice H cuyos lados son las
dos semirrectas de origen H tangentes a la circunferencia ¢ y que contiene
a ¢. Ambas regiones angulares, v,7’, son convexas por ser H interior a
la circunferencia b y ser ¢, ¢ tangentes exteriormente a la b. Para que ¢, ¢’
sean dos circunferencias tangentes exteriormente entre si, es preciso que las
regiones angulares convexas 7, 7' sean adyacentes, es decir, que su interseccién
sea una semirrecta lado comun. Por ser dicha semirrecta tangente a dichas
circunferencias, ¢, ¢, su punto de contacto con ellas estard en la circunferencia

central, d, de la cadena. []
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Proposicion 1.8. Sea ¢ una circunferencia tangente exteriormente a la cir-
cunferencia b y ortogonal a la circunferencia d. Entonces ¢ es tangente inte-
riormente a la circunferencia a.

Demostracion. Por ser ¢ ortogonal a la circunferencia d, sera doble en la
inversion ¢ de polo H y potencia positiva en que i(a) = b. Siendo @ el punto
de contacto de b,d, v P su imagen en i, se tiene: P = i(Q) € i(eNb) =
i(¢)Ni(b) = cNa. En consecuencia, al ser ¢ una transformacién isogonal, a, ¢
son tangentes en P = i(Q), por ser a, b tangentes en (. [l

Teorema 1.9. Sea c una circunferencia tangente interiormente a la circun-
ferencia a y tangente exteriormente a la circunferencia b. Sea T" uno de los
puntos de interseccion de las circunferencias ¢,d (Figura 5). Sea E el punto
de la semirrecta T (de origen T y que pasa por C), tal que TE sea igual
al radio, ry, de b. Sea m la mediatriz del segmento EB. Entonces las rec-
tas m,CT son secantes y la circunferencia ¢’ de centro C' = m N CT y que
pasa por 1" es tangente exteriormente a las circunferencias ¢, b y tangente
interiormente a la circunferencia a.

Demostracion. De acuerdo con lo indicado anteriormente, las circunferen-
cias ¢,d son ortogonales. Siendo 7" uno de sus puntos de interseccion, las
rectas C'I"y HT son perpendiculares. En consecuencia, el punto E del enun-
ciado del teorema verifica dist(E, HI') = ET = 1y, pero dist(B, HT) <
BH < 13, donde la tltima desigualdad sigue de la proposicién 1.3. Por
tanto, dist(E, HT') # dist(B, HT) luego las rectas BE y HT son secantes
y, en consecuencia, sus respectivas perpendiculares C'T" y la mediatriz, m, de
BE, también son secantes. Su punto de interseccién, C”, esté en la recta CT,
que es exterior a b (por ser tangente a d), luego C es exterior a b. Por tanto,
C'B > 1y y en consecuencia C'E = C'B > 1, luego C'E > TE = ry. De
esta desigualdad se sigue que T estd entre C’ y C. En consecuencia, para la
circunferencia, ¢, de centro C' y que pasa por T, se verifica dist(C’,C) =

C'T4+TC = ry+1, (donde 7 es el radio de ), luego ¢ es tangente exterior-
mente a c. Por otra parte, dist(C", B) = dist(C', E) = C"T + TE = ry + 1y,
luego ¢’ es tangente exteriormente a b. Finalmente, la recta HT es tangente
comitin a las circunferencias ¢ y ¢/ en su punto comin 7, luego ¢’ es ortogonal
a d. Todo ello, de acuerdo con la proposicién 1.8, implica que ¢’ sea tangente
interiormente a la circunferencia a. O]
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Una vez construidas las circunferencias ¢, d y elegido el sentido, s, de la
cadena (horario o antihorario). el teorema anterior permite determinar la
circunferencia ', siguiente en la cadena a la circunferencia ¢, mediante los
cinco pasos siguientes (Figura 5):

i") T € e¢nNd, tal que el angulo convexo C'HT sea de sentido s

ii') E es el punto de la semirrecta T¢, tal que TE = 1y,

iii’) m es la mediatriz del segmento EB

iv') " es el punto de interseccién de las rectas m, CT

v') ' es la circunferencia de centro C” y que pasa por T' (4)

2 Algoritmo geométrico para generar cadenas

Dadas dos circunferencias, a, b, tales que la a sea interior a la b, un punto
P € a y un sentido, s, de rotacion, es posible construir una cadena de Steiner
para a, b, cuya primera circunferencia sea tangente a la circunferencia a en P
y cuyas restantes circunferencias eslabones sigan el sentido s, aplicando los
resultados de la seccion 1:
i”) el punto central H queda determinado por las férmulas (1)
ii”) el punto de contacto @ y el centro C' de la primera circunferencia de
la cadena quedan determinados por las féormulas (2)
iii”) la circunferencia central d queda determinada por los dos pasos (3)
iv?) cada circunferencia ¢’ de la cadena, siguiente a otra circunferencia,
¢, queda determinada recursivamente por los cinco pasos (4)
Todo ello permite establecer el siguiente algoritmo geométrico para la cons-
truccién de una cadena de Steiner de n eslabones en sentido de rotacion s,
para las circunferencias a, b, cuya primera circunferencia pase por un punto
dado P € a.

Inputs

A (centro de la circunferencia a)

B (centro de la circunferencia b, distinto de A)

P (punto de la circunferencia a, tal que P, B, A no colineales)
(¢ (punto de la circunferencia b)

s (sentido de rotacién de la cadena)

n (nimero de circunferencias de la cadena)

55



Output
Cadena de Steiner para a,b de n circunferencias en sentido s, cuya primera
circunferencia pasa por el punto P € a.

Steps
1. AB:=recta que pasa por los puntos A, B

P A:=recta que pasa por los puntos P, A

2.
3. rl:=recta paralela a PA por el punto B
4. b:=circunferencia de centro B y que pasa por GG
5. P':=punto de interseccién r1 v b, tal que los puntos P, P’ estdn en distinto
semiplano de borde la recta AB
6. PP':=recta que pasa por los puntos P, P’
7. H:=punto de interseccién de PP y AB
8. Hp:=semirrecta de origen H que pasa por PP
9. (Q:=punto de intersecciéon Hp y b
10. B(@):=recta que pasa por los puntos B, ()
11. C:=punto de interseccién de BQ y PA
12. c:=circunferencia de centro C' y que pasa por P
13. HC:=segmento de extremos los puntos H,C
14. N:=punto medio del segmento HC
15. o:=circunferencia de centro N y que pasa por H
16. T:=punto de o N e, tal que el dngulo orientado C'HT sea del sentido s
17. d:=circunferencia de centro H y que pasa por T’
18. BG:=segmento de extremos los puntos B, G
19. Tterar n — 1 veces los siguientes pasos 19.1 al 19.11:
19.1 e:=circunferencia de centro T' y radio BG
19.2 T :=semirrecta de origen 1" que pasa por C
19.3 E:=punto de interseccion de T y e
19.4 EB:=segmento de extremos los puntos E, B
19.5 M:=punto medio del segmento E'B
19.6 m:=perpendicular por M al segmento £'B
19.7 Ep:=semirrecta de origen E que pasa por 1T’
19.8 C':=punto de intersecciéon Ep v m
19.9 ¢/:=circunferencia de centro C’ y que pasa por T
19.10 T":=el otro punto de interseccién de ¢’ y d, distinto del T
19.11 7', C pierden su nombre y 17", C" son renombrados como 1', C.
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3 Representacion grafica de cadenas con un SGD

El algoritmo geométrico de la seccion 2 puede ser aplicado a representar
griaficamente sobre un SGD (Sistema de Geometria Dindmica) la configu-
racion de cadenas de Steiner desarrollada en la seccion 1.

Para ello puede utilizarse cualquiera de los SGD usuales: The Geometer’s
Sketchpad, Cabri-geométre, Cinderella,.... La parte iterativa del algoritmo
(paso 19) se presta a ser ejecutada mediante un procedimiento recursivo
(un “script”, si se utiliza la versién 3 de The Geometer’s Sketchpad, o una
*macro” si se utiliza Cabri-geométre).

Figura 6: Generacion de una cadena de Steiner con un SGD

En la figura 6 aparece la representacién grafica del proceso de generacién
de una cadena de Steiner obtenida utilizando The Geometer’s Sketchpad.
Una vez construida una circunferencia de la cadena, se seleccionan los cinco
objetos T, BG, C, B, d, para construir, a partir de ellos, la siguiente circun-
ferencia de la cadena, al aplicarle dicho procedimiento recursivo.
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4 Calculos efectivos para obtener cadenas cerradas

Definicion 4.1. La cadena de Steiner ¢y, o, ..... . Cn, considerada en la defini-
cion 1.1, se dice que es una cadena cerrada si se verifican las dos condiciones
adicionales siguientes (ademds de las cuatro alli mencionadas):

5) ¢n es tangente exteriormente a la circunferencia ¢,

6) ¢, es distinta de co

El hecho de que una cadena de Steiner de n circunferencias resulte ser
abierta o cerrada, depende de la longitud de los radios rg, 1, de las circun-
ferencias a, b, y de la distancia, 0 45, entre sus respectivos centros. Por otra
parte, la cadena puede cerrar después de N ciclos (vueltas). En principio,
si estos parametros son elegidos aleatoriamente, la probabilidad de que la
cadena sea cerrada es nula. El siguiente resultado expresa la relacién que ha
de existir entre esos parametros, para que la cadena sea cerrada.

Teorema 4.2. La cadena de Steiner que se estda considerando es cerrada, si
iy solo si entre los pardmetros 4,1y, 04p.n. N se verifica la relacion siguiente

(5)

1—sen(&E)

1—sen(=7)

(rq — pry)(pre —ry) = pdag, donde p=

Demostracidn. Sigue de lo expuesto en [3]. ]

Al ser (5) un polinomio de grado 2 en r, v en ry. fijados valores concretos
para dop.n, N y para uno de los dos radios r,, r,. existen dos posibles valores
para el otro radio, para los cuales la cadena es cerrada. Dichos valores ob-
viamente corresponden a los radios de una circunferencia exterior y de otra
interior a aquella cuyo radio se habia fijado.

5 Automatizacion de calculos con un SCA

Salvo en casos triviales, para decidir correctamente si una cadena de Steiner
es cerrada o abierta es preciso introducir coordenadas y manipular las ecua-
ciones de los objetos geométricos contenidos en la configuracion.

La complicacion de las expresiones que aparecen se incrementa a medida
que se avanza en la cadena. Por ello es aconsejable desarrollar la imple-
mentacién del algoritmo de la seccién 2 sobre un SCA (Sistema de Com-
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putacién Algebraica). Entre ellos, hemos elegido Maple, teniendo en cuenta
su comodidad, difusiéon en Educacion, portabilidad y potencia de calculo.

En el paquete que hemos desarrollado al respecto, una cadena de n circun-
ferencias es codificada mediante una lista de forma [[C, T1], [Ca, T3]...[Cp, Th]].
donde C es el centro de la i-ésima circunferencia de la cadena y I su punto
de contacto con la siguiente.

Los datos utilizados para determinar la cadena son: el centro, A, de la
circunferencia dada exterior, a (que se elegird como origen de coordenadas,
por razén de brevedad de calculo); el centro, B, de la circunferencia dada
interior, b (que se elegira con segunda coordenada nula); un punto, P, de
la circunferencia a (que se elegird con segunda coordenada no negativa); un
punto, G, de la circunferencia b; el niimero, n de circunferencias de la cadena
y el sentido, s, de rotacién al generar la cadena, valorado en 1, -1, de acuerdo
con el convenio usual (1 para sentido antihorario y -1 para sentido horario).

El valor del sentido (1,—1), es alojado en una variable global, s, al ob-
jeto de ser tenido en cuenta al calcular las siguientes circunferencias de la
cadena. A fin de elegir adecuadamente (entre los dos posibles) el punto, 7T,
de interseccion de las circunferencias c, d, definimos un procedimiento auxi-
liar, para ser aplicado a los cuatro argumentos: C, H, lista Lt (de puntos de
interseccién de ¢, d), s. Al ejecutarlo devuelve el punto, T, de la lista Lt, tal
que el sentido del angulo convexo CH'T sea el alojado en s.

El paquete consta de 21 procedimientos, de los cuales describimos sélo los
directamente relacionados con el problema de las cadenas de Steiner, omi-
tiendo toda alusion a los subprocedimientos auxiliares relativos a operaciones
geométricas elementales, que pueden encontrarse descritos en [8].

El procedimiento CircOne calcula la primera circunferencia de la cadena.
Al aplicarlo a los argumentos A, B, P, G, devuelve la circunferencia tangente
a la a en el punto P, codificada en la forma [C1,17].

El procedimiento recursivo CircAdd anade nuevas circunferencias a la
cadena de Steiner. Su primer argumento es la primera circunferencia de la
cadena, o bien la lista de circunferencias de la cadena calculadas previamente
y su segundo argumento es el nimero de nuevas circunferencias a anadir a
la cadena. Devuelve la lista de circunferencias de la cadena calculadas hasta
aqui, codificadas del modo mencionado anteriormente.

El procedimiento chainRad, al ser aplicado a una lista de circunferencias
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dadas en la forma antedicha, por [centro, un punto/, devuelve la lista de esas
circunferencias codificadas en la forma [centro, radio].

El procedimiento chainEqu, al ser aplicado a una lista de circunferencias
codificadas en la forma [centro, radio/, devuelve la lista de sus ecuaciones.

El procedimiento ClosedChainRad, al ser aplicado a (4, B,G,n, N),
devuelve el punto P = [0, radio], por el que ha de pasar la circunferencia a
(la exterior), de modo que la cadena de n circunferencias sea cerrada tras
describir N ciclos (o vueltas).

El procedimiento principal del paquete es SteinerChainCr. Al ser apli-
cado a (A, B, P,G,n), devuelve la cadena de Steiner de n circunferencias
codificadas en la forma [eentro, radio], precedidas de las dos circunferencias
dadas, a y b, codificadas de la misma forma.

Notemos que el centro y radio de las circunferencias de la cadena pueden
venir dadas por expresiones exageradamente largas, en cuyo caso interesa
valorarlas en coma flotante con el nimero deseado de digitos de aproximacién.
Para ello, antes de ejecutar el procedimiento principal SteinerChainCr, damos
a la variable global exac valor 1 para obtener resultados exactos y valor
distinto de 1 para que los resultados sean devueltos en coma flotante.

El procedimiento ClosedSteinerChain, al ser aplicado a (4, B, G, n, N),
devuelve la cadena cerrada correspondiente a esos argumentos, de modo
analogo a como lo hace el procedimiento anterior.

Finalmente, el procedimiento dibChain, al ser aplicado a una lista de cir-
cunferencias devueltas al ejecutar uno de los dos procedimientos anteriores,
devuelve la representacion grafica de la cadena, haciendo uso del paquete
plots de Maple.

Ejemplo 1. Determinacién de la cadena de 5 circunferencias, tangentes
interiormente a la circunferencia de centro A(0,0) que pasa por P(5,0) y
tangentes exteriormente a la circunferencia de centro B(1,0) que pasa por
(G(3,0), en sentido antihorario (s = 1), usando aritmética exacta. Tras in-
troducir los datos de la cadena, vamos a ir ejecutando uno a uno los pro-
cedimientos descritos, hasta obtener la correspondiente cadena de Steiner.
Finalmente, ejecutaremos el procedimiento principal, que devolvera directa-
mente la misma cadena obtenida paso a paso, pero ahora precedida de las
dos circunferencias datos, a y b, para representar graficamente todas ellas.
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VoWV VOV WV

:=point (0,0):
:=point(1,0):
:=point(5,0):
:=point(3,0):

s:=1:
opl:=CircOne(A,B,P,G);

opl := [[4,0], [53, 2430))

U o =

[

op2:=CircAdd(opl,1);

op2 := [[[4,0], [53, 2530]], [[37, 4430), [148¥30 2850

op3:=CircAdd(op2, 3);
op3 = [[[4,0], [83, 439), [[37, 4y30), [145¢/S0 284301

[[17\/“T 8\/__] [ —5/30 Tﬁw/__]] [[ 107\/“1 28\/__] [ 785v/30 azxfﬁﬁ]y

137 137 341 T 341
—116+/30 —8\f 1475+/30 —476+/30
[l I [= J1]

a1 3 1103+ 1103

op4:=chainRad(op3);
op4 := [[[4, 0], 1], [[37, 120), 12], (1130 8v30] 18

[[—107\:’"_ 28v/30 m] [—llﬁv’._ﬂ —Sxfz_] _]
a9 ¥ hY By It 41 ? 41 141

chainEqu(op4) ;
[(x—4)2+42—1=0,(z— 30)2 + (y — 2302 _ 144/121 = 0,

(,. _ 17\/_}2 ( SV"_) 324/169 =0,
(@ + 107/30)2 4 (o _ 28v/30)2 _ 11664/3481 = 0,

(@ + L6v30)2 4 (o) 4 8Y30)2 _ 6561/1681 = 0]

exac:=1:
op5:=SteinerChainCr(A,B,P,G,5);
Es una cadena abierta.
op5 == ([0, 0], 5], [[1,0], 2], [[4,0], 1], [[3F, 4430, 12), [11/50, 5¢50) 15)

13
[[= 10?\/__ 28/30 ;g§] [ —110\/_6 —sxf__] 817)
» 759 1» B9 D 41 7 41 b II
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> dibChain(op5b) ;

Figura 7: Cadena abierta calculada en aritmética eracta

Ejemplo 2. Determinacion de la cadena de 10 circunferencias, cerrada en
un ciclo, tangentes interiormente a una circunferencia de centro A(0,0) y
tangentes exteriormente a la circunferencia de centro B(1,0) que pasa por
G(1,2), en sentido horario (s = —1), usando aritmética en coma flotante con
6 digitos de aproximacion. Tras introducir los datos de la cadena, vamos
a ejecutar el procedimiento ClosedChainRad para calcular el radio de a, v
después ClosedSteinerChain, que devolvera la lista de circunferencias de la
cadena, precedidas de las dos circunferencias datos, a y b, para representar
graficamente todas ellas.

v

A:=point(0,0):

B:=point(1,0):

G:=point(1,2):

exac:=1:
P:=ClosedChainRad(A,B,G,10,1);

VoV VWV

(5)2+4+2/sin(5) 4+ 14sin(55)%+1
—sz’-n.{%]')'—f-l ]

dsin
e 1
P:=10,1

> s:=-1:

> exac:=0:

> Digits:=6:

> ClosedSteinerChain(A,B,G,10,1);
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Es una cadena cerrada.

SC2 :=[[[0,0],4.11567], [[1, 0], 2], [[0.,2.97608], 1.13959],
[[1.93723,2.66271], .822830], [[3.03364, 1.68898], .643550],
[[3.50221, .572845], .566953], [[3.50457, —.560652], .566545],
[[3.04162, —1.67728], .642250], [[1.95332, —2.65417], .820179],
[[.249429¢ — 1, —2.98008], 1.13555], [[—2.14927, —1.50642], 1.49102],
[[—2.16556, 1.47827],1.49371])

> dibChain (SC2);

Pl K T
Vo ™
g % k7
o ) I A ,| Ny
v/ % s ¥ Sl
.._?l I'I g S —'%.__t,.__—'. 1.\
"l ] ™ I\ A
i I £
\ ) e
f \
[N A o
= i |
| Ty
; | A ]
Il\. 3 e f‘
e r
kY | -~
) P _,..-’——._,g\ vl
\ ¥ i e 3
., e I"' “1 |
e | 1
~ \ ; st
R pot i, ___d__:__,,_.r-"'f

Figura 8: Cadena cerrada calculada en coma flotante

Conclusiones

El método recursivo propuesto para construir cadenas de Steiner de circun-
ferencias es mas breve que el clasico método de reduccion a circunferencias
concéntricas por inversion. De hecho, el algoritmo contenido en la seccién
2 incluye operaciones elementales de incidencia, interseccién, paralelismo,
punto medio v perpendicularidad. En cambio, el método clasico requiere de-
terminar puntos inversos, lo cual, tanto por antiparalelismo como por puntos
conciclicos, es mas costoso, desde el punto de vista del trazado grafico.
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Por otra parte, el método recursivo descrito aqui. al no requerir inversion,
puede ser utilizado para construir cadenas de Steiner sobre Sistemas de Geo-
metria Dinamica, que no incluyen la transformacion inversion, como se ha
visto en la seccion 3.

Ademas, nuestro método recursivo puede ser implementado sobre Sis-
temas de Computacion Algebraica, definiendo un procedimiento recursivo
que calcule cada circunferencia de la cadena a partir de la anterior, como se
ha visto en la seccion 5.

Finalmente, para obtener cadenas cerradas se han desarrollado los calculos
efectivos que permiten calcular el radio de una de las dos circunferencias
dadas, en funcién de los demads datos.
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Abstract

En este articulo se muestran formas de resolver un problema cldsico de
bachillerato en distintas épocas, incidiendo en las posibilidades que ofrece
la incorporacion del ordenador al aula de matematicas para analizar y vi-
sualizar los procedimientos y el resultado.

La matematica no es solamente un conjunto
de técnicas para resolver determinados pro-
blemas, es una parte esencial de la cultura
(Miguel de Guzman).

1 Introduccion

Desde hace algun tiempo trabajamos en dos ideas que, aplicadas al aula, pueden
favorecer la consecucidon de objetivos didacticos en educacion matematica. Ideas
que, por otra parte, creemos estadn en el animo de una buena parte del profesorado
de esta materia en niveles medios de educacion. La una es la adscripcion a un
tema de cuestiones periféricas al mismo, concretas, visualizables, de contenido
histérico o social, a fin de que los conceptos abstractos puedan ser retenidos con
mayor facilidad por los alumnos al memorizarse en simbiosis con otros mas con-

I' Miguel de Guzman fue presidente del tribunal ante el que defendi la tesis doctoral.
Con esta ocasion me sugiridé algunos acertados consejos profesionales que he seguido.
Vaya este articulo como muestra de agradecimiento. Justo Cabezas.
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cretos. La otra, las enormes posibilidades que aportan a la clase de matematicas
las nuevas tecnologias, que permiten una ensefianza activa, aumentando las posi-
bilidades de analisis y modificando la metodologia de tal modo que incluso puede
cambiarse el curriculum tradicional a partir de estas modificaciones.

Como ejemplo se muestra un texto para alumnos de primero de bachillerato
en el que, a partir de los libros de un matematico del siglo XVIII, Juan Justo Gar-
cia, catedratico de matematicas de la Universidad de Salamanca, se resuelve y
analiza uno de los problemas de maximos y minimos que aparecen en casi todos
los textos desde al menos aquella fecha hasta hoy.

2 Enunciado

El enunciado del problema aparece en la primera edicion de los Elementos de
Juan Justo Garcia (Garcia, 1782):

Averiguar qué triangulo de un perimetro
- r I -
igual a 2p tendra mayor superficie entre los que se
pueden &razar sobre la base AB—a.

Se puede utilizar la férmula de Herdn,

s=\p(p-a)(p-b)(p-oc)

donde tanto @ como p son constantes y ¢ = 2p-a-b.

3 Solucion tradicional (con el auxilio de un sistema de calculo simbo-
lico)

Para resolver el problema de modo tradicional hemos empleado MAXIMA. La
eleccidn de este sistema de calculo simbodlico (CAS) asi como la del programa de
geometria dinamica GeoGebra que se usa después, atiende fundamentalmente a
dos criterios: por un lado son programas libres (pueden ser utilizados y modifica-
dos por cualquier persona y con cualquier proposito) y, en este caso, gratuitos (un
programa gratuito puede tener prohibida su distribucion y, por tanto, no ser libre)
y por otro existen versiones para varios sistemas operativos. Estos dos aspectos
adquieren gran importancia en lugares (como Extremadura) donde los responsa-
bles de la educacidon han optado por dotar a todas las aulas de todos los centros de
secundaria con ordenadores bajo software GNU.
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Asi pues, sustituyendo c=2p-a-b en la formula de Heron:
(C1l) sqrt (p* (p-a) * (p-b) * (p-c));

(D1) SORT(p (p — a) (p — b) (p - <))
(C2) subst (2*p—-a-b,c,%);
(D2) SORT((-= p + b + a) p (p - a) (p - b))

Y derivando y resolviendo la ecuacion (MAXIMA la iguala la expresion a cero
por defecto) respecto de la variable b (% es la Gltima expresion devuelta):

(C3) diff(%,b);

2 SQRT((- p + b + a) p (p - a) (p - b))
se obtiene la solucion para b:
(C4) solve(%,b);

2 p - a
(D4) (b = ————— ]
2
O bien
(C5) expand(%);
a
(D5) [b = p - —]
2

Y sustituyendo en la expresion de ¢ el valor calculado para b, obtenemos:
(C5) c=2*p-a-b;
(D5) c=2p-Db - a
(C6) subst (p-a/2,b,%);

a
(Do) cC=p - -
2
Luego b y ¢ son iguales, es decir el de area méxima es el triangulo isdsceles con
esa base y ese perimetro.
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4 Solucion historica
Juan Justo Garcia resuelve el problema de forma similar, aunque toma logaritmos
en la formula de Heron para facilitar los célculos:

Si llamamos & el un lado AC del tridngulo que
se busca, serd el otro CB=2p—&—a: seay la su-
perficie, v tendrémos (722 ) y=V(p(p—a) (p—=x)
(a+x—p) ), 6 quadrando. y wvaliéndonos de los lo-
garitmos ~‘para abreviar , 2Ly=Lp+L(p—a)+......
L(p—x)+L(a+x—p), que viene 4 ser diferencian-
do 2L = .+ hagamos ahora dy—0 ,y

e T P E | —hex—p
serd p—ax—a+x—p, y 2p—a=—2x: esto es, que el
duplo 2x del lado 4C, debe ser igual 4 todo el pe-
rimetro, menos la base dada a: luego los dos lados
AC , CB deben ser iguales ,y el triangulo que se bus-
ca es el isosceles.

5 Solucion geométrica (con el auxilio de un programa de geometria
dinamica)

Pero el problema se puede resolver también sin calculo diferencial. Ademas asi se
visualizan el enunciado y la solucién de modo mas claro, siguiendo la tendencia
actual (de Guzman, 1996, 31). Hemos utilizado, como se ha anticipado, un pro-
grama de geometria dindmica que, como es sabido, son paquetes que permiten
simular construcciones de regla y compés sobre la pantalla a partir de constructo-
res elementales (puntos, rectas, circunferencias) y de otros realizados a partir de
ellos (punto medio de un segmento, paralela a una recta por un punto, perpendi-
cular a una recta por un punto, etc.) y dotarlas de movimiento, entre otras posibi-
lidades. En concreto hemos utilizado GeoGebra (Hohenwarter, 2004).

El lado a de nuestro problema es el segmento DE. Y el resto del perimetro el
AB. Hemos construido un punto mévil C en AB, de tal modo que AC' y CB serian
los otros dos lados.

Para construir todos los triangulos posibles hemos tomado la circunferencia
centrada en D y de radio AC y analogamente para el otro lado. En la interseccién
G esta el tercer vértice del tridngulo, el que determina la altura.
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Figura 1: Construccion de los tridngulos

Pues bien, al mover C'y dejar traza con la interseccion se obtiene la elipse
que constituye el lugar geométrico.

Figura 2: Construccion del lugar geométrico
Y como la base es fija (DE), el d&rea méxima corresponderd a la maxima altu-

ra, que corresponde a la interseccidon con el semieje, mediatriz de la base a, de
donde los dos radios son iguales y por tanto el tridngulo es isdsceles.
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El programa utilizado permite mostrar en un texto la secuencia de instruccio-
nes que se han realizado para llevar a cabo la construccion. Este texto se llama en
GeoGebra protocolo de construccidn y en nuestro caso es:

No. | Nombre Definicion Algebra
1 Punto A A =(3.23,9.93)
2 Punto B B =(12.57,9.87)
3 Segmento a | Segmento[A, B] a=9.33
4 Punto C Punto en a C =(9.33, 9.89)
5 Segmento b | Segmento[A, C] b=6.1
6 Segmento ¢ | Segmento[C, B] c=3.23
7 Punto D D=(4,0)
8 Punto E E=(4,0)
9 Circulo d Circulo con punto medio D y Radio b d: (x +4)*+y>=37.21
10 |Circuloe Circulo con punto medio E y Radio ¢ e:(x—4)*+y*=10.45
11 | Punto G Punto de interseccion d, e G=(1.67,2.24)
12 |PuntoH Punto de interseccion d, e H=(1.67,-2.24)
Punto Interseccion
13 |Interseccion | Punto de interseccion d, e ) -
[d, e] indefinida
[d, €]
Punto Interseccion
14 |Interseccion |Punto de intersecciéon d, e . .
d, e] [d, e] indefinida

Tabla 1: Protocolo de construccion

6 Conclusiones

El uso del ordenador al resolver un problema permite una mayor amplitud en el
analisis de su enunciado, la utilizacidon de diversos razonamientos para resolverlo
y la discusion de las soluciones. Ademas facilita la visualizacion de los procedi-
mientos y fomenta la creatividad.

70



La propuesta de incluir en la educacidn matemadtica una concepcion de la
misma como expresion cultural, insertando en ella su historia, sus intereses, sus
problemas o la biografia de los matematicos, se puede ver potenciada al usar las
nuevas tecnologias.
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Abstract

This paper deals with the Mutilated Checkerboard problem, as an example
of a number of problems with interesting mathematical features, which can
be subject to representation changes, resulting in a representation pattern
leading to the immediate solution of the problem, through insight.

Dedicado a nuestro compaiiero Miguel de Guzman

Introduccion

Miguel de Guzman se ocup6 de resaltar la utilidad de los juegos para la didactica
de las matematicas, destacando la proximidad que cierto tipo de juegos y pasa-
tiempos ha tenido, histéricamente, con el quehacer de los mas eminentes matema-
ticos [1, 2]. Muchos juegos y pasatiempos permiten desarrollar estrategias y habi-
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lidades matematicas en los alumnos, al tiempo que representan un camino apro-
piado para la mejor comprension de conceptos y contenidos matematicos pro-
fundos. Entre otros problemas clasicos, el del tablero mutilado ha sido objeto de
atencidon desde el area de la didactica de las matematicas, ya que contiene y
ejemplifica una serie de contenidos matemadticos de interés. Por otra parte, este
problema ha sido también utilizado en experiencias propias del area de la inteli-
gencia artificial. En efecto, los procesos humanos de resolucion de problemas
constituyen un campo privilegiado en el desarrollo de los estudios sobre el desa-
rrollo de la inteligencia artificial. Al hilo de nuestras propias investigaciones en
esta ultima area, en el presente articulo pretendemos presentar el proceso de
resolucion de este problema a través de un cambio desde una representacion
inicial basada en un sistema de ecuaciones, hasta otra representacion en la que
el color desempefia un papel crucial, que se revela como mas eficaz para resol-
ver el problema.

Una linea de investigacion dentro de los estudios sobre inteligencia artificial
se refiere al disefio de programas informaticos destinados a simular rasgos del
comportamiento inteligente humano. De acuerdo con el enfoque pionero de H.
A. Simon [3], dichos programas constituyen verdaderas teorias de los compor-
tamientos inteligentes que simulan; por ello, del disefio de esta clase de progra-
mas se siguen interesantes consecuencias para beneficio de la investigacidn psi-
cologica. En particular, los procesos humanos de resolucion de problemas han
sido objeto de atencion preferente por parte de los investigadores en inteligencia
artificial. En este contexto se enmarca la labor que, desde hace algunos afios,
venimos desarrollando [4, 5]. Se ha producido un programa informdtico que,
aun pendiente de refinamientos necesarios, pero enfrentado ya a un considerable
numero de problemas no triviales, es capaz de emular la perspicacia: un rasgo
crucial que interviene en los procesos humanos de resolucion de problemas, que
en inglés recibe el nombre de insight, y que optamos por traducir al espafiol,
aproximadamente, como perspicacia.

De la perspicacia daremos en seguida la definicién formal debida a H. A.
Simon, que seguimos en sus lineas generales. Basta por ahora con referir que se
trata de la clase de experiencia, familiar a quienes resuelven un problema, que
se manifiesta cuando, tras de un periodo infructuoso en pos de la solucion, se
alcanza la conviccion repentina de que ésta puede ser hallada de manera inme-
diata. Este cambio de actitud sobre la solucidn se relaciona directamente con un
cambio en la representacion del problema en cuestion, desde una representacion
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inadecuada, que no conduce de manera inmediata a la solucidn, hasta otra repre-
sentacion idonea, poseyendo la cual conseguir la solucion resulta inmediato.

1 La perspicacia (insight)

Este rasgo de comportamiento inteligente ha sido objeto de definicidon por parte de
H. A. Simon [3], en el contexto de experiencias que estudian el proceso de resolu-
cion de problemas por parte de seres humanos. De acuerdo con su definicion, la
experiencia de la perspicacia implica al menos tres aspectos diferentes: en primer
lugar, se trata de un fenomeno que viene normalmente precedido de un periodo de
busqueda infructuosa de la solucion del problema; en segundo lugar, la experien-
cia de la perspicacia no aporta necesariamente la solucioén del problema, sino una
fuerte y repentina conviccidn de que se va a obtener la solucion de manera inmi-
nente; en tercer lugar, la perspicacia esta estrechamente asociada a una nueva re-
presentacion del problema. Simon afiade un cuarto aspecto, no siempre presente
en la experiencia psicoldgica de la perspicacia, relativo a un tiempo de incuba-
cion, durante el cual el sujeto parece abandonar la tarea de busqueda de la solu-
cion del problema: segun el enfoque de Simon, la perspicacia surge frecuentemen-
te poco después de un lapso de incubacidn.

Tomando como punto de partida esta definicion de la perspicacia, referida al
comportamiento humano en procesos de resolucion de problemas, emprendimos
la implementacion de un programa informatico capaz de emular esta actitud. Di-
cho programa ya se encuentra en su fase de prototipo [4, 5]. En este articulo abor-
daremos dos formas de resolver el problema del tablero mutilado: la primera es
una forma nueva de resolverlo, que se revela poco adecuada; la segunda se rela-
ciona con la perspicacia tal como la define Simon.

2 El problema del tablero mutilado

A continuacidn se describe uno de los problemas tipicos en cuya resolucién inter-
viene la perspicacia, que se conoce como del tablero mutilado, y que ha sido obje-
to de atencidn tanto en el contexto de la experimentacidn psicoldgica, como desde
la perspectiva de los estudios de inteligencia artificial.
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Figura 1. Tablero mutilado

El planteamiento del problema es sencillo, y queda ilustrado en la Figura 1:
disponiendo de un tablero de ajedrez en el que faltan dos cuadros, correspondien-
tes a dos esquinas diagonalmente opuestas, se trata de cubrir toda la superficie del
tablero asi mutilado con piezas de domind, teniendo en cuenta que cada pieza de
domind cubre dos cuadros adyacentes del tablero, nunca en diagonal. Ya que cada
domino cubre dos cuadros adyacentes del tablero, esto es, uno blanco y otro ne-
gro, pero en el tablero mutilado ya no hay el mismo nimero de cuadros de cada
color, se ve que la tarea de cubrir todo el tablero mutilado con piezas de domind
es imposible, y que, por tanto, el problema no tiene solucion.

Kaplan y Simon desarrollaron protocolos de seguimiento sobre una experien-
cia real en la que un nimero de voluntarios se ocuparon de resolver el problema
[6]. Sus observaciones llegaron a la conclusion de que los voluntarios, tratando de
resolver el problema, seguian caminos mas o menos divergentes, pero igualmente
infructuosos, hasta que cobraban conciencia de la circunstancia de la paridad, esto
es, hasta que se daban cuenta de que atender al color de los cuadros del tablero era
la clave para colegir que el problema no tiene solucion. Dicho de otra forma, re-
solver el problema depende de conseguir una representacion que tiene en cuenta
el color de los cuadros del tablero. Se trata pues de una experiencia de perspicacia
clasica, en la que se parte de una representacion inicial de los datos del problema,
se sigue un camino infructuoso, y una vez que se logra, a través de un cambio de
representacion afortunado, una imagen mas adecuada del problema, la solucidon no
tarda en llegar.

Desde luego, existen otros métodos para resolver el problema. Se podria, sen-
cillamente, intentar, de manera ordenada, sistematica y sucesiva, todas las posi-
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ciones posibles de piezas de domind sobre el tablero mutilado, siguiendo una es-
trategia exhaustiva, al término de la cual se llegaria a demostrar que el problema
no tiene solucion. Sin embargo, este algoritmo exhaustivo resulta poco eficiente,
ya que requiere evaluar un nimero muy elevado de posibilidades, razén que nos
mueven a buscar otro procedimiento mas rapido y menos costoso.

3 Una representacion del problema a través de ecuaciones

Hemos hallado una representacion del problema del tablero mutilado a través de
ecuaciones, que permite resolver el problema a través de procedimientos algorit-
micos propios de la programacion lineal 0-1.

Figura 2. Incognitas asociadas al problema del tablero mutilado

Como se observa en la Figura 2, se da la circunstancia de que por cada dos
cuadros adyacentes del tablero hay una incdgnita asociada (representada con un
punto sobre la linea que divide unos cuadros adyacentes de otros), la cual puede
tomar dos valores: 1 si el par de cuadros adyacentes esta ocupado por un domind,
0 si no lo esta. De la misma definicidn del problema resulta que las piezas de do-
mino no pueden solaparse en el tablero, esto es, cada cuadro sélo puede estar ocu-
pado por la mitad de un domind, o libre. Asi pues, tenemos otra circunstancia
relacionada con la anterior: por cada cuadro del tablero, éste puede estar ocupado
(por un medio-domino) o libre. En el método ahora analizado, si un cuadro en
concreto esta libre u ocupado viene determinado por la suma de las incégnitas
asociadas a las lineas que lo delimitan, y que definen las relaciones de adyacencia
con otros cuadros. Asi, si la suma de todas las incognitas da por resultado 0, el
cuadro estd libre; si el resultado es 1, el cuadro estd ocupado. Ya que, segln el
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planteamiento del problema, resolverlo requiere que todos los cuadros estén si-
multdneamente ocupados, cada uno por la mitad de un domind, este procedimien-
to de resolucién proporciona un método capaz de determinar ese estado final bus-
cado, que constituiria la solucion del problema.

Concretamente, este procedimiento resulta en la configuracion de un sistema
de ecuaciones lineales con tantas ecuaciones como cuadros tiene el tablero muti-
lado (ya que la solucién del problema exige que cada cuadro esté ocupado por una
unica mitad de domind), y tantas incognitas en el sistema, como pares de cuadros
adyacentes hay en el mismo. En la Figura 3 puede verse parte del tablero mutila-
do, con las ecuaciones asociadas a los cuadros que aparecen en la figura.

X2 X, X12+y12=1
e | Yo X5 tYis+X,=1
X9 X9 Xx@ X1 +Ys =1
Yo ygz )‘23 XoyFYoo Xty =1
‘ X3ty X015 =1

Figura 3. Ecuaciones asociadas al problema del tablero mutilado

Con todo, esta representacion parece insuficiente para nuestros propositos,
porque se trata de un método que exige resolver un sistema formado por un eleva-
do nimero de ecuaciones, de manera que resulta especialmente tedioso y compli-
cado para un actor humano. Los algoritmos mds apropiados para resolver este
sistema de ecuaciones son los de programacién lineal entera 0-1, ya que estos
algoritmos presuponen que las incognitas s6lo pueden adoptar los valores 0 y 1,
en tanto que los métodos ordinarios de resolucidon de ecuaciones lineales (Kramer,
Gauss) requieren de incognitas pertenecientes al cuerpo de los reales o complejos.
Aun asi, se tardaria mucho tiempo antes de concluir que el sistema es incompati-
ble, y que, en consecuencia, el problema carece de solucion.

Siguiendo el planteamiento general de nuestra investigacidon sobre la perspica-
cia, emplearse en resolver el problema del tablero mutilado mediante este método
tan arduo daria lugar, en una persona, a ese periodo prolongado e infructuoso aso-
ciado a una creciente insatisfaccidn, previo al cambio de estrategia que dara lugar
a la experiencia de la perspicacia.
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4 Resolucion del problema mediante perspicacia

Como resultado de lo anterior, tenemos una representacion inicial del problema
mediante un sistema de ecuaciones, asociada a un método de resolucion demasia-
do trabajoso; la insatisfaccion que en el sujeto encargado de resolver el problema
provoca emplearse largo tiempo en este método es el paso previo para plantearse
la necesidad de un cambio de representacion. La busqueda de otro método de re-
solucién hace uso de una heuristica que consiste en volver a considerar el plan-
teamiento del problema, con objeto de tomar nuevamente en consideracion rasgos
del problema presentes en la definicién del mismo, pero que habian dejado de
considerarse de manera consciente. Observar el rasgo del color de los cuadros del
tablero de ajedrez es el criterio clave que resulta en una nueva representacion del
problema, y que, poco tiempo después de adoptar €sta, conducird a su resolucion,
tal y como quedaba de manifiesto en las experiencias psicologicas reales efectua-
das por Kaplan y Simon [6]: una vez los sujetos encargados de resolver el pro-
blema comenzaban a considerar el color de los cuadros, al que antes no habian
atendido por creer que se trataba de un rasgo irrelevante, no tardaban en llegar,
mediante una experiencia de perspicacia, a la conclusion de que el problema no
tiene solucion.

Conclusiones

El problema del tablero mutilado constituye un ejemplo de problema con propie-
dades matematicas interesantes que lo hacen especialmente apropiado como obje-
to de estudio. Partiendo de una representacion del mismo por medio de un sistema
de ecuaciones, hemos llegado, a través de la experiencia de la perspicacia, a defi-
nir una representacion diferente, que tiene en cuenta el color de los cuadros del
tablero, y que parece mucho mas apropiada para llegar de manera inmediata a
resolverlo. En consecuencia, se afirma la utilidad del mismo como problema cuyo
estudio aporta luz sobre los procesos humanos de cambio de representacion liga-
dos a experiencias de perspicacia, que a su vez sirven de base para el disefio de
programas informaticos, como los que exponemos en [4] y [5], capaces de simular
esa actitud, y constituyendo asi teorias validas sobre la perspicacia.
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Abstract.

In this article we present a mathematical educational research of a didacti-
cal strategy which introduces the use of a computer algebra system into the
learning and teaching of linear algebra.

Dedicado a Miguel de Guzman, maestro y amigo.
Con toda mi gratitud y carifio.

Introduccion

El uso de las nuevas tecnologias en la ensefianza de las matematicas es un uno de
los elementos innovadores que mayores controversias han suscitado en los ulti-
mos tiempos. Los trabajos que analizan este aspecto suelen ir acompafiados de
ciertos matices que difuminan su utilizacion en el aula: “usar los recursos tecno-
logicos que resulten adecuados para...”. Este caracter difuso no esta infundado,
porque tal y como afirmaba Miguel de Guzman: “si la introduccion del ordena-
dor en el aprendizaje de la matematica no se planifica adecuadamente, podemos
incurrir en la responsabilidad colectiva de dejarnos arrastrar por un espejismo,
posiblemente en buena parte fomentado por la industria alrededor del ordenador,
que nos lleve a todos, incluso a los paises mds carentes de recursos educativos, a
gastar grandes sumas de dinero en la introduccion indiscriminada de un costoso
instrumental con el que no se sabe bien qué hacer y que, por el uso que se da,
mas valdria, desde el punto de vista educativo, que nunca se hubiese introducido
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en las escuelas y centros de enseiianza” [6]. Los peligros de una introduccion
inadecuada de los ordenadores han quedado patentes en numerosos trabajos, [4],
[6], [7], aunque estos peligros, se pueden minimizar o solventar utilizando meto-
dologias adecuadas. Pero, ;como deberian ser esas metodologias?, ;de qué forma
deberiamos introducir las nuevas tecnologias en el aula de matematicas?.

No existe un método didactico modélico en la ensefianza de las matematicas y
mucho menos aln, si ademds deseamos incorporar las nuevas tecnologias en el
aula. Sin embargo si es posible disefiar estrategias didacticas que nos proporcio-
nen unos contextos de ensefianza-aprendizaje que faciliten nuestra practica docen-
te. A este respecto, es necesario realizar investigaciones en educacion matematica
que analicen y contrasten la aplicacién de dichas estrategias en el aula. Esta nece-
sidad motivo que en 1998 iniciara una investigacion educativa sobre la incorpora-
cion de los sistemas de célculo algebraico en la ensefianza de las matematicas.
Conté con la inestimable ayuda y direccion de Miguel de Guzman, interesado
siempre por la innovacidn y la educacion matemadtica. Este trabajo culminé con la
ultima tesis doctoral que dirigio Miguel de Guzman [11], al que se debe en gran
parte esta contribucidn.

En este articulo presentamos una estrategia didactica para incorporar un pro-
grama de célculo simbdlico como DERIVE en el aula de Matematicas. Tras una
descripcidon general de la estrategia, mostramos un ejemplo de unidad didactica
disefiado bajo esta estrategia, después hacemos una descripcidén general de la in-
vestigacion educativa que realizamos y finalmente se muestran las conclusiones
obtenidas.

1 Una estrategia didactica para incorporar un sistemas de calculo
algebraico en el aula de Matematicas

Actualmente existen dos tendencias generales que dominan el panorama de la
ensefianza de las Matematicas: una que defiende la ensefianza directa, basada en
la exposicion muy clara de los contenidos que se pretenden transmitir seguida de
una ejercitacion y practica en esos contenidos para su posterior evaluacion, y otra
ensefianza alternativa que defiende que, antes de que el alumno se enfrente con
nuevas ideas, debe proveerse de una experiencia concreta adecuada para que cual-
quier concepto nuevo se corresponda con algo que ya forma parte de su experiencia
personal y se convierta asi, en la base del conjunto de herramientas con las que pen-
sar [2], es decir una ensefianza experimental. Consideramos que la postura mas ade-
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cuada para los procesos de ensefianza-aprendizaje de las matematicas es aquella que
potencia una experimentacion del alumno sobre la base de unos conocimientos pre-
vios. Esta experimentacion debe jugar un papel fundamental en la ensefianza de las
matematicas sin renunciar a los procesos de formalizacidn y estructuracidén que de-
berian situarse en el punto final de un proceso de experimentacion.

1.1 Descripcion de la estrategia didactica

Dentro de las nuevas tecnologias, los sistemas de célculo algebraico, son una de
las herramientas que mas se estan utilizando en la ensefianza de las matematicas.
Estos programas ofrecen algunas cualidades didacticas en el marco de una ense-
flanza basada en la experimentacion entre las que podemos destacar:

— Facilitan la manipulacion de multiples sistemas de representacion, circuns-
tancia que nos permite obtener una vision multilateral de los conceptos matema-
ticos y, de esta forma, los alumnos pueden captar los hechos y principios mate-
maticos como los invariantes de sus multiples representaciones [8].

— Permiten realizar con gran comodidad y seguridad todas las rutinas del cal-
culo numérico y simbolico, evitando asi el esfuerzo rutinario que, en numero-
sas ocasiones, es un proceso no esencial para la comprension del hecho o prin-
cipio matematico que estamos introduciendo.

— Pueden favorecer la construccion de los contenidos matematicos a través
de la experimentacion, facilitando la adquisicion de aprendizajes significati-
VOS.

— Pueden dotar al alumno de un protagonismo que facilite sus procesos de
ensefianza aprendizaje. En este sentido merece la pena sefialar las ideas de
Freudhental “no deberiamos enseiiar a los estudiantes algo que no han des-
cubierto por si mismos”™ [3].

— Ofrecen una interactividad y dinamismo que puede favorecer la motivacion
y la participacidn activa de los alumnos [8].

— Proporcionan un excelente contexto para el aprendizaje colaborativo [1],
un aprendizaje que aprovecha la relacion dialéctica entre los usuarios y favore-
ce la comunicacién entre profesores y alumnos.

A partir de estas ventajas, es necesario diseflar una estrategia didactica que nos
permita crear situaciones de ensefianza-aprendizaje favorables. La estrategia di-
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dactica que proponemos se basa en el modelo de ensefianza utilizado por los pro-
fesores universitarios japoneses H. Murakami y M. Hata [9]. Para que el alumno
entienda un topico matematico (contenido esencial) es necesario invertir un pri-
mer esfuerzo en resolver ciertos procesos con lapiz y papel, aunque pueden existir
calculos y topicos auxiliares (contenidos no esenciales) que pueden ser realizados
con un sistema de calculo algebraico. En una segunda fase, aquellos contenidos
esenciales podran ser utilizados con el programa siempre que se enmarquen en un
contexto de resolucion de problemas y de experimentacion. Esta circunstancia nos
plantea la necesidad de efectuar una clasificacion previa de los contenidos mate-
maticos que vamos a manejar en contenidos esenciales y contenidos no esencia-
les. De esta forma, si nuestro objetivo es introducir un principio o contenido basi-
co “A” , al que denominamos contenido esencial, podremos utilizar el sistema de
calculo algebraico para manipular aquellos cédlculos o contenidos previos ya co-
nocidos “B” que no son esenciales para entender el contenido “A”. Del mismo
modo ciertos contenidos que fueron considerados esenciales en un momento de-
terminado del proceso de ensefianza-aprendizaje, posteriormente podran ser ma-
nipulados con el programa en el contexto de resolucion de problemas. Asi, el
alumno utiliza el programa como herramienta experimental.

El elemento clave de la estrategia es la construccidon de actividades o tareas de
ensefianza, que faciliten el uso del sistema de calculo algebraico en varios niveles.

1.2 Ejemplo de una unidad didactica con el uso de la estrategia didac-
tica.

Para facilitar la comprension de la estrategia didactica mostramos el desarrollo de
una unidad didactica dedicada a introducir los contenidos basicos de la diagonali-
zacion de matrices. La unidad didactica se enmarca dentro un curso basico de
algebra lineal para un 1° curso de la Licenciatura en Administracidon y Direccion
de Empresas de la Universidad Autonoma de Madrid; en concreto dentro del tema
5 de la asignatura dedicado a la diagonalizacidon de matrices. Los temas anteriores
del curso son: 1) espacios vectoriales, 2) aplicaciones lineales, 3) determinantes y
4) sistemas de ecuaciones lineales. En esta unidad nos propusimos tres objetivos:

1) que los alumnos fuesen capaces de determinar cuando una matriz es diagonali-
zable, obteniendo en su caso la matriz diagonal semejante,
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2) que los alumnos fuesen capaces de obtener los valores que debe tener un pa-
rdmetro o conjuntos de parametros de una matriz paramétrica para que sea
diagonalizable,

3) que los alumnos utilizasen estos contenidos en la resoluciéon de problemas,
planteando un modelo matricial en el cual la diagonalizacidn resulta basico pa-
ra su resolucion.

Ante estos objetivos y teniendo en cuenta que en el capitulo 5 ya se habian in-
troducido los conceptos de autovalor y autovector de una aplicacién y de una ma-
triz asi como sus procesos de célculo clasificamos los contenidos en:

— Contenidos esenciales: semejanza de matrices, condicion suficiente de dia-
gonalizacion, condicion necesaria y suficiente de diagonalizacidn, diagonali-
zacion de matrices simétricas, idempotentes, nilpotentes y ortogonales.

— Contenidos no esenciales: calculo de determinantes, céalculo del rango de
una matriz numérica, resolucion de sistemas homogéneos, resolucion de ecua-
ciones polindmicas, calculo de la matriz traspuesta e inversa, modulo de un
vector, producto de matrices, calculo de autovalores y autovectores de una ma-
triz, calculo de los érdenes de multiplicidad geométrica y aritmética.

Con esta clasificacion de los contenidos, determinamos como y cuando usar el
programa DERIVE: unicamente en aquellos contenidos clasificados como no
esenciales. La metodologia que empleamos para desarrollar esta unidad la concre-
tamos con varios tipos de actividades:

— actividades de introduccion: actividades de exploracion y descubrimiento
mediante la manipulacion con ayuda del programa de aquellas rutinas asocia-
das a los contenidos previos (contenidos no esenciales)

— ejercicios de manipulacion: planteadas para que el alumno adquiera soltura
en el manejo del programa sobre los procesos rutinarios que conducen a la
comprension de los contenidos esenciales,

— resolucidn de problemas: situaciones problemadticas con datos complejos di-
ficilmente manipulables con lapiz y papel o bien situaciones problemadticas de
la realidad que pueden modelizarse a través del algebra lineal,

— cuestiones tedricas: cuestiones tipo test en las que el alumno debe seleccio-
nar el razonamiento o razonamientos validos que refutan el enunciado de la
cuestion.
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En primer lugar para introducir la diagonalizacion se propuso una aplicacion
lineal para la cual los alumnos deberian obtener la matriz asociada respecto de dos
bases distintas sugeridas previamente, con la siguiente actividad de introduccion:

Actividad de Introduccion: Dada la aplicacion lineal

f(x,y,z2)=(6x—6y+2z—x—y+z,7x+3y+2)

b) Calcular la matriz asociada respecto de las bases canonicas, llamarla A,.

¢) Calcular la matriz asociada a f respecto de la base B={(1,1,-2), (0,1,3),
(1,0,1)} en los espacios inicial y final, llamar a dicha matriz D,.

d) ;Qué caracteristica tiene la matriz D,;?

e) ;/Qué relacion pueden tener las matrices A; y D;?

f) Construir la matriz P formada por los vectores de la base B colocados en co-
lumna y analizar los productos A;.P y P.D,. ;jExiste alguna relacion?.

Después de este proceso de construccion de la relacion de semejanza, se introdujo
el concepto de semejanza de matrices y se propusieron actividades para que los
alumnos experimentasen y explorasen, con ayuda del programa de célculo simbo-
lico, la relacidn de semejanza entre ciertas matrices dadas; por ejemplo:

Ejercicio de Manipulacion. Comprobar si las matrices A,y A; son semejantes:

10 9 -6 ~17/2 9/2 3
A,=|-12 11 -64= -9 5 3
0 0 1/2 12 6 5

En esta actividad el uso del programa es fundamental, ya que es necesario definir
una matriz de 9 valores variables e intentar resolver por medio de la definicion de
semejanza un sistema de 9 ecuaciones con 9 incognitas. A partir de la semejanza
se defini6 el concepto de matriz diagonalizable. Para que los alumnos investiga-
sen la relacion entre matriz diagonalizable y el calculo de autovalores y autovec-
tores se propusieron algunas actividades de introduccion con las que los alumnos
tuvieran que determinar si una matriz era semejante a otra diagonal analizando la
relacion entre la matriz de paso y los autovalores y autovectores de la matriz; por
ejemplo:
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Actividad de introduccion. Dadas las matrices:

-10 9 -6 -1 0 O
4,=/-12 11 -64,={0 2 O
0 0 1/2 0 0 1/2

Se pide:
a) Comprobar si Ay y A, son semejantes. ;Es A, diagonalizable? ;Cudl es la
matriz de paso obtenida?
b) Calcular los autovalores y autovectores de A».
c) /Existe alguna relacion entre los autovalores y la matriz A,?
d) (Existe alguna relacion entre los autovectores y la matriz de paso
obtenida en a)?

Con varias actividades de estas caracteristicas el alumno podria inducir de forma
experimental la relacion existente entre los autovalores y autovectores de una ma-
triz y las matrices diagonal y de paso, de tal forma que con una orientacion ade-
cuada los alumnos podrian realizar el proceso de diagonalizacion. Una de las con-
clusiones a las que deberia llegar es que para que una matriz sea diagonalizable
debe existir una base de autovectores. Finalmente planteamos las condiciones de
diagonalizacion. Primero comenzamos con el caso mas sencillo: cuando todos los
autovalores son distintos. Tras experimentar con varios ejemplos, se les propuso
una demostracion formal de esta condicion suficiente. Bastaria que recordasen la
relacion de independencia lineal que tienen los autovectores de autovalores aso-
ciados a autovalores distintos. Finalizamos los contenidos tedricos de la unidad
con el estudio de la condicién necesaria y suficiente de diagonalizacion. Se pro-
pusieron ejercicios sobre diagonalizacion de matrices numéricas y mas tarde pro-
blemas de diagonalizacién de matrices paramétricas COmMo:

I 1 2
Problema 1. Dada la matriz: 4_|_> 4 p|. Se pide:
0 0 a

a) Estudiar para qué valores de los parametros a y b, dicha matriz es dia-
gonalizable.

b) Para los valores de los parametros a=3 y b=2 calcular una matriz P no
singular y una matriz D diagonal tales que A=P.D.P”".
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Finalmente, utilizando nuevamente experimentacion, se estudioé la diagonaliza-
cion de matrices simétricas, ortogonales, idempotentes y nilpotentes. Terminamos
con demostraciones formales que justificaban porqué las matrices simétricas, or-
togonales e idempotentes son siempre diagonalizables mientras que las nilpoten-
tes no lo son. Se finalizo la unidad didactica planteando algunas situaciones pro-
blematicas en las que la diagonalizacion de matrices fuese un elemento clave en
su resolucion, y algunas cuestiones teoricas, por ejemplo:

Problema 2. Una agencia naviera tiene su flota de barcos distribuida entre los
puertos de Barcelona, Malaga y Mallorca. De los barcos que al comienzo de ca-
da mes estan en Barcelona, al final de mes solo vuelve la mitad, un 20% se va a
Malaga y el resto atraca en el puerto de Mallorca. De la flota de barcos que esta
al principio de mes en Malaga se encuentra, a fin de mes, un 20% en Barcelona,
un 40% en Mallorca y el resto vuelve a Mdlaga. Andlogamente, de los barcos que
hay en Mallorca, un 80% regresa al mismo puerto y el resto se dirige a Barcelo-
na. Suponiendo que el numero de barcos es constante, se pide:

(a) Plantear en forma matricial el modelo que representa la distribucion de
la flota.

(b) Sabiendo que en el instante actual hay 350, 500 y 200 barcos respectiva-
mente en Barcelona, Mdlaga y Mallorca, determinar el numero de barcos
que habra en cada puerto al cabo de k-meses.

(c) ¢Cual sera la flota de barcos en cada puerto a largo plazo? ([11] pag.
339)

y los subespacios vectoriales

1
Cuestion teorica. Dada la matriz 4 —| |
1

—_ N O
Q O O

W,=V(A )={ve R’/ Av=2 v}
W,=V(A)={ue R’/ Au=2 u}
W,=V(A)={we R/ Aw=1 w}

siendo A l,ﬁ 2,/1 ; los autovalores asociados a A se verifica que

dln’I(WI) =dzm(W2) :dll’}’l(Wg):]
para todo a€ R.

a) Falso, porque A no es una matriz simétrica.
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b) Falso, aunque seria correcto si a# 1y a# 2, ya que en este caso, los tres
autovalores de A son distintos.

c¢) Verdadero, para la matriz A y cualquier otra matriz cuadrada de orden
3.

d) Falso, pues si a=1I entonces dim(V(A 1 =1))=2.

(Puede consultarse todo el desarrollo de la asignatura en el apartado MATEMA-
TICAS II CON DERIVE de la pagina: www.uam.es/pedro.ortega ).

2 Una investigacion educativa para analizar el comportamiento de la
estrategia didactica en un curso de algebra lineal en la Universidad

Para analizar el comportamiento de la estrategia didéactica realizamos una investi-
gacion educativa durante el curso académico 1999-2000 sobre un grupo de alum-
nos que cursaban la asignatura Matematicas II en la Licenciatura de Administra-
cion y Direccidon de Empresas de la Universidad Auténoma de Madrid. Los con-
tenidos de la asignatura Matematicas II eran los de un curso basico de algebra
lineal: espacios vectoriales, aplicaciones lineales, sistemas de ecuaciones lineales,
determinantes, diagonalizacion, formas cuadraticas y programacion lineal.

La finalidad de nuestra investigacion consistié en analizar la influencia que
ejercen los programas de calculo simbdlico en el aprendizaje del algebra lineal
por medio de la estrategia didactica que hemos descrito en el apartado anterior,
intentando dar respuesta a una serie de cuestiones iniciales:

g) Determinar si el sistema de cédlculo algebraico permitia construir un sis-
tema de notacidn intermedio entre los sistemas de notacién formales del alge-
bra lineal y sistemas de notacion mas familiares e intuitivos.

h) Analizar el grado de interactividad que suscitaba esta estrategia entre los
alumnos y el profesor, entre los propios alumnos, y entre los alumnos y el
programa informatico.

1) Estudiar si la estrategia didactica favorecia el protagonismo y la creativi-
dad del alumno frente al medio tecnologico, evitando asi que el alumno fuese
un mero usuario del sistema, es decir, analizar si la estrategia favorecia la ini-
ciativa y la creatividad del alumno para investigar y resolver problemas.

j) Estudiar si las formas de uso que se proponian para utilizar el programa
de calculo algebraico convertian el sistema en una auténtica herramienta de
experimentacion.
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k) Comprobar si nuestra estrategia didactica habia facilitado a los alumnos la
adquisicion de aprendizajes significativos.

1) Determinar si el tipo de manipulacidon que desarrollamos con el programa
favorecia el uso de diferentes estrategias de resolucion de problemas

m) Analizar si el manejo del programa habia dificultado el aprendizaje de los
conceptos de algebra lineal.

n) Estudiar si la estrategia didactica habia generado autonomia cognitiva en
los alumnos, permitiéndoles e incitdndoles a indagar de forma auténoma cier-
tas situaciones, anulando de esta forma las dependencias que suelen existir
entre los alumnos y el profesor u otros expertos.

0) Comprobar si la estrategia didactica habia favorecido la relacion dialécti-
ca entre los alumnos y entre alumnos y profesor.

p) Determinar si nuestra estrategia didactica habia permitido una atencion a
la diversidad adecuada: actividades para diferentes niveles y ritmos de apren-
dizaje.

q) Analizar el grado de motivacidn que suscito la estrategia entre los alum-
nos.

La naturaleza de la finalidad objeto de nuestro estudio asi como las cuestiones
que formulamos inicialmente nos obligaron a realizar una recogida y elaboracion
de datos de caracter mixto: cualitativo y cuantitativo. La dimension cualitativa de
esta investigacion pretendia dar respuesta a las cuestiones iniciales que eran de
naturaleza interna a los sujetos y que requerian una interpretacion. Los datos re-
cogidos para este andlisis cualitativo nos permitieron ir generando de forma in-
ductiva una serie de categorias que posteriormente perfilaron las conclusiones de
la investigacion. Se ha tratado por tanto de un proceso de investigacidn cualitativo
de caracter constructivo [5]. La dimension cuantitativa nos ha servido para dar
respuesta a los aspectos instructivos de los procesos de enseflanza desencadena-
dos, permitiendo confrontar cuantitativamente los resultados de rendimiento aca-
démico obtenidos.

Para analizar el comportamiento de la estrategia didactica dividimos el grupo
inicial en dos: un “subgrupo A” sobre el que empleamos la estrategia didactica
con el sistema de cdlculo algebraico y un “subgrupo B” de control sobre el que
empleamos una metodologia sin el uso de nuevas tecnologias. La dimension cua-
litativa se bas6 en un estudio de casos multiples centrado en el subgrupo A. La
dimension cuantitativa se obtuvo a partir de una comparativa entre ambos subgru-
pos. En esta experiencia el profesor fue el mismo para ambos subgrupos y existio
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un observador cualificado externo que asistié a todas las clases impartidas en el
subgrupo A. (Para consultar una descripcidén general del proceso de analisis de
datos ver [12]. Si se desea consultar el proceso completo de la investigacion ver

[11]).

3 Resultados obtenidos en la investigacion educativa

Los primeros resultados de la experiencia tienen que ver con la comparativa de las
calificaciones obtenidas por ambos subgrupos en el examen final. Este examen
tenia dos partes una parte formada por cuestiones teoricas tipo test de respuesta
multiple, comin a ambos subgrupos, y una parte de problemas, mucho més com-
plejos en el subgrupo A. Los resultados generales de la comparativa fueron:

Calificaciones SUBGRUPO A SUBGRUPO B
Examen final Media Desv. Media Desv.
Cuestiones Teodricas 5,03 2,18 5,46 1,8
Problemas 5,9 2,15 6,04 2,45
% Aprobados 81,25 % (13 alumnos) | 41,6% (57 alumnos)

12,5 % (2 alumnos)
6,25% (1 alumno)
93,75% (15 de 16)

% suspensos 17,52 % (24 alumnos)
48,86% (56 alumnos)

59,12% (81 de 137)

% no presentados

Alumnos presentados

Estos datos nos permitieron extraer tres datos significativos:

(1) El porcentaje de alumnos presentados en el subgrupo A (93,75%) fue
muy superior en al subgrupo B (59,12%), lo cual muestra indices signifi-
cativos relacionados con la motivacion y protagonismo de los alumnos.

(2) El porcentaje de alumnos aprobados en el subgrupo A (81,25%) es tam-
bién muy superior que en el subgrupo B (41,6%).

(3) Las puntuaciones finales fueron muy similares en media.

Tras estas primeras conclusiones cuantitativas y con el andlisis cualitativo que
realizamos, obtuvimos que la estrategia didactica que incorporaba el sistema de
calculo algebraico DERIVE en el aula favorecio y proporcion6 SITUACIONES
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DE ENSENANZA que condujeron a un aprendizaje caracterizado por los siguien-
tes aspectos:

a) Se trata de un aprendizaje por descubrimiento y activo, que a partir de los
conocimientos previos del alumno, facilita la adquisicion de aprendizajes
significativos sobre los contenidos basicos del dlgebra lineal.

b) Un aprendizaje que proporciona al alumno la posibilidad de utilizar varias
estrategias de resolucidon de problemas.

c) Un aprendizaje colaborativo, basado en las colaboraciones que proporciona
el trabajo en grupo suscitado por el uso del programa de calculo simbdlico.

d) Un aprendizaje adaptado a las necesidades de cada alumno, ofreciendo la
posibilidad de utilizar varios niveles de aprendizaje, es decir facilita la
atencion a la diversidad.

4 Conclusiones

La investigacion educativa que hemos descrito nos ha mostrado las bondades de
nuestra estrategia didactica para la ensefianza del algebra lineal: buenos resultados
cuantitativos y unas situaciones de enseflanza bastante positivas, aunque se tratd
de una experiencia ligada a un contexto determinado: un grupo de alumnos y un
profesor concreto.

Miguel de Guzman, decia que en educacion matemadtica era muy necesario in-
vestigar mas, baste recordar una de sus reflexiones a este respecto: “a mi parecer,
es muy necesario, por lo que a la sociedad le va en ello, que se formen en nues-
tras universidades buenos equipos de investigacion en educacion matematica que
ayuden a resolver los muchos problemas que se presentan en el camino para una
ensefianza mas eficaz”. Por este motivo, actualmente estamos disefiando una
investigacién educativa que analice nuevamente nuestra estrategia didactica en
grupos diferentes y con diferentes profesores.
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INSTRUCCIONES PARA EL ENVIO DE ORIGINALES
PARA SU PUBLICACION EN EL BOLETIN

Los originales de articulos, problemas, resefias de libros, anuncios de congre-
sos, etc., deben enviarse en papel por duplicado y ademds también en formato
electronico, del modo especificado al final de estas instrucciones.

Formato

Para facilitar la impresion es preferible usar procesador Word o LaTex. El
formato de texto debe ser 17cm x 12.8cm. El tamafio de letra de texto 11 puntos.

Los articulos comenzaran con el titulo en mintisculas de 16 puntos, nombre
de autores en minasculas de 12 puntos en negrita, referencia de su departamento o
institucion de trabajo, direccion de correo electronico (si se tiene) y “abstract” de
unas lineas en inglés en letra italica (cursiva).

Los epigrafes de seccion numerados (excepto el de introduccidén que ird sin
numerar), en minusculas negritas en 12 puntos, sin punto final. Las subsecciones
se numeraran con dos digitos separados por un punto.

La primera linea posterior al titulo de seccidon o subseccion no se indentara.
Después de cada punto y aparte no se dejara ninguna linea en blanco y la siguien-
te linea se indentara solo 5 espacios (tal como estan escritas estas instrucciones).

La bibliografia al final, sin palabras completas en mayusculas, con los titulos
de libros o articulos en italica, no incluyendo nada mas después de la bibliografia.

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador, debiéndo-
se evitar los bosquejos a mano alzada). Serdn incluidas en el lugar apropiado del
texto y en el tamafio en que deban ser reproducidas.

Las soluciones de problemas propuestos en nimeros anteriores del Boletin
deben comenzar indicando: "Problema numero (Boletin nimero)", tal como sue-
len aparecer en el Boletin, y terminar con el nombre del autor de la solucién de
cada problema.

Las resefias de libros, como suelen aparecer en el Boletin, terminando con el
nombre del autor de la resefia.

Si se usa Latex, en estilo “article” y si se usan paquetes especificos de Latex,
deberan incluirse los archivos correspondientes a esos paquetes.

Si se usa otro procesador, distinto de Word o LaTex, debera ajustarse exac-
tamente al tamafio de formato, pues habria de ser escaneado.
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Envio de las copias en papel

Enviar dos copias en papel por via postal a la sede de nuestra Sociedad, a la di-
reccion que figura en la pagina 2 de este nimero del Boletin. Las paginas sin nu-
merar, pero numeradas a lapiz al dorso.

Envio del fichero o ficheros en formato electronico

Se enviara por correo electronico a la cuenta puigadam@mat .ucm.es 0 bien,
junto con las copias en papel, en un disquete formateado para PC compatible, con-
teniendo el/los archivo/s del documento en el procesador de texto utilizado.

Seleccion de originales

Seran revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se
ajustan a la linea general del Boletin. Si se considera oportuno, se pedira a los auto-
res que reduzcan su extension o hagan algunas modificaciones en su contenido.
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Adquisicion de numeros atrasados de nuestro Boletin

Los numeros atrasados del Boletin, de los cuales existan ejemplares sobran-
tes, podran ser adquiridos al precio de coste de seis euros ejemplar. Los nimeros
de los que aun quedan algunos ejemplares sobrantes son los siguientes:

35, 38,39, 40,41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51,
52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 60, 61, 62, 63, 64, 65,66, 67, 68, 69y 70.

El importe puede ser abonado mediante cheque a nombre de /a "Sociedad
Puig Adam de Profesores de Matematicas", o mediante transferencia a la cuenta

corriente numero 3025-0006-24-1400002948, al mismo nombre de la Sociedad,
domiciliada en la entidad bancaria:

Caja de Ingenieros, c¢/. Carranza, 5 Madrid-28004

La carta de peticidn se enviard a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la
pagina 2 de este nimero del Boletin. En la carta se indicara el nimero o nimeros
a adquirir, incluyendo en ella:

— la direccién a donde se han de enviar
— el correspondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.
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La cuota anual esta actualmente establecida en 33 euros (de ellos, 21 euros como cuota de la Socie-
dad «Puig Adamy» y 12 euros como cuota de la Federacion de Sociedades de Profesores de Matema-
ticas, por la que se recibe la revista SUMA).

Quienes prefieran abonar la cuota mediante transferencia pueden hacerlo a la c.c. de nuestra Socie-
dad, domiciliada en la entidad bancaria:

CAJA DE INGENIEROS
c¢/. Carranza, 5 - 28004 Madrid
cc. 3025-0006-24-1400002948
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DHTECCION: ..ottt etttk
Remitanse ambas partes (toda esta pagina) a nuestra sede:

Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Matematicas
Facultad de Educacién (Dpto. de Algebra)
C/ Rector Royo Villanova, s/n. Ciudad Universitaria. 28040 Madrid.
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