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Acta de la Asamblea General Ordinaria
de 2005 de la Sociedad Puig Adam

de Profesores de Matemáticas 

En la Facultad de Matemáticas de la Universidad Complutense, sita en la Ciudad 
Universitaria, a las 12 horas del día 2 de abril de 2005, en segunda convocatoria, re-
unidos los miembros de la Sociedad, bajo la presidencia de D. José Javier Etayo Gor-
dejuela, dio comienzo la Asamblea General Ordinaria del año dos mil cinco. 

Se desarrolló con arreglo al siguiente 

ORDEN DEL DÍA 

1. Lectura y aprobación, si procede, del Acta de la sesión anterior. 

Se procede a la lectura del acta de la sesión anterior, que queda aprobada por 
unanimidad. 

2. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad. 

a) Se han publicado los números 67 al 69 del Boletín de la Sociedad. Cabe señalar 
que de acuerdo con lo aprobado en la Asamblea anterior, se han publicado hasta dos 
números en homenaje a la Prof. María Paz Bujanda, con ocasión de su jubilación, al 
haberse recibido muchas colaboraciones. 

b) El día 5 de junio se celebró la XXII edición del Concurso de Resolución de 
Problemas, en colaboración con el Colegio Oficial de Doctores y Licenciados. 

c) Como de costumbre se colaboró con la Real Sociedad Matemática Española en 
la organización de la fase local de la Olimpiada Matemática Española. Como novedad 
se introdujo la invitación expresa a determinados alumnos, lo que redundó en una 
participación muy superior a la de los últimos años. Los aspirantes de Madrid obtu-
vieron ocho medallas en la Fase Nacional, tres de oro, dos de plata y tres de bronce, 
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de modo que tres representantes madrileños acudirán a Cancún. Hay que señalar fi-
nalmente que la Olimpiada Internacional de 2008 se celebrará en España. 

d) En el mismo orden de cosas, y con el éxito habitual, se celebró el 
Concurso Intercentros. 

3. Informe del Tesorero. 

A la vista de la documentación aportada por D. Alberto Aizpún, Tesorero de la 
Sociedad, con los ingresos y gastos del ejercicio, y el saldo obrante en la cuenta, se 
acuerda mantener la cuota social en 33 euros. 

4. Elección de nuevos cargos directivos. 

Aunque no correspondía el cese de ninguno de los miembros de la Junta Directi-
va, se da cuenta de la renuncia de D. Martín Garbayo a su puesto de Bibliotecario 
de la Sociedad. La Junta acuerda dejar el puesto vacante hasta ulterior decisión. 

5. Asuntos de trámite. 

No hubo. 

6. Ruegos y preguntas. 

No hubo 

Y sin más asuntos que tratar, se levantó la sesión a las 12 horas y 30 minutos de la 
fecha indicada. 

 VºBº, El Presidente    El Secretario 
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XLI Olimpíada Matemática Española 

En Santiago, en el Monte del Gozo, se ha celebrado entre los días 20 y 23 de mar-
zo pasados la fase nacional de la XLI Olimpiada Matemática Española. Los alumnos 
ganadores de las fases de Distrito o autonómicas eran al igual que el año pasado, 120. 
Han aumentado de forma significativa  los participantes de 1º de Bachillerato, que 
aparecen también entre los premiados. Hubo un solo participante, castellano manche-
go, de 4º de Secundaria. 

Las sesiones de problemas se celebraron el lunes 21 y el martes 22 de marzo, con 
las siguientes propuestas:  

Problema 1 

Sean a y b enteros. Demostrar que la ecuación  

( )( )( )3 1 0x a x b x− − − + =

admite a lo sumo una solución entera. 

Media oros: 5 
Media todos: 3 

Problema 2

¿Es posible colorear los puntos del plano cartesiano Oxy  de coordenadas enteras 
con tres colores, de tal modo que cada color aparezca infinitas veces en infinitas 
rectas paralelas al eje  Ox  y  tres puntos cualesquiera, cada uno de distinto color, 
no estén alineados? Justificar la contestación. 

Media oros: 2.17 
Media todos: 0.64 

Problema 3 

Diremos que un triángulo es multiplicativo si el producto de las longitudes de dos 
de sus lados es igual a la longitud del tercer lado. 
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B

A

Z

RQP

Sea ABC...XYZ un polígono regular de n lados con todos sus lados de longitud 
1. Las n – 3  diagonales que salen del vértice A dividen al triángulo ZAB en n – 
2  triángulos más pequeños. Probar que cada uno de esos triángulos es multipli-
cativo.

     Media oros: 7 
     Media todos : 1.25 

Problema 4 

Probar que para todo entero positivo n, la expresión decimal de  

1 1 1

1 2n n n
+ +

+ +

es periódica mixta. 

Media oros: 3.67 
Media todos : 0.80 

Problema 5 

Sean , , ,r s u v  números reales cualesquiera.  Probar que: 

mín{ }2 2 2 2 1
, , , .

4
r s s u u v v r− − − − ≤

Media oros: 5.83 
Media todos : 0.99 
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Problema 6 

En un triángulo de lados a, b, c el lado a es la media aritmética de b y c. Probar: 
a) 0º  A  60º. 
b) La altura relativa al lado a es tres veces el inradio r.
c) La distancia del circuncentro al lado a es R – r (R es el radio de la circunfe-

rencia circunscrita) 
Media oros: 3.17 
Media todos : 0.69 

En el Salón Noble de Fonseca, donde tuvo lugar la entrega de premios en un 
solemne acto presidido por los Rectores de las tres Universidades públicas galle-
gas, recibieron sus medallas los 36 premiados de este año. Los seis ganadores de 
Medalla de Oro fueron: 

Miguel Teixidó Román (Cataluña) 
Elisa Lorenzo García (Madrid) 
Javier de la Nuez González (Madrid) 
Anas el Barkani (seleccionado por Granada) 
Hugo Fernández Hervás (Madrid)  
Marc Viñals Pérez (Cataluña) 

Anas El Barkani es de nacionalidad marroquí, y alumno del Instituto Lope de 
Vega de Nador (Marruecos). Al no poder formar parte del equipo español de la 
Olimpiada Internacional, ocupa su lugar el séptimo clasificado, primera medalla 
de plata, que es el barcelonés Pau Labarta Bajo. 

La representación madrileña ha tenido una actuación excelente. Entre los oros, 
Elisa, de segundo de Bachillerato y alumna del IES Fortuny, lo fue ya el año pa-
sado, lo mismo que Miguel Teixidó. Esta ha sido su tercera participación en una 
fase nacional de la Olimpiada, ya que ganó por primera vez cuando estudiaba 4º 
de ESO. Pero también ha sido premiada, año tras año y desde que era bien peque-
ña, en el Concurso de Primavera, en la Olimpiada de mayo, en el Concurso Inter-
centros y en el Concurso de Resolución de Problemas de nuestra Sociedad. 

Javier de la Nuez, estudiante de 1º de Bachillerato en el Liceo Italiano de Ma-
drid, obtuvo también Medalla de Plata en Ciudad Real el año pasado, y al igual 
que Hugo Fernández Hervás, de 1º de Bachillerato en el IES San Juan Bautista de 
Madrid, ha sido premiado en diferentes ocasiones en nuestros concursos. A los 
tres los hemos visto crecer.  
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Entre los estudiantes madrileños restantes presentes en Santiago, han obtenido 
Medalla de Plata: Ignacio Somoza Sotillos, de 2º de Bachillerato en el Colegio 
Valdeluz y Ricardo Martín Brualla, del Colegio Alemán (ganador de la Olimpia-
da de Física de este año, y que tuvo Mención de Honor en la IFO del año pasado), 
y se han llevado Medalla de Bronce: José Carpio Pinedo, de 2º de Bachillerato en 
el  IES San Juan Bautista, Ding Ru Cai, de 1º de Bachillerato en el IES Ramiro de 
Maeztu, Ignacio Somoza y Alba Lozano de las Heras,  de 2º de Bachillerato en el 
Colegio Valdeluz.  El noveno participante, en lugar 37, fue David Fernández Sán-
chez, alumno de 2º de Bachillerato en el IES Jorge Guillén de Alcorcón.  

A todos, y a nuestros ex olímpicos, que estuvieron trabajando intensamente 
con ellos en la Facultad de Matemáticas de la Complutense los días previos a la 
Olimpiada, nuestra felicitación. 

El año que viene, la Olimpíada será en Sevilla, y la Comisión de Olimpíadas 
de la RSME ha aceptado la propuesta del Ayuntamiento de Torrelodones para ser 
sede del evento en el año 2007. 

María Gaspar 
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XIX Olimpiada Iberoamericana de Matemáticas 

He aquí los problemas propuestos en la última Olimpiada Iberoamericana, ce-
lebrada en septiembre de 2004 en Castellón. Por primera vez acudieron todos los 
países invitados, que son los veintidós países miembros de la OEI.

El equipo español, con Juan Manuel Conde como Jefe de Delegación y David
Sevilla como Profesor tutor, estuvo formado por: Mayte Peña Alcaraz, de Sevilla 
(Medalla de Plata); Mª Isabel Cordero Marcos, de Salamanca (Medalla de Bron-
ce); Elisa Lorenzo García, de Madrid (Mención de Honor), y Francisco Javier 
Hernández Heras, de Valladolid. 

Primera Sesión de Problemas 

21 septiembre de 2004 

Problema 1 

Se deben colorear casillas de un tablero de 1001 1001, de acuerdo a las reglas 
siguientes:
i) si dos casillas tienen un lado común, entonces al menos una de ellas se debe 
colorear
ii) de cada seis casillas consecutivas de una fila o de una columna, siempre se 
deben colorear al menos dos de ellas que sean adyacentes. 
Determinar el número mínimo de casillas que se deben colorear. 

Problema 2 

Se considera en el plano una circunferencia de centro O y radio r y un punto A
exterior a ella. Sea M un punto de la circunferencia y N el punto diametralmente 
opuesto a M. Hallar el lugar geométrico de los centros de las circunferencias que 
pasan por A, M y N, al variar M.

Problema 3 

Sean n y k enteros positivos tales que, o bien n es impar, o bien n y k son pares. 
Probar que existen enteros a y b tales que: 

mcd (a, n) = mcd (b, n) = 1   y    k = a + b.
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Segunda Sesión de Problemas 

22 septiembre de 2004 

Problema 4 

Determinar todas las parejas (a,b), donde a y b son enteros positivos de dos dígi-
tos cada uno, tales que 100a + b  y  201a + b son cuadrados perfectos de cuatro 
dígitos.

Problema 5 

Dado un triángulo escaleno ABC, se llaman A', B' y C' a los puntos de intersec-
ción de las bisectrices interiores de los ángulos A, B y C con los lados opuestos, 
respectivamente. 
Sean: A'' la intersección de BC con la mediatriz de AA',

B'' la intersección de AC con la mediatriz de BB' y
C'' la intersección de AB con la mediatriz de CC'.

Probar que A'', B'' y C'' son colineales. 

Problema 6 

Para un conjunto, H, de puntos en el plano, se dice que un punto P del plano es un 
punto de corte de H si existen cuatro puntos distintos A, B, C y D, en H, tales que 
las rectas AB y CD son distintas y se cortan en P.
Dado un conjunto finito 0A  de puntos en el plano, se construye una sucesión de 
conjuntos 1 2 3, , ,...A A A de la siguiente manera: para cualquier  10, jj A +≥  es la 
unión de jA con el conjunto de todos los puntos de corte de .jA .
Demostrar que si la unión de todos los conjuntos de la sucesión es un conjunto 
finito, entonces para cualquier 1j ≥  se tiene que 1.jA A=

María Gaspar
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IX Concurso de Primavera 

Como viene ocurriendo ininterrumpidamente desde 1997, se ha celebrado en la 
Comunidad de Madrid el IX Concurso de Primavera de Matemáticas organizado 
por la Facultad de Matemáticas de la Universidad Complutense. Al igual que 
otros años, el concurso ha constado de dos fases, celebrada la primera en cada uno 
de los centros participantes el 2 de marzo, y la segunda en la Facultad de Matemá-
ticas de la Universidad Complutense el 23 de abril de 2005. 

El Concurso de Primavera, sobre todo en su segunda fase, por lo que refleja en el 
día de su celebración el entusiasmo de los estudiantes, la ilusión –y el nerviosismo– 
de ellos y de sus padres es una actividad consolidada ya en la Comunidad de Madrid 
y esperada con impaciencia por gran cantidad de habitantes de nuestra Comunidad. 

Los índices de participación, más de 20.000 estudiantes en la primera fase co-
rrespondientes a 300 centros aproximadamente, y unos 2.000 estudiantes selec-
cionados por sus centros para la segunda fase son análogos -pero creciendo- a los 
de los últimos años. Nos gustaría –aunque nos desbordara– que en lugar de 300 
centros participaran el doble –en la Comunidad de Madrid hay, y todos reciben 
información del concurso,  más de 1.500 centros entre todos los niveles–. Pero ese 
número de casi 300 parece una muralla casi infranqueable, aunque estamos abso-
lutamente convencidos de que muchísimos estudiantes de los otros 1.200 centros 
serían felices participando en este concurso. 

Análogamente a como hemos hecho en otras convocatorias, se otorgaron pre-
mios a los 150 estudiantes con más alta puntuación, de los que los 12 ganadores-
ganadores, que recibieron premio especial, fueron los siguientes: 

1º Nivel: Primaria 

1º Daniel Henry Mantilla Liceo Francés 
2º Diego Peña Castillo Colegio Amor Misericordioso 
3º José Luis Contreras Santos Colegio Santa María del Yermo 

2º Nivel: 1º-2º E.S.O. 

1º Moisés Herradón Cueto Colegio Brains 
2º David Cerdán Hernández Colegio Ntra Sra de las Maravillas 
3º Rubén Jiménez de Benito IES José Hierro (Getafe) 
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3º Nivel: 3º-4º E.S.O. 

1º Francisco Plata Moraleda IES Jaime Ferrán Clúa (S Fernando de Hernares) 
2º Diego Izquierdo Arseguet Liceo Francés 
3º Arsenio Ruiz Vega Colegio San José del Parque 

4º Nivel: Bachillerato 

1º Elisa Lorenzo García IES Fortuny 
2º Hugo Fernández Hervás IES San Juan Bautista 
3º Carlos Pardo Martín Colegio Retamar 

Joaquín Hernández 
Comité Organizador Concurso de Primavera 
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Acciones Formativas de Posgrado 
en “Educación Matemática” 

Facultad de Matemáticas 
Universidad Complutense de Madrid 

Año Académico 2005-06 

(Cursos de 30 horas, independientes entre sí,  impartidos por 
Profesores de la Universidad Complutense de Madrid) 

1. El problema de la medida de magnitudes. Evolución histórica. Profs. Fernan-
do Bombal y Francisco L. Hernández 

2. Recursos informáticos para la enseñanza del Cálculo y Geometría Elementa-
les. Profs. Eugenio Roanes Lozano y Eugenio Roanes Macías. 

3. Introducción al software libre. Prof. Luis Llana 

4. El tratamiento del azar: Probabilidad y Modelos de Distribuciones. Prof. Elisa 
Benítez

5. Los orígenes de la Informática en la Historia de las Matemáticas. Profs. Clara 
María Segura y Rafael del Vado 

6. Usos matemáticos de internet para Secundaria y Bachillerato. Prof. Inés Gó-
mez-Chacón

7. Sistema GPS: Fundamentos Matemáticos y Aplicaciones Prácticas. Prof. 
Gracia Rodríguez

8. Las Matemáticas en Secundaria: un enfoque distinto del habitual. Prof. Joa-
quín Hernández 

9. Taller de Astronomía.  Prof. Ana Inés Gómez
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10. Introducción a la Filosofía de la Ciencia y a la Teoría de la Relatividad.  
Profs. José Mendoza y Eduardo Aguirre 

11. Algunas cuestiones de geometría: Estudio y representación de curvas planas. 
La geometría de la regla y el compás.  Profs. Domingo García y Juan Tarrrés

12. Problemas de máximos y mínimos: una aproximación a la Investigación Ope-
rativa. Profs. M. Teresa Ortuño y Victoria López

Raquel Mallavibarrena Martínez de Castro
Directora de los Cursos
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Dedicatoria de este número del Boletín 

Como ya anunciamos en los dos números anteriores de nuestro Boletín, la Jun-
ta Directiva propuso dedicar el presente número 70, correspondiente a junio de 
2005, en homenaje al Profesor Miguel de Guzmán, fallecido el pasado año. 

Como es bien sabido, era catedrático de Análisis Matemático en la Universi-
dad Complutense de Madrid, y miembro de la Real Academia de Ciencias desde 
1983.  

Desde  el punto de vista de nuestra Sociedad, la característica fundamental de 
su trayectoria profesional fue su preocupación por la educación matemática en 
todos sus niveles, incluso terciario, como solía decir, al referirse al nivel universi-
tario.

Con el propósito de fomentar atracción de los estudiantes más jóvenes hacia el 
quehacer matemático, desarrolló un Proyecto de estímulo del talento matemático 
en el marco de la Real Academia de Ciencias.  

Se interesó también por la educación matemática extendida al público en gene-
ral, escribiendo en esa línea varios libros, alguno de los cuales fue traducido a 
varios idiomas.  

De 1991 a 1998 ocupó la Presidencia del máximo organo internacional para la 
educación matemática, el ICMI (International Comission on Mathematical Ins-
truction). Recordemos que en los años 50, otro español, D. Pedro Puig Adam, 
también ocupó la Presidencia de la Comisión Internacional para el mejoramiento 
de la enseñanza de la Matemática, promovida por la UNESCO.  

En la última Asamblea de nuestra Sociedad se acordó por unanimidad aceptar 
la propuesta de la Junta de dedicar el presente número al Profesor Miguel de 
Guzmán, como agradecimiento al trabajo que llevó a cabo en pro de la educación 
matemática.

Las colaboraciones recibidas exceden la capacidad de un solo número del Bo-
letín. Por ello, en este y en el próximo número, se encontrarán los trabajos que 
hemos recibido, como muestra del afecto de la comunidad de profesores de Ma-
temáticas hacia la figura del Profesor Miguel de Guzmán. 

La Junta Directiva
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Introduction to Conics with Cabri 3D 

Heinz Schumann 

Faculty III, Mathematics/Informatics,  
University of Education Weingarten 

D-88250 Weingarten, Germany 
schumann@ph-weingarten.de

Abstract

An introduction to conics using the dynamic geometry system Cabri 3D is 
given, which is a prototypic dynamic tool for 3-dimensional synthetic ge-
ometry. Cabri 3D supports in general the direct manipulating geometric 
work (generating, constructing, visualizing, modifying of spatial configura-
tions) in the virtual space thanks to its software ergonomic facilities and its 
geometric options. This introduction is adapted to middle/upper secondary 
mathematical education and treats traditional content in a new way and re-
inforces as well traditional methods. 

This paper is dedicated to Miguel de Guzmán, who significantly  
enriched the didactics of mathematics all over the world 

1. Introduction 

The history of conics in the mathematics classroom is a history of ups and downs 
(see, e.g. Schupp 1988). The most recent instance is another threat of neglect as 
the focus of mathematics teaching is being shifted from mathematical substance 
to other issues (e.g. mathematics literacy – PISA) – despite the fact that conics are 
an excellent example of the interdependence between geometry and algebra. 
Other arguments in favour of conics are their practical relevance (satellite orbits, 
shot-putting, lithotriptor, ...), internal mathematical relevance, richness of 
problems, variety of methods etc.  
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New media, in particular dynamic geometry systems, offer new ways of 
treating conics, which aids the teaching and learning that topic. While the well-
researched didactic monography on conics by Schupp (1988) still focused on the 
programming of the graphic visualisation, Schumann (1991) was the first to point 
out the interesting applications of dynamic geometry for the treatment of conics. 
So far, most contributions on conics have been limited to a two-dimensional 
treatment, which is a paradox in view of the nature of the subject and indeed of its 
very name. This neglect may be due to the deficiencies of conventional methods, 
which provide no appropriate learning environment for three-dimensional 
treatment of conics. Cabri 3D is the first efficient dynamic spatial geometry 
system that fits this purpose. The following is to provide an adequate introduction 
to spatial conics using Cabri 3D.

2. Introducing conics in space 

For an adequate dynamic introduction of conics as two-dimensional sections of a 
(double) cone, we need a 3-dimensional dynamic geometry system which offers 
the user good perceptibility and/or visualisation of three-dimensional objects, 
including the options of construction, direct manipulation and variation. Cabri 
Géomètre 3D (Laborde, J. M.; Bainville, E., Cabri Géomètre 3D, 2004) is the first 
three-dimensional dynamic geometry system which even in version 1.0 meets 
many of the requirements on a tool for three-dimensional synthetic geometry for 
dynamic treatment, similar to the options offered by 2D dynamic geometry 
systems.  

               Figure 1 : A cone          Figure 2: Varying a cone 
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Cabri 3D provides better insight into two-dimensional conic sections and the 
foundation of the phenotypical shapes of the curve of intersection than traditional 
media or different new media.  

The following illustrations provide only a limited idea of the dynamic options 
of Cabri 3D and the resulting visual perceptions and experiences. 

First let us, in Cabri 3D, construct a cone from a circle in a plane and a point in 
the line normal to the plane constructed in the centre of the circle. (Figure 1, 
model of a circular cone; all the figures in this article are originally in informative 
colours). Its shape can be varied by moving this point (the apex of the cone – 
Figure 2, modified cone shape).  

We can now look at the cone from all sides using the so-called virtual sphere 
device implemented in Cabri 3D. 

Now, we are going to construct a plane in the cone and let the system generate 
the curve of intersection, which in our case Cabri 3D identifies as an ellipse 
(Figure 3), irrelevant of the shape of the cone. We can also look at the curve of 
intersection from below (Figure 4). 

Figure 3: A plane section generating           Figure 4: Elliptic section from below 

               an ellipse 
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We are now going to rotate the image so that the plane is viewed as a straight 
line. We find that the base plane has a smaller angle with the intersecting plane 
than with the lateral surface (Figure 5). 

Figure 5: Position of plane trace for an elliptic section 

For a parabolic section, we construct a plane exactly parallel to a generating 
line of the cone; Figure 6 shows the trace of this plane. 

Cabri 3D identifies the curve of intersection generated with this plane as a 
parabola (Figure 7). 

Figure 6: Position of plane trace           Figure 7: A parabola by plane section 
                for a parabolic section 
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By varying the position of the intersecting plane so that its angle with the base 
plane is larger than the angle of the lateral surface, we get a hyperbola. The 
second branch of the hyperbola is located on a cone generated by reflecting in the 
apex of the original cone (Figure 8: trace of the intersecting plane in the double 
cone; Figure 9: hyperbola as curve of intersection in the double cone). Again, we 
can look at the image from all sides (Figure 10, e.g. from below). If the intersecting 
plane passes through the apex, we get a double straight line, (Figure 11) etc. 

                 

Figure 8: Position of plane trace          Figure 9: A hyperbola by plane section 
               for a hyperbolic section 

                    

Figure 10: A hyperbola by plane                       Figure 11: Borderline case 
                 section from below
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     We are now going to show why, e.g. the curve of intersection of Figure 12 
meets the point curve characteristics of an ellipse, i.e. that the sum of the distance 
from two fixed points is constant for all points of the curve. For this, we are going 
to use the elegant method first described by Dandelin 1794 – 1847 (see, e.g. 
Manual of School Mathematics, Vol. 4, p. 116/117).  

                        

Figure 12: Elliptic section? Figure 13: A cone with interscting plane trace 
 tangent to inscribed spheres 

First, we are going to construct the so-called Dandelin spheres, i.e. the spheres 
inscribed in the cone which are tangent to the intersecting plane. For better 
visualisation, we will show only the outlines of the cone (Figure 13, construction 
of the cones with Dandelin spheres, tangent points, trace of intersecting plane and 
the inscribed circles; construction lines are omitted for better visualisation; Figure 
14 from a different view; Figure 15 Dandelin spheres from below). 

Figure 14: Figure 13 from beyond       Figure 15: Figure 13 from below 
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The centres of a sphere are constructed in a plane containing the cone axis in 
analogy to the construction of a circle centre from two intersecting tangents and a 
diameter. The radii of the spheres are obtained by raising perpendiculars from the 
centres of the spheres to a generating line  of the cone. The points where the 
perpendiculars pass through the intersecting plane are the tangent points (later, the 
focii of the ellipse). On the curve of intersection, we put a moving point P. 

For our proof, we shall name some further objects, and we are going to show 
only the outlines of the spheres for better visualisation. (Figure 16, enlarged detail 
in Figure 17): F1 ,F2 are the tangent points; k1 ,k2 the tangent circles; B1 ,B2 the
points of intersection of the generating line going through P with the tangent 
circles k1 ,k2; A1 ,A2 are the end points of a generating line of the truncated cone 
formed by k1 ,k2.

Figure 16: Proofing figure with denotions   Figure 17: Proofing figure zoomed 

If we move P, B1B2 along the lateral surface of this truncated cone; B1B2

becomes congruent with A1A2.

B1 ,F1 resp. B2 ,F2  are tangent points with the first or second Dandelin sphere; 
together with P they form tangential sections located on the tangent cone with P 
as the apex (e.g. Figure 18 for the first sphere; construction of the cone with the 
three-point circle through B1 ,F1 and F1‘; F1‘ is obtained by reflecting F1 on the 
plane through P and the cone axis). 
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Figure 18: The tangent cone 

PB1 and PF1 are thus of equal length, as are PB2 and PF2. This means that 

PF1 + PF2 = PB1 + PB2 = A1A2 = const. 

and the curve of intersection is an ellipse. We find that the generating line of the 
truncated cone formed by the tangent circles k1 ,k2  are identical in length with the 
main axis of the ellipse to be drawn.

The proofs of the parabola and hyperbola sections are obtained by a similar 
procedure.

3. Another view: Conics as circle images in central projection 

Naturally, Cabri 3D is suited also for 3D construction and visualisation of conics 
as circle images  in central projection in  the common manner of representation, 
i.e. with a central point Z (eye point resp. point of sight), the object plane of the 
projection plane (which intersects with the object plane in the axis a), and the 
vanishing plane (with the vanishing line v). Figure 19 shows how the cone 
constructed from a circle in the object plane with the apex Z intersects with the 
projection plane in an ellipse. For a circle tangent to the vanishing plane, the 
curve of intersection will be a parabola. The image can be viewed from all sides 
(Figure 20, from “below”, with a transparent object plane). Figures 21 and 22 
show the image obtained for a hyperbola section.  
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Figure 19: Ellipse and parabola as central-projective images of a circle 

Figure 20: Figures 19 from below
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Figure 21: Hyperbola as central-projective image of a circle 

Figure 22: Figure 21 from below 
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Figure 23 is the configuration obtained for point-by-point construction of a 
circle image in central projection, for the example of an ellipse (k: original, k‘: 
image; the bottom point of the perpendicular from Z onto projection plane is the 
main point H, and the plane parallel to the object plane going through Z intersects 
with projection plane in the horizon h). To construct the image k‘ of the circle k, 
we drop the perpendicular from the point P on the circle onto the axis a, with  A 
as the bottom point of the perpendicular, ... ; ZHAV is a rectangle after 
construction. 

Figure 23: Ellipse as central-projective image of a circle 
                                      with corresponding denotions 

     The point of intersection of the projection ray ZP with the straight line AH is 
the image point P‘ which generates the circle image as P moves along the circle. 
The projection ray ZP is a generating line describing the oblique circular cone 
formed by Z and k. After masking the image plane and cone, the scenario of 
Figure 24 is obtained.  
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Figure 24: Figure 23 with transparent projection plane 

Figure 25: Figure 24 showing the tilting to the object plane 
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By tilting both the projection plane and vanishing plane into the object plane 
(Figure 25), we obtain a 2-dimensional construction of circle images in central 
projection as a special case of an axial projective transformation (Figure 26).  

Figure 26: Final state of tilting: axial projective transformation in plane 

We are now going to use Cabri II Plus to apply this plane image, with 
distinctions made for different cases,  to circles for generating conics. Circle does 
not intersect or contact the vanishing line  (Ellipse: Figure 27), contacts it 
(Parabola: Figure  28) or intersecting it (Hyperbola: Figure 29). 
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Figure 27:  Construction of an ellipse as an axial projective image 

Figure 28: Construction of a parabola as an axial projective image 
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Figure 29: Construction of a hyperbola as an axial projective image 

4. Conclusion 

In similar way we are able to deal with all the phenomenous approaches to 
spatial conics in virtual space using Cabri 3D, which are a preknowledge to a 
further-reaching treatment. 

E. g. we can also think of conics as “intersections” of a cone of light with a 
plane. The curves formed with planes by the light cone going out from a point 
source Z  (Figure 30) can be interpreted as images in central projection of a circle 
k. The circle plane is  vertical to the cone axis on which the circle centre is 
located. With the aid of a rotating plane, Cabri 3D enables us to observe the 
change of shape of the curve from an ellipse into a hyperbola. 
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Figure 30: Cone of light intersected by planes 
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Abstract

En este artículo se muestran formas de resolver un problema clásico de 
bachillerato en distintas épocas, incidiendo en las posibilidades que ofrece 
la incorporación del ordenador al aula de matemáticas para analizar y vi-
sualizar los procedimientos y el resultado.

La matemática no es solamente un conjunto 
de técnicas para resolver determinados pro-
blemas, es una parte esencial de la cultura 
(Miguel de Guzmán).

1  Introducción 

Desde hace algún tiempo trabajamos en dos ideas que, aplicadas al aula, pueden 
favorecer la consecución de objetivos didácticos en educación matemática. Ideas 
que, por otra parte, creemos están en el ánimo de una buena parte del profesorado 
de esta materia en niveles medios de educación. La una es la adscripción a un 
tema de cuestiones periféricas al mismo, concretas, visualizables, de contenido 
histórico o social, a fin de que los conceptos abstractos puedan ser retenidos con 
mayor facilidad por los alumnos al memorizarse en simbiosis con otros más con-

————
1 Miguel de Guzmán fue presidente del tribunal ante el que defendí la tesis doctoral. 

Con esta ocasión me sugirió algunos acertados consejos profesionales que he seguido. 
Vaya este artículo como muestra de agradecimiento. Justo Cabezas. 
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cretos. La otra, las enormes posibilidades que aportan a la clase de matemáticas 
las nuevas tecnologías, que permiten una enseñanza activa, aumentando las posi-
bilidades de análisis y modificando la metodología de tal modo que incluso puede 
cambiarse el currículum tradicional a partir de estas modificaciones. 

Como ejemplo se muestra un texto para alumnos de primero de bachillerato 
en el que, a partir de los libros de un matemático del siglo XVIII, Juan Justo Gar-
cía, catedrático de matemáticas de la Universidad de Salamanca, se resuelve y 
analiza uno de los problemas de máximos y mínimos que aparecen en casi todos 
los textos desde al menos aquella fecha hasta hoy. 

2  Enunciado 

El enunciado del problema aparece en la primera edición de los Elementos de 
Juan Justo García (García, 1782): 

Se puede utilizar la fórmula de Herón, 

)cp)(bp)(ap(pS −−−=

donde tanto a como p son constantes y  c = 2p-a-b.

3 Solución tradicional (con el auxilio de un sistema de cálculo simbó-
lico)

Para resolver el problema de modo tradicional hemos empleado MAXIMA. La 
elección de este sistema de cálculo simbólico (CAS) así como la del programa de 
geometría dinámica GeoGebra que se usa después, atiende fundamentalmente a 
dos criterios: por un lado son programas libres (pueden ser utilizados y modifica-
dos por cualquier persona y con cualquier propósito) y, en este caso, gratuitos (un 
programa gratuito puede tener prohibida su distribución y, por tanto, no ser libre) 
y por otro existen versiones para varios sistemas operativos. Estos dos aspectos 
adquieren gran importancia en lugares (como Extremadura) donde los responsa-
bles de la educación han optado por dotar a todas las aulas de todos los centros de 
secundaria con ordenadores bajo software GNU. 
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Así pues, sustituyendo c=2p-a-b en la fórmula de Herón:

 (C1) sqrt(p*(p-a)*(p-b)*(p-c)); 

 (D1)    SQRT(p (p - a) (p - b) (p - c)) 

 (C2) subst(2*p-a-b,c,%);

 (D2)    SQRT((- p + b + a) p (p - a) (p - b)) 

Y derivando y resolviendo la ecuación (MAXIMA la iguala la expresión a cero 
por defecto) respecto de la variable b (% es la última expresión devuelta): 

 (C3) diff(%,b); 

  p (p - a) (p - b) - (- p + b + a) p (p - a) 

 (D3) ------------------------------------------- 

    2 SQRT((- p + b + a) p (p - a) (p - b)) 

se obtiene la solución para b:

 (C4) solve(%,b);

                    2 p - a 

 (D4)    [b = -------]    

                       2 

O bien

 (C5) expand(%); 

            a

 (D5)         [b = p - -] 

            2

Y sustituyendo en la expresión de c el valor calculado para b, obtenemos:

(C5) c=2*p-a-b; 

 (D5)        c = 2 p - b - a 

(C6) subst(p-a/2,b,%); 

              a 

 (D6)     c = p - - 

             2 

Luego b y c son iguales, es decir el de área máxima es el triángulo isósceles con 
esa base y ese perímetro. 
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4  Solución histórica 
Juan Justo García resuelve el problema de forma similar, aunque toma logaritmos 
en la fórmula de Herón para facilitar los cálculos: 

5 Solución geométrica (con el auxilio de un programa de geometría 
dinámica)

Pero el problema se puede resolver también sin cálculo diferencial. Además así se 
visualizan el enunciado y la solución de modo más claro, siguiendo la tendencia 
actual (de Guzmán, 1996, 31). Hemos utilizado, como se ha anticipado, un pro-
grama de geometría dinámica que, como es sabido, son paquetes que permiten 
simular construcciones de regla y compás sobre la pantalla a partir de constructo-
res elementales (puntos, rectas, circunferencias) y de otros realizados a partir de 
ellos (punto medio de un segmento, paralela a una recta por un punto, perpendi-
cular a una recta por un punto, etc.) y dotarlas de movimiento, entre otras posibi-
lidades. En concreto hemos utilizado GeoGebra (Hohenwarter, 2004).

El lado a de nuestro problema es el segmento DE. Y el resto del perímetro el 
AB. Hemos construido un punto móvil C en AB, de tal modo que AC y CB serían 
los otros dos lados.  

Para construir todos los triángulos posibles hemos tomado la circunferencia 
centrada en D y de radio AC y análogamente para el otro lado. En la intersección 
G está el tercer vértice del triángulo, el que determina la altura. 
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Figura 1: Construcción de los triángulos 

Pues bien, al mover C y dejar traza con la intersección se obtiene la elipse 
que constituye el lugar geométrico. 

Figura 2: Construcción del lugar geométrico 

Y como la base es fija (DE), el área máxima corresponderá a la máxima altu-
ra, que corresponde a la intersección con el semieje, mediatriz de la base a, de 
donde los dos radios son iguales y por tanto el triángulo es isósceles.
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El programa utilizado permite mostrar en un texto la secuencia de instruccio-
nes que se han realizado para llevar a cabo la construcción. Este texto se llama en 
GeoGebra protocolo de construcción y en nuestro caso es: 

No. Nombre Definición Álgebra 

1 Punto A   A = (3.23, 9.93) 

2 Punto B   B = (12.57, 9.87) 

3 Segmento a Segmento[A, B] a = 9.33 

4 Punto C Punto en a C = (9.33, 9.89) 

5 Segmento b Segmento[A, C] b = 6.1 

6 Segmento c Segmento[C, B] c = 3.23 

7 Punto D   D = (-4, 0) 

8 Punto E   E = (4, 0) 

9 Círculo d Círculo con punto medio D y Radio b d: (x + 4)² + y² = 37.21 

10 Círculo e Círculo con punto medio E y Radio c e: (x – 4)² + y² = 10.45 

11 Punto G Punto de intersección d, e G = (1.67, 2.24) 

12 Punto H Punto de intersección d, e H = (1.67, -2.24) 

13
Punto
Intersección
[d, e] 

Punto de intersección d, e 
Intersección
[d, e] indefinida 

14
Punto
Intersección
[d, e] 

Punto de intersección d, e 
Intersección
[d, e] indefinida 

Tabla 1: Protocolo de construcción 

6  Conclusiones 

El uso del ordenador al resolver un problema permite una mayor amplitud en el 
análisis de su enunciado, la utilización de diversos razonamientos para resolverlo 
y la discusión de las soluciones. Además facilita la visualización de los procedi-
mientos y fomenta la creatividad.  
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La propuesta de incluir en la educación matemática una concepción de la 
misma como expresión cultural, insertando en ella su historia, sus intereses, sus 
problemas o la biografía de los matemáticos, se puede ver potenciada al usar las 
nuevas tecnologías.
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Abstract

This paper deals with the Mutilated Checkerboard problem, as an example 
of a number of problems with interesting mathematical features, which can 
be subject to representation changes, resulting in a representation pattern 
leading to the immediate solution of the problem, through insight.  

Dedicado a nuestro compañero Miguel de Guzmán 

Introducción 

Miguel de Guzmán se ocupó de resaltar la utilidad de los juegos para la didáctica 
de las matemáticas, destacando la proximidad que cierto tipo de juegos y pasa-
tiempos ha tenido, históricamente, con el quehacer de los más eminentes matemá-
ticos [1, 2]. Muchos juegos y pasatiempos permiten desarrollar estrategias y habi-
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lidades matemáticas en los alumnos, al tiempo que representan un camino apro-
piado para la mejor comprensión de conceptos y contenidos matemáticos pro-
fundos. Entre otros problemas clásicos, el del tablero mutilado ha sido objeto de 
atención desde el área de la didáctica de las matemáticas, ya que contiene y 
ejemplifica una serie de contenidos matemáticos de interés. Por otra parte, este 
problema ha sido también utilizado en experiencias propias del área de la inteli-
gencia artificial. En efecto, los procesos humanos de resolución de problemas 
constituyen un campo privilegiado en el desarrollo de los estudios sobre el desa-
rrollo de la inteligencia artificial. Al hilo de nuestras propias investigaciones en 
esta última área, en el presente artículo pretendemos presentar el proceso de 
resolución de este problema a través de un cambio desde una representación 
inicial basada en un sistema de ecuaciones, hasta otra representación en la que 
el color desempeña un papel crucial, que se revela como más eficaz para resol-
ver el problema. 

Una línea de investigación dentro de los estudios sobre inteligencia artificial 
se refiere al diseño de programas informáticos destinados a simular rasgos del 
comportamiento inteligente humano. De acuerdo con el enfoque pionero de H. 
A. Simon [3], dichos programas constituyen verdaderas teorías de los compor-
tamientos inteligentes que simulan; por ello, del diseño de esta clase de progra-
mas se siguen interesantes consecuencias para beneficio de la investigación psi-
cológica. En particular, los procesos humanos de resolución de problemas han 
sido objeto de atención preferente por parte de los investigadores en inteligencia 
artificial. En este contexto se enmarca la labor que, desde hace algunos años, 
venimos desarrollando [4, 5]. Se ha producido un programa informático que, 
aún pendiente de refinamientos necesarios, pero enfrentado ya a un considerable 
número de problemas no triviales, es capaz de emular la perspicacia: un rasgo 
crucial que interviene en los procesos humanos de resolución de problemas, que 
en inglés recibe el nombre de insight, y que optamos por traducir al español, 
aproximadamente, como perspicacia.

De la perspicacia daremos en seguida la definición formal debida a H. A. 
Simon, que seguimos en sus líneas generales. Basta por ahora con referir que se 
trata de la clase de experiencia, familiar a quienes resuelven un problema, que 
se manifiesta cuando, tras de un periodo infructuoso en pos de la solución, se 
alcanza la convicción repentina de que ésta puede ser hallada de manera inme-
diata. Este cambio de actitud sobre la solución se relaciona directamente con un 
cambio en la representación del problema en cuestión, desde una representación 
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inadecuada, que no conduce de manera inmediata a la solución, hasta otra repre-
sentación idónea, poseyendo la cual conseguir la solución resulta inmediato. 

1  La perspicacia (insight)

Este rasgo de comportamiento inteligente ha sido objeto de definición por parte de 
H. A. Simon [3], en el contexto de experiencias que estudian el proceso de resolu-
ción de problemas por parte de seres humanos. De acuerdo con su definición, la 
experiencia de la perspicacia implica al menos tres aspectos diferentes: en primer 
lugar, se trata de un fenómeno que viene normalmente precedido de un periodo de 
búsqueda infructuosa de la solución del problema; en segundo lugar, la experien-
cia de la perspicacia no aporta necesariamente la solución del problema, sino una 
fuerte y repentina convicción de que se va a obtener la solución de manera inmi-
nente; en tercer lugar, la perspicacia está estrechamente asociada a una nueva re-
presentación del problema. Simon añade un cuarto aspecto, no siempre presente 
en la experiencia psicológica de la perspicacia, relativo a un tiempo de incuba-
ción, durante el cual el sujeto parece abandonar la tarea de búsqueda de la solu-
ción del problema: según el enfoque de Simon, la perspicacia surge frecuentemen-
te poco después de un lapso de incubación. 

Tomando como punto de partida esta definición de la perspicacia, referida al 
comportamiento humano en procesos de resolución de problemas, emprendimos 
la implementación de un programa informático capaz de emular esta actitud. Di-
cho programa ya se encuentra en su fase de prototipo [4, 5]. En este artículo abor-
daremos dos formas de resolver el problema del tablero mutilado: la primera es 
una forma nueva de resolverlo, que se revela poco adecuada; la segunda se rela-
ciona con la perspicacia tal como la define Simon. 

2  El problema del tablero mutilado 

A continuación se describe uno de los problemas típicos en cuya resolución inter-
viene la perspicacia, que se conoce como del tablero mutilado, y que ha sido obje-
to de atención tanto en el contexto de la experimentación psicológica, como desde 
la perspectiva de los estudios de inteligencia artificial. 
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Figura 1. Tablero mutilado 

El planteamiento del problema es sencillo, y queda ilustrado en la Figura 1: 
disponiendo de un tablero de ajedrez en el que faltan dos cuadros, correspondien-
tes a dos esquinas diagonalmente opuestas, se trata de cubrir toda la superficie del 
tablero así mutilado con piezas de dominó, teniendo en cuenta que cada pieza de 
dominó cubre dos cuadros adyacentes del tablero, nunca en diagonal. Ya que cada 
dominó cubre dos cuadros adyacentes del tablero, esto es, uno blanco y otro ne-
gro, pero en el tablero mutilado ya no hay el mismo número de cuadros de cada 
color, se ve que la tarea de cubrir todo el tablero mutilado con piezas de dominó 
es imposible, y que, por tanto, el problema no tiene solución. 

Kaplan y Simon desarrollaron protocolos de seguimiento sobre una experien-
cia real en la que un número de voluntarios se ocuparon de resolver el problema 
[6]. Sus observaciones llegaron a la conclusión de que los voluntarios, tratando de 
resolver el problema, seguían caminos más o menos divergentes, pero igualmente 
infructuosos, hasta que cobraban conciencia de la circunstancia de la paridad, esto 
es, hasta que se daban cuenta de que atender al color de los cuadros del tablero era 
la clave para colegir que el problema no tiene solución. Dicho de otra forma, re-
solver el problema depende de conseguir una representación que tiene en cuenta 
el color de los cuadros del tablero. Se trata pues de una experiencia de perspicacia 
clásica, en la que se parte de una representación inicial de los datos del problema, 
se sigue un camino infructuoso, y una vez que se logra, a través de un cambio de 
representación afortunado, una imagen más adecuada del problema, la solución no 
tarda en llegar. 

Desde luego, existen otros métodos para resolver el problema. Se podría, sen-
cillamente, intentar, de manera ordenada, sistemática y sucesiva, todas las posi-
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ciones posibles de piezas de dominó sobre el tablero mutilado, siguiendo una es-
trategia exhaustiva, al término de la cual se llegaría a demostrar que el problema 
no tiene solución. Sin embargo, este algoritmo exhaustivo resulta poco eficiente, 
ya que requiere evaluar un número muy elevado de posibilidades, razón que nos 
mueven a buscar otro procedimiento más rápido y menos costoso. 

3  Una representación del problema a través de ecuaciones 

Hemos hallado una representación del problema del tablero mutilado a través de 
ecuaciones, que permite resolver el problema a través de procedimientos algorít-
micos propios de la programación lineal 0-1. 

Figura 2. Incógnitas asociadas al problema del tablero mutilado 

Como se observa en la Figura 2, se da la circunstancia de que por cada dos 
cuadros adyacentes del tablero hay una incógnita asociada (representada con un 
punto sobre la línea que divide unos cuadros adyacentes de otros), la cual puede 
tomar dos valores: 1 si el par de cuadros adyacentes está ocupado por un dominó, 
0 si no lo está. De la misma definición del problema resulta que las piezas de do-
minó no pueden solaparse en el tablero, esto es, cada cuadro sólo puede estar ocu-
pado por la mitad de un dominó, o libre. Así pues, tenemos otra circunstancia 
relacionada con la anterior: por cada cuadro del tablero, éste puede estar ocupado 
(por un medio-dominó) o libre. En el método ahora analizado, si un cuadro en 
concreto está libre u ocupado viene determinado por la suma de las incógnitas 
asociadas a las líneas que lo delimitan, y que definen las relaciones de adyacencia 
con otros cuadros. Así, si la suma de todas las incógnitas da por resultado 0, el 
cuadro está libre; si el resultado es 1, el cuadro está ocupado. Ya que, según el 
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planteamiento del problema, resolverlo requiere que todos los cuadros estén si-
multáneamente ocupados, cada uno por la mitad de un dominó, este procedimien-
to de resolución proporciona un método capaz de determinar ese estado final bus-
cado, que constituiría la solución del problema. 

Concretamente, este procedimiento resulta en la configuración de un sistema 
de ecuaciones lineales con tantas ecuaciones como cuadros tiene el tablero muti-
lado (ya que la solución del problema exige que cada cuadro esté ocupado por una 
única mitad de dominó), y tantas incógnitas en el sistema, como pares de cuadros 
adyacentes hay en el mismo. En la Figura 3 puede verse parte del tablero mutila-
do, con las ecuaciones asociadas a los cuadros que aparecen en la figura. 

x12

y13

x21

y21

x13

y12

y22

x22 x23

y23

x12+y =112

x +y +x =113 13 12

x21+y =121

x22+y +x +y =122 21 12 

x23+y +x +y =123 22 13 

...

...

Figura 3. Ecuaciones asociadas al problema del tablero mutilado

Con todo, esta representación parece insuficiente para nuestros propósitos, 
porque se trata de un método que exige resolver un sistema formado por un eleva-
do número de ecuaciones, de manera que resulta especialmente tedioso y compli-
cado para un actor humano. Los algoritmos más apropiados para resolver este 
sistema de ecuaciones son los de programación lineal entera 0-1, ya que estos 
algoritmos presuponen que las incógnitas sólo pueden adoptar los valores 0 y 1, 
en tanto que los métodos ordinarios de resolución de ecuaciones lineales (Kramer, 
Gauss) requieren de incógnitas pertenecientes al cuerpo de los reales o complejos. 
Aun así, se tardaría mucho tiempo antes de concluir que el sistema es incompati-
ble, y que, en consecuencia, el problema carece de solución. 

Siguiendo el planteamiento general de nuestra investigación sobre la perspica-
cia, emplearse en resolver el problema del tablero mutilado mediante este método 
tan arduo daría lugar, en una persona, a ese periodo prolongado e infructuoso aso-
ciado a una creciente insatisfacción, previo al cambio de estrategia que dará lugar 
a la experiencia de la perspicacia. 
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4  Resolución del problema mediante perspicacia 

Como resultado de lo anterior, tenemos una representación inicial del problema 
mediante un sistema de ecuaciones, asociada a un método de resolución demasia-
do trabajoso; la insatisfacción que en el sujeto encargado de resolver el problema 
provoca emplearse largo tiempo en este método es el paso previo para plantearse 
la necesidad de un cambio de representación. La búsqueda de otro método de re-
solución hace uso de una heurística que consiste en volver a considerar el plan-
teamiento del problema, con objeto de tomar nuevamente en consideración rasgos 
del problema presentes en la definición del mismo, pero que habían dejado de 
considerarse de manera consciente. Observar el rasgo del color de los cuadros del 
tablero de ajedrez es el criterio clave que resulta en una nueva representación del 
problema, y que, poco tiempo después de adoptar ésta, conducirá a su resolución, 
tal y como quedaba de manifiesto en las experiencias psicológicas reales efectua-
das por Kaplan y Simon [6]: una vez los sujetos encargados de resolver el pro-
blema comenzaban a considerar el color de los cuadros, al que antes no habían 
atendido por creer que se trataba de un rasgo irrelevante, no tardaban en llegar, 
mediante una experiencia de perspicacia, a la conclusión de que el problema no 
tiene solución. 

Conclusiones

El problema del tablero mutilado constituye un ejemplo de problema con propie-
dades matemáticas interesantes que lo hacen especialmente apropiado como obje-
to de estudio. Partiendo de una representación del mismo por medio de un sistema 
de ecuaciones, hemos llegado, a través de la experiencia de la perspicacia, a defi-
nir una representación diferente, que tiene en cuenta el color de los cuadros del 
tablero, y que parece mucho más apropiada para llegar de manera inmediata a 
resolverlo. En consecuencia, se afirma la utilidad del mismo como problema cuyo 
estudio aporta luz sobre los procesos humanos de cambio de representación liga-
dos a experiencias de perspicacia, que a su vez sirven de base para el diseño de 
programas informáticos, como los que exponemos en [4] y [5], capaces de simular 
esa actitud, y constituyendo así teorías válidas sobre la perspicacia. 
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Abstract.

In this article we present a mathematical educational research of a didacti-
cal strategy which introduces the use of a computer algebra system into the 
learning and teaching of linear algebra.

Dedicado a Miguel de Guzmán, maestro y amigo. 
Con toda mi gratitud y cariño.  

Introducción 

El uso de las nuevas tecnologías en la enseñanza de las matemáticas es un uno de 
los elementos innovadores que mayores controversias han suscitado en los últi-
mos tiempos. Los trabajos que analizan este aspecto suelen ir acompañados de 
ciertos matices que difuminan su utilización en el aula: “usar los recursos tecno-
lógicos que resulten adecuados para...”. Este carácter difuso no está infundado, 
porque tal y como afirmaba Miguel de Guzmán: “si la introducción del ordena-
dor en el aprendizaje de la matemática no se planifica adecuadamente, podemos 
incurrir  en la responsabilidad colectiva de dejarnos arrastrar por un espejismo, 
posiblemente en buena parte fomentado por la industria alrededor del ordenador, 
que nos lleve a todos, incluso a los países más carentes de recursos educativos, a  
gastar grandes sumas de dinero en la introducción indiscriminada de un costoso 
instrumental con el que no se sabe bien qué hacer y que, por el uso que se da, 
más valdría, desde el punto de vista educativo, que nunca se hubiese introducido 
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en las escuelas y centros de enseñanza” [6]. Los peligros de una introducción 
inadecuada de los ordenadores han quedado patentes en numerosos trabajos, [4], 
[6], [7], aunque estos peligros, se pueden minimizar o solventar utilizando meto-
dologías adecuadas. Pero, ¿cómo deberían ser esas metodologías?, ¿de qué forma 
deberíamos introducir las nuevas tecnologías en el aula de matemáticas?.  

No existe un método didáctico modélico en la enseñanza de las matemáticas y 
mucho menos aún, si además deseamos incorporar las nuevas tecnologías en el 
aula. Sin embargo sí es posible diseñar  estrategias didácticas que nos proporcio-
nen unos contextos de enseñanza-aprendizaje que faciliten nuestra práctica docen-
te. A este respecto, es necesario realizar investigaciones en educación matemática 
que analicen y contrasten la aplicación de dichas estrategias en el aula. Esta nece-
sidad motivó que en 1998 iniciara una investigación educativa sobre la incorpora-
ción de los sistemas de cálculo algebraico en la enseñanza de las  matemáticas.  
Conté con la inestimable ayuda y dirección de Miguel de Guzmán, interesado 
siempre por la innovación y la educación matemática. Este trabajo culminó con la 
última tesis doctoral que dirigió Miguel de Guzmán [11], al que se debe en gran 
parte esta contribución. 

En este artículo presentamos una estrategia didáctica para incorporar un pro-
grama de cálculo simbólico como DERIVE en el aula de Matemáticas. Tras una 
descripción general de la estrategia, mostramos un ejemplo de unidad didáctica 
diseñado bajo esta estrategia, después hacemos una descripción general de la in-
vestigación educativa que realizamos y finalmente se muestran las conclusiones 
obtenidas.

1 Una estrategia didáctica para incorporar un sistemas de cálculo 
algebraico en el aula de Matemáticas 

Actualmente existen dos tendencias generales que dominan el panorama de la 
enseñanza de las Matemáticas: una que defiende la enseñanza directa, basada en 
la exposición muy clara de los contenidos que se pretenden transmitir seguida de 
una ejercitación y práctica en esos contenidos para su posterior evaluación, y otra 
enseñanza alternativa que defiende que, antes de que el alumno se enfrente con 
nuevas ideas, debe proveerse de una experiencia concreta adecuada para que cual-
quier concepto nuevo se corresponda con algo que ya forma parte de su experiencia 
personal y se convierta así, en la base del conjunto de herramientas con las que pen-
sar [2], es decir una enseñanza experimental. Consideramos que la postura más ade-
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cuada para los procesos de enseñanza-aprendizaje de las matemáticas es aquella que 
potencia una experimentación del alumno sobre la base de unos conocimientos pre-
vios. Esta experimentación debe jugar un papel fundamental en la enseñanza de las 
matemáticas sin renunciar a los procesos de formalización y estructuración que de-
berían situarse en el punto final de un proceso de experimentación.  

1.1  Descripción de la estrategia didáctica  

Dentro de las nuevas tecnologías, los sistemas de cálculo algebraico, son una de 
las herramientas que más se están utilizando en la enseñanza de las  matemáticas. 
Estos programas ofrecen algunas cualidades  didácticas en el marco de una ense-
ñanza basada en la experimentación entre las que podemos destacar:  

– Facilitan la manipulación de múltiples sistemas de representación, circuns-
tancia que nos permite obtener una visión multilateral de los conceptos matemá-
ticos y, de esta forma, los alumnos pueden captar los hechos y principios mate-
máticos como los invariantes de sus múltiples representaciones [8].  

– Permiten realizar con gran comodidad y seguridad todas las rutinas del cál-
culo numérico y simbólico, evitando así el esfuerzo rutinario que, en numero-
sas ocasiones, es un proceso no esencial para la comprensión del hecho o prin-
cipio matemático que estamos introduciendo. 

– Pueden favorecer la construcción de los contenidos matemáticos a través 
de la experimentación, facilitando la adquisición de aprendizajes significati-
vos.

– Pueden dotar al alumno de un protagonismo que facilite sus procesos de 
enseñanza aprendizaje. En este sentido merece la pena señalar las ideas de 
Freudhental “no deberíamos enseñar a los estudiantes algo que no han des-
cubierto por sí mismos” [3]. 

– Ofrecen una interactividad y dinamismo que puede favorecer la motivación 
y la participación activa de los alumnos [8]. 

– Proporcionan un excelente  contexto para el aprendizaje colaborativo [1], 
un aprendizaje que aprovecha la relación dialéctica entre los usuarios y favore-
ce la comunicación entre profesores y alumnos.  

A partir de estas ventajas, es necesario diseñar una estrategia didáctica que nos 
permita crear situaciones de enseñanza-aprendizaje favorables. La estrategia di-
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dáctica que proponemos se basa en el modelo de enseñanza utilizado por los pro-
fesores universitarios japoneses H. Murakami y M. Hata [9]. Para que el alumno 
entienda un tópico matemático (contenido esencial) es necesario invertir un pri-
mer esfuerzo en resolver ciertos procesos con lápiz y papel, aunque pueden existir 
cálculos y tópicos auxiliares (contenidos no esenciales) que pueden ser realizados 
con un sistema de cálculo algebraico. En una segunda fase, aquellos contenidos 
esenciales podrán ser utilizados con el programa siempre que se enmarquen en un 
contexto de resolución de problemas y de experimentación. Esta circunstancia nos 
plantea la necesidad de efectuar una clasificación previa de los contenidos mate-
máticos que vamos a manejar en contenidos esenciales y contenidos no esencia-
les. De esta forma, si nuestro objetivo es introducir un principio o contenido bási-
co “A” , al que denominamos contenido esencial, podremos utilizar el sistema de 
cálculo algebraico para manipular aquellos cálculos o contenidos previos ya co-
nocidos “B” que no son esenciales para entender el contenido “A”. Del mismo 
modo ciertos contenidos que fueron considerados esenciales en un momento de-
terminado del proceso de enseñanza-aprendizaje, posteriormente podrán ser ma-
nipulados con el programa en el contexto de resolución de problemas. Así, el 
alumno utiliza el programa como herramienta experimental.   

El elemento clave de la estrategia es la construcción de actividades o tareas de 
enseñanza, que faciliten el uso del sistema de cálculo algebraico en varios niveles.  

1.2 Ejemplo de una unidad didáctica con el uso de la estrategia didác-
tica.

Para facilitar la comprensión de la estrategia didáctica mostramos el desarrollo de 
una unidad didáctica dedicada a introducir los contenidos básicos de la diagonali-
zación de matrices.  La unidad didáctica se enmarca dentro un curso básico de 
álgebra lineal para un 1º curso de la Licenciatura en Administración y Dirección 
de Empresas de la Universidad Autónoma de Madrid; en concreto dentro del tema 
5 de la asignatura dedicado a la diagonalización de matrices. Los temas anteriores 
del curso son: 1) espacios vectoriales, 2) aplicaciones lineales, 3) determinantes y 
4) sistemas de ecuaciones lineales. En esta unidad nos propusimos tres objetivos:  

1) que los alumnos fuesen capaces de determinar cuando una matriz es diagonali-
zable, obteniendo en su caso la matriz diagonal semejante,  
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2) que los alumnos fuesen capaces de obtener los valores que debe tener un pa-
rámetro o conjuntos de parámetros de una matriz paramétrica para que sea 
diagonalizable,

3) que los alumnos utilizasen estos contenidos en la resolución de problemas, 
planteando un modelo matricial en el cual la diagonalización resulta básico pa-
ra su resolución.

Ante estos objetivos y teniendo en cuenta que en el capítulo 5 ya se habían in-
troducido los conceptos de autovalor y autovector de una aplicación y de una ma-
triz así como sus procesos de cálculo clasificamos los contenidos en: 

– Contenidos esenciales: semejanza de matrices, condición suficiente de dia-
gonalización, condición necesaria y suficiente de diagonalización, diagonali-
zación de matrices simétricas, idempotentes, nilpotentes y ortogonales. 

– Contenidos no esenciales: cálculo de determinantes, cálculo del rango de 
una matriz numérica, resolución de sistemas homogéneos, resolución de ecua-
ciones polinómicas, cálculo de la matriz traspuesta e inversa, módulo de un 
vector, producto de matrices, cálculo de autovalores y autovectores de una ma-
triz, cálculo de los órdenes de multiplicidad geométrica y aritmética. 

Con esta clasificación de los contenidos, determinamos como y cuando usar el 
programa DERIVE: únicamente en aquellos contenidos clasificados como no 
esenciales. La metodología que empleamos para desarrollar esta unidad la concre-
tamos con varios tipos de actividades:  

– actividades de introducción: actividades de exploración y descubrimiento 
mediante la manipulación con ayuda del programa de aquellas rutinas asocia-
das a los contenidos previos (contenidos no esenciales) 

– ejercicios de manipulación: planteadas para que el alumno adquiera soltura 
en el manejo del programa sobre los procesos rutinarios que conducen a la 
comprensión de los contenidos esenciales, 

– resolución de problemas: situaciones problemáticas con datos complejos di-
fícilmente manipulables con lápiz y papel o bien situaciones problemáticas de 
la realidad que pueden modelizarse a través del álgebra lineal,  

– cuestiones teóricas: cuestiones tipo test en las que el alumno debe seleccio-
nar el razonamiento o razonamientos válidos que refutan el enunciado de la 
cuestión.
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En primer lugar para introducir la diagonalización se propuso una aplicación 
lineal para la cual los alumnos deberían obtener la matriz asociada respecto de dos 
bases distintas sugeridas previamente, con la siguiente actividad de introducción: 

Actividad  de Introducción: Dada la aplicación lineal  

)37,,266(),,( zyxzyxzyxzyxf +++−−+−=

b) Calcular la matriz asociada respecto de las bases canónicas, llamarla A1.
c) Calcular la matriz asociada a f respecto de la base B={(1,1,-2), (0,1,3), 

(1,0,1)} en los espacios inicial y final, llamar a dicha matriz D1.
d) ¿Qué característica tiene la matriz D1?
e) ¿Qué relación pueden tener las matrices A1 y D1?
f) Construir la matriz P formada por los vectores de la base B colocados en co-

lumna y analizar los productos A1.P    y P.D1. ¿Existe alguna relación?. 

Después de este proceso de construcción de la relación de semejanza, se introdujo 
el concepto de semejanza de matrices y se propusieron actividades para que los 
alumnos experimentasen y explorasen, con ayuda del programa de cálculo simbó-
lico, la relación de semejanza entre ciertas matrices dadas; por ejemplo: 

Ejercicio de Manipulación. Comprobar si las matrices  A2 y A3 son semejantes: 

−

−

−

=−−

−−

=

5612

359

32/92/17

,

2/100

61112

6910

32 AA

En esta actividad el uso del programa es fundamental, ya que es necesario definir 
una matriz de 9 valores variables e intentar resolver por medio de la definición de 
semejanza un sistema de 9 ecuaciones con 9 incógnitas.  A partir de la semejanza 
se definió el concepto de matriz diagonalizable. Para que los alumnos investiga-
sen la relación entre matriz diagonalizable y el cálculo de autovalores y autovec-
tores se propusieron algunas actividades de introducción con las que los alumnos 
tuvieran que determinar si una matriz era semejante a otra diagonal analizando la 
relación entre la matriz de paso y los autovalores y autovectores de la matriz; por 
ejemplo: 
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Actividad de introducción. Dadas las matrices:  

−

=−−

−−

=

2/100

020

001

;

2/100

61112

6910

42 AA

Se pide: 
a) Comprobar si A2 y A4 son semejantes. ¿Es A2 diagonalizable? ¿Cuál es la 

matriz de paso obtenida? 
b) Calcular los autovalores y autovectores de A2.
c) ¿Existe alguna relación entre los autovalores y la matriz  A4?
d) ¿Existe alguna relación entre los autovectores y la matriz de paso              

obtenida en a)? 

Con varias actividades de estas características el alumno podría inducir de forma 
experimental la relación existente entre los autovalores y autovectores de una ma-
triz y las matrices diagonal y de paso, de tal forma que con una orientación ade-
cuada los alumnos podrían realizar el proceso de diagonalización. Una de las con-
clusiones a las que debería llegar es que para que una matriz sea diagonalizable 
debe existir una base de autovectores.  Finalmente planteamos las condiciones de 
diagonalización. Primero comenzamos con el caso más sencillo: cuando todos los 
autovalores son distintos. Tras experimentar con varios ejemplos, se les propuso 
una demostración formal de esta condición suficiente. Bastaría que recordasen la 
relación de independencia lineal que tienen los autovectores de autovalores aso-
ciados a autovalores distintos. Finalizamos los contenidos teóricos de la unidad 
con el estudio de la condición necesaria y suficiente de diagonalización. Se pro-
pusieron ejercicios sobre diagonalización de matrices numéricas y más tarde pro-
blemas de diagonalización de matrices paramétricas como: 

Problema 1. Dada la matriz: −=

a

bA

00

42

211
. Se pide: 

a) Estudiar para qué valores de los parámetros a y b, dicha matriz es dia-
gonalizable. 

b) Para los valores de los parámetros a=3 y b=2 calcular una matriz P no 
singular y una matriz D diagonal tales que A=P.D.P-1.
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Finalmente, utilizando nuevamente experimentación, se estudió la diagonaliza-
ción de matrices simétricas, ortogonales, idempotentes y nilpotentes. Terminamos 
con demostraciones formales que justificaban porqué las matrices simétricas, or-
togonales e idempotentes son siempre diagonalizables mientras que las nilpoten-
tes no lo son. Se finalizó la unidad didáctica planteando algunas situaciones pro-
blemáticas en las que la diagonalización de matrices fuese un elemento clave en 
su resolución, y algunas cuestiones teóricas, por ejemplo:  

Problema 2. Una agencia naviera tiene su flota de barcos distribuida entre los 
puertos de Barcelona, Málaga y Mallorca. De los barcos que al comienzo de ca-
da mes están en Barcelona, al final de mes sólo vuelve la mitad, un 20% se va a 
Málaga y el resto atraca en el puerto de Mallorca. De la flota de barcos que está 
al principio de mes en Málaga se encuentra, a fin de mes, un 20% en Barcelona, 
un 40% en Mallorca y el resto vuelve a Málaga. Análogamente, de los barcos que 
hay en Mallorca, un 80% regresa al mismo puerto y el resto se dirige a Barcelo-
na. Suponiendo que el número de barcos es constante, se pide: 

(a) Plantear en forma matricial el modelo que representa la distribución de 
la flota. 

(b) Sabiendo que en el instante actual hay 350, 500 y 200 barcos respectiva-
mente en Barcelona, Málaga y Mallorca, determinar el número de barcos 
que habrá en cada puerto al cabo de k-meses. 

(c) ¿Cuál será la flota de barcos en cada puerto a largo plazo? ([11] pág. 
339)

Cuestión teórica.  Dada la matriz =

a

A

11

021

001
 y los subespacios vectoriales 
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3
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siendo
321

,, λλλ  los autovalores asociados a A se verifica que   

dim(W1)=dim(W2)=dim(W3)=1
para todo .Ra ∈

a) Falso, porque A no es una matriz simétrica.  
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b) Falso, aunque sería correcto si a ≠ 1 y a ≠ 2, ya que en este caso, los tres 
autovalores de A son distintos.

c) Verdadero, para la matriz A y cualquier otra matriz cuadrada de orden 
3.

d) Falso, pues si a=1 entonces dim(V(
1

λ =1))=2. 

(Puede consultarse todo el desarrollo de la asignatura en el apartado MATEMÁ-
TICAS II CON DERIVE de la página: www.uam.es/pedro.ortega ).  

2 Una investigación educativa para analizar el comportamiento de la 
estrategia didáctica en un curso de álgebra lineal en la Universidad 

Para analizar el comportamiento de la estrategia didáctica realizamos una investi-
gación educativa durante el curso académico 1999-2000 sobre un grupo de alum-
nos que cursaban la asignatura Matemáticas II en la Licenciatura de Administra-
ción y Dirección de Empresas de la Universidad Autónoma de Madrid. Los con-
tenidos de la asignatura Matemáticas II eran los de un curso básico de álgebra 
lineal: espacios vectoriales, aplicaciones lineales, sistemas de ecuaciones lineales, 
determinantes, diagonalización, formas cuadráticas y programación lineal.  

La finalidad de nuestra investigación consistió en analizar la influencia que 
ejercen los programas de cálculo simbólico en el aprendizaje del álgebra lineal 
por medio de la estrategia didáctica que hemos descrito en el apartado anterior, 
intentando dar respuesta a una serie de cuestiones iniciales:   

g) Determinar si el sistema de cálculo algebraico permitía construir un sis-
tema de notación intermedio entre los sistemas de notación formales del álge-
bra lineal y sistemas de notación más familiares e intuitivos. 

h) Analizar el grado de interactividad que suscitaba esta estrategia entre los 
alumnos y el profesor, entre los propios alumnos, y entre los alumnos y el 
programa informático. 

i) Estudiar si la estrategia didáctica favorecía el protagonismo y la creativi-
dad del alumno frente al medio tecnológico, evitando así que el alumno fuese 
un mero usuario del sistema, es decir, analizar si la estrategia favorecía la ini-
ciativa y la creatividad del alumno para investigar y resolver problemas.  

j) Estudiar si las formas de uso que se proponían para utilizar el programa 
de cálculo algebraico convertían el sistema en una auténtica herramienta de 
experimentación. 
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k) Comprobar si nuestra estrategia didáctica había facilitado a los alumnos la 
adquisición de aprendizajes significativos. 

l) Determinar si el tipo de manipulación que desarrollamos con el programa 
favorecía el uso de diferentes estrategias de resolución de problemas 

m) Analizar si el manejo del programa había dificultado el aprendizaje de los 
conceptos de álgebra lineal. 

n) Estudiar si la estrategia didáctica había generado autonomía cognitiva en 
los alumnos, permitiéndoles e incitándoles a indagar de forma autónoma cier-
tas situaciones, anulando de esta forma las dependencias que suelen existir 
entre los alumnos y el profesor u otros expertos. 

o) Comprobar si la estrategia didáctica había favorecido la relación dialécti-
ca entre los alumnos y entre alumnos y profesor.  

p) Determinar si nuestra estrategia didáctica había permitido una atención a 
la diversidad adecuada: actividades para diferentes niveles y ritmos de apren-
dizaje.

q) Analizar el grado de motivación que suscitó la estrategia entre los alum-
nos.

La naturaleza de la finalidad objeto de nuestro estudio así como las cuestiones 
que formulamos inicialmente nos obligaron a realizar una recogida y elaboración 
de datos de carácter mixto: cualitativo y cuantitativo. La dimensión cualitativa de 
esta investigación pretendía dar respuesta a las cuestiones iniciales que eran de 
naturaleza interna a los sujetos y que requerían una interpretación. Los datos re-
cogidos para este análisis cualitativo nos permitieron ir generando de forma in-
ductiva una serie de categorías que posteriormente perfilaron las conclusiones de 
la investigación. Se ha tratado por tanto de un proceso de investigación cualitativo 
de carácter constructivo [5]. La dimensión cuantitativa nos ha servido para dar 
respuesta a los aspectos instructivos de los procesos de enseñanza desencadena-
dos, permitiendo confrontar cuantitativamente los resultados de rendimiento aca-
démico obtenidos. 

Para analizar el comportamiento de la estrategia didáctica dividimos el grupo 
inicial en dos: un “subgrupo A” sobre el que empleamos la estrategia didáctica 
con el sistema de cálculo algebraico y un “subgrupo B” de control sobre el que 
empleamos una metodología sin el uso de nuevas tecnologías. La dimensión cua-
litativa se basó en un estudio de casos múltiples centrado en el subgrupo A. La 
dimensión cuantitativa se obtuvo a partir de una comparativa entre ambos subgru-
pos. En esta experiencia el profesor fue el mismo para ambos subgrupos y existió 
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un observador cualificado externo que asistió a todas las clases impartidas en el 
subgrupo A.  (Para consultar una descripción general del proceso de análisis de 
datos ver [12]. Si se desea consultar el proceso completo de la investigación ver 
[11]) .        

3 Resultados obtenidos en la investigación educativa 

Los primeros resultados de la experiencia tienen que ver con la comparativa de las 
calificaciones obtenidas por ambos subgrupos en el examen final. Este examen 
tenía dos partes una parte formada por cuestiones teóricas tipo test  de respuesta 
múltiple, común a ambos subgrupos, y una parte de problemas, mucho más com-
plejos en el subgrupo A. Los resultados generales de la comparativa fueron:  

Calificaciones SUBGRUPO A SUBGRUPO B 

Examen final Media Desv. Media Desv. 

Cuestiones Teóricas 5,03 2,18 5,46 1,8 

Problemas 5,9 2,15 6,04 2,45 

% Aprobados 81,25 % (13 alumnos) 41,6% (57 alumnos) 

% suspensos 12,5 %  (2 alumnos) 17,52 % (24 alumnos) 

% no presentados 6,25%  (1 alumno) 48,86%  (56 alumnos) 

Alumnos presentados 93,75% (15 de 16) 59,12% (81 de 137) 

Estos datos nos permitieron extraer tres datos significativos:  

(1) El porcentaje de alumnos presentados en el subgrupo A (93,75%) fue 
muy superior en al subgrupo B (59,12%), lo cual muestra índices signifi-
cativos relacionados con la motivación y protagonismo de los alumnos.  

(2) El porcentaje de alumnos aprobados en el  subgrupo A (81,25%) es tam-
bién muy superior que en el subgrupo B (41,6%).  

(3) Las puntuaciones finales fueron muy similares en media. 

Tras estas primeras conclusiones cuantitativas y con el análisis cualitativo que 
realizamos, obtuvimos que la estrategia didáctica que incorporaba el sistema de 
cálculo algebraico DERIVE en el aula favoreció y proporcionó SITUACIONES 
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DE ENSEÑANZA que condujeron a un aprendizaje caracterizado por los siguien-
tes aspectos: 

a) Se trata de un aprendizaje por descubrimiento y activo, que a partir de los 
conocimientos previos del alumno, facilita la adquisición de aprendizajes 
significativos sobre los contenidos básicos del álgebra lineal. 

b) Un aprendizaje que proporciona al alumno la posibilidad de utilizar varias 
estrategias de resolución de problemas. 

c) Un aprendizaje colaborativo, basado en las colaboraciones que proporciona 
el trabajo en grupo suscitado por el uso del programa de cálculo simbólico. 

d) Un aprendizaje adaptado a las necesidades de cada alumno, ofreciendo la 
posibilidad de utilizar varios niveles de aprendizaje, es decir facilita la 
atención a la diversidad. 

4  Conclusiones 

La investigación educativa que hemos descrito nos ha mostrado las bondades de 
nuestra estrategia didáctica para la enseñanza del álgebra lineal: buenos resultados 
cuantitativos y unas situaciones de enseñanza bastante positivas, aunque se trató 
de una experiencia ligada a un contexto determinado: un grupo de alumnos y un 
profesor concreto.

Miguel de Guzmán, decía que en educación matemática era muy necesario in-
vestigar más, baste recordar una de sus reflexiones a este respecto: “a mi parecer, 
es muy necesario, por lo que a la sociedad le va en ello, que se formen en nues-
tras universidades buenos equipos de investigación en educación matemática que 
ayuden a resolver los muchos problemas que se presentan en el camino para una 
enseñanza más eficaz”. Por este motivo, actualmente  estamos diseñando una 
investigación educativa que analice nuevamente nuestra estrategia didáctica en 
grupos diferentes y con diferentes profesores.   
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INSTRUCCIONES PARA EL ENVÍO DE ORIGINALES 
PARA SU PUBLICACIÓN EN EL BOLETÍN 

Los originales de artículos, problemas, reseñas de libros, anuncios de congre-
sos, etc., deben enviarse en papel por duplicado y además también en formato 
electrónico, del modo especificado al final de estas instrucciones. 

Formato

Para facilitar la impresión es preferible usar procesador Word o LaTex. El 
formato de texto debe ser 17cm x 12.8cm. El tamaño de letra de texto 11 puntos. 

Los artículos comenzarán con el título en minúsculas de 16 puntos, nombre 
de autores en minúsculas de 12 puntos en negrita, referencia de su departamento o 
institución de trabajo, dirección de correo electrónico (si se tiene) y “abstract” de 
unas líneas en inglés en letra itálica (cursiva). 

Los epígrafes de sección numerados (excepto el de introducción que irá sin 
numerar), en minúsculas negritas en 12 puntos, sin punto final. Las subsecciones 
se numerarán con dos dígitos separados por un punto. 

La primera línea posterior al título de sección o subsección no se indentará. 
Después de cada punto y aparte no se dejará ninguna línea en blanco y la siguien-
te línea se indentará sólo 5 espacios (tal como están escritas estas instrucciones). 

La bibliografía al final, sin palabras completas en mayúsculas, con los títulos 
de libros o artículos en itálica, no incluyendo nada más después de la bibliografía.  

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador, debiéndo-
se evitar los bosquejos a mano alzada). Serán incluidas en el lugar apropiado del 
texto y en el tamaño en que deban ser reproducidas. 

Las soluciones de problemas propuestos en números anteriores del Boletín 
deben comenzar indicando: "Problema número (Boletín número)", tal como sue-
len aparecer en el Boletín, y terminar con el nombre del autor de la solución de 
cada problema. 

Las reseñas de libros, como suelen aparecer en el Boletín, terminando con el 
nombre del autor de la reseña. 

Si se usa Latex, en estilo “article” y si se usan paquetes específicos de Latex, 
deberán incluirse los archivos correspondientes a esos paquetes. 

Si se usa otro procesador, distinto de Word o LaTex, deberá ajustarse exac-
tamente al tamaño de formato, pues habría de ser escaneado. 
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Envío de las copias en papel

Enviar dos copias en papel por vía postal a la sede de nuestra Sociedad, a la di-
rección que figura en la página 2 de este número del Boletín. Las páginas sin nu-
merar, pero numeradas a lápiz al dorso. 

Envío del fichero o ficheros en formato electrónico 

Se enviará por correo electrónico a la cuenta  puigadam@mat.ucm.es o bien, 
junto con las copias en papel, en un disquete formateado para PC compatible, con-
teniendo el/los archivo/s del documento en el procesador de texto utilizado. 

Selección de originales 

Serán revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se 
ajustan a la línea general del Boletín. Si se considera oportuno, se pedirá a los auto-
res que reduzcan su extensión o hagan algunas modificaciones en su contenido. 
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Adquisición de números atrasados de nuestro Boletín 

Los números atrasados del Boletín, de los cuales existan ejemplares sobran-
tes, podrán ser adquiridos al precio de coste de seis euros ejemplar. Los números 
de los que aún quedan algunos ejemplares sobrantes son los siguientes: 

35, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 
52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 60, 61, 62, 63, 64, 65,66, 67, 68, 69 y 70.

El importe puede ser abonado mediante cheque a nombre de la "Sociedad 
Puig Adam de Profesores de Matemáticas", o mediante transferencia a la cuenta 
corriente número 3025-0006-24-1400002948, al mismo nombre de la Sociedad, 
domiciliada en la entidad bancaria: 

Caja de Ingenieros,    c/. Carranza, 5    Madrid-28004 

La carta de petición se enviará a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la 
página 2 de este número del Boletín. En la carta se indicará el número o números 
a adquirir, incluyendo en ella: 

– la dirección a donde se han de enviar 
– el correspondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia. 
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