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XX Concurso de Resolucion de
Problemas de Matematicas

Cada afio, desde 1983, nuestra Sociedad y el Colegio de Doctores y Licencia-
dos en Ciencias y en Filosofia y Letras, han celebrado el Concurso de Resolucion
de Problemas de Matematicas que ya se ha hecho tradicional y en 2002 ha tenido
lugar por vigésima vez.

En estos veinte afos, hemos tenido la satisfaccion de ver como el ambito de
este Concurso se ha ido extendiendo a otras comunidades, a veces alejadas de la
de Madrid y, sobre todo, cémo muchos de los alumnos premiados han obtenido
posteriormente notables €xitos en las Olimpiadas Matematicas, tanto nacionales
como internacionales.

El Concurso de este afio, convocado en nuestro Boletin n® 60 (en el que apare-
cen las Bases), se celebro en la mafiana del sdbado 22 de Junio de 2002. Las prue-
bas tuvieron lugar en los locales de la Facultad de Ciencias Matematicas de la
Universidad Complutense de Madrid y la entrega de premios y diplomas, ese
mismo dia por la tarde, en los de la E. U. de Biblioteconomia y Documentacion,
situada en el Edificio “Pablo Montesinos” de la calle de la Santisima Trinidad, 35,
amablemente cedidos por su Direccion para ese acto.

La concurrencia, en un sabado de vacaciones, con un calor agobiante y coinci-
diendo con la retransmision del ultimo partido de la seleccion espafiola en los Mun-
diales de Futbol, fue algo escasa, de 59 alumnos que, segun establecian las normas
de la convocatoria, concursaron distribuidos en tres niveles: Los del I cursaban 3°
de ESO, los del 11, 4° de ESO, y los del III,1° de Bachillerato (o 2° o 3° de FP2).

Se propusieron cuatro problemas a los alumnos de cada nivel, para que los re-
solviesen en dos tandas de hora y media cada una. Cada problema se calificaba de
0 a 7 puntos. A continuacion de esta cronica damos sus enunciados.

Recordaremos que los dos primeros clasificados de cada nivel estan invitados
a participar en la Olimpiada Rioplatense, que se celebrara en el proximo Diciem-
bre en Argentina. Podran asistir a ella, siempre que se consigan becas o ayudas
para pagar los billetes del vuelo a Buenos Aires.

La entrega de premios y diplomas se hizo en un acto muy concurrido y entra-
fiable. En €l, nuestro Presidente pronuncid unas breves palabras de enhorabuena a
todos los participantes, especialmente a los premiados, y a los profesores y cen-
tros que los han preparado y de agradecimiento a todos los que han contribuido al



¢xito del Concuso. Los estudiantes premiados han sido los siguientes, clasificados
por niveles:

NIVEL 1

1. D* Elisa LORENZO GARCIA, del L.E.S. Fortuny de Madrid
2. D. José CARPIO PINEDO, del I.E.S. San Juan Bautista de Madrid
3. D. Ricardo MARTIN BRUALLA, del Colegio Alemdn de Madrid'y
D. Diego GONZALEZ ALONSO, del I.E.S. La Bureba de Briviesca (Burgos)
5. D. Amadeo JIMENEZ ALBA, del Colegio Santa Maria del Pilar de Madrid

NIVEL 11

D. Mohamed BLANCA RUIZ, del I.E.S.Ausias March de Manises (Valencia)
D. Carlos IBANEZ BAUTISTA, del Colegio Aleman de Madrid

D. Daniel FAJARDO LOPEZ, del L.E.S. Zorrilla de Valladolid

D. Vicente GARCIA SORIANO, del I.E.S. Oleana de Requena (Valencia)
D. Luis SARABIA UTRILLA, del Colegio de San Viator de Madrid

NE R

NIVEL I

1. D. Javier GOMEZ SERRANO, del Colegio Aleman de Madrid

2. D. Victor GONZALEZ ALONSO, del I.E.S. La Bureba. Briviesca (Burgos) y
D. Luis HERNANDEZ CORBATO, del I.E.S. Fortuny de Madrid,

4. D. Javier ALONSO MORA, del I.E.S n°1 de Requena (Valencia)

5. D. Pablo MARTIN RAMOS, del L.E.S. Zorrilla de Valladolid,

Nos complace sefialar que el alumno Javier GOMEZ SERRANO, que ha re-
cibido el primer premio del Nivel III, también recibid el primer premio de nivel 11
el afio pasado y el segundo de nivel I en 2000. Ademas, particip6 en la XXXVIII
Olimpiada Matematica Espafiola, en Enero de este afio y se clasifico con el puesto
2° B, obteniendo medalla de plata en la fase final. El alumno Luis HERNAN-
DEZ CORBATO, 3° del Nivel III, obtuvo el primer premio en el Nivel I en nues-
tro concurso de 2000, se clasifico en el puesto 1°B en la XXXVIII OME, obte-
niendo medalla de oro en su fase final, siendo alumno de primero de bachillerato
y en la Olimpiada Matematica Internacional celebrada en Washington fue el tnico
espafiol que obtuvo medalla. También Mohamed BLANCA RUIZ quedo en
tercer lugar del nivel [ y Luis SARABIA UTRILLA, en primer lugar del nivel I
el afio pasado.

Nuestra enhorabuena a todos los premiados, al resto de los participantes y a los
padres y profesores que los han preparado y animado a participar.



Problemas propuestos en el XX Concurso

PRIMER NIVEL

PROBLEMA 1°:

Dos velas de igual longitud y distinto grosor tardan 4 horas una y 3 horas la otra,
en consumirse totalmente. Si las encendemos al mismo tiempo y el consumo de
cada vela es uniforme, ;al cabo de cuanto tiempo la longitud de una vela sera el
doble que el de la otra?

PROBLEMA 2°:

Las longitudes de los lados de un tridngulo son proporcionales a los nimeros 3, 4
y 5. Si la longitud de una de las tres alturas del triangulo es 60, ;cual es el mayor
valor posible para el area de dicho tridngulo?

PROBLEMA 3°:

Ordenados los 225 primeros niimeros enteros positivos como se indica en el dia-
grama, escogemos 15 de manera que haya sélo uno de cada fila y uno de cada
columna. ;Cuales son todas las posibles sumas de todas las elecciones posibles?

1 2 3 . . 15
16 17 18 ... ... 30
31 32 33 ... ... 45
211 212 213 ... ... 225

PROBLEMA 4°:

En la tienda de la esquina venden chocolatinas de nueces y con leche. Una choco-
latina de nueces es 6 céntimos mas cara que una con leche. Celia tiene 8 euros y
22 céntimos, con los que compra dos chocolatinas para cada uno de sus nueve
amigos, sin que le sobre ni falte dinero, y le regala chocolatinas distintas al mayor
numero posible de ellos. ;Qué precio, en céntimos, tiene una chocolatina con le-
che, sabiendo que no hay fracciones de céntimo?



SEGUNDO NIVEL

PROBLEMA 1°:

Encuentra todos los términos de la progresion aritmética 1, 7, 13, 19, ..., que sean
cuadrados perfectos.

PROBLEMA 2°:

En un semicirculo colocamos dos semicirculos iguales y un circulo pequefio como
se indica en la figura, es decir, el circulo pequefio es tangente al semicirculo grande
y a los dos semicirculos, que a su vez son tangentes entre si y tangentes al semicir-
culo grande. Si el area sombreada es 457, calcula el radio del circulo pequetio.

PROBLEMA 3°:

En una bolsa hay 100 bolas numeradas 1, 2, 3, ... 100. Elegimos al azar una, ano-
tamos su numero, la volvemos a meter y elegimos otra anotando también su nu-
mero. Si el primer numero anotado es a y el segundo es b, formaremos el nlimero
T=3"+7".

(Cual es la probabilidad de que T acabe en 8 ?

PROBLEMA 4°:

En un tridngulo ABC, se sabe que AB = AC y que ang(BAC) = 30°. Se elige un
punto P en la mediana AD y u punto Q en el lado 4B (Q distinto de B), de modo
que PC = PQ. Determinar el angulo PQOC.



TERCER NIVEL

PROBLEMA 1°
En un tridngulo isosceles ABC con dngulo desigual 4, sabemos que
cos4=1/3.
Si Py Q son los puntos que dividen el lado BC en tres partes iguales, calcula el
coseno del angulo PAQ.
PROBLEMA 2°:

Sea x un numero positivo. Representaremos por [x] la parte entera de x , y por <x>
la parte decimal de x .

Asi, por ejemplo, [2,87] =2y <1,31>=0,31.

Encuentra el unico numero positivo x para el que los numeros <x>, [x] y x estan
en progresion geométrica.

PROBLEMA 3°:

Sea AVB un tridngulo isosceles, siendo V el vértice distinto de los otros dos. Sobre
el lado VA4, en el sentido de V'a 4 , se toman, en ese orden, puntos P, Q y M. Ocu-
rre que las longitudes sefialadas son

VP=PC=CQ=0D=DM=MA=AB.

Calcular la medida de los angulos del tridngulo.

PROBLEMA 4°:

Se da un numero real positivo, a . Estudiar si se puede asegurar que alguno de los
numeros a, 1-2a, a(1-2a) es menor que 0,11 ;Y que 0,127 ;Y que 0,13?



Recensiones en ZDM y en Math Reviews

Las prestigiosas revistas Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik (ZDM) y
Mathematical Reviews incluyen en sus volimenes recensiones de articulos publi-
cados en nuestro Boletin, razon por la cual se publican actualmente con un resu-
men en inglés.

Como en numeros anteriores de nuestro Boletin, nos complace dar cuenta de
las nuevas recensiones aparecidas, para conocimiento de los autores de los traba-
jos, y de todos nuestros socios.

RECENSIONES PUBLICADAS EN ZDM VOL. 34 (2) DE 2002

#1514 (seccion K30). Drawing Network Graphs and Digraphs with DERIVE 5,
por Peter Schofield, Bol. Soc. Puig Adam 58 (Jun 2001), pags. 24-40.

#1344 (seccion G10). Geometria: Espacio, Forma, Posicion, por J. M. Aroca
Hernadndez-Ros. Bol. Soc. Puig Adam 58 (Jun 2001), pags. 48-70.

#1587 (seccion M60). Sobre la Ley de Hardy-Weinberg, por Alberto Pérez de
Vargas Luque. Bol. Soc. Puig Adam 58 (Jun 2001), pags. 71-77.

#0836 (seccion A20). D. Pedro Abellanas y la falsa moneda, por Tomds Recio y
Luis Miguel Pardo. Bol. Soc. Puig Adam 58 (Jun 2001), pags. 78-93.

#1100 (seccion D30). Integracidon de las Nuevas Tecnologias en la clase de Ma-
tematicas. Algunas notas sobre modas, uso y mal uso, por Eugenio Roa-
nes Lozano. Bol. Soc. Puig Adam 59 (Octubre 2001), pags. 17-31.

#1433 (seccion H60). Una deduccion de la regla de Cramer de interés didactico, por
Santiago Calviiio Castelo. Bol. Soc. Puig Adam 59 (Oct 2001), pags. 32-34.

#1488 (seccion 175). Reflexiones sobre la motivacion en la clase de Matemati-
cas, por Enriqgue Rubiales Camino. Bol. Soc. Puig Adam 59 (Oct 2001),
pags. 35-47.

#1403 (seccion G75). Reflexiones sobre geometria métrica en el espacio. Un
enfoque distinto para tres problemas clésicos, por Juan Carlos Cortés Lo-
pez. Bol. Soc. Puig Adam 59 (Oct 2001), pags. 48-61.

10



#1391 (seccién G50). Area, proporcionalidad y semejanza de tridngulos, por José
Alberto Garcia Sudrez. Bol. Soc. Puig Adam 59 (Oct 2001), pags. 62-67.

#1489 (seccion 175). Sobre el wronskiano e independencia lineal. Un ejemplo de
abstraccion en algebra lineal, por Julio Benitez Lopez. Bol. Soc. Puig
Adam 59 (Oct 2001), pags. 68-73.

#1399 (seccion G74). Realizacion con calculadora simbdlica de los calculos aso-
ciados a una demostracién de geometria analitica tradicional, por Nicolds
Rosillo Fernandez. Bol. Soc. Puig Adam 59 (Oct 2001), pags. 74-82.

#0850 (seccion A30). Génesis y primera formulacidon del Teorema de [1, por Fran-
cisco Gonzalez Redondo. Bol. Soc. Puig Adam 59 (Oct 2001), pags. 83-93.

MENCIONES EN MATHEMATICAL REVIEWS. ANO 2002

Indice de autores cuyos articulos han sido citados hasta ahora

Recio, Tomas; Pardo, Luis Miguel (Bol. 58)
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Benitez Lopez, Julio (Bol. 59)

Calvifio Castelo, Santiago (Bol. 59)

Gonzalez Redondo, Francisco A. (Bol. 60)
Cortés Lopez, Juan C.; Calbo Sanjuan, Gema; Lopez Pelayo, Fernando (Bol. 60)
Tarrés Freixenet, Juan (Bol. 60)

Cabezas Corchero, J.; Moreno Soto, F. (Bol. 60)
Falcon Santana, Sergio (Bol. 60)

Tarrés Freixenet, Juan (Bol. 61)

Gonzalez Redondo, Francisco A. (Bol. 61)
Martin Ruiz, Sebastian; Pérez, Minh (Bol. 61)
Etayo Miqueo, Jose Javier (Bol. 61)
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Presentacion del Prof. Quesada

Hace ya unos afios que conoci a Antonio R. Quesada en una magnifica conferencia
que impartié en la Universidad de Alcalé. Tras ese primer encuentro hemos coinci-
dido en diversos eventos cientificos y todas sus comunicaciones o charlas han sido
siempre tremendamente amenas, interesantes y sugerentes.

De origen espaifiol, trabajé como Profesor de Instituto en Espaiia, y, tras su matri-
monio con su encantadora esposa “Antoifiita”, de origen puertorriquefio, se trasla-
da a Estados Unidos.

En la actualidad es catedratico de Algebra (Depto. de Matematica Tedrica y Apli-
cada) en la Universidad de Akron (Ohio). No obstante, hace afios que su campo de
investigacion principal es la aplicacion de las Nuevas Tecnologias en Educacion
Matematica.

El pasado mes de marzo imparti6 una conferencia titulada: “La Tecnologia en la
Reforma de la Ensefianza de las Matematicas en EEUU: Nuevos Enfoques y Nue-
vos Resultados”, en la Facultad de Educacion de la Universidad Complutense de
Madrid, en un acto organizado por la Seccidn Departamental de Algebra y la So-
ciedad “Puig Adam” de Profesores de Matematicas

Los miembros de la Soc. Puig Adam que asistieron a la conferencia manifestaron
su interés en publicar algunas de las ideas y ejemplos que en aquella ocasion se
presentaron. Este articulo responde a esa invitacion.

Eugenio Roanes Lozano
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Algunas observaciones sobre la
ensefianza de polinomios en Secundaria
usando calculadoras graficas

Antonio R. Quesada

Department of Theoretical & Applied Mathematics
The University of Akron, Akron, Ohio 44325-4402
Aquesada@uakron.edu

Abstract

The integration of technology in the teaching of mathematics provides a va-
riety of representations and data types that facilitates both the use of non-
traditional methods of problem solving, and the access at the lower levels,
of models traditionally reserved for college. In this paper, examples are
given to illustrate some of the changes in content and methods that these
new approaches make possible in the teaching of real polynomials on one
variable over the real numbers.

Introduccion

El desarrollo tecnologico de los ultimos afios ha puesto a la disposicion de educa-
dores a todos los niveles y en todas las disciplinas, herramientas que estan pro-
moviendo una revolucion sin precedentes en el proceso de ensefianza-aprendizaje.
Actualmente, seria dificil encontrar un area del conocimiento humano que no esté
beneficiandose del auge del Internet y del extraordinario desarrollo de programas
especializados que responden en parte a los avances en velocidad y memoria de
los ordenadores personales. En las universidades de EEUU, el impacto del soft-
ware especializado en matematicas tal como Maple, Matematica, Matlab, Derive,
etc, ha aumentado considerablemente en los ultimos afios, sobre todo en la forma-
cion de profesionales de las ciencias e ingenierias que usan las matematicas en su
quehacer diario. En el ambito escolar, si bien muchos colegios estan equipados
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con un laboratorio de ordenadores, la realidad es que la demanda en el uso de los
mismos por parte de las distintas disciplinas académicas ha aumentado paralela-
mente al desarrollo del software especializado, por lo que el equipo existente es
claramente insuficiente. Ademas, aun cuando la formacidon de nuevos profesores
va incorporando poco a poco las recomendaciones de las asociaciones matemati-
cas profesionales (NCTM, 1989, 2000; MAA, 1990; AMATYC, 1995), todavia
falta mucho para que los profesores se eduquen de la forma en que se espera que
ellos eduquen.

Las herramientas tecnologicas que, en los ultimos diez afios, parecen estar te-
niendo mayor impacto en la ensefianza de las matematicas en el &mbito escolar y
en cursos basicos de universidad, son las calculadoras modernas. Desde su apari-
cion en 1986, las capacidades graficas y numéricas unidas a los distintos tipos de
estructuras de datos, tales como listas, matrices, tablas etc., y a las funciones y
operadores especializados que la primera generacion de calculadoras graficas
provee, permitieron plantear cambios fundamentales en el curriculo y la didactica
de las matematicas. La segunda generacidon de calculadoras graficas que aparece
en 1996, afiade a las capacidades existentes un programa completo de calculo
simbdlico ademds de geometria dinamica. No es de extrafiar que en EEUU, tanto
los nuevos estandares curriculares para la ensefianza de las matematicas preuni-
versitarias (NCTM, 1989, 2000) como los estandares para los cursos introducto-
rios universitarios (AMATYC, 1995), tomen en consideracion los resultados de la
investigacion en educacion matematica y las necesidades de la industria y el co-
mercio, al endosar el uso de las nuevas tecnologias y proponer cambios substan-
ciales en la ensefianza de las matematicas.

Pero ;qué implicaciones tiene la integracion de la tecnologia en la ensefianza
de las matemadticas? Sin duda este proceso tiene repercusiones en el contenido
curricular, en la didactica, y en los procesos de evaluacion. Cuando la tecnologia
esta disponible, pierden validez algunas de las premisas que sirvieron de base para
designar los distintos conceptos que componen el curriculo tradicional de mate-
maticas, asi como el orden y el alcance con que estos se estudian. Por otro lado,
tanto el nimero de enfoques como los algoritmos disponibles en secundaria au-
mentan (Quesada, 99), facilitando que el estudiante pueda resolver problemas de
formas muy distintas. El estudio exhaustivo de muchos procesos algoritmicos,
cuya ejecucion rapida y precisa era indispensable hace 20 afios a la hora de resol-
ver problemas, esta pasando paulatinamente a ocupar un papel secundario en el
curriculo, ya que las maquinas pueden llevarlos a cabo con mayor rapidez y preci-
sion que los humanos. Si bien la investigacion en educacion matematica debe
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dilucidar qué procesos mantener para que el estudiante pueda ejecutar con papel y
lapiz y cual debe ser el nivel de dificultad con que los mismos se practiquen, la
decision debe basarse en la medida en que la practica de estos procesos facilite la
comprension de los conceptos envueltos o ayude a entender las limitaciones y
posibles errores de su implementacion por medios tecnoldgicos. La posibilidad de
poder, por ejemplo, introducir el concepto de funcion usando las representaciones
numéricas y graficas ademas de la algebraica, o de llevar a cabo calculos compli-
cados con sdlo pulsar una tecla, o de poder usar la calculadora dando los pasos
algebraicos tradicionales o saltar sobre los mismos usando el operador apropiado
(Kutzler, 1999), tiene profundas implicaciones didacticas. Huelga decir, que tanto
los instrumentos de evaluacién como los tipos de preguntas que se usan en los
mismos debe tomar en consideracion la tecnologia disponible.

En los ultimos afios, un creciente nimero de estudios de investigacién (Dun-
ham & Dick, 94; Quesada, 94) han empezado a establecer contribuciones positi-
vas y a definir una nueva problematica (Lagrange, 1999) que pueden derivarse del
uso, apropiado o no, de las calculadoras en el proceso de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas. Una buena recopilacidn de articulos de investigacidn, capitu-
los de libros, y tesis doctorales sobre el impacto de las calculadoras graficas en:
http://education.ti.com/us/t3/resources/partb.html, y sobre el uso de CAS en:
http://education.ti.com/us/t3/resources/partc.html.

En el curriculo tradicional, muchas de las propiedades de las funciones polin6-
micas, no se consideran sino hasta llegar a célculo. Asi por ejemplo los textos tradi-
cionales de secundaria, normalmente solo incluyen la factorizacion sobre el cuerpo,
0, de los racionales y suelen ignorar el estudio de propiedades tales como el com-
portamiento global, el calculo de los extremos relativos con la aplicacion inmediata
a la optimizacidn, y la comparacion entre el crecimiento de distintas funciones poli-
ndmicas, sin olvidarnos del uso de polinomios como modelos de ajuste. El uso de
una calculadora gréfica facilita la inclusion de todos estos conceptos. Por tanto no
es de extrafiar que en EEUU, los nuevos curriculos de matematicas para secundaria
que surgen en la década pasada (Core-Plus Mathematics Project, 1996, 1998; The
University of Chicago School Mathematics Project, 1992; The North Carolina
School of Science and Mathematics, 1992) asi como nuevos libros de texto en el
ambito de preuniversitario (Brown, 1992; Demana & Waits, 1997) y universitario
(Hughes-Hallet, Gleason et al., 1992; The North Carolina School of Science and
Mathematics, 1996; Smith & Moore, 1996; Finney et al., 2000), incluyen estos y
muchos otros conceptos que la tecnologia hace accesible.

En este articulo, se presentan dos ejemplos sobre como la integracién de la
tecnologia en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas empieza a impac-
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tar el estudio de polinomios en secundaria. El primer ejemplo persigue dar una
idea de las posibles repercusiones que la tecnologia puede tener en el contenido
del curriculo. En particular, este ejemplo ilustra como la variedad de representacio-
nes y tipos de datos que se encuentran en las calculadoras gréficas, facilitan el desa-
rrollo de métodos no tradicionales que permiten extender la factorizacion de poli-
nomios en un curso de precalculo. El segundo ejemplo trata de ilustrar como la tec-
nologia facilita el uso del método Socratico de ensefiar basandose en preguntas.

Los ejemplos y figuras que se incluyen a continuacién se han obtenido usando
una calculadora Texas Instruments TI-83. Se espera que el numero de figuras
provisto, a veces excesivo, facilite la repeticion de los ejemplos al lector poco
familiarizado con el uso de las calculadoras. Conviene aclarar también que en este
articulo, cualquier referencia que se haga al enfoque tradicional, se refiere a la
ensefianza sin tecnologia.

1 Sobre la factorizacion de polinomios

El ejemplo que sigue ilustra como extender la factorizacién de polinomios con
coeficientes racionales sobre el cuerpo de los numeros reales. De hecho, usando
las capacidades numéricas y graficas de las calculadoras, se verd que no solo se
pueden obtener las raices irracionales con un error minimo, sino que en el caso
particular de que el polinomio tenga raices irracionales y sélo dos raices imagina-
rias, es factible determinar el factor cuadratico e incluso una representacion grafi-
ca de las raices imaginarias en el plano real.

Ejemplo 1. Factorizar el polinomio p(x)=x"—3x*—=23x" +20x” +75x—90
sobre los cuerpos O, R, y C.

Solucion: En el enfoque tradicional, se comienza por obtener el conjunto de los
posibles ceros racionales

S, = {1, £2,43,45,4£6,49,£10,£15,£18,+30, 145,190} .

Seguidamente se usa el teorema del resto para determinar los ceros racionales, es
decir, se evala p(x) para cada elemento de S, via division sintética. Cada vez
que se encuentra un cero, 7 € S, se factoriza el polinomio p(x) =(x—-7r)q(x) y
el proceso continua usando el ultimo cociente obtenido, g(x), hasta agotar los
elementos de S, , o hasta conseguir, en algunos casos, un polinomio cociente de
segundo grado al que se aplica la formula cuadratica. Algunos autores incluyen
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otras ayudas basadas en el andlisis de los signos de los coeficientes del polinomio.
Asi, por ejemplo, si todos los coeficientes son positivos, se descartan todos los
elementos positivos de S, . Si los coeficientes no son todos del mismo signo, se
puede usar la regla de Descartes, que utiliza los cambios de signos de los coefi-
cientes del polinomio para estimar el numero de posibles raices positivas y nega-
tivas, y reducir en cierta medida los célculos necesarios. El proceso en general es
tedioso, susceptible de errores aritméticos, y claramente, la factorizacion completa
depende de si el polinomio de grado » dado tiene al menos 7n—2 raices raciona-
les. Desgraciadamente, por razones pedagogicas, este suele ser el caso en la ma-
yor parte de los ejemplos que se encuentran en los libros de texto tradicionales, lo
que crea en muchos estudiantes la impresion erronea de que la mayoria de los
polinomios con coeficientes racionales factorizan sobre Q.

Figura 2.a Figura 2.c

peR IO R

ilﬂ | 0.0

Figura 2.b
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El disponer de una calculadora grafica permite que, por simple observaciéon de
la grafica del polinomio, se pueda inmediatamente descartar muchos de los ele-

mentos de S, , obteniéndose un conjunto inicial de posibles ceros racionales mu-
cho mas reducido. En este ejemplo, la grafica que contiene todos los puntos rele-
vantes, que algunos autores denominan la grafica “completa” de p(x), se ha ob-
tenido con la ventana [—7,7]X[—860,100] que muestra la figura 2.a. Se ve en la
misma que el conjunto de candidatos se ha reducido a.§, ={-3,6}. La tabla de la

figura 2.b confirma que —3 y 6 son raices racionales.
En el curriculo tradicional de precdlculo los estudiantes terminarian el proble-
ma escribiendo la factorizacion del polinomio sobre el cuerpo Q de los numeros

racionales: p(x)=(x+3)(x—6)(x’ —=5x+5). Pero ;son estas las Gnicas raices
reales del polinomio? Claramente, el teorema fundamental del algebra nos dice
que debe haber necesariamente una raiz irracional, ya que no esta en S, . La raiz
buscada esta muy cerca de—3, por lo que no se aprecia a simple vista en la grafi-
ca de p(x), sin embargo al acercarse usando Zoombox se obtiene la grafica del
polinomio en la ventana [—3.5,—2.2]%[—67,48] (figura 2.c), que confirma nues-
tra hipotesis. Alternativamente, se podria haber obtenido la grafica del factor ct-
bico. El disponer de tecnologia permite extender el problema a distintos niveles.
Inicialmente, para el polinomio g(x)=x"—5x+35, se puede determinar la raiz

irracional ya sea numéricamente, aplicando repetidamente el teorema del valor
intermedio via la tabla (figuras 2.d y 2.e), o graficamente (figura 2.f). Ahora bien,
,es posible calcular el factor cuadratico y las raices imaginarias de p(x)?

A | e L R
-3 -3 -z.60 | -.A4\d
58 | -4.g89 -267 | -BAYE
- - ge: -z.66 | ~Ezil
ﬁ -1z -z.6E | -3E0g
B | .MEY “L64 %Eﬂ
%E H;E ﬁﬂﬁ 1527 Ter
PRV A="2. 62 W=-2 GZPEEE [Y=-1E-1Z
Figura 2.d Figura 2.e Figura 2.f
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A continuacion se presentan dos métodos distintos para contestar esta pregunta.

Se comienza, como indica la figura 2.g, almacenando el cero irracional obte-
nido en R. Algunos estudiantes copian el resultado que leen en la pantalla -
2.627365085, en lugar de usar el resultado contenido en x inmediatamente des-
pués de obtenerse el cero, con lo que pierden parte de la precision que la maquina
provee.

Seguidamente se obtiene el factor cuadratico dividiendo el ultimo cociente obte-
nido x* —5x+5por(x—R) (ver figura 2.h). La ausencia de puntos de corte con el
eje de abcisas en la grafica de y, (figura 2.1) confirma que los ultimos dos ceros de
p(x)son imaginarios. El primer método para calcular una expresion algebraica
de este factor cuadratico consiste en obtener el vértice (H,K) de la grafica del
mismo y almacenar las coordenadas (figuras 2.iy 2.j).

KR
"2, B2 A6aBE3

Mininaurm
n=1.z21za817 IY=1772HENT

Figura 2.g Figura 2.i

Flotl Flotz Floks

S AR R A St
RS L et 1)
AN A A T
i e CR-R)
wMy=

wWe=

“MNa=ll

Figura 2.h
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Como el coeficiente principal de p(x)es I, el factor cuadratico también es
ménico, y podemos expresarlo como (x —/4)* + k . Las figuras 2.1 y 2.m comparan
graficamente de la expresion obtenida por este método con el anterior.

Nétese, que atn cuando no hay diferencia perceptible entre las graficas, cuan-
do el cursor se mueve verticalmente, de una a la otra, se aprecia que para cual-
quier valor arbitrario,x =0, se obtienen los valores y; (0) = 1.9030473 y
v (0) = 1.9030451, que difieren en2.2x107°. La figura 2.n muestra un error si-
milar en la comparacion numérica obtenida definiendo la funcioén ys como la dife-
rencia entre y, y y3, y usando la tabla.

Flakl Flatz Flokz YI=te s H=-R
s =R o= 8 =250
~ 32N e P OR-96
sWe=d3-0n+D
WYz SRR
syBCE-HIE+K
Ninimur WYES
a=1:1a817 IV=1772BEY" wWe= n=n ¥=1.9020472

Figura 2.j Figura 2.k Figura 2.1

El segundo método permite obtener directamente la representacion algebraica
del factor cuadratico buscado. La idea es generar un conjunto de puntos de la fun-
cion usando su expresion racional y aplicar un ajuste de datos al mismo. Se co-

mienza pues generando una lista de valores de via L, = seq(N,N,-2,-1,0.01).

YH=in=-Hiz+H
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Seguidamente, se evalua la funcion y, para los valores generados, obteniéndose la
lista de ordenadas correspondientes L, = y,(L,) (ver figuras 2.0 y 2.p). Ambas
listas definen el conjunto de puntos con coordenadas L, XL, que ajustamos por
medio de una regresion cuadratica (figura 2.q) cuya ecuacion se ha almacenado en
Ve (figura 2.s).

L1 Lz L z uadked Li.Lz.%s Fuadked
n Son: | =gyt Hhxtc
i 1 B7 53 a=1
gg }Eggf b=-2. 627363885
Y 17005 c=1.90384 7238
il 177; Re=]
g 149
Lzifi=1, QE304 72383, i
Figura 2.p Figura 2.q Figura 2.r

Como puede verse en la figura 2.1, el coeficiente de autodeterminacién obteni-
doR*> =1, indica un ajuste perfecto. Tanto la grafica de la funcion diferen-
ciay, =y, — ), como la tabla (figuras 2.t y 2.u) sugieren que y, =0, confirmando
la excelente precision de la expresion algebraica obtenida para el factor cuadratico.

Flatl Plotz Flok: NA=r3-Y5 " Y'a Yo
sesh =Yy i 190% |0
wN a1 . HHHHAHEBEA 4 1EE0: |0
BEGR 2+2, Zraa a7 R s -
oble/ st 193926 y {oi |0
B27 r @S £ B84 | 0
~Ya=ll =y T Y7=H

Figura 2.s Figura 2.t Figura 2.u
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Es conveniente observar que algunos problemas tradicionales tales como el
obtener la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos, o la ecuacion de la para-
bola dados tres puntos de la misma, pueden resolverse facilmente usando la regre-
sion apropiada. Por tanto, si los alumnos han estudiado el ajuste de datos, y se
desea que resuelvan analiticamente uno de los problemas mencionados, es conve-
niente especificar que no se use este método.

Por ultimo se desea contestar la siguiente pregunta: ;Es posible visualizar las
raices imaginarias del factor cuadratico obtenido en el plano real? La solucion que
sigue aparecid en 1997 en el College Mathematics Journal atribuida al estudiante
de secundaria Shaun Pieper de St. Paul’s School en Concord, N.H., EEUU. Shaun
observo que si las raices de y = a(x—h)”> +k no son reales el reflejo de su grafi-
ca sobre la recta y = k corresponde a la ecuacion y =—a(x—h)* +k cuyas in-
tersecciones con el eje de las x son los puntos de coordenadas P (/1 + W ,0) y
Q(h— W, 0) (figura 2.v).

n=.rB7686°Y Y=.1-°72BENS

Figura 2.v

Aplicando un giro de 90° al segmento PQ sobre el punto (4,0), se obtiene el
segmento vertical ST cuyos extremos son (4, 2k /a) , es decir, las coordenadas
son la parte real e imaginaria de las soluciones de la ecuacién. La figura 2.y con-
tiene las cuatro funciones necesarias en este proceso. Primero se calculan las rai-
ces de y, (figuras 2.w y 2.X) que se almacenan en 4 y B (figuras 2.w y 2.x). Fi-
nalmente, la interseccion de la recta x = H con las rectas y, yy, produce el
segmento ST (figura 2.z) buscado.
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Debe subrayarse que el numero de descubrimientos matematicos llevados a
cabo por estudiantes de secundaria, parece estar creciendo en los ultimos afios
gracias al uso de la tecnologia y del software especializado como el de geometria
dindmica (Quesada, 2001)

2 Sobre el uso del método Socratico que la tecnologia propicia

Ademas de los cambios de contenido, la tecnologia, al minimizar el tiempo nece-
sario para hacer gréaficas o para llevar a cabo célculos engorrosos, facilita el uso
de problemas en los que los estudiantes, guiados por una serie de preguntas, des-
cubren propiedades o resultados matematicos de interés. A continuacién se dan
varios ejemplos que, si bien no han sido probados con estudiantes de secundaria,
sugieren como guiar al estudiante para descubrir algunas propiedades basicas de
las funciones polindmicas.

En el primer ejemplo se intenta descubrir como cambia la grafica de una fun-
cién cuando se multiplica por—1.

Ejemplo 2. ;{Qué relacion existe entre las graficas del polinomio y = f(x) y la
dey=—f(x)?
Observa por ejemplo las graficas de y = x* —3x e y = —(x” —3x). ;Altera el

signo negativo los ceros de la primera funcion? ;Y la forma de la grafica? Descri-
be como difieren las gréaficas de las dos funciones.

Considera otros ejemplos de funciones polindmicas, y comprueba si la obser-
vacion anterior se mantiene. ;Puedes explicar qué ocurre?
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Generaliza la propiedad que has observado. ;Crees que esta propiedad se man-
tiene para otras funciones? Explica tu respuesta.

En el proximo ejemplo se pretende que el estudiante descubra la relacion entre
la posible forma de la grafica y el nimero de extremos relativos de un polinomio
y su grado.

Ejemplo 3

A) Observa la forma y el nimero de extremos relativos de las graficas de las
funciones polinémicas p(x)=x" y g(x)=x’ —=3x—5, ;qué diferencia en-
cuentras? Considera ahora varios ejemplos de funciones cubicas y trata de
ver si la forma y el numero de extremos relativos que tiene la grafica de cada
una de ellas se parece ya sea a la de p(x) o ala deg(x). Generaliza: ;Cuan-

tos extremos relativos puede tener un polinomio de tercer grado? ;Qué pue-
des concluir con respecto a las posibles formas de la grafica de un polinomio
de tercer grado?

B) Considera ahora 8 6 9 ejemplos distintos de polinomios de quinto grado y
observa su forma y el nimero de extremos relativos que sus graficas tienen.
(Encuentras algin patron que te permita clasificar estas graficas?Generaliza:
(Cuantos extremos relativos puede tener un polinomio de quinto grado?
¢(Cuantas formas bésicas tienen sus graficas?

C) (Observas un patron en tus respuestas anteriores?
De ser asi, trata de predecir como puede ser la forma y el posible numero de
extremos relativos de un polinomio de séptimo grado. Haz la grafica de va-
rios ejemplos de distintos polinomios de grado 7, y comprueba si sus graficas
se ajustan a tu prediccion. De no ser asi repite el proceso seguido en B) y C)
con polinomios de grado 7. Rellena la tabla que sigue con las conclusiones
que has obtenido.

Numero de Posibles | Bosqueja las posibles formas de la grafica
Grado : . )
extremos relativos: de un polinomio del grado dado:
3
5
7
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D) Generaliza: Para polinomios de grado impar »n ;qué relacion general sugiere
la tabla entre el grado del polinomio y el nimero de posibles extremos relati-
vos? ;Cuales son las posibles formas de su grafica? Comprueba que tus con-
clusiones son validas adivinando las respuestas para un polinomio de grado 9.

E) Repite las preguntas anteriores para polinomios de grado par. Esto es, consi-
dera las posibles graficas de polinomios de grado n =2,4,6...y, usando una

tabla similar a la anterior, contesta las siguientes preguntas ;Cudl es la forma
general de la grafica de un polinomio de grado par n? ;Cuantos extremos re-
lativos puede tener? Generaliza tu respuestas: ;Cudntos extremos relativos
puede tener un polinomio de grado n?

Conclusiones

La factorizacion completa de un polinomio de coeficientes racionales sobre R, el
uso de métodos numéricos y graficos para obtener raices irracionales y extremos
relativos de una funcion polindomica, el uso de la regresion no lineal para obtener
una expresion algebraica que ajuste un conjunto de puntos obtenidos usando lis-
tas, y la visualizacion de soluciones imaginarias, que se han usado en este articu-
lo, constituyen una pequefia muestra de muchos de los conceptos y técnicas nue-
vas que la tecnologia facilita en el &mbito de secundaria. Los ejemplos de proble-
mas que guian al estudiante a partir de preguntas, atin cuando no se usan con la
frecuencia que se deberian usar, han existido siempre. Sin embargo, las capacida-
des adicionales que la tecnologia provee, extienden considerablemente el alcance
de los teoremas que los estudiantes pueden “descubrir.” En una época en que el
conocimiento cientifico crece exponencialmente, no es facil pensar en un enfoque
pedagogico mejor que el de capacitar al estudiante para hacer las preguntas apro-
piadas y contestarlas por si mismo.
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Los problemas de un dalténico

Sergio Falcén y Luis Gonzédlez
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Resumen

Starting from the application of Set Theory, we try to help a daltonic boy
facing a problem: if a mechanism has two red lights and one green light,
and this last one is on if and only if one red is on, can the daltonic
boy decide whether the mechanism works correctly or not? And what
happens if the mechanism has another yellow light between them?

1 Introduccion

1.1 El Daltonismo en relacién con la Teoria de Conjuntos

Al defecto parcial o total de visién de los colores se le conoce con el nom-
bre de daltonismo en nombre del quimico inglés John Dalton (1766-1844),
investigador que padecié y estudié esta enfermedad.

La acromatopsia o daltonismo es una deficiencia de la visién de color que
puede variar desde una dificultad leve, que no distingue entre diversos tonos
del mismo color, a la inhabilidad de distinguir cualquier color, aunque el mas
extendido consiste en la confusién de los colores rojo y verde o rosa y azul.

El porcentaje de personas dalténicas es de, aproximadamente, un 8% en
los hombres y menos de un 1% en las mujeres. Sus causas y patologia son
desconocidas y es un defecto incurable.

Para algunos profesionales, el daltonismo puede dar origen a accidentes
por la falta de percepcién de ciertas sefiales luminosas como pueden ser las
de los semaforos.

Generalmente las mujeres transmiten la enfermedad pero no la padecen.
Como consecuencia, si un hombre es dalténico, sus hijos no lo seran, pero si
podran serlo sus nietos varones nacidos de sus hijas.
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Actualmente, el método mas usado para detectar el daltonismo es el test
de Ishihara [3].

Por otra parte, es sabido que la parte del Algebra conocida como Teoria
de Conjuntos y en particular el }i]gebra de Boole, es usada con éxito creciente
en muchas ramas de la Tecnologia moderna como por ejemplo, en el Diseno
de Circuitos Eléctricos, en la toma de decisiones en la Robética, etc.

Una de estas aplicaciones es la que presentamos en este trabajo, y que
consiste en aplicar los conocimientos adquiridos en el estudio de las Opera-
ciones con Conjuntos a la eleccién correcta de una decision por parte de una
persona que no distingue los colores (dalténico) cuando se enfrenta con un
tipo especial de semaforos.

1.2 Algunos conceptos basicos de Teoria de Conjuntos

A continuacién recordamos algunos conceptos y resultados basicos de la teoria
de conjuntos que son de conocimiento general y que necesitaremos en nuestro
desarrollo.

Sea F un conjunto cualquiera y A, B, C subconjuntos de F, o lo que es lo
mismo, sean A, B,C € P(E). Son conocidos los conceptos de unién, AU B,
e interseccién, AB, de conjuntos por lo que no los repetiremos aquf [1, 2|.
Y recordemos que sus propiedades mas importantes son las que se indican a
continuacién, teniendo en cuenta que X indica el conjunto complementario
del conjunto X con respecto a E:

1. Conmutativa: AUB = BUA; AB = BA
2. Asociativa: AU(BUC) = (AU B)UC; A(BC) = (AB)C

3. Elemento neutro: AUD=A; AE=A

4. Distributiva: A(BUC) = ABUAC; AU (BC)=(AUB)(AUCQC)
5. Complementacién: AUA = E; AA =)

6. Leyes de De Morgan: AUB = AB; AB=AUB

1.3 Diferencia simétrica de subconjuntos

Entre las distintas definiciones de diferencia simétrica de dos conjuntos, es-
cogemos la que indicamos a continuacién porque hace uso de los conceptos
del parrafo anterior.
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Definicién 1 Se define la diferencia simétrica de los conjuntos A y B como
el conjunto AAB = ABUAB

Ejemplo 1 Sea E = {1,2,3,...,9} un conjunto dado y sean A = {1,2, 3, 4}
y B =1{1,3,5,7,9} dos subconjuntos de E. Hallar su diferencia simétrica.

Hallamos en primer lugar los conjuntos complementarios A y B para poder
encontrar posteriormente la diferencia simétrica AAB:

A=1{56,7,89}; B=1{2,4,6,8} ; AB = {2,4}

AB = {5,7,9} ; AAB = {2,4} U{5,7,9} = {2,4,5,7,9}

Es muy fécil comprobar que la diferencia simétrica de dos conjuntos verifica
la propiedad conmutativa y que el conjunto vacio @ es su elemento neutro.
A continuacién demostramos otras dos interesantes propiedades.

Proposicién 1 El complementario de la diferencia simétrica de dos conjun-
tos es la union de su interseccion y la interseccion de sus complementarios:

AAB = ABU (A B)

Demostracién. Teniendo en cuenta las leyes de De Morgan, resulta que

AAB = ABUAB = AB-AB = (AUB)(AUB) = ABU (A B)
Proposicion 2 La diferencia simétrica verifica la propiedad asociativa:
(AAB)AC = AA(BAC)

Demostracion. A partir de la definicién de diferencia simétrica de dos con-
juntos se obtiene:

(AAB)AC = (AAB)CUZAABC =
(ABUAB)CU (ABU AB)C =
= ABCUABCUABCUABC =
= ABCUABCUABCUABC

30



Y por la misma razon es
AA(BAC) = ABACU A(BAC) = A(BCU BCYUA(BCUBC) =
= ABCUABCUABCUABC =
= ABCUACUABCUABC

y, evidentemente, ambas expresiones son iguales.

Ejemplo 2 (ejercicio propuesto): Haciendo uso solamente de las opera-
ciones de union e interseccion de conjuntos, hallar la ezpresion final de la
diferencia simétrica de n conjuntos, es decir, hallar AjAAA---AA,, para
neN

A continuacién nos proponemos aplicar el concepto de diferencia simétrica a
la resolucién de la dificultad planteada en el primer parrafo de hacer que el
dalténico pueda enfrentarse con éxito a una sefial de colores aiin cuando no
sepa distinguirlos entre si.

2 El problema del dalténico

El objetivo principal de este trabajo es el que se presenta a continuacion y que
puede ser resuelto mediante la aplicacién correcta del concepto de diferencia
simétrica de conjuntos.

Problema 1 Un mecanismo consta de tres luces, dos de ellas rojas y la
tercera verde, y funciona de tal forma que la luz verde se enciende tinica y
exclusivamente si una luz roja estd encendida.

Un chico dalténico se encuentra con el aparato y no sélo no puede dis-
tinguir los colores sino que, ademds, no sabe en qué orden se encuentran
colocadas las luces indicadas.

;Cémo puede saber este chico dalténico cudndo el aparato estd funcio-
nando correctamente y cudndo no?

Solucién. En principio, el chico dalténico no puede saber cuando el mecan-
ismo funciona correctamente o esta fallando, puesto que no sélo no puede

distinguir los colores de las luces sino que tampoco sabe el orden en el que
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estan colocadas. Pero nosotros vamos a ayudarle a resolver su problema
visual haciendo uso del Algebra (booleana, naturalmente).

Representemos por R; y Ry las luces rojas, por V la luz verde y, final-
mente, representemos por I el fallo del mecanismo.

Sabemos que el aparato funciona bien si R| ARz < V. Entonces, teniendo
en cuenta que p— g < (pAq) V(P A q), resulta

F = R]_ARQ = Vo= (RlﬂRg)vU RlARQV = RlARzAV

puesto que acabamos de demostrar que A verifica la propiedad asociativa.
Por lo tanto, pueden darse entonces las dos situaciones siguientes:

1. El mecanismo falla

(a) si una séla luz, no importa su color, esta encendida
(b) si las tres luces estdn encendidas al mismo tiempo.

2. O si lo prefiere de otra forma, el mecanismo funciona correctamente

(a) si exactamente dos luces, no importa su color, estan encendidas
(b) si las tres luces estan apagadas.
De hecho, el chico dalténico distingue fallo (FF = R;AR;AV) o no fallo
(F = RiARyAV) puesto que €l ve las luces aunque no distinga sus colores,

3 El dalténico en problemas

A continuacién proponemos un problema un poco mas complejo que el ante-
rior y que se ha de resolver de forma semejante.

Problema 2 Al dia siguiente de haber resuelto su disyuntiva, el chico dal-
tonico se encuenitra con que el mecanismo ha sido alterado y dispone de una
nueva luz supletoria. De hecho, ha sido colocada una luz amarilla adicional
cuyo color (y por lo tanto su posicién), él no sabe distinguir.

La razén que ha tenido el técnico para colocar esta nueva luz es la de
avisar cudndo el mecanismo inicial, (R, R2,V ), falla. La luz amarila (A)
se ha instalado de tal forma que se enciende cuando el mecanismo falla y
permanece apagada cuando el mecanismo funciona correctamente.

Finalmente, y con objeto de alterar su capacidad de raciocinio, se ha in-

stalado una bomba de relojeria, de forma que si la luz amarilla esta colocada
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en posicidn incorrecta, es decir, si estd encendida cuando deberia estar apaga-
da y viceversa, a los treinta sequndos la bomba explosiona (no asustarse: sélo
hace mucho ruido, por lo que no le mata aungue le da un susto tremendo).

En estas condiciones, jpuede el chico daltonico anticiparse a la explosion
y poner a salvo sus ofdos?

Solucion. Sea A la luz amarilla y representemos por B el hecho de que
la bomba explosione. Por el problema anterior, es F = RiAR;AV y por
hipétesis es B = FFAU FA. Entonces, aplicando el resultado que se obtiene
para n = 4 en el problema anterior propuesto 2, y teniendo en cuenta la
propiedad asociativa de la diferencia simétrica, resulta que

B=FAUFA=FAA=(RARAV)AA = (R1AR2)A(VAA)

EEn consecuencia,

B = (RAR)A(VAA) = (RIAR)VAAURAR;(VAA) =
= (MR2URRy)(VAUVA)U (RiR2URRy)(VAUVA) =
= R{R,VAUR RZVAUR R;VAUR Ry,VAU

URIRVAURI R;VAU RIRVAUR RV A

Y esto significa que la bomba explosiona si s6lo una luz (no importa su
color) estd encendida o cuando exactamente lo estdn tres luces, independien-
temente de su color.

Por lo tanto, el chico dalténico puede salvarse atiin cuando sea incapaz de
distinguir los colores de las luces que se encienden o se apagan.

Por lo tanto, el chico deber reaccionar igual, no importa que se encuentre
en el primer caso (dos luces rojas y una verde) que en el segundo (dos luces
rojas, una verde y una amarilla).
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Abstract

Both Computer Algebra Systems (CASs) and Dynamic Geometry Sys-
tems (DGSs) have reached a high level of development, but they have
evolved separately: CASs have incorporated neither mouse drawing nor
dynamic capabilities, meanwhile DGSs do not provide algebraic facili-
ties. Our aim is to convert the geometric configuration drawn using the
mouse with the DGS into CAS-acceptable sintaxis, because CASs can
compute equations exactly and can also perform symbolic manipula-
tions (e.g. of equations of geometric objects). After analyzing theoret-
ically the situation, a constructive approach that considers parameters
as the coordinates of free points and carries them along all subsequent
calculations, has been developed. A corresponding Euclidean Geome-
try package, denoted paramGeo, has been developed and implemented
for two existing CASs, together with an external translator (that con-
verts the geometric algorithm created with the DGS, into any of those
two CASs’ syntax). To perform automatic theorem proving and to
determine automatically geometric loci, starting from geometric con-
figurations, are direct applications. Finally, a comparison with classic
methods based in Synthetic Geometry is included.

*Parcialmente subvencionado por los proyectos TIC2000-1368-C03-03 y TIC2000-1368-
C03-01. Ministerio de Ciencia y Tecnologia.
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Introduccion

La necesidad de cooperacién entre Sistemas de Cémp’uto Algebraico (SCAs)
y Sistemas de Geometria Dinamica (SGDs) fue ya sugerida hace unos anos
en un libro del Prof. T. Recio [6]. Recientemente han comenzado a aparecer
paquetes informaticos que generan demostraciones automaticas a partir de
construcciones geométricas. El equipo del matematico chino Gao ha elabo-
rado el paquete Geometry Expert [19], que a partir de modelos visuales de
geometria dindmica plantea las ecuaciones que resuelve aplicando métodos
desarrollados en los tltimos veinte afios (de Bases de Groebner, de Wu y
otros). Otro muy interesante ha sido elaborado por los espafioles J.L. Val-
carce y F. Botana de la Univ. de Vigo [18].

Nuestro punto de vista estd basado en una estrategia completamente
diferente. Somos conscientes de la existencia de magnificos SCAs y SGDs,
desarrollados y utilizados por la comunidad matematica durante bastantes
afios, cuyas capacidades conviene aprovechar. Por ello hemos tenido la idea de
tender un puente entre SGDs y SCAs ya existentes, desarrollando un mode-
lo geométrico que utiliza coordenadas paramétricas, que hemos denominado
paramGeo, que puede ser implementado en los SCA usuales.

Hemos desarrollado su implementacién, a la que nos referiremos como
paquete paramGeo, sobre dos SCA diferentes, Derive y Maple (elegidos por
su difusién en los dmbitos educativos de Bachillerato y Universidad). Una
primera versién de nuestro paquete para Maple 7 fue presentada al ACA’2001
[15].

Una segunda versién para Maple 7 ha sido presentada al ACA’2002 y
una primera versién para Derive 5 ha sido presentada este afio en Viena al
Congreso Visit-Me.

Una tercera versién més avanzada, valida tanto para Derive 5 como para
el recientemente aparecido Maple 8, es la que presentamos aqui.

Como SGD hemos elegido The Geometer’s Sketchpad 3, porque sus scripts
son muy apropiados para ser traducidos a cédigo interpretable por paramGeo,
y para The Geometer’s Sketchpad 4, que acaba de aparecer. A tal proposito,
hemos desarrollado un traductor externo, que convierte el codigo del algo-
ritmo geométrico que genera el SGD en cédigo propio del paquete paramGeo.
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1 Modelo “paramGeo” de geometria paramétrica

“ParamGeo” es un modelo de geometria paramétrica desarrollado por los
autores, que permite asignar coordenadas dependientes de pardametros a los
puntos iniciales de la configuracién geométrica, tratando con estos pardmetros
a lo largo de todos los calculos subsiguientes. A continuacién se describen
brevemente los principales comandos de su implementacion, basados en las
operaciones elementales ejecutables directamente en los SGDs:

e point(A,, A,) devuelve lalista [A, A,| de coordenadas del punto (A, Ay)
e line(A, B) devuelve la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A y B
e segment(A, B) devuelve la lista [ecuacion de larecta AB, [Az, Ayl, [ Bz, Byl
e circumCP(0O, A) devuelve la ecuacién de la circunferencia de centro O
que pasa por A

e circumCR(O,s) devuelve la ecuacién de la circunferencia de centro O y
radio el segmento s

e midpoint(s) devuelve la lista de coordenadas del punto medio del seg-
mento s

e parallel(r, A) devuelve la ecuacién de la recta que pasando por el punto
A es paralela a la recta o segmento r

e perpendicular(r, A) devuelve la ecuacién de la recta que pasando por el
punto A es perpendicular a la recta o segmento r

e angleBis(P,V,Q) devuelve la ecuacién de la recta bisectriz del dngulo
convexo de vértice V y cuyos lados pasan por los puntos P y ), respectiva-
mente

e intersection(¢,7)) devuelve los puntos de interseccién de las rectas/cir-
cunferencias ¢ y 1

e pointOnObject( Py, P,, ¢) se usa para definir (P, P,) como “punto aleato-
rio” sobre la recta/circunferencia ¢, de ecuacién ¢(z,y) = 0, devolviendo
|P:, P, y agregando el polinomio ¢(P;, P,) a la lista LREL de polinomios de
hipétesis (la cual es, inicialmente, la lista vacia)

e isIn(P,¢) devuelve true/false, dependiendo de que el punto P esté, o

no esté, en la recta/circunferencia ¢, lo que se comprueba mediante simple
sustitucién de las coordenadas de P en la ecuacion de ¢
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Otros comandos relativos a los cédlculos posteriores (no vinculados a la con-
fisuracién geométrica) seran descritos mas adelante, al desarrollar ejemplos
ilustrativos que justifiquen su definicién y uso.

Por supuesto, es posible omitir la construccién geométrica y operar di-
rectamente con los comandos del paquete “paramGeo”, aunque este no sea
el propdsito inicial de su desarrollo.

Hemos desarrollado implementaciones tanto para Maple como para De-
rive, omitidas por brevedad, pero que pueden ser obtenidas de los autores.

2 Traduccién a geometria paramétrica

El algoritmo geométrico es escrito autométicamente por SGD, mientras la
correspondiente construccién geométrica es elaborada él. El algoritmo geo-
métrico o script creado por The Geometer’s Sketchpad 3 es guardado en
formato .tzt y el creado por The Geometer’s Sketchpad 4, a partir del dibujo
geométrico (sketch) es guardado en formato .html.

&, DGS5->CAS wanslator

Fle  About
File to be translated:
C:AI_ADANL\Paral. txt Open
Translate to:
 Maple
& Dernve Exi
Done! ... Translation in file C:\3_\DAML\Paral. mth r“ J l

Figura 1
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Este algoritmo geométrico (en formato .txt or .html) se convierte en
cédigo legible en sintaxis Maple o Derive, una vez cargado el paquete pa-
ramGeo en el SCA elegido, aplicando el Traductor automatico implemen-
tado por los autores. El usuario de este traductor tiene sélo que elegir el
SCA que desea usar, Maple or Derive, haciendo click con el ratén sobre el
botén correspondiente (Figura 1).

A fin de dar idea de como opera nuestro traductor, la tabla de la Figura
2 contiene en la columna izquierda algunos de los pasos que pueden aparecer
en el algoritmo geométrico (script en formato .txt) y sus correspondientes
traducciones a c6digo “paramGeo” en su columna derecha. El usuario ob-
tiene instantdaneamente el codigo paramGeo con sélo presionar con el raton
sobre el botén Translate de la cardtula que aparece en la Figura 1.

| Cédigo “paramGeo”
P:=point(P_, P_y)
r:=Line(A, B)

| Pasos del algoritmo geométrico

Point P

Let [r]=Line between Point A and Point B.

Let [s]=Segment between Point A and
Point B.

Let [c]=Circle centered at Point [D] passing
through Point [F|.

Let. [c|=Circle centered at Point D] with
radius length [s].

Let. [M|=Midpoint of Segment |[s].

Let [p]=Parallel to Line [r] through Point [A].

Let [p]=Perpendicular to Line [r] through

s:=segment(A, B)

c:=circumCP(D, F)

c:=circumCR/(D, s)
M:=midpoint(s)
p:=parallel(r,A)

Point [A].

p:=perpendicular(r,A)

Let [r] = Bisector of Angle P-V-Q.

r:=angleBis(P, V, Q)

Let [P] = Intersection of Line [r] and Line [v].

P_:=intersection(r, v)

Let [P] = Random point on Line [r].

P:=pointOnObject(P_x, P_y,r)

Figura 2

De acuerdo con lo indicado en la seccion anterior, al ejecutar el ultimo paso
de esta tabla, el polinomio ¢(F;, P,) es agregado a la lista LREL, supuesto
que ¢(z,y) = 0 sea la ecuacién de la recta 7.
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En caso de sketch en formato .html, el cédigo obtenido es distinto, pero
esto no lo percibe el usuario del traductor.

Nota: Asi es como tiene lugar la traduccién a paramGeo para Derive. En caso
de traducir a paramGeo para Maple, la traduccién es similar, pero acabando
con el terminador punto y coma cada linea de cédigo traducido.

3 Demostracién automatica con paramGeo

Con objeto de centrar la atencién en el uso de esta técnica de demostracion
automatica con paramGeo, comencemos enumeramos los sucesivos pasos del
proceso:

i) dibujar la configuracién geométrica sobre el SGD, para generar el algoritmo
geomeétrico

ii) traducir el algoritmo generado a cédigo paramGeo para el SCA elegido

iii) ejecutar el cédigo traducido en una hoja de trabajo del SCA, sobre el que
previamente se ha cargado el paquete paramGeo

iv) verificar la tesis sobre dicha hoja de trabajo del SCA

Observemos que el algoritmo geométrico deducido de la construccién contiene
las condiciones de hipétesis del problema. Una vez que este algoritmo ha sido
traducido a cédigo “paramGeo”, la tesis del problema ha de ser introducida
y verificada.

A tal efecto, conviene distinguir dos casos, segiin que en la construccion
existan puntos aleatorios sobre objetos previamente generados de la configu-
racién, o no existan.

3.1 Configuraciones sin puntos aleatorios sobre objetos

Comenzamos ocupandonos de los problemas que conllevan configuraciones
geométricas sin puntos aleatorios sobre objetos previamente definidos.

En la mayor parte de tales problemas la verificacion de la tesis consiste en
comprobar si un punto, P, estd, o no, sobre un objeto, obj. Esto se ejecuta
cémodamente aplicando el comando isIn() de nuestro paquete paramGeo, en
la forma isIn(P, obj), que sustituye las coordenadas de P sobre la ecuacién
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de obj, para devolver true o false, segin que resulte cero o distinto de cero,
respectivamente. En otros problemas, en que la formulacién de la tesis sea, en
principio, de otro tipo, esta suele reducirse a esa sencilla formulacién, como
se vera mas adelante.

Con objeto de centrar la atencién en el uso de esta técnica, comenzamos
considerando un problema sencillo y bien conocido, relativo a la intersecccion
de diagonales de un paralelogramo, desarrollandolo sobre Derive.

Problema 1°: ;Estd el punto medio de una diagonal del paralelogramo en
su otra diagonal?

Paso 1: Dibujar la configuracién para generar el algoritmo geométrico

Figura 3

Al ejecutar la construccion de la Figura 3 en The Geometer’s Sketchpad
3, se genera automaticamente el siguiente algoritmo geométrico (script), que
comienza dando tres puntos (Given), seguidos de los 8 pasos (Steps). Supon-
dremos que es alojado en el archivo paral.txzt.

Given:
Point A
Point B
Point C

40



Let [j] = Segment between Point A and Point B.

Let [k] = Segment between Point B and Point C.

Let [1] = Parallel to Segment [k] through Point A.
Let [m] = Parallel to Segment [j] through Point C.
Let [D] = Intersection of Line [m] and Line [1].
Let [n] = Segment between Point [D] and Point B.
Let [o] = Segment between Point A and Point C.

Let [E] = Midpoint of Segment [o].

o~ O bk WK -

Paso 2: Traducir el algoritmo geométrico a cédigo paramGeo para Derive
Tras arrancar el traductor, abriendo el archivo paral.tzt, presionando con el
ratén el botén Derive y después el boton Translate, se genera automaticamente
el siguiente archivo paral.mth (alojindose en el directorio de paral.tzt):

"Given:"

A:=point(Ax, A.y)
B:=point (Bx, B_y)
C:=point(Cx, C_y)

"Steps:"

j:=segment (A, B)
k:=segment (B, C)
l:=parallel(k, A)
m:=parallel(j, C)
D:=intersection(m, 1)
n:=segment (D, B)
o:=segment (A, C)
E:=midpoint (o)

Paso 3: Ejecutar en Derive del archivo traducido

Tras abrir una sesién de trabajo en Derive 5, cargando como UtlityF'ile el
paquete paramGeo y, a continuacion, cargando como MathF'ile el archivo
traducido paral.mth, se pueden obtener las coordenadas de puntos y ecua-
ciones de objetos que se deseen. Por ejemplo, las coordenadas de E y las
ecuaciones de n, se obtendran ejecutando respectivamente E= y n=, resul-
tando:
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E = [A_z-gc_:r A_::Hz—c_:c]

n=[x(Ay—-2By+Cy)—y(Axr—2Bxr+Czx)+AxBy— AyB=x
—-BaCy+ByCx=0,|[Ax—Bx+Cux Ay— By+ Cyl,[Bzx, Byl

Paso 4: Verificar la tesis

En la misma sesién de trabajo en Derive 5, aplicaremos el comando is/n de
paramGeo, a verificar la condicién de tesis (E € n), en la forma:

isIn(E,n)=
isIn(E,n) = true

Al ser afirmativa la respuesta, la demostracién automatica ha concluido.

3.2 Demostraciones sobre paramGeo directamente

Como se ha indicado anteriormente, siempre es posible prescindir del al-
goritmo geométrico, y operar directamente con los comandos del paquete
paramGeo. Obviamente, ello tiene el inconveniente de perder la automati-
zacién de planteamiento del problema. Este modo de preceder es conveniente,
por ejemplo, en problemas que sean prolongacién de otros, planteados del
modo usual, de los que puedan aprovechar parte, o todo, su cédigo. Tal es el
caso del siguiente Problema 2°, inverso, en cierto modo, del Problema 1°.

Por otra parte, el proceso de desarrollo de este Problema 2° involucrara a
un punto obtenido por interseccién de dos objetos con dos puntos en comin,
entre los cuales habremos de escoger el que interese, para proseguir el proceso
de construccién.

Problema 2°: Dado un cuadrildtero convezo, tal que cada una de sus diago-
nales corte a la otra en su punto medio. ;FEs necesariamente paralelogramo?.

El problema puede abordarse asi (Figura 4). Sean A, B,C tres puntos no
colineales; sean 7, k, [ los segmentos AB, BC,C A, respectivamente; sea D el
punto medio de | y sea F el punto tal que D es punto medio del segmento BE
(es decir, el simétrico de B respecto de D). Entonces, se trata de responder
a las dos cuestiones siguientes: ;son paralelos EC'y j?7 ;loson FA y k7.
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\j

Figura 4

Para responder a ellas, podemos considerar las dos rectas siguientes: la
recta n, paralela a j por C, y la recta o, paralela a k por A. Con ello, las
dos preguntas anteriores se reducen a las siguientes: jesta el punto E en la
recta n? jestd F en la recta o?. De este modo el problema de paralelismo se
ha reducido a otro de incidencia punto-recta.

Para determinar el punto E, usando los comandos de paramGeo men-
cionados en la seccién 1, pueden considerarse la circunferencia, cl, de centro
D y que pasa por B, y la recta m, que pasa por B y D, siendo entonces E el
otro punto de interseccién de cl y m (distinto del punto D).

De acuerdo con estas consideraciones, podemos continuar ejecutando la
hoja de trabajo en Derive de la subsecciéon 3.1 (teniendo en cuenta que
A, B,C, j, k ya estaban definidos), del modo que sigue a continuaciéon, donde
Inters es la variable en que son alojados los puntos de interseccién de cl y
m, para que sea escogido el que interese:

1 := segment(A, C)
D := midpoint(1l)
m := line(D, B)

cl := circumCP(D, B)
cl=(@?-2(Az+Cx)+y*—ylAy+Cy)+AaxBzx
+AyBy—-Ba?+BaxCax—-ByBy—-Cy) =0
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Inters := intersection(cl, m)
Inters = [two_soluc, |[Bx, By|,|[Ax— Bx+ Cx,Ay— By+ Cyl
Inters SUB 3
E=[Ag — By + Cay Ay — By + G|

parallel(j, C)
parallel(k, A)

m
i

o
]

1sIn(E,n) = true
isIn(E, 0) = true

Al ser afirmativas ambas respuestas, la demostracién automatica ha conclu-
ido. El cuadrilatero considerado es necesariamente paralelogramo.
3.3 Configuraciones con puntos aleatorios sobre objetos

Vamos ahora a ocuparnos de problemas que conllevan configuraciones geo-
métricas que incluyen puntos aleatorios sobre objetos previamente definidos.
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Como ya se indicé en la seccién 1, para definir el punto P, de coordenadas
(Py, P,), como “punto aleatorio” sobre la recta o circunferencia k, de ecuacion
é(z,y) = 0, ejecutamos P:=pointOnObject( Py, Py, k), devolviendo el sistema
[Pr, P,] y agregando automéaticamente el polinomio ¢( Pz, P, ) a la lista LREL
de relaciones de hipétesis (la cual, inicialmente, es la lista vacia).

Los pasos a seguir para ejecutar el proceso con paramGeo son los ya
mencionados al comienzo de la seccién 3, pero ahora teniendo en cuenta la
existencia de unas condiciones de hipétesis, que son alojadas en la lista LREL.

Para describir en detalle el proceso, vamos a aplicarlo a un problema, que
incluye un punto aleatorio sobre objeto (Figura 5), utilizando ahora Maple.

Problema 3°: En la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC' se con-
sidera un punto aleatorio, G, del cual se determinan sus simélricos, respecto
de las rectas-lados de ABC, para analizar las dos cuesliones siguientes:

1) zson colineales esos tres puntos simétricos del G¢

2) sestd el ortocentro, Q, de ABC alineado con dichos simétricos de G'?

Paso 1: Dibujar la configuracién para generar el algoritmo geométrico

Con el fin de realizar el trazado utilizando sélamente los instrumentos clésicos,
los puntos simétricos de G respecto de las recta-lado de ABC se determinaran
trazando sucesivamente (Figura 6): la perpendicular por G a la recta-lado;
su punto de interseccién con la recta-lado; la circunferencia de centro dicho
punto de interseccién y que pasa por G; entonces, el otro punto de inter-
seccion (distinto de () de esta circunferencia con dicha perpendicular a la
recta-lado sera el simétrico de G respecto de la recta-lado.

Al realizar esta construccion se genera automaticamente el siguiente script,
que comienza con tres punto dados, seguidos de 30 pasos del algoritmo
geométrico (a lo largo del cual G es redefinido como J,M y P). Supon-
dremos que es alojado en el archivo symmorth.tat.

Given:

Point A

Point B

Point C

Steps:

1. Let [j] = Segment between Point A and Point B.
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Figura 6

2. Let [k] = Segment between Point B and Point C.

3. Let [1] = Segment between Point C and Point A.

4. Let [D] = Midpoint of Segment [j].

5. Let [m] = Perpendicular to Segment [j] through Midpoint [D].
6. Let [E] = Midpoint of Segment [k].

7. Let [n] = Perpendicular to Segment [k] through Midpoint [E].
8. Let [F] = Intersection of Line [n] and Line [m].

9. Let [c1] = Circle with center at Point [F] passing through A.
10. Let [G] = Random point on Circle [ci].

Perpendicular to Segment [j] through Point [G].

I

11. Let [o]
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12. Let [H] = Intersection of Line [o] and Segment [j].

13. Let [c2] = Circle with center at Point [H] passing through [G].
14. Let [I] = Intersection of Circle [c2] and Line [o].

15. Let [J] = Intersection of Circle [c2] and Line [o].

16. Let [p] = Perpendicular to Segment [1] through Point [G].

17. Let [K] = Intersection of Line [p] and Segment [1].

18. Let [c3] = Circle with center at Point [K] passing through [I].
19. Let [L] = Intersection of Circle [c3] and Line [p].

20. Let [M] = Intersection of Circle [c3] and Line [p].

21. Let [ql Line between Point C and Point B.

22. Let [r] Perpendicular to Line [q] through Point [M].

23. Let [N] = Intersection of Line [r] and Line [q].

24. Let [c4] = Circle with center at Point [N] passing through [M].
25. Let [0] = Intersection of Circle [c4] and Line [r].

26. Let [P] = Intersection of Circle [c4] and Line [r].

27. Let [s] = Line between Point [J] and Point [0].
28. Let [t] = Perpendicular to Segment [j] through Point C.
29. Let [u]l = Perpendicular to Segment [1] through Point B.
30. Let [Q] = Intersection of Line [t] and Line [u].

Paso 2: Traduccion del script a cédigo paramGeo para Maple

Tras arrancar el traductor, abriendo el archivo symmorth.tzt, presionando
con el raton el botén Maple y después el botén Translate, se genera instan-
taneamente el archivo symmorth.mpl, que es alojado en el directorio en que
estaba alojado symmorth.txt. Por brevedad, omitimos el codigo.

Paso 3: Ejecucion en Maple del archivo traducido

Tras abrir una sesién de trabajo en Maple, cargamos el paquete paramGeo. A
continuacién, en vez de cargar el archivo traducido symmorth.mpl, podemos
copiar su contenido y pegarlo sobre una region de trabajo de Maple, con dos
propositos:

1) para dar valores més simples (sin perder generalidad) a las coordenadas
de los tres puntos libres, con objeto de obtener expresiones mas breves para
las coordenadas y ecuaciones de los objetos considerados (por ejemplo, los
valores (0, 0), (b,0), (¢,e), en lugar de (A_z, A_y),(B=z, B_y), (C_z,C_y), que
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inicialmente tenian en el archivo traducido symmorth.mpl)

2) para parar la ejecucién tras cada interseccion recta-circunferencia, con
objeto de elegir comodamente el punto de interseccién que interese considerar,
de entre los dos posibles (de la manera que ya se comenté en 3.2).

De acuerdo con estas observaciones la ejecucién en Maple se desarrolla asi:

read(‘c:/ ..... /paramGeo.mpl ‘) :

A:=point (0, 0):

B:=point (b, 0):

C:=point(c, e):

#(las coordenadas de los puntos libres se han sustituido por otras mas sencillas)

#Steps:

j:=segment (A, B):

k:=segment (B, C):

l:=segment(C, A):

D_:=midpoint(j):

#(por ser D palabra reservada en Maple, se ha sustituido por D.)
m:=perpendicular(j, D.):

E:=midpoint (k) :

n:=perpendicular(k, E):

F:=intersection(n, m):

cl:=circumCP(F, A):

G:=pointOnObject(Gx, G.y, cl1):

o:=perpendicular(j, G):

H:=intersection(o, j):

c2:=circumCP(H, G):

I:=intersection(c2, o):

J:=intersection(c2, o):

#(las dos lineas precedentes, obtenidas en la traduccion, se sustituyen manual-
# mente por la siguiente, a fin de elegir J de acuerdo con el algoritmo previsto)
Inters:=intersection(c2, o0);

Inters 1= [|Gz, =Gy, |Gz, Gyl|
J:=Inters[1]:

##(el resultado de la interseccién se ha alojado en la variable Inters, habiendo
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# elegido J como elemento 1° de Inters, ya que el elemento 2° es G)

p:=perpendicular(l, G):

K:=intersection(p, 1):

c3:=circumCP (K, G):

L:=intersection(c3, p);

M:=intersection(c3, p);

#(las dos lineas precedentes, obtenidas en la traduccién, se sustituyen manual-
# mente por la siguiente, a fin de elegir L de acuerdo con el algoritmo previsto)

Inters:=intersection(c3, p);

1 v —Gzel4+c2G+42ceG Gy —2ecCG,—e?G
Inters := “G.T:Gy!i[ Py S Da— o <]

L:=Inters[2]:

# (el resultado de la interseccién se ha alojado en la variable Inters, habiendo

# elegido L como elemento 2° de Inters, ya que el elemento 1° es G)

q:=line(C, B):

r:=perpendicular(q, G):

N:=intersection(r, q):

cd:=circumCP (N, G):

O_:=intersection(c4, r):

P:=intersection(c4, r):

#(las dos lineas precedentes, obtenidas en la traduccién, se sustituyen manual-
# mente por la siguiente, a fin de elegir O_ de acuerdo con el algoritmo previsto)
Inters:=intersection(c4, r);

. bzG_g—QbeGy-l—Ebez—2chx+2ceGy+chz—G’,;ez
Iﬂte‘rﬁ . — [[G.T,? C;y]+j [ e2+b2—2cb+(!2 )

(—=b2Gy—2G eb+e2 Gy +2eb? —Gyc®+2ecGz +2cGyb—2ech
o e?+b% —2chb+c?) I

0_:=Inters[2]:

# /el resultado de la interseccion se ha alojado en la variable Inters, habiendo
# elegido O_ como elemento 2° de Inters, ya que el elemento 1° es G)
s:=line(J, 0.):

t:=perpendicular(j, C):

u:=perpendicular(l, B):

Q:=intersection(s, t):
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Paso 4: Verificacion de las condiciones de tesis

Si en la misma sesién de trabajo en Maple, aplicamos el comando isln de
paramGeo, para verificar la condicién de tesis, L € s, se obtiene false.

isIn(L,s);
false

La razén de este aparente fracaso es que no se ha tenido en cuenta la condicién
de hipétesis, G € ¢l, alojada en LREL. Vamos pues a alojar esta condicion
en una variable, Hyp, y en otra variable, Th, la condicién de tesis, L € s,
que resulta de sustituir (z,y) por las coordenadas de L en la ecuacién de s.
Dicha sustitucién se ejecuta cémodamente aplicando el comando isPlaced del
paquete paramGeo.

Hyp:=op (LREL) ;
22 —e?—e?4cb)?
Hyp := (Gx — 3b)? + (Gy + C—giﬂ)g - %bg - %LC_:?L}
Th:=isPlaced(L,s);

Th — _4egb(-G_.reb——eQG_y—G_yc2+cG_yb+G'_yge—irG_x?e}
(e2 462 —2cb+c?)(e? +c?)
Ambas expresiones, de hipétesis y de tesis, son polinomios en las variables
G _z,G_y. Por tanto, para probar que la condicién de tesis es consecuencia
dc la condicién de hipétesis, bastara probar que el polinomio Th es divisible
entre el polinomio Hyp, por ejemplo, comprobando que su resto es nulo
(respecto de cualquiera de sus dos variables), con el comando rem de Maple:

rem(Th,Hyp,G-y) ;
0

Al resultar cero este resto, el polinomio Th es divisible por el polinomio Hyp.
En consecuencia, para los puntos G(G_z, G_y) que estan en cl, se verifica la
condicién de tesis L € s.

De modo andlogo, para la segunda condién de tesis, () € s, se tiene:

Th2:=isPlaced(Q,s);

rem(Th2,Hyp,G.y) ;
0

Al ser cero este otro resto, se verifica la condicion de tesis @ € s.
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3.4 Condiciones de degeneracion

Siguiendo con el mismo Problema 3°, observemos que tanto Hyp como Th
son polinomios en las indeterminadas G_z,G_y, siendo sus coeficientes ex-
presiones racionales en las coordenadas b, ¢, e de los puntos libres dados, es
decir, elementos del cuerpo de fracciones @(b,c,e). Por tanto, Hyp y Th,
aunque pertenecientes al anillo de polinomios Q(b, ¢, e)[G_z, G_y|, son expre-
siones fraccionarias, con denominadores pertenecientes a Z(b, c,e). Tales de-
nominadores pueden obtenerse aplicando el comando denom de Maple:

denom(Hyp) ;

denom(Th) ;
(€2 +b% — 2¢b + 2)(e? + )
Observemos que el primer factor de este ultimo denominador es nulo syss
los puntos B y C' coinciden y el segundo factor es nulo syss los puntos A y
C coinciden. Y el denominador de Hyp es nulo si los puntos C, A, B son
colineales.

Por tanto, para la condicién de tesis L € s del Problema 3°, las condi-
ciones de anulacion de los denominadores de Hyp y Th son las condiciones
de degeneraciéon de la configuracién geométrica. Lo mismo sucede para la
segunda condicion de tesis () € s

Lo que se ha observado para el Problema 3° es valido en general, es
decir, las condiciones de anulacién de los denominadores de las expresiones
fraccionarias de hypdtesis y de tesis conducen a las condiciones de degen-
eracién de la configuracién geométrica (como sucede aplicando el método de
Wu [17], donde aparecen como coeficientes multiplicadores en lugar de como
denominadores).

3.5 Caso de varios puntos aleatorios sobre objeto

En caso de varios puntos aleatorios sobre objeto, se alojara en la lista LREL
un polinomio de hypétesis por cada uno de dichos puntos.

Denotaremos H, ....., H, a dichos polinomios de hypotesis, que pertenecen
al anillo de polinomios R, cuyas indeterminadas son las coordenadas de los
puntos aleatorios sobre objeto y cuyos coeficientes pertenecen al cuerpo de
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fracciones sobre @ de las coordenadas de los puntos libres.

Por otra parte, si la condicién de tesis a considerar es la pertenencia del
punto P al objeto obj, entonces denotaremos Th a la expresion resultante
de sustituir las coordenadas de P sobre la ecuaciéon de obj, la cual es una
fraccién racional perteneciente al cuerpo de fracciones de R. Denotaremos
por Thn y Thd al numerador y denominador de Th, respectivamente.

Para probar que la condicién de tesis, Th = 0 es consecuencia de las
condiciones de hipétesis H; = 0, ....., H, = 0, bastard probar las dos condi-
ciones siguientes:

i) el denominador T"hd es no nulo bajo las condiciones de no degeneracién de
la configuracién geométrica considerada

Thd # 0 (1)

ii) el numerador Thn puede expresarse como combinacién lineal algebraica
de la forma siguiente (donde ¥y, ....., ¢, € R):

Thn =1 Hy + ..... + - H, {2)

es decir, Thn pertenece al ideal <H), ....., H,> del anillo de polinomios R.

La verificacién de existencia de la combinacién lineal (2) puede hacerse
por varios métodos:

Método de las divisiones sucesivas
Se trata de calcular los restos sucesivos

p1 = resto(Thn, Hy,v) , piy1 := resto(p;, Hi,v;) ; i=1,....,7—1

donde w1, .....,v, son coordenadas de puntos aleatorios sobre objeto (cua-
lesquiera de ellas, tales que grado(H;,v;) > 0). Si el iltimo resto asf obtenido,
pr, es nulo, entonces Th puede expresarse en la forma (2). En efecto, expre-
sando cada uno de los restos p; como dividendo menos divisor por cociente
y sustituyendo cada una de estas igualdades en la anterior, se obtiene una
igualdad de la forma (2), supuesto que p, es nulo.

Método de las seudodivisiones sucesivas

Es similar al de las divisiones sucesivas, pero sustituyendo divisiones por seu-
dodivisiones, al objeto de trabajar con expresiones polinémicas (enteras, no
fraccionarias) exclusivamente.
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La descripcién detallada del concepto de seudodivisién puede verse, por
ejemplo, en los libros |7, 10, o en los articulos [11, 14].

Para efectuar seudodivisiones conviene disponer de un comando que las
ejecute automaticamente. En Maple hay dos comandos de seudodivision,
prem y sprem. En Derive, en principio no existe, pero los autores de este
articulo han desarrollado implementaciones para versiones 3 y posteriores de
Derive [9].

Método de las bases de Groebner iguales
Consiste en comprobar la siguiente igualdad de ideales del anillo R.

<Hla ..... ,HT-:}:{H]_, ..... ,HT,Thﬂ,}

pues ello implica la relacion (2).

Esta igualdad de ideales se verifica comprobando que son iguales sus bases
de Groebner, calculadas respecto de las coordenadas de puntos aleatorios.
(La explicacién detallada puede verse en [7], por ejemplo).

Este método ha sido automatizado en el procedimiento isOn del paquete
paramGeo para Maple (este SCA incluye el célculo de bases de Groebner),
de modo que, para verificar si el punto P esta en el objeto obj, de una
configuracién cuyo conjunto de puntos libres o dados sea SF'P, basta ejecu-
tar isOn(P, obj, SFP), obteniendo como output T'rue/False, segin que las
mencionadas bases de Groebner sean iguales/distintas, respectivamente.

La razoén de incluir el argumento SF P esta en que las bases de Groebner
se han de calcular tomando como variables sélo las coordenadas de puntos
aleatorios, lo que se consigue considerando el conjunto de indeterminadas que
aparecen en Hi,....., H,, excluyendo las coordenadas de los puntos libres.

En Derive no estda implementado un comando accesible al usuario que
permita calcular bases de Groebner (aunque internamente las utilice para
resolver sistemas de ecuaciones no lineales), pero se espera que sean incorpo-
radas a una nueva version, por aparecer.

Método de la base de Groebner igual a <1>

Puede ocurrir que Thn no pertenezca al ideal <H,,....., H,.>, pero alguna
potencia de Th si pertenezca (es decir, que Th si pertenezca al radical de
dicho ideal). Esta relacién de pertenencia es cierta syss el siguiente ideal

<Hy,...,Hr,1 =z Thn> (3)
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(donde z es una nueva variable) es todo el anillo de polinomios R (segin se
prueba en [2, 3], por ejemplo).

Ello se verifica comprobando que la base de Groebner del ideal (3), calcu-
lada respecto de las coordenadas de puntos aleatorios, es <1> (la explicacién
detallada puede verse en [7], por ejemplo).

Este método también ha sido automatizado en el procedimiento isOn-
Rad del paquete paramGeo para Maple, de modo que, para verificar si el
punto P estd en el objeto obj, de una configuracion cuyo conjunto de puntos
libres o dados sea SFP, basta ejecutar isOnRad(P, obj, SFP), obteniendo
como output True/False, segiin que la mencionada base de Groebner sea
igual/distinta de <1>, respectivamente.

Veamos como aplicar algunos de estos métodos en un problema resuelto
de otros modos en [3| y posteriormente en [1].

Problema 4°: Sean A,B,C tres puntos no colineales, sean cl y c2 dos cir-
cunferencias que pasando por C tienen por centros A y B, respectivamente,
sea D el otro punto de interseccion de cl y c2, sea F' un punto aleatorio sobre
cl, F # C (Figura 7), sea I un punto aleatorio sobre c2, I # D, sea H el otro
punto de interseccion de c2 y la recta FC, sea K el otro punto de interseccion
de c1 y la recta ID, y sea m la paralela a la recta FK por el punto I. Entonces,
estd H en m? (es decir, son paralelas las rectas HI, FK?)

Figura 7
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Por brevedad se omite el desarrollo del algoritmo geométrico y su tra-
duccién a paramGeo. Por sencillez de expresiones y sin perdida de gen-
eralidad eligimos como coordenadas de los tres puntos libres los siguientes:
A = (a,0),B = (b,0),C = (0,¢). Después de ejecutar calculos en Maple, se
obtienen los dos polinomios de hipétesis H; y Hoy siguientes y la expresion
Th siguiente, correspondiente a la condicién de tesis H € m (obtenida con el
comando isPlaced, comentado en la subseccién 3.3).

Hi:=op(1,LREL);

H1:= (F, —a)*+ F? —a® - ¢
H2:=op(2,LREL);

H2:= (I =b)? + I2 —b* = 2
Th:=isPlaced(H,m):

Thn : =numer (Th) :
Thd :=denom(Th) ;

Thd := (I2 + ¢ = 2Iyc + I?)(F2 + ¢* + 2cF, + F})

(Nétese que Thd es no nulo, por serlo sus dos factores, como consecuencia de
haberse supuesto F' # C e [ # D)

Aplicacién del método de las divisiones sucesivas:

rhol:=rem(Thn,H1,F x):
rho2:=rem(rhol,H2,I x);

p2:=0

Aplicacién del método de las bases de Groebner iguales:

isOn(H,m, {A,B,C});
True

Aplicacién del método de la base de Groebner igual a <1>:

isOnRad (H,m,{A,B,C});

1]

(Los comandos isOn e isOnRad fueron comentados en 3.5)
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4 Determinacién de lugares con paramGeo

El problema de la determinacién automatica de lugares geométricos ha sido
estudiado por los autores durante largo tiempo [11, 12, 13, 14, 16, 17|, usando
directamente bases de Groebner y método de Wu.

En todos estos articulos se usan exclusivamente herramientas algebraicas,
tratando de resolver el sistema de ecuaciones algebraicas a las cuales conduce
el problema geométrico.

El método de determinacion automatica de lugares geométricos presen-
tado aqui es otra de las aplicaciones de nuestro sistema paramGeo. Per-
mite automatizar todo el proceso, desde la construccion geométrica hasta
la. obtencién de las ecuaciones del lugar, conectando geometria sintética y
geometria analitica elemental, tendiendo un puente entre ellas.

Comencemos enumerando los sucesivos pasos de este proceso de determi-
nacion automatica de lugares con paramGeo:

i) generar el algoritmo geométrico (script) sobre el SGD
ii) traducir el script generado a c6digo paramGeo para el SCA elegido

iti) ejecutar el cédigo traducido en una hoja de trabajo del SCA, sobre el que
previamente se ha cargado el paquete paramGeo

i) operar en el SCA las condiciones que definen el lugar, para obtener sus
ecuaciones paramétricas y/o implicitas.

Al igual que en la anterior seccién 3, conviene distinguir dos casos, segin
que en la construccién existan puntos aleatorios sobre objetos previos de la
configuracion, o no existan.

4,1 Lugares sin puntos aleatorios sobre objetos

Comenzamos ocupandonos de los problemas de lugares que conllevan confi-
guraciones sin puntos aleatorios sobre objetos previamente construidos.

En tales problemas las condiciones algebraicas que definen el lugar, men-
cionadas en el anterior apartado iv), se reducen a un tnica condicién. Al ser
ejecutada, los valores de las coordenadas de puntos que aparecen en dicha
expresién son sustituidos autométicamente en ella, obteniendo como output
la ecuacién implicita del lugar.
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Con objeto de centrar la atencién en el uso de esta técnica, comenzamos
considerando un problema sencillo y bien conocido, la extension de Jakob
Steiner del teorema de Simson-Wallace.

Problema 5°: Sea ABC un tridngulo, D un punto arbitrario de su plano y
E, F, G las proyecciones ortogonales de D sobre las rectas-lados AB, BC, CA
respectivamente (Figura 8). Supongamos que D se mueve de tal modo que €l
drea del tridngulo EFG se mantiene constante. Determinar el lugar de tal
punto D.

Figura 8

Consideraciones previas
Notemos que A, B, C son puntos libres (introducidos sin condiciones), mien-

tras que D es el punto del lugar (punto cuyo lugar geométrico se trata de
determinar).

Paso 1: Generar el algoritmo geométrico

La configuracién de la figura anterior, elaborada con The Geometer Skechpad
3, permite generar el siguiente script, que supondremos alojado en el archivo
simwal..txt:
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Given:
Point A
Point B
Point C
Point D
Steps:
1. Let [j] = Line between Point A and Point B.
Let [k] = Line between Point B and Point C.
Let [1] = Line between Point C and Point A.
Let [m] = Perpendicular to Line [j] through Point D.
Let [E] = Intersection of Line [m] and Line [j].
Let [n] = Perpendicular to Line [k] through Point D.
Let [F] = Intersection of Line [n] and Line [k].
Let [0] = Perpendicular to Line [1] through Point D.
Let [G] = Intersection of Line [o] and Line [1].

O 0 N ;e WK

Paso 2: Traducir el algoritmo geométrico a cédigo paramGeo para Maple

Tras arrancar el traductor, abriendo el archivo simwal.tzt, presionando con el
ratén el botén Maple y después el botén Translate, se genera automaticamente
el siguiente archivo simwal.mpl (alojandose en el directorio de simwal.tzt):

# Sketchpad to Maple automatic translation
SimwaL.txt -> SimwaL.mpl

SimwaLl.gss

Given:

:=point(Ax, Ay);

:=point (Bx, B.y);

Q W= # # H*

:=point (Cx, C.y);
_:=point(Dx, D_y);
Steps:

:=line(A, B);

=line(B, C);

:=1line(C, A);
:=perpendicular(j, D.);
:=intersection(m, j);
:=perpendicular(k, D_);

o

B omE -G #
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F:=intersection(n, k);
o:=perpendicular(l, D.)
G:=intersection(o, 1);

Paso 3: Ejecutar en Maple el archivo traducido

Tras abrir una sesién de trabajo en Maple, comenzamos cargando el pa-
quete paramGeo. A continuacién, para sencillez de expresiones y sin per-
dida de generalidad, elegimos las coordenadas de los tres puntos libres en la
forma A = (0,0), B = (b,0),C = (¢, €), y, a fin de reconocer facilmente la
ecuacién del lugar, elegimos las coordenadas del punto del lugar en la forma
D_= (X,Y). Finalmente, cargamos el archivo traducido, obteniendo como
output las coordenadas de los puntos y las ecuaciones de los objetos conside-
rados, lo que se omite por brevedad.

read(‘c:/ ..... /paramGeo.mpl ‘) :
Ax:=0: A_y:=0:

Bx:=b: B_y:=0:

Cx:=c: C_y:=e:

Dx:=X: _y:=Y:

read(‘c:/ ..... /simwal.mpl‘);

Paso 4: Ejecutar la condicién que define el lugar

Denotemos S al drea del triangulo FF'G, que podemos calcular como % del
determinante de la matriz de coordenadas de sus vértices, alojando la ex-
presién en la variable LC (después de cargar el paquete linalg de Maple,
para poder calcular el determinante).

with(linalg):
LC:=2*S-det (matrix([[E[1],E[2],1], [F[1],F[2],1], [G[1],G[2],1]1]));
e2b(=Ye? +cYb+ X% —ebX +eY? —e?Y)

(€2 + 2 — 2cb + b%)(e? + c?)

LC =25+

Nétese que el denominador de esta expresion es no nulo, supuesto no degen-
erado ABC (A, B,C no colineales y en consecuencia B # C # A # B).

La anulacién de la expresiéon alojada en LC proporciona la ecuacion del
lugar. Se trata de un haz de circunferencias concéntricas, dependientes del
drea, S, como parametro. En particular, para S = 0, se tiene la circunferen-
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cia que pasa por A, B,C, es decir, la circunscrita del tridngulo ABC, como
puede comprobarse substituyendo S por 0, con el comando subs de Maple, y,
a continuacién, sustituyendo (X,Y) por las coordenadas de cada uno de los
vértices del triangulo ABC":

LCO:=subs(S=0,LC):
subs (X=0,Y=0,LC0), subs(X=b,Y=0,LC0), subs(X=c,Y=e,LCO);
0,0,0

En consecuencia, el lugar buscado es el haz de circunferencias concéntricas
con la circunscrita al triangulo ABC', una de las cuales aparece en la Figura 9.

Figura 9

4.2 Lugares con puntos aleatorios sobre objetos

Ocupémosnos finalmente de los problemas de lugares que conllevan configu-
raciones con puntos aleatorios sobre objetos previamente definidos.

En tales problemas las condiciones algebraicas que definen el lugar, men-
cionadas en el anterior apartado iv), son las alojadas en la lista LREL
(de condiciones que definen los puntos aleatorios sobre objetos) mas una
condicion final que termina de precisar el lugar.
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A partir de las ecuaciones definidas por estas condiciones, se obtienen
las ecuaciones del lugar. Las ecuaciones paramétricas, resolviendo el sistema
respecto de las coordenadas del lugar, y la ecuacién implicita, eliminando las
coordenadas los puntos que no sean puntos libres o punto del lugar.

Una vez planteado un problema de lugar y antes de comenzar a atacarlo,
conviene hacer tres tipos de consideraciones previas, para precisar:

1) como se va a determinar el punto del lugar

2) qué tipos de puntos aparecen en el problema

3) cudles son las condiciones del lugar, a partir de las cuales se van a
calcular sus ecuaciones.

El proceso se muestra mas sencillo de seguir a la luz de ejemplos concretos.
El siguiente es un lugar geométrico conducente a la clasica curva conocida
como conchoide de Nicomedes.

cl,’ x ~E ¥
v ’\ﬁ
i ’-’ \
|I ,"/ !
| I)D I
1 .-/ [
P - I
- ;
f’b\ d
1 ‘_—‘ ~ -
- . -7
J‘J/
—0 =l
AR J B c
Y
Figura 10

Problema 6°: Sea j el segmento de extremos los puntos A y B. Sea k la recta
perpendicular al segmento j por un punto, C (Figura 10). Sea D un punto
aleatorio de la recta k. Sea l la recta que pasa por los puntos A y D. Sea ci la
circunferencia de ceniro D y radio j. Sean E y F los puntos de interseccion
de la recta l y la circunferencia c1. Determinar el lugar de los puntos E, F,
al recorrer D la recta k.
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Consideraciones previas

1) En cuanto al modo de determinar el punto del lugar, notemos que al
ser F,F puntos de interseccién de circunferencia y recta, sus coordenadas
pueden venir dadas por expresiones irracionales. Por otra parte, al ser E, F
puntos de interseccién de dos objetos geométricos previamente definidos, los
nombres de sus coordenadas no pueden ser introducidos en el proceso (a fin
de reconocer facilmente las ecuaciones del lugar). Para evitar estos inconve-
nientes, £ (o F') pueden determinarse mediante las dos relaciones siguientes:

- E es un punto del objeto cl
- F esta en la recta [.

2) Hay tres tipos de puntos involucrados en la configuracion que estamos
considerando:

- A, B, C son puntos libres (introducidos sin condiciones)

- D, E son puntos sobre objetos previamente definidos

- E es el punto del lugar (F se define lo mismo que F).

3) Este modo de tratar el problema conduce a las siguientes condiciones de
determinacion del lugar:
LC1) D es un punto aleatorio sobre la recta k (punto sobre objeto)

LC?2) E es un punto aleatorio sobre ¢l (punto sobre objeto)
LC3) E estd en la recta | (condicién final).

Paso 1: Generar el algoritmo geométrico

La configuracién de la figura anterior, elaborada con The Geometer Sketch-
pad 3, permite generar el siguiente script, que supondremos alojado en el
archivo conchoid.txt:

Given:
Point A
Point B
Point C
Steps:
1. Let [j] = Segment between Point A and Point B.
2. Let [k] = Perpendicular to Segment [j] through Point C.
3. Let [D] = Random point on Line [X].
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4. Let [1] = Line between Point [D] and Point A.
5. Let [c1] = Circle centered at Point [D] with radius length [j].
6. Let [E] = Random point on Circle [c1].

Paso 2: Traducir el algoritmo geométrico a cédigo paramGeo para Derive
Tras arrancar el traductor, abriendo el archivo conchoid.tzt, presionando
con el ratén el botén Derive y después el boton Translate, se genera au-
tomaticamente el siguiente archivo conchoid.mth (alojandose en el directorio
de conchoid.tzt):

Given:

A:=point(A x, A.y)
B:=point(Bx, B_.y)
C:=point(Cx, C.y)

Steps:

j:=segment (A, B)
k:=perpendicular(j, C)
D:=pointOnObject(Dx, D_y, k)
l:=line(D_, A)
cil:=circumCR(D_, j)
E:=pointOnObject(Ex, E_.y, cl)

Paso 3: Ejecutar en Derive el archivo traducido

Tras abrir una sesién de trabajo en Derive, comenzamos cargando el paquete
paramGeo como UtilityFile. A continuacién, para sencillez de expresiones
y sin perdida de generalidad, elegimos las coordenadas de los puntos libres,
puntos sobre objetos y punto del lugar en la forma A = (0,0), B = (r,0), C' =
(¢,0), D = (s,t), E = (X,Y). Finalmente, cargamos el archivo traducido
como MathFile:

LOAD("c:/ ..... /paramGeo.mth")
A x:=0
A_y:=0
Bx:=r
B_y:=0
Cx:=c
C_y:=0
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Dx:=s

Dy:=t
Ex:=X
E_y:=Y

Paso 4: Operar las condiciones que definen el lugar

Durante la ejecucién, las condiciones relativas a puntos sobre objetos son
alojadas automaticamente en la lista LREL. Vamos ahora a alojarlas, por
separado, en las variables LC1 y LC2. Por tltimo, la condicién final £ € [,
que podemos definir aplicando el comando isPlaced de paramGeo, sera alo-
jada en LC3. Resolviendo el sistema de estas tres ecuaciones respecto de
las incégnitas X,Y, s, se obtienen las ecuaciones paramétricas del lugar en
funcién de t, que alojamos en la variable LOCUS:

LREL =|s —c,(X —3)2 + (Y — t‘,)2 _ rzl

LC1:=LREL SUB 1
LC2:=LREL SUB 2
LC3:=isPlaced(E,1)

LC3:=—=sY +tX
LOCUS := SOLVE([LC1 = 0, LC2 = 0, LC3 = 0], [s, X, YD)

LOCUS — IS — C.’A\ X — ﬁ_‘/ﬂ_w A Y e t!'\,ﬂ(‘i“‘jt‘l‘r) :|

_ _e(vVer4tt—r) (Ve +t2-1)
s=enX = Logeay = Saes

Notemos que se han obtenido dos soluciones, una correspondiente al punto
E y la otra al punto F' (que se definfan del mismo modo).

Para representar graficamente el lugar a partir de las ecuaciones para-
métricas obtenidas, basta dar valores numéricos a 7 y ¢. En la Figura 11
aparecen representadas (con Derive) las dos ramas de la curva del lugar,
pararT =1y c=2.

En caso de que el lugar sea expresable en forma explicita, es posible definir
un punto sobre él, usando Construct/Point On Object con The Geometer
Skechpad 4, de un modo que nos sugirié el Prof. John Olive, consistente
en teclear la funcién obtenida con paramGeo en la calculadora ofrecida con
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Graph/Plot New Function y dibujarla.

_ [N L
-9 v 2

Figura 11

Para obtener la ecuacién implicita del lugar, basta eliminar parametros.
Ello se consigue cémodamente trabajando en Maple, que dispone del co-
mando de eliminacién eliminate. Concretamente, para las mismas condi-
ciones del lugar LC'1, LC2, LC3 anteriormente consideradas, ejecutando:

eliminate( {LC1,LC2,LC3}, {s,t} );

se obtiene para el lugar del problema 6° la ecuacion implicita siguiente

(X2 4+ Y (X —e)? —r?X?

5 Comparacién con las demostraciones clasicas

A fin de comparar el método automatico de determinacién de lugares presen-
tado aqui con los métodos clédsicos de demostracion via geometria sintética,
vamos a considerar un ltimo ejemplo al que se aplicardan ambas técnicas.

65



Problema 7°: Determinar el lugar de un vértice, G, de un rectangulo, cuyo
vértice opuesto, C, es un punto fijo interior a una circunferencia en la que
estdn situados los otros dos vértices, D y E, del rectdngulo.

Figura 12

Por brevedad, pasamos directamente al cédigo traducido a paramGeo sobre
Maple (ello no supondra dificultad, teniendo en cuenta que el proceso es si-
milar al de los ejemplos anteriores, desarrollados paso a paso):

# Given:

:=point (0, 0):

:=point(r, 0):

:=point(c, 0):

Steps:

cl:=circumCP(A, B):
D_:=pointOnObject(dl, d2, cl):

= QW=

j:=segment (C,D_):
k:=perpendicular(j,D.):
G:=pointOnObject (X, Y, k):
l:=parallel(j,G):
m:=parallel(k,C):
E:=intersection(m,1l):
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Planteado de este modo el problema, la condicién final se reduce a considerar
que el punto F estd en la circunferencia cl. A continuacion, las condiciones
relativas a los dos puntos sobre objetos, alojadas en LREL, son realojadas,
por separado, en las variables LC'1 y LC?2, y la condicién final, E € ¢, es
determinada aplicando isPlaced, siendo alojada en LC3.

LC1:=LREL[1]

LC2:=LREL[2]

LC3:=isPlaced(E,c1)
Finalmente, aplicamos el comando eliminate a eliminar dl,d2 en el sistema
formado por las tres condiciones del lugar, LC1, LC2, LC3. Teniendo en
cuenta que se ha supuesto que C' es punto interior a ¢l y por tantoc <7y
D # C, se obtiene como ecuacion del lugar

X2-22 Y242 =0
es decir, la circunferencia de centro A y radio v/2r? — c?.

Figura 13

Este Problema 7° ya lo habiamos resuelto por otro método menos simple,
basado en una aplicacién reiterada del método de Wu [16].

Fue entonces cuando nuestro compafiero de Junta Directiva de la Sociedad
“Puig Adam”, el Profesor Julio Fernandez Biarge de la Univ. Politécnica de
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Madrid, encontré para este problema una elegante solucién via geometria
sintética, que reproducimos a continuacién.

Figura 14

De acuerdo con la notacién precedente, denotemos dist(C,A) = cy
dist(A, D) = r. Sea M el centro del rectangulo CDGE y H el punto medio
del segmento C'A. Por ser M H una mediana del tridngulo CAM, ser M
punto medio de las diagonales del rectangulo CDGE'y ser M el punto medio
de la cuerda E'D de la circunferencia cl (y, por tanto, recto el dngulo AM D),
se tiene:

MH® = (AM’ +CM°)/2 —CA’J4 = (AM" + MD")/2 - CA" /4 =
ngZ - m2/4 =122 —c?/4 (constante)

En consecuencia, el lugar del punto M es la circunferencia c¢2 de centro

H y radio %«./ 212 — ¢2. Ahora bien, las imdgenes de los puntos M and H

en la homotecia de centro C' y razén 2 son los puntos G y A, respectively.

Por tanto, el lugar del punto G es la circunferencia ¢3 de centro A y radio
2r2 — 2.

Comparando el método automatico de determinacion del lugar utilizado

al comienzo de esta seccién 5, con la elegante demostracién que acabamos de

68



exponer, la mente del matematico, admirador de la belleza del razonamiento
deductivo, indudablemente se decanta en favor de esta 1ltima.

Pero no siempre se encuentra la idea feliz que conduce al hallazgo de
un camino valido para encauzar una demostracién por métodos cldsicos de
geometria sintética, en cuyo caso es muy 1til el método automatico propuesto
aqui, que ademds permite determinar cémodamente las ecuaciones del lugar.

Por otra parte, comparando nuestro método paramGeo con otros métodos
automaticos de demostracién en Geometria Euclidea, entendemos que param-
Geo tiene la ventaja de permitir seguir paso a paso el desarrollo del pro-
ceso, pudiendo opcionalmente obtener ecuaciones de cada uno de los objetos
geométricos involucrados en el proceso, detectando asi cualquier dificultad
alli donde surge, sin desvincular al usuario del problema geométrico en estu-
dio. Ello puede ayudarnos a encontrar una pista que nos ponga en camino
de esa idea feliz que suele requerir una demostracién via geometria sintética.

Por tltimo, mencionar que hay problemas geométricos para los cuales
no es posible encontrar, o no se ha podido encontrar hasta hoy, una de-
mostracién totalmente sintética, como es, por ejemplo, la extension descu-
bierta por Miguel de Guzman del anterior Problema 4° al caso de proyeccion
en direcciones cualesquiera [4], extendida de nuevo a dimensién 3 por los dos
primeros autores del presente articulo, utilizando un método automatico de
demostracion [12].

En todo caso, la cooperacién de los métodos basados en nuevas tecnologias
para calculo geométrico con los métodos clésicos de demostracién estd pro-
porcionando nuevos frutos, como puede verse en el recientemente aparecido
libro de Miguel de Guzman [5].

6 Conclusiones

El paquete paramGeo permite automatizar el proceso de paso desde la cons-
truccién geométrica hasta la demostracién mecanica, usando sucesivamente:
el SGD The Geometer’s Sketchpad, nuestro Traductor y nuestro “paquete
paramGeo de geometria paramétrica” sobre el SCA Maple o Derive.

ParamGeo puede ser aplicado en tres procesos intimamente relaciona-
dos: automatizacién de demostraciones; calculo automatico de coordenadas
y ecuaciones; y determinacién automatica de lugares geométricos.
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Al igual que en el método de seudodivisiones de Wu, las “condiciones de
degeneracién” del problema geométrico son obtenidas automaticamente. Con
paramGeo como denominadores, en vez de como coeficientes multiplicadores.

ParamGeo permite seguir paso a paso el desarrollo del algoritmo geo-
métrico, lo que ayuda a descubrir cualquier dificultad alli donde surge, sin
desvincular al usuario del problema geométrico en estudio.
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Abstract

In this paper the so-called “geometric algebra’ is analyzed from Helenistic
Greece to medieval Arabic mathematician Ommar Khayyam, taking as start-
ing point Ivor Grattan-Guinness’ historiographical perspective and a two-
fold approach from the quantitational and the equational points of view.

Introduccion

En el tratamiento de los “estilos algebraicos” que presentd Ivor Grattan-Guinnes
[1] en un marco congresual sobre “Paradigmas y Matematicas”, concretaba sus
consideraciones teoricas e historiograficas generales ejemplificando con los Ele-
mentos de Euclides lo que desde los trabajos de H. G. Zeuthen y P. Tannery (des-
pués los de T. Heath, O. Neugebauer, etc.) se ha venido considerando un “algebra
geométrica” presente de forma implicita en el magno tratado del alejandrino, “el
algebra comun en la version que seria desarrollada por los drabes y después por
los europeos durante el Renacimiento”.

Contra la aceptacion de esta vision otros autores (E. J. Dijsterhuis, A. Szabo,
S. Unguro y otros) argumentaban [1], entre otras cosas, que:

1) El “estilo” de los Elementos no es algebraico: no hay ecuaciones ni letras.
2) Si Euclides hubiera “pensado algebraicamente” habria presentado diversas

construcciones correspondientes a nuestras ecuaciones cuadraticas actuales que no
existen en su tratado.
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3) Surgen problemas dimensionales en el tratamiento algebraico de las rela-
ciones magnitudinales.

El mismo afiadia que:

4) En su geometria Euclides nunca multiplica una magnitud por otra, aunque
en su aritmética si se multiplican un nimero por otro.

5) Aunque Euclides habla de igualdades entre numeros y magnitudes, nunca
dice que una razon sea igual a otra, sino que distingue los casos en los que son la
misma de aquellos en los que son diferentes.

6) El método utilizado por Euclides para componer razones de ninguna manera
puede considerarse una multiplicacion.

Sus consideraciones, certeras, no van mucho mas all4, y quedan pendientes de
desarrollar. Si en otras ocasiones [2] hemos realizado aportaciones criticas cons-
tructivas discrepando justificadamente del insigne historiador de la Matematica, la
tarea que se inicia en las paginas que siguen es la de reconocer, completar, preci-
sar, matizar, aclarar y ejemplificar al maestro desde la perspectiva histdrica a la
que ¢l solamente alude lejanamente y deja pendiente, la Historia del Anélisis Di-
mensional [3].

1 Sobre la homogeneidad de las relaciones magnitudinales en las anti-
guas civilizaciones: Mesopotamia y Egipto

Sin retrotraernos hasta la Prehistoria de la Humanidad, si parece interesante que, a
modo de prdélogo, comencemos esta breve sintesis historica indagando acerca de
las primeras apariciones de los conceptos magnitudinales y ecuacionales [relacio-
nes entre magnitudes] al menos en la Prematematica del Oriente préoximo [4, 5].
Asi, por ejemplo, para Boyer [6] la geometria mesopotdmica habria sido, esen-
cialmente, el numero aplicado a la extension espacial, es decir, operaciones entre
medidas de cantidades geométricas. O, como también se ha sugerido [7], opera-
ciones entre “nimeros denominados heterogéneos”.

En particular, para los “matematicos” babildnicos, todo segmento y toda area
representarian simplemente un nimero -una excusa para una operacion algebrai-
ca-, de modo que no se plantean ninglin problema sumando el area de un rectan-
gulo a su base, o restando una longitud de un area, es decir, longitudes y areas
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pueden sumarse o multiplicarse sin restricciones. Por ejemplo [8], en el texto AO
8862 puede leerse:

Problema. Longitud, anchura. He multiplicado largo por ancho obteniendo de
esta forma el area. A continuacion le he sumado al area el exceso del largo so-
bre el ancho: [resultado] 183.

Sin embargo, en el tnico problema (de los denominados “aha”, “lo buscado™)
que se conserva en un papiro egipcio! (el de Berlin [7]) donde se trata un sistema
de dos ecuaciones con dos incognitas, en el que una de ellas es de segundo grado,
se lee:

Problema. La suma de las areas de dos cuadrados es 100. Tres veces el lado de
uno es cuatro veces el lado del otro. Determinar los lados de los cuadrados.

En notacion actual el problema consistiria en hallar x e y tales que

x>+ > =100
3x =4y

Es decir, en la primera ecuacion se opera “dentro” de la magnitud “area”, y el
resultado es [la medida de] otra cantidad de la misma magnitud, mientras que en
la segunda se manejan longitudes. Asi, en contraste con los procederes en Meso-
potamia, los egipcios se someten al principio de homogeneidad, al que permane-
ceran fieles hasta el periodo helenistico, segin se observa a partir de diversos pa-
piros demoticos del siglo III a. C. [9].

2 Algebra y Geometria: consideraciones magnitudinales en la Mate-
matica helénica

Si aceptamos las opiniones que se sintetizan en Van der Waerden [8, 9, 10], los
pitagoricos habrian desarrollado sus doctrinas en torno al concepto de numero y
todo su misticismo a partir de las concepciones babilonicas (que Pitagoras habria

1 Realmente, lo que se conoce acerca del cultivo de nuestra Ciencia en el antiguo Egipto se li-
mita, practicamente, al contenido de unos pocos papiros; documentacién a todos ojos demasiado
exigua como para concluir que tenemos un panorama aceptable de lo que supuso y que, mas bien,
no debamos esperar ansiosos nuevos descubrimientos por parte de la Arqueologia matematica.

74



conocido en sus viajes). Analogamente, en el “dlgebra geométrica” (p.e. del Libro
IT de los Elementos de Euclides?) que se atribuye a los pitagdricos parece asumir-

se que constituye una continuacién del Algebra babilénica... formulada geométri-
camente en una sintesis rigurosa con otras tradiciones tomadas de la matematica
egipcia’.

La filosofia pitagdrica afirmaba que todo objeto (en consecuencia, toda figu-
ra geométrica) estaba formado por un numero de “4tomos”, de modo que los re-
sultados tanto aritméticos como geométricos podrian demostrarse (mejor “mos-
trarse”) visualmente.

En su Geometria, dados dos segmentos, AB y CD, siempre existia una unidad
de medida lo suficientemente pequefia para que se midieran exactamente 4B y
CD: si la mayor unidad de medida comun a 4B y CD (obtenida por antiphairesis)
cabe exactamente m veces en AB y n veces en CD, se dice que la razoén de AB a
CD es “lo mismo” que la razon de m a n. Ahora (pero no entonces) lo escribiria-
mos ecuacionalmente en la forma:

AB:CD =m : n.

Sin embargo, hacia mediados del siglo V a. C. se descubri6 la existencia de
pares de segmentos inconmensurables: no admitian ninguna unidad de medida
que los midiese a los dos exactamente (diagonal y lado del pentdgono, o diagonal
y lado del cuadrado): la razén de uno a otro no era un nimero racional.

En suma, una ecuacion (en lenguaje y notacidon nuestra actual, no de enton-
ces) del tipo x> = 2, que no podia resolverse en el campo numérico (medidas de
cantidades de magnitudes) si se podia intentar resolver en el dominio de las mag-
nitudes, manejando cantidades directamente, en vez de operar con sus medidas.

Con Eudoxo, participe de la filosofia platonica de la indivisibilidad de la uni-
dad, el abandono de las operaciones con medidas de las cantidades por las opera-
ciones entre las propias cantidades es tal que la fracciéon (diriamos hoy) a/b, con a
y b naturales y b # 0, se define como el resultado de la comparacion de dos can-
tidades concretas de una magnitud (Unica, cualquiera). Asi lo recoge Euclides en
el Libro V de sus Elementos [11]:

2 Ediciones de los Elementos de Euclides hay varias, algunas en castellano. Aqui se utiliza la
version [10] de Sir Thomas Heath de 1926.

3 Las ideas que apunta Van der Waerden en 1961 [8] evolucionan en sus libros posteriores de
1983 [9] y 1985 [10].
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Definicion 3. Una razén es una cierta relacion con respecto al tamafio de dos
magnitudes del mismo tipo.

Es decir, en nuestro lenguaje simbdlico, dados a,be N, existe a/b siy solo si

al/b=(X,)/(X,) con(X,)(X,)e"x" & (X,)=al/b-(X,)

Como hace notar Klein [12], esta definicion sirve tanto para nimeros como pa-
ra magnitudes geométricas, pero siempre por separado, pues los griegos hacian
una clara distincion entre ambos ambitos. De este modo sdlo existirian fracciones
[para nosotros; “razdn entre naturales” para Eudoxo] en tanto en cuanto que me-
didas de unas cantidades en funcion de otras. Las fracciones tal y como las enten-
demos actualmente s6lo empezarian a aparecer en la matematica griega con Era-
tostenes y Arquimedes, nunca en Euclides.

Sin embargo, esta via abre el camino para la estructuracion algebraica del con-
cepto de magnitud, en tanto que sometidos a la homogeneidad magnitudinal [s6lo
son legitimas comparaciones entre cantidades de la misma magnitud], aparece lo
que desde la perspectiva del Algebra moderna denominamos “operacién interna”
en un conjunto... que ya veiamos en los “problemas aha” egipcios pero no en el
“algebra” babildnica.

Por otro lado, el Axioma de Eudoxo-Arquimedes, recogido (como todos los
demads, en formulacidn retdrica) en el mencionado Libro V de los Elementos:

Definicion 4. Dos magnitudes se dice que tienen una razon la una a la otra si se
puede encontrar un multiplo de una de ellas que sea mayor que la otra.

(donde, desde el punto de vista que se adopta en este trabajo, por “tener una razoén
la una a la otra” debe entenderse que “las dos cantidades son comparables”), lleva
implicita la aceptacion de la existencia de una operacion externa sobre la magni-
tud determinada, es decir, sobre el conjunto de “cantidades homogéneas™ o “mag-
nitudes del mismo tipo”, segun la terminologia de los autores y las traducciones
de los clasicos [13].

Una vez introducido el concepto de razon (que no de fraccion), avanzando en
el Libro V se llega a:

Definicion 5. Se dice que unas magnitudes estan en la misma razon, la primera
a la segunda y la tercera a la cuarta, cuando, tomados cualesquiera equimulti-
plos de la primera y la tercera, y cualesquiera equimultiplos de la segunda y la
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cuarta, entonces los primeros equimultiplos ambos exceden, son iguales o son
menores que los segundos equimultiplos, tomados en el orden correspondiente.

En notacion [y concepcidn] actual, a/b = c/d si y sélo si dados cualesquiera
m,ne N :

ma < nb = mc < nd
ma =nb = mc = nd
ma > nb = mc > nd

Interpretado desde hoy -con todas las precauciones que el tema exige-, Eudoxo
separa la clase de ntimeros racionales m/n en dos subclases, dependiendo de si
ma < nb 6 ma > nb,lo que recuerda a la definicion de numero real de Dedekind

([14], método de las cortaduras), habiéndose llegado a afirmar [15] que constituye
la primera teoria del nimero real > 0.

Estas consideraciones, junto a las restantes de este Libro V constituyen, cier-
tamente, los fundamentos de lo que hoy puede llamarse una “teoria de las magni-
tudes”, aunque desde la Historia de la Matematica usual se suele denominar “Al-
gebra de las Proporciones”. Sobre ella afirmaban Michel e Itard [16]:

“Es una teoria que ni un Galileo ni un Torricelli han conseguido comprender,
a pesar de sus esfuerzos, y cuyo principal defensor en el siglo XVII, Barrow, di-
ra que es el coco de los matematicos y los filésofos de su época. Tratdndose de
una teoria que ha tenido que esperar hasta Dedekind para ser asimilada”

3 Sobre la existencia de consideraciones ecuacionales en el Algebra
[geométrica] griega

Por lo apuntado hasta ahora, no cabe esperar encontrar en la Matematica helénica
el tratamiento de las ecuaciones, es decir, de las igualdades entre medidas de can-
tidades. Lo que desarrollaran, en todo caso, es un algebra entre cantidades de
magnitudes geométricas: ésa seria el “algebra geométrica” griega. Asi lo describe
Heath [11]: “Solamente se necesitaba el descubrimiento de segmentos inconmen-
surables para representar geométricamente mediante un rectangulo el producto de
dos magnitudes cualesquiera, racionales o irracionales; y fue posible avanzar de
una aritmética geométrica a un algebra geométrica”.
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Asi, las operaciones elementales en esa algebra [geométrica] plana serian [10]
tres: 1) la suma de dos segmentos, que es otro segmento y ademas, de acuerdo con
la segunda de las ‘nociones comunes’, es unico; 2) la suma de dos poligonos es
otro y unico poligono; y 3) el producto de dos segmentos es un rectangulo, de-
biendo resaltarse que este producto es un objeto geométrico, no el resultado de
una multiplicaciéon numérica.

En el espacio se definirian otras dos operaciones: 4) la suma de volumenes; y
5) el producto de un segmento por un poligono plano para formar un prisma de
base igual al poligono y altura la del segmento.

La operacion inversa de la suma seria la resta de un segmento, o un area o un
volumen pequefio de uno mas grande.

Un ejemplo ilustrativo que integra las caracteristicas principales de este alge-
bra [geométrica] puede tomarse del Libro II de los Elementos.

Proposicion 5. Si se divide un segmento en dos segmentos desiguales, el rec-
tangulo contenido por los segmentos desiguales del total, junto con el cuadra-
do sobre el segmento mitad entre los puntos de la diferencia es igual al cua-
drado sobre la mitad del segmento total.

En notacion actual (inexistente en Euclides), si x € y son los dos segmentos
distintos (supongamos que x > y ) entonces:

X—yz X+y2
xy + = :
[

Esta algebra [geométrica], de aceptarse su existencia como tal, puede seguir
estudiandose en las Conicas de Apolonio, donde las operaciones caracteristicas de
las secciones conicas se formulaban mediante operaciones geométricas sobre
segmentos, por un lado, y superficies planas, por otro, con las mismas propieda-
des que la suma y la multiplicacidn habituales en nuestra Algebra elemental.

Complementariamente, puede apuntarse que en otros lugares de los Elementos,
como en el Libro VI, se tienden puentes entre el dlgebra geométrica y el algebra
de las proporciones:

Proposicion 14. En paralelogramos iguales [de igual area] y equidngulos, los
lados de angulos iguales son reciprocamente proporcionales; y los paralelo-
gramos equiangulos en los que los lados de los angulos iguales son recipro-
camente proporcionales son iguales.
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Para el caso particular de dos rectangulos lo que dice la Proposicion es que si
el rectangulo de lados b y ¢ es igual al rectangulo de lados a y d, se tiene la pro-
porcionalidad:

a:b=c:d,
y reciprocamente [11].

La traduccion directa a la Geometria -sin utilizar nimeros (medidas de las can-
tidades implicadas)- de las medidas y razones de los céalculos babilonicos expre-
sados en las ecuaciones de primer y segundo grado, se realiza en la denominada
‘aplicacion de areas’, tal como se expone en los Libros II y VI de los Elementos,
en los que [17] “se anexiona a la geometria todo el segundo grado™.

Las ‘aplicaciones’ son tres [10]:

a) La aplicacion simple o pardbola: construir sobre un segmento dado un rec-
tangulo de area dada; es decir, si a, b y ¢ son longitudes conocidas, y x es la longi-
tud buscada, resolver

ax = bc.

b) La aplicacién en defecto o pardbola en elipse: construir sobre un segmento
dado un rectangulo de area dada, bc, pero de base demasiado corta, de modo que
haya que completar con un cuadrado, x°, de lado x, para cubrir todo el segmento;
en notacion actual:

ax =x>+ bc.

c) La aplicacion en exceso o hipérbola: construir el rectangulo bc sobre el
segmento a completado con el segmento x, es decir, con el ‘exceso’ de x*:

ax +x* = be.

Para cerrar el paragrafo debe mencionarse la Aritmética, contribucion de un
matematico [helenistico] posterior, ya del s. III d. C., Diofanto de Alejandria, que
tendria gran importancia en todos los desarrollos posterlores En su tratado: a)
desarrolla un Algebra numérica -con numeros, ‘liberados’ de consideraciones
magnitudinales- directamente inspirada en los métodos de resolucion de ecuacio-
nes de la tradicidén babilonica atn perdurable; y b) desarrolla un simbolismo no-
vedoso para la notacion algebraica que le convierte en el primer autor -y, por tan-
to, iniciador- de esta fase de la Historia del Algebra conocida como ‘algebra sin-
copada que culminard en Vieta.
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4 El Algebra en el mundo arabe medieval

4.1 Muhammad ben Musa Al-Khwarizmi

En el largo camino hacia la formalizacion del concepto de magnitud faltaba la
cantidad nula (0), y, en consecuencia, la posibilidad de que para un elemento de
un cierto conjunto en el que esté definida la suma exista simétrico (opuesto) con
respecto a dicha operacion. Esta necesidad empezd a intuirse mucho mas tarde
[10, 17, 18]; inicialmente s6élo como simbolo de numeracidon. Asi, podemos leer
en Al-Khwarizmi (primera mitad del s. IX):

“Cuando después de restar no queda nada, escribase un circulo pequefio para
que no quede vacia la posicion”

Al-Khwarizmi suele considerarse el primer matematico que escribid sobre la
solucion de problemas mediante al-jabr y al-mugabala, *es decir, afiadiendo a los

dos términos de una ecuacion la misma cantidad para eliminar términos negativos,
y reduciendo los términos positivos restando cantidades iguales respectivamente.
Estas técnicas de resolucidn, sin embargo, habian sido desarrolladas anteriormen-
te y descritas, con numerosos ejemplos, en la Aritmética de Diofanto.

El Algebra de Al-Khwarizmi, aunque afirma haberlo construido esencialmente
sobre el Libro II de los Elementos y los Datos de Euclides, estd, como reconoce
en la introduccidn, “en contradiccion con los matematicos griegos”, pues pretende
que “sirva para las necesidades y fines practicos” [10, 19] y, ademas, se apoya en
los métodos de Diofanto.

En este tratado se enfrenta a la resolucion de ecuaciones cuadraticas. Lo hace
de dos maneras: a) solucion numérica; y b) demostraciéon geométrica. En la com-
paracion entre ambas se comprueba la laxitud de sus exigencias de rigor, pues en
la primera le resulta necesario prescindir de la naturaleza magnitudinal (el que
sean medidas de cantidades) de las variables que aparecen en las ecuaciones,
mientras en la segunda se realizan siempre dentro de la misma magnitud.

Por ejemplo, enuncia el siguiente [10]

Problema: Cual debe ser el cuadrado [x’] que cuando se aumenta mediante
diez de sus propias raices [x] suma treinta y nueve.

4 En el nombre de este matematico y en la primera “técnica” pueden verse los origenes de los
actuales términos ‘algoritmo’ y ‘algebra’.
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En notacion actual (pero no olvidemos que de ninguna manera se trata de la
original) equivale a resolver la ecuaciéon

x? +10x = 39.

El proceso “retdrico” que sigue en la “solucion numérica” es el que transcribo
a continuacion literalmente [11], aclarando algunos pasos entre corchetes: Divide
por dos el nimero de raices, que aqui da cinco [10/2 = 5], y se multiplica por si
mismo [(10/2)*], lo que da veinticinco. Afiddase a esto treinta y nueve [término
independiente]; la suma da sesenta y cuatro [25+39 = 64]; tomese la raiz de esto,
que es ocho y réstesele la mitad del nimero de raices, que es cinco. El resto es
tres. Esta es la raiz del cuadrado que se buscaba. El cuadrado es nueve.

Al-Khwarizmi no considera que ha hallado la solucién, sino simplemente que
la ha ‘ilustrado’. El proceso seguido, en notacidén algebraica actual, comienza su-
mando a ambos miembros de la ecuacién la misma cantidad, 5°.

2 2
, 1 1
X +10x+[10} =39+[10} :
2 2

X2 +10x+25=39+25— (x+5)° = 64.

de donde se llega a

Por tanto

x+5=/64=8—x=8-5=3,

Después de la ilustracion numérica halla geométricamente (Figura 1) la solu-
cion del problema. Construye un cuadrado de lado la raiz x buscada. En los cuatro
lados construye rectdngulos de altura 1/4 de 10. El cuadrado, junto con los cuatro
rectangulos es igual a 39 [unidades de superficie].

Para completar el cuadrado ‘grande’ debe afiadir cuatro nuevos cuadrados de
lado 1/4 de 10, es decir, 25 [unidades de superficie]. Entonces el area de este cua-
drado es 64 y su lado es 8. Por tanto, el lado x del cuadrado original, que es lo que
se busca, vale x = 8-5 = 3.
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Figura 1.

Junto a esta ‘demostracién’ geométrica tan rebuscada, Al-Khwarizmi presenta
otra (Figura 2), mas sencilla, en la que se construyen dos rectangulos de base 5
sobre solamente dos lados del cuadrado de lado x. Este procedimiento se encon-
traba ya en la Proposicion 4 del Libro Il de Los Elementos [11].

Figura 2.

En el Algebra de Al-Khwarizmi se asignan letras a los segmentos rectilineos
en las demostraciones geométricas, pero los coeficientes de las ecuaciones son
todos nimeros concretos, representados por los numerales o escritos con palabras.
Aunque en su exposicion esta implicita la idea de que los resultados son genera-
les, de hecho no disponia de ninguna manera de expresar algebraicamente las
proposiciones generales. Sus contribuciones las desarrollardn otros matematicos
arabes posteriores.
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4.2 Ommar Khayyam

Para Ommar Khayyam ([21], segunda mitad del s. XI°) el “arte de al-jabr y al-

muqabala” es un arte matematico “cuyo objeto es el numero puro y las magnitu-
des medibles, en tanto que son desconocidas, sumadas a cosas conocidas con cuya
ayuda pueden hallarse™.

En los escritos de Khayyam se distinguen claramente los problemas en los que
la incognita es un namero que debe calcularse (Algebra numérica) de los proble-
mas en los que la incognita es una magnitud medible que debe construirse (Alge-
bra geométrica), recordando que Euclides primero demuestra los teoremas referi-
dos a proporcionalidades de magnitudes geométricas y después los mismos teo-
remas para los nimeros [23].

Al tratar el postulado de las paralelas en su Discusion sobre las dificultades en
Euclides [22, 23], se encuentra Khayyam con el problema del movimiento de un
segmento que se mueve perpendicularmente a otro dado, y se pregunta “;como
pueden relacionarse la geometria y el movimiento?”. A resolver el problema dedi-
ca la Parte [ “Sobre la Verdad de las Paralelas y la Discusion de la Famosa Duda”.

Contintia su estudio en la Parte II “Razones y Proporciones”, en la que escribe
[22]: “El autor de los Elementos define una razon como medida que relaciona dos
magnitudes del mismo tipo. Dos magnitudes del mismo tipo cuya diferencia tiene
significado. Por ejemplo, la diferencia entre una longitud y un drea no tiene signi-
ficado alguno, puesto que la longitud es unidimensional y el area de dos dimen-
siones. La linea con una dimensidn, la superficie con dos dimensiones, el sélido
con tres dimensiones y el tiempo, la medida del movimiento, son magnitudes y
por tener significado forman parte de la Sabiduria™.

Reconoce Khayyam que no es habitual mencionar el tiempo entre los objetos
de los problemas de al-jabr, pero si se puede incluir debe mencionarse [21]. Por
otro lado, considera que para toda magnitud medible existe una unidad dada y
todos los demas valores de esa magnitud se definen a partir de esa unidad, pero
esta razon “es desconocida en lo que a su significado se refiere. No puede definir-
se mediante medicion. Este tipo de razon sélo se define 1égicamente. Este tipo de
razon no se conoce mediante numeros”.

Por ejemplo, cuando quiere demostrar que dadas tres magnitudes 4, By D del
mismo tipo, A/D estd compuesta por A/B 'y B/D procede como sigue: “Elegida una

5 Aunque tradicionalmente se ha venido considerando como una unica persona al Khayyam
poeta y el matematico, las investigaciones de los tltimos afios mas autorizadas (las de R. Rashed)
han permitido concluir de forma generalizada que se trata de dos personajes distintos.
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unidad sea A/B la razén de la unidad a otra magnitud R. Estudiemos el valor de R
no desde el punto de vista de una magnitud tal como longitud, area, volumen o
tiempo, sino como un valor abstracto y en lo que se refiere a su pertenencia a los
numeros”. Y concluye afirmando que si A/B no es realmente una razén numérica,
no se puede encontrar en la aritmética un niimero para aquella razon; y pone como
ejemplos de magnitudes que no pueden dividirse en “unidades” a las raices cua-
dradas de 5y 10.

En las operaciones del Algebra [21], en la expresion de igualdades entre po-
tencias, en suma, en las ecuaciones, apareceran de varios tipos: “es la dimension
simple, es decir, la raiz la que es la magnitud; cuando se toma el lado con su cua-
drado, tenemos las dos dimensiones que son la superficie; y el cuadrado como
magnitud es la superficie cuadrada; a continuacidn estan las tres dimensiones que
hacen el solido, y el cubo s6lido como magnitud es el s6lido que esta rodeado por
seis caras cuadradas; y como no hay ninguna otra dimension, no esta entre las
magnitudes el cuadrado del cuadrado ni nada de lo que viene a continuacion”®.

En su Algebra el uso del cuadrado del cuadrado, asi como del resto de las in-
cognitas que pueden hallarse con el arte, se hace solamente en un sentido metafo-
rico y no literal. Primero resuelve ecuaciones lineales y cuadraticas mediante los
métodos geométricos de Euclides para, a continuacidn, resolver ecuaciones cubi-
cas mediante interseccidn de conicas.

Para evitar las inconsistencias logicas de sus predecesores introduce una uni-
dad de longitud que, dependiendo del punto de vista que se quiera adoptar, puede
interpretarse que sirve para ‘homogeneizar’ o ‘deshomogeneizar’ la ecuacion.
Afirma Khayyam: “Siempre que diga en este tratado que un niimero es igual a una
superficie, debe entenderse por el ‘nimero’ una superficie con todos sus angulos
rectos y un lado de longitud unidad, siendo el otro lado igual al nimero dado’”.

Mediante este procedimiento, la superficie rectangular puede considerarse que
queda dividida en cuadrados unidad, y “cada una de las partes del area es igual al
segundo lado, es decir, el lado que suponemos igual a la unidad”.

6 En [23] la idea la expresa en la forma siguiente: “Existen solamente cuatro cosas en la reali-
dad de todas las que utilizan los algebristas como magnitud continua: el nimero (independientemen-
te de las magnitudes y que no existe en la realidad), el objeto (denotado por una linea), el cuadrado
(denotado por un cuadrilatero con angulos rectos cuyos lados son iguales a la linea llamada objeto),
y el cubo [...] el cuadrado cuadrado que se conoce entre los algebristas como el producto de un
cuadrado por otro cuadrado no tiene sentido en los valores continuos [...] un objeto de mas de tres
dimensiones es imposible”.

7 Sobre la adaptacion de esta herramienta de Khayyam por René Descartes en su Geometria
puede verse [24].
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Este recurso lo utiliza a lo largo de su tratado para resolver numerosos proble-
mas. Por ejemplo, al tratar seis tipos de ecuaciones cubicas en las cuales se iguala
un binomio a un monomio, considera el “primer tipo [21]: un cubo mas [un nume-
ro de] lados igual a [un] nimero”. Es decir, hay que resolver:

x> +ax=>b.

Para hallar la solucién, construye un cuadrado ¢* igual al nimero dado 5. A
continuacion un prisma de base ¢ y altura /4 igual al nimero dado b. Es decir, el
prisma de lados ¢, ¢ y 4 se ha hecho igual al prisma de lados e, e y be, donde e es la
unidad de longitud. De esta manera, la ecuacidn se escribe en ‘forma homogénea’:

3 2 2
x +c'x=ch.

En esta nueva ecuacidn, ¢ y 4 son segmentos dados. A partir de aqui Khayyam
resuelve la ecuacion geométricamente mediante interseccion de conicas.

5 Consideraciones finales. Hacia Vieta

En la Edad Media comienza un proceso (que durard hasta el s. XIX) en el cual
se va desarrollando: a) por un lado, un sistema de notaciones algebraicas adecua-
do para expresar leyes abstractas; y b) por otro, una nocion de “nuimero” suficien-
temente amplia como para permitir el trdnsito de casos particulares diferenciados
a concepciones generales.

Estadios singulares lo constituyen las aportaciones de los algebristas italianos
(sobre todo, también, pero con menor relevancia, algunos alemanes y franceses),
la individual de Francois Vieta (por ejemplo, cuando en el Capitulo II de su /n
Artem Analyticem Isagoge (1591) introduzca la doble conversion de proporciones
entre las magnitudes a igualdades y viceversa al escribir que “una proporcion
puede decirse que es la composicidon de una ecuacion y una ecuacion la resoluciéon
de una proporcidon” [25]) o el paso capital de L. Euler (introduciendo finalmente
las expresiones ecuacionales entre magnitudes en su Mecdnica sive motus scientia
analytice exposita de 1736 [26]). Pero a todo ello dedicaremos proximos trabajos.
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Un problema de Geometria resuelto con MATHEMATICA

Nicolas Rosillo

Dpto. Matematicas, IES Maximo Laguna.
Santa Cruz de Mudela, Ciudad Real
nrosillo@olmo.pntic.mec.es

Abstract

This note shows how a computer algebra system can help us in order to proof
geometric questions. In the case detailed below, Mathematica does not only
obtains the desired conclusion, but another non expected three ones.

1. Introduccion
De forma quincenal, Ricardo Barroso, propone en su Laboratorio virtual de tridn-
gulos con Cabri, http://www.pdipas.us.es/r/rbarroso/trianguloscabri un problema

geométrico del que se pide la demostracion. El problema 57, decia asi:
En un triangulo rectangulo, el radio de la circunferencia inscrita mide

(a+b—c)/2, conay b catetos y ¢ hipotenusa.

2. Demostracion

Sin pérdida de generalidad, puede suponerse la configuracion siguiente:

(0.8

(0.0)

Figura 1
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La circunferencia inscrita ha de ser tangente a los 3 lados del tridngulo, por lo
que en los puntos de interseccion los radios han de ser perpendiculares a los lados,
lo que indica que para la figura dada la longitud del radio es el valor absoluto de
w. Asi, una primera condicion sobre (z,w) supuesto el incentro se obtiene escri-
biendo la ecuacion de la circunferencia de centro (z,w) y radio w.

(x—2)+y> =2yw=0
e imponiendo que un punto (x,y) de la misma esté en el lado (0,5)(0,0):
xb=0

a la que afiadimos la condicidn para que el radio trazado en dicho punto sea per-
pendicular a ese lado:

(y=w)b=0
Eliminado x e y en esas tres ecuaciones se obtiene la ecuacion
2 2
bw* =bz

como muestra la figura siguiente, describiendo parte de una sesién con Mathema-
tica.

= Eliminate[{(E-2) "2 +v¥v 2 - 2rgxw==0,
bem==0, [y-")vhb==0},
{=. ¥}

Dut[1]= bw?==hz? j

Figura 2

La ecuacion obtenida relaciona (z,w) con las coordenadas de los vértices del
tridngulo.

Anélogamente, haciendo lo mismo con el lado (0,0)(a,0), se obtienen las ecua-
ciones

(x—z)"+y" =2yw=0
(x—a)b+ya=0
(x—z)a—(y—w)b=0
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a partir de las cuales, por eliminacion, se deduce una segunda condicion para de-
terminar las dos coordenadas del incentro:

b*w* +abw(2a—2z)=b*(a’ —2az+z%)

nE= Eliminate[ J]

[(E-Z) 2+ 972 -2nsysrw==0, (E-a)rb+yvna==10.
(E-z)ra-(¥v-¥)+vrb==0}, {x. ¥}]

1AL

out[2]= b2w2+ahw[2a—23] —= h® [az- 2az+32]

Figura 3

Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones obtenidas, resultan las

coordenadas del incentro en funcion de las coordenadas de los vértices del
tridngulo:

np= Solwe[{b wZ_-bz?, 7]
h2v2+ahw{23— 2z) == b2 {aE—Eaz+zz]},
{z. w}] ]
1 1 3
ot [3]= {{z—}— a-b-+ als b ., W= — |-a+b+ a2+b2]},
2 2
{z—}i a+b-+af+b? ,W—}i a+b- a2+b2]},
2 2
{z—}i a-b+ als b ,W—}i -—a+b- a2+]:|2]},
2 2
{z—}i a+b+y afs bl ,W—}i a+b+'\fa2+b2]}}
2 2 44

Figura 4

El hecho de obtener cuatro soluciones no debe sorprender, puesto que existen
cuatro posibles circunferencias tangentes a los lados de un tridngulo, una interior
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al triangulo y tres exteriores a €l. Se supone en todo momento triangulos no dege-
nerados, estoes, b#0ya #0.

La segunda solucién muestra la solucion al problema propuesto, puesto que w
vale exactamente (a+b—c)/2, y las otras tres soluciones muestran una propie-

dad no menos curiosa; a saber:
Los radios de las circunferencias tangentes a los lados de un tridngulo rectan-
gulo miden (a+b—-c)/2,(b+c—a)/2,(a+c—-b)/2y(a+b+c)/2.
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Reseiia de libros

MIGUEL DE GUZMAN OZAMIZ: La experiencia de descubrir en Geometria. NI-
VOLA Libros y Ediciones, S.L., Madrid 2002, 157 paginas y un disco compacto.

Trata sobre una seleccion de problemas de la llamada Geometria Elemental,
desarrollada fundamentalmente durante el siglo XIX y comienzos del siglo XX, y
que hoy resurge con la contribucién de la tecnologia computacional.

No se trata de un libro més sobre Geometria, sino mas bien de un ensayo sobre
el proceso del descubrimiento de teoremas geométricos con el concurso del orde-
nador, narrado por una autoridad en la materia, como atestiguan los ultimos arti-
culos publicados por el autor.

Esta publicacion esta en la linea de las presentaciones actuales de Matematicas
con ayuda de ordenador, tan escasas todavia en nuestro pais, pero cada dia mas
frecuentes en los paises mas avanzados tecnoldgicamente.

La informacidn contenida en el CD constituye la parte esencial de la publica-
cion. El libro esta redactado a manera de guia, conteniendo sélo las introduccio-
nes a los temas tratados, los cuales son ampliamente desarrollados en el CD que
acompafia al libro-guia.

La mayor parte de los ensayos de descubrimiento se ofrecen en archivos reali-
zados sobre el sistema de computo algebraico DERIVE (versién 5), pero su lectu-
ra no requiere conocer dicho sistema. En varios de estos ensayos se referencian
publicaciones de la red relacionadas con la evolucion en el descubrimiento del
problema en estudio. He aqui una lista de ensayos desarrollados:

Lugar geométrico descrito por el teorema de Kariya.

Otros dos lugares relacionados con el teorema de Kariya

Cuadrados con tres vértices en las rectas-lados de un triangulo.

Problemas clasicos (y actuales) sobre colineacion de puntos y concurrencia
de rectas.

Problemas clasicos (y actuales) sobre lugares geométricos.

Transformaciones como instrumentos para resolver problemas geométricos.
Problema de Apolonio sobre circunferencias tangentes a otras tres dadas.
Problema de la recta de Wallace, habitualmente atribuida a Simson.

La circunferencia de los 9 puntos (o de Feuerbach) y problemas relacionados.

L=

WO
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10.
11.
12.
13.

14.

La deltoide de J. Steiner como envolvente de las rectas de Simson-Wallace.
El teorema de los poligonos cerrados de Poncelet y problemas relacionados.
Triangulos de Morley construidos a partir de trisectrices de angulos de un
triangulo.

Una aproximacion con Derive a los teoremas iniciales de la Geometria Pro-
yectiva.

Caja de herramientas en Derive conteniendo los comandos geométricos usua-
les.

La exposicion clara y sencilla a que nos tiene acostumbrados el Prof. M. de

Guzman, junto con su capacidad de persuasion matemadtica hacia los problemas
planteados, hacen que la lectura de este libro sea una gozada para los amantes de
la Geometria Sintética.

Su enfoque es esencialmente geométrico, no poniendo énfasis en el aspecto pu-

ramente informatico, que es considerado unicamente como herramienta. En conse-
cuencia es también recomendable para “geometrofilos analfabeto-deriveros”.

Eugenio Roanes Macias

93



INSTRUCCIONES PARA EL ENVIO DE ORIGINALES
PARA SU PUBLICACION EN EL BOLETIN

Los originales de articulos, problemas, resefias de libros, anuncios de congre-
sos, etc., deben enviarse en papel por duplicado y ademas también en formato
electronico, del modo especificado al final de estas instrucciones.

Formato

Para facilitar la impresion es preferible usar procesador Word o LaTex (en
este ultimo caso debera usarse estilo “article” y si se usan paquetes especificos
deberan incluirse los archivos correspondientes a esos paquetes). Si se usa otro
procesador, debera ajustarse exactamente al tamafio de formato, pues habria de
ser escaneado.

El formato de texto debe ser 17cm x 12.8cm. El tamafio de letra de texto 11
puntos (normal). Las paginas sin numerar, pero numeradas a lapiz al dorso.

Los articulos comenzaran con el titulo en mintisculas de 16 puntos, nombre
de autores en minusculas de 12 puntos, referencia de su departamento o institu-
cion de trabajo, direccion de correo electronico (si se tiene) y “abstract” de unas
lineas en inglés en letra italica (cursiva).

Los epigrafes de seccion en mintusculas negritas y numerados, sin punto des-
pués del namero ni punto final, excepto el de introduccién que ird sin numerar.
Las subsecciones se numeraran con dos digitos separados por un punto.

La primera linea posterior al titulo de seccidon o subseccion no se indentara.
Después de cada punto y aparte no se dejard ninguna linea en blanco y la siguien-
te linea se indentara solo 5 espacios (tal como estan escritas estas instrucciones).

La bibliografia al final, sin palabras completas en mayusculas, con los titulos
de libros o articulos en italica, no incluyendo nada mas después de la bibliografia.

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador, debiéndo-
se evitar los bosquejos a mano alzada). Serdn incluidas en el lugar apropiado del
texto y en el tamafio en que deban ser reproducidas.

Las soluciones de problemas propuestos en numeros anteriores del Boletin
deben comenzar indicando: “Problema numero (Boletin numero)”, tal como sue-
len aparecer en el Boletin, y terminar con el nombre del autor de la soluciéon de
cada problema.

Las resefias de libros, como suelen aparecer en el Boletin, terminando con el
nombre del autor de la resefia.
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Envio de las copias en papel

Se enviaran via postal por duplicado a la sede de nuestra Sociedad, que figura
en la pagina 2 de este numero del Boletin.

Envio del fichero o ficheros en formato electronico

Se enviard por correo electronico a la cuenta puigadam@mat.ucm.es o
bien, junto con las copias en papel, en un disquete formateado para PC compatible,
conteniendo el/los archivo/s del documento en el procesador de texto utilizado.

Seleccion de originales

Seran revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se
ajustan a la linea general del Boletin. Si se considera oportuno, se pedira a los auto-
res que reduzcan su extension o hagan algunas modificaciones en su contenido.

Adquisicion de numeros atrasados de nuestro Boletin

Los numeros atrasados del Boletin, de los cuales existan ejemplares sobran-
tes, podran ser adquiridos al precio de coste de seis euros ejemplar. Los nimeros de
los que atn quedan algunos ejemplares sobrantes son los siguientes: 35, 38, 39, 40,
41,42, 43,44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61 y 62.

El importe puede ser abonado mediante cheque a nombre de /a “Sociedad

Puig Adam de Profesores de Matemadticas”, o mediante transferencia a la cuenta
corriente numero 3025-0006-24-1400002948, al mismo nombre de la Sociedad,
domiciliada en la entidad bancaria:

Caja de Ingenieros, c¢/. Carranza, 5 Madrid-28004
La carta de peticion se enviara a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la pa-
gina 2 de este numero del Boletin. En la carta se indicard el nimero o nimeros a

adquirir, incluyendo en ella:

— la direccién a donde se han de enviar
— el correspondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.
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