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Acta de la Asamblea General Ordinaria
de 2002 de la Sociedad Puig Adam
de Profesores de Matematicas

En la Facultad de Matematicas de la UCM, sita en la Ciudad Universitaria, a
las doce horas del dia 6 de abril de 2002, en segunda convocatoria, reunidos los
miembros de la Sociedad, bajo la presidencia de D. José Javier Etayo Gordejuela,
dio comienzo la Asamblea General Ordinaria del afio dos mil dos. Se desarrollo
con arreglo al siguiente

ORDEN DEL DIA

1. Lectura y aprobacion, si procede, del acta de la sesion anterior.

Se procede a la lectura del acta de la Asamblea anterior, que queda aprobada
por unanimidad.

2. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad.

El Presidente informa sobre las actividades realizadas y por realizar.

a) Se informa que el sabado 23 de junio de 2001 se celebro, con el éxito ya
tradicional, el XIX Concurso de Resolucién de Problemas que convoca la Socie-
dad en colaboracién con el Colegio de Licenciados. Como en afios anteriores, los
egjercicios tuvieron lugar en la Facultad de Matematicas y la entrega de premios en
la E.U. de Biblioteconomia, recogiéndose en el Boletin la informacion sobre los
concursantes y los resultados obtenidos.

b) Se anuncia que el XX Concurso de Resolucion de problemas se celebrara,
con la misma estructura, el sabado 22 de junio de 2002. Como en otras ocasiones,
se cuenta con el patrocinio de 600 euros para premios de Texas Instruments, y la
confianza de que la ayuda de la Consejeria de Educacion de la CAM para el Viaje
a la Olimpiada Rioplatense se confirme con suficiente antelacion.

¢) Se informa que, como en afios anteriores, la Sociedad colabord con la Real
Sociedad Matematica Espaifiola en la organizacion de la Fase del Distrito de Ma-



drid de la Olimpiada Matematica, estando celebrandose en Logrofio este mismo
dia 6 de abril la Fase Final. Maria Gaspar actua como Presidente en funciones de
la Comisién de Olimpiadas de la RSME, mientras Joaquin Fernandez lleva la
representacion de Madrid.

d) También se informa que desde la Asamblea anterior se han publicado los
numeros 58 (junio), 59 (octubre) y 60 (febrero) del Boletin, de los cuales el prime-
ro continud dedicandose casi monograficamente (a excepcidn de un trabajo) a
continuar el homenaje al Profesor Abellanas iniciado en el numero 57. Se com-
prueba, con gran satisfaccion, que se han cumplido los objetivos con la extraordi-
naria acogida de la iniciativa planteada en su dia por las Profesoras Concha Romo
y M? Paz Bujanda.

e) Se constata que el Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik ha continuado
recensionando positivamente los articulos publicados. Se apunta, ademas, que ya
han aparecido dos recensiones (y se anuncian otras tres) en Mathematical Re-
views, donde se estdn incluyendo en el indice publicado, ordenados alfabética-
mente (por autores), todos los articulos aparecidos desde el Boletin n® 53, tanto
los recensionados como los que no se llegardn a recensionar.

f) Se informa de la celebracidn, con el éxito de ediciones anteriores, del III
Simposio “Ciencia y Técnica en Espafia de 1898 a 1945: Cabrera, Cajal, Torres
Quevedo”, celebrado en Yaiza (Lanzarote) durante los dias 10, 11 y 12 de julio de
2001, organizado por el Centro Cientifico-cultural Blas Cabrera y auspiciado,
entre otras instituciones, por nuestra Sociedad.

g) Se anuncia que la Sociedad también participara en el IV Simposio “Ciencia
y Técnica en Espafia de 1898 a 1945: Cabrera, Cajal, Torres Quevedo”, que ten-
dra lugar en Lanzarote durante los dias 3, 4 y 5 de julio de 2002, junto con la So-
ciedad Espafiola de Historia de las Ciencias y de las Técnicas y la Real Sociedad
Matematica Espaifiola.

h) Sobre las relaciones con otras Sociedades, el Presidente detalla los puntos
mas importantes de la Reunion de la Junta de Gobierno de la Federacion Espaifiola
de Sociedades de Profesores de Matematicas, extendiéndose en la explicacion del
complejo proceso que finalizo con la eleccién como Presidente de la misma, tras la
correspondiente votacion secreta, de Florencio Villarroya (Sociedad Aragonesa).

1) Se apunta que se ha llevado a efecto el ruego planteado en la Asamblea ante-
rior por D. Eugenio Roanes Macias, de modo que la Sociedad dispone ya de direc-
cién de correo electrénico, informandose también que nuestra sede continda en el



Dpto de Algebra de la Facultad de Educacion de la U.C.M., aunque ha cambiado
de despacho.

3. Informe del Tesorero. Presentacion y aprobacion, en su caso, de las cuen-
tas de ingresos y gastos.

El Tesorero, D. Alberto Aizpun, reparte entre los asistentes la documentacion
relativa a los movimientos de tesoreria, explicando detalladamente los ingresos
apuntados y los gastos efectuados. Matizando algunas cuestiones apuntadas por
D. Eugenio Roanes Macias, D. Javier Etayo y D. Julio Fernandez Biarge, las
cuentas quedan aprobadas por unanimidad, concluyéndose que no resulta necesa-
rio modificar la cuota.

4. Eleccion de nuevos cargos directivos.

Resultando preceptivo renovar cinco de los cargos elegidos en la Asamblea del
18 de abril de 1998 y cubrir la vacante surgida por la renuncia del Vocal D. José
Vicente Garcia Sestafe, se presentan a la Asamblea los resultados de numerosas
gestiones de la Junta Directiva en general, y del Presidente -cuyo mandato tam-
bién finaliza- en particular. Después de varias deliberaciones de los asistentes, se
aprueba: 1) La renovacion de D. José Javier Etayo Gordejuela como Presidente,
haciéndose constar su convencimiento de que debe ser sustituido en la préxima
Asamblea. 2) La renovacion en sus puestos de los Vicepresidentes D. Eugenio
Roanes Macias y Vicente Mendiola-Mufioz Morales y del Tesorero D. Alberto
Aizpun Lopez. 3) La eleccion de D. Enrique Rubiales Camino como Vocal en la
vacante que deja el Prof. Garcia Sestafe y de Diia. Maria Gaspar Alonso-Vega
como Vicesecretaria sustituyendo a D. Miguel A. Gallardo Ortiz. 4) La autoriza-
cion a la Junta Directiva para la reordenacion de las adscripciones nominales de
las Vicepresidencias y Vocalias de acuerdo con las funciones reales de las perso-
nas que las ocupan. 5) La permuta en sus puestos, Vocal y Bibliotecario respecti-
vamente, de D. Joaquin Hernandez Gomez y D. Martin Garbayo Moreno.

5. Asuntos de Tramite.

Proximos a celebrarse sendos homenajes al matematico Luis A. Santalé en Gero-
na y Las Palmas de Gran Canarias, se aprueba que nuestra Sociedad envie las
respectivas adhesiones a los organizadores. Se desestima, sin embargo, la solici-
tud de colaboracion econdmica -de 3 euros por socio- para la ereccion de un mo-



numento al Prof. Santal6 realizada en la ultima Asamblea de la Federacion por
parte de la Sociedad Canaria de Profesores de Matematicas.

6. Ruegos y Preguntas.

D. Eugenio Roanes Macias recuerda el ofrecimiento realizado por nuestra con-
socia Dfia. Maria José Moreno Sanchez de la Serrana para la confeccion de la
pagina web de la Sociedad -que se colgaria de la pagina de la Seccion Departa-
mental de Algebra-, y que reitera en la actualidad, trabajo que comenzaria en unos
meses por haber dado a luz recientemente. D. Julio Fernandez Biarge, adhiriéndo-
se al sentir de la Sociedad felicitando a la madre por el feliz acontecimiento, pro-
pone que sea nombrada Adjunta a la Presidencia, lo que se aprueba.

D. Francisco A. Gonzalez Redondo solicita autorizacién -que obtiene- para
gestionar el intercambio del Boletin con vistas a lograr nuevas fuentes de finan-
ciacion para la Sociedad.

Llegados a este punto, el Presidente levanta la sesion a las trece horas, doce
minutos de la fecha arriba indicada.

V.° B.° El Presidente El Secretario



Conferencia organizada por nuestra Sociedad

Organizada y patronizada por la Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Ma-
tematicas y por la Seccion Departamental de Algebra de la Facultad de Educacion
de la Univ. Complutense se celebr6 la conferencia mencionada a continuacion el

dia 20 de marzo de 2002 a las 19:00 horas en la Sala de Grados de la Facultad de
Educacion.

Titulo: La Tecnologia en la Reforma de la Ensefianza de las Matematicas en
EEUU. Nuevos Enfoques y Nuevos Resultados.

Conferenciante: Antonio R. Quesada, Department of Theoretical & Applied
Mathematics, The University of Akron, Akron, Ohio 44325-4402
Aquesada@uakron.edu

Resumen: En esta conferencia se revisaron brevemente los movimientos de re-
forma en la ensefianza de las matematicas en Estados Unidos: su origen, objeti-
vos, y el rol que la tecnologia juega. Seguidamente se presentaron ejemplos para
ilustrar cdmo la variedad de representaciones que la tecnologia provee facilita
tanto el desarrollo de métodos no tradicionales para resolver problemas, como el
acceso, en secundaria, a modelos usualmente reservados para nivel universitario.
También se presentaron algunos descubrimientos recientes llevados a cabo por
estudiantes de secundaria en el grupo de trabajo del Prof. A. Quesada.

(En el proximo nimero de nuestro Boletin esta previsto publicar un articulo suyo,
que incluira el tema de la conferencia).

Nota: La fecha y hora de la conferencia no pudo precisarse hasta muy poco tiem-
po antes de celebrarse, dado que se aproveché un dia de paso por Madrid del Prof.
Quesada. Como consecuencia, muchos socios no pudieron enterarse, por lo que la
Junta Directiva pide disculpas a sus socios. Para paliar en lo sucesivo este tipo de
dificultades, se ha decidido pedir la direccion de correo electronico a todos los
socios que dispongan de €1, lo que se hace en este mismo nimero del Boletin.



Nuevo numero de despacho para nuestra Sede

Por haber sido renumerados los despachos de la Facultad de Educacién de la
Univ. Complutense, donde tiene la Sede nuestra Sociedad, a partir de ahora esta
se encuentra ubicada en el despacho nimero 3005, de la planta 3?, pasillo central,
correspondiente a la Seccion Departamental de Algebra.

Los envios postales deben dirigirse a la direccidn indicada al final de la pagina
segunda de este numero del Boletin.

Nueva direccion de correo electronico
de nuestra Sociedad

A partir de ahora, la nueva direccion de correo electronico de la Sociedad
“Puig Adam” de Profesores de Matematicas es la indicada a continuacion:

puigadam@mat.ucm.es

Peticidon de su correo electronico a nuestros Socios

Con el fin de poder avisar a nuestros socios de conferencias y otras actividades
profesionales, que supongamos puedan ser de su interés, rogamos que todos aque-
llos que dispongan de direccion de correo electronico nos envien un mensaje indi-
candolo a la cuenta arriba indicada de nuestra Sociedad.

Nueva pagina web de nuestra Sociedad

Se esta elaborando una nueva pagina web de la Sociedad “Puig Adam” de Pro-
fesores de Matematicas, cuyo mantenimiento va a correr a cargo de nuestra con-
socia Adjunta a la Presidencia, Maria José Moreno Sanchez de la Serrana. En
breve espacio de tiempo estara disponible:

www.ucm.es/info/secdealg/puigadam
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XXXVIII Olimpiada Matematica Espafiola

Segunda fase - Logrofio

Durante el primer fin de semana de abril (5-6), se ha celebrado en La Rioja la
fase nacional de la XXXVIII Olimpiada Matematica Espafiola.

Los 114 participantes de todas las Comunidades del Estado espafiol, que
se alojaron en el IES La Laboral, tuvieron una agenda apretada, pues, ade-
mas de dos sesiones de problemas de tres horas y media cada una, durante
las mafianas de viernes y sabado, fueron recibidos por las autoridades mu-
nicipales en el Ayuntamiento de Logrofio, donde fueron invitados a un
lunch, visitaron el Monasterio de Yuso, en San Millan de la Cogolla, en la
tarde del sdbado, donde asistieron a una charla a cargo del Profesor de La
Rioja Luis Espafiol Gonzalez, sobre “Las Matemadticas en la Biblioteca del
Monasterio de Yuso” y conocieron las bodegas Franco Espafiolas, en las
que, ademas de descubrir los secretos del vino, fueron invitados a una su-
culenta cena, tanto ellos como los profesores delegados, y a la que asistie-
ron también los familiares de los estudiantes que le dieron calor al acto de
entrega de medallas a los ganadores.

Las pruebas se realizaron en el edificio de Filologia de la Universidad
de La Rioja, y los problemas propuestos fueron los siguientes:

Problema 1. Hallar todos los polinomios P(¢#) de una variable, que cumplen
P(x* —y*)=P(x+y) ‘P(x—y) para todos los niimeros reales x ¢ y.

Media de todos: 0.94 desviacion: 1,736
A

B A C

Problema 2. En un tridngulo ABC, 4’ es el pie de la altura relativa al vértice 4 y
H el ortocentro.
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'
a) Dado un nuimero real positivo k tal que ﬂ =k, encontrar la relacion

entre los dngulos By C en funcion de k.
b) Si By C son fijos, hallar el lugar geométrico del vértice A para cada valor
de k.
Media de todos: 1,23 desviacion: 1,780

Problema 3. La funcién g se define sobre los nimeros naturales y satisface las
condiciones:

«8(2)=1

« 8(2n) = g(n)

eg(2n+1)=g2n)+1

Sea n un numero natural tal que 1 < »n <2002. Calcula el valor maximo M de g(n).
Calcula también cuantos valores de n satisfacen g(n) = M.
Media de todos: 3,29 desviacion: 2,401

Problema 4. Sea » un niimero natural y m el que resulta al escribir en orden in-
verso las cifras de n. Determinar, si existen, los numeros de tres cifras que cum-
plen 2m + S = n, siendo S la suma de las cifras de ».

Media de todos: 3,75 desviacion: 2,547

Problema 5. Se consideran 2002 segmentos en el plano tales que la suma de sus
longitudes es la unidad. Probar que existe una recta r tal que la suma de las longi-
tudes de las proyecciones de los 2002 segmentos dados sobre » es menor que 2/3.
Media de todos: 0,5 desviacion: 0,843

Problema 6. En un poligono regular H de 6n+1 lados (n entero positivo), » vér-
tices se pintan de rojo y el resto de azul. Demostrar que el nimero de triangulos
isdsceles que tienen sus tres vértices del mismo color no depende del modo de
distribuir los colores en los vértices de H.
Media de todos: 0.18 desviacion: 0,465

Al igual que el afio pasado, entre los seis Medallas de Oro que representardn a
Espafia en la Olimpiada Internacional que se celebrard en Glasgow el proximo
verano, ha vuelto a haber dos madrilefios: Luis Herndndez Corbato (segundo lu-
gar) y David Garcia Soriano (cuarto lugar). Ademas, entre los doce Medallas de
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Plata, ha habido tres estudiantes de nuestra Comunidad: Carlos Barragan del Rey,
Javier Gomez Serrano y Javier Coéppola Rodriguez. Hay que resaltar que, ademas
de los dos primeros clasificados (Luis y Daniel Rodrigo), el nimero de estudian-
tes de 1° de Bachillerato es cada vez mas significativo. Esto se puede deber bien a
la naturaleza de los problemas, que no requieren técnicas especificas de 2° de Ba-
chillerato, o bien a un cierto abandono de los estudiantes de 2°, que también se
observa en el Concurso de Primavera de Matematicas, y que puede ser debido que
estan muy pendientes de la dichosa prueba de acceso.
Los alumnos que recibieron Medalla de Oro son los siguientes:

Daniel Rodrigo Lopez, 1° Bto., IES Montserrat Miro i Vila, Montcada i Reixach.
Luis Herndndez Corbato, 1° de Bachillerato, IES Fortuny (Madrid).

Sergio Millan Lopez, 2° de Bto., IES Santa Eulalia (L Hospitalet de Llobregat).
David Garcia Soriano, 2° de Bto., Colegio Chamberi (Madrid).

Susana Ladra Gonzdlez, 2° de Bto., Colegio Peleteiro (Santiago de Compostela).
José Miguel Manzano Prego, 2° de Bto., IES La Zafra (Motril, Granada).

Les deseamos mucha suerte durante su estancia en Glasgow.

Joaquin Hernandez Gomez

Recensiones en ZDM y en Math Reviews

Las prestigiosas revistas Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik (ZDM) y Mat-
hematical Reviews incluyen en sus volumenes recensiones de articulos publicados
en nuestro Boletin, razén por la cual se publican actualmente con un resumen en
inglés.

Como en numeros anteriores de nuestro Boletin, nos complace dar cuenta
de las nuevas recensiones aparecidas, para conocimiento de los autores de los
trabajos y de todos nuestros socios.

RECENSIONES PUBLICADAS EN MATH REVIEW ISSUE 2002 a

#2002a: 26009 (26A30). Periodic functions, por Julio Ferndndez Biarge, Bol.
Soc. Puig Adam 57 (Febrero 2001), pags. 41-51.

13



Titulo Propio de “Experto en Educacion Matematica™

Impartido en la Facultad de Matematicas de la Univ. Complutense

Curso 2002-03

Objetivos: Actualizacidn cientifica y formacion en aspectos didacticos en dife-
rentes campos de la Matematica.

Titulacion exigida: licenciado en cualquier carrera de Ciencias, arquitecto o
ingeniero superior.

Horario: tardes, de lunes a viernes.

Plazo de matricula: del 16 de setiembre al 12 de octubre de 2002.

Tasas: cada crédito, 12 euros. Es posible matricularse de cualquier nimero de
materias del programa.

Obtencion del Titulo: es necesario haber cursado 25 créditos del programa, de
los cuales habra al menos 8 pertenecientes al bloque de actualizacion didactica y
al menos 8 pertenecientes al bloque de actualizacion cientifica.

Direccion del Titulo: Raquel Mallavibarrena Martinez de Castro (Vicedecana
de Estudios de la Facultad de Matematicas).

Informacion: www.mat.ucm.es y en el teléfono 91-3944616

Relacion de Asignaturas del Titulo Propio

A) Actualizacion Didactica

1. El ordenador en la Educacion Matematica. 40 horas, 4 créditos. Profs. Eu-
genio Roanes Lozano y Eugenio Roanes Macias (UCM).

2. Programacion de taller de matematicas. 15 horas, 1,5 créditos. Prof. Juan
José Prieto Martinez (UCM).

3. Las Matemadticas en Secundaria: un enfoque distinto al habitual. 30 horas, 3
créditos. Prof.: Joaquin Hernandez Gomez (UCM).

4. Comprender, pensar y trabajar en Matematicas. 30 horas, 3 créditos. Prof.
Inés M. Gémez Chacon (IEPS). Este curso tiene una parte presencial y otra
mediante seguimiento virtual.
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. El papel de los juegos en el desarrollo de la matematica y su enseiianza. 20

horas, 2 créditos. Prof. Miguel de Guzman Ozamiz (UCM). Este curso podra
seguirse o bien de modo presencial o bien por internet.

Taller de Astronomia, 10 horas, 1 crédito. Prof. Ana Inés Gémez de Castro
(UCM).

Las matematicas en la vida cotidiana. 20 horas, 2 créditos. Prof. Maria Luz
Callejo de la Vega.(IEPS).

Matematicas con Matlab. 15 horas, 1,5 créditos. Prof. Roberto Rodriguez del
Rio (UCM).

B) Actualizacion cientifica

9.
10.

11.

12.
13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

Cartografia matemadtica. 15 horas, 1,5 créditos. Prof. Jests Otero Juez (UCM).

Fundamentos de Geometria: areas y volumenes, 1. 20 horas, 2 créditos. Prof.
Mariano Martinez Pérez (UCM). Este curso se impartira en dos afios acadé-
micos consecutivos: la primera parte en el curso 2002-03 y la segunda en el
2003-04. La segunda supondré cursada la primera.

Breve recorrido por la Filosofia de la Ciencia. 15 horas, 1,5 créditos. Prof.
José Mendoza Casas (UCM).

Aritmética. 15 horas, 1,5 créditos. Prof.: Juan Ramén Delgado Pérez (UCM).

Tratamiento del azar: probabilidad. 30 horas, 3 créditos. Prof. Carmen Isa-
bel Colorado Alvarez (UCM).

Estadistica. 30 horas, 3 créditos. Prof. Carmen Isabel Colorado Alvarez (UCM).

Origenes y nacimiento de la Geometria Proyectiva, 20 horas, 2 créditos.
Prof. Raquel Mallavibarrena Martinez de Castro (UCM).

Estudio y representacion de curvas planas. 15 horas, 1,5 créditos. Prof. Do-
mingo Garcia Casado (UCM).

Sistemas Dindmicos. 20 horas, 2 créditos. Profs. Carlos Ferndndez Pérez y
José Manuel Vegas Montaner (UCM).

Introduccion a la modelizacion en Matematica Aplicada. 15 horas, 1,5 crédi-
tos. Profs. Juan Francisco Padial Molina (UPM).

Estadistica y nuevas tecnologias. 15 horas, 1,5 créditos. Prof. Francisco Ja-
vier Garcia Crespo (UCM).

Introduccion a la teoria de la relatividad. 15 horas, 1,5 créditos. Prof. Eduar-
do Aguirre Daban (UCM).
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Desde esta orilla (A la memoria del Profesor Santald)
José Javier Etayo Miqueo

Tres matematicos espafioles se han reunido en Argentina un cierto dia del afio
1941. Uno es alli habitual desde veinte afios antes: Rey Pastor va y viene y alterna
estancias y ensefianzas entre Madrid y Buenos Aires. El segundo, Esteban Terra-
das, ha estado en la Universidad de La Plata, a donde llegd en 1937 dejando una
Espafia en guerra. Finalmente, Santald, que fue discipulo del primero y alumno de
Terradas en el Madrid de 1933, habia recalado seis afios mas tarde en Rosario, en
el Instituto de Matemadticas de la Universidad Nacional del Litoral. EI motivo de
ese encuentro es despedir a Terradas que se embarca de regreso a Espafia. Y re-
cuerda Santalo afios después: “En aquellos momentos envidi¢ su suerte. Pensé
que nos veriamos alli al cabo de poco. Pero el destino fue otro. No lo volvi a
ver...”. En efecto, Terradas muridé en 1950, antes de que Santaléo emprendiese sus
no frecuentes pero tampoco raras visitas a Espafia.

He querido sefialar ese punto de afioranza por la patria lejana que sus palabras
parecen delatar. También aqui se intent6 facilitar en vano su vuelta y reincorpora-
cion. Todavia en enero de 1949 informaba Rey Pastor: “Dudo que se logre ofre-
cerle condiciones tan excelentes que puedan reconquistarlo para Espafia; pero si
esto fuera posible, contando con la atraccion del terrufio, la ganancia para nuestro
prestigio seria incalculable y es seguro, dado su amor proselitista y su arte de inte-
resar, que pronto floreceria en Espafia una pujante escuela geométrica”. Pero
ademas se habia casado y tenia tres hijas; con una vida familiar ya hecha y rehe-
cha la vida profesional su sitio estaba alli, en la otra orilla, océano por medio, sin
que entre ambos lados faltasen el reconocimiento y el afecto. Podia aplicarse a si
mismo sus propias palabras en elogio del Dr. Avelino Gutiérrez (1864-1946): “Gran
parte de la labor de acercamiento entre la Argentina y Espaiia en el ambito cultural
fue debida a él y a su intenso patriotismo, repartido por igual entre Espafia, donde
nacid, y la Argentina, donde arraigd, formo familia y dedicé todo su saber”.

Sesenta afios después de la despedida antes evocada hemos de asistir con pesar
a la suya definitiva: el 22 de noviembre de 2001 fallecia Santal6 tras una larga
enfermedad.

Luis Antonio Santalé y Sors habia nacido en Gerona el 9 de octubre de 1911.
En 1934 se licencid6 en Matematicas por la Universidad de Madrid: entre sus
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compaifieros, amistades ya de por vida, San Juan, Sixto Rios y un recién licencia-
do Ancochea, nombrado profesor auxiliar. Rey Pastor los acogio en el Seminario
Matematico de la Junta para Ampliacion de Estudios: “De aquel seminario —dice-
instalado en un sétano, proceden nuestro gran gedmetra Santald y nuestros cole-
gas San Juan y Rios, que dominan el Andlisis Matematico en su doble faz: el puro
y el aplicado. Bastarian todos tres, que ya han conquistado merecido prestigio
internacional, para desmentir el prejuicio racial, tan undnime como infundado”.
(Se refiere a la presunta incapacidad de los espafioles para la ciencia).

A Santal6 lo manda Rey Pastor con una beca a Alemania. En el seminario que
Blaschke dirige en Hamburgo se inicia durante el curso 1934-35 en el estudio de
la geometria diferencial y, sobre todo, asiste al lanzamiento de la que el mismo
Blaschke empieza a llamar “geometria integral” y que va a constituir el territorio
en que Santalo desplegara su mas notable actividad. Alli coinciden con €l como
becarios S.S. Chern, B. Petkautschin y O. Varga, entre otros. A su vuelta a Espafia
se doctora pero en seguida estalla la guerra y, con ella, la dispersion.

Durante seis meses, en 1939, estd en Paris con Elie Cartan y se le invita a dar
conferencias en el Instituto Henri Poincaré; invitacion que se repite en 1954 en el
coloquio que con motivo del centenario del nacimiento del ilustre matematico que
da nombre al Instituto organiza la Facultad de Ciencias de Paris y que Santalo
aprovecha para una estancia alli de cinco meses.

Incorporado a la Facultad de Ingenieria del Litoral y al Instituto que alli dirige
Beppo Levi, y del que es nombrado Vicedirector desde 1939 a 1949, pasa después
a la Universidad de La Plata y finalmente a la de Buenos Aires, en cuyo Instituto
vuelve a encontrar a Rey Pastor como Director, y desarrolla también su labor en
la Escuela Superior Técnica del Ejército y en la Comisién Nacional de Energia
Atémica. En medio, de 1947 al 49, trabaja con una beca Guggenheim en el Insti-
tute for Advanced Studies de Princeton, y cuando Stone reorganizo la Facultad de
Matematicas de Chicago, se llevo a Santalod, que explicod un cursillo sobre geome-
tria integral, en especial sobre sus propios resultados. Uno de los primeros, cuenta
Rey Pastor, fue convertir en igualdad la “desigualdad isoperimétrica”, hasta el
punto de que Blaschke retrasa la publicacion de su tratado con la esperanza, trun-
cada, de poder generalizar ese teorema al espacio: “En ese libro dedica capitulos
enteros a la obra de Santald, que expone como adquisicidén definitiva e importante
de la nueva disciplina”.

Aquel seminario de Blaschke marco fuertemente la trayectoria investigadora
de Santal6. La idea directriz era tomar desde un punto de vista exclusivamente
geométrico resultados obtenidos a través de las probabilidades geométricas. En
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¢stas se habia pasado de contar, como hacian las probabilidades ordinarias, a me-
dir conjuntos de puntos. La geometria integral salta de medir esos conjuntos, lon-
gitudes, areas, etc., a conjuntos de rectas, segmentos, u otros elementos geométri-
cos. Asi, la primera cuestion era encontrar la densidad para conjuntos de subespa-
cios lineales de espacios n-dimensionales euclideos y no euclideos. Blaschke tuvo
la idea de usar los métodos de Cartan que involucraban grupos de Lie e invarian-
tes integrales. Parecid que el algebra exterior de formas diferenciales era el méto-
do mds conveniente y asi se iniciaron los asistentes al seminario, que se vio refor-
zado por otro que dedicé Kédhler a sistemas de ecuaciones diferenciales.

Todos aquellos discipulos desarrollaron tales ideas y, en particular, Santald fue
ocupandose sucesivamente de los problemas concernientes a la medida cinética en
el plano y en el espacio, que la editorial Hermann le public6 en 1936, de la geo-
metria integral en espacios proyectivos y afines, aparecido en 1950 en los 4Ann. of
Math., o de la geometria integral y probabilidad geométrica, en Addison-Wesley,
1976, por poner algunos ejemplos. S6lo algunos, pues sus publicaciones, segura-
mente mas de doscientas cincuenta, van llenando paginas de las principales revis-
tas, Duke Math. Journal, Bull. of the Amer. Math. Soc., Am. J. of Math., Compt.
rend. de Paris, sin contar las abundantisimas en Argentina y demas paises ibe-
roamericanos, Portugal, Espaifia, Japon, Italia, etc.

Personalmente no puedo dejar de rememorar la primera noticia que salté a
nuestros 0jos, en aquellos tiempos de licenciados bisofios que se enfrentaban ilu-
sionadamente al Bourbaki, al encontrar en la misma coleccion de las Actualités
Sci. Ind., de la editorial Hermann de Paris, el libro quiza mas conocido y afamado
de Santald, Introduction to integral geometry. Del orgullo que entonces sentimos
puede deducirse con qué gusto recibi veinte afios mas tarde el volumen que la
revista Tensor dedicd a su fundador Kawaguchi y para el que me habia pedido
colaboracion; junto a la mia sélo las de otros dos espafioles se ven alli recogidas:
una del profesor Soler Torrent, entonces en Canadé y al que habia dirigido la tesis
doctoral, y, ya se habra adivinado, la de Santald, de cuya compafiia me senti tan
honrado. Aqui el tema es ya muy otro, sobre las teorias del campo unificado de-
ducidas de un principio variacional, y es que los centros de interés de Santal6 re-
corrian vastas zonas, desde la estadistica a la geometria diferencial, aunque rela-
cionadas entre si.

Se me figura, no obstante, que siempre habia en €l un regreso a su primer
amor, aquella geometria integral a cuyo nacimiento asistio y cuyos precedentes y
evolucion posterior eran objeto de algunas de las exposiciones, siempre amenas y
claras, con las que nos deleité. Empezaba por el Ensayo de aritmética moral de
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Buffon, que queria medir de algin modo los sentimientos y redescubrir la “espe-
ranza moral”, lo que le llevé a estudiar ciertos juegos de azar, como su famoso
“problema de la aguja”, seguramente el primero en que asoma la idea de probabi-
lidad geométrica. Y seguia con las aportaciones de Laplace, el método de Monte
Carlo, hasta la geometria integral de Blaschke, en 1936. Vendria luego, entre
1960-70, la geometria estocéstica que pasa de los procesos estocésticos de puntos
a los de rectas u otros objetos geométricos. Y, después, las aplicaciones que estas
teorias han propiciado: la tomografia computerizada por rayos X, de uso revolu-
cionario en medicina para localizacion de irregularidades en el cuerpo humano;
trafico de autopistas; estereologia, o conjunto de métodos para la exploracion de
cuerpos opacos en el espacio tridimensional a partir de secciones planas o rectas
que los atraviesan, y que sirven a disciplinas como biologia, mineralogia o meta-
lurgia; estimacion de medidas geométricas, nimero y forma de particulas o cor-
pusculos convexos, integrales de curvaturas, etc.

Este podria ser el resumen de algunas de las conferencias con que nos dio aqui
a conocer el ambito de sus investigaciones, juntamente con la presentacién de
comunicaciones en nuestros congresos y con reflexiones y lecciones sobre ense-
flanza de las matemadticas. Porque €sa es otra de las facetas que debemos sefialar
en ¢l: la preocupacion por la ensefianza, acorde con el movimiento general que
por aquellos afios se produjo en todos los paises. El mismo dice que le venia de
lejos, que su abuelo, su padre, hermanas y tios, habian sido maestros y tenia un
hermano en la ensefianza media. Y también é€l, recién terminada la licenciatura,
estuvo de profesor en el Instituto “Lope de Vega™ que se acababa de crear en Ma-
drid. “Aprendi a aprender para ensefiar y a ensefiar para aprender”, dice, recor-
dando estas fases de su carrera docente, cuando en 1988 ingresa en la Academia
Nacional de Educacion de Buenos Aires.

Libros suyos sobre educacidn matematica, formacidn de profesores y testimo-
nios de su experiencia de ensefiar, amén de conferencias sobre temas pedagogicos
y didécticos, algunas de ellas pronunciadas en Espafia, avalan esta sentida dedica-
cion suya. Aqui se publico un libro sobre La enseiianza de la matemdtica en la
educacion secundaria, en el que Santald aborda la ensefianza de la estadistica, que
consideraba de obligado estudio en edades tempranas. Se me podra permitir, espe-
ro, la pequefia ufania de haber colaborado en ese libro con €I, Rios y otros cole-
gas, sin que suene a fatuidad lo que no es mas que la satisfaccidon de sentirme ro-
deado de tan inestimable compaiiia.

Como guardo también con carifioso cuidado uno de sus textos universitarios,
Introduccion a la geometria diferencial de variedades diferenciables, que me
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envié dedicado de su propia mano. Esta modestamente editado, como guia de un
curso, por la Universidad de Buenos Aires, pero con qué claridad escrito, verdadero
modelo de exposicion propia de un verdadero maestro. Como sin duda lo estarian
otros que alli le publicaron, sobre tensores, geometria proyectiva, probabilidades,
geometria espinorial, etc. Ya decia Rey Pastor que habia conquistado justa fama de
expositor clarisimo y, en su opinidn, “también en este aspecto ocupa el primer lugar
entre los profesores de diversos paises que he visto actuar en la catedra”.

Para entonces ya habiamos entrado en una relacion que en seguida fue amiga-
ble y afectuosa. Santalé era un hombre extraordinariamente afable, sencillo, caba-
lleroso y delicado en su trato y nos distingui6 a todos con una amabilidad nada
forzada ni artificial. En una de sus estancias pondero6 alguien en publico la bene-
volencia con que trataba a sus compafieros espafioles en las recensiones que de
sus trabajos hacia en el Math. Reviews: cuando le saludé a continuacion le dije
que yo era uno de los beneficiados por aquella generosidad suya, pero ni siquiera
me dejd terminar la frase.

Debid de ser en 1967 cuando le conoci personalmente en uno de los coloquios
de geometria diferencial que el profesor Vidal Abascal organizaba en Santiago de
Compostela. Creo que también asistié a los de 1972 y 1978. Y este ultimo afio lo
vimos igualmente en Madrid dando algunas conferencias en la Facultad y en la
Academia de Ciencias a la que visitd en otras varias ocasiones: lo hizo, como Pre-
sidente de la Academia argentina, junto con otros miembros de academias hispa-
noamericanas, para dar a conocer la aparicién de nuestro Vocabulario cientifico y
técnico, al que habian aportado contribuciones y sugerencias; lo hizo también, con
sentidas intervenciones publicas, en los homenajes que la Academia rindi6 a la
memoria de Terradas y Rey Pastor en los afios 83 y 88, respectivamente.

Ciertamente fue la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales la
primera institucion espafiola que supo reconocer y honrar la personalidad cientifica
de Santalo, nombrandole ya en 1955 Académico Correspondiente; el mas veterano
durante los ultimos veinte afios, mds o menos. La propuesta para su eleccion, en la
que se le calificaba de “verdadero prestigio internacional y sin duda el matematico
hispano mas conocido en el mundo matematico extranjero”, estaba firmada por D.
Julio Rey Pastor, D. José G. Alvarez Ude y D. José¢ M* Torroja Miret.

En 1970 fue designado Correspondiente de la Real Academia de Ciencias y
Artes de Barcelona, como lo fue también de las Academias de Ciencias de Cdrdo-
ba (Argentina) y de Lima (Peru), y Miembro Honorario de la Academia de Cien-
cias de América Latina. Ya hemos sefialado su adscripciéon como Miembro Titular
de la Academia Nacional de Educacion de Buenos Aires y de la Academia Nacio-
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nal de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales de la que fue Presidente en el periodo
1980-84. Asimismo fue titular de la Academia de Ciencias de Buenos Aires.

Doctorados honoris causa los ha recibido de las Universidades argentinas de
Buenos Aires, de la que fue Profesor Emérito, de Tucuman, del Nordeste, de Mi-
siones y de San Juan, y de las espafiolas Politécnica de Catalufia en 1977, Aut6-
noma de Barcelona en 1986, y de Sevilla en 1990. Sus paisanos catalanes no le
han escatimado honores: Miembro Correspondiente del Instituto de Estudios Ca-
talanes; Medalla Narcis Monturiol a la Ciencia y la Tecnologia, y Cruz de Sant
Jordi, ambas de la Generalidad de Cataluiia; creacion de la Catedra Santald de la
Universidad de Gerona y nombramiento de Socio de honor de la Sociedad Catala-
na de Matemadticas. También la Real Sociedad Matematica Espafiola le designo
Socio de honor, en visita que su Presidente le hizo en 1999, y la Universidad de
Valencia le otorgd su Medalla en 1993.

En 1996 le fue entregada por el Embajador de Espafia en Argentina la Enco-
mienda de la Orden de Alfonso el Sabio que le habia concedido el Rey Juan Car-
los y en 1983 recibid el Premio Principe de Asturias de Investigacion Cientifica,
el tercero de esa denominacion y el primero, y hasta ahora me parece que el uni-
co, que ha correspondido a un matematico.

Continuada ha sido pues la atencién con que desde esta orilla de “la mar océa-
na” se ha seguido la vida y la obra de un hijo preclaro que se afinco en la otra
orilla sin que ello supusiera una total ruptura sino una comunicacion entre ambas,
varias veces materializada en encuentros y relaciones y en reconocimientos y
honores sobradamente merecidos por él. Hoy aquella orilla se ha trasladado a re-
giones superiores inalcanzables desde la nuestra y se nos priva asi de la presencia
que, siquiera intermitentemente, nos brindaba aquel hombre modesto y bueno,
maestro, compafiero y amigo, que a su alrededor derramaba, ademds de ciencia,
sosiego, cortesia y paz. Una paz de la que esperamos y pedimos goce ya intempo-
ral y definitivamente.
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Sobre el logotipo de nuestra Sociedad

Julio Fernandez Biarge

Profesor Emérito de la Universidad Politécnica de Madrid

Abstract

In October of 2000, our Society adopted a logo taken from the cover of a Puig Adam’s
book. We show here some very elementary geometric properties of this beautiful figure,
and some generalizations that it suggests.

En Octubre de 2000 nuestra Sociedad adoptd como logotipo una figura, toma-
da de la portada del maravilloso libro de don Pedro Puig Adam titulado “La Ma-
temdtica y su enseiianza actual”’, que desde el nimero 55, figura en la cubierta de
todos los numeros de nuestro Boletin. En su numero 30 comenté las propiedades
del logotipo de la XXVIII Olimpiada Matematica Espaifiola y ahora querria anali-
zar las propiedades del nuestro y las ideas que sugiere.

Figura 1

Es una bonita figura, formada por siete cuadrados (ver figura 1); cada uno de
ellos, a partir del primero, tiene sus lados sobre las rectas que se obtienen girando
los lados del anterior un dngulo de 15 grados (m/12 radianes) hacia el interior en
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torno a un extremo. Asi, el séptimo cuadrado tiene sus lados paralelos al primero,
al ser 6m/12 = m/2.

Podemos preguntarnos ;por qué don Pedro escogié el valor m/12 para el ci-
tado angulo de giro? Suponemos, desde luego, que no necesitod hacer calculos para
ello, sino que se dejo llevar por su indudable sentido estético. Pero precisamente
el libro de cuya cubierta esta tomado el logotipo, comienza con el texto de la
magnifica conferencia “La Matematica y la Belleza”, y en su IV parte: “;Qué
hay de matemdtico en lo bello?”, ahonda en las razones matematicas que hacen
armoniosa y bella una figura. Trataremos de aplicarlo a nuestro logotipo.

Don Pedro, para conseguir un efecto analogo, podia haber escogido otros valo-
res para el angulo a. Si deseaba que el cuadrado (n+1)-ésimo fuese el primero que
tuviese los lados paralelos al inicial, ese angulo tendria que ser o = mmn/(2n), con
m'y n primos entre si, y 2m < n (Para que o resulte inferior a t/4).

Conn=6ym=1,resulta oo = /12, y se cumple lo que se pretendia, con 7
cuadrados. Podria haberse tomado n» =3 y m = 1 (0. = 1/6), pero entonces la figura
constaria solo de 4 cuadrados (o si se construian 7, habria dos con lados paralelos
al inicial); el resultado es poco atractivo.

Figura 2 Figura 3

Tomandon=5ym=1 (a=m/10, o sea 18°), resulta una figura con 6 cua-
drados que podria competir en belleza con nuestro logotipo (ver figura 2). La
eleccion n=5y m=2 (o =m/5, o sea 36°) da una figura también con 6 cuadra-
dos, pero mucho menos armoniosa a la vista. La tentativan=4ym=1 (o = 1/8)
que produce 5 cuadrados, también se podria considerar (ver figura 3).
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(Hay algo interesante en la eleccion n=6 y m =1, (o0 = w/12) que contribuya
a explicar la eleccidén efectuada por don Pedro, frente a las otras consideradas?
Lo hay: quizas pocos hayan reparado en ello, pero en nuestro logotipo (ver figura
4), las circunferencias circunscritas a cada uno de los cuadrados, a partir del
segundo, estan inscritas en el cuadrado anterior, 1o que no ocurriria para las otras
figuras consideradas y ello, aun cuando esas circunferencias no estan dibujadas,
da inconscientemente una especial armonia al conjunto.

Figura 4 Figura 5

Otra particularidad interesante, consecuencia inmediata de la anterior es que
cada uno de los cuadrados que se generan tiene un darea que es la mitad de la del
anterior. Asi, el ultimo cuadrado de la figura es 1/64 del primero, como una casi-
lla de un tablero de ajedrez construido sobre éste. En la citada portada, este cua-
drado aparece en rojo, resaltando la proporcion sefialada.

Para estudiar las propiedades de las figuras inspiradas en la misma idea de este
logotipo, consideraremos un caso mas general, formado por n+1 poligonos regu-
lares de p lados, generados a partir del primero, de modo que sus lados estén so-
bre las rectas que resultan de girar un angulo o los lados del anterior, en torno a
un extremo y hacia el interior. En la figura 5 se ve el resultado para p=5,n=26
con o=Tm/15(=12°.

Recordaremos que los angulos exteriores del poligono de p lados son de 2n/p
radianes y cada uno de los interiores de m(p-2)/p. Podemos exigir que el angulo o
sea inferior a la mitad de un angulo interior, o sea o < (p-2)/(2p) . En general, si
designamos con 7,y a; el radio y la apotema del k-ésimo poligono, serd a; = 7y
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cos(mt/p) , ar+; = ry cos (m/p + o). La razén de semejanza entre dos poligonos
consecutivos es, por tanto,

p = cos (T/p + a)/cos (T/p) = cos . - tg (7/p) sen . . [1]
En nuestro logotipo, es
p = cos(/4 +1/12)/cos (n/4) = cos(m/3)/cos (T/4) = IN2. [2]

Si ademas deseamos que el poligono (n+1)-ésimo sea el primero que tenga sus
lados paralelos a los del primero (sin quedar “invertido” cuando p sea impar),
debe ser o =2mmn/(np), con m <n(p-2)/4 y m primo con n. En el ejemplo ante-
rior de la figura 5 se cumplen estas relaciones con m = 1.

(En qué casos se dard la afortunada circunstancia de que cada poligono (salvo
el primero) esté inscrito en la circunferencia inscrita en el anterior, como ocurre
en nuestro logotipo? Ello se dara tan sélo cuando sea 1,4; = ap, O sea
ay+1/cos(m/p) = rycos (1/p) y, en definitiva, cuando

cos(T/p + o) = cos*(T/p),

ecuacion que permite determinar o conocido p. En nuestro caso es p =4 y que-
da cos(m/4 + a) = 1/2, lo que da m/4 + oo = /3 y en definitiva, o = /12, como
sabemos.

El que cada poligono construido tenga la mitad de area que el anterior se
cumple s6lo si p =12, o sea si

cos (T/p + o) = cos(m/p) N2

que para p =4, da también oo =m/12 .

Fijado el nimero de lados p y tomando m = 1 en las formulas obtenidas, el an-
gulo o =2m/(np) da lugar a una sucesion de poligonos, tal que el (n+1)-ésimo
tiene lados paralelos al de partida; el tamafio de éste depende de n y sera el del
primer poligono multiplicado por p” o sea por [cos((1+2/n)n/p)/cos(n/p)]”. Para
cada p, este factor va creciendo con # pero se mantiene acotado; su limite cuando
n tiene a infinito (es del tipo 17 y se calcula como exp(L) donde L es el limite del
exponente multiplicado por la base menos uno) es exp(-(2n/p).tg(n/p)), que en el
caso particular de p =4 se convierte en exp(-1/2).

Haciendo uso de un programa adecuado, como Maple. se calculan rdpidamente
los valores de esta razén de semejanza (del (n+1)-ésimo al primero) para p =4 y
distintos valores de n:

25



n: 3 4 5 6 7 8 20 100  limite
razén: 0,0490 0,0858 0,1091 0,1250 0,1365 0,1452 0,1825 0,2028 0,2079
Figura: 32 2# 1?

Con p =35, se obtiene analogamente, para n = 6 (Figura 5%), la razén 0,32012
y el limite, para » tendiendo a infinito, 0,40132.

Otros elementos de nuestro logotipo que llaman la atencion al matematico son
las cuatro quebradas que aparecen como lineas de puntos. Cuando el niumero »
aumenta indefinidamente manteniendo o = 7/(2n), esas quebradas se iran aproxi-
mando a curvas que unen los vértices del cuadrado original de lado d con los del
cuadrado limite, de lado d.exp(-n/2) que hemos considerado antes. La razén de
semejanza entre dos cuadrados consecutivos es, segun [1]:

p = cos (/4 + a)/cos (T/4) = cos(/4 + mt/(2n))/cos (1/4).
Asi la razdn de semejanza entre el cuadrado (k+1)-ésimo y el primero sera
p* = [cos(n/4 + T/(2n))/cos (m/4)]* . [3]

Por otra parte, el &ngulo @4+; que forman los lados de ese cuadrado (k+1)-ésimo
con los del primero sera

Qw1 = ko= kn/(2n) . [4]

Como el radio del cuadrado primero es r = dN2, el radio del cuadrado (k+1)-
¢simo sera

Frel = pk dN2, con pk dado por [3].
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En el segundo miembro podemos sustituir k& por 2n@;./mt, segin [4], quedando
asi expresado r4+; como una funcidn de @ que contiene como parametro a 7.
En definitiva:

Frel = (d/\/2).[cos(7t/4 + 1t/(2n))/cos (n/4)]k , CON k= 2nQ4/TC . [5]

Teniendo en cuenta que, para un » determinado, @4 es el angulo que forma un
radio del cuadrado (k+1)-ésimo con el radio OA del cuadrado de partida (ver figu-
ra 6), la ecuacién [5] se puede considerar como la ecuacidn en coordenadas po-
lares de una curva que contiene un vértice de cada cuadrado (k&=1,2, ... ntl), to-
mando como rayo origen el radio OA. Esta curva se modifica al cambiar 7 ; po-
demos hallar el limite cuando # tiende a infinito (el calculo es facil, del tipo de 17,
como en un caso anterior) y se obtiene la curva de ecuacion, en polares (1, ¢):

r = (dN2).exp(-9),

es decir, se trata de una espiral logaritmica. Esta curva une, por supuesto, el vérti-
ce A del cuadrado inicial (de lado d) con el vértice B del cuadrado limite conside-
rado antes, (de lado d.exp(-m/2) ). Las curvas correspondientes a los otros vértices
se obtienen de ésta, mediante giros de /2 en torno a O.

Recordemos que en una curva dada en polares, como » = (@) , el angulo V
que forma la tangente en un punto P con el radio vector OP se calcula mediante
tg V =-r(@)/r’(p), o sea, en nuestro caso, tg V =1y V =1/4 (o0 sea 45°), lo que
es una propiedad bien conocida de la espiral logaritmica. Esto hace que la tangen-
te y la normal en el punto P estén sobre los lados de un cuadrado de centro en O;
uno de estos lados es PQ, siendo tangente en Q a otra de las espirales logaritmicas
consideradas.

Resulta asi la notable propiedad de la figura de que cada una de las cuatro es-
pirales logaritmicas es la evoluta de otra de ellas (como envolvente de sus norma-
les). Puede dibujarse una infinidad de cuadrados que tienen sus vértices sobre las
cuatro curvas, de modo que en cada uno un lado es tangente y otro normal a ellas.
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Una generalizacion para cuadrilateros
del Teorema de Napoleon

Juan Tarrés Freixenet
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Abstract

We state a generalization of the Triangle Napoleon's Theorem: The quadrilateral defined
by the centers of the squares drawn on each side of a quadrilateral is a square if and only
if the former quadrilateral is a parallelogram.

Introduccion

Napoledén Bonaparte fue un gran aficionado a la Geometria. A él se atribuye un
bonito resultado de la geometria del tridngulo, conocido como el

Teorema de Napoledn (ver, por ejemplo, [Co]): Si sobre cada uno de los lados
de un triangulo cualquiera se traza un triangulo equildtero, el triangulo determi-
nado por los centros de los mismos es también equilatero.
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El triangulo equilatero A'B'C' obtenido por este procedimiento recibe el nom-
bre de triangulo de Napoleon del triangulo ABC.

Nos preguntamos sobre una posible generalizacién de este teorema a poligo-
nos de mayor nimero de lados en el sentido de que, si sobre cada uno de los lados
de un poligono de » lados se construye un poligono regular también de » lados,
[sera regular el poligono que determinan los 7 centros de los mismos?.

Fig. 2

La respuesta es, en general, negativa. Basta considerar el trapecio ABCD de la
figura 2 y construir un cuadrado sobre cada uno de sus lados para obtener el cua-
drilatero A'B'C'D' definido por sus centros respectivos.

Es obvio que A'B'C'D' no es un cuadrado, pues los lados A'B' y B'C' son me-
nores que C'D'y D'A'; ademas, sus angulos no son rectos.

29



No obstante, se puede plantear la cuestion de averiguar en qué casos el poligo-
no obtenido es regular. En esta nota restringiremos nuestro estudio al caso de los
cuadrildteros. Un resultado de caracter general se nos antoja muy dificil.

2. El teorema de van Aubel

Relacionado con el problema de caracterizar los cuadrilateros que admiten una
generalizacion del teorema de Napoleon estd un bonito teorema, debido al mate-
matico flamenco del siglo XIX Henricus Hubertus van Aubel (Maastricht, 1830;
Antwerpen, 1906):

Teorema de van Aubel: Si ABCD es un cuadrildtero cualquiera y sobre cada
uno de sus lados se trazan cuadrados exteriores, las diagonales del cuadrilatero
A'B'C'D' determinado por los centros de los mismos, son perpendiculares y de la
misma longitud.

Fig. 3

La demostracion de este teorema es sencilla (ver [Ya], p. 94). Para ello basta re-
cordar algunos resultados bien conocidos de la composicién de giros en el plano

([Ya], pp. 33-35):
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1) La composicion de dos giros del plano, de angulos o y B, respectivamente, es
un giro de angulo o+, si o+ # 360°, y una traslacion, si o+ = 360°.

2) Si O;y O, son los centros de sendos giros del plano, de angulos o y [, respec-
tivamente, y o+ # 360° el centro del giro resultante de la composicion de los
mismos es un punto O tal que:

o B

£ 00,0, =—— Z 00,0, =——
2 2
O
_ =12
e T By~
— 2 |
O< % !
> /
~
= [
-
U
™~
~
O
Fig. 4

3) Si, para los dos giros anteriores, es o+ = 360°, y la composicién de los mis-
mos tiene un punto fijo, este tltimo movimiento es la identidad.

Demostracion del Teorema. La composicion de los giros de centros A', B', C'y
D', y angulo de 90° en cada caso, es igual a la identidad, pues la suma de los cua-
tro angulos es 360° y el punto A es fijo por esta composicion.

Por otra parte, la composicion de los giros anteriores de centros A' y B' es un
giro de 180°. Su centro, M, es el punto medio de la diagonal AC del cuadrilatero
ABCD, pues transforma A en C. Ademas, el triangulo A'MB' es isosceles y rec-
tangulo en M, ya que £ MA'B' = ZMB'A' = 45°.

Asimismo, la composicidn de los giros de 90° y centros respectivos en C'y D'
es también un giro de 180° y transforma C en A. Su centro es el mismo punto M

31



de la composicién anterior. El triangulo C'MD' es isésceles y rectangulo en M,
igual que A'MB'.

\\87
B,/ \ I'
A,‘/ i N—#-—-
\ Ml
AN R
\\ .7
\
DN
d %
~adl)
Fig. 5

La rotacidon de centro M y angulo 90° transforma el tridangulo A'MC' en el
tridngulo B'MD'. En consecuencia, la diagonal A'C' se transformard en la otra
diagonal B'D'. Luego, las dos diagonales A'C' y B'D' son perpendiculares y ambas
tienen la misma longitud.

2. El cuadrilatero de van Aubel

A la vista de la construccion realizada en el teorema anterior podemos dar la si-
guiente:

Definicion. Llamaremos cuadrildtero de van Aubel de ABCD al cuadrilatero
A'B'C'D' definido por los centros de los cuadrados trazados sobre cada uno de

los lados del cuadrilatero ABCD.

En la introduccion hemos visto que este cuadrilatero, en general, no es un cuadra-
do. Sin embargo:
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Proposicion. ([Ya], p. 39) El cuadrildtero de van Aubel de un paralelo-
gramo es un cuadrado.

Demostracion. ([Ya], p. 97). El punto M en el que se cortan las dos diago-
nales de ABCD es el centro de simetria de dicho cuadrilatero.

Fig. 6

Por otra parte, M es también el centro de simetria de la figura 6, por lo que las
dos diagonales A'C' y B'D' del cuadrilatero de van Aubel se cortan en su punto
medio. Al ser iguales y perpendiculares, A'B'C'D' es un cuadrado.

Asi pues, en el caso de los paralelogramos, se verifica la generalizacidon pro-
puesta del teorema de Napoleon. Tenemos también:

Proposicion. Si el cuadrilatero de van Aubel de ABCD es un cuadrado, ABCD es
un paralelogramo.

Demostracion. S1 A'B'C'D' es un cuadrado, sea M, el centro del mismo. Segin
hemos visto en la demostracion del teorema de van Aubel, M es el punto medio
de la diagonal AC del cuadrilatero ABCD. El giro de centro M y angulo 90° trans-
forma los puntos (A'B'C'D'") en (B'C'D'A").

La composicion de los giros de centros B' y C', y dngulo 90° en cada caso es
un giro de 180° con centro en el punto M', punto medio de la diagonal BD de
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ABCD. El giro de centro M' y angulo 90° transforma los puntos (B'C'D'A'") en
(C'D'A'B"); es decir, es el mismo giro de centro M y dngulo 90°. Luego, M = M.

Como consecuencia de todo lo anterior, las diagonales AC y BD se cortan en
su punto medio. Por lo tanto, el cuadrildtero ABCD es un paralelogramo.

Podemos enunciar, pues, la siguiente generalizacion para cuadrilateros del teo-
rema de Napoledn:

Teorema (de Napoledn-van Aubel). El cuadrilatero de van Aubel de un cuadrila-
tero ABCD es un cuadrado siy solo si ABCD es un paralelogramo.

Se puede calcular con facilidad el area del cuadrado de van Aubel en funcién
de las longitudes de los lados del paralelogramo inicial:

Fig. 7

Si AB = a y BC = b son las longitudes de los lados del paralelogramo ABCD, y
0<90° es el angulo en el vértice A (fig. 7), en el tridngulo A'AD' es:

a b
A'A = AD'= —— Z A'AD'= 90°+ o
V2 V2
Aplicando el teorema del coseno en este tridngulo se obtiene:
a b
A'D? = + —— — ab.cos(90°+a) =
2 2
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a* b* 1

= + + abseno = —— (a+b)’—ab.(l-seno)
2 2 2

es decir:

Proposicion. Dado el paralelogramo ABCD, con AB=a y BC = b, y tal que el
angulo en A es o0 < 90°, el area de su cuadrado de van Aubel es:

1
S=— (a+b)—a.b.(l —sen o)
2

Corolario. a) Si ABCD es un cuadrado de lado a, y S es el drea de su cuadrado
de van Aubel, es: S=2.d°
1
b) Si ABCD es un rectangulo de lados a y b, es: S= —— .(a+b)
2
¢) Si ABCD es un rombo de lado a: S=a’.(1+seno)

3. El cuadrilatero interior de van Aubel

Si los cuadrados construidos sobre cada uno de los lados de un cuadrilatero
ABCD se trazan hacia el interior del mismo, sus centros determinan otro cuadrila-
tero A"B"C"D", que llamaremos el cuadrildtero interior de van Aubel de ABCD.
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Para distinguir este cuadrilatero del construido en los apartados anteriores, desig-
naremos el anterior como el cuadrildtero exterior de van Aubel de ABCD.

Razonamientos analogos a los de los apartados anteriores permiten obtener:

Teorema de van Aubel. Las diagonales del cuadrilatero interior de van Aubel de
un cuadrilatero cualquiera tienen la misma longitud y son perpendiculares.

Teorema de Napoleon - van Aubel. E/ cuadrilatero interior de van Aubel de un
cuadrilatero ABCD es un cuadrado siy solo si ABCD es un paralelogramo.

Vamos a calcular el area del cuadrilatero interior de van Aubel de un paralelo-
gramo ABCD:

Fig. 9

Si o £90° es el angulo en el vértice Ay AB =a, BC = b son las longitudes de
sus lados, en el triangulo C"DD" de la figura 9 se tiene:

a b

DD"= —— ZC"DD"= 90°- «
V2 V2

Aplicando el teorema del coseno en este tridngulo se obtiene:

C'D=

36



2 b2

a
C'D" = + —— — ab.cos(90°- ) =
2 2
a b 1
= + — abseno = —— (a— b)*+a.b.(1 —seno)
2 2 2

En consecuencia:

Proposicion. Dado el paralelogramo ABCD, con AB =a y BC = b, y tal que el
angulo en A es o < 90°, el area de su cuadrado interior de van Aubel es:

1
S =—— (a— by’+a.b(l-seno)
2

Corolario. a) Si ABCD es un cuadrado su cuadrado interior de van Aubel se
reduce un punto y es S = 0.

1
b) Si ABCD es un rectangulo de lados ay bes: S = (a-b)

2

¢) Si ABCD es un rombo de lado a, es: S=da" (1 - sen )

Es un resultado conocido que la diferencia de las dreas de los tridngulos exterior e
interior de Napoleon de un triangulo ABC es, precisamente, el area del propio
triangulo ABC [Co].

Para los cuadrados exterior e interior de van Aubel de un paralelogramo
ABCD, si S y S' son, respectivamente, las areas de sus cuadrados exterior € inter-
1or de van Aubel, se obtiene:

1 1
(a+ b)Y —ab(l-sena)] —[
2 2

S-S'=] (a—b)* +a.b.(1 —sen o]
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Efectuando operaciones y simplificando, resulta:
S—S'=2.a.b. sen o

Asi:
Proposicion. La diferencia de las dareas de los cuadrados exterior e interior de
van Aubel de un paralelogramo ABCD, de lados AB =a,BC =5 y dngulo en A
igual a a0<90° es:

d=2.a.b. sen o
Corolario. a) Si ABCD es un cuadrado o un rectangulo, la diferencia de las

areas de sus cuadrados exterior e interior de van Aubel es igual al doble del drea
de ABCD.

b) Si ABCD es un rombo de lado a y dngulo 0. < 90° en A, es d =2.a". sen o.
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Abstract

In this paper we present the definitions and some properties of several Smarandache type
functions that are involved in many proposed solved and unsolved problems and conjectu-
res in number theory and recreational mathematics. Examples are also provided. Interes-
ting problems related to them are proposed as addenda to this article.

1. Introduccion

La Funcion de Smarandache mas conocida, la cual ha llegado a ser una funcion
clasica en teoria de numeros es la siguiente:

S: N* - N* S(1)=1,5(n) es el menor entero tal que S(n)! es divisible por n.

Por ejemplo: S(6)=3, ya que 3!=1-2-3=6 que es divisible por 6, y 3 es el menor
nimero con esta propiedad, i.e. 2! no es divisible por 6. S(8)=4, S(11)=11.

Esta funcion ha sido muy estudiada la pasada década y se han descubierto intere-
santes propiedades en relacion a ella.
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2. Propiedades
2.1. Max{p, p es primo y p divide n} < S(n) < n para cualquier entero positivo n.

2.2. Sin=(p"s)) - (p2s2) ... (px"*sk), donde py, pa, ..., px son primos distintos

entonces S(n) = max {S(pi"si)} < max{p;'s; }.
I<i<k I<i<k

2.3.Caracterizacion de los numeros primos
Sea p un entero > 4. Entonces: p es primo siy solo si S(p)=p.

Demostracion: Sea p un nimero primo>4 y supongamos que S(p)=m<p, entonces
m! no es divisible por p, por tanto S(p)=p. Por otro lado, sea S(p) =py p # 4;
supongamos que p no es primo, por tanto existen dos enteros s y t, con s<t<p, tal
que p = s-t, pero entonces S(p) <t # p ya que t! es divisible por s y t a la vez (i.e.
t! es divisible por p). Contradiccion.

2.4 Una formula exacta para calcular el numero de primos menores o iguales que
x (L. Seagull): Si x es un entero = 4, entonces el nimero de primos < x es:

[I(x)=-1+ ZX:L%J

donde S(k) es la Funcidén de Smarandache clasica, y lalesla parte entera de a (el
mayor entero menor o igual que a).

Demostracion: Conocemos que la funcién de Smarandache tiene la propiedad que
si p > 4 entonces S(p) = p siy solo si p es primo, ademas S(k)<=k para todo k, y
S(4)=4 (la unica excepcidén para lo primero), con esto podemos encontrar facil-
mente la formula exacta para el nimero de primos menores o iguales que x.

3. Conjeturas

3.1. La ecuacion diofantica S(n) = S(n+1) no tiene solucion. (L. Tutescu)

3.2. La ecuacién diofantica S(n) + S(n+1) = S(n+2) tiene infinitas soluciones (I.
M. Radu)
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4. Mas Tipos de Funciones de Smarandache
Las siguientes han sido consideradas y estudiadas:

4.1 La Funcion Doble Factorial de Smarandache:

Sdf(n) es el menor entero tal que Sdf(n)!! es divisible por n, donde el doble facto-
rial se define como: m!! = 1-3-5-...-m, si m es impar; y m!! =2-4-6-...-m, si m es
par.

Por ejemplo:
n 1234567891011 12 13 14 15 16
SDF(n) 1234567491011 613 14 5 6

4.2 Funcion de Smarandache-Kurepa:
Para un primo p, SK(p) es el menor entero tal que !SK(p) es divisible por p, don-
de!'m=0!+1!+2!'+ ..+ (m-1)!

Por ejemplo:

p 237 1117 19 23 31 37 41 61 71 73 89

SK(p) 246 6 5 7 7 1222 16 55 54 42 24

4.3 Funcion de Smarandache-Wagstaff:
Para un primo p, SW(p) es el menor entero tal que W(SW(p)) es divisible por p,
donde W(m) = 1! +2! + ... + (m)!

Por ejemplo:

p 3 11 17 23 29 37 41 43 53 67 73 79 97

SW({Pp) 2 4 512 19 24 32 19 20 20 7 57 6

4.4 La funcion Superior de Smarandache de orden k:
Sk(n) es el menor entero para el cual n divide a Sk(n)"k
Por ejemplo, para k=2, tenemos:
n 12345678 9101112 13 14 15 16
S2m) 1232 5674 31011 613 14 15 4

4.5 Funcion Pseudo-Smarandache:
Z(n) es el menor entero tal que 1+ 2+ ... + Z(n) es divisible por n.
Por ejemplo:
n 12345 6 7
Zn) 1 3 2 3 4 3 6
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4.6 Funcion Entorno al Primorial de Smarandache:
SNTP(n) es el menor primo tal que alguno de estos tres valores p# - 1, p#, o p# +
1 es divisible por n, donde p# , para un nimero primo p, es el producto de todos
los primos menores o iguales que p. Esta funcidén solo existe para valores de n
libres de cuadrados.
Por ejemplo:
n 12
SNTP(n) 2 2

5. Otros tipos de funciones de Smarandache
Las siguientes han sido estudiadas los tltimos afios:

5.1 Sea f: Z — Z una funcidn estrictamente creciente y x un elemento de R, En-
tonces:

a) f-Parte Inferior de Smarandache de x, ISf(x), es el menor k tal que
f(k) < x < f(k+1).

b) f-parte Superior Smarandache de x, SSf(x) es el menor k tal que
f(k) < x < fk+1).

Casos Particulares:

a) Parte S-Prima Inferior:
Para cualquier numero real n positivo definimos ISp(n) como
el mayor primo menor o igual que n.
Los primeros valores de esta funcion son:
2,3,3,5,5,7,7,7,7,11,11,13,13,13,13,17,17,19,19,19,19,23,23.

b) Parte S-Prima Superior:
Para cualquier nimero real positivo n definimos SSp(n) es el menor
primo mayor o igual que n:
Los primeros valores de esta funcion son:
2,2,23,55,7,7,11,11,11,11,13,13,17,17,17,17,19,19,23,23,23.

c¢) Parte S-Cuadrada Inferior:
Para cualquier namero real positivo n definimos ISs(n) como el mayor
cuadrado menor o igual que n:

Los primeros valores de esta funcion son:
0,1,1,1,4,4,4,4,4,9,9,9,9,9,9,9,16,16,16,16,16,16,16,16,16,25,25.
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d) Parte S-Cuadrada Superior:
Para cualquier nimero real positivo n definimos SSs(n) como el menor
cuadrado mayor o igual que n.
Los primeros valores de esta funcion son:
0,1,4,4,4,9,9.9,9,9,16,16,16,16,16,16,16,25,25,25,25,25,25,25,25,25,36.
¢) Parte S-Cubica Inferior:
Para cualquier numero real positivo n definimos ISc(n) el mayor
cubo menor o igual que n.
Los primeros valores de esta funcion son:
0,1,1,1,1,1,1,1,8,8,8,8,8.8,8,8.8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,27,27,27,27.
f) Parte S-Cubica Superior:
Para cualquier nimero real positivo n definimos SSc(n) es el menor
cubo mayor o igual que n.
Los primeros valores de esta funcion son:
0,1,8,8,8,8,8,8,8,27,27,27,27,27,27,27,27,27,27,27,27,27,27,27,27,27.
g) Parte S-Factorial Inferior:
Para cualquier nimero real positivo n definimos ISf(n) el mayor
factorial menor o igual que n.
Los primeros valores de esta funcion son:
1,2,2,2,2,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,24,24,24, 24 24 24 24,
h) Parte S-Factorial Superior:
Para cualquier namero real positivo n definimos SSf(n) el menor
factorial mayor o igual que n:
Los primeros valores de esta funcion son:
1,2,6,6,6,6,24,24,24 .24 24 24 24 24,24 24 24 24 24 24 24 24,24 24 .120.
Comentario I: Esto es una generalizacion de la parte entera superior/inferior de
un numero.

5.2. Sea f: Z — Z una funcidn estrictamente creciente y X un elemento de R. En-
tonces:

definimos la f~Parte Fraccionaria de Smarandache de x, FSf(x)=x-1Sf(x), donde
ISf(x) es la f-Parte Inferior de Smarandache definida arriba.

Casos Particulares:

a) Parte S-Prima Fraccionaria:
FSp(x)=x — ISp(x),
donde ISp(x) es la Parte S-Prima Inferior definida arriba.
Ejemplo: FSp(12.501)=12.501 - 11 =1.501.
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b) Parte S-Cuadrada Fraccionaria:
FSs(x) = x - [Ss(x),
donde ISs(x) es la Parte S-Cuadrada Inferior definida arriba.
Ejemplo: FSs(12.501)=12.501 - 9 =3.501.
c¢) Parte S-Cubica Fraccionaria:
FSc(x) =x - ISc(x),
donde ISc(x) es la Parte S-Cubica Inferior definida arriba.
Ejemplo: FSc(12.501)=12.501 - 8 =4.501.
d) Parte S-Factorial Fraccionaria:
FSf(x) = x - ISf(x),
donde ISf(x) es la Parte S-Factorial Inferior definida arriba.
Ejemplo: FSf(12.501)=12.501 - 6 = 6.501.
Comentario 2.1: Esto es una generalizacion de la parte fraccionaria de un numero.
Comentario 2.2: De forma similar podemos definir:
— La f-Parte Inferior Fraccionaria de Smarandache:
IFSf(x) = x - ISf(x) = FS{(x);
— La f-Parte Superior Fraccionaria de Smarandache:
SFSf(x) = SSf(x) - x;
Por ejemplo: Parte Ctbica Superior Fraccionaria de Smarandache de
12.501 =27 -12.501 = 14.499.
5.3 Sea g: A — A una funcion estrictamente creciente, y sea “~” una ley de com-
posicion interna en A. Entonces decimos que f: A — A es la funcion comple-
mentaria de Smarandache respecto de la funcion g y la ley interna “~" si:

f(x) es el menor k tal que existe un z en A que verifica x~k = g(z)
Casos Particulares:
a) Funcion de Smarandache Complementario del Cuadrado:
f: N — N, f(x) = es el menor k tal que x-k es un
cuadrado perfecto.
Los primeros valores de esta funcion son:
1,2,3,1,5,6,7,2,1,10,11,3,14,15,1,17,2,19,5,21,22,23,6,1,26,3,7.
b) Funcion de Smarandache Complementario del Cubo:
f: N — N, f(x) = es el menor k tal que x-k es un
cubo perfecto.

Los primeros valores de esta funcion son:
1,4,9,2,25,36,49,1,3,100,121,18,169,196,225,4,289,12,361,50.
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De forma mas general:

c¢) Funcién de Smarandache Complementario de la Potencia m-ésima:
f: N — N, f(x) = menor k tal que x-k es una potencia m-ésima

d) Funcién de Smarandache Complementario del primo:
f: N — N, f(x) = es el menor k tal que x+k es un numero primo.
Los primeros valores de esta funcidn son:
1,0,0,1,0,1,0,3,2,1,0,1,0,3,2,1,0,1,0,3,2,1,0,5,4,3,2,1,0,1,0,5.

5.4 Funcion S-Multiplicativa:

es una funcion f: N* — N* tal que para cualquier (a, b) = 1, f(a-b) = max {f(a),
f(b)}; [1.e. cumple la principal propiedad de la funciéon de Smarandache].

Las siguientes funciones son obviamente S-multiplicativas:

a) La funcion constante £ :N* — N*, f(n) = 1.

b) La funcion de Smarandache S:N* — N, S(n) = max{ p| p! : n}.

Ciertamente muchas propiedades de funciones multiplicativas pueden ser trasla-
dadas a funciones S-multiplicativas.

6. Iteraciones Funcionales de Smarandache

6.1 Iteracion funcional de Smarandache de Primera Especie:

Sea f: A — A una funcidn, tal que f(x) < x para todo x, y

min {f(x), Xx € A} = my # -oo.

Supongamos que f tiene en p = 1 un punto fijo: my <x; <x < ... <X,.

[Un punto x es llamado punto fijo si f(x) = x.] Entonces:

SI1; (x) = es el menor numero de iteraciones k tal que f(f{(...f(x)...)) = constante

iterada k veces.
Ejemplo: Sea n > 1 un numero entero, y d(n) el numero de divisores positivos de
n, d: N — N. Entonces SIl; (n) es el menor nimero de iteraciones tal que
d(d(...d(n)...)) = 2, iterada k veces, puesto que d(n) <n para n > 2, y el punto fijo
de la funcién d es 1 y 2. Tenemos que SI14 (6) = 3, ya que d(d(d(6))) = d(d(4)) =
d(3) =2 = constante. SI14(5) = 1, puesto que d(5) = 2.

6.2. Iteracion funcional de Smarandache de Segunda especie:
Sea g: A — A una funcidn, tal que g(x) > x para todo x, y sea b > x. Entonces:

SI2, (x, b) = es el menor numero de iteraciones tal que g(g(...g(x)...)) = b
iterada k veces
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Ejemplo: Sea n > 1 un nimero entero, y X(n) la suma de los divisores positivos de
n (1 y nincluidos), X: N — N. Entonces SI25 (n, b) es el menor nimero de ite-
raciones k tal que X (2(...X(n)...)) = b, iterada k veces puesto que X(n) > n para n
> 1. Se tiene SI25(4, 11) = 3, ya que Z(X(Z(4))) = Z(X(7))=X(8)=15=>11.

6.3 lteracion Funcional de Smarandache de Tercera Especie:
Sea h: — A una funcidn, tal que h(x) < x para todo x, y sea b < x. Estonces:
SI3; (x, b) = es el menor niimero de iteraciones k tal que h(h(...h(x)...))<b,
iterada k veces.
Ejemplo: Sea n un numero entero y gd(n) el mayor divisor de n, menor que n,
gd: N* — N* con gd(n) < n para n > 1. SI3,4(60, 3) = 4, puesto que
gd(gd(gd(gd(60)))) = gd(gd(gd(30))) = gd(gd(15)) = gd(5) =1 < 3.
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Problemas propuestos sobre Funciones
de Smarandache

Problema 1. Sea S(n) el menor numero entero tal que S(n)! es divisible por n,
donde m!=1-2-3-...-m (factorial de m), y S(1)=1 (Funcién de Smarandache). Pro-
bar que si p es primo se tiene que S(p)=p. Calcular S(42).

Propuesto por Anthony Begay

Problema 2. Sea Sdf(n) la funcion doble factorial de Smarandache, i. e. El menor
entero tal que Sdf(n)!! es divisible por n, donde m!!=1x3x5x7x...xm si m es impar
y m!!=2x4x6x...xm si m es par. Si n es un entero par libre de cuadrados y p es el
mayor primo que divide a n, se tiene que Sdf(n)= 2p.

Gilbert Johnson (New Mexico, USA)

Problema 3. Si p es un primo impar de la forma p=2k+1, calcular Sdf(p”((k+2)),
donde Sdf(n) es la funcion doble factorial de Smaradache (esto es, el menor ente-
ro tal que Sdf (n)!! es divisible por n, donde el doble factorial toma los valores
m!!=1x3x5x...xm si m es impar , y m!!=2x4x6x...xm si m es par).

Ivan Godunov (Moscu, Rusia)
Leonardo Motta (Belem, Brasil)

Problema 4. Sea p un niimero primo positivo, y sea S(n) la Funciéon de Smaran-
dache, definida como en menor entero tal que S(n)! es divisible por n. El factorial
de m es el producto de todos los enteros de 1 hasta m. Probar que S(p”)=p°.

Alecu Stuparu (Valcea, Rumania)

Problema 5. Consideremos la funcion Sdf(n), llamada funcion doble factorial de
Smarandache, cuyo valor es en menor entero positivo tal que Sdf(n)!! es divisible
por n. Donde el doble factorial toma los valores m!!=1x3x5x...xm si m es impar ,
y m!!=2x4x6x...xm si m es par. Resuelve la ecuacién Sdf(x)=p, con p primo.
(Cuantas soluciones tiene esta ecuacion?

Carlos Gustavo Moreira (Rio de Janeiro, Brasil)
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Las relaciones de Cardano en la Ensefianza de
las Matematicas en Secundaria

Maria Belén Rodriguez Rodriguez
I.E.S. Sefarad, Toledo

Abstract

We present some examples showing how to use Cardano’s relations in solving elementary
problems of analytic geometry. These contents have disappeared of the current curricula
of our Bachillerato’s studies, and we defend its presence.

Introduccion

El estudio de las raices de los polinomios ha constituido un hilo conductor fun-
damental en el desarrollo del Algebra, al menos hasta mediados del siglo XIX.
Sin embargo, su presencia entre los contenidos de Matematicas del actual Bachi-
llerato es poco mas que testimonial. De hecho, salvo las rutinas de sumar, multi-
plicar y dividir polinomios, el teorema del resto y la regla de Ruffini, y el calculo
de las raices de las ecuaciones de segundo grado y las que se derivan trivialmente
de ellas, poco mas escuchan los estudiantes de Secundaria acerca de una cuestion
por la que, desde la antigiiedad, se han ocupado eminentes matematicos. Nuestra
conviccion es que el estudio de las relaciones de Cardano que ligan las raices de
un polinomio con sus coeficientes es, por un lado, de mas facil comprension que
buena parte de los items que constituyen el actual curriculum del estudiante de
Secundaria; de hecho es habitual explicarlas para los de grado dos, lo que no pre-
senta mayor dificultad, ni la presentaria para los de grado superior. No cabe duda
que las cuestiones relacionadas con el “paso al limite” que llenan las paginas de
los libros de texto “se aprehenden” mucho peor, y ni el algebra lineal, ni la trigo-
nometria, ni el calculo vectorial, ni la combinatoria, ..., resultan mas faciles. Por
otro lado, pensamos que se trata de un material util para el alumno, que con fre-
cuencia se desalienta o emprende caminos alternativos cuando la busqueda de un
lugar geométrico, o las coordenadas de ciertos puntos, conlleva la necesidad de
manipular ecuaciones polindmicas que, sin embargo, no necesita resolver.
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Incluso buena parte de los estudiantes universitarios no disponen de tan ele-
mental herramienta cuando aprenden los rudimentos de geometria analitica o re-
ciben cursos de conicas o curvas y superficies diferenciables, y sucede con fre-
cuencia que al estudiar las relaciones de Cardano en el primer curso de algebra no
lineal no tienen oportunidad de emplearlas en contextos geométricos.

Presentamos a continuacion tres ejemplos en los que el uso de las relaciones de
Cardano para polinomios de grado dos, tres y cuatro permite resolver sencillos
problemas de geometria analitica que hoy en dia no saben abordar nuestros alum-
nos, ni siquiera en casos particulares.

Aunque el nacleo de los argumentos utilizados no excede un nivel que juzga-
mos adecuado para la Ensefianza Secundaria, hemos de sefialar que para desarro-
llar rigurosamente el primer ejemplo es necesario conocer, ademas, qué cumplen
los coeficientes reales de un polinomio de grado tres cuyas raices sean reales. Por
otro lado, el tercero de los ejemplos consiste en el calculo de la envolvente de una
familia de rectas; es obvio que nuestra pretension al respecto es ensefiar en el Ba-
chillerato inicamente como encontrar ecuaciones implicitas de los miembros de la
familia.

En realidad, a lo largo de las paginas que siguen no emplearemos todas las for-
mulas de Cardano sino sdlo las siguientes igualdades:

1. Sia#0y xy, X, son las raices del polinomio aX? — bX + ¢, entonces
X;+tX,=b/a ; x;X,=c/a.
2. Sia# 0y xy, X, X3 son las raices del polinomio aX® — bX? + ¢X — d, entonces
X1 + X2 + X3 = b/a , X1X2 + X1X3 + XoX3 = c/a , X1XoX3 = d/a.
3.Si a#0y xy, Xy, X3, X4 son las raices del polinomio aX'—bXP +cXP—dX +e,
entonces
X + X, + X3 + X4 = b/a.
Ejemplo 1

Célculo de una ecuacion implicita del lugar geométrico [ de los puntos del plano
desde los que se pueden trazar dos tangentes perpendiculares entre si a la curva

C={(x,y)e R :yx*+4=0}.
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Sea p = (u, v) € R*un punto cualquiera del plano. La recta r(x) que lo une con
el punto (x, — 4/x>) € C es tangente a C en p si su pendiente vale m(x) = 8/x°.
Como también m(x) = (vx + 4) / x*(u — x), resulta que la recta r(x) es tangente a
la curva C si y solo si 8/x° = (vx* + 4)/x*(u — x), esto es, x ha de ser una raiz real
no nula del polinomio

P,(T)=vT’ + 12T — 8u.

Por lo tanto, fijado p € R?, las abscisas de los puntos de tangencia de las rectas
tangentes a la curva C que pasan por p son las raices reales no nulas del polinomio

P, . En particular, si p € I', desde p se pueden trazar dos tangentes distintas a C,
luego P, ha de tener al menos dos raices reales distintas. Esto equivale, véase por
ejemplo [1, pag 7] a

v20 ; uV +4v<0. (1.1)

Obsérvese que estas condiciones garantizan, de hecho, la existencia de dos raices
reales no nulas de P, porque si dos fuesen nulas lo serian las tres por ser nulo el
coeficiente de T de P,,y entonces P,(T) = vT°, que es falso.

Dado un punto p que cumpla (1.1), denotemos por x, y, z las raices, no necesa-
riamente distintas, del polinomio P,. La primera de las relaciones de Cardano dice
quex+y+z=0,1.e.,z=—(xtYy),y por tanto las otras dos se reescriben como

12=v[xy +xz+yz]=v[xy—(x+y)’] ; 8u=vxyz=—v(x+y)xy. (1.2)
Sin pérdida de generalidad, el punto p € T si y sélo si las rectas r(x) y r(y) son

perpendiculares, o lo que es lo mismo, sus pendientes m(x) y m(y) satisfacen la
igualdad m(x) m(y) = — 1, es decir, xy = — 4. Sustituyendo en (1.2) se tiene

12=—v[4+x+y)] ; 2u=v(x+y).
Eliminando x + y en estas igualdades se concluye que u” + v> + 3v =0.

Todos los puntos de la circunferencia {u”> + v> + 3v = 0} cumplen la desigualdad
laxa de (1.1). En efecto, para dichos puntos se cumple que v <0, por lo que

WV Hdv=— (V+ 3V +4v=—v(v - )(v +2)><0.

En conclusion,

52



IF'={uv)e R:uw*+v'+3v=0;v#0}. ¢

En los dos ejemplos que siguen emplearemos, inicamente, la relacién que expresa
la suma de las raices de un polinomio. En primer lugar lo haremos con polinomios
de grado cuatro.

Ejemplo 2

Sean en R* una T cénica, no degenerada, que no es circunferencia y A el lugar
geométrico de los baricentros de los tridngulos equilateros inscritos en I'. Enton-
ces A es una conica de la misma naturaleza que I', salvo si la excentricidad de ésta
vale 2 0 2~/3 /3, en cuyo caso A es un par de rectas paralelas.

En efecto, un punto p = (u, v) de R* pertenece a A si y solo si existen tres pun-

tos q1, 2y qs en I de coordenadas q;= (X;, y;) tales que p es baricentro del tridngu-
lo T de vértices q;, q» Y q3. Por supuesto, en tal caso

Ju=x;+tx,+x3 5 3v=y ty:tys

Notese que el baricentro de T es el centro de la circunferencia S circunscrita a T,
y los puntos q;, 2 ¥y q; estdn en I' y en S. Si denotamos por r el radio de S, la
ecuacion de ésta es

S={(xy) e R:(x-u)’+(y-v)=r},
por lo que si P(X, Y) € R[X, Y] es un polinomio de segundo grado tal que

I={(x,y)€ R*: P(x,y) =0},

la cénica I' y la circunferencia S se cortan en cuatro puntos, no necesariamente
distintos, tres de los cuales son los vértices de T. Llamamos q; = (X4, y4) al cuarto
punto de interseccion de I y S, y observamos que

FnS={xyeR:x-u+(y-v)=r;Pxy) =0} (2.1)
Vamos a calcular el valor de las sumas de abscisas y ordenadas
3utxg=x1txptx3txe 5 3vtys=yrtyratystys

En virtud de las formulas de Cardano es suficiente encontrar polinomios de grado
4 cuyas raices sean X;, X, X3, X4 €n el primer caso, € yi, Y2, ¥3, Y4 en el segundo.
Con tal fin es conveniente distinguir dos casos:
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Caso I: I'es una parabola.

Se puede suponer entonces que P(X, Y) = Y — aX® para cierto namero real no
nulo a. De este modo, a la vista de (2.1), un punto (x, y) pertenece al' N S siy
solo siy = ax’ y ademas x es raiz del polinomio de grado cuatro

(X—u)*+(aX*—v)’ —r*=0.

Este polinomio, cuyas raices son Xj, X, X3 ¥ X4, carece de término en X3, luego
por las formulas de Cardano,

Jutxy=x;txX+X3+x4=0. (2.2)

Para obtener el valor de 3v + y4 procedemos como sigue. El punto (x,y)e I' N S
siy s6lo siy = ax” y ademas 0 = ax” — 2aux + ba, siendo b=u’+ (y —v)*—r’. La
condicion anterior se lee x = (y + ab)/2au, y sustituyendo este valor en la ecuacion
de la circunferencia S, resulta que y es raiz de un polinomio de la forma

a’Y* +2a(l —2av)Y’ + ...

En consecuencia,

3vtys=y +ty, +ty;+ys=22av - 1)a. (2.3)

A partir de (2.2) y (2.3) se deduce que x4, =—3u ; y4 = v — 2/a. Ahora bien, el pun-
to qs = (X4, y4) = (— 3u, v — 2/a) pertenece a I', y por tanto, v — 2/a = 9au’. Por
tanto, el lugar buscado A es también una parabola, de ecuacion

A={(x,y) e R*: y—2/a=9ax’}.
Caso 2: I'es una elipse que no es circunferencia o una hipérbola.

Podemos suponer en este caso que existen niumeros reales no nulos A, B y C tales
que A # B de modo que

P(X,Y)=AX*+BY*-C%.

Las condiciones para que un punto (X, y)e I' n S son ahora
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x—u)+(y—-v)=r; AX’+By’-C*=0.

Vamos a hallar, como en el caso anterior, un polinomio de grado 4 cuyas raices

sean las abscisas de los puntos comunes a I' y S. Para ello eliminaremos la varia-
ble y en las ecuaciones precedentes. Restando a la segunda de ellas el resultado de
multiplicar la primera por B, y llamando

n=x-u’+v-ryy=Ax"-C’

se despeja y = (BW — ) / 2Bv. Sustituyendo este valor en la ecuacion de I' se de-
duce que la abscisa x es raiz de un polinomio de la forma

(B—-A)X'—4BuX’ + ...
En consecuencia,
3ut+x4=x;+X,+x;3 +x4=4Bu/(B-A).

Pasando de miembro resulta x4 = (B +3A)u/(B — A) y operando del mismo modo
se obtiene y4 = (A + 3B)v/(A — B). El punto q4 = (X4, y4) € T, luego sustituyendo
los valores anteriores, y denotando

a=A(B+3A)/C*(B-A)* ; b=B(A+3B)/C*(B-A),

una ecuacion del lugar buscado A es

A={(x,y)e R :ax’ + by’ =1}. (2.4)

Se trata, por tanto, de una conica no degenerada salvo en los casos en que el pro-
ducto (B + 3A)(A + 3B) = 0. En los restantes, el signo del producto ab coincide
con el de AB, luego A y I" son, como en el caso 1, conicas de la misma naturale-
za. Se desprende también de (2.4) que en el caso degenerado A consiste en un par
de rectas paralelas. Es sencillo comprobar que la condicién ab = 0, 1. e, (B +
3A)(A + 3B) = 0 equivale, como anunciamos, a que la excentricidad de I" sea 2 o

2J3/3. ¢
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En nuestro ultimo ejemplo empleamos las relaciones de Cardano en el caso mas
elemental: para polinomios de grado dos.

Ejemplo 3

Sea I una conica no degenerada de R”y r una recta que no pasa por el centro de
I'. Suponemos ademads que r no es paralela al eje de I' si ésta es una parabola, ni a
ninguna de sus asintotas si se trata de una hipérbola. Entonces, la envolvente de la
familia de rectas que cortan a I" en dos puntos tales que el punto medio del seg-
mento que los tiene por extremos pertenece a r, es una parabola.

En efecto, eligiendo adecuadamente el sistema de referencia en el plano podemos
escribir

I={(xy) e R:¢(xy) =0},
para cierto polinomio de grado dos
o(X,Y)=AX*+BY*+CX +DY +E € R[X, Y].
A suvez existen 0 € [0, 21) y ¢c € R tales que
r={(x,y)e R :xcos®+ysen6 = c}.

El punto (c cos 0, ¢ sen 0) € r, por lo que el punto genérico My de esta recta se
escribe M; = (x(s), y(s)), donde

x(s)=ccosO+ssen0;y(s)=csenO—scos0.
La familia F' de rectas buscada estd formada por aquellas rectas r;, s € R, tales
que M; es punto medio del segmento cuyos extremos son los puntos en que r cor-
ta a I'. Si denotamos por w, = (&, M) un vector director de r,, los puntos de ésta
son de la forma

Mittog=(x(s) +t&, y(s) ttny), te R,

y los de corte con I' se obtienen para aquellos valores de t que son raiz del poli-
nomio de segundo grado
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P(T) = @(x(s) + T &, y(s) + Tny) € R[T].
El que el segmento que tiene estos puntos de corte por extremos tenga a Mg por
punto medio se traduce en que las dos raices de Py(T) sean opuestas, lo que equi-

vale a que el coeficiente de T en el polinomio Py(T) sea nulo. Sin més que operar
se obtiene dicho coeficiente:

0=C& (2Ax(s) + C) + M (2B y(s) + D). (3.1

Esta condicién dice que el vector (a(s) = 2A x(s) + C, b(s) = 2B y(s) + D) es orto-
gonal a 1y, y como ésta pasa por Mg , una ecuacion implicita suya es

1, = {(x,y) € R*:a(s)x + b(s)y = d(s)}, donde d(s) = a(s)x(s) + b(s)y(s).

Obtenidas las ecuaciones de los miembros de la familia de rectas, podemos hallar
su envolvente A. Si uno de sus arcos se parametriza mediante

o:R— R*:s— (u(s), v(s)),
para ciertas funciones u y v que vamos a determinar, para cada s € R la recta r; es

la tangente a A en el punto 0(s). Esto significa que o(s) € r; y ademds o'(s) es un
vector director de r;, esto es

a(s)yu(s) +b(s)v(s)=d(s) ; a(syu’(s) +b(s)v'(s)=0.

Derivando respecto de s la primera de estas igualdades, y empleando la segunda,
resulta que u(s) y v(s) son soluciones del sistema lineal de ecuaciones

{a(s)u(s) +b(s)v(s) =d(s) ; a’(s)u(s) +b'(s)v(s) =d'(s)}, (3.2)
cuya matriz de coeficientes tiene por determinante
A(s) = a(s)b’(s) —b(s)a’(s) = 4AB[x(s)y’(s) — x'(s)y(s)] + 2[BC y'(s) — AD x’(s)].
Desarrollando resulta que x(s)y’(s) — x'(s)y(s) = — ¢, y de este modo

A(s)=—2[2AB ¢+ BC cos 0 + AD sen 0],
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que denotaremos A, pues no depende de s, y de hecho es no nulo por las hipdtesis

impuestas a la posicion relativa de r y I'. En consecuencia, al resolver el sistema
(3.2) se obtiene

u(s) =[d(s)b’(s) —d’(s)b(s)] /A 5 [d(s)b’(s) —d'(s)b(s)]/ A.

Tanto f = A u como g = A v son polinomios de grado menor que tres, luego para
concluir que la envolvente A es una pardbola es suficiente comprobar que alguno
de los dos tiene grado dos y ninguno de ellos es constante. Derivando se tiene

f'(s) =—4b(s) [A sen” 0 + B cos® 0 ] ; g’(s) = 4a(s) [A sen® 6 + B cos” 0 ].
Puesto que r no es paralela a ninguna de las asintotas de I' si ésta es hipérbola, ni
a su eje si es pardbola, resulta que § = A sen’ 8 + B cos® 0 # 0, luego se trata de

comprobar que bien a(s), bien b(s), tienen grado uno, y ademas ninguna de las dos
es nula. Las expresiones explicitas de estos polinomios son:

a(s)=(2Asen0)s+2AccosO+C ; Db(s)=—(2BcosB)s+2Bcsen O+ D.
Si ambos fueran constantes seria A sen 6 = B cos 6 = 0, por lo que 6 = 0, mientras

que si una de ellas fuese nula, también se anularia A. En ambos casos llegamos a
contradiccion, lo que prueba el resultado. ¢
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Abstract

In this paper our purposes are to examine how to study the properties of
(ordinary and fuzzy) binary relations by means of the associated matriz or
graph, and to point out that it is the primary students’ choice of strategy.

Introduccion

Sean A y B dos conjuntos. Una relacion binaria R entre ambos conjuntos es
un criterio que determina cuando un elemento a € A estd asociado con otro
b € B. En tal caso se escribe a/Rb. Es frecuente que el conjunto B coincida
con A, en cuyo caso se habla de relacion binaria en el conjunto A.

Desde el punto de vista teérico, las relaciones se formalizan como subcon-
juntos del producto cartesiano A x B, de manera que un par (@, b) pertenecera
a dicho subconjunto sélo en caso de que aRb. No obstante, cuando los con-
juntos A y B son finitos, una alternativa mas practica y visual es darlas
mediante una matriz de ceros y unos, de forma que si A = {ay,as,...,am}
y B = {b1,by,...,b,}, el elemento situado en la posicién (7,7) de la matriz
es 1 si a;Rb; y 0 en caso contrario.
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Esta matriz puede interpretarse a su vez como la matriz de adyacencia
de un grafo dirigido y por ende la relacién puede considerarse representada
por este grafo. Cuando la relacién R verifica la propiedad simétrica, ésta
suele representarse también mediante un grafo no dirigido o bien mediante
un grafo dirigido en el que dos arcos simétricos se expresan mediante uno
solo pero con dos puntas, como se ve en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1 Consideremos el subconjunto A = {1,2,3,4,5} sobre el que defi-
nimos la relacion tener el mismo resto al dividir por 2, o lo que es lo mismo

Ry <= & — y es un miltiplo entero de 2.

En este caso la matriz que representa a la relacidn es

—_ O = O
o= O = O
—_ O b O e
o= o = O
_ O = O

que puede interpretarse como la matriz de adyacencia del grafo dirigido
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Uno de nuestros propédsitos es mostrar como pueden estudiarse las pro-
piedades de una relacién binaria en un conjunto a partir de las de su matriz y
su grafo asociados. Ello da pie a que el alumno de primer curso de ingenieria,
que conoce las teorias de matrices y grafos, pueda proceder de manera pura-
mente algebraica y evitar la deduccién (loégica) de dichas propiedades que a
estos niveles suele resultarle complicada. Ademas, con ello se deja un puerta
abierta al empleo del ordenador: la maquina puede ser facilmente progra-
mada para que, de una relacion cualquiera dada por su matriz, nos diga sus
propiedades y si ésta es de equivalencia o de orden.

Una generalizacién de este estudio conduce directamente al analisis de
las relaciones borrosas, concepto de suma importancia en la Teoria de Logica
Borrosa o Difusa (Fuzzy logic), la cual se ha convertido en una disciplina de
enorme auge en estos tltimos anos por constituir una de las bases fundamen-
tales de la Inteligencia Artificial. Dados A y B dos conjuntos, una relacion
borrosa (binaria) R entre ambos conjuntos es un criterio que, a diferencia
del caso de una relacién ordinaria, determina para cada par de elementos
a € Ay b e B, el grado de relacion entre ellos. Este grado de relacién se
expresa mediante un ntimero real entre 0 y 1 que denotaremos por ur(a,b),
de modo que 1 expresa que el grado de relacion es total y 0 la ausencia total
de relacién.

Cuando A = B, se pueden definir para este tipo de relaciones propiedades
similares a las ya conocidas para relaciones ordinarias:

e Reflexiva: Diremos que R es reflexiva si

Va € A, pur(a,a)=1.

o Simétrica: Diremos que R es simétrica si

Va,a' € A, ur(a,d’) = pr(d,a)

o Antisimétrica: Diremos que R es antisimétrica si

Va,a' € A, ur(a,d’) > 0= pur(d’,a)=0.
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o Transitiva: Diremos que R es transitiva si

Va,a" € A, ur(a,d"”) > mai:{min{,un(a, a'), pr(d’,a”)}}.
a'€

Como en el caso de las relaciones ordinarias, son especialmente signi-
ficativas las relaciones que verifican las propiedades reflexiva, simétrica y
transitiva, a las que se denomina similitudes, asi como las que cumplen la
reflexiva, antisimétrica y transitiva, a las que se llama ordenes borrosos.

Cuando el conjunto A es finito, estas relaciones pueden expresarse me-
diante una matriz de nimeros reales entre 0 y 1, de forma que si A =
{ay,a9,...,a,}, el elemento situado en la posicién (¢,7) de la matriz es el
grado de relacién ug(a;,a;) entre a; y a;. Esta matriz puede interpretarse a
su vez como la matriz de pesos de un grafo dirigido rotulado, y asimismo la
relacion puede considerarse representada por este grafo.

Ejemplo 2 Tomando
A = {Albacete(A), Compostela(C), Sevilla(S), Huelva(H)}

y la relaciéon borrosa ser ciudades cercanas dada por

{(A, A)|1, (4,0)[0.2, (4, S)[0.4, (4, H)|0.3, (C, A)|0.2, (C,C)|1, (C, S)]0.1,
(C, H)0, (S, A)[0.4, (S, C)|0.1, (S, )1, (S, H)[0.8, (H, A)|0.3, (H, C)|0,
(H,S5)[0.8, (H,H)|1},

la matriz que expresa dicha relacién viene dada por

1 02 04 03
02 1 01 O
04 0.1 1 08
03 0 08 1

y el grafo correspondiente es
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El otro objetivo que nos proponemos es ver como los alumnos de los
primeros cursos de las distintas carreras de ingenierfas, en especial de in-
formética, poco dados a las demostraciones formales, y si muy interesados
por el aspecto calculista de las Matematicas y la programacion de algoritmos,
aprenden de manera rapida incentivados por la presencia de reglas que les
evitan una deducciéon formal de las propiedades de dichas relaciones.

Todos los conceptos relativos a matrices o grafos que aparecen en este
trabajo pueden encontrarse en [1], [3].

1 Estudio de relaciones ordinarias

1.1 Relaciones ordinarias y matrices

Para una relacién binaria R en un conjunto finito A = {a1,az2,...,a,}, es
claro que la propiedad reflexiva equivale a que los elementos de la diagonal
principal de su matriz asociada sean todos 1, y la propiedad simétrica a que la
matriz sea simétrica. Por su parte, las propiedades antisimétrica y transitiva
de la relacién también equivalen, cada una de ellas, a una condicién sobre la
matriz asociada como se expone a continuacién.

Si (a;;) es la matriz de ceros y unos asociada a dicha relacién, R verificard
la propiedad antisimétrica si y sélo si para cada ? # 3, a;; # 0 implica a;; = 0.
La comprobacién de este hecho es inmediata sin mds que tener en cuenta que
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a;; # 0 equivale a que a;Ra;. En otras palabras, la propiedad antisimétrica,
de la relacién equivale a que cada par de elementos simétricos con respecto
a la diagonal principal no sean simultaneamente iguales a 1.

Por otra parte, R verifica la propiedad transitiva si y sélo si agf] # 0

(2]

implica a;; # 0, donde ;" denota el elemento de la matriz (a;;)? situado en

la posicién (¢,]).

En efecto, si suponemos que la relacién es transitiva y se tiene que ag] # 0,
puesto que dicho elemento viene dado por

2
an] = a;1a15 + -+ Qg+ 0 F Gim Qi

necesariamente alguno de los sumandos, a;zax;, (los cuales pueden ser sélo
0 6 1) ha de ser igual a 1, de donde se sigue que ambos factores deben ser
simultdneamente 1. Ahora bien, a;; = 1 equivale a que a;Rar y ax; = 1 a
que axRaj, lo que permite concluir, en virtud de la transitividad de R, que
a;Ra; y por consiguiente que a;; # 0.

Reciprocamente, en el supuesto de que agl # 0 implique a;; # 0 para
todo ¢,j = 1,2,...,m, si a;,ax,a; € A son tres elementos tales que a;Ray y
arRa;, entonces el elemento

(2]
A;; = Q1015 + -+ AigQgj + =+ + Qimlmj

de la matriz (aij)2 es distinto de 0, pues a;zax; = 1. En consecuencia a;; # 0,
lo que equivale a que a;Ra; como era nuestro propdsito mostrar.

Dicho de otra manera, la propiedad transitiva de la relacién es equivalente
a que la matriz de la relacién tenga al menos los mismos elementos no nulos
que la matriz que se obtiene al elevarla al cuadrado.

1.2 Relaciones ordinarias y grafos
Para una relacién binaria R en un conjunto finito A = {ay,as,...,an,}, la

propiedad reflexiva equivale a que cada vértice del grafo dirigido asociado
tenga un lazo, esto es, un arco que comience y acabe en dicho vértice; la
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propiedad simétrica a que el grafo sea simétrico, es decir, si existe un arco de
a; a aj, existe otro de a; a a;; la antisimétrica a que el grafo sea antisimétrico,
lo que significa que si existe un arco de a; a a;, no existe otro de a; a a; (véase
[1], [3]); y la transitiva a que si existe un camino de longitud 2 entre dos nodos,
entonces exista entre ambos un camino de longitud 1 (o lo que es lo mismo
un arco) con la misma direccidon que el primero.

La relacion del Ejemplo 1 verifica las propiedades reflexiva, simétrica y
transitiva, como puede deducirse de su matriz o de su grafo.

2 Estudio de relaciones borrosas o difusas

2.1 Relaciones borrosas y matrices

Para el caso de una relacién borrosa R en un conjunto A = {ay,az,...,an}
finito, se vuelve a tener que la propiedad reflexiva equivale a que los elementos
de la diagonal principal de su matriz asociada sean todos unos, y la propiedad
simétrica a que la matriz sea simétrica.

Por su parte, y como ya ocurriera en el caso de relaciones binarias, si (a;;)
es la matriz asociada a dicha relacién, R verificara la propiedad antisimétrica
si y sblo si para cada 7 # j, a;; # 0 implica a;; = 0.

- . 7’ . . . - Vd . 2
Finalmente, R verificard la propiedad transitiva si y sélo st a;; > ag-j]
. 2 . .y
para 2,j = 1,2,...,m, donde ag-j] denota el elemento situado en la posicion
(¢,7) de la matriz (a;;)? obtenida mediante el denominado producto matricial
mdzimo-minimo. Este consiste en operar los elementos de las matrices como
en el producto ordinario, sélo que sustituyendo la operacién suma por la

operaciéon maximo y la operacién producto por la operacion minimo.
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Ejemplo 3 Sea (a;;) la matriz

1 08 02 02 02
0.8 1 0.2 02 0.2
02 02 1 06 0.6
0.2 02 06 1 1
0.2 02 06 1 1

entonces
1 0.8 0.2 0.2 0.2 1 0.8 0.2 0.2 0.2
0.8 1 0.2 02 0.2 0.8 1 0.2 0.2 0.2
02 02 1 06 06| X102 02 1 06 0.6
0.2 0.2 06 1 1 0.2 0.2 06 1 1
0.2 0.2 06 1 1 0.2 0.2 06 1 1
da como resultado la matriz inicial. ]

La comprobacién de esta propiedad es inmediata, pues

EJ] = max {min{a;, ax;}} = max{min{ur(a;, ax), pr(ax, a;)}}.
k=1,2,....,m ar€A

Para finalizar, analizaremos un ejemplo de similitud y otro de orden bo-
rroso haciendo uso de las matrices asociadas correspondientes.

Ejemplo 4 (Similitud) Consideremos el conjunto de colores correspondien-
te a los libros de una biblioteca

{Azul(A),Verde(V), Fucsia(F), Naranja(N), Rojo(R)}

y la relacién borrosa tener un color similar dada segun los siguientes grados
de relacion

{(A, A)|1, (A,V)]0.8, (A, F)|0.2, (A, N)|0.2, (A4, R)|0.2, (V, A)]0.8, (V,V)|1,
0. |4

(V, F)]0.2,(V, N)[0.2,(V, R)|0.2, (F, A)|0.2, (F, V)]0.2, (F, F)|1, (¥, N)[0.6,
(F, R)|0.6, (N, A)]0.2, (N, V)]0.2, (N, F)]0.6, (N, N)|1, (N, R)|1, (R, 4)0.2,
(R, V)[0.2, (R, F)[0.6, (R, N)|1, (R, R)|1}



cuya matriz asociada es

1 08 02 0.2 0.2
08 1 0.2 02 0.2
02 0.2 1 0.6 0.6
0.2 0.2 06 1 1
0.2 0.2 06 1 1

El cuadrado de dicha matriz haciendo el producto matricial max-min vuelve
a ser ella misma. Como la matriz asociada a la relacién tiene todos los
(2]

elementos de la diagonal principal iguales a 1, es simétrica y a;; > a4, la

relacién borrosa que representa es una similitud. |

Ejemplo 5 (Orden borroso) Pensemos ahora en el conjunto de ciudades
espanolas {Toledo(T), Sevilla(S),Vigo(V), Bilbao(B)} en el que se define la
relacion borrosa ser tan o mds bonita que expresada por
{(T,T)|1.(T, 5[0, (T, V)[0.8, (T, B)|0.8, (S, T)]0.2, (5, 5)|1, (5, V)[1, (S, B)|1
(V,7)|0,(V,S)|0,(V,V)|1,(V, B)|0o, (B, T)|0, (B, S)|0, (B,V)|0.1, (B, B)|1},

cuya matriz asociada es

1 0 0.8 0.8
0.2 1 1 1

0o 0 1 0

0 0 01 1

Es sencillo comprobar que el cuadrado de dicha matriz, obtenido mediante
el producto max-min, coincide con ella misma. Obsérvese que la matriz
asociada a la relacién tiene todos los elementos de la diagonal principal iguales
a 1; fuera de la diagonal principal, cada dos elementos simétricos no son

(2]

simultdneamente distintos de 0; y a;; = @;; para 1,7 =1,2,...,m. De todo
ello podemos concluir que la relacién a la que representa es un orden borroso.
|

2.2 Relaciones borrosas y grafos rotulados

Para una relacién borrosa R en un conjunto finito A = {ay,as,...,an}, la
propiedad reflexiva equivale a que cada vértice del grafo dirigido (rotulado)
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asociado venga acompanado de un lazo de peso 1; la propiedad simétrica a
que el grafo sea simétrico y ademds a que todo par de arcos que incidan
sobre el mismo par de nodos tengan el mismo peso; la antisimétrica a que
el grafo sea antisimétrico, entendiéndose que un arco con peso 0 no aparece
en dicho grafo; y la transitiva a que si existe un camino de longitud 2 entre
dos nodos, entonces existe entre ambos un arco con la misma direccion, cuyo
peso es mayor que el menor de los pesos de los arcos que forman el camino
de longitud 2.

Como en el caso de matrices, terminaremos analizando los mismos ejem-
plos de relaciones borrosas haciendo uso en este caso de los grafos asociados.

Ejemplo 6 (Similitud) Consideremos de nuevo el conjunto de colores de
ciertos libros {Azul(A),Verde(V), Fucsia(F), Naranja(N),Rojo(R)} y la
relacién borrosa tener un color similar dada en el ejemplo 4. El grafo asociado
a dicha relacion es

Se trata de un grafo dirigido rotulado (en el que se han omitido los lazos,
todos ellos con peso 1 para ganar en claridad), simétrico y verificando que
todo par de arcos que inciden sobre el mismo par de nodos (representados en
el grafo por un solo arco con dos puntas) tienen el mismo peso; y en el cual,
para cada par de nodos unidos por un camino de longitud 2 existe un arco
con la misma direccién que los une, cuyo peso es mayor que el menor de los
pesos de los arcos que forman el camino de longitud 2. Todo ello significa,
como hemos visto, que la relacién a la que representa es una similitud. |



Ejemplo 7 (Orden borroso) Tomemos nuevamente el conjunto de ciuda-
des espafolas {Toledo(T), Sevilla(S), Vigo(V), Bilbao(B)} en el que se de-
fine la relaciéon borrosa ser tan o mds bonita que que viene expresada en el
ejemplo 5.

El grafo asociado a la relacién es

0.8 1

1 =0l 57 1

donde no se han reflejado los arcos de peso 0.

Se trata de un grafo dirigido antisimétrico, en el que todos los vértices
vienen acompafiados por un lazo de peso 1 y para cada par de nodos unidos
por un camino de longitud 2 existe un arco con la misma direccién que los
une, cuyo peso es mayor que el menor de los pesos de los arcos que forman
el camino de longitud 2. Asi pues, podemos concluir que la relacién a la que
representa es un orden borroso. [ |

3 Estudio del caracter didactico

3.1 El problema

Preocupados por la apatia que suele provocar en los alumnos de los primeros
cursos de las distintas carreras de informédtica la comprobacion deductiva de
las propiedades de las relaciones binarias y a sabiendas de que cada relacion
se puede interpretar mediante una matriz o un grafo, decidimos en su dia
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investigar cdmo se traducian estas propiedades en relacién a tales matrices y
grafos. Asimismo, intentamos comprobar cudl era el efecto de este nuevo en-
foque entre el alumnado, mucho mas proclive al empleo de reglas algebraicas
que a cualquier tipo de deducciéon formal.

3.2 Metodologia

Una vez comprobado el resultado negativo obtenido a lo largo de varios cur-
sos en el estudio de las propiedades de una relacién binaria introducidas de
manera formal, los autores decidimos enfocar la materia usando la Teoria
de matrices, que los alumnos conocen desde el Bachillerato, y la Teoria de
grafos, que asimilan rapidamente durante el curso por el aspecto visual de
ésta.

La investigacion consistié en realizar pruebas tipo test tras emplear este
tipo de enfoque en una poblacién de unos 500 alumnos y los resultados fueron
sumamente positivos en relacién a los anos anteriores.

3.3 Resultados

Hasta la introduccién de esta estrategia, méds de la mitad de los alumnos
erraron en sus respuestas al intentar discernir si las relaciones borrosas pro-
puestas eran similitudes u ordenes borrosos. Por el contrario, en los anos
siguientes la practica mayoria de los alumnos obtuvo el resultado y en mucho
menos tiempo. Ademds, casi todas las respuestas erréneas fueron debidas a
fallos de cdlculo mientras se realizaba el producto max-min.

Por otro lado, cabe resaltar que los estudiantes, sumamente satisfechos
por confirmar su aprendizaje, se interesaron mas ain por esta cuestion, lle-
gando un grupo de ellos a programar un algoritmo con el que el ordenador
encontraba las propiedades que la relacion verificaba.

70



3.4 Conclusiones

. Por qué esa gran aversidn por parte de los estudiantes de las distintas inge-
nierfas al razonamiento formal? A nuestro juicio existen dos motivos:

e La ausencia de hdbito de pensamiento: El trabajo en la escuela y el ins-
tituto en los ultimos tiempos suele ser repetitivo. El ejercicio de razo-
nar, fundamental para el alumno que desee continuar estudios técnico-
cientificos entre los que se incluyen los de cualquier tipo de ingenieria,
ha sido suprimido y provoca desasosiego y apatia en el estudiante que
no esta acostumbrado a ello.

e FEl gusto por el aspecto calculista de las Matemdticas: Nuestra experien-
cia confirma que el estudiante de ingenierfas no sélo se muestra hostil
ante todo tipo de demostracién, sino también ante cualquier sentencia
formal o frente a la simbologia propia de las Matematicas. Es su gusto
por el calculo numérico y el manejo de algoritmos lo que mas incentiva
su interés por el aprendizaje de la materia.

. Qué conclusiones podemos extraer de este estudio? Resulta ser enorme-
mente productivo adaptarse a la demanda de los alumnos; acercar a ellos el
placer que supone dominar las Matematicas e intentar asi fomentar el gusto
por comprenderlas; y todo ello con la finalidad de que, viéndolas como algo
accesible y sumamente 1til, las aprehendan como la herramienta fundamen-
tal que suponen. Ademids, de este modo aumenta la predisposicién de los
alumnos para introducir ahora estas cuestiones de manera formal.
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Abstract

This article details the development of an Expert System for managing Urban Planning
parameters. Information about the building possibilities assigned to a site by the law is
obtained in a quick and easy way (the regulations of the City Council of Madrid have
been implemented in this case). Therefore, this Expert System frees the designer team
from this tedious but imperative work. The inference engine uses Computer Algebra tech-
niques (Grobner Bases) and is implemented in CoCoA.

1. Nota Preliminar

Se presenta a continuacion una aplicacion inusual del Algebra, mostrandose como
las herramientas matematicas pueden resultar utiles en las mas diversas areas. En
este caso, mediante el uso de un Sistema de Célculo Simbolico y utilizando un
modelo polinomial de construccidén de Sistemas Expertos, es posible automatizar
un proceso de extraccidon de conocimiento a partir de un conjunto de hechos y
reglas, cuyo numero y nivel de interrelacion, si son altos, pueden hacer muy in-
comodo su calculo manual.

Entendemos que presentar aplicaciones reales a los estudiantes de las asignatu-
ras matemadticas de las Escuelas Técnicas puede proporcionar a los mismos una
vision utilitaria de estas asignaturas, que aumente su motivacion y les ayude a
valorar la importancia que tienen y el enorme potencial de la Matematica.

* Trabajo parcialmente subvencionado por el proyecto TIC2000-1368-C03-03, Ministerio de
Ciencia y Tecnologia.
1 Arquitecto. Becaria predoctoral FPI del proyecto citado.
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2. Introduccion

Actualmente, gran parte de la labor de los encargados de proyectar edificios no sin-
gulares (y, sobre todo, viviendas) consiste en interpretar las normas legales a que han
de cefiirse: Normas Urbanisticas, Normas de Proteccion Contra Incendios, disposi-
ciones de Seguridad e Higiene, etc. En este articulo se presenta un paquete informa-
tico de ayuda técnica para que el arquitecto pueda dedicar su tiempo y su esfuerzo al
disefio del edificio en si, con los grados de libertad que la normativa le deje.

Se ha desarrollado un pequefio sistema experto para obtener de forma sencilla
y rapida las posibilidades edificatorias de parcelas en suelo urbano (zonas 4, 5y
8) en virtud de las condiciones legales reguladas en las Normas Urbanisticas del
Plan General de Ordenacidon Urbana de Madrid [1].

Lo que se explica a continuacion es el nucleo del sistema experto (codifica-
cion, introduccion y tratamiento de los datos). Se prevé para mas adelante la ela-
boracion de una interface que facilite su empleo por usuarios no expertos en pro-
gramacion o urbanismo.

3. Sistematizacion

De los posibles enfoques (comprobacidn a partir de un proyecto, establecimiento
a priori de algunas variables?, etc.), se adopta el que aparece como mas abierto y
semejante a la realidad, en que se parte de una parcela concreta, y se identifican
como datos unicamente sus caracteristicas intrinsecas.

3.1 Datos

El usuario debe introducir los siguientes datos:

= superficie de la parcela, en metros cuadrados (ejemplo: Area:=1200; )

= cddigo y, en su caso, grado que tiene asignado en el plano de ordenacion

= ancho(s) de la(s) calle(s) a que da la parcela

= caracteristicas de las parcelas limitrofes: misma tipologia edificatoria diferente,
existencia de lienzos medianeros o viviendas adosadas...

= relacidén con unidades superiores: si se trata de una manzana completa o la par-
cela abarca todo el frente de ella, etc.

2 Algunos de los parametros edificatorios estdn acotados por la ley no so6lo en valores absolutos,
sino también (alternativa o simultineamente) con relacion a ciertas caracteristicas de la construccion. Por
ejemplo, podemos encontrar minimos para separacion a linderos de 3m o “la mitad de la altura de la
construccion (...)”. En estos casos se ha preferido dejar enunciada la condicion, antes que introducir la
altura maxima permitida en cada caso, evitando tomar una decision que debe corresponder al usuario.
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= si la parcela tiene acceso desde dos frentes opuestos
3.2 Objetivos

Se pretenden obtener los valores limite (mdximos y minimos) de los paradmetros
que definen la capacidad edificatoria de la parcela en cuestion:

= retranqueo o separacion al frente (limite con la via pablica)

= separacion a linderos laterales

= separacion a lindero testero u opuesto al frente

= fondo edificable

» ocupacion maxima posible de la parcela

= edificabilidad maxima

® altura maxima, en metros y/o en numero de plantas

= vuelos permitidos

» dimensiones minimas que habrian de tener las nuevas parcelas, en el caso de que
el usuario tuviera la intencion de dividir la parcela en unidades menores.

4. Representacion del Conocimiento
4.1 Variables

Una vez identificado, cada dato es asociado a una variable, de modo que cada
hecho potencial se corresponde:

(a) si hay dos posibilidades, con una variable proposicional o su negacién. Ejem-
plo: hay que distinguir si el drea es menor que 500 o no. Si escribimos
Area=400, el programa asignard la variable g; en caso contrario (por ejemplo,
Area=1200) el programa le hara corresponder —g

(b) si hay mas de dos posibilidades, con una variable con un determinado subin-
dice. Hemos usado como subindices los nimeros naturales en orden correlati-
vo, y no cifras vinculadas a los valores que representan (por ejemplo, 7;, y no
r19, significa retranqueo>10m; r,, y no r;, significa retranqueo>7m), que, al
no ser consecutivos, complicarian sobremanera la organizacion del sistema sin
una ventaja proporcionada.

4.2 Logica

A continuacion, se trata de reordenar sistematicamente las normas contenidas en
el texto legal hasta reescribirlas en forma de sentencias logicas (si A entonces B).
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Desde 1984 se han desarrollado modelos algebraicos para la Logica bivalente
clasica [2,3], extendidos a Logicas modales multivalentes [4] y a verificacion y
extraccion de conocimiento en Sistemas Expertos [5,6]. Estos trabajos han dado
lugar a aplicaciones en campos como la ingenieria del transporte [7], guias de
practica clinica [8], diagndstico médico (anorexia, Alzheimer,...) [9], estando
otras en desarrollo [10]. Estos trabajos se han desarrollado en el marco de varios
proyectos de investigacion financiados por el Estado espafiol, entre ellos el que
subvenciona este trabajo.

En el caso que nos ocupa se decide adoptar una ldgica bivalente clasica (verda-
dero o falso), sin indeterminaciones, dado el caracter prescriptivo del texto de parti-
da. Esta decision influye también, obviamente, en la codificacion de las variables.

4.2.1 Ejemplo: Sea r el retranqueo minimo obligatorio. Representaremos con:

r[1l] = retranqueo>10m
r[2] = retranqueo>7m
r[3] = retranqueo>5m
r[4] = retranqueo>4m

Para un conjunto de hechos potenciales (pongamos c [82] , —v, —g, —b) ob-
tendremos una unica r [i] posible (por ejemplo r [2], o sea, retranqueo>7m),
porque el valor minimo de » es s6lo uno. Asi, interesard que nuestro conjunto de
hechos no implique r [1], ni r [3], ni ¥ [4], porque aunque un retranqueo ma-
yor que 7 sera por supuesto mayor que 4 y mayor que 5, éstos no son la maxima
cota inferior, que es el conocimiento que buscamos.

4.2.2 Nota: Otra alternativa habria sido tener en cuenta las relaciones logicas en-
tre los valores dados en los consecuentes (/0>7>5>4) y entender las respuestas
como indicativas de lo que “es legal hacer”, haciendo que el sistema emitiera co-
mo validos todos los » mayores que el minimo obligatorio. Ello quiza seria lo mas
adecuado para “probar” si un r prefijado es admisible, pero hemos adoptado el
criterio primero porque, para nuestro planteamiento, estimamos que es mas eficaz
obtener una sola respuesta (saber la cota inferior de r)

4.3 Reglas

Identificados (a partir de las caracteristicas significativas de una parcela) los posi-
bles conjuntos de hechos potenciales y las posibles consecuencias, se ponen en
relacion del modo mas directo posible.
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4.3.1 Ejemplo: En el Capitulo 8.8 —Condiciones (...) vivienda unifamiliar-, Articulo
9 de las Normas, se establece el coeficiente de edificabilidad neta para cada grado y
nivel, tomando en cuenta ademas otras condiciones. Asi, en el apartado ¢, se fija para
parcelas calificadas con grado 3° “siete (7) metros cuadrados por cada diez (10) me-
tros cuadrados”; y mas abajo, en el apartado f, donde se refiere a las de grado 6°:
“Para parcelas de superficie menor o igual a quinientos (500) metros, siete metros (7)
por cada diez (10) metros cuadrados. Para parcelas de superficie mayor (...)”

En nuestro sistema, uno de los datos de entrada de que disponemos es la super-
ficie (Area) de la parcela. Creamos una variable interna g a la que asignamos el
significado “parcela menor de 500m™ y establecemos un preproceso en que de-
terminamos asumir como hecho potencial g 6 —q , segun la superficie dato que el
usuario introduzca en cada caso.

A su vez, hemos codificado los grados y niveles de cada norma zonal con la
letra ¢ seguida del correspondiente subindice, y los posibles coeficientes de edifi-
cabilidad, de modo que las disposiciones del parrafo anterior podemos escribirlas
con la letra e y un subindice:

c[83] —=e[3]
c[86] Anq —>e[3]
donde c¢/83] indica que tenemos una parcela perteneciente a la zona 8 (vivienda
unifamiliar) y con grado 3°, ¢ supone que la g)arcela es menor de 500m’, y e[3]
significa que esta permitido construir hasta 7m° por cada 10m’ de parcela.

Una vez obtenidas las reglas logicas se ha optado, como es usual, por agrupar-

las para reducir el nimero de ellas y organizar mejor el conocimiento:

1) sustituyendo pares de reglas a—b y c—b por avc—b . En el ejemplo ante-

rior: ¢/83] v (c[86]1q) —e[3]

2) reuniendo pares de reglas a—b y a—c en a—bac.

También en aras de optimizar el rendimiento, y dado el alto nimero de varia-
bles, se han establecido subsistemas con los conjuntos de reglas que atafien solo a
determinadas familias de hechos potenciales, de modo que en una fase inicial se
discrimine cada caso (segun sea vivienda unifamiliar, edificacion en bloques o en
manzana cerrada), y sea remitido a uno u otro sistema.

5. Verificacion y Extraccion de Conocimiento

Cada uno de estos subsistemas utiliza los mismos algoritmos de verificacion y de
extraccion de conocimiento, particularizados para las reglas de ese subsistema y
los posibles conjuntos de hechos potenciales a los que atafie.

El método es puramente algebraico y puede verse en detalle en [6,7]. Consiste
en realizar:
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1) una traduccidn polinomial de los conectivos 1dgicos, lo que permite obtener una
traduccion polinomial de los hechos y reglas (si la Logica es bivalente y hay »
variables proposicionales, estos polinomios pertenecen al anillo R=(Z/2Z)
[x1,....x,J/1, donde I es el ideal generado por los polinomios xiz-x,)

i) se demuestra que g, es consecuencia tautoldgica de ¢,,...,q,, siy sélo si la tra-
duccion polinomial de —¢g, pertenece al ideal de R generado por las traducciones
polinomiales de —g;,..., —¢q,, (lo cual se puede comprobar inmediatamente usando
bases de Grobner)

1i1) como consecuencia del punto anterior tenemos un modelo algebraico para la
extraccion de conocimiento en Sistemas Expertos

1v) también como consecuencia del punto 2, se puede verificar un conjunto de
hechos y reglas de un Sistema Experto: basta ver si el ideal generado por sus ne-
gaciones degenera en todo el anillo.

Por el elevado niimero de variables en los consecuentes, la extraccion de cono-
cimiento se ha preparado haciendo un barrido sistematico de las posibles respues-
tas, de modo que la cuestion no sea si un determinado conjunto de hechos poten-
ciales implica, por ejemplo, »/1/, sino mas bien cudl de los r/i] es el pertinente
para ese conjunto de partida.

6. Uso

Notemos que este sera mas inmediato y facil una vez desarrollada una interface de
usuario, como en los Sistemas Expertos mas elaborados que hemos desarrollado,
como [9].

6.1 Introduccion de Datos

El punto de partida es una parcela concreta cuyas caracteristicas inscribiremos en
el archivo DATOS . COC de la manera indicada en el mismo. Sirve cualquier editor
de texto, pero hay que poner especial cuidado en conservar la extensioén * . COC al
guardarlo.

Veamos algunos ejemplos:

= La superficie de parcela, en m*: Area:=1200;
» El codigo (norma zonal), asignado a la parcela en el plano de ordenacion, lo
denotaremos con la letra ¢ seguida de un subindice entre corchetes:

zonad ................ c[4]
zona 5, grado 1 ..... c[51]
zona 5, grado 2 ..... c [52]
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zona 5, grado 3 ..... ¢ [53]
zona 8, grado 1 ..... c[81]
zona 8, grado 2 ..... c [82]
zona 8, grado 3 ..... c [83]
zona 8, grado 4 ..... c [84]
zona 8§, grado 5 ..... ¢ [85]
zona 8, grado 6 ..... c [86]

» Ancho de la calle a la que da la parcela, en metros:
Por ejemplo, Calle:=10;

6.2 Eleccion de Subsistema y Ejecucion

Cada parcela lleva asignado un tipo edificatorio, explicito en el codigo zonal con
que aparece en el plano de ordenacion. En funcidn del tipo que tengamos, utiliza-
remos uno u otro subsistema:

— si tenemos ¢ [4], usaremos M (manzana).
—sitenemos c[51],c[52] o c[53], iremos a B (bloque)
—sitenemos ¢ [81] ac[86], serda U (vivienda unifamiliar).

Una vez elegido el subsistema, ejecutaremos el Sistema de Calculo Simbdlico
CoCoA v3.0b3? cargando el archivo correspondiente desde MS-DOS y redireccio-
naremos la salida a archivo para ver cdmodamente las respuestas. Por ejemplo, si
queremos cargar en el arranque el archivo M.COC y direccionar la respuesta a
M. TXT teclearemos (en MS-DOS):

> cocoa <<M.COC >M.TXT

6.3 Obtencion de Respuestas

Bastara abrir, con cualquier editor de texto, el archivo de salida (M.TXT) que
acabamos de crear. Si todo va bien, empezard comunicando que nuestros datos de
partida son compatibles entre si y con las reglas del sistema.

A continuacidn, nos daréd informacion acerca de la edificabilidad, separacion a
linderos, etc., correspondientes a nuestra parcela, usando una serie de variables
cuya decodificacién sera conocida. Por ejemplo, si las » corresponden a retran-
queo obligatorio (distancia entre la linea de fachada y la alineacidn oficial), r [1]
corresponde a “retranqueo>10m”.

3 CoCoA, a system for doing Computations in Commutative Algebra. Authors: A. Capani, G.
Niesi, L. Robbiano. Available via anonymous ftp from: cocoa.dima.unige.it
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7. Desarrollo de un ejemplo

Dada una parcela de 7200m’, con tipologia de vivienda unifamiliar, grado 1, ... el
archivo DATOS . COC tendria el aspecto que sigue (los - - se usan en CoCoA para
indicar que es una linea de comentarios, no ejecutiva):

-- TOMA DE DATOS (9 items)

-- superficie de la parcela, en metros cuadrados:
Area:=1200;

-- cbdigo (norma zonal+grado) asignado a la parcela en
-- el plano de ordenacidn:
Cod:=c[81] ;

-- ancho de la calle correspondiente, en metros:
Calle:=10;

-- distancia (metros) del frente al lado opuesto de 1la
-- parcela
Fondo:=17;

-- ¢Son viviendas adosadas o en hilera? (0/1):
Hilera:=0;

-- ¢Es proyecto simultaneo o de posible acuerdo con el
-- vecino o hay ya un lienzo medianero? (0/1):
Vecino:=1;

-- ¢Tipologia igual a la nuestra en la parcela

-- colindante? (0/1)

Misma:=1;

-- Nuestra actuacidn es: en la manzana completa (10),
-- en frente completo de manzana (5) o ninguna de las
-- anteriores (0):

Act:=0;

A continuacion, desde MS-DOS, arrancaremos CoCoA cargando el archivo
U.COC (que carga automdaticamente los archivos necesarios: URE.COC, PRE-
PRO.COC, HPOT.COC... ademds del de datos) y redireccionaremos la salida,
p.e.j. a EJEMPLO. TXT:
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> cocoa <<U.COC >EJEMPLO.TXT

Por ultimo, una vez terminado el proceso, editariamos €l archivo EJEMPLO . TXT
para leer el resultado. El contenido de este archivo puede ser algo como:

| CoCoA |/ (cocoa30b, 17/07/95, 19:28)
\ /

<< 'init.coc';

<< 'coclib.coc';

<< 'hp.coc';

<< 'userinit.coc';

Current ring is R = Qlt,x,v, z]

<< 'URE.coc';
<< 'DATOS.coc';
<< 'PREPRO.coc';
<< '"HPOT.coc';

HECHOS POTENCIALES: Area 1200, c[81], Calle 10,
Fondo 17,
Hilera 0 ,Vecino 1, Misma 1, Act O

<< 'VE.coc';
VERIFICACION (no debe salir [1]):

(aparece un largo polinomio, diferente de 1)

Fin de verificacidén

RETRANQUEO MINIMO OBLIGADO,de entre r[1] a r[8]:
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(Corresponde el de la linea en que aparece 0)

0

r2l + 1
c3l el
rtal 1
el +1
rtel + 1
et7l 41
riel 1

Observemos que, en la ejecucidon mostrada, s6lo se ha respondido a una pregunta
(ur, esto es, “retranqueo”). El proceso sigue con las siguientes cuestiones por
determinar.

8. Conclusiones

Hemos presentado aqui otra aplicacion del motor de inferencia algebraico des-
arrollado por este grupo de trabajo. Como es usual, ha sido necesario realizar una
interesante sistematizacion previa del conocimiento.

Una vez introducidos los datos, el tiempo de respuesta del sistema (lectura,
ejecucion y creacion del archivo de resultados) depende del equipo utilizado. En
un ordenador personal con procesador tipo Pentium III a 1100 MHz oscila en tor-
no a los 9-10 minutos (para responder alrededor de una docena de preguntas).

Para un arquitecto puede suponer una util ayuda técnica, por cuanto hace au-
tomatica la obtencion de una serie de datos que es imprescindible conocer para
acometer la labor de disefio de determinados edificios en parcelas urbanas, tarea
que, de otro modo, requeriria un poco creativo pero ineludible esfuerzo y dedica-
cion temporal.
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Abstract

In this paper a historiographical model for the analysis of the historical evolution of the
different disciplines until they reach a real scientific nature, taking Mathematics as star-
ting point is presented. Two cathegories, “Prehistory” and “Protohistory” are introdu-
ced and applied for the first time for the organization of the History of Science.

1. Introduccion

Uno de los principales problemas con que debe enfrentarse todo aquel que se
ocupa de ensefiar la Historia de las Ciencias -en general, o de alguna de ellas en
particular- es el del “punto de partida”; y esto en dos vertientes, la estrictamente
temporal (en qué momento comenzar el tratamiento historico), y la propiamente
conceptual (la naturaleza del objeto estudiado). El ejemplo que se presenta a con-
tinuacidn ilustra esta problematica.

En Ia tablilla BM 85194, una de las conservadas en el British Museum de
Londres, escrita con el simbolismo cuneiforme propio de la época babilonica de la
que procede -c. 1800 a.C.-, y con el uso del sistema de numeracidon posicional
sexagesimal desarrollado por los sabios del momento, se recogen, en tres apreta-
das columnas, un conjunto de 17 problemas de contenido aritmético y/o geomé-
trico que ilustra el quehacer en la instruccion matematica usual en las escuelas de
escribas de Mesopotamia [1], donde este tipo de materiales jugaban el papel de
“libros de texto”.
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De entre todos ellos hay uno especialmente significativo. En lenguaje matema-
tico mds actual’, el problema es el siguiente [5]. Una ciudad, rodeada por un muro

circular, se ha expansionado en todas las direcciones de tal modo que resulta ne-
cesario construir un nuevo muro, también circular, que rodee las nuevas edifica-
ciones. Los datos que se proporcionan son la distancia entre los dos muros (5, sin
precisar unidades de longitud) y el area de la zona comprendida entre ambos (ané-
logamente, sin referencia a unidades de superficie, 6,15), y se pide hallar el dia-
metro de las ciudades nueva y antigua.

Este sencillo ejercicio planteado a los aprendices de escribas (en el que se uti-
lizard para nuestro 7 actual el valor 3), aparentemente, responderia a necesidades
practicas propias de las sociedades agricolas desarrolladas entre el Tigris y el Eu-
frates, en concreto, a la planificacién urbanistica. La realidad, sin embargo, es
muy diferente: en Mesopotamia todas las ciudades tenian planta rectangular
(realmente cuadradas en su mayor parte). El problema, como tantos otros que
pueden encontrarse en las numerosas tablillas que se conservan, no tenia ninguna
aplicacién en la vida real. Sin duda, se plantea por el interés intrinseco que tiene
su contenido matematico; en consecuencia, la unica utilidad que busca el maestro
babilonico que lo inscribid seria de indole pedagdgica: contribuiria a la formacion
matematica de los alumnos de su escuela.

Son los ejemplos de este tipo -muchos, por el elevado nimero de tablillas
halladas-, junto con otros escritos en algunos papiros egipcios de la misma €poca
-muy pocos, por el casi testimonial numero de papiros conservados- [6], los que
generan el entusiasmo por los sorprendentes hallazgos de las antiguas civilizacio-
nes ¢ invitan a su estudio detenido, lo que ocasiona a todo profesor dedicado a
explicar el conjunto de la Historia de la Matemadtica un retraso que practicamente
no le permitira pasar del siglo XVII al finalizar el curso®. Y es que estos hallazgos

ocultan lo que desde hoy es una realidad: solamente contienen célculos numéricos
concretos (o referidos a unas medidas particulares presentes en figuras, objetos,
terrenos, etc. concretos, de formas geométricas determinadas) y todavia falta mu-
cho tiempo hasta que los intereses conceptuales propios de los métodos subyacen-
tes den lugar a enunciados tedricos generales. En suma -y como veremos y justifi-

1 Trabajos clasicos con transcripciones de numerosos escritos matematicos mesopotamicos,
algunos de los cuales se seleccionan en el libro facilmente accesible de Fauvel y Gray [2], son los de
Thureau-Dangin [3] y Neugebauer y Sachs [4].

2 Analogamente, en Historia de la Fisica no pasaran del siglo XIX, en Historia de la Biologia o
Geologia no llegaran al XX, etc.
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caremos mas adelante- pertenecen a unos momentos en la evolucion de lo mate-
matico que distan de ser cientificos.

2. Perspectivas historicas sobre la naturaleza de la Matematica

En todo caso, en el ejemplo babilonico precedente se presentan dos aspectos de la
Matematica que han venido teniendo una importancia capital al organizar su
transmision desde entonces hasta nuestros dias: “lo matematico” que se ensefia
por necesidad contrapuesto a “lo matematico” como culminacién del puro placer
intelectual que so6lo manifestard su proyeccion utilitaria como consecuencia. Estas
perspectivas posibles conducen a la pregunta acerca de qué tipo de contenidos
deben constituir la formacion -general- de unos ciudadanos que distaran mucho de
ser matematicos profesionales y que van a ser -todo lo mas- simples usuarios en
su vida cotidiana de las herramientas que les proporciona esta Ciencia.

En paralelo e intimamente relacionado con lo anterior, también existen dos
puntos de vista sobre el origen histérico de la Matematica -en general, o, mas en
particular, de la Geometria-, los apuntados por Herodoto y Aristoteles, que no por
haber sido citados tantas veces hasta el punto de haberse convertido en tdpicos des-
aconsejan que los traigamos a estas paginas, pues ilustran sendas visiones acerca de
la propia naturaleza histdrica de la disciplina. Vedmoslos con cierto detalle [2].

En su Historia (11, 109, escrita a mediados del siglo V a.C.)? sitia Herodoto su
opinion acerca del origen de la Geometria al describir el sistema de reparto de las
tierras adoptado por el faradon entre todos los egipcios sobre el que basar el cobro
de los correspondientes impuestos. La necesidad de que las lindes originales de
los terrenos asignados fueran recompuestas tras las crecidas anuales del Nilo, exi-
gia disponer de un cuerpo de funcionarios, conocidos como “los tensadores de la
cuerda” -la “cuerda” era el util para estimar longitudes- , que midieran los campos
en proporcion a los cuales se cobrarian los tributos. De acuerdo con esta perspec-
tiva, los agrimensores -literalmente, medidores de campos de cultivo- y, por tanto,
las necesidades practicas, constituirian la fuente original donde los griegos habri-
an aprendido el arte de la Geometria.

Frente a Herodoto se situa el punto de vista que Aristételes expone en su Me-
tafisica (981°20-25, mediados del siglo IV a.C.)*. Aqui, en su estudio acerca de

3 Puede consultarse la version publicada por Gredos en su coleccion de Clasicos.
4 Como apuntdbamos en nota anterior, puede consultarse la edicion publicada por Gredos de
esta obra de Aristoteles.
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las diferencias entre las artes practicas y las ciencias, explica que las segundas,
que no estan dirigidas a resolver las necesidades de la vida cotidiana, no se descu-
brieron hasta que las primeras no estuvieron firmemente establecidas. Este, sabio
multidisciplinar -como aquél, historiador-, sitia el origen de las artes matematicas
en Egipto, pero en este caso atribuye ese origen a la “casta sacerdotal”, custodios
celosos de los templos e interlocutores de las divinidades y, por tanto, los tnicos
que podian permitirse disfrutar del suficiente tiempo libre como para dedicarse a
estas tareas ociosas que constituian los saberes geométricos>.

Por supuesto, entre los matematicos de la Grecia clésica, pertenecientes al pe-
quefio porcentaje de habitantes del mundo helénico con naturaleza de ciudadanos®

(el resto -la mayoria de la poblacion-, extranjeros, esclavos, metecos, etc., no teni-
an esa consideracidn) es el ultimo punto de vista el que prevalecera. Ilustrativo de
ello es el tratamiento de otro campo distinto del de la Geometria, el de lo numéri-
co, en el que los griegos distinguen claramente dos ambitos. En primer lugar, la
Logistica, identificable actualmente con la Aritmética elemental, era propia de los
mercaderes, de aquellos que tenian necesidad de utilizar los nimeros y las opera-
ciones realizables con ellos en la vida cotidiana. Légicamente, para un pueblo de
comerciantes como el griego resultaba imprescindible la instruccion del numeroso
personal en las escuelas de contables. Frente a la “necesaria” Logistica, ocupacion
de matematicos verdaderos seria la “inutil” Aritmética, identificable hoy con la
Teoria de numeros. Obviamente, los ciudadanos filésofos evitarian ocuparse de
ninguna de las tareas -aquéllas- impropias de su clase, a la que si corresponderian
estas ultimas, que serian las que se ensefiasen en Academias y Liceos.

3. La naturaleza cientifica de la Matematica

A los efectos que interesan a estas paginas y, por tanto, prescindiendo de otras
consideraciones, una Ciencia -en particular, la Matematica- es un conjunto de
teorias cientificas. Del mismo modo [7], una teoria cientifica es un sistema hipoté-
tico-deductivo, es decir, un conjunto de enunciados concatenados por las leyes de
la Logica -los teoremas-, que parten de unos primitivos que se admiten sin demos-

5 Otros autores clasicos que se han referido a estas mismas cuestiones son Platon en Fedro
(274 cd, comienzos del siglo IV a.C.) y Proclo en Sobre Euclides (1, siglo V d.C.)

6 Como es natural, el referente de estas cuestiones es Atenas, donde durante los siglos V' y
IV a.C. existirian una media de 5.000 ciudadanos de una poblacion de unos 80.000 habitantes.
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tracidon -los axiomas-, y que se refieren a un conjunto de conceptos primarios in-
definidos, cuya existencia se postula y admite, o a los definidos a partir de ellos.

Cabe preguntarse, por tanto, en qué momento los desarrollos matematicos ad-
quirieron naturaleza cientifica y, por tanto, cuando nacié la Matematica. La cues-
tion no es baladi. Fijar el particular, indisociable de determinar qué es la Matema-
tica, resulta requisito imprescindible para organizar su enseflanza, pues depen-
diendo de qué concepto se tenga -o adopte- de la disciplina los enfoques docentes
pueden diferir enormemente. En este sentido, el estudio histérico aporta algo de
luz al tema.

De acuerdo con este enfoque, nuestra disciplina naceria en el momento en que
se formulase la primera teoria matemadtica (es decir, la primera organizacién
axiomatico-deductiva de enunciados matematicos), instante a partir del cual puede
considerarse que ha alcanzado un estado cientifico. En ese momento en el que
surgiria un objeto historiable, en el que comenzaria su Historia, en consecuencia,
la ensefianza de lo matematico experimenta -necesariamente- un cambio revolu-
cionario. Veamos cuando sucede esto.

De acuerdo con lo que conocemos hoy, y a pesar de diferentes menciones a
otros autores anteriores, el primer ejemplo de utilizacion sistematica del método
axiomatico-deductivo lo constituyen los Elementos de Euclides de Alejandria.
Con este tratado (este “hito histérico”) lo matematico adquiriria por primera vez
caracter cientifico. Con €l naceria la Matematica como Ciencia y comenzaria su
Historia. Como escribe Luis Vega [8]: “No suele ocurrir que un solo tratado funde
de una vez por todas una disciplina cientifica; aun es mas extrafio que ademas
represente por mas de veinte siglos el espejo y la norma del rigor de ésa y otras
ciencias de la misma familia”.

Comienza Euclides con la relacion de 23 “definiciones” (realmente caracteri-
zaciones de conceptos primarios indefinibles) de los objetos matematicos sobre
los que predicaran las diferentes proposiciones que compondran los 13 libros del
tratado: punto, linea (segmento rectilineo), extremos de la linea, superficie, &ngu-
lo, etc. Continua dividiendo los axiomas de su Geometria en dos grupos: “postu-
lados” o axiomas propiamente geométricos, y ‘“nociones comunes” o axiomas de
validez universal que se podrian aplicar a todas las disciplinas a las que se quiera
dar caracter cientifico. Hoy los denominariamos, respectivamente, “sistema de
axiomas no légicos” y “sistema de axiomas légicos” [9]. El resto del primer libro
corresponde a las proposiciones que referidas a los objetos definidos, pueden de-
mostrarse recurriendo unicamente a los axiomas admitidos. De ellas, 14 son real-
mente “problemas” (un objeto geométrico a construir) y 34 “teoremas” (asertos

88



que se deben establecer acerca de alguna propiedad de los objetos definidos o
construidos).

Los otros doce libros comenzardan con las definiciones de nuevos conceptos
(en conjunto habra un total de 132 definiciones) a los que se referiran las nuevas
proposiciones (465 en el total de los 13 libros): 2 problemas y 12 teoremas en el
Libro II, 5 y 32 -respectivamente- en el Libro III, etc.

Obviamente los Elementos no surgen de la nada, pero desconocemos practi-
camente tanto sus precedentes matematicos como las circunstancias en las que se
escribid, por no insistir en la carencia completa de datos acerca del propio Eucli-
des. Hoy se admite que constituyen la recopilacién de numerosos enunciados pro-
pilamente matematicos que no se habian reunido en un edificio sistematico hasta
entonces pero, sobre todo, se destaca [10], y en esto se coincide con sus primeros
comentaristas: a) lo certero en la seleccion de los problemas y teoremas que inte-
gra en el sistema, puesto que solamente incluye, de entre las enormes posibilida-
des a su alcance, aquellos resultados pertinentes para la construccion de elemen-
tos; y b) la variedad y riqueza de los métodos de demostracion empleados.

Desde el punto de vista didactico, como reconoce en sus comentarios Proclo,
las perspectivas para la valoracion de los Elementos crecen: a) en ellos se busca la
claridad y la concision, eliminando todo lo superfluo que dificulta la adquisicion
del conocimiento; b) se pretende que el estudiante que se aproxime al tratado ob-
tenga una inteleccion precisa del conjunto de la materia; en suma, c) el autor no
solo pretende ensefiar Geometria (y Aritmética), sino intenta formar a los lectores
en como construirla y aprenderla.

Pero que nadie busque (porque no lo encontrara) ninguna “finalidad” al mar-
gen de la propiamente matematica en Euclides. No se detecta adscripcion alguna a
posibles escuelas filosoficas, solamente desarrollos matematicos. No existe apli-
cabilidad (potencial), mucho menos aplicacion a ningln otro dmbito cientifico -si
lo hubiera- o técnico, como la Astronomia, Optica o Geografia, que podian haber
sido, si no desarrollados, si mencionados. Los Elementos son solo, pura y llana-
mente, Matemadtica, recogida, eso si, de las diferentes tradiciones.

4. Categorias historicas, historiacion y ensefianza de la Matematica

La busqueda de algunos “hitos singulares” facilita los cortes histdricos, los instan-
tes delimitadores de periodos o fases. En el plano usual de la historia general los
“hitos” de ordinario militares o guerreros son los determinantes, quizas por su
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concrecion cronoldgica; en consecuencia, facilmente utilizables como “limites”
para la historiacion. No sucede asi, logicamente, en las historias cientificas y técni-
cas: la publicacidon de un libro cientifico tiene normalmente muy poco valor social
y, por tanto, casi nada de trascendencia histdrica desde su respectivo presente’.

La perspectiva historica de que disfrutamos es suficientemente amplia para
que pueda afirmarse que tratados como el de Euclides se convierten en fundado-
res, en punto de inicio de la Historia de la Matematica, que podrd o no hacerse
coincidir en la periodizacion de sus desarrollos posteriores con las etapas que se
han establecido en la Historia universal: Antigiiedad, Edad Media, Modernidad,
Edad Contempordnea. Conjuntamente con ello, la utilizacién de los prefijos de
antelacion “pre” (previo pero de naturaleza distinta al lexema que complementa) y
“proto” (previo pero de la misma naturaleza) facilitardn tanto la division en etapas
-Prehistoria y Protohistoria- de la evolucion del mundo de lo matematico hasta su
constitucion como Ciencia como la ubicacidon de los desarrollos de acuerdo a su
momento historico®.

En tanto que prefijos de antelacidon también pueden utilizarse no sélo en senti-
do temporal, sino también conceptual. Asi, previa a la existencia de la Matematica
como Ciencia, pero conformada por conceptos, métodos y desarrollos de natura-
leza propiamente matemadtica, lo que existiria seria Protomatematica. El conjunto
de descubrimientos que conduciran directamente a la construccion de los concep-
tos matematicos, con algo propio de los sentidos que tendran posteriormente, pero
anteriores a toda consideracion teorica general conformarian la Prematematica.

Andlogamente, los conceptos matemadticos pueden presentarse, explicarse o
enseflarse de diferentes modos. En primer lugar, cientificamente, es decir, inte-
grados estrictamente en el formato axiomatico-deductivo de la teoria a la que per-
tenece: seria una Presentacion matematica. Pero también se pueden plantear los
conceptos abstractos en un orden y con una interrelacion entre ellos no sometidos
al formato tedrico: en este caso se trataria de una Presentacion protomatematica.
Finalmente, si el enfoque adoptado se limita a ejemplos o aplicaciones a métodos

7 Este enfoque historiografico lo presentamos por primera vez en Gonzalez Redondo [11] y lo
desarrollamos en Gonzalez Redondo [12], todo ello en el marco de la escuela de Fundamentos y
Filosofia de la Ciencia del Prof. F. Gonzalez de Posada [13].

8 Como parece claro estas consideraciones, que aplicadas a la Historia de la Ciencia conside-
ramos originales, constituyen una adaptacion tomada de la Historia Universal, que matizamos como
sigue: la Historia del hombre comienza en el momento que se desarrolla la escritura; la Protohistoria
discurriria desde que existe propiamente el hombre -la especie homo sapiens- hasta que se descubre
la escritura; y Prehistoria todo lo anterior a la aparicion de la especie.
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concretos, en la que conceptos y teorias quedan solamente subyacentes, estaria-
mos ante una Presentacion prematematica.

Cabe preguntarse, por tanto, si es posible fijar otro “hito” —previo a los Ele-
mentos— que permita dividir en dos etapas claramente diferenciadas la evolucion
histdrica de los conceptos matematicos hasta su constitucion como Ciencia, una
en la que los desarrollos tengan un caracter claramente cientifico —la inmediata-
mente precedente de Euclides—, y otra, previa y necesaria para las formulaciones
posteriores, pero que debe distinguirse por la naturaleza aun no cientifica de las
realizaciones’.

Este “hito” puede ser la formulacion, durante la primera mitad del siglo VI
a.C., por parte de Tales de Mileto -pues asi se le atribuye y reconoce en general-,
de cinco enunciados acerca de propiedades generales de algunas figuras geométri-
cas, supuestamente los primeros con estas caracteristicas que aparecen en la His-
toria [14]:

Todo circulo queda dividido en dos partes iguales por un diametro.

Los angulos de la base de todo tridngulo isosceles son iguales.

3. Los angulos opuestos por el vértice que se forman al cortarse dos rectas
son iguales.

4. Si dos triangulos son tales que dos angulos y un lado de uno de ellos
son, respectivamente, iguales a dos dngulos y un lado del otro, entonces
los dos tridngulos son congruentes.

5. Todo angulo inscrito en una semicircunferencia es un angulo recto.

N —

La idea de la necesidad de “demostracion” que aparece por primera vez en Ta-
les -si asi lo admitimos- o, en cualquier caso, no mucho tiempo después -si hace-
mos caso al resumen de Proclo-, estd en directa relacion con la percepcion de la
posibilidad de conceptualizacion de lo verdadero, de la certeza, y a la posterior y
generalizada aceptacion incontestable de ella por todos los interlocutores. Esta
posibilidad aporta un nuevo carécter a las atribuciones del conocimiento humano
al conceder a la Filosofia lo que hasta ese momento solamente se admitia en el
mundo de la religién o el mito.

9 Igual que no todos los pueblos de la Tierra alcanzaron la etapa historica al mismo tiempo que
mesopotamicos y egipcios, en el mundo griego entre el siglo Il a.C. y el V d.C. sera en el primer y
unico lugar en el que se alcance la etapa propiamente matematica, hasta que en algunos paises de la
Europa occidental pueda considerarse recuperado el nivel en torno al siglo XVIL.
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Aunque atribuirle que realmente aportara demostraciones de estos teoremas re-
sulta exagerado, en cualquier caso, por el caracter general puramente tedrico de
los enunciados, puede considerarse que Tales constituye el “hito” buscado. Con
su figura puede hacerse el corte histérico que buscabamos. Todo lo anterior a Ta-
les perteneceria a la Prehistoria de la Matematica. Todo lo comprendido entre €l y
Euclides constituiria la Protohistoria de la Matematica.

5. Consideraciones historiograficas finales

Como parece natural, este enfoque historiografico de “hitos” que producen cortes
podria ampliarse a la periodizacion de la evolucion historica del resto de los ambi-
tos cientificos con los ajustes necesarios y las consecuentes implicaciones para la
docencia. Asi, en Biologia Darwin puede utilizarse como origen de la Historia,
situando entre Leeuwenhoek, Linneo y Lamarck -justificando la decisién- el co-
mienzo de la Protohistoria. En Quimica Lavoisier y Mendeleiev también resultan
especialmente significativos y podrian representar las oportunas rupturas. Algu-
nos autores anteriores a Lyell intentaron sentar las bases de una Geologia real-
mente cientifica, pero Werner y Hutton también le aportaron nuevos aires.

En suma, recurriendo al caso de la Matematica -primero de la Historia-, en este
articulo hemos aportado un modelo que permite estructurar la evolucién de las
diferentes disciplinas hasta su establecimiento como dmbitos propiamente cienti-
ficos. Para ello hemos introducido los conceptos de Prehistoria y Protohistoria de
cada Ciencia. En préximos trabajos completaremos la tarea introduciendo perio-
dizaciones en la evolucidn de las diferentes disciplinas desde su constitucion co-
mo Ciencias partiendo, también, del caso de la Matematica.
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