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XIX Concurso de Resolucion de Problemas

Al igual que en los ultimos diecinueve afios se celebro en la Facultad de Ma-
tematicas de la Universidad Complutense el Concurso anual de Resolucién de
Problemas convocado por nuestra Sociedad y por el Colegio de Doctores y Licen-
ciados en Filosofia y Letras y en Ciencias.

La prueba tuvo lugar el sdbado 23 de Junio y esa misma tarde en la Escuela
Universitaria de Biblioteconomia y Documentacion, situada en el edificio Pablo
Montesino se celebré la entrega de premios. Vaya, en primer lugar, nuestro agra-
decimiento tanto al Decanato de la Facultad de Matematicas como a la Direccion
de la Escuela Universitaria de Biblioteconomia.

La participacion, de 81 estudiantes, fue algo menor que en el afio anterior.
Queremos creer que fue debido a que el dia de su celebracion ya habian terminado
totalmente las actividades lectivas en los centros y posiblemente, por ser el primer
dia de vacaciones para los estudiantes, no fue el dia mas apropiado.

Como todos los afios, en cada nivel se propusieron 4 problemas, en dos tandas
de hora y media. Al igual que en otros concursos internacionales, la puntuacion de
cada problema fue de 0 a 7 puntos.

Merece la pena destacar la participacion -y con éxito- de estudiantes de otras
comunidades -Castilla la Mancha y Valencia- participacion que se viene generali-
zando en los ultimos afios.

También es de destacar la participacion de estudiantes de cursos anteriores a 3°
de ESO que, por tratarse de casos excepcionales, sus profesores entendieron que
podian participar y nuestra sociedad accedid a dicha participacion.

Los estudiantes premiados han sido los siguientes, clasificados por niveles:

Nivel I (3° ESO)

1. Luis Sarabia Utrilla del Colegio San Viator de Madrid.

2. Ana Armas Romero (2° ESO) del IES San Juan Bautista de Madrid.

3. Mohamed Blanca Ruiz del IES Ausias March de Manises.

4. Diego Pérez Lopez del IES Alonso Quijano de Alcala de Henares.

5. David Fernandez Sanchez (2° ESO) del IES Jorge Guillén de Alcorcén y Ri-
cardo Martin Brualla del Colegio Aleman de Madrid.

Nivel II (4° ESO)

1. Javier Gomez Serrano del Colegio Aleman de Madrid.
2. Luis Sierra Andrés del Colegio Beata Filipina de Madrid.



3. Esteban Garcia Martinez del IES Antonio Machado de Alcala de Henares.
4. David Portillo Garcia del IES Ramiro de Maeztu de Madrid.
5. Juanjo Heras Verdejo del Colegio Beata Filipina de Madrid.

Nivel I1I (1° Bachillerato)

1. Carlos Moraga Ferrandiz del IES Julio Rey Pastor de Albacete.

2. David Garcia Soriano del Colegio Chamberi de Madrid.

3. Cristina Mucientes de la Pefia del Colegio San José de Ciudad Real.
4. Monica Serrano Gémez del IES n° 1 de Requena.

5. Fernando Meseguer Garrido del IES Ramiro de Maeztu de Madrid.

INIEREZE!

TICEL LT L

Asi como otros afios hemos comentado la coincidencia de alumnos premiados
varios afios consecutivos —en este afio se da el caso de Javier Gdmez Serrano y
David Garcia Soriano— a alguien que haya seguido este u otros concursos otros
aflos le habrad sorprendido la no presencia entre los premiados del inefable Luis
Herndndez Corbato. La explicacion es muy sencilla: Luis, estudiante de 4° de
ESO en 200-2001 pero con edad de estudiante de 3° de ESO, habia decidido no
participar en este concurso. Como muchos de vosotros sabéis fue uno de los seis
representantes espafioles en la Olimpiada Matematica Internacional en Washing-
ton siendo el Unico espaiiol que obtuvo medalla. Enhorabuena a él, a sus padres y
a sus profesores.



Problemas propuestas en el XIX Concurso

Nivel 1

1. En un tridngulo ABC sabemos que AC = 54 m y su altura # = 46 m. Se desea
saber a qué distancia de la base AC seria preciso trazar una paralela a la misma
para que el perimetro del rectangulo DEFG sea igual a la suma de la base y la
altura.
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2. Se considera un nimero n de cuatro cifras, cuadrado perfecto, con todas sus
cifras menores que 9. Si a cada cifra se le suma 1, el numero resultante es también
cuadrado perfecto. Halla .

3. El centro C de una circunferencia de radio +/2 es un punto de una circunferen-
cia de radio 1, como se indica en la figura. Calcula el area rayada.

4. Ana, Beatriz y Celia resuelven cada una exactamente 60 problemas de una lista
de 100. Cada problema fue resuelto al menos por alguna de las tres. Deciden que
un problema es fécil si las tres lo han resuelto, y que es dificil si solamente una de
ellas lo resolvio. Si d es la cantidad de problemas dificiles y fla cantidad de pro-
blemas faciles, determina la diferencia d — f.



Nivel 11

1. En una fiesta, cada invitado saludé a todos los demés. Posteriormente llego
Juan, que salud6 solamente a los que conocia, que no eran todos. Una vez que
salud6 a sus amigos, el nimero de saludos habia crecido un 25% de los que se
habian dado antes de que ¢l llegara. ;A cuantas personas de la fiesta conocia
Juan?

2. Se busca el menor nimero entero positivo que tiene dos mil una cifras y cuya
suma de cifras es 2000. Después se escribe el nimero siguiente. Razonar que en
ese siguiente solamente hay tres cifras distintas. ;Sabrias escribirlo con todas sus
cifras?

3. El area de un trapecio isosceles es 972 cm®. Las longitudes de su base menor,
lado, base mayor y diagonal son, respectivamente, el 1°, 10°, 11° y 12° términos
de una progresion aritmética. Calcula la longitud del menor de los trozos en los
que una diagonal divide a la otra.

4. De un papel rectangular se recortan, con un tnico corte, dos figuras: un triangu-
lo y un pentdgono. Las medidas de los lados de este ultimo, en algun orden, son
33,17, 25, 43, 28. Determina su area.

Nivel 11T

1. En un tridngulo rectangulo la hipotenusa es igual a ¢ y la bisectriz de uno de los
angulos agudos es igual a c«/g /3 . Hallar los catetos.

2. En una clase en la que hay mas de 16 estudiantes, la probabilidad de que al
escoger dos cualesquiera de ellos resulte que ambos han aprobado el tltimo exa-
men de Matematicas es 1/2. ;Cuantos estudiantes hay en la clase y cudntos apro-
baron dicho examen?

3. Se han pintado tres lineas paralelas de 8, 11 y 13 m. para sefializar el hall de un
aeropuerto. Una vez pintadas, el arquitecto decidio que las lineas debian tener
igual longitud. Si el precio por metro de prolongar las lineas es igual que el de
reducirlas, ;qué largo deben tener las lineas para economizar gastos?

4. Demostrar que si P(x) = 6x° + 12x + 8, no hay ningin nimero entero x, distinto
de 0, para el que P(x) sea un numero de la forma y’. (Obsérvese que a P(x) le falta
solo un término para ser el cubo de un binomio).



42 Olimpiada Internacional de Matematicas

La 42 Olimpiada Internacional de Matematicas ha tenido lugar en Washington
DC entre los dias 1 y 14 de julio de 2001. En ella han participado un total de 473
estudiantes procedentes de 83 paises. El equipo espafiol estuvo formado por:

Ignacio Cascudo Pueyo (COU, Oviedo)

Joaquim Cevallos Morales (2° de Bto., Barcelona)

Luis Hernandez Corbato (4° de ESO, Madrid)

Sergio Millan Lopez(1° de Bto., L’Hospitalet de Llobregat)
Miquel Oliu Barton (2° de Bto., Barcelona)

Marti Prats Soler (2° de Bto., Barcelona)

Les acompaiiaban las profesoras:

Maria Gaspar Alonso-Vega, Jefe de Delegacion
Mercedes Sanchez Benito, Profesora tutora

El uruguayo Javier Coppola, que fue la primera Medalla de Oro en la fase nacio-
nal de nuestra Olimpiada, en Murcia, se integrd en el equipo de su pais, dejando
hueco para Joaquim Cevallos, que obtuvo la primera Medalla de Plata.

Durante la primera semana, el Jurado, después de considerables deliberaciones,
eligio los seis problemas de la prueba, para aprobar a continuacién las redacciones
en los idiomas oficiales. Por ultimo, los Jefes de Delegacion hicieron la traduc-
cion a sus respectivos idiomas. Hubo mas de 50 versiones idiomaéticas.

Las pruebas fueron los dias 8 y 9 de julio. Como de costumbre, cada dia se propu-
sieron tres problemas, a resolver en un tiempo maximo de 4 horas y media. Cada
problema se califica sobre 7 puntos. Los enunciados aparecen mas adelante en
este mismo numero del Boletin.

Los cortes para las medallas de oro, plata y bronce estuvieron en los 30, 20 y 11
puntos respectivamente. Cuatro estudiantes — dos de China y dos de Estados Uni-
dos — obtuvieron la puntuacién maxima de 42 puntos.

Entre los estudiantes espafioles, Luis Hernandez obtuvo medalla de bronce, y Joa-
quim Cevallos y Miquel Oliu tuvieron mencion de honor.

El préximo afio, la Olimpiada se celebrard en Glasgow (Reino Unido).



Problemas propuestos en la
42 Olimpiada Internacional de Matematicas

celebrada en Washington D.C. el 8-9 de julio de 2001

Sea ABC un triangulo acutangulo, y sea O el centro de su circunferencia cir-
cunscrita. El punto P del lado BC es el pie de la altura desde A. Supongamos
que ang(BCA) 2 ang(ABC)+30. Demostrar que ang(CAB) + ang(COP)<90.

Para a, b, ¢ reales positivos, demostrar que

a b + ¢ >1

+
\/a2 + 8bc \/b2 +8ca c* +8ab

En un concurso de matematicas participaron 21 mujeres y 21 hombres. Cada
concursante resolvidé como maximo 6 problemas. Para cada mujer y cada
hombre, hay al menos un problema que fue resuelto por ambos. Demostrar
que hay al menos un problema que fue resuelto por al menos tres hombres y
tres mujeres.

Sea n un entero positivo impar mayor que 1, y sean k;, ks, ... .k, nimeros
enteros dados. Para cada una de las n! permutaciones a=(ay, a,, ... ,a,) del con-
junto {1,2,....n} sea

S(a)= i ka.
i=1

demostrar que existen dos permutaciones b y ¢, con b distinto de c, tales que
n! es divisor de S(a)-S(b)

En un tridngulo ABC, la bisectriz del angulo BAC corta al lado BCen P, y la
bisectriz del &ngulo ABC corta al lado CA en Q. Se sabe que ang(BAC)=60, y
que AB+BP=AQ+QB. Determinar las posibles medidas de los dngulos del
triangulo ABC.

Sean a,b,c y d numeros enteros con a>b>c>d>0. Supongamos que
actbd=(b+d+a-c)(b+d-a+c). Demostrar que el nimero ab+cd no es primo.
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Recensiones en ZDM y en Math Reviews

Las prestigiosas revistas Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik (ZDM) y
Mathematical Reviews incluyen en sus volimenes recensiones de articulos publi-
cados en nuestro Boletin, razon por la cual se publican actualmente con un resu-
men en inglés.

Como en numeros anteriores de nuestro Boletin, nos complace dar cuenta de
las nuevas recensiones aparecidas, para conocimiento de los autores de los traba-
jos, y de todos nuestros socios.

RECENSIONES PUBLICADAS EN ZDM VOL. 33 (3) DE 2001

#2428 (seccion G40). Lugares geométricos encontrados con ayuda del Algebra y
la Computacion, por Eugenio Roanes Macias, Bol. Soc. Puig Adam 57
(Feb 2001), pags. 62-79.

#2494 (seccion G90). Algunos teoremas sobre la Geometria Plana Elemental,
por Juan Bosco Romero Marquez, Bol. Soc. Puig Adam 57 (Feb 2001),
pags. 80-85.

#2542 (seccion H60). Sistemas de ecuaciones lineales sobre anillos de Priifer, por
Tomas Sanchez Giralda, Bol. Soc. Puig Adam 57 (Feb 2001), pags. 86-94.

#2581 (seccion 125). Funciones periddicas, por Julio Ferndndez Biarge, Bol.
Soc. Puig Adam 57 (Feb 2001), pags. 41-51.

#2645 (seccion K20). [luminacidn y vigilancia en las Galerias de Arte, por Grego-
rio Hernandez Perialver, Bol. Soc. Puig Adam 57 (Feb 2001), pags. 52-61.

RECENSIONES PUBLICADAS HASTA EL PRESENTE EN MATH REVIEWS

2001a: 26002. Una aplicacion de una idea arquimediana, por Juan A. Aledo y
Juan C. Cortés, Bol. Soc. Puig Adam 54 (2000), pags. 58-68.

2001f: 11014. Algunas representaciones radicales infinitas de los numeros natura-
les, por Juan Carlos Cortés Lopez, Bol. Soc. Puig Adam 54 (2000), pags. 29-38.
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Bodas de oro de la Promocion 1951 de la UCM

“Lo importante no es solo hacer cosas,

sino que tengan contenido”

El dia 15 de junio de este afio, la promocion de matematicas de la Universidad
Complutense, celebro sus 50 afios de haber terminado su carrera. El curso estuvo
formado por 41 alumnos de los que 19 pudieron estar presentes en este aconteci-
miento, disfrutando de la grata compaiiia del que fue su profesor en Ecuaciones
Diferenciales, don José Carrasco.

El acto estuvo precedido de una Eucaristia celebrada en la Facultad de Cien-
cias por su Capellan José Maria Sierra, que aunque mas joven, también es mate-
matico. El Decano de la Facultad de Matematicas, José Carrillo Menéndez, des-
pués de unas palabras de bienvenida a la promocidn, manifestd que naturalmente
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esta era la casa de todos; el catedratico Enrique Outerelo hizo una brillante pre-
sentacion curricular de la licenciatura, que comenzé formando parte de la licen-
ciatura de Filosofia, después se independizd pasando a ser licenciatura en Cien-
cias Exactas y posteriormente licenciatura en Matematicas, siendo esta promocion
una de las primeras; la licenciatura en Matematicas, de cinco afios, incluyd im-
portantes cambios para adecuarse a la matematica moderna que ha ido desarro-
lldandose y dando lugar a los planes sucesivos que fueron presentados. Se solicito,
dado el interés de la exposicidn, que se hiciera una publicacion de estos aspectos.
Una visita a las dependencias de la Facultad completd esta parte.

De una forma sencilla, se destaco, sin otorgarse ningun protagonismo, como la
promocion desde las distintas perspectivas habia contribuido a su compromiso
con la sociedad, principalmente en aspectos de la ensefianza, investigacion y apli-
cacion de conocimientos.

Posteriormente tuvo lugar una comida en la misma universidad en medio de un
ambiente festivo dentro de un intercambio de experiencias, conviniendo reunirse
de manera periodica, al menos una vez al afio.

Angel Diaz de la Cebosa y Gonzalo Calero Rosillo
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Conferencias sobre “Educacion Matematica”

El pasado mes de Mayo se cerrd el ciclo de conferencias-mesas redondas que so-
bre Educacion Matemadtica se han dictado-celebrado los ultimos viernes de cada
mes a lo largo del curso académico 2000/2001.

Estas Conferencias-Mesas redondas, se enmarcan dentro de las actividades que la
Facultad de CC. Matematicas de la U.C.M. programa para la obtencion del titulo
de “Experto en Educacién Matematica”.

Se concibieron como una tarea de dos horas de duracidén. Durante la primera hora,
profesores con experiencia constatada en el tema a tratar durante la sesion expu-
sieron sus puntos de vista (con frecuencia contrapuestos) sobre el mismo, al obje-
to de centrar la discusion y el debate posterior.

Los temas tratados fueron:

— Educacion matematica y LOGSE

— El curriculo de 1a E. S. O. y del Bachillerato.

— Afectividad y Educacién Matematica.

— La Facultad de Matematicas y la formacion de profesores de Matematicas.
— Educacion Matematica y nuevas tecnologias.

— La evaluacion en Educacion Matematica.

— La Educacién Matematica y la Ensefianza Universitaria.

— La Educacion Matematica en la U. E.: Alemania, Francia y el Reino Unido

La segunda hora, siempre de modo flexible, se pens6 como un foro en el que los
profesores asistentes pudiesen intervenir aportando sus experiencias, sus puntos
de vista, sus dificultades o simplemente sus acuerdos o desacuerdos con los
ponentes.

A lo largo de las sesiones fueron saliendo a la luz los distintos problemas con los
que se encuentran a diario los profesionales de la Educacién en el tramo de Se-
cundaria, sobre todo en la E. S. O. De este modo:
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La nueva forma de entender la Educacion; el miedo (j) a que esa educacion para
todos se convierta en educacion para nadie, al menos en los centros publicos.

La dificultad de realizar una ensefianza comprensiva. Cuando los porcentajes de
objetores escolares son tan elevados, ;cdmo establecer los niveles de aula?

El peso de la diversidad, la utopia de las adaptaciones curriculares,..

(Como realizar una evaluacion, verdaderamente significativa, de las capacidades
de los alumnos?

El engafio de la promocion de curso

Fueron puntos en los que los profesores asistentes reincidian mes a mes.
La afluencia de Profesores de Secundaria y de alumnos de Metodologia a estas
conferencias ha sido la razén por la cual dicho ciclo ha vuelto a ser programado

para el presente afio académico.

Los temas a debate durante el presente curso son los que aparecen en el siguiente
anuncio.

Laura Molleda

15



Ciclo de Conferencias sobre
“Educacion Matematica”

“LOS AGENTES DE LA EDUCACION SECUNDARIA” (Curso 2001/02)

26 de octubre: LOS ALUMNOS. Conferenciantes: Angel Arrabal y Carlos Cabe-
llo, profesores del I.E.S. “Miguel Servet” de Madrid y autores de los libros “Ado-
lescentes de un barrio” (1992) y “De Mafalda a los Simpson” (2001)

23 de noviembre: LOS LIBROS DE TEXTO. Conferenciante: Jose Colera, cate-
dratico de Educacion Secundaria y autor de libros de texto de Matematicas

11 de enero: LOS PROFESORES. Debate sobre cual debe ser la formacion mas
adecuada para un profesor de Secundaria. Ponentes por determinar.

25 de enero: LAS ASOCIACIONES DE PADRES DE ALUMNOS. Debate so-
bre la incidencia que tienen en la Educacion Secundaria los padres de los alumnos
y las asociaciones de padres. Ponentes por determinar.

22 de febrero: LAS LEYES I: LA FORMACION PROFESIONAL

22 de marzo: LAS LEYES II: REVALIDAS / PRUEBAS DE ACCESO A LA
UNIVERSIDAD

26 de abril: LAS ASIGNATURAS: MATEMATICAS I y II. INICIACION A
LA DEMOSTRACION MATEMATICA.

24 de mayo: LAS ASIGNATURAS: MATEMATICAS APLICADAS

Para mas informacion sobre este ciclo o sobre el titulo de Experto en Educacion
Matematica puede consultarse la direccidn: http.//www.mat.ucm.es.

Profesoras coordinadoras del ciclo de conferencias: Raquel Mallavibarrena y Lau-
ra Molleda

Direcciones de correo electronico: Raquel Mallavibarrena@mat.ucm.es 'y
Laura Molleda@mat.ucm.es
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Integracion de las Nuevas Tecnologias
en la clase de Matematicas. Algunas
notas sobre modas, uso y mal uso'

Eugenio Roanes Lozano

Facultad de Educacion, Universidad Complutense de Madrid
eroanes@eucmos.sim.ucm.es

Abstract

This article is a summary of the author’s opinions about ‘‘fashions” in
technology and the use and misuse of technology in our society (specially in
the teaching process). Some historic notes and several remarks about inter-
esting pieces of software and addresses in the web are given along the text.

1 De tecnologia y sociedad

Soy un enamorado del ferrocarril. Y de los ferrocarriles abandonados en particular
(esta es una rama de lo que técnicamente se denomina “Arqueologia Industrial”).
Es un apasionante hobby que permite ejemplificar ante la novia, esposa o amigo/a
como sacar de un barrizal el automovil (no 4x4) con ayuda de piedras y ramas o
de como guiarse por la posicion del sol para regresar al coche. Estas demostracio-
nes practicas de las habilidades adquiridas permiten ademds intercalar alguna
aventura sobre la etapa militar de la vida, gozo afiadido para los oidos del acom-
pafiante al placer de la contemplacion de los restos del ferrocarril abandonado en
cuestion. Para el lector no advertido comentaremos que en Espafia hay miles de
kilometros de lineas de ferrocarril abandonadas, algunas de las cuales se estan

I Primera parte de la conferencia inaugural del Encuentro-Seminario sobre el entrenamiento
tecnologico: aprendizaje matemdtico en la red, pronunciada en el CPR de Zafra (Badajoz) el 4 de
Noviembre de 2000. Dentro del §2.4 se realizo una presentacion de las posibilidades de los sistemas
informaticos Maple y The Geometer’s Sketchpad y de las calculadoras TI-92 y 89.
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empezando ahora a recuperar parcialmente como “vias verdes™? (esto es, pistas o
senderos para ser recorridos en bicicleta, silla de ruedas, a pie o a caballo). Es un
final relativamente triste para muchas lineas, construidas con gran esfuerzo y
abandonadas® muchas de un modo sorprendente*, pero final>, mejor en todo caso
que el olvido y el cultivo de champifiones®.

El hobby de recorrer y fotografiar estas lineas data en mi caso de hace bastan-
tes afios, para desesperacion de mi mujer, que, incomprensiblemente, prefiere ver
museos de pintura o campos sin ferrocarril. Como las proximidades de los que
fueron estos trazados suelen estar bastante desiertos’, mis progenitores me regala-
ron, cuando se hicieron mas o menos asequibles?, alla por el afio 1994, un teléfo-
no movil. Se trataba de la primera generacidon “compacta”, esto es, de modelos
autdbnomos que no necesitaban de una especie de emisora-maletin auxiliar. No
obstante, mis amigos lo veian un poco “raro”, caro e inutil. Uno en particular,
siempre me decia que “para que lo queria”, que parecia un fontanero. La verdad
es que nunca decia que parecia un ejecutivo. Acabo de cambiar este demodado

2 Véase: www.ffe.es/viasverdes/viasverdes.html

3 Algunas justo antes de ser inauguradas y con la infraestructura (explanaciones, tuneles, puen-
tes,...) parcial o totalmente acabada y en algunos casos incluso con las vias ya tendidas en grandes
tramos. La razdén fue una nefasta condicion del Banco Mundial para conceder un préstamo a Renfe
al comienzo de la dieselizacidon, que consideraba esas lineas como deficitarias. Por Extremadura
pasan dos de ellas (Calera y Chozas-Villanueva de la Serena —llegd a estar tendida la via entre Vi-
llanueva de la Serena y Logrosan- y Jerez de los Caballeros—Villanueva del Fresno).

4 Por ejemplo para ir de Murcia a Almeria hay que subir ahora hasta Alcazar de San Juan (no
lejos de Toledo), cuando existia una linea directa por Baza y Guadix (véase la pagina de la asocia-
cién de amigos del ferrocarril de Almeria: www.asafal.com). Muchos pensamos que debe existir
trafico en ese eje cuando existe una autovia que une estas capitales de provincia. La lista de ejem-
plos sangrantes (Canfranc, Huelva-Ayamonte, Santander-Mediterraneo,...), cada uno con sus pecu-
liaridades, es interminable.

5 Algunas estan en fase de recuperacion parcial. Por ejemplo, desde el pueblo de Rio Tinto (en
Huelva) se puede viajar en parte del antiguo ferrocarril minero, rehabilitado parcialmente para uso
turistico. Lo mismo tratan de hacer con el cercano de Tharsis, clausurado el ultimo dia de 1999.

6 Este es el destino de muchos tineles en lineas de ferrocarril abandonadas. Considerando el
precio de perforacion de un metro de tunel, deben ser de los alimentos con un valor afiadido mas
elevado.

7 Extrafiamente, lo que abunda en las proximidades de los pasos elevados de carretera sobre
vias abandonadas son las neveras, lavadoras y escombros.

8 Se entiende que para una familia que vive exclusivamente de sueldos de funcionario, esto es,
que no nada en la abundancia.
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movil (“el ladrillo” para los amigos) por uno nuevo. Yo quiero (mas aun, necesi-
to) tener movil para llamar brevemente cuando estoy fuera de casa o para una
emergencia. De hecho me siento incomodo cuando olvido mi movil y viajo.

Mi amigo, el citado mas arriba, que por cierto ahora tiene una tienda de mévi-
les (y esto no es ni un chiste ni una licencia literaria), me cuenta que los “quin-
ceafieros” (creo que “teenagers” describe mas precisamente la etapa a que me
refiero) utilizan el movil de otra forma. Lo moderno es que el teléfono (uno por
hijo/a) lo paguen los progenitores, con el sano objetivo de tratar de tener localiza-
do al descendiente (los padres con hijos de esa edad han desistido por lo general
de controlar a la prole). El/la infante abona las tarjetas prepago, que gasta casi
exclusivamente en enviar mensajes escritos. Supongo que pronto se estudiaran los
problemas que supone para los pulgares el estar continuamente tecleando sobre el
pequeiio teclado del movil, como ocurrid hace tres lustros con los adictos al “cubo
de Rubik”. Supongo que el lector iniciado sabrd que se pueden mandar gratuita-
mente mensajes escritos desde ciertas paginas de Internet?, lo que evita el incon-
veniente del incémodo teclado, aunque implica la disponibilidad de conexion.

Hace unos afios me sorprendio leer en los periddicos una noticia sobre una or-
den de un obispo italiano obligando a que el clero de su didcesis mantuviera apa-
gado el mdvil durante las confesiones. Ya llevo dos afios incluyendo en las ins-
trucciones de principio de curso que es obligatorio mantener apagados los moviles
durante mis clases.

Llamar a la televisidon “caja tonta” creo que es ahora un halago. Hay un canal
americano que me apasiona (sobre documentales)!?. Pero en las cadenas espafio-
las, especialmente sensibles al indice de audiencia, el entretenimiento para las
distintas edades es completo. Varia desde las series de dibujos animados violen-
tas!! 12; largos “culebrones” con magnificos actores y mejores guiones; programas

9 Por ejemplo www.terra.es/sms/

10 A muchos “teenagers” les suena este canal por una cancion “disco” cuyo estribillo es “let’s
do it like they do it on the Discovery Channel” (“hagdmoslo como lo hacen en el Discovery Chan-
nel” —los animales, se entiende—). Ya se pueden suponer a lo que se refieren.

11 Hace poco se cometié un asesinato multiple con una “katana”. En la Espafia atrasada y rural
de los ’50 se empleaban para las rifias objetos cortantes mas tradicionales pero vulgares como nava-
jas, hoces o escopetas de caza, no espadas de otras culturas. Debe ser uno de los efectos de la globa-
lizacion.
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en los que se encierra a unas personas en una casa en la que conviven las 24 horas
y en los cuales se puedan seguir conversaciones profundas e interesantes; asi co-
mo programas en los cuales se nos informa con todo lujo de detalles de las ejem-
plificantes vidas y en especial las relaciones pasionales (y parece ser que apasio-
nantes para muchos) de los llamados “famosos”. Finalmente en los concursos
cada vez se sustituyen mas las preguntas por “pruebas” absurdas en las que hay
que demostrar una “habilidad”’3.

Ademas, si la programacion en los distintos canales no es suficientemente
buena (por ejemplo han programado una pelicula de John Ford o alglin otro “tio
rollo” en aburrido blanco y negro fuera de su horario habitual, esto es, bien entra-
da la madrugada), siempre queda el recurso de la video-consola, en la cual se
puede dedicar el usuario al edificante entretenimiento de exterminar violentamen-
te a algunos seres vivos locales o alienigenas!4.

Hay dos sensaciones en la vida que me hacen sentirme un poco nervioso. Una
la de vivir algo que parece que ya has vivido (soy escéptico para casi todo, por
ejemplo para admitir la existencia de los viajes astrales!®) y otra la de sentirte fue-
ra de la conversacidn en la que estoy participando, como si fuera un espectador
externo!'¢. Esto me pasé hace pocos dias cuando me encontré en el coche hablando
a mi primo de 16 afios sobre los inconvenientes del alcohol y el tabaco (disminu-
cion obvia del rendimiento fisico e intelectual). Por mi experiencia como profesor
creo que esto lo ven mas proximo que una enfermedad a largo plazo, aunque lo

12 Mientras, desde Espafia exportamos a muchos paises dos simpaticos personajes: los detecti-
ves espafioles mas conocidos internacionalmente (www.mortadeloyfilemon.com).

13 No estoy seguro cual es la explicacion de esto. Dudo entre dos opciones. Una es que si se
hace una pregunta, el espectador reconoce internamente inmediatamente si la conoce o no, lo que le
molesta en caso negativo. Sin embargo, si es una prueba, como no va a reproducirla en casa, piensa
que seria capaz de hacerlo al menos tan bien como el concursante. La otra es simplemente que es
mas divertido ver al concursante hacer el ridiculo que apreciar su erudicion.

14 Seglin algunos esto descarga la agresividad. Seguin otros, algunos de estos juegos, como los
de “rol”, pueden hacer confundir realidad y ficcién a sujetos predispuestos. Y tenemos ejemplos
recientes de juegos de “rol” con resultado de muerte real. Con la campafia para las presidenciales de
EEUU del 2000 la violencia en los diversos medios de entretenimiento ha pasado a primer plano de
la actualidad.

15 Véase por ejemplo: T. Lobsang Rampa: El tercer ojo, Ediciones Destino, 1965.

16- Giovanni Guareschi cita esta sensacion en alguno de sus libros de la incomparable coleccion
de Don Camilo y Peppone, en cierta ocasion en que Peppone lee un discurso.
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ultimo sea mds grave. Por cierto, con “rendimiento intelectual” no me referia al
escolar, sino a la brillantez verbal (dentro de lo que cabe) que se debe demostrar
ante la pandilla. Y es que, aunque en ambos casos se ingiere alcohol, no es lo mis-
mo salir “pedo”!” del “botellon” del viernes (generalmente esto consiste en gran
cantidad de cerveza seguida de varios “cubatas” y similares) que tomar un sorbete
al cava.

Este afio he tenido la oportunidad de viajar a Rusia. Tuve la suerte de ver una
vivienda auténtica. Me sorprendieron dos cosas fundamentalmente: lo destartala-
do (por decir algo) de las zonas comunes (parece ser que el equivalente a la “ley
de propiedad horizontal” no estd muy perfeccionado) y la buena biblioteca de la
casal®, especialmente si se compara con el nivel de vida que se deducia del mobi-
liario y los enseres en general. Ambas cosas parecen ser comunes alli. Segura-
mente el intervencionismo a nivel gubernamental en ciertos aspectos (por ejemplo
la subvencion de la cultura: libros, obras de teatro, conciertos...) es bueno. Espe-
cialmente en tiempos de bonanza econdomica. Por supuesto no me refiero a otros
tipos de intervencionismo que coarten la libertad individual.

(Sera esto ya la decadencia de la cultura occidental o simplemente un episodio
pasajero? Ya se sabe que hay que conocer la historia para no caer en los mismos
errores. Fatalmente una descripcion en dos o tres lineas de nuestra sociedad actual
se parece a la breve justificacion que me dieron cuando cursaba segundo de BUP
de la caida del Imperio Romano. Pero quizés todo sea cierto pesimismo familiar y
que me estoy volviendo viejo prematuramente...

17 Por si no tiene hijos o contrincantes en el tenis, futbol,... “en la edad”, esta expresion, como
la también malsonante “...que te cagas” es actualmente de uso habitual a ciertas edades. Comple-
mentan (y, aun peor, completan) junto con “mola”, “hostia”, “macho” y “tio/a”, el vocabulario de
muchos de lo/as jovenes espafioles/as. Culmina esta amplia retdrica la frase “salir a coger un pedo”,
en la que sorprende fundamentalmente el objetivo ultimo de la diversion nocturna. También es
curiosa la forma de medir la diversion por lo avanzado de la hora de regreso.

18- No solo de clésicos rusos; también espafioles, franceses, ingleses y alemanes traducidos al
Tuso.
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2 De tecnologia y educacion
2.1 Un poco de historia

Hace unos afios el Ministerio realizo una experiencia global con la introduccion
masiva del lenguaje Logo!® en los colegios (Proyecto Atenca??). Sorprendente y
lamentablemente, este proyecto, realmente exitoso desde mi punto de vista y el de
muchos de los docentes que participaron en él, no ha tenido continuidad ni en el
tiempo ni en el siguiente nivel educativo. En mi opinién hay dos factores para
ello:

e se pusieron demasiadas esperanzas en el lenguaje Logo y sus “micromundos”.
El lenguaje Logo es excelente para ensefiar a programar y para introducir cier-
tos conceptos geométricos. Pero no lo es tanto para ensefiar Historia del Arte,
Religion, Gramatica o Griego.

e ¢l Proyecto Atenea se implementd en una época en que se consideraba que
todo el mundo debia aprender a programar?!. Se trata de algo discutible, como
el que aprender latin organiza la mente. Después se paso a la fase en que se
consideraba que todo el mundo debe saber simplemente ofimatica??. Ahora es-
tamos en la fase en que es primordial que todo el mundo “‘sepa Internet”. Las
modas mandan. No se si esto tendrd ademéas que ver con la degeneracion de los
contenidos en los curricula. Siempre pensamos que se mejora la ensefianza, pe-
ro si se comparan los contenidos de los bachilleratos de los ’50 con los de BUP

19 Se puede obtener abundante informacion sobre este lenguaje en la pagina de la Fundacion
Logo en el MIT el.www.media.mit.edu/groups/logo-foundation/. Ademas desde ella es posible
descargar versiones gratuitas y de demostracion de varios dialectos de Logo. Es particularmente
recomendable MSWLogo (que, pese a su nombre, no estd desarrollado por la empresa del sistema
operativo mas difundido).

20 Las nuevas tendencias patrocinadas ahora desde el ministerio se pueden consultar en
www.pntic.mec.es/descartes/Presentacion.html y en el “link” al Proyecto Prometeo.

21 No obstante el Proyecto Atenea no se enmarcaba en esa linea de pensamiento, pues incorpo-
raba ya también EAO, uso didéctico de paquetes y consideraba el apoyo a las necesidades educati-
vas especiales.

22 Por cierto, muchos desconocen que existe una version gratuita del procesador de textos mas
difundido, cuyo nombre no mencionaré, creada por una importantisima marca de ordenadores
(www.sun.com/products/staroffice). Tambien existen versiones gratuitas del procesador cientifico
de textos mas difundido: TeX/LaTeX (vease por ejemplo: www.miktex.org).
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y estos con los actuales, la comparacion es abrumadoramente negativa?. Y
existian menos medios de apoyo. La situacion no afecta del mismo modo a to-
dos los paises. Por ejemplo en casi todos los paises de nuestro entorno comuni-
tario existen pruebas similares a las antiguas “revalidas” y en EEUU se estan
aumentando los contenidos matematicos en secundaria después de muchos
aflos de degradacion del sistema.

En cualquier caso, en mi opinion, ensefiar Logo en Primaria es todo un acierto.

2.2 Sobre Internet (en general)

Uno de los temas candentes cuando se escriben estas lineas es “saber Internet”. El
bombardeo al respecto de anuncios de academias, cursos a distancia,... asi como
de posibles buscadores, accesos,... es constante en los medios de comunicacion.
Por cierto, me pregunto que querran decir con “saber Internet”. Cuando he conta-
do a mis alumnos lo que considero interesante de Internet para la generalidad de
la poblacion:

saber manejar un paquete de correo electrénico

saber instalar uno de los dos navegadores tipicos

saber navegar con destino conocido y desconocido (buscar informacion)
construir una pagina web con una herramienta cdmoda ya conocida (por ejem-
plo un procesador de texto)

e saber “colgar” una pagina web

apenas se rellenan tres clases (incluyendo la practica). Aprender a programar por
ejemplo en Java no lo considero una necesidad general.

Por otra parte, uno de los usos mds frecuentes de Internet es erotico. Si no vean
cualquier estadistica de visitas a paginas con distintas opciones. La ultima que vi
(ayer) sobre salvapantallas gratuitos tenia en su ranking a cierta socorrista de pla-
ya de fisico exuberante como niimero uno. Claro que el “pan y circo” para la ple-
be romana no estd muy alejado del “futbol y pelicula X (la alimentacion esta ya
asumida en nuestro entorno europeo). Pienso que, mientras el comercio electroni-
co no se generalice (para lo que tienen que solventarse temas de seguridad elec-

23 Existen interesantes trabajos al respecto, como por ejemplo la tesis de la profesora Maria Or-
tiz Vallejo, leida hace pocos afios en la Universidad de Valladolid (sobre este proceso en Ensefianza
Primaria).
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tronica y psicologicos), no parece que acceder a Internet sea una necesidad diaria
para el ciudadano medio. Evidentemente Internet es una fuente de recursos impre-
sionante, pero, /cuantas veces consulta al mes una enciclopedia o un diccionario
un ciudadano medio?, o ;cuantos billetes de avion o tren reserva mensualmen-
te??4. Creo que una vez mas no soy el usuario standard: entro varias veces al dia a
ver mi correo electronico y prefiero usar programas de correo electronico en mo-
do texto (bajo Unix y VMS), como hacia con mi primer modem a 1200 baudios
de principio de los 90. La razon es que asi, al estar disponible el correo en el ser-
vidor, no en una cierta terminal, puedo consultarlo desde cualquier sitio en el
mundo. Consulto paginas web para mi trabajo o simplemente busco informacion
ludica (vacaciones, trenes,...) bastante menos frecuentemente.

En resumen, en mi opinién, debemos formar a todos los jovenes para que tengan
acceso a todo este nuevo mundo de posibilidades, pero no debemos caer en viejos
errores: no todos los jovenes seran disefiadores profesionales de “paginas web”.

2.3 Sobre Internet como herramienta educativa

La conectividad proporcionada por la red y el eficiente acceso a la informacion
posibilita grandes cambios en el modelo educativo.

2.3.1 Nuevas formas de impartir clase, atender al alumno, ofrecer informa-
cion...

Las consultas por correo electronico posibilitan y facilitan la resolucidon de dudas
y la cooperacion entre alumnos. Ademas parece evidente la eficiencia de colocar
informacidén en la pagina web del profesor (hojas de problemas, apuntes, exame-
nes de afios anteriores,...).

Las mas sofisticadas posibilidades como la videoconferencia o la pizarra elec-
tronica permiten mantener en tele-educacion la bidireccionalidad de la relacion
docente-alumno?’. Haria incluso posible ademas la realizacion excepcional de

24 Por cierto, direcciones como www.iberia.es, www.renfe.es, www.halcon-viajes.es,... son su-
mamente utiles.
25 ies que alguna vez tenemos accesos a velocidad razonable en este pais...
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“clases globales” en la aldea global. En nuestro pais han sido llevadas a cabo ex-
periencias en tele-docencia por parte de la UNED y la Universidad Abierta de
Catalufia®.

Obviamente es dificil substituir la eficiencia de la clase presencial (retroali-
mentacion hacia el profesor, contacto personal,...), pero desde luego es un com-
plemento excelente. Ademas hay casos (enfermedad del alumno, zonas con esca-
sisima densidad de poblacion, incompatibilidad de horarios,...) en que puede ser la
unica posibilidad razonable.

2.3.2 Obtencion de informacion
Citaremos solo alguno de los muchos lugares donde se puede obtener informacion.

Por ejemplo la European Mathematical Society ofrece el servicio The Euro-
pean Mathematical Information Service (EMIS)?*’ donde se pueden encontrar pu-
blicaciones, bases de datos, noticias, informacion sobre congresos,... Es similar a
la web de la American Mathematical Society (AMS)?8. Las sociedades matemati-
cas espafiolas como la RSME o la Sociedad de Profesores de Matematicas Puig
Adam también ofrecen informacion al navegante®.

La Astronomia (como la Historia de las Matematicas) es una disciplina que,
afortunadamente, esta renaciendo a nivel (al menos) de complemento de la clase
de matemadticas. En la red existen pdginas muy atrayentes e interesantes (y ase-
quibles para el no-profesional) como las de la NASA, el Instituto Astrofisico de
Canarias y la Agrupacion Astronémica de Madrid?°.

Existen revistas disponibles (completas) en la red. Por ejemplo SAC Newslet-
ter3! es una revista de Algebra Computacional que contiene informacién para in-
vestigadores y profesores.

26 www.uoc.es

27 www.emis.de

28 www.ams.org

29 Respectivamente: rsme.uned.es/index.html y: www.cita.es/Sociedad Puig Adam/
30 Respectivamente: nasa.gov , www.iac.es y: www.iac.es/AA/AAM/AAM.html

31 www.can.nl/SN3/
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Para los aficionados a los problemas o para usar los mismos como recurso do-
cente, hay paginas web que son una fuente casi inagotable. Por citar algunas, la
pagina personal de John Scholes?? contiene grandes colecciones de problemas. En
particular una de las colecciones?? recoge la totalidad de los problemas propuestos
en las Olimpiadas Matematicas Internacionales (IMO) e incluye soluciones. Otro
pagina en esta linea es la de la revista Crux Mathematicorum3

Se puede encontrar informacidon sobre software matematico a traves de los
buscadores generales (por ejemplo Yahoo/Science/Software). Y existen paginas
especificas dedicadas a ofrecer software (freeware o shareware) para descargar
que incluyen apartados sobre lenguajes y sobre educacion®.

No acabaremos esta seccidn sin mencionar la pagina del CSIC?$, con abundan-
te informacion bibliografica y sobre cursos, conferencias,...

2.3.3 Otras posibilidades: actualizacion del profesorado

Obviamente existen muchas otras posibilidades como la actualizacion del profe-
sorado a distancia. Este es un ejemplo peculiar a la vez que muy interesante, por
la evidente dispersion del profesorado, que tiene que cubrir todo el territorio. El
Proyecto de Nuevas Tecnologias del MEC ofrece en su pagina web abundante
informacioén (sobre concursos, software,...)?.

2.4 Software para Ensefianza Secundaria y Bachillerato

Hay dos tipos de software especialmente indicados para la ensefianza de las Ma-
tematicas en Secundaria y Bachillerato: los Sistemas de Computo Algebraico
(SCA) y los Sistemas de Geometria Dinamica (SGD).

32 www.kalva.demon.co.uk

33 www kalva.demon.co.uk/imo.html

34 west.camel.math.ca/CMS/CRUX

35 Hay muchas de estas. Una es: www.downloadsafari.com
36 www.csic.es

37 www.pntic.mec.es
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Los SCA mas conocidos son posiblemente Derive’®, Maple*® y Mathematica?,
aunque hay otros muchos (MuPad*!, Axiom, Reduce, CoCoA...). Sus dos caracte-
risticas esenciales son

e Trabajar en aritmética exacta: no aproxima (no usa las aproximaciones tipicas
de coma flotante). Por ejemplo la solucién de sumar 1/2+1/3 es 5/6 y la de
multiplicar V243 es V6 (como harfamos en Matematicas, no como con una
calculadora usual).

e Manejar variables sin asignacion. Por ejemplo 3-x+x+x se simplifica a 5-x o el
seno(2-0) se expande como 2-seno(at)-coseno(), sin que haya que especificar
valores para x o o (esto es, puede manejar “féormulas”).

Estos programas tienen por supuesto muchisimas otras posibilidades; desde repre-

sentar una funcidn hasta resolver algebraicamente un sistema no lineal de ecua-

ciones o una ecuacion diferencial.

Si simplemente se desea representar curvas y superficies, existen también ex-
celentes programas como DPGraph*? (que ademas es francamente econdmico).

Los SGD* mas conocidos son Cabri Geometry*4, The Geometer's Sketchpad?*’
y Cinderella®, aunque existen otros gratuitos como Dr. Geo*’ 0 Wingeom*®. Estos
programas son similares a los de dibujo asistido por ordenador, pero estan orien-
tados hacia la Geometria de la regla y el compés. Los resultados son excelentes a

38 Softwarehouse, la empresa creadora de Derive, ha sido recientemente adquirida por Texas
Instruments. Se puede encontrar informacion en y “bajar” una versidon “demo” de
www.ti.com/calc/docs/deriveS.htm

39 Se puede encontrar informacion y una version de demostracion en www.maplesoft.com

40 Home page: www.wolfram.com

41 Similar a los anteriores y desarrollado en la Universidad de Paderborn (Alemania). Su ver-
sion “Light” es gratuita para estudiantes y profesores. Véase www.mupad.de

42 Home page: www.dpgraph.com

43 Se pueden encontrar informacién en forum.swarthmore.edu/dynamic.html

44 Este es otro producto de Texas Instruments. Se puede “bajar” una “demo” de
www.ti.com/calc/docs/downloads.htm

45 Se puede encontrar informacion 'y  “bajar” un “demo” de la pagina
www.keypress.com/sketchpad/index.html

46 Comercializado por Springer-Verlag, se puede “bajar” una “demo” de www.cinderella.de

47 www.gnu.org/software/dr _geo/

48 math.exeter.edu/rparris/
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todos los niveles (interés del alumno en comparacion con el método tradicional,
calidad de la figura, posibilidad de realizar cambios...). En entornos “comercia-
les”, por ejemplo en Arquitectura, los delineantes “de Rotring” han desaparecido
practicamente, al igual que las calculadoras jubilaron a los contables “clasicos” (y a
las tablas de logaritmos). No obstante, los ensefiantes de Matematicas parecemos
mas apegados a la pizarra y al compas que los delineantes al pupitre de dibujo.

La calculadora simbolica TI-92 de Texas Instruments incluye un SCA y un
SGD. En EEUU es muy frecuente el uso de calculadoras graficas y comienza a
serlo el de las simbdlicas, tanto en secundaria como en “college”. Ello est4 pro-
movido por la mentalidad americana de que ni el centro ni el estado proporcionan
todos los medios. Por ejemplo en institutos no es frecuente que haya buenas aulas
informaticas y las matriculas en universidad son caras, no como en Espafia, donde
no cubren mas que una pequefia parte del precio real del puesto de estudio (ello
hace que los estudiantes realmente estén interesados en estudiar). El que aqui se
vendan relativamente pocas calculadoras grafica y simbolicas no es un factor de
nivel econdmico, pues por ejemplo aqui las ventas de video-consolas si son altas.

Paises como Austria o Francia se han decantado por una compra global para
sus centros de enseflanza secundaria de Derive y Maple (respectivamente). Otros
paises de nuestro entorno, como Holanda o Portugal llevan a cabo experiencias
coordinadas por los responsables estatales y bastante generales. Aparte de formar
en el uso de paquetes de ofimatica o en la navegacion por Internet -cosas, por otra
parte, bastante sencillas de aprender-, es necesario aprovechar el software mate-
matico para la ensefianza de las Matemadticas. Mientras, en Espafia, la experimen-
tacion se limita a experiencias localizadas y aisladas*. Este es un tren que, lamen-
tablemente, creo que estamos perdiendo.

En Espaiia si se han adoptado a nivel universitario (por ejemplo la Universidad
Complutense de Madrid, Universidad Politécnica de Madrid,... tienen licencias
“de campus” de Maple, esto es, para todos los ordenadores de la universidad).
También los proyectores para ordenador (‘“‘cafiones”), que permiten al profesor

49 Véase por ejemplo: Burrel, Cabezas, Roanes y Roanes: 4 Survey on the Use of Computer Al-
gebra in Spain in Relationship to Its Secondary School System, Zentralblatt fiir Didaktik der Mat-
hematik (ZDM), 97/5, 1997 (pp. 149-154).
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explicar en la pizarra y/o proyectar lo que aparece en la pantalla de su ordenador,
empiezan a ser frecuentes en universidad (desafortunadamente no en secundaria).

Entiendo que en ensefianza no-universitaria, la situacion ideal seria introducir,

de modo general, en primaria

e manejo basico de un ordenador y un sistema operativo con ventanas.

e Logo (rudimentos de programacion)

e acceso a Internet

y ofrecer a nivel de ESO y Bachillerato.

e manejo intermedio de un ordenador y un sistema operativo con ventanas.

e SCA, SGD y algun paquete de Estadistica como auxiliares de la clase de Ma-
temadticas y Fisica

e manejo de Procesadores de Texto, Bases de Datos y Hojas de Célculo

e programacion en Pascal o C (o alguno de sus dialectos para un entorno con
ventanas)

e disefio de paginas web.

Subrayo el que se especifica en el segundo bloque “ofrecer”. Entiendo que este

tipo de ensefianzas no deben ser obligatorias. No considero interesante para un

futuro matematico estudiar varios afios de latin y griego ni para un futuro especia-

lista en filologia hebrea el conocer a fondo C++. No obstante, este tipo de asigna-

turas suele tener en la actualidad una aceptacion masiva.

El papel de auxiliar de los SCA y SGD y los paquetes de Estadistica en clase
de Matematicas y Fisica si parece obligado (s1 se tienen que estudiar estas asigna-
turas). Una razén importante es que parece estar generalmente aceptado que el
incluir los SCA como auxiliares es muy beneficioso para los peores alumnos
(Principio del Andamio de Bernhard Kutzler?).

2.5 Metodologia

Un problema evidente de la incorporacién de las calculadoras a la vida diaria es la
pérdida de agilidad en el cdlculo mental. Pero nadie pensaria en prohibir el uso de

50 Véase por ejemplo: Kutzler: El impacto de DERIVE en la ensefianza y evaluacion de Mate-
maticas, Delta (revista de la Asociacion Espafiola de Usuarios de Derive), num .1, 1997 (pp. 11-23).
La pagina de la asociacion espafiola de usuarios de Derive es www.upv.es/derive/
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automoviles “para que no se atrofien las piernas de los conductores”. Lo que hay
que hacer es educar en una cultura del deporte y para que no se utilice el coche
para trayectos cortos. Andlogamente, una calculadora, un SCA o un SGD no se
debe usar para un problema inmediato. Se deben (y, en mi opinidn, se tienen que)
usar, por ejemplo, cuando la laboriosidad del problema sea grande o cuando sea
necesario resolver un problema del que se desconocen los algoritmos para resol-
ver un paso secundario’!. No obstante, la complejidad de este punto lo hace mere-
cedor de un andlisis mas exhaustivo.

2.6 El “libro electronico”

A mi modo de ver, la Ensefianza Asistida por Ordenador (EAO) fue un fracaso.
Se trataba de sustituir al profesor. Y es practicamente imposible prever de ante-
mano todas las posibles reacciones, fallos, dudas,... que se puede presentar o se le
pueden presentar al alumno. Lo que si es facilmente mejorable es el libro en so-
porte clasico (papel) con el libro electronico. Las, en mi opinion, dos grandes ven-
tajas son

= Los enlaces (“hyperlinks”), que permiten por ejemplo saltar a la siguiente
cuestion o pedir una aclaracion de un tema anterior sin pérdida de tiempo.

= La generacion aleatoria de ejercicios, que posibilita el que el autor genere
“clases” de ejercicios en lugar de ejercicios “fijos”. Asi el alumno encuentra
cada vez que arranca el tema nuevos ejercicios y, mas importante adn, el
alumno menos aventajado puede practicar en mas ejemplos. Ademas el siste-
ma es capaz de resolver el ejercicio particular si el alumno lo solicita.

Lo mejor es que las “hojas de trabajo” (“worksheets”) de algunos sistemas de

computo algebraico (como Maple) tienen ya estas posibilidades.

3 Epilogo

No se ha restringido este escrito a contemplar cuestiones técnicas. Pero no siem-
pre tiene uno ocasion de hablar, como aqui, incluyendo notas sobre temas genera-

51 Un ejemplo tipico seria calcular la medida de la arista de un cubo, de modo que su volumen
sea /0m’. Actualmente practicamente nadie conoce el algoritmo de calculo de la raiz cubica.
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les. Muchas gracias a todos en general y, en particular a los profesores Justo Ca-
bezas (IES Rodriguez-Moiiino, Badajoz) y Andrés Nuiiez (CPR de Zafra)*2.

52 Casualmente, poco después de ser impartida esta conferencia, se publica el nimero de No-
viembre de 2000 de la revista Via Libre (editada por la Fundacion de los Ferrocarriles Espaiioles),
que recoge la posible reapertura (o reconstruccion) de las lineas Huelva-Ayamonte y Canfranc
(mencionadas en la cita al pie 4).

31



Una deduccion de la regla de Cramer
de interés didactico

Santiago Calvino Castelo

Instituto Espanol de Lisboa
e-mail: santic@clix.pt

Abstract

The purpose of this note is to show a simple proof of Cramer’s rule.

El intento por hacer mas facil todavia algo tan sencillo de demostrar como
la regla de Cramer nos condujo, al evitar el calculo de la matriz inversa -no
su concepto- y la propiedad de los determinantes que afirma que es nulo
el producto de una linea por los adjuntos de una paralela, a un proceso
deductivo no exento de dificultades, que hemos suplido con una modesta
justificacion. Vamos a hacer la demostracién de la citada regla sobre un
sistema de 3 ecuaciones y 3 incoégnitas. En

a11x1 + a2 + a13w3 = by
a Ty + agery + agzxs = by
agyry + azary + agzrs = by

llamamos A a la matriz

a;l a2 a3
A= ag1 az a

az] azz2 az3
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Si det(A) # 0, llamando I3 a la matriz identidad de orden 3, y sin necesidad
de calcular A~1, es obvio que podemos escribir:

I 0 0 I 0 0
ry=x1det(lz)=det| 0 1 0 |=det| x¢ 1 0 | =
0 01 g 0 1
a1 a9 a3 I 0 0
det 291 (99 93 xe 1 0
zy 0 0 ag] asy @ 3 0 1
det |A VA 29 1 0 = 1 T2 T -
r3 0 1 det(4)
aney + ajexy + a13r3 a1z @13 by a1p ap
det 911 + a9oy + a9z asy a9y det by a99 agy
B az1x1 + azpry +aszws asy asz J bz aszz a3z
- det(A) B det(A)

Repitiendo el mismo proceso para x9 y x3, y omitiendo algunos pasos resulta:

1
xry = xodet(l3) =det [ 0
0

1
=det [A71-A-| 0 my
0 x4
y
1
T3 = T3 det(fg} =det| 0O
0

0 0 1 =1 0
x9g O | =det| 0 x9 0 | =
0 1 0 xg 1
arg by apz
det [ agy by ay
g azy bz aszs
1 det(A)
0 0 1 0 a
1 0 =det | 0 1 @y ==
0 ] 0' 0 ]
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aiz a1z b

10 & det | a99 a99 bo

1 azy agg b

—det |41 A 0 1 o 32 agg U3
0 0 det(A)

En la deduciéon hemos empleado, entre otras, la propiedad de los determi-
nantes que permite sumar a una columna otra multiplicada por un nimero,

aunque éste sea una incognita; y las igualdades:

det(A™1- A) =det(A 1) - det(A4) = 1.

Es cierto que det(A™!- A) = det(A™!) - det(A) se basa en la propiedad
|A- B| = |A|-|B| que obviamente no es facil, pero no resulta dificil justi-
ficarla con matrices de orden 2, como habitualmente se suele hacer con las
otras propiedades de los determinantes, al menos en el bachillerato actual, y

encadenar las siguientes igualdades:

a b e f .
(e a) (5 a)l-

ce + dg
R A B e B A
=ef . '”: +eh . 3 +fg‘z i‘+gh

a b
c d

= (ad — be)(eh — fg) =

ac+bg af +0h

cf + dh
bg bh |
dg dh

b
d

= eh(ad — bc) — fglad — be) =

e f
g h

Al final, nos queda la sensacién de haber hecho un truco barato al evitar
una propiedad - la nulidad del producto de nna linea por los adjuntos de una
paralela - que precisamente se emplea, con un enunciado mas general (regla

de Laplace), en la demostracién de la propiedad:
simplemente hemos justificado.
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Reflexiones sobre la motivacion
en la clase de Matematicas

Enrique Rubiales Camino

Catedratico de Bachillerato
Miembro de la Junta Directiva de la Soc. Puig Adam

Abstract

The article is about, on one hand, the motivation in the Math class,
as far as the student is concerned as well as the teacher is and, on the
other, about what Mathematics are to be taught in relation to that

motivation.

1 Introduccién

Le podria poner un subtitulo, que pondria mas de manifiesto que es lo que
pretendo decir con este articulo, motivar al alumno y motivarse el profesor.

Comenzaré diciendo que este articulo se compone de dos aspectos. Por un
lado estd el aspecto que se refiere a las reflexiones mias sobre la motivacién
en la clase de Matematicas, y por otro lado esta el aspecto de la formulacion
matematica que necesito para conseguir esa motivacion.

Y explicaré que el motivo que me ha impulsado a escribir este articulo es
la nueva lectura que hice de unos parrafos del libro Fxperiencia matemdtica,
que se titula La componente estética dentro del Capftulo Aspectos internos y
que dice:

“.. El placer estético que en nuestros dias produce la razdn durea @ parece
provenir, mds bien, de la insospechada variedad de los lugares donde se pre-
senta”.
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Tenemos para empezar, la geometria del pentagono regular. Si el lado AB
de un pentagono regular tiene longitud unidad, cualquiera de las diagonales,

como la AC, tendra longitud ¢ = % (1 + ﬁ) =2cos7/b5 = 1,61803...

Aparece después la razén durea en las ecuaciones en diferencias finitas.
Tomemos dos niimeros al azar, por ejemplo, 1 y 4. Sumémoslos, obteniendo
5. Sumemos 4 y 5, y obtendremos 9. Sumemos 5 y 9, lo que da 14. Prosigamos
indefinidamente de igual forma, sumando los dos tiltimos mimeros obtenidos.
Entonces la razon de los mimeros consecutivos, el mayor entre el menor,
tiende al limite . Observémoslo:

1+4=5  5/4=1,250
445=9  9/5=1,800
5+9=14 14/9 = 1,555
9+14=23  23/14=1,634
14423=37  37/23=1,608
23 4+ 37 =60 60/37 = 1,622
374+60=97  97/60=1,617
60497 =157  157/97 = 1,618

Finalmente, en la teoria de fracciones continuas encontramos la preciosa

formula siguiente:
1

=14 —,
¢ -
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L Qué diantres, se pregunta el novel, tendran que ver entre si todas estas
situaciones tan diversas, si todas ellas nos llevan a la razon ¢7. Y la estu-
pefaccion cede paso al deleite, y el deleite, al sentimiento de que el universo
esta unificado de formas maravillosas.

Pero el estudio y la experiencia nos hacen cosechar sentimientos de muy
distinta indole. Al trabajar intensamente en la teoria de diferencias finitas, lo
inesperado deja de serlo, para convertirse en intuicion sélida y efectiva, y el
correspondiente placer estético queda posiblemente atenuado y, sin la menor
duda, transformado....”

2 Motivacion para el 2° ciclo de la ESO

Tras esta lectura, sobre todo de este ultimo parrafo, me pregunté como puede
repercutir todo esto en la ensenanza de las Matematicas. Esta claro que no
hay ningin problema en el planteamiento de la motivacion de los alumnos de
37 y 4° de la ESO, pues cogemos la Geometria y les presentamos el rectangulo
mas bello, es decir los lados estan en la razén aurea, ¢ , y también les podemos
dibujar un pentagono de lado igual a 1 y por tanto la diagonal es también
. Previamente les hemos dado una fotografia del Partenén, y alli ya les
hemos hablado de la construccion de este edificio. Esta claro que les estamos
motivando mediante la belleza que presentan estos trabajos con la razon
aurea y su belleza.

También puedo obtener el mimero aureo con temas de la Zoologia, de la
Anatomia, etc., que trataria de ensenarselo a los alumnos de ese nivel para
seguirles motivando.

También tomaré la sucesion de Fibonacci, y les haré observar que el co-
clente de un mimero de esa sucesién y el anterior tiende al niimero de oro, .
51 tomamos una sucesion cualquiera y la formamos con la misma ley que la
de Fibonacci y calculamos también ese cociente resulta que tenemos el mismo
resultado. Es mas, si tomamos los dos primeros mimeros al azar y volvemos
a realizar exactamente lo mismo que lo hecho con las anteriores volvemos a
tener el mismo resultado.
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3 Reflexiones sobre la motivacién. ;jDénde impar-
tir clase?

Volviendo sobre el altimo parrafo del apartado escrito anteriormente, y que
dice: “.. Pero el estudio y la experiencia nos hacen cosechar sentimientos
de muy distinta indole. Al trabajar intensamente en la teoria de diferencias
finitas, lo inesperado deja de serlo, para convertirse en intuicion solida y
efectiva, y el correspondiente placer estético queda posiblemente alenuado v,
sin la menor duda, transformado....”, me lleva a realizar la siguiente reflexion.
Iis 16gico, que para el profesor de Matematicas, lo presentado anteriormente le
guste estéticamente pero le sea poco motivante, pues él pide mas en cuanto
a las Matematicas, lo mismo que les puede ocurrir a los buenos alumnos,
necesitan ademas de la belleza de lo anterior, saber el por qué aparece este
nimero en tantos lugares y con temas tan variados. Es decir hay que entrar en
otro tipo de belleza, que es el entender como aparecen todas estas cuestiones,
lo que me permite ensenar nuevos temas de matematicas.

Por esta razon yo dirfa que hay tres facetas o formas de trabajar con las
Matematicas. La primera, que corresponde a lo que yo llamo lo maravilloso,
pues son aquellas personas que son capaces de crearlas, y que me figuro que
seria lo que nos gustaria a todos. La segunda, la que corresponde a lo que yo
llamaria lo bonito, y que son aquellas personas que son capaces de entenderlas,
aunque no sean capaces de crearlas. Y la tercera, que corresponde a lo que
yo llamo lo deseable, v que son aquellas personas que no son capaces de
entenderlas, pero que les gustaria entenderlas, lo que a todo profesor de
Matematicas le gustaria que ocurriese.

Para estas tiltimas es para las que empiezo con la introduccion de la belleza
del nimero adureo. Para las segundas, es decir los alumnos que destacan en
el Bachillerato empleo un nivel algo més elevado de Matematicas, y ademas
utilizaré un programa de calculo simbdlico que es el Derive, de forma que doy
un paso mas en la motivacion, tanto del alumnado, como la mia. Tras explicar
como se llega a esos niveles de esas Matematicas y que manejen el Derive,
paso a obtener la sucesion de Fibonacci, otra cualquiera que se obtenga de
igual manera, es decir, cada término como suma de los dos anteriores y una
ultima donde los dos primeros términos son obtenidos al azar.

Y por ultimo, y aqui ya no sé si es para los alumnos muy buenos de
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Bachillerato, o ya para los que vayan a la Facultad, pero si serian lo que me
motivaran fuertemente a mi, es ver, como la razén de dos niimeros consecu-
tivos de esas sucesiones llevan al mismo resultado. Esto tiene otra belleza,
que es la que se oculta en una ecuacion de segundo grado, y aqui me permito
hacer un pequeno paréntesis que tiene relacion con el articulo que lei en Las
Actas de las Jornadas Provinciales de Matematicas que organizo la Consejeria
de Educacion de la Comunidad de Madrid, que se titula " Matematicas para
todos: Apologia informal” de F. Javier Peralta, donde dice ”; Qué belleza hay,
por ejemplo, en la suma de fracciones, en la férmula del seno de una diferencia
o en la resolucién de una ecuacion de segundo grado a secas?”. Por supuesto
que no la hay, pero no debemos de olvidar que en algiin momento deben
resolverla, lo que parece que ahora, desde el punto de vista de la ensenanza,
no se lleva. Lo mismo que memorizar y otras cuestiones, que evidentemente,
no es el momento para hablar de ellas. Lo que si es seguro, es que sabiéndola
resolver es posible que vean la belleza que se oculta en el término general de
todas esas sucesiones, pues resulta que es el mismo. Y que para obtenerlas
lo tinico que hay que dar son los dos primeros términos.

Y cerrando ya el pequeno paréntesis, aparece ahora, otra de las preguntas
que desde hace algunos afios me estoy haciendo, ;quién motiva al motivador?.
Es decir, realizar la carrera de Matematicas, para ser matematico, pues es lo
que a uno le gusta ser, pero que se reduzca a ser unicamente motivador de
la belleza externa de las Matematicas y no de la interna, me parece que es
muy poca cosa, y por tanto aqui y ahora es donde me hago otra pregunta,
sdonde me ubico?. Ya sé que a mis anos esta decidido y es en la jubilacion,
pero no quita que otros se la puedan hacer.

Creo que hay un tipo de profesor, cuyo lugar es el Bachillerato, o el primer
ciclo de la Facultad, y no lo es, 0o no se considera preparado para impartir
el 27 ciclo de la ESO, y tampoco lo estd para dar el segundo ciclo de la
Facultad. Ahora bien con un Bachillerato tan devaluado, de dos cursos, con
un alumnado que sabe tan poco, y ademas tan mal educado, no queda mas
remedio, si es que uno puede hacerlo, que irse.

Después de lo dicho anteriormente, vuelvo a preguntarme, ;dénde se sitiia
un profesor como yo? ;En el Bachillerato o en el primer ciclo de la Facultad?.
Es evidente que uno dirfa que en los dos, pero, ;como? Ahora bien aqui
conviene hacer constar que deberia ser con un horario que no fuese mayor
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que el horario que ahora tengo en el Instituto de Ensenanza Secundaria en
el que estoy. Porque lo que no me parece logico es que tuviese el horario que
tuve cuando estuve de Profesor Asociado en la Facultad, es decir tres horas
mas de clase, mas otra tres de tutoria, que el actual. Como este tema creo
que ahora se esta discutiendo y a mi ya no me afecta, pues mi opcion, como
ya dije, esta tomada, y por tanto es que me jubilo. Asi que en mi opinion yo
deberia de haber estado en el Bachillerato o en la Facultad o en ambos, pero
con el horario de un solo lugar, pues siempre vas apurado de un lugar a otro,
y realmente no rindes como debes hacerlo.

Y volviendo al namero de oro, diré que todo esto lo explicaria para los
alumnos que muestren interés por saberlo, en Seminarios o en esas famosas
clases que han desaparecido y que, al menos en ciertos casos, dependian de
que te faltasen horas, para completar el horario, las clases de profundizacion,
es decir, siempre en el horario de clase.

Voy a dedicarme exclusivamente a las ecuaciones en diferencias finitas
homogéneas de coeficientes constantes. Se supone que ya he introducido lo
que son las ecuaciones en diferencias finitas, y por tanto solo voy a explicar
lo que me lleva al término general de las sucesiones.

4 Motivacion para el Bachillerato o un primer curso
de primer ciclo
Sea la ecnacion: yy.9 + a1yr41 + asyr = 0. La escribo en forma de sistema de

dos ecunaciones con dos incégnitas anadiendo la siguiente identidad: yi4; =
Yr+1- Asl queda:

Y42 = — O Yp41 — A2l
Yk+1 = Yk+1
En forma matricial:
Ye+2 . —a1 —ag Yk+1
Yk+1 1 0 Yk

Asi obtengo la siguiente ecuacion caracteristica:
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—a] — A —19

. =0 M tadta=0

cuyas soluciones son:

y el discrimante es:

D = a? — 4as.

Con arreglo al signo del discriminante, tengo el tipo del término general
de la sucesion que estoy considerando, y que me lleva a tener que explicar
algunas cuestiones de como obtengo la solucién de la ecuacion en diferencias
finitas, y puedo ayudarme del Algebra Lineal o no hacerlo. Sin ayuda del
Algebra Lineal tendria:

Si D > 0. Tiene dos valores propios reales y distintos, que llamamos ry y
rg, y la solucion de la ecuacién en diferencias es:

ap = ciug + covg, donde wuy = ?'{“ Yy v = ?%

Los ejemplos para este caso los pondré mas adelante, pues son los que
nos van a hacer ver que las soluciones de las sucesiones de Fibonacci y las
que se obtienen de igual forma, tienen el mismo término n-ésimo, y solo se
diferencian en los dos primeros términos.

Si D = 0. Tiene un valor propio real doble, que llamamos 7, y la solucion
de la ecuacion en diferencias es:

ay = ciug + coug, donde wp =" y wy = keF

Aqui vamos a ver un ejemplo, que ya tiene que ser familiar a los alumnos,
pues se trata de encontrar el término n-ésimo de una progresién aritmética
de diferencia 3, y cuyos dos primeros términos son 5 y 8.

Tenemos: yr+1 — yr = 3. Como la vamos a poner como una ecuacion en
diferencias de orden dos, ponemos: yri9 — Y41 = 3. A esta diferencia le
quitamos la anterior con lo que nos queda: yiy9 — Yry1 — (Y1 — vr) = 0,
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Yr+2 —2Yr+1+yr = 0. Ahora preparamos la ecuacion para escribirla en forma
matricial y para ello nos valemos de anadirle una nueva ecuacion que es una
identidad. Asi tenemos:

Ykt+2 = 2Uk41 — Yk
Ye+1 = Yk+1

lo que podemos escribir de la siguiente manera:

Yk+2 | _ 2 -1 Yk+1
Yk+1 10 Yk

dando lugar a la siguiente ecuacion caracteristica:

2—1r -1

| . |=0 2 — % 4+1=0, r=1.

cuya solucién es: up =1 y v =k, lo que permite escribir a;, = ¢ + k.
Se trata de hallar ahora los valores de ¢; y ¢g. Como a; =5 y ap = &, se
tiene ¢; +c9g = 5 y ¢ + 2¢9 = 8, resultando ¢g = 3 y ¢ = 2. Ello permite
escribir el término n-ésimo, en la forma usual: a,, = 2 + 3n.
Si D < 0. Tiene dos raices complejas conjugadas, que llamamos r} =
R(cos a+i sen a) y r9 = R(cos a — i sen a), y la solucion es:

ap = ciug + covy, donde ug = REsen ka y v = R cos ka.

Para este caso no vamos a considerar ningiin ejemplo.

Antes de entrar en el primer caso, vamos a utilizar el sistema de calculo
simbélico Derive, para obtener las tres sucesiones (es decir, la sucesion de Ii-
bonacci y las otras dos sucesiones consideradas), asi como una aproximacion
al nimero aureo. Para ello, ordenamos lo siguiente:

ITERATES([ELEMENT(u,2),ELEMENT (u,2)+ ELEMENT(u,1)],u, [1,1],14)

Alojando el resultado obtenido en la variable a, tratemos de obtener los
términos 1 al 15 de la sucesién de Fibonacel ordenando:
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VECTOR(ELEMENT (a,j,1),j,1,15)
1,1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610
Y ahora para obtener una aproximaciéon al nimero aureo, ordenamos:
VECTOR(ELEMENT((a,j+1,1)/ELEMENT (a,j,1),j,1,14)
observando que, desde el término mimero 12 al 14, ya se obtiene ¢ = 1.618.

Consideremos ahora la sucesién que comienza con los mimeros 4 y 5,
definiéndola exactamente igual que la de Fibonacci, para lo que ordenamos:

ITERATES([ELEMENT (u,2), ELEMENT (u,2)+ELEMENT (u,1)],u, [4,5],14)

Alojando el resultado obtenido en la variable b, tratemos de obtener los
términos 1 al 15 de esa sucesion:

VECTOR(ELEMENT(b,j,1),j,1,15)
4, 5, 9,14, 23, 37, 60, 97, 157, 254, 411, 665, 1076, 1741, 2817
Y ahora para obtener una nueva aproximacién al nmimero aureo, ordenamos:
VECTOR(ELEMENT((b,j+1,1)/ELEMENT(b,j,1).j,1,14)
observando que, desde el término nimero 10 al 14, ya se obtiene ¢ =z 1.618.
Finalmente, tomamos una sucesiéon cuyos dos primeros términos son obte-
nidos aplicando la funcién aleatoria Random(n) de Derive, que devuelve un
nimero aleatorio entero positivo del intervalo [0, n].

Volviendo a realizar 1o mismo que se hizo con las dos anteriores sucesiones,
se tiene:

ITERATES(JELEMENT (1,2), ELEMENT (u,2) + ELEMENT (u,1)] 1,
[RANDOM(9)+1,RANDOM(9)+1],15)
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Alojando el resultado obtenido en la variable ¢, tratemos de obtener los
términos 1 al 14 de esa sucesion:

VECTOR(ELEMENT(c.j,1).j,1,14)
3.5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584

Y ahora para obtener una aproximacion al nimero aureo, ordenamos nueva-
mente:

VECTOR(ELEMENT((¢,j+1,1)/ELEMENT(c.j,1)j,1,14)

observando que, desde el término nimero 9 al 14, ya se obtiene p =2 1.618.
Para que el alumno vea que hay otras formas de obtener el nimero aureo,
puedo utilizar la siguiente expresion:

ITERATES(V1+z,,0,14)

observando que a partir del término mimero 11 ya tenemos ¢ = 1.618. Asi
ve la utilizacion de otra funcion que lleva incorporado el sistema de cilenlo
simbélico Derive.

Ahora nos vamos a detener en el primer caso, [J > 0. Lo tinico que se
necesita para determinar las constantes ¢; y ¢y, es aplicar técnicas de Algebra
Lineal, como es la diagonalizacion de matrices, usando distinto vector inicial
para cada caso.

La primera sucesion es ya conocida, la sucesion de Fibonacci: 1, 1,2, 3,5, ..

Como cada término es suma de los dos precedentes, por tanto yi,9 =
Yr+1 + yr. Mediante un procedimiento que ya he utilizado anteriormente, se
va a obtener una ecuacion en diferencias de segundo orden homogénea con
coeficientes constantes introduciendo la identidad yg41 = yr41. Se tiene asi
el sistema:

Yr+2 = Yk+1 + Uk
Y41 = Vi1

que escrito en forma matricial:
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Yevz | _ [ 1 1 Yk+1
Yk+1 10 Y

lleva a la siguiente ecuacion caracteristica:

l—r 1

0 21—
) . =01 r—1=0.

cuyas soluciones son:
14++5 1—+5
=G Ty =
2 ' 2
Para efectuar ahora la diagonalizacién deberia enseniar a los alumnos en

lo que consisten las matrices semejantes y elevar una matriz a una potencia
de modo que ya podria explicarles porqué tenemos las siguientes ignaldades:

A=PDpP7'. A*=ppDtp-1

Y+l | _ ppkp-1 [ N
Yk Yo

y de aqui ya se obtiene el término k-ésimo.

Ahora ya justifico que esas tres sucesiones tienen la misma ecuacién ca-
racteristica para la ecuacion en diferencias finitas y todo esto también lo voy
a realizar con el programa Derive. Ya sabemos, por lo dicho anteriormente,
que la ley de recurrencia es:

Ye+2 = Yry1 + Yk
que podemos expresar como sistema:

Yk+2 = Y41 + Yk
Y41 = YE+1

o de modo matricial:
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Yz | _ (11 Yk+1
Yk+1 10 Y

Su ecuacion caracteristica:

l1—7 1
| -7

tiene por soluciones:

Usando Derive podemos encontrar los vectores columna de la matriz P, re-
solviendo una ecuacion:

SOLVE([(1 = (1 +V5)/2)z4+y =0,z — (1 +/5)/2)y = 0], [z, y])
se obtienen las soluciones:
o= @1,y = @1( - 1)
De modo analogo, resolviendo otra ecuacion:
SOLVE([(1 = (1 = V5)/2)x +y = 0,2 — (1 — /5)/2)y = 0], [z,y])
se obtienen las soluciones:
[ = @2y = @2(3’.’;—5 + %)]
Por tanto, tomando @] =1 y @2 = 1, queda:
P = [01,1], [(V5/2 = 1/2), ~(v/5/2 + 1/2)]
En consecuencia, escribiendo en Derive:
m = vPDP!

siendo [) la matriz:
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D = [[((1 +v3)/2)*, 0], [0, (1 = V5)/2)*]].

y siendo v:

v
v
v

Il

[[1, 1]], para la sucesion (1)
[[5,4]], para la sucesion (2)
[[5, 3]], para la sucesién (3).

Entonces, para obtener cada una de esas sucesiones, tendriamos gue ordenar
en Derive:

1:=ELEMENT(in,2)

y para obtener 20 términos bastaria escribir:

VECTOR(1,k,0,19)
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Reflexiones sobre geometria métrica en el espacio
Un enfoque distinto para tres problemas clasicos

Juan Carlos Cortés Lopez
I.LE.S. Bonifacio Sotos de Casas Ibafiez (Albacete)

Gema Calbo Sanjuan
L.LE.S. Fernando de los Rios de Quintanar del Rey (Cuenca)

Abstract

We propose a different approach to standard way in order to study several
selected aspects of metric geometry in three dimensions, which are devel-
oped in the course 2° B.C.N.S. We think that the study we propose is richer
than standard approach because it gets to relation every studied aspect in
that educational level which are usually presented in an unconnected way,
such as it happens with Analysis and Geometric parts.

1 Calculo del punto simétrico respecto de un plano y respecto de una recta

Dos de las actividades estandar en 2° B.C.N.S. dentro del bloque temético de
Geometria, mas concretamente en el estudio métrico de rectas y planos en el es-
pacio, son el calculo del punto simétrico respecto de un plano y el célculo del
punto simétrico respecto de una recta (véase pag. 172 de [1]).

Lo que sigue de este apartado propone un método distinto al usual para resol-
ver estos problemas, y pensamos que su riqueza estriba en que estimula un aspec-
to (creemos muy interesante y poco explotado en la practica) relativo al significa-
do geométrico del pardmetro que involucra cualquier ecuacidn de tipo vectorial o
paramétrica, tanto de la recta como del plano. Mas atin, el método propuesto eco-
nomiza los calculos a realizar respecto del método estandar.

Brevemente, dado un plano n:Ax+A,y+A;z+A,=0 y un punto
P(p1,p2,p3) exterior a m, para calcular el punto simétrico Q de P respecto de &, se
procede de forma usual como sigue (para la idea geométrica ver la figura 1 y
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cualquier texto de Matematicas de C.O.U. ¢ 2° Bachillerato Logse de las opciones
cientifica-tecnoldgica. Véase por ejemplo, pag. 172 de [1]):

Paso 1.- Se calcula la recta r perpendicular al plano 7t y que pasa por el punto P:

X =p, +AA,
r:yy=p,+rA, (1)
Z=Dp;+AA,

donde se ha usado que el vector director de r, r, es el normal o perpendicular al
plano T, ﬁ(Al,Az,A3), es decir, f(AI,AZ,A3).

Paso 2.- Se calcula el punto de corte M(m;,m,,m;3) entre la recta r y el plano T.
Para ello se resuelve el sistema de ecuaciones lineales (S.E.L.) formado por las
ecuaciones de la recta y la ecuacion del plano, obteniendo:

Ai(py +AA ) FAND, +AA, ) FAs(p; +AA;)TAL =0
y a partir de esta Gltima ecuacion calculamos el A adecuado:
Mt = -(A1pi+AspstAspstA)/(AL + AL+ A) (2)

que sustituido en la ecuacion de la recta r nos determina el punto M de intersec-
cion:

m; = pi+7\fMAi9 (1 <1< 3)

Paso 3.- Ahora usando que M(m;,m,,m;) es el punto medio entre P y Q (por ser Q
el simétrico del punto P respecto del plano m), se plantea el S.E.L. cuyas incdgni-
tas son qi,q2,93:

(pitq)/2=m;, (1<1<3) (3)

Sin embargo, observemos que podemos abreviar el proceso, evitando resolver el
ultimo S.E.L. (3). Para ello notemos que por simetria st M se obtiene poniendo:

A = -(A1p1tApa+Asps+AL)/( A12 + A% + A§ )
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en la ecuacidn (1) de la recta r, entonces Q se obtendra doblando este valor del
parametro Ay, es decir, 2Ay (ver figura 1).

s P (7\,:0)

P M (A= M)

p Q (=2

Figura 1.- Sobre el calculo del punto simétrico respecto de un plano.

Esta técnica subraya y concentra la atencion del alumno en el significado geomé-
trico de la variacion del parametro A: al variar A en todos los numeros reales va-
mos recorriendo toda la recta r. A partir de la ecuacidn (1), tomamos P(py,p2,ps)
como punto de referencia de este movimiento (A=0) y al variar A en los reales,
segin sea A>0 6 A<0, nos desplazaremos sobre la recta hacia un lado u otro del
punto P.

Ejemplo I (véase pag. 172 de [1], para contrastar la técnica utilizada)

Calculemos el punto simétrico Q del punto P(1,0,1) respecto del plano
n:x —y+z=1.Calculamos la recta r que pasa por P y es perpendicular a 7:

x=1+A
r:iiy=—»A
z=1+A
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Calculamos el valor de A que determina el punto M de corte entre r y 7:
(1+A)-(-AM)+(1+A) =1 = A= -1/3

luego el punto simétrico Q buscado, correspondera al valor duplicado del A ante-
rior, esto es, A= -2/3, asi:

QUIH+(-2/3),-(-2/3),1+(-2/3)) = (1/3,2/3,1/3)

La resolucion del problema del calculo del punto simétrico respecto de una recta
admite un tratamiento analogo por esta técnica. Proponemos al lector interesado
que la implemente con el siguiente ejercicio, contrastando el proceso con el usual:

Ejemplo 2

Calcular el punto simétrico Q del punto P(-3,1,-7) respecto de la recta

r: le _ Y;3 — z+1 . Solucién: Q(-3,3,-3). (Extraido de la pag. 172 de [1]).

2 Uso de funciones derivables y sus propiedades en el analisis de formulas
geomeétricas

El estudio de la Geometria Métrica en general, y de la propia de cualquier pro-
gramacion didactica de 2° B.C.N.S. en particular, exige, el uso de numerosas for-
mulas, tras un proceso previo dedicado a la deduccion de las mismas. Ciertamente
cuando el alumno se sumerge en la aplicacion sistematica de las férmulas suelen
presentarse preguntas del tipo:

P.1.- ;La férmula del area de un triangulo de lados a,b,c y dngulos A,B,C es

SzlasinC 2.
2
0

P.2.- Cuando aplicamos la formula que nos da la distancia d(r,s) entre dos rectas r
y s que se cruzan, (véase pag. 203 de [6]):
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d(r,s):‘det(ArBs,f,§)‘/fo§H 4)

siendo A, y B, puntos de paso de las rectas r y s respectivamente, y T y S vecto-
res directores de r y s respectivamente, ;da lo mismo los puntos A, y B que to-
memos?.

Respecto a la primera pregunta comprendemos que la infinidad de formulas
existentes para determinar el drea de un tridngulo provoque confusidn al recordar-
las, pero el error que se comete es grave, desde el punto de vista, que implicita-
mente, conlleva una falta de atencion y de congruencia muy importante respecto
de la dimensionalidad de la férmula, ya que, (1/2)a sin C es una medida unidi-
mensional, por lo que no puede representar nunca la medida de un area. Creemos
que, enfatizar en el estudio de la dimensionalidad de las formulas es importante,
al menos, para auto-reconocer errores graves de este tipo, tanto en la asignatura
de Matematicas, como en otras areas donde se trabaja de modo especifico, las
unidades de medida, como Fisica. Pero, concentremos nuestra atencion en la se-
gunda cuestidn, que es, en este trabajo la que mas nos interesa. En primer lugar,
seflalemos que se trata de una duda aceptable, por lo menos, si el alumno la plan-
tea tras haber interpretado geométricamente la férmula. Mds concretamente, si
fijamos los datos A; T y s, entonces (véase figura 2) la intuicion grafica nos

puede inducir a pensar que el resultado de d(r,s) depende del punto B; 6 B! que

tomemos, ya que, los vectores A B, y A B’ son distintos, mientras que el resto
de los elementos de la expresion (4) permanecen iguales.

Figura 2.- Sobre la distancia de dos rectas que se cruzan
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Ante esta pregunta podemos justificar de varias formas que en realidad d(r,s)
es independiente del punto By 6 B, de s que tomemos: repasando la propia de-
mostracion de la formula (4) o sustituyendo en la expresion (4) la representacion
de cualquier punto de la recta s a partir de su expresion paramétrica y luego apli-
cando las propiedades de los determinantes. Proponemos aqui un camino cierta-
mente mas largo, pero mucho mas rico para que el alumno justifique la respuesta
a esta interesante pregunta.

Para ello empecemos sefialando a los alumnos que el concepto de determinante
que ellos conocen como un nimero asociado a una matriz para caracterizar su
invertibilidad, puede generalizarse y extenderse tomando por entradas en lugar de
numeros, funciones:

gu(x) gp(x) g;(x)
G(x)=[gy(X) g,(X) gx(x)
g51(X) g(x) g5;(x)

¢ (X)) ¢pp(x)

0= Cy(X)  €y(X)

y que si se suponen, por ejemplo, gjj(x) 1<1,j<3 funciones derivables en un in-
tervalo comun ]a,b[, G(x) sera derivable en ]a,b[, ya que, en realidad si se desa-

rrolla el determinante que define G(x), se trata de productos y sumas de las fun-
ciones g;jj(x) derivables. Mas atn, es sencillo que lleguen :

¢ (x)  cpp(x)

¢y (x) ¢ (x)

c(x) ¢ (x)

Elx)= Cy (X)) Cp(x)

gh(x) gLh(x) ghx)| |g1(x) g2n(x) g;(x)
G'(x)=|23(X) g,(X) gu(X)|+|gn(x) gh(x) gh(kx)|+
g31(X) 83n(X) gi(x) [85(X) 83(X) gy(x)
gn(x) gp(x) g;(x)
+81(X) 85 (X) gx(x) (5)
gy (x) gh(x) g;(x)
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En el contexto de la segunda cuestion geométrica, fijemos los datos
Al(ar,a,,a3), f(rl,rz,r3 ), §(s1,s2,s3) y sea Ci=C¢(A) un punto cualquiera de la recta s
cuya ecuacion paramétrica es:

x=b, +1As,
s:ay=b,+As, AeR
z=b; +As,

a partir de ella definamos la funcion auxiliar:
e = (|7 x3])" det(A,B..7.5)
como A B, =Ci-A, = (b+As;-a;, bytAsy-a,, bstAss-a;) se tiene:

g0 = ([Fxs))" I, r, f, (6)
Sy Sy 83

hagamos observar por comparacion con (4) que ‘g(k)‘ es la “distancia entre r y s

tomando C; como un punto arbitrario de s”. Obviamente g(A) es una funcién deri-
vable respecto de A. Vamos a probar que su valor es independiente del valor de A,
esto es, que es una funcidén constante (notar que si esto es efectivamente asi, se
habra respondido a la segunda pregunta, al poder tomar C; como un punto cual-
quiera de la recta s). Para ello veamos que g'(?») =0.

En efecto, usando (5) en (6) obtenemos:

S, S, S/ |o;, 0, 04 |o; 0, o
g'(k):(HFX§H)_1 , 1, r|+[0 0 O+, 1, 13]|=0

S; S, S5/ [s; s, s;1 [0 O O

siendo 6, =b; +As, —a,, 1<1<3 y donde hemos utilizado las propiedades de los
determinantes.
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Observemos, que aunque -como ya mencionamos antes- este camino es mas
largo, a cambio arrastra una gran riqueza matematica, ya que, involucra conceptos
propios de todos los bloques temdticos que se desarrollan en 2° B.C.N.S. : se tra-
baja con los conceptos especificos de este problema geométrico (bloque de Geo-
metria), se utilizan los determinantes y sus propiedades (bloque de Algebra Li-
neal) y se generalizan los determinates tomando por entradas funciones, conside-
rando el determinante como una funcion real de variable real. Asimismo, se calcu-
la la derivada de una funcién definida a través de un determinante y se utilizan
propiedades de funciones derivables (bloque de Analisis).

El tratamiento de funciones definidas a través de determinantes puede ser tam-
bién aprovechado en este nivel educativo para generalizar los teoremas clésicos
del calculo diferencial: teorema de Lagrange y el teorema de Cauchy, a partir del
teorema de Peano, asi como establecer algunas consecuencias interesantes (véase
pag. 59-65 de [3]). Esto refuerza nuestra propuesta para este nivel educativo, ya
que da continuidad a una linea de trabajo novedosa y rica para el alumno: el uso
de determinantes funcionales.

Para finalizar sefialemos que esta misma técnica, esto es, la de definir funcio-
nes auxiliares derivables para analizar formulas geométricas, puede también usar-
se para responder a preguntas similares a la ya respondida, también propias de la
programacion de 2° B.C.N.S. como por ejemplo:

P3.- Cuando se calcula la distancia d(P,m) de un punto P a un plano &, cuyo vector

normal es n_; , da igual el punto A, del plano que elijamos al aplicar la conocida
férmula:

<[

P4.- Cuando se evalua la distancia de un punto a una recta , cuyo vector director
esr, ;da lo mismo el punto de la recta que tomemos al aplicar la férmula:

a(e.r) =7 (A, P)<i] 2
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3 Calculo de la distancia de un punto a un plano mediante la esfera tangente

Aunque en el Real Decreto 1179/1992 del 2 de octubre (B.O.E. n° 253 del 21 de
octubre de 1992) viene estipulado que se desarrollen en las programaciones didac-
ticas de 2° B.C.N.S. la unidad “Lugares geométricos. Conicas. La esfera” donde
en particular se debe estudiar la esfera, lo cierto es que son numerosos los distritos
universitarios donde, admitiendo la dificultad real de abarcar todos los contenidos
de la programacion, se opta por eliminar como objetivo minimo para la P.A.U.
(Prueba de Acceso a la Universidad) el estudio de la esfera.

Por otra parte el estudio de la distancia de un punto a un plano suele realizarse
de dos formas: a través de un razonamiento geométrico que involucra el producto
escalar para imponer una condicion adecuada de perpendicularidad o a través del
volumen de un paralelepipedo. Proponemos aqui un enfoque alternativo que nos
regala la posibilidad de trabajar al mismo tiempo aspectos fundamentales de la
esfera.

Figura 3.- Sobre la distancia de un punto a un plano.

Mas concretamente, (ver figura 3), si deseamos calcular la distancia d(P,r) de un
punto P a un plano i, consideraremos la esfera de centro P. Seguidamente impon-
dremos que el sistema de ecuaciones no lineales (S.E.N.L.) formado por la ecua-
cion de la esfera y la ecuacion del plano tenga solucidn unica, lo cual significara
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que la esfera y el plano se cortan en un unico punto, esto es, que son tangentes, y
como el vector radio R de la esfera es perpendicular al plano tangente, el radio

R = HRH de la esfera sera precisamente la distancia d(P,m) buscada. Para calcular

R impondremos que la ecuacidon de segundo grado que se deriva de resolver el
mencionado S.E.N.L. por el método de sustitucion tenga solucidn unica, esto es,
que su discriminante sea nulo.

Veamos un ejemplo para mayor claridad.

Ejemplo 3 (véase pag. 199 de [6], para contrastar la técnica utilizada).

Determinemos la distancia del punto P(1,2,5) al plano n=2x+2y—-z=35. Consi-
deramos la esfera de centro el punto P(1,2,5) 'y radio
R:(x —1)2 + (y—2)2 + (z—S)2 =R? y calculamos su interseccion con el plano ,
resolviendo el S.E.N.L.:

(x=1P +(y-2f +(z-57 = RZ}
2x+2y—z = 5

(x=1F +(y—2) +(2x +2y—10) =R?
2 2 2 2 _ p2
(x2=2x +1)+ (y? —4y+4)+ (4x> +4y? +8xy +100 - 40x — 40y)= R
5x2+(8y —42)x +(5y? 44y +105-R?)=0
Fijada la variable y, la ecuacion anterior puede considerarse como una ecuacion
de 2° grado en x, como el S.E.N.L. debe tener solucidn unica, el discriminante A

debe ser nulo:

A, =(8y—42) —20(5y* — 44y +105-R?)=0

x —

—36y” +208y —336+20R* =0
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De nuevo considerando esta ecuacion de segundo grado en y, como el S.E.N.L.
debe tener solucion unica, exigimos que A, =0

A, =208 —4(~36)(-336+20R?)=0
que nos da una ecuacion en R, de donde:

R=dp,m= 220 _4
2880 3

Demostremos ahora la validez general de esta técnica. Para ello debemos probar

que, si P(1,n,q) es un punto exterior a un plano n: Ax+By+Cz+D =0, entonces
el valor de R deducido a partir de la resolucién del S.E.N.L.:

(x=1f +(y-n) +(z-qf = R’
Ax+By+Cz+D = 0

coincide con la conocida formula:

d(p, ™) =|Al+Bn+Cq+D|/VA? +B* +C?

Es sencillo observar que la pretendida justificacidn, si se realiza “a mano” no
solo es tediosa y aparatosa, sino lo que es mas importante: no aporta nada intere-
sante para el alumno (ni para el profesor). Proponemos entonces, introducir en el
aula de un modo natural el uso de un asistente matematico para aliviar los calcu-
los. Como en otras experiencias (véase [4]) hemos elegido DERIVE por el poco
hardware que requiere y por su mas que razonable potencia en calculo simbdlico.

Antes de abordar el problema, y para ahorrar coste computacional, es conveniente
hacer observar a los alumnos que como la terna {a,b,c} es la que determina la

existencia del plano ®, podemos suponer sin pérdida de generalidad que al menos
uno de estos coeficientes es distinto de cero, supongamos por ejemplo C, en tal
caso dividiendo la ecuacion del plano por C y renombrando los coeficientes mu-
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dos A/C, B/C, D/C, podemos suponer que la ecuacion del plano tiene la forma
n:Ax+By+z+D=0. Debemos pues, probar:

2 2 2 52
(X_ILJ’(YB_H) +(];_q) B l;}:R=d(P,n)=‘A1+Bn+q+D‘/\/A2+B2+1
X+By+z+ =

A continuacién, describimos un sencillo algoritmo a seguir si se usa la version
2.56 de DERIVE XM para estudiar el problema (denotamos entre los simbolos <
> los comandos especificos del programa) no obstante, y debido al tamafio de las
expresiones parciales que el programa va generando solo especificamos los pasos
clave:

1.- <Author> f(x):=(x =17 +(y—n)* +(Ax+By+D+q) —R>

(la eleccion poco habitual de la notacidén P(I,n,q) para las coordenadas de un pun-
to, en lugar de la escritura con subindices: P(p;,p.,ps), esta justificada cuando se
desea implementar este algoritmo en el asistente matematico DERIVE, el cual no
reconoce subindices)

2.- <Simplify>, esta opcidén nos da por defecto del software aplicado una ordena-
cion polindmica de f(x) en términos de x.

3.- Cargamos el fichero de utilidades MISC.MTH tecleando consecutivamente las
opciones: <Transfer> <Load> <Utility> y escribiendo a continuacion:
MISC.MTH. De esta suerte podremos usar proximamente el comando Poly Coeff

4.- Definimos el discriminante de la ecuacion en x, f(x) = 0. Para ello ponemos:
T(x) = (Poly _Coeff(f(x),x,1))* —4Poly _Coeff(f(x),x,2)Poly _Coeff(f(x),x,0)

5.- Con <Simplify> nos queda la expresion anterior como una ecuacion de segun-
do grado en la varibley . Definimos esta expresion a través del operador := (“de-
finicién diferida’), como g(x):=
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6.- De nuevo definimos el discriminante de la ecuacion en y, g(y) = 0. Para ello
ponemos como en el paso 5:

Z(y) = (Poly _ Coeff (g(x ), x,l))2 —4Poly Coeff (g(x), x,2)Poly _ Coeff (g(x ), x,O)

7.- Finalmente usando la orden <soLve> resolvemos la ultima ecuacion en la va-
riable R , Z(y) = 0.

8.- DERIVE nos responde:

R =+(Al+Bn+q+D)/vA? +B*+1

4 Conclusiones

Este articulo estd enmarcado dentro de una linea de trabajo del autor cuyo princi-
pal objetivo es estudiar nuevos enfoques de aspectos cldsicos dentro de la docen-
cia de la Matematica a cualquier nivel educativo (véase [5]), dando especial prio-
ridad al enfoque que aporta y conlleva implicitamente un trabajo interdisciplinar y
que enlaza y conecta todos los bloques tematicos principales de la Matematica:
Analisis, Algebra, Geometria,... Al mismo tiempo, siempre que se considera opor-
tuno se introduce en esta labor el ordenador, ya sea a través de la programacion en
lenguajes de alto nivel (véase [2]), ya sea utilzando un asistente matematico para
analizar el problema objeto de estudio (véase [4]).

Nos interesa que el presente articulo sirva a otros colegas, no s6lo como una serie
de enfoques concretos y distintos para explicar aspectos tradicionales en su ense-
flanza cotidiana, sino como el titulo del trabajo apunta, para que dia a dia todos
nos replanteemos la ensefianza que impartimos en el aula, e investiguemos otros
caminos para desarrollar los conceptos que ensefiamos a nuestros alumnos.
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Area, proporcionalidad y semejanza de triangulos

José Alberto Garcia Suarez

IES Eduardo Pondal
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Abstract

In this note, the Fundamental Theorem of Similarity of Triangles is proved
with the only aid of the arithmetic properties of area and with no reference
to ratios between magnitudes of any type.

Introduccion

En mi nota “El teorema de Pitdgoras en la semejanza de tridngulos”(1999), se
simplificaba una demostracidon anteriormente publicada por R. Moreno Castillo
(1997) sobre la proporcionalidad entre los lados de dos tridngulos semejantes , al
reducirla — en la misma linea de su planteamiento — a una aplicacion elemental del
teorema de Pitagoras. Se indicaba ademds que la proporcionalidad entre los cate-
tos de triangulos rectangulos semejantes (caso al que se reduce el general por des-
composicion mediante las alturas) podia deducirse expresando el area del mayor
de los tridngulos como suma de la del menor, “encajado” en aquel, y la del trape-
cio complementario; sin embargo no se hacia referencia a la posibilidad de obte-
ner por analogo procedimiento la proporcionalidad entre las hipotenusas, dando a
entender por omision que se deducia aplicando las propiedades de las proporcio-
nes, a partir de la de los catetos.

Un analisis mas detenido de los conceptos de area y proporcionalidad, permite
concluir que las propiedades aritméticas elementales e “intuitivas” que la matema-
tica griega asocia al area como idea primitiva que no precisa ser definida, inclu-
yen implicitamente la proporcionalidad entre los lados de triangulos rectangulos
semejantes, sin que para llegar a ella y a su posterior extension al caso general,
sea preciso recurrir al concepto de razén entre magnitudes.

62



1 El areay la proporcionalidad en la matematica griega y en Hilbert

Es conocida la inseguridad que con el descubrimiento de las magnitudes incon-
mensurables provocaban en la matematica griega las razones entre segmentos; de
ahi que, como sefiala Boyer [1986, p.112] su algebra geométrica eludiera la refe-
rencia explicita a ellas interpretando la proporcién como una igualdad entre areas
de rectangulos expresadas como producto entre sus lados. También Hilbert (1991)
define la proporcionalidad entre segmentos como una igualdad entre productos de
dos de ellos, que en este caso son a su vez segmentos construidos mediante el
calculo geométrico que desarrolla para reproducir entre los segmentos de la recta
(apoyado en el teorema de Pascal y sin recurrir al axioma de continuidad ni por
tanto a la idea de limite) las propiedades algebraicas de los numeros reales, que le
permiten convertir en un tramite aritmético la obtencién de la proporcionalidad
de los lados de triangulos semejantes.

Euclides (1991) por su parte, dedica el libro V a introducir las razones entre
magnitudes y a desarrollar la teoria - general — de las proporciones, para aplicarla
en el VI al estudio de la semejanza con la utilizacion de razones tanto entre areas
como entre segmentos. Para Euclides el area no precisa de definicion, y apoya en
ella la deduccion de la proporcionalidad entre lados de triangulos semejantes,
mientras Hilbert es de este ultimo hecho del que parte para deducir la indepen-
dencia del producto base por altura en un triangulo, y definir asi su area, que
considera positiva o negativa segiin cada uno de los dos sentidos de recorrido de-
finidos, al objeto de demostrar la independencia del 4rea de un poligono de su
particion en tridngulos, y por tanto la consistencia formal de su Teoria del conte-
nido superficial, en la que las propiedades “intuitivas” del area son ya consecuen-
cia aritmética de su definicion.

El enfoque formalista hilbertiano elude tanto la compleja teoria de las propor-
ciones utilizada por Euclides como el alternativo proceso de paso al limite con el
que se extiende el caso de segmentos conmensurables al de inconmensurables (o
la equivalente doble reduccion al absurdo arquimediana), pero es obvio que no
tiene cabida en una introduccion elemental a la geometria. En este marco didécti-
co, el area tiene, como es natural, el mismo sentido que en Euclides, quien en el
libro I desarrolla sus propiedades elementales para triangulos y paralelogramos e
incluye una demostracion del teorema de Pitdgoras basada exclusivamente en
ellas. Veamos como de esas mismas propiedades del area se deduce directamente
el teorema fundamental de la semejanza de triangulos, sin necesidad de utilizar las
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proporciones entre razones de areas y de segmentos establecidas en la demostra-
cion de los “Elementos”.

2 Areay semejanza de triangulos

La proposicion 1.43 de los “Elementos”, establece que “En todo paralelogramo,
los complementos de los paralelogramos situados en torno a la diagonal son
iguales entre si” (en referencia a sus areas), y la demostracion se basa en la con-
gruencia de los tridngulos en que la diagonal divide a un paralelogramo, y en la
“evidencia” de que el area de la union de figuras no solapadas es la suma de las
areas de cada una (Figura 1).

C

[ /N

Figura 1

Aplicada al caso rectangular, esta igualdad de areas, interpretadas estas al modo
del 4lgebra geométrica como productos de los lados, toma la forma

b.c’=b’.c

que refleja asimismo la proporcionalidad entre catetos de los tridngulos rectangu-
los semejantes de lados a,b,c, y a’,b’,c’ respectivamente.

La extension de la proporcionalidad a las hipotenusas, sin recurrir al uso de ra-
zones entre magnitudes, se deduce de la igualdad entre los productos ““ base por
altura” de un tridngulo (interpretada, obviamente, como igualdad entre las areas
de los rectangulos formados por cada una de estas parejas de segmentos), conse-
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cuencia inmediata de la andloga propiedad en un paralelogramo, que demostrare-
mos siguiendo el razonamiento de Euclides:

i) ii) iii)
A7 A B B A B
r=== T - femrTTTEETTEm T T T ra
i 1 'h\. (/
/ : / ™ / /\ !
1 i ‘\\ P .
- Ta , N P
A B A . \\\ B L""'-\.___‘ ""1
'\} C "\--...._‘_‘-“ ’,
/s -
\-. f.’
(W
Cl
Figura 2

De la congruencia de los triangulos AA’A”" y BB'B"’ de la figura 2,i) se sigue
la igualdad entre las areas del paralelogramo ABB'A” y del rectangulo
A'B'B”’A"’; y de la congruencia de los triangulos ABC y A'B'C’ de la figura
2,i1), solapados en el triangulo PB’C, primero la igualdad entre las areas de los
trapecios ABB'P y A'PCC’, que mediante la unién a cada uno de ellos del trian-
gulo APA’ se extiende a la igualdad entre las areas del paralelogramo ABB'A" y
del rectangulo ACC’A’". La verificacion de la propiedad para el tridngulo, se ob-
tiene mediante su “duplicacion” en dos paralelogramos, segin se indica en la fi-
gura 2,1ii ).

Situando ahora los dos tridngulos rectdngulos semejantes como en la figura 3,
de las expresiones del area del triangulo BCB’ tomando respectivamente como
bases ay a’, se obtiene

ac’=a’.c,

que refleja la extension de la proporcionalidad entre catetos a las hipotenusas.
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b a
b’
A C B

Figura 3

El caso de dos tridngulos arbitrarios es consecuencia de su descomposicion en
tridngulos rectangulos, como se indica en la figura 4:

Denotando por a, b, ¢ los lados del tridangulo ABC, por a’, b’, ¢, los del
AB’C’, y por h, h’ las respectivas alturas, de la igualdad entre las areas de cada
pareja de rectdngulos rayada se deduce que

C’

C H B

Figura 4

ah'=a'.h,

igualdad que junto a las ya conocidas para cada pareja de tridngulos rectangulos
semejantes determinada por las alturas

bh'=b".h ch'=c’.h
completa la demostracion.
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Sobre el wronskiano e independencia lineal.
Un ejemplo de abstraccion en algebra lineal.
Julio Benitez Lopez
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Resumen

The criterion of the wronskian for the linear independende of func-
tions is generalizated progressively. Moreover, the explanation of this
abstraction is detailed and also several simple applications are shown.

1 Introduccion

Es bien conocida la siguiente condicién suficiente (pero no necesaria) para la
independencia lineal de funciones, llamada criterio del wronskiano:

Teorema 1.1 Sean fi, fa, -, fu € €™ V(a,b]) y to €la, b[. Si

f1(to) fa(to) - fa(to)
qev | A1) i) )
170) 151 t0) - £V (ko)

entonces las funciones fi, fa,..., fn son linealmente independientes.

El determinante que aparece en este teorema se llama wronskiano de
f1,- -+, fn ¥ se denota W(f1,---, fu)(to). Pero el reciproco del teorema 1.1 es
falso. Un ejemplo sencillo es el siguiente:

x? six >0, 0 six >0,

f](.’l:')={ 0 Si :F“’-:'D. fz(.f‘)={ ;1:2 SI.I"CC'
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Para demostrar el teorema 1.1 tomamos la combinacién lineal oy fi+- - -+
an frn = 0 y a esta igualdad le aplicamos la derivada i-ésima (z = 0,---,n—1)
evaluada en 3. Asi obtenemos un sistema homogéneo n X n cuya matriz, por
hipétesis, es invertible, luego oy = - - - = a,, = 0. La demostracion detallada
puede encontrarse, por ejemplo en ([1], Teorema 8, Capitulo 1.1).

Sin embargo, jpor qué el teorema directo es verdadero y el reciproco es
falso? Cuando se estudian ecuaciones diferenciales lineales hay una especie
de reciproco ([1], Teorema 5, Capitulo IIL.1):

Teorema 1.2 Sean fi,---, [ soluciones linealmente independientes de
an()y™ + -+ a1(t)y’ + ao(t)y = 0,

donde ay(t) son funciones continuas en [a,b], k = 0,---,n. Entonces existe
to €]a,b] de modo que W(f1,---, fu)(te) # 0 (De hecho el wronskiano no se
anula para todo t €]a, b|).

Por qué ahora, bajo esta condicion anadida, el reciproco es cierto? La
respuesta podria ser la trivial: porque es asi. Sin embargo, como veremos,
hay una explicacién que aporta algo de claridad a esta pregunta.

En este articulo se explica la relacion entre el wronskiano y la indepen-
dencia lineal de funciones. Esta explicacion sigue un proceso de abstraccion
de una situacion concreta hacia una mas general. Por tanto, ademas se pre-
tende mostrar cémo la abstraccién puede ayudar a los aluimnos comprender
ideas matemaéticas abstractas. Esta relacion permite, ademas, probar algunos
otros teoremas clasicos del algebra lineal.

2 Una generalizacion.

Si nos fijamos en la demostracion del teorema 1.1 partimos de una combi-
nacion lineal ayvy + - - - + a, v, = 0, donde los v; pertenecen a cierto espacio
vectorial y le aplicamos a esta igualdad n funcionales lineales. Denotaremos
X* el dual algebraico! del espacio vectorial X. Sin maés que repetir la prueba
del teorema 1.1 podemos enunciar el siguiente teorema:

1 . . . . .
Recordemos que el dual algebraico de un espacio vectorial X es el conjunto de aplica-
ciones lineales de X sobre IR, Sus elementos se suelen llamar funcionales lineales.
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Teorema 2.1 Sea X un espacio vectorial, xy,---,xn, € X, 2}, -, 2y € X".

Si
wy(xr) - 2(en)
J(rlja*nndTajI:;):dEt 3,50
ap(w1) oo an(an)

entonces los vectores xy,- -+, x, son linealmente independientes.

La particularizacién se consigue sin mas que tomar X = €" 1(Ja, b[), zI(f) =
f(i_l}(tﬂ): 1 =1,

Sabemos que el reciproco de este teorema debe ser falso (debido al el con-
traejemplo del teorema 1.1). Sin embargo intentaremos establecer una especie
de reciproco: Supongamos que J(xq, -, xy;2], - -, 25 ) = 0. Entonces existe
(a1,---,ap) # 0 de modo que

xi(x1) - xi(zn) o 0

ak(z) - xi(zp) o, 0

Por tanto ayxy + --- + agw, € M, kerx}. Si forzamos que xy,---,x, sean
linealmente independientes y que lin{:rrl, cxg b N (NE kerx?) = {0}, en-
tonces ay = - - - = ay,, = 0. BEs decir, una contradiccion. Ac,a.bamos de probar

el siguiente teoremas:

Teorema 2.2 Sean X un espacio vectorial, xy,-- -,y vectores de X lineal-
mente independientes, xj,---,x; € X*. Si ademds

lin{xq,---, 2o} N (N kerz}) = {0},

entonces
i) o wi(on)
J(mll'--jmn;mT:"'I;):det f s PR P #l::l_
wh(er) oo @ (en)

Al particularizar este teorema para el criterio del wronskiano, obtenemos

Ny keraf = {f € € (Ja,b]) : f(to) =--- = " V(to) = 0}.
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Una manera drastica de COIlSElE_;lJiI‘ lin{xy, -, xn} N (N kerx}) = {ﬁ} es
asegurar que M}, kerxz; = {0}. Lo cunal se consige afirmando que si una
funcién y sus n — 1 primeras derivadas se anulan en tp, entonces esta funcién
es idénticamente nula. Esto se logra por el teorema de existencia y unicidad
de las ecuaciones diferenciales, si la funcién satisface una ecuacion diferencial
lineal de orden n. Con lo cual queda explicada la relacion de las ecnaciones
diferenciales y el wronskiano en el teorema 1.2.

3 Corolarios

Los teoremas 2.1 y 2.2 permiten deducir varios teoremas clasicos del algebra
lineal, aparte de los mencionados en la secciéon anterior.

Teorema 3.1 (La matriz de Gram) Sean vy, - -, vy vectores de un espacio

euclideo X. Sea
(vi,v1) -+ {(v1,vn)

(Un,‘l)]} T <'U?i.: 'u'n.)

Entonces G es invertible si y sélo si {vy,---,vn} son linealmente independi-
entes.

Basta tomar x} € X* dado por }(x) = (vj, ) y observar que
Ny kerx! =N (lin{v; )" = Qin{vr, -, vn )™
Los teoremas 2.1 y 2.2 hacen el resto.

Teorema 3.2 Sean vy, ---,v, vectores ortogonales no nulos de un espacio
euclideo. Entonces son linealmente independientes.

Basta observar que en el teorema 3.1 la matriz de Gram es diagonal con los
elementos de la diagonal principal no nulos.

En [2], pag. 145, se demuestra el siguiente teorema, llamada la condicién
de Haar.
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Teorema 3.3 Sea {p,(x)}n>0 una sucesion de polinomios ortogonales y sea
{an}n>1 una sucesion de nimeros reales distintos dos a dos. Entonces la
maltriz definida por
po(a1) - polan)
P(ﬂh"'aﬂn): ‘.
pn—l(ﬂl) T pn—l(“n)

es una matriz invertible para todo n > 1.

Si tomamos el espacio vectorial X = P,,_; (los polinomios de grado menor
o igual que n — 1) y las aplicaciones lineales x; : P,,_; — IR dadas por

x}(p) = p(a;), entonces un polinomio que esta en N, kerx! se anula en
@y, -, Qn, sl al mismo tiempo es de grado menor o igual que n — 1, por el

teorema fundamental del algebra, este polinomio es nulo. Por tanto podemos
utilizar el teorema 2.2 para rebajar la hipdtesis de ortogonalidad en el teorema
3.3:

J ¥ ki Y A > y y ] 2 ?!_ I
Teorema 3.4 Sea {pp }n>0 una sucesion de polinomios de modo que {py }:_q
formen base de P y sea {an}n>1 una sucesion de nimeros reales distintos
dos a dos. Entonces la matriz P(ay,---ay) definida en el teorema 3.9 es una
matriz invertible para todo n > 1.

Por supuesto este teorema (y todos los de este articulo) se puede probar
de muchas maneras: una alternativa es considerar v : P,_1 — IR" dada
por ¥(p) = (p(a1),---,p(ay)). Entonces la matriz de 1) conserva el caracter
de invertibilidad independientemente de la base considerada en P,_ ;. Pero
la matriz de ¢ en la base canénica de P, _; es la de Vandermonde, que es
invertible, y la matriz de v en la base {pg, -, pn—1} es Play, -, ay).

4 La generalizacion

Es posible reunir los Teoremas 2.1 y 2.2 en solamente uno. Hasta ahora
nicamente nos hemos preocupado de la invertibilidad de la matriz

ri(x1) - xj(wy)
M(:I:l-p"'j:'r'.n;mitj”'i;r:‘;): - .ss s e s ) (l)
wm) - (e

72



Esta matriz es invertible si y sélo si su rango es n. ;Por qué no hallamos su
rango? El rango de M es la dimension de la imagen de la aplicacion lineal
¢ linfay, - -+, @, } — R™ dada por ¥(x;) = (5 (x:), - - - 2} (2;)). Luego

rg(M) = dimImy = dimlin{zy, - -, 2, } — dimker ).
Pero kervy = lin{xy, -+, 2z, } N (NP kerx}). Por tanto hemos probado

Teorema 4.1 Sean xy,---, 2, € X, x7,---, 2 € X*. Sea M definida en
(1). Entonces

rg(M) = dim(lin{xq, - -, 2n }) — dim(N_ ker 27 Nlin{xy, -, @0 }).

Se comprende facilmente que este teorema generaliza a 2.1 y a 2.2, Pode-
mos también aplicar este teorema para probar un resultado utilizado en la
teorfa de los minimos cuadrados ([1], proposiciones 2 y 3. Capitulo IV.2):

Teorema 4.2 Sea A una matriz m x n, b € R™, entonces

1. El sistema de las ecuaciones normales, AT Ax = ATb es siempre com-
patible.

2. El sistema de las ecuaciones normales es compatible determinado si y
solo si rg(A) = n.

El paso fundamental al demostrar 1 es probar rg(ATA) = rg(A). Pero
esto se deduce del teorema 4.1 sin mas que tomar el espacio vectorial X =
lin{Ay,---, An} (A; son las filas de A) y los funcionales lineales x} : X — IR
dados por zf(x) = (A;,x). Ahora 2 es trivial, ya que AT A es una matriz
cuadrada de orden n.
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Realizacion con calculadora simbdlica
de los calculos asociados a una demostracion
de geometria analitica tradicional
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Abstract

In this article it is shown how TI-89 symbolic calculator could help
students in order to proof geometric constructions.

1. Introduccion

En el presente articulo se va a utilizar la calculadora TI-89 para realizar demostra-
ciones simbolicas de construcciones geométricas. Se ejemplificara este hecho
mediante la construccidn, por tres métodos distintos, de las rectas tangentes a una
circunferencia por un punto dado exterior a ella. No es objetivo del articulo usar
toda la potencia de una maquina simbolica, sino trabajar ejemplos cuya demostra-
cion sea asequible a alumnos de Educacidén Secundaria.

2. Primer Método

La construccion geométrica de dichas rectas se realiza de la siguiente forma:

1. Se construye el punto medio M del segmento formado por el centro de la cir-
cunferencia C'y el punto exterior 4.

2. Se traza la circunferencia de centro My radio MC.

3. Las intersecciones obtenidas (N es una de ellas) son los puntos de tangencia.
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Figura 1

Demostracion analitica

La distancia de una recta tangente a una circunferencia al centro de la misma debe
ser igual al radio de dicha circunferencia, lo que significa que la recta y el radio
correspondiente al punto de tangencia son perpendiculares. Por tanto, bastara con
demostrar que los vectores NA y NC son perpendiculares. Una vez hecha una
eleccion correcta de ejes, M queda en el origen de coordenadas y la circunferen-

. . ., 2 2 2
cia! de centro C tiene como ecuacion (x+a)” +y° =r

(a, 0) M (a, 0)

Figura 2

: : . 2 2 2
La segunda circunferencia trazada tiene como ecuacion x~ + y~ =a

Desarrollando (x+a)® + y*> =r” se obtiene x° +a” +2ax+y*> =r°

I Circunferencia inicial de la construccion que se supondra el resto del articulo de radio 7.
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Y puesto que el punto N ha de pertenecer a ambas circunferencias, también cum-
ple x* + y* = a”, igualdad que sustituida en la expresién anterior, devuelve
a’+a’ +2ax=r’
o lo que es lo mismo 2a’ + 2ax =7’
Por tanto, la abscisa de los puntos de interseccion de las dos circunferencias es

r? =24’
2a

A fin de obtener la ordenada de dichos puntos, se sustituye la expresion anterior
en la ecuacion de la circunferencia de centro C, quedando

2 2 2
r —261 2 2
—+a] +y =r

X =

2a

2
2 2
—261 +2a " 2 2

= yo=r

2a
4

:>—2+y2 :]"2
4a

4

2 r
=y -—
4q®

obteniéndose por tanto y =%+

e = +—\/4a

Los puntos de interseccidn son, entonces

2 _n 2 2~ 2
N[220 T a7 |y N | 229 T a2
2a  2a 2a 2a

y los vectores buscados, NC y NA son, respectivamente

2 2\ _ 2
_a_[r 2a ], r /4a2—7‘2 :[ r ,2_1’ 4a2_r2J
a

2a 2a 2a

y|a- r’=2a* )\ —r 4 — 7 | = 4a’* —r* —r PP
2a "2a 2a 2a
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—4a’r* +1° , T
Su producto escalar es por tanto > +rt——= 0
4a 4a
Con lo que la perpendicularidad y por consiguiente la tangencia quedan demos-
tradas.

Demostracion simbolica

Se muestran las sucesivas entradas introducidas en la calculadora, con las corres-
pondientes respuestas dadas por ésta.

Obtencion de los puntos de tangencia

nxta)fru=r?|gZ= a7 -2

Zoaw+2oat=pl

l5nlue[2-a-x+2-az=r*2,}c:]

l5-:-1ue|:[}:+a]2+92=r‘2='=l]|}'~'=g.a‘a
Ja. 22 _ 2 202 _ 4.2
_r 4-3 b ndr‘[f‘ 243]{Eln:rr“
a
2= 21.2_4.-2
__rl4-a f o r [P 24-5 ]iEl
a

formacion de los dos vectores

Jeacf2 ] 17]

23
['PE - J-fl a ]
23 2-a

'[a—[ r‘2 a] 'r*-.l42-az—r"2]_}u2
-3
2 'P-Jﬂl-az—rj]
2-a

=
[E-a— =3
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comprobacion del producto escalar nulo

® ot Pl , v

PE-J4-52 = FE'C-EIH,J'[ 4-.32 = r*E] FE'[F‘E = 4-.32]

+
4.5¢ 4.5

La TI-89 trabaja directamente con valores complejos, lo que hace que la salida de
la calculadora a la instruccién producto escalar no sea satisfactoria. Por ello, es
necesario realizar el producto escalar elemento a elemento para obtener el resulta-
do deseado.

mylf1,1]- w201, 17 +w101,2]- w21, 2]
0]

Existe no obstante otra forma de evitar el inconveniente surgido, usando el si-
guiente razonamiento: para una sola variable, la calculadora permite obtener el
resultado

w conjl{a)|a>@ la

La construccion realizada para la obtencion de las rectas tangentes ha de poseer
dos puntos de interseccion entre las dos circunferencias trazadas, y ello equivale a

4-a*> —r* >0, por lo que conj(N4-a* —r?)=+4-a* —r? resultando en-

tonces

PE-J4-32—PE-J4-EE—P2 PE-[PE—ﬂt-aE]
. +
4-a< 4-a<
&

3. Segundo Método

Este método se basa en que un tridngulo isdsceles es la unidon de un tridngulo rec-
tangulo y su simétrico respecto de un cateto. Se toma como base de dicho tridngu-
lo el doble del radio de la circunferencia y como lado simétrico la distancia del
punto al centro. El tercer vértice es el punto donde se cortan los dos arcos, B, y al
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trazar la base BO se encuentra el punto de tangencia N donde la base corta a la
circunferencia (pie de la altura)

B
N
0 A
Figura 3

Realizando una adecuada eleccion de ejes

-
Q (a, 0)
]

Figura 4

Demostracion

-EK—E:|2+I=|2=EE|HE=4'FE—KE

4.pf-Z.a-n+a=a”
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l51:-1ue|:4-r*2—E-a-}:+az=az,}:]
_E'PE
"=
2'!“2
.3 r2
2 a
l5-:-1ue|:}:2+u2=r* ,u]|x—F

S 2(r2-a7) _
5

ﬁ P2 (r2-a2) _
2

a

_[_FE F]'}”l
f el

.[ _ I""E e a 2 > 2
a =]
|:E‘ I""E 'I""'-]-EE_I""E:I
3 3

o101, 1]-w2[1, 17+ wl[1.2]-w2[1,2]
]

4. Tercer Método

Los triangulos AON y COB son iguales ya que AO =CO, BO = ON vy el angu-
lo BON es comun. Se une 4 con Oy se traza la perpendicular por B. La circunfe-
rencia de radio 40 con centro O nos permite hallar C y al unir C con O se halla el
punto N, punto de tangencia.
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Figura 5

Realizando una adecuada eleccidn de ejes

)
%

4
N

A
%

Figura 6

[a. 0]



Demostracion

2,022 4

WSy 2|:-=:=r'~

-

L] E-Ell'-.-'E'[r'“E + '=|2 = 52, *:I:l

Y= 'JEE—PE and Pz—azilﬂ or
g=JaE—P2 and rZ-aZ=@
2, 22p2| o2t or? [a2-r2

LIt +|=| = =
.32-:{2_ 2
5 —=r
-
2. .2
l5n:-1ue[ 2}: _FE,K
F
2 er?
HE—— ok =

5. Conclusiones

Como se ha podido comprobar, demostrar fAcilmente teoremas o construcciones
no totalmente evidentes gracias a las posibilidades de las calculadoras simbodlicas
es sencillo. Ademas, los procedimientos utilizados son asequibles para alumnos
de Educacion Secundaria, lo que permitiria un acercamiento de dicho alumnado a
herramientas de célculo simbodlico y modos de trabajo en geometria distintos a los

usuales.
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Génesis y primera formulacién del Teorema I1

Francisco A. Gonzalez Redondo

Departamento de Algebra
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Abstract

Once the need for rewriting the history of the I1 Theorem was advanced in
a previous article, in this paper its origin and first statement by A. Vaschy is
developed from J. Fourier’s dimensional considerations, in the frame of the
first French school of Dimensional Analysis, with significant contributions due
to Bertrand, Lucas and Carvallo.

1. Introduccion

En un ndmero anterior de este Boletin [1] presentamos el enunciado y
demostracion de Edgar Buckingham del que, desde entonces: a) se conocer4
como Teorema II; b) se atribuird a Buckingham; y ¢) se convertird en el nicleo
del Andlisis Dimensional. La consideracién de un pequefio nimero de ‘hitos’
permitia determinar las diferentes etapas en que podia dividirse la evolucién
histérica de esta disciplina fisico-matemadtica: la publicacion de la Teoria
analitica del Calor de J. B. J. Fourier (1822) [2], en 1a que se introduce por
primera vez el concepto de “dimensién” como nuevo atributo de las magnitudes
fisicas [3]; el propio trabajo de E. Buckingham de 1914 del Teorema IT; y la
edicion del Andlisis Dimensional de P. W, Bridgman (1922) con el que nace la
disciplina.

La obra de Fourier, tan relevante en Andlisis Matemdtico, especialmente en
Andlisis Armoénico, y en su condicién de primera teoria fisico-matemadtica, y
serlo espacio-temporal de relevancia para la teoria de campos en general y para
la teoria del potencial en particular, no tuvo lectores y seguidores que se
interesaran durante unos cincuenta afios por sus “Remarques Générales”, en las
que sintetizaba su novedosa aportacién: concepto de exponentes dimensionales,
postulado de homogeneidad dimensional, etc.

Con este marco, en el presente trabajo se presenta una primera
aproximacion a la evolucion de los conceptos dimensionales en Francia durante
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el siglo XIX. Veremos que, por un lado, se capta, acepta y lamenta como idea
generalizada que Fourier no habia extraido las consecuencias implicitas que
pueden deducirse de su ‘principio de homogeneidad’. Por otro, se aplica dicho
‘principio’ a fenémenos concretos y a problemas especificos y no se limita a
la(s) ecuacion(es) fundamental(es) de una teoria fisica. Esta ampliacion del
punto de vista serd determinante, y se unird a la idea de la ‘complitud’
conveniente para las ecuaciones fisicas.

Pero, sobre todo, el estudio de las contribuciones de diferentes cientificos
durante el dltimo cuarto del siglo XIX permitird detectar y precisar la busqueda
de un método, de una justificacion matemadtica de cardcter general, que
conducird, en Vaschy, tras diferentes ensayos previos, a la enunciacién en 1892
del que veinte afios mds tarde alcanzaria fortuna y comenzaria a denominarse
Teorema I1 y seria atribuido generalizadamente a E. Buckingham.

2. El estudio de la homogeneidad de las formulas en Fisica: Bertrand
En 1822 enunciaba Fourier su principio:

Postulado de homogeneidad dimensional.

Los términos de toda ecuacion fisica deben tener el mismo exponente de
dimension.

En Francia, un nutrido grupo de fisicos e ingenieros retomaron a finales de
los setenta la contribucién de Fourier, desarrollando su principio de
homogeneidad dimensional, analizando con mayor profundidad sus
concepciones dimensionales y estudiando aspectos relacionados con éstos, tales
como magnitudes y/o unidades fundamentales y derivadas, sistemas semejantes,
etc.

En 1878, presenta J. Bertrand a la Academia de Ciencias de Paris: “Sur
I’homogénéité dans les formules de Physique” [4, 5]. En él destaca la
contribucion de Fourier pero se sorprende y lamenta de la renuncia de éste a
desarrollar toda la potencialidad de su ‘principio de homogeneidad” puesto que
<<lejos de utilizar la tabla de exponentes de dimensiones que da en la pédgina
157 de su libro, para predecir la ley de ciertos fendmenos, ni siquiera se detiene
para senalar 1a homogeneidad de las férmulas obtenidas>>.

Es la primera idea la que considera realmente importante, ya que el hecho
de que se sepa a priori que incluso las férmulas inicialmente desconocidas
tienen que ser homogéneas hace que pueda deducirse mds de una ley fisica y
pueda encontrarse la que considera la mas sencilla y a la vez que més rigurosa
de las ‘demostraciones’.

A ello se dedica, estudiando, entre otros problemas, el de hallar la ley de la
propagacion de la electricidad en un hilo telegrdfico aislado considerado
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indefinido:
T =F(V,,V.,R,C,E) (1)

donde [es la distancia recorrida en el tiempo 7 por ‘un punto’ que, partiendo de
un potencial ¥, alcanza en ese tiempo un potencial V, R la resistencia del hilo,

C la capacidad eléctrica del hilo y E la cantidad de electricidad que para una
corriente de intensidad unidad atraviesa en la unidad de tiempo una seccion del
hilo.

La ley debe ser homogénea, en otras palabras, debe ser una férmula que
quede inalterada por los cambios de unidades. Y llega a

T:im(ﬁ,m,c]
E % )
de modo que esta formula es <<homogénea cualquiera que sea la funcién @,
pues expresa la ley méds general compatible con la condicion de
homogeneidad>>.

Puede observarse el importante salto que representa la obtencion de
soluciones no mondmicas y la expresién como funciones de variables que
pueden ser adimensionales.

3. El Teorema de Carvallo

A partir de las ideas planteadas de forma precisa por Fourier, pero no
utilizadas apenas por éste, podia desarrollarse un ‘método’ para obtener la ley de
un fenémeno o problema fisico mediante consideraciones acerca de la
‘homogeneidad de las férmulas’. Sin embargo, a principios de 1a década de los
90, seguia sin presentarse la formulacién general de un teorema que justificase
dicho método [6].

En este contexto, una comunicacién verbal de 1891 de F. Lucas a la
Sociedad Matemitica de Francia: “Sur les équations abstraites du
fonctionnement des machines” [7], animé la presentacién a la Sociedad, en
diciembre de ese mismo afio, por parte de E. Carvallo, de otra comunicacion
verbal: “Demostration d’un théoréme de similitude sur les fonctions des
machines”, publicada en la forma: “Sur une Similitude des Fonctions des
Machines” [8], en la que pretendia generalizar las consideraciones de aquél
desarrollando toda la potencialidad que allf habia detectado.

A modo de ejemplo ilustrativo, comienza Carvallo haciendo notar cémo,
durante el estudio de la ecuacion que expresaba la potencia, W, de una dinamo,
Lucas habia dado la expresion:
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wW?* = E*J* _(ﬂ]

2
r 3)
donde denotaba: E, fuerza electromotriz; /, intensidad de corriente; L,
autoinduccion; y T, periodo de la corriente alterna. Considerada W como funcién
de la variable [, representa la ecuacion tomando [ para las abcisas y W para las
ordenadas, obteniendo asi una ‘curva de potencia’ en funcién de / para cada
conjunto de valoresde E, Ly T dados.

Pero haciendo el cambio de variables

2L
ET (4.2)
. 27LW
E'T (4.b)

que separa We Ien yy x, respectivamente, Carvallo transformo6 la ecuacién en
yz - xi _ x-i , (5}

de modo que para €l, esta curva es independiente de la mdquina concreta y del
tiempo T . Para cualquier maquina, la curva representada por (3) se deduce de (5)
cambiando las escalas de las abscisas y las ordenadas de acuerdo con (4).

Este ejemplo y otros posteriores le llevan a enunciar el que puede
denominarse:

Teorema de Carvallo.

Si la ecuacion caracteristica de un tipo de mdquina no contiene mds que
fres constantes caracteristicas, las curvas caracteristicas de las diferentes
mdquinas de este tipo se deducen unas de otras mediante un simple cambio en
las escalas de las abscisas y las ordenadas .

A modo de demostracion introduce los siguientes desarrollos:

Sean Xe Ylasdos variables yA,, A, .. las constantes caracteristicas de la

maquina. La ecuaciOn caracteristica es una relacion que liga estas cantidades
[medidas en un determinado sistema de unidades]:

f(X.Y,A,4,.)=0 (6)
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Para otra médquina del mismo tipo [en el mismo sistema de unidades] se tendrian
nuevas constantes By, B,, ..., y la nueva ecuacion seré

f(X,Y,B,B,,..)=0 @)

Para Carvallo la ecuacion (7), al igual que todas las ecuaciones de la Fisica,
es homogénea respecto a las tres magnitudes fundamentales [longitud, tiempo,
masa], es decir, es independiente de la eleccion de las unidades que sirven para
evaluarlas. Por tanto, si se eligen nuevas unidades y se representan con letras
mindsculas las nuevas medidas de las cantidades representadas antes con
mayusculas, se tendr4:

f(x,y,bl,bz,...)=0 {8)

Si se supone que el nimero de constantes en (6) y (7) es tres, pueden
elegirse tres unidades fundamentales de formaque = A ,b,= A,y b; =A.

En consecuencia, efectivamente, las curvas caracteristicas de las diferentes
maquinas de este tipo se deducen unas de otras mediante un simple cambio en
las escalas de las abscisas y las ordenadas.

En otras revistas, ya a principios de 1892, profundiz6 en la cuestion
intentando llegar a un enunciado mds claro y con una forma mds general del
teorema: “Sur une Similitude dans les fonctions des Machines” [9].

Estos intentos de expresar en forma de teorema matemadtico las
consecuencias que pueden deducirse de la aceptacién del principio de
homogeneidad de Fourier tendrdn finalmente éxito con A. Vaschy. En 1892 éste
aporta la primera formulacién de un enunciado general -y un esbozo de
justificacion matematica- del que se conocera a partir de 1915 con el nombre de
‘Teorema I1" 0o ‘Teorema de Buckingham’ [1], y que, como han considerado
algunos tratadistas, deberia llamarse ‘Teorema de Vaschy’. Recorramos esta
historia s6lo parcialmente referida en alguna ocasion antes de ahora.

4. Hacia el Teorema de Vaschy
En 1890 publica A. Vaschy su Traité d’Electricité et de Magnetisme [11].
En el capitulo 2 “Preliminaires” da los primeros pasos hacia el enunciado de su

teorema introduciendo el ejemplo siguiente.

Supone establecida una relacion de cualquier forma, por ejemplo:

o(lu,d,gf)=0 9)
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en la que aparecen todas las cantidades constantes o variables, de dimension no
nula; longitud /, volumenu , densidad d intensidad de la gravedad g fuerza f.
Esta relacion se puede poner en la forma general:

w(s,%,ud,\ﬁ,i}o

puesto que a cada sistema de valores de los nuevos parimetros

I
Ry
[ g udg

corresponde un sistema bien determinado de valores de los pardmetros
primitivos /,u , dg f. Ahora bien,

u S
=Y
/ udg

tienen dimensiones nulas, mientras que:

ﬂl
[, udy .[—,
&

son, respectivamente, longitud, masa y tiempo.

Si ahora se hace variar arbitrariamente 1a unidad de longitud, las unidades
de masa y tiempo permanecen constantes; / también variard arbitrariamente,
pero las otras cuatro cantidades:

Eud. LS

539 Ep E{;

permanecen constantes. Para que la ecuacion y = 0 se satisfaga siempre, es
preciso evidentemente que en realidad ella no contenga mds que la cantidad /.

Anélogamente, no debe contener
ni udni ,|[—,
g
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y se reduce, por ultimo, a

WI[%’_I‘_'J =0
[ udg (11)

ecuacion necesariamente homogénea, puesto que s6lo contiene las magnitudes
de dimensiones nulas

L
P oudg

Y aunque termina afirmando que este ejemplo basta para demostrar por qué
toda relacion fisica debe ser homogénea, es decir, reducible a una ecuacién que
no contenga mas que magnitudes de dimensiones nulas, obviamente Vaschy
tiene que haberse apercibido de que no ha enunciado todavia un teorema y
mucho menos lo ha demostrado, puesto que, entre otras cosas, no introduce
ninguna justificacion de su eleccion de las variables adimensionales. Si lo ha
ilustrado y ha abierto el camino para hacerlo posible, es decir, se aproxima a
desarrollar en su plenitud las consecuencias que pueden deducirse de la
aceptacion del principio de homogeneidad de Fourier.

5. Primer enunciado y justificacion del Teorema de Vaschy

En la misma revista en la que Carvallo publica su ‘teorema’, exactamente
en el articulo que sigue a éste: “Sur les lois de Similitude en Physique” [12],
escribia Vaschy:

Teorema de Vaschy (primera version).

Sean a,, a,, a, ..., a, cantidades fisicas tales que las p primeras se

expresan en términos de unidades fundamentales diferentes, y las dltimas n - p
cantidades se refieren a unidades derivadas a partir de las p unidades
Jundamentales (por ejemplo, a, puede ser una longitud, a, una masa, a, un
tiempo, mientras que las otras ( n-3) cantidades podrian ser fuerzas, velocidades,
ete., en cuyo caso p=3).

Si entre estas n cantidades existe una relacion

F(a,,a,,...,a,)=0 (12)

que se mantiene para cualquier eleccion de las unidades fundamentales, esta
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relacion puede transformarse en otra que solamente tenga (n-p) pardmetros,
V.8

f(x1=x2*""xn'r)=0' (13)

Los pardmetros x , X,, ..., X,., Son funciones monomicas de a,, a,, a, ..., @,
(por ejemplo,

).’1 :Aala'a;’...af'). (]4}

Entre corchetes, a continuacion, afirma que en el caso particular en el que
n=5y p=3,se estaria en el caso del ‘Teorema’ presentado por Carvallo.

Vaschy no dice en 1892 que los pardmetros x, X, ..., X,, sean
adimensionales, pero con seguridad lo da por supuesto ya que, como hemos
visto, si lo explicita en 1890 y, ademds, en todos los ejemplos que considera en
los diferentes articulos que publica a continuacién lo son: “Sur les lois de
Similitude en Electricité” [13], “Sur les considérations d’homogénéité en
Physique” [14], etc.

6. Enunciado general del Teorema de Vaschy

Como indiqué antes, Vaschy publica en 1896 su Théorie de I'Electricité
[15], en la que dedica el primer capitulo a cuestiones de unidades y dimensiones.
En éste (pp. 13-14) enuncia el teorema de forma mds concisa y exacta en el seno
de un desarrollo de sumo interés relativo a numerosas cuestiones dimensionales
titulado “Sistemas absolutos de unidades”.

Comienza afirmando que las férmulas de Geometria, de Mecdnica y de
Fisica son relaciones entre nimeros representativos de ciertas magnitudes,
observando que se establecen generalmente sin fijar los tamafios intrinsecos de
las unidades, y que estas relaciones deben subsistir, por tanto, cuando cambien
los tamafos de las unidades fundamentales y, consecuentemente, cuando
cambien los valores numéricos de las cantidades que entran en estas férmulas.
Para él, <<toda ecuacién que goce de estas propiedades se denomina
homogénea >>.

A continuacion, enuncia:

Teorema de Vaschy (version final).
Toda relacién homogénea entre p cantidadesa, , &, &, ..., g, CUyos
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valores dependan de la eleccion de las unidades, puede reducirse a una
relacion que involucre (p-k) pardmetros que sean combinaciones monémicas

de ay, ay, &, ..., gy de dimensiones nulas ( LM"T’=1) si entre las p unidades
de las cantidades a,, @, &, ..., a, uno puede elegir k arbitrariamente, niimero
que no puede ser mayor que el de unidades fundamentales, n .

Para este nuevo enunciado, que fue definitivo, aporta no ya una
justificacion, como en 1892, sino la que considera una primera demostracion.
Veamosla.

Supone establecida una relacién

qo(al,az,...,ap)z() (15)

en la que <<los valores de las cantidades [quantités], constantes o variables,
dependen de la eleccion de las unidades>>, por ejemplo u, ..., u,

Si se efectia un cambio de unidades:

wy=Au,., u,=Au, (16)
entonces
o &L |
A A, A 17)
Pero los coeficientes 4 , ..., 4 estdn ligados, en general, por ciertas

relaciones, y s6lo un cierto nimero de ellos se pueden considerar como
arbitrarios.
Supdngase que los p coeficientes A, ..., A, estan ligados entre si por ( p-

k ) relaciones, de modo que se pueden considerar arbitrarios k, y expresar el
resto en funcién de ellos:

A, =ATA" LAY
1 2 ﬁl
A, =ATA 4 (18)

.......

Entonces la funcion ¢ puede expresarse en la forma;
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(19)

Esta ecuacion, a partir del cambio de unidades anterior (mediante los
coeficientes de transformacion 4, ..., 4) se convierte en:

4 4 Ay 4 -0
w A ’""A PR a Y44, Ay -
1 y 4y 4 a a, ...da, (20)

Y como se debe verificar, cualesquiera que sean los valores atribuidos a A,
... A, resulta que la funcién y no debe contener coeficientes arbitrarios. Puesto
que €stos s6lo se dan en

a, a,

477 A,
la relacion se reduce a:

w[ ak-c-l aP }:0
oy O o P Ay A Ap
a’'a,’..a." a’'a’...a, @1

donde los valores numericos de los (p -k ) restantes son <<independientes de la
eleccion del tamafio de las unidades, puesto que sus coeficientes de
transformacién son iguales a la unidad en virtud de (18)>>.

Por tanto, la relacién homogénea entre las cantidades a,, a,, 4, ..., a,ha
podido ser reducida a una relacién que involucra ( p-k ) pardmetros que son
combinaciones monomicas de q, a,, ay ..., @,y de dimensiones nulas.

7. Consideraciones finales

A la luz de lo expuesto, pueden deducirse algunas conclusiones de valor
historico:

1) Desde 1822, en que se publica la Teoria analitica del Calor de Fourier,
hasta la década de los setenta del siglo XIX, aparentemente al menos, el mundo
cientifico no ha prestado interés a las breves consideraciones dimensionales de
sus “Remarques Générales”,

2) El Teorema de Vaschy (1892-1896) supone la primera formulacién
matemadtica de las consecuencias del Postulado de homogeneidad de Fourier.
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3) En los udltimos afios del siglo XIX y primeros del XX se siguen
publicando trabajos en los que se tratan cuestiones dimensionales y, sin
embargo, el Teorema de Vaschy parece desaparecer de la escena cientifica hasta
que lo reformule Buckingham en 1914,

4) Nuevas investigaciones histéricas permitirdn completar al aparente vacio
entre ambos autores, cuando en un préximo trabajo analicemos las
contribuciones del norteamericano J. H. Jeans y los rusos D. Riabouchinsky y A.
Federmann.
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