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Acta de la Asamblea General Ordinaria 
de 2001 de la Sociedad Puig Adam 

de Profesores de Matemáticas 

En la Facultad de Matemáticas de la UCM, sita en la Ciudad Universitaria, a 
las doce horas del día 21 de abril de 2001, en segunda convocatoria, reunidos los 
miembros de la Sociedad, bajo la presidencia de D. José Javier Etayo Gordejuela, 
dio comienzo la Asamblea General Ordinaria del año dos mil uno. Se desarrolló 
con arreglo al siguiente: 

ORDEN DEL DÍA 

1. Lectura y aprobación, si procede, del acta de la sesión anterior. 

Se procede a la lectura del acta de la Asamblea anterior, que queda aprobada 
por unanimidad. 

2. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad. 

El Presidente informa sobre las actividades realizadas y por realizar: 

a) Se informa que el sábado 17 de junio de 2000 se celebró, con el éxito ya 
tradicional, el XVIII Concurso de Resolución de Problemas que convoca la So-
ciedad en colaboración con el Colegio de Licenciados. Como en años anteriores, 
los ejercicios tuvieron lugar en la Facultad de Matemáticas y la entrega de pre-
mios en la E.U. de Biblioteconomía. Los ganadores no pudieron asistir a la Olim-
piada Rioplatense por la premura de tiempo con que llegó la confirmación de la 
ayuda para el viaje de la Consejería de Educación de la CAM. 

b) Se anuncia que el XIX Concurso de Resolución de problemas se celebrará, 
con la misma estructura, el sábado 23 de junio de 2001. En esta ocasión se cuenta 
con el patrocinio de 100.000 ptas para premios de Texas Instruments, y la con-
fianza en que la ayuda de la Consejería para el Viaje a la Olimpiada Rioplatense 
se confirme con suficiente antelación. 



6

c) Se informa de que, como en años anteriores, la Sociedad colaboró con la 
Real Sociedad Matemática Española en la organización de la Olimpiada Matemá-
tica, habiendo obtenido nuestros nueve representantes seis medallas. 

d) También se comunica que desde la Asamblea anterior se han publicado los 
números 55, 56 y 57 del Boletín, de los cuales el último se dedicó monográfica-
mente, como estaba previsto, al Profesor Abellanas. Ante el elevado número de 
trabajos enviados por colaboradores y discípulos, el número 58 del Boletín tam-
bién estará dedicado a rememorar a D. Pedro. 

e) Se constata que el Zentralblatt für Didaktik der Mathematik ha continuado 
recensionando positivamente los artículos publicados. Se apunta, además, que 
aunque aún no ha aparecido ninguna recensión en Mathematical Reviews, desde 
esta institución sí nos han solicitado algunos números que no les habían llegado, 
por lo que cabe suponer que se publicarán en breve. 

f) Se informa del éxito de las tres reuniones científicas en las que ha partici-
pado la Sociedad durante el año 2000: la Sesión conmemorativa del Centenario 
del nacimiento de D. Pedro Puig Adam, organizada el 7 de junio en la Real Aca-
demia de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales de Madrid, el AISC’2000 Fifth 
International Conference “Artificial Intelligence and Symbolic Computation”, que 
tuvo lugar en Madrid del 17 al 19 de julio, y el II Simposio “Ciencia y Técnica en 
España de 1898 a 1945: Cabrera, Cajal, Torres Quevedo”, celebrado en Yaiza 
(Lanzarote) durante los días 1, 2 y 3 de agosto. 

g) Se anuncia que la Sociedad participará en el III Simposio “Ciencia y Téc-
nica en España de 1898 a 1945: Cabrera, Cajal, Torres Quevedo”, que tendrá lu-
gar en Lanzarote durante los días 10, 11 y 12 de julio de 2001, junto con la Socie-
dad Española de Historia de las Ciencias y de las Técnicas y la Real Sociedad 
Matemática Española. 

3. Informe del Tesorero. Presentación y aprobación, en su caso, de las 
cuentas de ingresos y gastos. 

El Tesorero, D. Alberto Aizpún, reparte entre los asistentes la documentación 
relativa a los movimientos de tesorería, explicando detalladamente los ingresos 
apuntados y los gastos efectuados, quedando aprobadas las cuentas por unanimidad.  

Complementariamente, D. Eugenio Roanes Macías informa de que las cuen-
tas del AISC’2000 arrojarán al cierre superávit (explicitando con agradecimiento 
la subvención de 100.000 ptas recibida de Texas Instruments). 



7

4. Elección de nuevos cargos directivos. 

Aunque no ha lugar, por no producirse ningún cese, el Presidente somete a la 
Asamblea la conveniencia de nombrar Adjunto a la Presidencia a quien años atrás 
fue nuestro Secretario, D. Enrique Rubiales Camino, lo que se aprueba por una-
nimidad. 

5. Asuntos de Trámite. 

Se acuerda no conservar por más tiempo, por innecesario, las copias de los 
recibos emitidos hace cinco o más años y que custodiaba D. Alberto Aizpún.  

6. Ruegos y Preguntas. 

D. Eugenio Roanes Macías plantea la oportunidad de solicitar a la UCM una 
cuenta de correo electrónico para la Sociedad, así como para su página web. Se le 
ruega realice las gestiones oportunas en este sentido. 

De nuevo, D. Eugenio Roanes pregunta acerca de la conveniencia de que co-
mience a operar el Comité Editorial para el Boletín. Se concluye que, momentá-
neamente y ante los numerosos artículos actualmente pendientes de publicación, la 
selección y revisión de artículos se siga realizando como hasta el presente. 

Llegados a este punto, el Presidente levanta la sesión a las doce horas, cua-
renta y cinco minutos del día de la fecha arriba indicada. 

V.º B.º El Presidente El Secretario 



8

XXXVII Olimpíada Matemática Española 
Primera Fase - Madrid 

Las pruebas de la PRIMERA FASE de la "XXXVII Olimpiada Matemática 
Española" correspondientes al curso 2000-2001 y a los distritos de Madrid, se han 
celebrado en los días 19 y 20 de Enero de 2001. 

Esta Olimpiada está organizada por la Real Sociedad Matemática Española,
bajo el patrocinio de la Subdirección General de Becas y Ayudas al Estudio y se 
desarrolla en dos fases: la Primera tiene lugar en distintos distritos; este año, tres 
de ellos corresponden a la Comunidad de Madrid, que cuenta con cinco Universi-
dades estatales, además de las privadas. 

Los tres ganadores de cada distrito reciben un Diploma acreditativo de la Re-
al Sociedad Matemática Española y son propuestos a la Subdirección General de 
Becas y Ayudas al Estudio para la concesión de un premio en metálico que este 
año es de 60.000, 45.000 y 35.000 pesetas para los ganadores de cada Distrito, 
algo más que en años anteriores. 

Los alumnos premiados son invitados a participar en la Segunda Fase, que 
este año tendrá lugar en Murcia, del 22 al 25 de Marzo. En ella se entregarán 6 
Medallas de Oro, 12 de Plata y 18 de Bronce. Las medallas de oro llevarán anejas 
premios en metálico de 100.000 pesetas. 

Con los mejores clasificados en esa segunda fase, se formará el equipo que 
representará a España en la 42º Olimpiada Matemática Internacional que se cele-
brará en Washington del 1 al 14 de Julio de 2001 y en la XVI Olimpiada Iberoa-
mericana de Matemáticas que tendrá lugar en El Salvador, en Septiembre. 

Las pruebas se desarrollaron en dos sesiones de tres horas y media de dura-
ción cada una, en las que se propusieron seis problemas, cuyos enunciados damos 
en este mismo número de nuestro Boletín. Las pruebas de los tres distritos que 
corresponden este año a todas las Universidades de nuestra Comunidad, se reali-
zaron conjuntamente, y a ellas concurrieron 72 alumnos: un número bajo en com-
paración con los de años anteriores. 

Cada problema se calificó con un máximo de 7 puntos, como en la mayor 
parte de las competiciones internacionales y como ya se hizo el curso anterior. De 
este modo, había una posibilidad teórica de obtener 42 puntos.

Damos a continuación los nombres de los alumnos premiados en los distritos 
de Madrid A, B y C, ordenados por puntuaciones decrecientes: 
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1º A D. Fernando CRUZ ROBLEDILLO,
de C.O.U. del I.E.S. “Cervantes” de Madrid ........................................ 38 puntos 

1º B D. José CAPILLA OSORIO,
de 2º de Bach. del I.E.S. “San Juan de la Cruz” de Madrid .............. 33 puntos 

1º C D. Ignacio CRUZ CARIDAD,
de C.O.U. del Liceo Francés de Madrid .................................................. 32 puntos 

2º A D. Javier COPPOLA RODRÍGUEZ, 
de 1º de Bach. del Colº “Santa Mª del Yermo” de Madrid .......... 31 puntos 

2º B D. Luis HERNÁNDEZ CORBATO, 
de 4º de E.S.O. en el I.E.S. “Fortuny” de Madrid. ............................ 31 puntos 

2º C D. David GARCÍA STRANZ, 
de 2º de Bach. del Colegio “Bérriz” de Madrid .................................. 26 puntos 

3º A D. Fernando ATANASIO NEGRETE, 
del C.O.U. del Colegio “Joyfe” de Madrid ............................................ 25 puntos 

3º B D. Carlos FADÓN PERLINES,
de C.O.U. del I.E.S. “Cervantes” de Madrid ........................................ 25 puntos 

3º C D. Carlos BARRAGÁN DEL REY,
de 1º de Bach. del Colegio “Jesús María” de Madrid .....................  24 puntos

Haremos notar que D. Fernando Cruz Robledillo (1ºA) ya participó en la 
XXXVI Olimpiada Matemática, siendo alumno de 3º de B.U.P. y se clasificó en 
segundo lugar de Madrid B, obteniendo Medalla de Plata en la fase final celebra-
da en Palma de Mallorca. También ocupó el primer puesto en el Nivel I de nues-
tro XVI Concurso de Resolución de Problemas de 1998, el primer puesto en el 
Nivel III del XVIII de 2000 y participó en la VII O. M. Rioplatense. D. David 
García Stranz (2º C) se clasificó en cuarto lugar del Nivel III en nuestro XVIII 
Concurso de 2000.

Como todos los años, puede comprobarse que los Centros de procedencia de 
los alumnos premiados son, en su mayoría, los mismos que en otros anteriores, lo 
que prueba que en ellos se realiza una encomiable labor de estímulo y preparación. 
Nuestra enhorabuena a los premiados y a los profesores que los han preparado. 

En este mismo Boletín, damos los enunciados de esos problemas y, junto con 
cada uno, las puntuaciones medias alcanzadas en él, por todos los participantes y 
por los nueve premiados, así como el número de soluciones calificadas con 6 o 
con 7, que consideramos aceptables. 

J.F.B.
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Problemas Propuestos en la Primera Fase de la 
XXXVII O.M.E. en los Distritos de Madrid 

Problema 1º:

Halla el número natural n que es el producto de los primos p, q y r, sabiendo que  

rq + p2 = 676  y r – q = 2p.

Puntuación media obtenida por todos los alumnos (sobre 7): 3,5 
Puntuación media obtenida por los nueve premiados (sobre 7): 5,6 
Número de soluciones calificadas con 6 ó 7 (de 72): 27 

Problema 2º: 

Un cristalero dispone de una pieza de vidrio de forma triangular. Usando sus 
conocimientos de geometría, sabe que podría cortar de ella un círculo de radio r.
Demuestra que, para cualquier número natural n, de la pieza triangular puede ob-
tener n2 círculos de radio r/n (suponiendo que se puedan hacer siempre los cortes 
perfectos).

Puntuación media obtenida por todos los alumnos (sobre 7): 1,0 
Puntuación media obtenida por los nueve premiados(sobre 7): 5,4 
Número de soluciones calificadas con 6 ó 7 (de 72): 8 

Problema 3º:

Nueve personas han celebrado cuatro reuniones diferentes sentados alrededor 
de una mesa circular. ¿Han podido hacerlo sin que existan dos de esas personas que 
se hayan sentado una junto a otra en más de una reunión? Razona la respuesta. 

Puntuación media obtenida por todos los alumnos (sobre 7): 1,4 
Puntuación media obtenida por los nueve premiados (sobre 7): 1,8 
Número de soluciones calificadas con 6 ó 7 (de 72): 13  
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Problema 4º:

Consideramos el conjunto  N = {1, 2, 3, …}  de los números naturales y la 
aplicación f: N → N que cumple las dos siguientes condiciones:

a) f(f(n)) = n, para todo  n ∈ N 

b) f(f(n)+1) = n-1, si n es par   ;    f(f(n)+1) =  n+3, si n es impar

Determina el valor de  f(n)  para cada n ∈ N observando previamente que f
es biyectiva y que, al no ser nunca  f(f(n)+1) = 2, tiene que ser f(1) = 2. 

Puntuación media obtenida por todos los alumnos (sobre 7): 1,9  
Puntuación media obtenida por los nueve premiados (sobre 7): 5,7 
Número de soluciones calificadas con 6 ó 7 (de 72): 11  

Problema 5º: 

Consideremos los siguientes 27 puntos de un cubo: el centro (1), los centros 
de las caras (6), los vértices (8) y los centros de las aristas (12). Coloreamos cada 
uno de esos puntos de azul o de rojo. ¿Puede hacerse de modo que no haya tres 
puntos del mismo color alineados? Demuéstralo. 

Puntuación media obtenida por todos los alumnos (sobre 7): 1,3 
Puntuación media obtenida por los nueve premiados (sobre 7): 3,8 
Número de soluciones calificadas con 6 ó 7 (de 72): 4 

Problema 6º: 

Un condenado queda en libertad cuando alcance el final de una escalera de 
100 escalones. Pero no puede avanzar a su antojo, puesto que está obligado a su-
bir un solo escalón cada día de los meses impares y a bajar un escalón cada día de 
los meses pares. Comienza el 1 de enero de 2001. ¿ Qué día quedará en libertad? 
¿Qué día quedaría en libertad si la escalera tuviera 99 escalones? 

Puntuación media obtenida por todos los alumnos (sobre 7): 2,8 
Puntuación media obtenida por los nueve premiados (sobre 7): 6,2 
Número de soluciones calificadas con 6 ó 7 (de 72): 17
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XXXVII Olimpíada Matemática Española 
Segunda Fase 

La fase nacional de la XXXVII Olimpiada Matemática Española se ha cele-
brado en esta ocasión en la Región de Murcia. En la organización, han colaborado 
la Universidad de Murcia y la Politécnica de Cartagena, donde tuvo lugar el acto 
de entrega de premios. 

Las sesiones de problemas se desarrollaron el viernes  23  de marzo, en Mur-
cia, y en la mañana del sábado 24 en el Centro de Alto Rendimiento Infanta Cris-
tina, en Los Narejos, lugar en que se alojaban los participantes. Se propusieron los 
siguientes problemas: 

Problema 1 

Probar que la gráfica del polinomio P(x) es simétrica respecto del punto 
A(a,b) si y sólo si existe un polinomio Q(x) tal que:  P(x) = b + (x-a)Q((x-a)2)

Media: 0,39  Desviación: 1,039 

Problema 2 

Sea P un punto interior del triángulo ABC, de modo que el triángulo ABP 
verifica: AP=BP. Sobre cada uno de los otros dos lados de ABC se construyen 
exteriormente triángulos BQC y CRA, ambos semejantes al triángulo ABP cum-
pliendo: BQ=QC  y  CR=RA. Probar que los puntos P, Q, C y R o están alineados 
o son los vértices de un paralelogramo. 

Media: 2,33 Desviación: 1,819 

Problema 3 

Se tienen cinco segmentos de longitudes a1, a2, a3, a4 y a5 tales que con tres 
cualesquiera de ellos es posible construir un triángulo. Demostrar que al menos 
uno de esos triángulos tiene todos sus ángulos agudos. 

Media: 1,3 Desviación: 2,267 

Problema 4 

Los números enteros desde 1 hasta 9 se distribuyen en las casillas de una ta-
bla 3x3. Después, se suman seis números de tres cifras: los tres que se leen en 
filas de izquierda a derecha y los tres que se leen en columnas de arriba abajo. 
¿Hay alguna distribución para la cual el valor de esa suma sea 2001? 

Media: 2,58 Desviación: 2,362 
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Problema 5 

ABCD es un cuadrilátero inscrito en una circunferencia de radio 1 de modo 
que AB es un diámetro y el cuadrilátero admite circunferencia inscrita. Probar que 

452 −≤CD
Media: 0,29 Desviación: 1,145 

Problema 6 

Determinar la función NNf →:  (siendo ....}3,2,1{=N el conjunto de 
los números naturales) que cumpla, para cualesquiera s,n pertenecientes a N, las 
siguientes condiciones: 

1)()2(entonces2siy1)2()1( +=+<== nfnfnff sss

Calcula el valor máximo de f(n) cuando .2001≤n  Hallar el menor número 
natural n tal que f(n)=2001. 

Media: 1,34 Desviación: 2,085 

Alumnos premiados 

Recibieron Medalla de Oro los alumnos: 

Javier Cóppola Rodríguez, de 1º de Bachillerato (Madrid) 
Martí Prats Soler, de 2º de Bachillerato (Cataluña) 
Luis Hernández Corbato, de 4º de E.S.O (Madrid) 
Sergio Milán López, de 1º de Bachillerato (Cataluña) 
Ignacio Cascudo Pueyo, de COU (Asturias) 
Miquel Oliu Bartón, de 2º de Bachillerato (Cataluña) 

El primer Medalla de Oro, Javier Cóppola Rodríguez, que fue en la fase lo-
cal segundo premio por Madrid, tiene nacionalidad uruguaya, y participará en la 
próxima Olimpiada Internacional representando a su país. Por eso, el equipo es-
pañol en la 42 Olimpiada Internacional, que se celebrará en Washington en la 
primera quincena de julio próximo, se completa con Joaquín Cevallos Morales,
de Cataluña, que obtuvo la primera Medalla de Plata. 

Entre los doce alumnos merecedores de Medalla de Plata figuraban los ma-
drileños Ignacio Cruz Caridad, Carlos Barragán del Rey y Fernando Cruz 
Robledillo. Además, recibieron Medalla de Bronce José Capilla Osorio y Carlos 
Fadón Perlines 

María Gaspar 
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Concurso de Resolución de Problemas de Matemáticas 
convocado por la Universidad Politécnica de Madrid 

con motivo del Año Mundial de las Matemáticas 

TERCER TRIMESTRE

Como ya hemos informado en números anteriores, el Comité de la Universi-
dad Politécnica de Madrid para el Año Mundial de las Matemáticas ha venido 
celebrando a lo largo del año 2000 un Concurso de Resolución de Problemas de 
Matemáticas, en el que podían participar todos los alumnos matriculados en esa 
Universidad, en forma individual o en equipos. 

Cada mes se han propuesto cuatro problemas, cuyos enunciados aparecían en 
los tablones de anuncios y en la página web del Comité y los participantes le en-
viaban sus soluciones, por el correo interno de la Universidad o por el electrónico, 
durante el mes siguiente al de su publicación. 

El Jurado nombrado por el Comité ha calificado y seleccionado las solucio-
nes recibidas en el último trimestre del año, proponiendo, como en los anteriores, 
la concesión de un Primer Premio de 100.000 pesetas, de un Segundo Premio de 
50.000 y de tres accésits, acompañados de algún obsequio de libros. 

Los enunciados de los problemas propuestos en el tercer trimestre pueden 
verse en otra sección de este mismo Boletín. 

El día 25 de Enero ha tenido lugar la entrega de los premios correspondientes 
al tercer trimestre. Presidió el acto, con el que se clausuraban las actividades del 
Año Mundial de las Matemáticas organizadas por la U.P.M., su vicerrector, Ilmo. 
señor don Adolfo de Francisco, quien pronunció unas palabras, así como don Ju-
lio Fernández Biarge, presidente del jurado, y don José Luis Montañés García, 
director de la E.T.S.I. Aeronáuticos, en cuyos locales se celebró el acto.  

El Primer Premio correspondió a Javier Múgica de la Rivera (de la E.U.I.T. 
Topográfica). El Segundo Premio, a Alvaro Navarro Tovar (de la E.T.S.I de Tele-
comunicación). Los tres accésits fueron para Andrés Tallos Tanarro, Miguel Fa-
dón Perlines y Miguel Lobo López . 

Fueron finalistas: Javier López García, José Ángel Avila Rodríguez con 
Ángel Núñez Mencías, Andrés Hierro García Esteban, Antonio Hernando 
Esteban, Manuel Carranza García y Manuel Pardo Martín con Francisco de 
Asís Ribera Martín.
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El Jurado acordó otorgar también premios a los alumnos que con mayor 
constancia han enviado soluciones correctas a lo largo de todo el Concurso. Para 
estos premios, resultaron prácticamente igualados, pero muy destacados del resto 
de los participantes, Javier López García (de la E.T.S.I. de Telecomunicación), 
Alvaro Navarro Tovar (también de la E.T.S.I de Telecomunicación) y Javier 
Múgica de la Rivera (de la E.U.I.T. Topográfica).  



16

Problemas Propuestos en el Concurso de Problemas  
de la Universidad Politécnica de Madrid con motivo

del “2000, Año Mundial de las Matemáticas” 

TERCER TRIMESTRE

Octubre, 1º:

Demostrar que los números de la serie  16, 1156, 111556, 11115556, … que 
se van obteniendo intercalando 15 entre las cifras centrales, son siempre cuadra-
dos perfectos. 

Octubre, 2º:

En el concurso de resolución de problemas de matemáticas convocado por la 
UPM todos los problemas han sido resueltos por algún estudiante, pero ninguno 
los ha resuelto todos. Probar que existen dos estudiantes E1 y E2 y dos problemas 
P1 y P2  tales que E1 ha resuelto P1 pero no ha resuelto P2 mientras que E2 ha re-
suelto P2 y no ha resuelto P1 (la solución ha de ser válida para cualquier número, 
n, de problemas n ≥ 2).

Octubre, 3º:

Un ortoedro de madera se corta con una sierra y la sección plana resultante es 
un hexágono regular. Probar que el ortoedro necesariamente era un cubo. 

Octubre, 4º:

En el plano se considera un pentágono convexo cuyos vértices tienen coor-
denadas enteras. Probar que si las longitudes de los lados son números enteros, 
entonces el perímetro del polígono es un número par. Nota: la propiedad es cierta 
para cualquier polígono convexo que cumpla las hipótesis. 

Noviembre, 1º:

Dada la sucesión  1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, … hallar una expresión explícita 
para el término an en función de  n. Nota: se valorará la elegancia de la fórmula 
encontrada.
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Noviembre, 2º:

Sea un conjunto S de puntos en el plano tales que el triángulo formado por 3 
puntos cualquiera de S tiene área ≤ 1. Probar que existe un triángulo de área ≤ 4 
que contiene a todos los puntos de S. 

Noviembre, 3º:� 

Un tablero 7×7 se cubre con 16 piezas rectangulares 3×1 y una pieza cuadra-
da 1×1. ¿ Dónde puede estar colocada la pieza cuadrada? 

Noviembre, 4º:

Un rectángulo 6×6 se embaldosa con 18 piezas rectangulares 2×1. Probar que 
existe una recta que corta al rectángulo grande sin cortar ninguna de las piezas del 
embaldosado. 

Diciembre, 1º:

Sea   f : Z → N – {0}  una función que satisface las siguientes propiedades: 
• f(1) ≠ 1 
• f(x+y) f(x-y) = (f(x) f(y))2 . 

Probar para todo número entero  x  que  log f(1)f(x)  es un cuadrado perfecto.   

Diciembre, 2º:

Se considera un cubo de lado 1. Determinar si tiene secciones cuadradas de 
lado mayor que 1. 

Diciembre, 3º:

Se llama partición ordenada de un número natural  n ≠ 0  a toda s-tupla ordenada 
de números naturales distintos de cero  (a1, a2, …, an) tal que  n = a1 + a2 + … + an , 
siendo s cualquier número natural mayor que 0 . Dados dos números naturales  n  
y  k  (0 < k ≤ n), se considera el conjunto P de particiones ordenadas de  n  que 
contienen al menos una vez a  k. Calcular el número total de apariciones de  k  en 
las particiones del conjunto P. 

Diciembre, 4º:

Describir un método para obtener todos los números naturales  n  que cumplen: 

• n  es un número de 10 cifras (decimales) y todas ellas son distintas 
• 2n  también es un número de 10 cifras y todas ellas son distintas. 
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Recensiones en Zentralblatt 
für Didaktik der Mathematik 

La prestigiosa revista Zentralblatt für Didaktik der Mathematik (ZDM) in-
cluye en sus volúmenes la recensión de los artículos publicados en nuestro Bole-
tín, razón por la cual se publican actualmente con un resumen en inglés. 

Como en números anteriores de nuestro Boletín, nos complace dar cuenta de 
las nuevas recensiones aparecidas, para conocimiento de los autores de los traba-
jos, y de todos nuestros socios. 

RECENSIONES PUBLICADAS EN EL VOL. 32 (6) DE 2000 

#4369 (sección G30). Una aplicación de una idea arquimediana, por Juan A. Aledo 
y Juan C. Cortés, Bol. Soc. Puig Adam 54 (Feb 2000), págs. 58-68. 

#4503 (sección H45). Identidades de la trigonometría circular e hiperbólica a 
partir del álgebra matricial, por Juan C. Cortés y Gema Calbo Sanjuán,
Bol. Soc. Puig Adam 54 (Feb 2000), págs. 59-66. 

 #4539 (sección I30). Algunas representaciones radicales infinitas de los números 
naturales, por Juan C. Cortés López, Bol. Soc. Puig Adam 54 (Feb 2000), 
págs. 29-38. 

#4573 (sección I74). Differential equations as a teaching topic in school?, por 
Karl_Heinz Keunecke, Bol. Soc. Puig Adam 54 (Feb 2000), págs. 18-28. 

#4581 (sección I90). Iterando 4x(1-x) de forma exacta, por Nicolás Rosillo Fer-
nández, Bol. Soc. Puig Adam 54 (Feb 2000), págs. 39-45. 

#4637 (sección K54). Sobre las ideas y conceptos del cálculo de probabilidades 
en los adolescentes, por Juan José Prieto Martínez, Bol. Soc. Puig Adam 
54 (Feb 2000), págs. 46-57. 

#4689 (sección M50). El teorema ∏ de Buckingham: núcleo del Análisis Di-
mensional, por Francisco A. González Redondo, Bol. Soc. Puig Adam 55 
(Jun. 2000), págs. 67-75. 
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#4725 (sección M60). Dynamic Mathematical Modeling as a student activity, 
por L. Carl Leinbach, Bol. Soc. Puig Adam 55 (Jun. 2000), págs. 43-57. 

#4751 (sección M80). Consideraciones áureas en una figura geométrica, por José 
Aldeguer Carrillo, Bol. Soc. Puig Adam 55 (Jun. 2000), págs. 77-84. 

RECENSIONES PUBLICADAS EN EL VOL. 33 (1) DE 2001 

#0013 (sección A30). Sobre los maestros de Puig Adam, por Javier Peralta, Bol. 
Soc. Puig Adam 56 (Oct. 2000), págs. 41-54. 

#0014 (sección A30). Algunas consideraciones en torno a la Automática de To-
rres Quevedo, por Francisco González Redondo, Bol. Soc. Puig Adam 56 
(Oct. 2000), págs. 65-71 

#0181 (sección C43). Sobre las tareas principales del profesor en un proceso de 
enseñanza y aprendizaje en la E.S.O.: asertividad y capacidad matemáti-
ca, por Juan José Prieto Martínez, Bol. Soc. Puig Adam 56 (Oct. 2000), 
págs. 80-90. 



20

Título Propio de 
“Experto en Educación Matemática” 

La Facultad de Matemáticas de la Univ. Complutense de Madrid (UCM) 
continúa ofreciendo el Titulo Propio de “Experto en Educación Matemática”. 

Objetivo del curso: actualización científica y formación en aspectos didácti-
cos en diferentes campos de la Matemática. La Facultad pretende con ello esta-
blecer un marco que dé cauce al interés creciente en estos temas mostrado por 
profesionales de diversa procedencia y contribuir a un  debate permanente sobre 
orientaciones y  reformas de la enseñanza de la matemática en todos sus niveles. 
La titulación exigida para acceder al curso es la de Licenciado en Ciencias o In-
geniero Superior. 

Horario: tardes, de lunes a viernes, durante el año académico 2001/2002. 

Matrícula: El coste de matriculación de cada crédito es de 2000 pesetas. Es 
posible matricularse de cualquier número de materias del programa. El plazo de 
matrícula se limita a una semana del mes de septiembre, que se anunciará más 
adelante. (Información en la oficina de la Facultad de Ciencias Matemáticas, tel. 
91 394 4616, y en Internet en la siguiente dirección: http://www. mat.ucm.es 

Este Titulo Propio consta de dos tipos de asignaturas o cursos:  

a) cursos de actualización didáctica, en aspectos directamente relacionados 
con la enseñanza de la matemática (cursos 1 al 9 del listado siguiente), y 

b) cursos de actualización científica (para licenciados no especialistas) en 
diferentes campos de la matemática que sean de particular interés por sus 
posibles implicaciones y usos en la enseñanza (cursos 10 al 23). 

PROGRAMA DEL CURSO 

a) ACTUALIZACION  DIDÁCTICA

01. MATEMÁTICAS POR ORDENADOR: APLICACIONES EDUCATIVAS, 
por Eugenio Roanes Macías (UCM) y Eugenio Roanes Lozano (UCM). 40 
horas, 4 créditos. 
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02. LA HISTORIA DE LAS MATEMÁTICAS EN LA ENSEÑANZA DE LAS 
MATEMÁTICAS, por María Paz Bujanda Jáuregui (UCM). 20 horas; 2 cré-
ditos.

03. LA UTILIZACIÓN EN LA ENSEÑANZA NO UNIVERSITARIA DE AL-
GUNOS RESULTADOS NO ELEMENTALES, por Joaquín Hernández 
Gómez (UCM). 30 horas; 3 créditos. 

04. COMPRENDER, PENSAR Y TRABAJAR EN MATEMÁTICAS, por Inés 
M. Gómez Chacón (Departamento de Didáctica de las Matemáticas del Institu-
to de  Estudios Pedagógicos Somosaguas, Madrid). 30 horas; 3 créditos. 

05. LAS CALCULADORA GRÁFICA EN SECUNDARIA, por Lola Rodrí-
guez. (C.P.R. de Móstoles). 30 horas; 3 créditos. 

06. TALLER DE ASTRONOMÍA, por Ana Inés Gómez de Castro (UCM). 10 
horas; 1 crédito. 

07. CICLO DE CONFERENCIAS Y MESAS REDONDAS SOBRE EDUCA-
CIÓN MATEMÁTICA, coordinado por Raquel Mallavibarrena Martínez de 
Castro y Laura Molleda Sánchez.(UCM). 15 horas; 1.5 créditos. 

08. LAS MATEMÁTICAS  EN INTERNET, por Angel  Sánchez Catalán 
(C.P.R. de San Martín de Valdeiglesias). 10 horas; 1 crédito. 

09. MATEMÁTICAS CON MATLAB, por Roberto Rodríguez del Río (UCM). 
15 horas; 1.5 créditos. 

b) ACTUALIZACIÓN CIENTÍFICA

10. LA MATEMÁTICA GRIEGA, por Alicia Delibes Liniers (UCM). 10  horas; 
1 crédito. 

11. GEOMETRÍA DEL TRIÁNGULO CON HERRAMIENTAS ACTUALES, 
por Miguel de Guzmán  Ozámiz (UCM). 20 horas; 2 créditos. 

12. HISTORIA DE LA MATEMATICA DEL ISLAM, por Mariano Martínez 
Pérez (UCM). 15 horas; 1.5 créditos. 

13. BREVE RECORRIDO POR LA FILOSOFÍA DE LA CIENCIA, por José 
Mendoza  Casas (UCM). 15  horas; 1.5 créditos. 

14. ARITMÉTICA, por Juan Ramón Delgado Pérez (UCM). 15 horas; 1.5 créditos. 
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15. TRATAMIENTO DEL AZAR.:PROBABILIDAD, por Javier Montero, Luis 
Sanz y Juan Tejada (UCM); 30 horas; 3 créditos. 

16. ESTADÍSTICA, por Javier Montero, Luis Sanz y Juan Tejada (UCM). 30 
horas; 3 créditos. 

17. ORÍGENES Y NACIMIENTO DE LA GEOMETRÍA PROYECTIVA, por 
Raquel Mallavibarrena Martinez de Castro (UCM). 20 horas; 2 créditos. 

18. INTRODUCCIÓN A LA TEORÍA GENERAL DE LA RELATIVIDAD, por 
Eduardo Aguirre Dabán (UCM). 15 horas; 1.5 créditos. 

19. ALGORITMOS: EL CORAZÓN DE LA INFORMÁTICA, por David de 
Frutos Escrig (UCM). 15 hhoras; 1.5 créditos. 

20. SISTEMAS DINÁMICOS, por José Manuel Vegas Montaner y Carlos Fer-
nández Pérez (UCM). 20 horas; 2 créditos. 

21. INTRODUCCIÓN A LA MODELIZACIÓN EN MATEMÁTICA APLI-
CADA, por Juan Francisco Padial Molina (UPM.). 15 horas; 1.5 créditos. 

22. SIMETRÍAS Y GRUPOS, por Carlos Andradas Herranz (UCM). 15 horas; 
1.5 créditos. 

23. INTRODUCCIÓN A LA GEOMETRÍA DIFERENCIAL, por Javier Lafuen-
te López (UCM). 15 horas; 1.5 créditos.  

Para obtener el título de Experto es necesario haber cursado 25 créditos del 
programa, de los cuales habrá al menos ocho pertenecientes al bloque de actuali-
zación  didáctica y ocho al menos pertenecientes al bloque de actualización cientí-
fica. También se podrán obtener acreditaciones de aptitud y/o asistencia en mate-
rias sueltas del programa, cuando ello proceda, según las normas establecidas por 
los correspondientes profesores.. 

Raquel Mallavibarrena 
Directora del Curso
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Número especial dedicado al profesor 
P. Abellanas 

El anterior número 57 de este Boletín se dedicó como estaba previsto al pro-
fesor D. Pedro Abellanas. En él indicábamos que la acogida había sido tan gene-
rosa que la publicación de trabajos recibidos, dedicados al profesor Abellanas, 
continuaría en el siguiente número. 

Se recogen pues en este número 58 los restantes trabajos en homenaje al pro-
fesor Abellanas, completando lo aprobado por la Sociedad en su Asamblea Gene-
ral del año 2000. 

Pero, como ya viene siendo usual en nuestro Boletín, comenzamos los artícu-
los de este número con el de un autor invitado, el Profesor Peter Schofield.  

Presentación del Profesor Peter Schofield 

En el congreso Fourth International Derive-TI-89/92 Conference, celebrado 
el pasado verano en Liverpool, se anunciaba una presentación sobre dibujo de 
grafos con Derive. Asistí pensando sería una sencilla implementación de los casos 
más sencillos y me vi gratamente sorprendido e impresionado por la potencia del 
paquete exhibido. No sólo puede realizar cálculos relativos al grafo, sino que 
también puede realizar representaciones hasta de los grafos (orientados o no) más 
complejos, como podremos ver en las páginas siguientes. De hecho, este paquete 
viene incluido con la última versión de Derive (v. 5). Contacté allí mismo con su 
autor, Peter Schofield, quien accedió amablemente a escribir una presentación del 
mismo para nuestro Boletín.  

Peter Schofield es el director del departamento de Matemáticas del “college” 
Trinity and All Saints de la Universidad de Leeds, donde ha enseñado Matemáti-
cas durante los últimos 30 años. Los estudiantes de este “college” estudian carre-
ras de Educación o Gestión y Administración de Empresas combinadas con Ma-
temáticas. Durante los últimos nueve años el Dr. Schofield ha hecho un uso inten-
sivo del sistema de cómputo algebraico Derive con estos alumnos.  

E. Roanes Lozano



24

Drawing Network Graphs and Digraphs
with DERIVE 5 

Peter Schofield 

Trinity and All Saints (University of Leeds) 
Horsforth, Leeds (UK) LS18 5HD 

p_schofield@tasc.ac.uk 

Abstract

The Users Folder of DERIVE 5.03 contains a Utility/Demonstration 
File NGRAPHS5.DFW which provides utilities and demonstrations for 
drawing network graphs and digraphs with DERIVE. Graphs can be drawn 
in the 2D-plot window from algebraic DRAW instructions using a 
specification for the coordinates of their vertices together with an edge set 
(or an adjacency matrix or an adjacency list). By combining basic concepts 
of a network graphs with DERIVE's powerful algebraic and 2D-plotting 
facilities a surprisingly powerful set of network graph drawing tools can be 
produced. This paper describes some activities that I have used with 
College degree course students for them to acquire the skills and techniques 
for constructing network graph drawings with DERIVE. 

1.  Introduction 

I have been developing techniques for drawing graphs and digraphs in DE-
RIVE for over two years. Amongst other things, they have provided a means of 
drawing a network graph that requires the student to think carefully about its de-
tailed construction (rather than just making a rough sketch). They have also pro-
vided a common specification for graphs, etc. which helps in the communication 
of ideas and the assessment of students’ work. 

I first presented these graph drawing techniques in a workshop at the 4th

International Derive & TI-89/92 Conference held at Liverpool John Moores 
University, England (July 2000). To get some idea of the many types of graphs 
that can be drawn with DERIVE, I suggest the reader works through some of the 
examples of my workshop notes to be found in the Proceedings of the Conference 
[3]. 
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The launch of DERIVE 5 has considerably improved many of DERIVE’s 
algebraic and graph plotting facilities and, since the Conference, I have collected 
the network graph drawing instructions into a .dfw file entitled NGRAPHS5.DFW. 
This file contains a list of utilities and many demonstrations of drawing network 
graphs. It has been included in the Users Folder of DERIVE 5.03 (which 
DERIVE 5 users can download (free) from the DERIVE website [2]). In this 
paper, I shall also explain some new features of NGRAPHS5.    

The basic specification for drawing network graphs with NGRAPHS5 arises 
simply from the following definition of a network graph. 

Definition 1. A network (di)graph is a pair ( V , E ) where V is a non-empty set 
of vertices and E is a set of edges. Each edge e ∈ E joins a pair  ‘v1,v2’ of 
vertices, which can be directed (ordered) or undirected. Vertices joined by an 
edge are called adjacent.

1.1.  Viewing a Simple Graph 

Example 1: Load NGRAPHS5.DFW, select the 2D-plot settings suggested in the 
file, use the right-hand scroll-bar to set up the following Algebra Window display 
and plot #3 to draw the following graph in DERIVE’s 2D-plot window. See 
Figure 1. 

Figure 1: A simple graph. 
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For this graph the coordinates of the vertices are stored in sequence as: 

[[0,0],[3,−1],[−3,0],[3,3]]. To construct the edge vector, the 
position of each vertex in the sequence is taken as the label for each vertex. For 
example, [1,2] means join the vertex at [0,0] to the vertex at [3,−1]. In 
#3, notice the graph is stored as [v,e]. NGRAPHS5 will not draw the graph 
properly until it is instructed to do so using a DRAW[v,e] instruction. (Plotting 
just [v,e] usually yields inconclusive results.) 

Remark 1: This is one form of raw data that NGRAPHS5 uses for drawing 
graphs. It is not the usual form that a human operator would use but, in the last 
analysis, it could be presented to NGRAPHS5 in this manner.  

Remark 2: Drawing a graph by hand would normally involve a selection of 
walks, trails, tours, paths, cycles, circuits or complete graphs. It will also be useful 
to have user-defined instructions for positioning vertices in the 2D-plot Window. 

Remark 3: NGRAPHS5 contains a list of utilities for positioning vertices as-
well-as instructions for generating edge sets (vectors) from sequences of vertex 
numbers specifying walks, etc. In NGRAPHS5, these are carefully documented 
and demonstrated by examples. 

Remark 4: A selection of ‘standard graphs’ has also been defined in 
NGRAPHS5. For example: Null, Circuit and Complete graphs; Star and Wheel 
graphs; Complete Bipartite graphs; Platonic graphs; the Hypercube Graph q4; the 
Petersen graph. See Figure 2 for examples. 

Figure 2: Examples of ‘standard graphs’. 
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Remark 5: NGRAPHS5 also has demonstrations of more advanced graph 
drawings. See Figure 3. 

Figure 3: Some examples of advanced graph drawings. 

Remark 6: There are also instructions in NGRAPHS5 for transforming (di)graph 
drawings in the 2D-plot Window including: displacements, enlargements, and 
general transformations specified by 2×2 matrices. In fact, this part of the package 
of instructions could be adapted for use in an introductory course in 2D-
transformations. See my workshop notes [3] for details. 
Remark 7: It should be noted that all of the graph drawing in this paper have first 
been drawn in DERIVE’s 2D-plot Window using NGRAPHS5, and then copied 
and pasted into this document via the clipboard. 
Remark 8: There are three basic methods of processing the vertex/edge structure 
of a graph or digraph in NGRAPHS5: 

(i) an edge vector,
(ii) an adjacency matrix, or  
(iii) an adjacency list. 

NGRAPHS5 contains instructions to convert between these forms. For 
example, assigning ec:=complete[1,2,3,4] and then simplifying 
[ec,amatec,alistmatamatec] yields Figure 4. 
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Figure 4: Different forms of the edge/vertex properties of a graph. 
 Similar conversions can also be carried out for directed graphs. 

2.  Drawing Network Graphs and Digraphs  

2.1.  Stages for drawing a graph using NGRAPHS5 

Stage 1: make a rough sketch of the graph; label vertices using positive integers. 
Stage 2: analyze good vertex positions and edges vector sequences and convert 
these into DERIVE instructions for v and e. 
Stage 3: 2D-plot your graph using draw[v,e].

Example 2: (One of my favourite examples!) Draw a graph representing the 
Atomium Building, Brussels. See Figure 5. 

The Atomium (in Brussels) is a remarkable building. It is a cube structure of 8 
large spherical rooms, linked by tubular staircase corridors. In addition, it has a 
central spherical room linked by corridors/lifts to the other 8 rooms at the corners 
of the cube. For more information about the Atomium consult [1].  

Solution:

Stage 1: Make a rough sketch of the graph of the Atomium. To prevent some of 
the edges joining the central vertex from overlapping, it is better to offset the 
squares on opposite sides of the cube at different angles to the x-axis. Number the 
vertices as shown in Figure 5. 
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Figure 5: Graph representing the Atomium Building. 

Stage 2: (Load NGRAPHS5) 
(i) To position the vertices in DERIVE’s 2D-plot Window, think of three rings of 
vertices: the first ring is of radius 3.5, with 4 vertices and with the first vertex 
offset at −π/2 to the x-axis; the second ring is of radius 1.5, with 4 vertices (the 
first vertex offset at −π/4); the third ring is of radius 0, with 1 vertex (offset at 0). 
To specify this within NGRAPHS5 you can use the assignment instruction: 
atv:=rings[3.5,4,-π/2;1.5,4,−π/4;0,1,0]. 
(ii) Since all of the vertices of the Atomium graph are of even degree (by a well-
known result) it follows that this graph has an Eulerian tour. That is, a trail that 
starts and finishes on the same vertex and traverses each edge of the graph exactly 
once. Such a tour can obviously be used to draw the graph. Therefore, specify this 
by: ate:=tour[1,2,3,4,1,5,6,7,8,5,9,2,6,9,3,7,9,4,8,9]
(or, ate:=trail[1,2,3,4,1,5,6,7,8,5,9,2,6,9,3,7,9,4,8,9,1]).

Stage 3: Customize DERIVE5 as follows: Select: 
• 2D-plot Window (and then Window>Tile Vertically) 
• Options> Simplify Before Plotting (On) 
• Options> Change Plot Colors (Off) 
• Options> Display > Points : Connect (Yes), Large 
• Options> Display > Grids (Off) 
• Options> Display > Cross (Off) 

(You can also to turn off the 2D-Axes, Labels and Legends). 
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Then 2D-plotting:  draw[atv,ate] will draw Figure 5 in DERIVE’s 2D-plot 
window. (The vertex numbers in Figure 5 have been added using the annotation 
button in DERIVE’s 2D-plot Window.) 

Example 2a:  The Atomium graph also has Hamiltonian cycles. Superimpose a 
directed Hamiltonian cycle on the basic Atomium graph of Figure 5. 

Solution: A Hamiltonian cycle is a closed path that passes through every vertex 
of the graph (once). The Atomium graph has many such cycles, and we can draw 
one of these as a directed cycle, indicating the direction of traversing each edge. 

For example, assign: atham:=cycle[1,2,3,4,8,9,7,6,5], then 
select a new plot colour using Options>Plot Color etc., and 2D-plot 
drawdi[atv,atham] on top of the Atomium graph of Figure 5 to generate 
Figure 6. 

(Because the arrows drawn on the digraph are parametric plots DERIVE will open 
the Parametric Plot Window with default parameter settings −π ≤ t ≤ π. It is 
important that you retain these default settings and also that you click the mouse 
on the box beside ‘Apply parameters to the rest of the plot list’ so that this box 
contains a tick.)

Figure 6: The Atomium graph with a superimposed  
directed Hamiltonian cycle. 
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Example 3: (Drawing Graphs and Digraphs with Multiple Edges and Loops.) 
Draw the graph of Figure 7 with multiple edges and loops. 

Figure 7: An example of a graph with multiple edges and loops. 

Solution:

Stage 1: First make a rough sketch of the graph and number the vertices as shown 
in Figure 7. (In Figure 7 the 2D-plot axes and labels have been left on to help with 
the positioning of vertices.) 

Stage 2:
(i) To position the vertices, think of two rows of vertices, the first row has two 
vertices at (−2, 2.5) and (2, 2.5) and the second row has three vertices with the 
first and last vertices at (−3, −2.5) and (3, −2.5), respectively. This can be 
specified within NGRAPHS5 using the assignment:  
biv:=v_rows[[-2,2.5;2,2.5],2;[-3,-2.5;3,-2.5],3]

(ii) To draw a graph with multiple edges and loops using NGRAPHS5, make up 
an adjacency matrix for the graph. Note that, for a graph, the adjacency matrix has 
to be symmetric and all entries on the main diagonal even. With the vertices 
numbered as in Figure 7 the adjacency matrix can be entered as follows:  
bia:= [2,1,3,1,1;1,4,0,1,2;3,0,2,1,0;1,1,1,4,1;1,2,0,1,2]. 

Once this matrix is entered into DERIVE’s Algebra Window it becomes clear that 
it is of the correct form for a graph. See Figure 8. 
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Figure 8: The adjacency matrix for the graph of Figure 7. 

Stage 3: Customize DERIVE5 as before and 2D-plot: draw[biv,bia] (make sure 
the ‘Apply parameters to the rest of the plot list’ box contains a tick).  DERIVE 
will draw Figure 9. 

The adjacency matrix can also be used to draw a digraph (directed graph). In 
this case each undirected edge will correspond to two oppositely directed diedges, 
and each undirected loop will correspond to two oppositely directed loops. To 
draw the digraph, clear the 2D-plot Window, and 2D-plot: drawdi[biv,bia] (again, 
make sure the ‘Apply parameters to the rest of the plot list’ box contains a tick). 
DERIVE will draw Figure 10. 

Figure 9: Graph drawing of Figure 7  
using its adjacency matrix. 

Figure 10: Digraph drawing using  
the same adjacency matrix. 
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Remark 9: In NGRAPHS5, there are other types of drawing instructions for 
network graphs. For example, these will allow the operator to
(i) select a bow factor to bend the edges of a graph or digraph (DRAWB,
DRAWDIB) and also select an orientation for the axes of loops (DRAWBL,
DRAWDIBL),
(ii) control the size of the arrows in a digraph drawing (DRAWDIBA),
(iii) draw bi-directional edges in a simple digraph using a single edge with two 
opposing arrows (DRAWDDI), or
(iv) draw a graph or digraph using an adjacency list (DRAWLIST,
DRAWLISTDI).

If you would like to work through some examples of drawing graphs and digraphs 
with these instructions consult [3]. 

Remark 10: In the rest of this paper I should like to discuss some of the most 
recent developments of NGRAPHS5. That is, developments since last year’s 4th

International DERIVE TI-89/92 Conference.  

3.  Using NGRAPHS5 to investigate some further properties of Graphs 

NGRAPHS5 now includes instructions for investigating two further properties 
associated with network graphs: 
(i) isomorphism of (di)graphs, and  
(ii) the family of (di)graphs on a given finite set of vertices. 

3.1.  Isomorphism of Graphs and Digraphs 

Graphs G1 and G2 are called isomorphic if there is a structure preserving 1-1 
correspondence (bijection) between their vertices. (Similarly for digraphs.) 

The structure of a network graph is its vertex/edge relationship, which can be 
specified by an adjacency matrix. Obviously, finite isomorphic graphs must 
necessarily have the same number of vertices. The question we shall consider is:  
“Given a graph G, how can we use NGRAPHS5 to construct a graph isomorphic 
to G?”

Example 4: Use an isomorphic mapping to demonstrate that the cube graph C in 
Figure 11 is a bipartite graph. (That is, a graph whose vertex set can be partitioned 
into two subsets such that edges only join vertices belonging to  opposite subsets.) 
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Figure 11: Graph drawing of cube C. 

Solution: Firstly, suppose we investigate how C has been drawn using 
NGRAPHS5. Take a vertex set cv:=rings[3.5,4,π/4;1.5,4,π/4] and 
an edge set ce:=paths[1,2,6,5;2,3,7,6;3,4,8,7;4,1,5,8] then 
2D-plot draw[cv,ce]. However, for this investigation we shall need to 
standardize the vertex/edge relationship using the adjacency matrix of C. In 
NGRAPHS5, this can be specified by ca:=amatce. Simplifying ca yields 
Figure 12. 

Figure 12: The adjacency matrix of C. 

(Note: Figure 11 can equally well be drawn by 2D-plotting draw[cv,ca]).
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A straightforward way of demonstrating that C is a bipartite graph is to line 
the vertices up into two rows of four and show that the edges only join vertices in 
opposite rows. Define a new arrangement of vertices by:  
rcv:=v_rows[[−3,2;3,2],4;[−3,−2;3,−2],4].

Then 2D-plotting draw[rcv,ca] (and adding the vertex numbers using 2D-plot 
annotations) yields Figure 13. 

Figure 13: A first attempt at drawing C on two rows of vertices. 

Figure 13 is not at all satisfactory, since it does not demonstrate the bipartite 
nature of C and some of the edges are overlapping. Take fresh look at Figure 11. 
To represent C as a bipartite graph vertices 1,3,6,8 need to be in one subset and 
2,4,5,7 need to be in the other. Therefore, to obtain this on the arrangement of 
vertices of Figure 13 we need to map 1,3,6,8,2,4,5,7 onto 1,2,3,4,5,6,7,8 (for 
example). This can be specified in DERIVE using a simple vector assignment: 
cp:=[1,5,2,6,7,3,8,4] (Note: this represents the permutation i → cpi, for 
i = 1, …, 8). The mapping cp can be applied to the vertices of Figure 13 using the 
instruction PERM_V(rcv,cp).

Therefore, 2D-plotting draw[perm_v(rcv,cp),ca] will draw the cube 
as a bipartite graph drawing. See Figure 14. 



36

Figure 14:  A bipartite graph drawing of C. 

The same result can also be obtained by leaving vertices rcv in their original order 
and simultaneously applying the inverse of cp to the rows and columns of the 
adjacency matrix ca. For example, assign  incp:=[1,3,6,8,2,4,5,7], and 
then 2D-plot draw[rcv,perm_amat(ca,incp)] to redraw Figure 14. 

Exercise 1: cp is not the only permutation that will map C onto a bipartite graph 
drawing with vertices arranged according to rcv. Can you think of another? How 
many different mappings with this property are there? 

3.2.  Families of subgraphs and subdigraphs on a fixed finite set of vertices 

To operate this facility of NGRAPH5 the operator first has to specify the 
vertex set and assign this to the special variable U_, which has been set-aside for 
this purpose. For example assign: U_:=3.5ring(8,0) to set up the vertex set 
of Figure 15. 

Figure 15:  The vertex positions of U_. 
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(Figure 15 can be displayed in DERIVE’s 2D-plot Window by first plotting 
draw[U_,[]] and adding numbers using 2D-plot annotations. It can then be 
embedded in the Algebra Window and saved as a .dfw file for future use!) 

It is now possible to work with the family of subgraphs (or subdigraphs) on 
U_ using union, intersection and difference. Each subgraph is specified by a 
selection of indices indicating a subset of U_, together with a specification for 
edges on the selected subset. 

The corresponding instructions to draw subgraphs and subdigraphs are DSUB
and DSUBDI. For example, with U_ set up as above, see Figure 16 for the 
respective 2D-plots of  
dsub[[1,2,3,4,5,7],paths[1,2,3,4;2,5,7,1;3,5,7,2]] and
dsubdi[[2,4,6,8],[1,1,1,1;0,0,2,3;1,2,3,0;1,2,3,1]]
(note the concise form of the adjacency matrix for the subdigraph). 

Figure 16:  Subgraphs and subdigraphs on U_
(vertices left out of the vertex index specifications are not plotted). 

There is also a ‘shorthand’ specification for specific subgraphs. For example, 
CYSUB[2,4,6,8] is shorthand for [[2,4,6,8],CYCLE[2,4,6,8]].

Example 5: Provide an example to show that the intersection of two complete 
subgraphs on U_ is also a complete subgraph on U_.
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Solution: Two complete subsets can be specified by, for example, 
c1:=ksub[1,2,4,5,8] and c2:=ksub[1,3,4,5,6,7,8], which, 
when plotted on U_ using dsubc1 and dsubc2 yield, respectively, the subgraph 
drawings of Figure 17. 

Figure 17: Examples of complete subgraphs on U_.

Now, if you 2D-plot dsubintsub(c1,c2) the result is Figure 18, which 
is obviously the same as the dsub drawing of ksub[1,4,5,8].

Figure 18: Graph drawing of the intersection of c1 and c2. 
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Remark 11: Although this is a fairly simple result, I feel there are more 
opportunities to explore this new facility of NGRAPHS5.  

Remark 12: In order to work on the subgraphs of a universal graph you will first 
have to specify this by, for example, UG_:=ksub[1,2,3,4,5,6,7,8]. It is 
now possible to define the complement of a subgraph x in UG_ as 
COMSUB(x):=difsub(UG_,x). For example, Figure 19 shows the 2D-plots 
of dsubc2 and dsubcomsubc2 with respect to UG_.

Figure 19: Graph drawings of c2 and its complement with respect to UG_.

Remark 13:  Similar activities can also be carried out with subdigraphs on U_.
See the Utilities section of NGRAPHS5 for details of the relevant user-defined 
instructions.

4.  Conclusion

The basic methods of specifying graphs and digraphs are simple, yet 
combined with the powerful algebraic and 2D-plotting facilities of DERIVE 5 the 
outcomes are very productive. The potential of these techniques appears to be 
unlimited. I am of the opinion that many of the algorithmic methods used in 
network graphs can be executed in DERIVE. See [4] for an example of how 
DERIVE can be used to model an algorithmic method for finding Hamiltonian 
cycles in digraphs and graphs. 
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At present, I am working on new version of NGRAPHS5, which I intend to 
email to the co-authors of DERIVE, Albert Rich and Theresa Selby, to replace the 
current one in the Users Folder of the next issue (DERIVE 5.04). This contains all 
of the facilities of NGRAPHS5 together with some additional user-defined 
instructions (as well as speeding up some of the background calculations and 
trapping one or two obscure bugs). 

An unusual feature of NGRAPHS5 has been the spin-off into other aspects of 
my teaching. I have, for example, used it to construct a .dfw file for drawing 
cobweb diagrams for fixed-point and Newton-Raphson iterations. My thanks go 
out to several cohorts of College students who have acted as guinea-pigs for 
trying out the facilities of NGRAPHS5 as well as the co-authors of DERIVE for 
kindly including the file in the Users Folder of their program. 
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Mis Recuerdos de D. Pedro 

Gonzalo Calero Rosillo 

Creo y espero que otros compañeros contarán más, y con más conocimiento 
que yo pueda hacerlo, sobre su obra científica y pedagógica. A pesar de que yo no 
tengo gran facilidad para escribir, me ha parecido que no podía dejar de expresar 
mi reconocimiento, mi agradecimiento, mi admiración, por D. Pedro. 

Yo no tuve a D. Pedro como profesor de Geometría III (en aquellos tiempos 
conocida como Geometría Proyectiva), pues cursé dicha asignatura el mismo año 
que él hizo las oposiciones para dicha cátedra en la Universidad de Madrid donde 
mi esposa (q. e. p. d.) y yo estudiábamos.  

Él estaba entonces de catedrático en Zaragoza, y recuerdo que nos llegaban 
noticias de su seriedad en las clases y de su excelente competencia profesional. 
Como alumnos que éramos, tuvimos miedo, según creo corría el curso 1948-49. 

Conocí a D. Pedro como presidente del tribunal de las oposiciones que hice 
para el cuerpo de Profesores Numerarios de Escuelas Normales. En mi opinión la 
actuación del tribunal fue ejemplar, en especial la de su presidente. Desde enton-
ces comencé a tener trato frecuente con D. Pedro con el deseo de dedicarme más 
seriamente a la Geometría. 

Cuando años después vine a Madrid, mi relación con D. Pedro se hizo más 
asidua al comenzar a trabajar en el Instituto “Jorge Juan” de Matemáticas del 
C.S.I.C.

La vida de D. Pedro en su despacho del citado centro era admirable. Pasaba 
toda la tarde trabajando en lo suyo y dirigiendo a todos los que intentábamos ob-
tener algún resultado que pudiera llevarse a las Reuniones Anuales de Matemáti-
cos que se celebraban por turno en las Universidades españolas (y que según creo 
él tuvo que ver en su creación). También trabajó intensamente en dirigir tesis doc-
torales (una de ellas la mía). La mayoría de las veces había que “coger turno” para 
poder ver a D. Pedro. 

Cuando entraba alguien en su despacho, dejaba lo que estuviera haciendo pa-
ra atenderte como si fuera algo suyo personal. Si algún resultado le parecía poco 
acertado, solía decir: “vamos a buscar un contraejemplo”. De esta forma analizaba 
en un caso concreto si se mantenía o no el resultado obtenido. 

Un hecho anecdótico: hubo temporadas en que hubo restricciones eléctricas, 
en esos casos utilizaba velas para no interrumpir el trabajo y poder continuar. 
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Los viajes en el 600: alguna vez me llevó a mi casa desde el “Jorge Juan”; 
primero pasábamos a recoger a alguna de sus hijas, y después me dejaba en las 
inmediaciones de mi casa. Con motivo de los cursos de formación del profesorado 
que dimos bajo su dirección en la Universidad de Navarra, me recogía en Riaza 
(donde yo residía entonces) cuando pasaba camino de Pamplona. Estos viajes con 
él eran encantadores. En estos viajes también solía venir D. Jacinto Martínez S.M. 

En uno de dichos viajes paramos para comer en Burgo de Osma, quiso saber 
cómo asaban el cordero, y nos invitaron a pasar a la cocina. Al terminar la comida 
vino una de las hijas del dueño con sus padres, para saludarle y decirle que había 
sido alumna suya en Madrid. 

Algunas veces fui con mi esposa a verle a Camorritos donde él pasaba el ve-
rano con su familia. La acogida de D. Pedro y Dña. Carmen era afectuosísima, y 
era obligado merendar como si estuviéramos en nuestra casa. Una de las veces, 
tuve que dejar que su hijo Pedro nos llevara a nuestra casa en Alpedrete. 

Algunos cursos ordené adecuadamente mi trabajo para poder ir a sus clases. 
Fui con él a los cursos de primero y tercero que daba en la Facultad. Era un autén-
tico maestro en los contenidos y en la forma de exponer las ideas. Haber podido 
asistir fue un auténtico gozo para mí, lo que fue otro motivo más de agradeci-
miento. Otros profesores también asistieron a dichos cursos. 

D. Pedro no era partidario de recibir homenajes. Nos quedamos con las ganas 
de darle un homenaje con motivo de su jubilación. Se negó rotundamente, de ma-
nera que fue imposible. 

Asistí bastantes años a sus cursos de doctorado. Eran muy interesantes y 
siempre aprovechaba para ponernos en contacto con las ideas más avanzadas, de 
las que podíamos sacar temas de trabajo. 

Fue un auténtico gozo trabajar y tratar con D. Pedro. Que descanse en la paz 
del Señor. 
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El Mejor Estudiante 

Ignacio Sols Lucia 

Dpto. de Algebra, Univ. Complutense de Madrid 

e-mail: sols@mat.ucm.es 

Hijo de un albañil de Nocito (Huesca), nació Pedro Abellanas en Zaragoza, en 
1914, de una familia numerosa. Estudiando la carrera de Arquitectura se entusiasmó 
con las matemáticas, y en Julio de 1936 acababa la carrera de Ciencias Exactas. 
Recién terminada la guerra civil, D. Pedro descubrió la obra de Van der Waerden, y 
en dos años devoró los dos volúmenes de su “Algebra”, y sus dieciocho memorias 
de Geometría Algebraica. Viajó becado a Alemania en 1942 para contactar con Van 
der Waerden. Tan sólo permaneció allí un verano, pues pronto hubo de volver a 
causa de un infortunio familiar. Los pocos meses que permaneció en Alemania 
fueron decisivos para su orientación en Geometría. D. Pedro solía comentar a sus 
discípulos, comunicándoles la filosofía encerrada en la anécdota, que al decir a 
Van der Waerden que había leído todas sus obras de geometría algebraica, éste 
tuvo la humildad y perspectiva de futuro suficientes para aconsejarle: “Olvide Ud. 
todo eso, y aplíquese a estudiar las memorias de Zariski”. 

Detengámonos un momento en esta actitud de Van der Waerden. Rey Pastor 
se quejaba amargamente de haber contactado en Alemania con la prolongación de 
lo que él había estudiado en España, las ideas de Von Staudt, sin caer en la cuenta 
de que eso no era ya el presente sino el pasado, y de no haber aprovechado, pues, 
la posibilidad que allí se le ofrecía de incorporarse a la moderna geometría alge-
braica. Esto es precisamente lo que no le ocurrió a D. Pedro, gracias a la correcta 
actitud de Van der Waerden. De él aprendió D. Pedro estas dos lecciones: prime-
ro, que las ideas de Zariski eran las ideas del momento; segundo, que hay que 
estar enterados, a lo largo de la propia carrera profesional, de cuáles son las ideas 
del momento, y encaminar hacia ellas a los alumnos sobresalientes, aquellos que 
podrán luego formar escuela, más bien que mantenerlos a su vera, trabajando en 
las técnicas que uno domina pero que ya no son el futuro. 
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Esta filosofía explica la enorme versatilidad de los intereses de D. Pedro, tan-
to en su trabajo personal como en la formación de futuros investigadores, de los 
jóvenes a quienes alentó a cultivar las diferentes técnicas que, generación tras 
generación, iban surgiendo en la comunidad científica: Zariski, cuando Zariski; 
Serre y Grothendieck, cuando Serre y Grothendieck; Hironaka, cuando Hironaka; 
Milnor, cuando Milnor; Hartshorne, cuando Hartshorne. Y la geometría enumera-
tiva (que fue el tema de las dos últimas tesis que dirigió, ya a punto de retirarse), 
cuando ya en los ochenta la comunidad internacional volvía hacia la geometría 
clásica con toda la potencia de las décadas de formalización que quedaban atrás. 

Cuando, ya jubilado, iba yo a visitarle a su casa, en la segunda mitad de los 
ochenta, aún me llamaba la atención sobre las nuevas ideas de Donaldson. (Fuera 
por ésta u otras razones, el hecho es que terminé enviando a Oxford un alumno 
para que hiciera su tesis con Donaldson, con la intención de que incorporara a 
España esas nuevas técnicas). 

Vemos así que aunque son muchos los discípulos de D. Pedro Abellanas dis-
persos en España, y varias las escuelas que ellos han formado, guardan bastante 
diversidad entre ellas: la escuela de Salamanca, la escuela de categorías, la escue-
la de singularidades, la de geometría real, la de geometría clásica. Tienen todas 
ellas su origen en la diversidad de intereses de D. Pedro.  

Desde sus primeros años de catedrático en Zaragoza comenzó a dirigir tesis 
de geometría algebraica a alumnos que evolucionaron luego hacia otros campos, 
como es el caso de Julio Fernandez Biarge, a quien dirigió una tesis con aplica-
ción a la teoría de singularidades y que luego evolucionó hacia el Cálculo Auto-
mático en Matemática Aplicada, o el caso de D. Juan Sancho Sanromán, fundador 
de la escuela española de teoría de grupos, o el de quienes evolucionaron hacia la 
geometría diferencial, D. Javier Etayo y D. José Luis Viviente, quien escribió una 
segunda “Thèse d'etat” bajo la dirección de Chevalley, durante su estancia de seis 
años en Francia. 

Ya he mencionado el entusiasmo de D. Pedro por las nuevas ideas venidas de 
Francia, siempre interesado en los nuevos caminos de la geometría. Pero a quien 
realmente alcanzaron estas ideas con juventud suficiente para su asimilación, y lo 
que es más importante, habiéndose adelantado en su trabajo y enseñanza personal a 
lo más relevante del núcleo de ellas (al menos en lo que se refiere a Serre) fue al 
discípulo que D. Pedro ha tenido siempre como el mejor, y que bien puede conside-
rarse como la mente más privilegiada que se ha dedicado a las matemáticas en Es-
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paña: D. Juan Sancho Guimerá, nuestro Grothendieck español –tardíamente apro-
vechado–, quien se adelantó a Serre y a Grothendieck en algunas de las concepcio-
nes seminales de la actual geometría algebraica, pero no gozó del ambiente que 
rodeó a Grothendieck hasta sólo tiempo mas tarde, tomando su origen en él la actual 
escuela de geómetras algebraicos de Salamanca, y hasta cierto punto también la 
escuela de Barcelona. D. Juan Sancho bien merece una cuidadosa investigación 
histórica que sacara a la luz nuestra gran ocasión desaprovechada. 

Volviendo a su maestro, D. Pedro Abellanas, hagamos hincapié en lo que ya 
hemos resaltado como lo más característico de su labor de formación, la variedad 
de los temas de tesis que dirigía. D. Juan Sancho escribió su tesis sobre las varie-
dades abelianas. D. José Luis Viviente la escribió en geometría enumerativa, so-
bre el invariante de Zeuthen-Segre. D. Eduardo García Rodeja dedicó su tesis a la 
teoría de correspondencias algebraicas, el campo que principalmente había culti-
vado D. Pedro en su investigación personal, generalizando el trabajo de Zariski 
sobre correspondencias birracionales. A D. José Javier Etayo le encargaría en su 
tesis la generalización a dimensión superior de las técnicas introducidas en el 
principal trabajo de D. Pedro para el estudio de las superficies algebraicas. El mo-
do en que Abellanas veía los divisores en superficies y por generalización en va-
riedades singulares de dimensión superior, le permitió trabajar con ellos en los 
años cincuenta hasta obtener la desigualdad de Riemann-Roch, en ausencia de una 
desingularización de la que no se disponía en esos años, aunque esa desingulari-
zación llegaría poco más tarde, como es bien sabido.  

No se desanimó D. Pedro con que este hallazgo dejara su obra tempranamen-
te desfasada, sino que, ya en los años sesenta, se interesó precisamente por la teo-
ría que la había desfasado, y así dirige la tesis doctoral a José Luis Vicente Cór-
doba sobre la estructura arbórea de las singularidades. La técnica de Zariski, reco-
gida en la obra de Zariski-Samuel, prologada en varios volúmenes de los EGA de 
Dieudonné y Grothendieck, estaba ya bien asimilada por estos jóvenes españoles 
que, terminada su tesis, salían a Harvard ya sin el menor complejo de inferioridad. 
Superados los años cincuenta en que nuestros jóvenes geómetras no salieron de 
España, y los años sesenta, en que sólo marcha José Luis Viviente a París, los 
españoles de la generación de los setenta volvían a salir al extranjero para ampliar 
estudios, pero ahora no iban ya como Rey Pastor, o Abellanas, o Gaeta, o Mallol, 
u otros de los años cuarenta o principios de los cincuenta, quienes lo hicieron par-
tiendo de cero o de una cultura matemática desfasada. Ellos partían de una cultura 
matemática al día, y así a poco de llegar a Harvard con la tesis recién leída, dos 
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alumnos de D. Pedro, José Manuel Aroca y José Luis Vicente, pudieron ponerse 
enseguida investigar con Heisuke Hironaka. Los resultados de esos años de trabajo 
están recogidos en una extensa memoria de Aroca, Hironaka y Vicente sobre “teo-
ría del contacto maximal”. Y están recogidos en la extensión de la geometría alge-
braica en activos grupos de investigación en Valladolid, Madrid y Sevilla que son la 
prolongación actual, por tanto, de la labor investigadora y formadora de D. Pedro. 

También por estos años, el espíritu formador de Don Pedro le llevó a dirigir a 
algunos jóvenes hacia la reforma de la enseñanza de las matemáticas en España. 
Fueron jóvenes a los que había dirigido la tesis en temas de geometría algebraica, 
concretamente en el tema de correspondencias algebraicas que generaliza la me-
moria de Oscar Zariski sobre correspondencias birracionales que siempre deslum-
bró a D. Pedro, y en el que ya había dirigido la tesis doctoral de Gonzalo Calero. 
En los finales de los años sesenta y principios de los setenta, cuando D. Pedro se 
ocupaba como investigador de ese tema, urgía actualizar la enseñanza de las ma-
temáticas en España para no perder un tren que estaba arrancando en Estados Uni-
dos y en Europa. Animó D. Pedro a Eugenio Roanes y M. Paz Bujanda a compar-
tir esa investigación con el trabajo en educación matemática, ayudándole en el 
vasto programa de puesta a punto de la matemática española también a nivel de 
enseñanza secundaria, y aun primaria, introduciendo en ella la revolución  bour-
bakista que estaba alcanzando a otros países, y que a esos niveles se llamó  “ma-
temática moderna”. Más tarde se desencantó de algunos de sus abusos, de los que 
se resentiría a veces con comentarios que me recordaban aquel “no era esto, no 
era esto” de D. José Ortega y Gasset. Pero no hay duda de que en aquel momento 
hizo D. Pedro lo que tenía que hacer. Hubiera sido un retraso imperdonable apear 
a España de aquella reforma. 

A finales de los años setenta, y aun en los años ochenta, D. Pedro dirige aún 
tesis doctorales, esta vez la de Tomás Recio que, entroncando con un antiguo tra-
bajo de D. Pedro en geometría real, situaba a su alumno en esa área en el preciso 
momento en que empezaba a tomar forma como disciplina propia, y de la cual 
arranca la actual escuela de investigación en geometría algebraica real. Sus últi-
mas tesis dirigidas son la de Gregorio Hernández y la de su propio hijo Manuel 
Abellanas en geometría enumerativa, al ponerse ésta de nuevo en el candelero en 
los años ochenta, derivando ellos luego hacia la geometría computacional donde 
han formado un grupo activo de jóvenes investigadores.  
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En estos años, hacia finales de los setenta, yo mismo pude tener una expe-
riencia de primera mano de la actitud de Abellanas hacia sus discípulos. Al llegar 
a Madrid para trabajar con él, D. Pedro Abellanas, que estaba al tanto de los aires 
de vuelta a la geometría clásica, y de que en París iba a impartir Arnaud Beauville 
un curso sobre la clasificación de Enriques de las superficies algebraicas, me pi-
dió que fuera allí “como espía” porque había que importar esas técnicas. Al joven 
espíritu de aquel anciano le debo, pues, el principio de una trayectoria que luego 
ha conformado mi orientación en geometría, y la de algunos estudiantes míos. 

D. Pedro Abellanas se jubiló en 1984. Cercano ya a la jubilación, le oía decir 
con frecuencia: “después de tantos años, no me otorgo aún el título de matemáti-
co, pero sí el título de estudiante de matemáticas”. Entonces me dolía, me parecía 
injusto. Ahora, algo más maduro, he comprendido.  

Honor, pues, al buen estudiante. 
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Sobre la Ley de Hardy−Weinberg  

Alberto Pérez de Vargas Luque  

Departamento de Biomatemática 
Universidad Complutense de Madrid 

Abstract

This paper, dedicated to the memory of Prof. P. Abellanas, deals with 
an interesting Biomathematic law and it is addressed to Mathematic 
Teachers non-specialist in these subjects.  

Probablemente un día después, quizá dos, de aquel en el que fuera fechada, el 
22 de noviembre de 1985, recibí en mi despacho una carta manuscrita de don Pe-
dro Abellanas. Era la primera vez que una cosa así me sucedía y nunca antes 
habría podido imaginarme receptor de una carta escrita y remitida desde su casa 
por quien era para mí un maestro, un personaje cuya dimensión siempre me pare-
ció lejos, muy lejos, de mis posibilidades de alcance. Ciertamente que para enton-
ces ya existía una larga relación y podían contarse muchos encuentros con aquel 
hombre singular al que los estudiantes de mi tiempo mirábamos con una mezcla 
de miedo, de veneración y de respeto. Alumno, primero, ayudante suyo después, 
discípulo, visitador frecuente de su despacho, en la Facultad o en el Consejo, y, a 
veces, de su propia casa, no podía entonces imaginarme destino de una carta per-
sonal de don Pedro. Pero, aún menos pensaba en que de una personalidad como la 
suya pudiese surgir un escrito tan bello, con tal sentido de la amistad y de la gran-
deza del quehacer universitario. La carta, que guardo como algo íntimo y querido, 
empezaba, empieza, de este modo: “Mi querido amigo y colega: El paso de los 
años proporciona la adquisición de la Sabiduría, que fundamentalmente consiste 
en el conocimiento de las personas con mayor nitidez; esto, generalmente, es triste 
porque manifiesta el equívoco, la cobardía y la envidia, pero en algún caso tam-
bién muestra la nobleza, la valentía y la amistad”. 

Durante muchos años visité a don Pedro en su casa de la sierra madrileña, al-
guna vez con mi familia pero generalmente solo. Conversaciones sin prisa, con 
apenas alusiones a la Matemática o a la Universidad, me permitieron llegar más 
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allá de lo que jamás podría haber esperado. Yo sabía, supongo que todos lo que le 
han conocido de cerca también, cuándo había llegado el momento de terminar, de 
levantarse y de despedirse, y por ello podía escucharle sin distraerme pensando en 
cómo finalizar la entrevista. Afortunadamente, recuerdo con sensación de presen-
te, muchas de las innumerables entrevistas que mantuve con él, desde los prime-
ros años sesenta, cuando era un estudiante muy joven, hasta pocos meses antes de 
su fallecimiento. Se da la circunstancia de que entre sus numerosos discípulos 
seguramente seré de los que tuvieron con él una menor vinculación académica. 
Muy tempranamente obtuve la cátedra de Instituto y luego permanecí bastantes 
años fuera de España, al regreso gané enseguida la cátedra de Universidad y todo 
ello limitó considerablemente el tiempo que estuve ligado a su Departamento uni-
versitario. En cambio, debo ser uno de los que más veces y en más ocasiones ha 
mantenido con don Pedro una conversación variada no necesariamente relaciona-
da con las circunstancias que me habían situado en su entorno. 

He pensado que a don Pedro le gustaría que escribiese sobre algo que ajeno a 
la Matemática pudiese ser un ejemplo sencillo en el que poner de manifiesto con 
naturalidad su universalidad y su elegancia, sirviendo a quien explica para ser 
entendido y a quien entiende que nuestra disciplina tiene un valor instrumental 
extraordinario que debe ser mostrado tanto a los que deciden dedicarse a su culti-
vo y a dar noticia de su método, como a los que debieran aprender sus modos y 
sus formas para mejor penetrar en la inmensidad integrada de la Naturaleza. 

La herencia biológica 

Como es sabido, un monje del monasterio de Brünn, en Moravia, Gregor Jo-
hann Mendel, que vivió entre los años 1822 y 1884, realizó unos experimentos 
que le condujeron al enunciado de las leyes que regulan la herencia biológica, las 
llamadas leyes de Mendel. Cultivó 34 variedades de un guisante, Pisum sativum,
y escogió las 22 que a lo largo de dos años previos y en los sucesivos, se habían 
mostrado constantes en la permanencia de determinados caracteres tales como 
semilla lisa o rugosa, vaina lisa o estrangulada, longitud del tallo, normal o enano, 
y así hasta siete alternativas. Cruzando plantas diferenciadas por un carácter, ob-
servó que éste era idéntico en la primera generación filial (F1) a una de las plantas 
progenitoras, llamó entonces dominante al carácter repetido y recesivo al otro. 
Siendo el resultado uniforme en F1, no era tal el caso en F2, segunda generación 
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obtenida por autofecundación a partir de F1, sino que la proporción entre caracte-
res dominantes y recesivos era, aproximadamente, de 3:1. En F3, las que procedí-
an de plantas de F2 con carácter recesivo eran idénticas a sus progenitoras y en las 
que procedían de plantas de F2 con carácter dominante se presentaban dos tipos, 
en uno de ellos, del que formaban parte aproximadamente los 2/3 del total se re-
petía el carácter dominante y en el otro, nuevamente, aparecían los caracteres en 
la proporción 3:1. De modo que, en definitiva, la segunda generación filial estaba 
formada por tres clases de plantas en la proporción 1:2:1, la primera constituida 
por las que mostraban el carácter dominante, la segunda por las que repetían la 
situación de la primera generación filial y la tercera por las que mostraban el ca-
rácter recesivo [1]. 

En Biología, los caracteres hereditarios están básicamente gobernados por 
unas partículas o unidades de información llamadas genes que por lo general se 
transmiten de una generación a la siguiente y de ordinario se agrupan por pares de 
alelos o formas alternativas del gen, alojados en un mismo locus cromosómico.
Una de estas formas es dominante y la otra recesiva; es decir, una repite el carác-
ter en la generación filial cuando su pareja es dominante o recesiva y la segunda 
sólo puede hacerlo cuando su pareja es también recesiva. Esquemáticamente, si 
designamos con A al alelo dominante y a al recesivo, el par Aa se manifestará 
como el AA. Por consiguiente, en la reproducción sexual de los individuos diploi-
des; es decir, aquellos formados por pares de cromosomas en una doble colección, 
la mitad procedente del padre y la otra de la madre, respecto de un cierto locus o 
genes alelomorfos; los hijos serán AA, Aa y aa en proporciones 1:2:1 siendo los 
AA idénticos a los Aa. Respecto del locus considerado, los individuos de genotipo
AA o aa se llaman homocigóticos y los Aa heterocigóticos. Salvo en las células 
reproductoras o sexuales, llamadas gametos, los genes se encuentran por pares en 
todas las células de un organismo. La reunión de la célula reproductora paterna y 
de la materna aporta al cigoto la doble colección de información que determinará 
el genotipo del individuo filial; es la primera ley de Mendel. Un ancestro macho 
AA y otro hembra aa diseñarán una primera generación filial donde todos los in-
dividuos, respecto de ese gen, serán idénticos: Aa. Los apareamientos aleatorios 
dentro de esta primera generación filial, producirán individuos AA, Aa y aa en la 
proporción 1:2:1, pues uno los dos progéneres aportará alelos A y a y, consecuen-
temente, hay doble viabilidad para el genotipo Aa que para los otros dos posibles. 
Obsérvese que, conforme al experimento de Mendel, el genotipo aa inexistente en 
F1 reaparece en F2. La segunda ley de Mendel dice que los pares de genes son 
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Figura 1 

transmitidos independientemente los unos de los otros; es decir, si consideramos 
dos pares de genes A, a, B y b y se produce el apareamiento de un genotipo AA BB
con un genotipo aa bb, los individuos de la primera generación filial serán todos 
Aa Bb y, por consiguiente, producirán cuatro tipos de gametos: AB, Ab, aB y ab
que generarán cigotos de nueve genotipos: AA BB, AA Bb, Aa BB, Aa Bb, AA bb,
Aa bb, aa BB, aa Bb y aa bb. Con independencia de las mutaciones y de otros 
fenómenos excepcionales que alterarían la situación descrita, a la segunda ley de 
Mendel se le presentan de hecho algunas excepciones debidas al fenómeno del 
sobrecruzamiento cromosómico que por rompimiento de las cromátidas o compo-
nentes longitudinales del cromosoma, ligaría de modo imprevisto los alelomorfos 
de un locus con los del otro (figura 1) generando combinaciones inesperadas y eli-
minando posibilidades de elemental viabilidad.

La ley de Hardy−Weinberg

Consideremos una población infinita o suficientemente extensa referida a un 
locus con los genes alelomorfos R y r. La población estará entonces constituida 
por los genotipos RR, Rr, rr con probabilidades asociadas, respectivamente: a, 2b,
c, donde a+2b+c=1. De modo que la probabilidad de R será a+b y la de r será 
b+c. La generación filial se entiende como consecuencia de apareamientos aleato-
rios entre los ancestros, sin fracasos y con el supuesto de que el número de des-
cendientes es el mismo o, al menos, las diferencias son despreciables. La tabla de 
asignación de probabilidades a los apareamientos es la siguiente: 

RR×RR RR×Rr RR×rr Rr×Rr Rr×rr rr×rr

a2 4ab 2ac 4b2 4bc c2
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que provocaran los tres genotipos posibles en la generación filial con las pro-
babilidades asociadas que se describen en la tabla siguiente: 

 RR Rr rr 

RR×RR a2 0 0 

RR×Rr 2ab 2ab 0 

RR×rr 0 2ac 0 

Rr×Rr b2 2b2 b2

Rr×rr 0 2bc 2bc 

rr×rr 0 0 c2

Sumando por columnas se obtienen las probabilidades asociadas a los genoti-
pos RR, Rr, rr, en la generación filial. Son, respectivamente: (a+b)2, 2(a+b)(b+c), 
(b+c)2. Es decir, la probabilidad asociada a R es (a+b)2+(a+b)(b+c)=
(a+b)[(a+b) +(b+c)]=(a+b) e igualmente, la de r es (a+b)(b+c)+ (b+c)2=(b+c).
Lo que supone que la probabilidad asociada a cada gen es la misma de generación 
en generación y lo mismo sucede con las probabilidades asociadas a los genoti-
pos. Este resultado observado experimentalmente en Biología, se conoce como ley
de equilibrio o, simplemente, ley de Hardy−Weinberg. La demostración por in-
ducción se plantea, elementalmente, del mismo modo. Por otra parte, llamando, 
como se hace habitualmente, p=a+b y q=b+c (q=1−p), la función en 
p: ( ) (1 )f p p p= - , tiene un máximo para p=1/2, lo que supone que, cualquiera 
que sea p; 0<p<1; p(1−p)≤1/4. O bien: 2pq≤1/2; es decir, a lo sumo la mitad de 
los individuos son heterocigóticos. Con esta notación: 

2 2

( ) , ( ) 1

( ) , ( ) 2 , ( )

p R p p r q p

p RR p p Rr pq p rr q

= = = -

= = =

Geometría del equilibrio 

Si llamamos x=p(RR), y=p(rr), z=p(Rr), es evidente que: 1x y z+ + = .
Además, 2 4z xy= . Por consiguiente [2] las proporciones de los genotipos en 
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(1, 0, 0)

(0, 1, 0)

(0, 0, 1)

Figura 3

Figura 2 

una población en equilibrio de H−W están, en su calidad de variables ligadas, 
sobre la cuádrica 2 4z xy=  y sobre el plano 1x y z+ + =  y, por lo tanto, sobre 
la parábola determinada por la intersección (figura 2). 

El plano corta a los ejes en los puntos (1, 0, 0) (0, 1, 0) y (0, 0, 1), que for-
man un triángulo equilátero cuyo lado mide √2. Y la parábola pasa por los dos 
primeros. Si se diera la situación extrema de que una de las proporciones fuera 1, 
las otras dos serían 0, por lo tanto los puntos están situados sobre el arco de pará-
bola entre esos dos vértices, inscrito en el triángulo (figura 3).  

Las infinitas proporciones que dependiendo del valor de p, equilibrarían la 
distribución de genotipos en una población de cigotos describen un triángulo 
equilátero.
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INSTRUCCIONES PARA EL ENVÍO DE ORIGINALES 
PARA SU PUBLICACIÓN EN EL BOLETÍN 

Los originales de artículos, problemas, reseñas de libros, anuncios de congre-
sos, etc, deben enviarse en papel y además también en disquete, del modo especi-
ficado a continuación. 

Copias en papel 

Se enviarán por duplicado, escritas con un procesador de texto en hojas de 
tamaño DIN A-4. El formato debe ser 17cm x 12.8cm en 11 puntos. 

Para facilitar la impresión es preferible usar procesador Word o LATEX (en 
este último caso deberá usarse estilo “article” y si se usan paquetes específicos 
deberán incluirse los archivos correspondientes a esos paquetes). Si se usa otro 
procesador, deberá ajustarse exactamente al tamaño de formato, pues habría de 
ser escaneado. 

Los artículos comenzarán con el título (en minúsculas grandes), nombre de 
autores y referencia de su departamento o institución (como suelen aparecer en el 
Boletín), e-mail si se tiene y “abstract” de unas líneas en inglés. Se terminará el 
artículo con la bibliografía (y nada más después de ella). 

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador). Serán in-
cluidas en el lugar apropiado del texto en el tamaño en que deban ser reproducidas 
(Además, si se desea, pueden volver a incluirse al final en mayor tamaño, para ser 
escaneadas). 

Las soluciones de problemas deben comenzar indicando: “Problema número 
(Boletín número)”, tal como suelen aparecer en el Boletín, y terminar con el nom-
bre del autor de la solución de cada problema. 

Las reseñas de libros, como suelen aparecer en el Boletín, con el nombre del 
autor de la reseña al final. 

Copia en disquete 

Se enviará un disquete formateado para PC compatible (DOS 3.x o superior), 
conteniendo el archivo del documento en el procesador de texto utilizado. 

Envío

Todo ello se enviará a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la página 2 
de este número del Boletín. 
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Selección de originales 

Serán revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se 
ajustan a la línea general del Boletín. Si se considera oportuno, se pedirá a los auto-
res que reduzcan su extensión o hagan algunas modificaciones en su contenido. 

ADQUISICIÓN DE NÚMEROS ATRASADOS 
DE NUESTRO BOLETÍN 

Los números atrasados del Boletín, de los cuales existan ejemplares sobran-
tes, podrán ser adquiridos al precio de coste de mil pesetas ejemplar. 

Los números de los que aún quedan algunos ejemplares sobrantes son los si-
guientes:

35, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57 
y 58. 

El importe puede ser abonado mediante cheque a nombre de la “Sociedad 
Puig Adam de Profesores de Matemáticas”, o mediante transferencia a la cuenta 
corriente número 3025-0006-24-1400002948, al mismo nombre de la Sociedad, 
domiciliada en la entidad bancaria: 

CAJA DE INGENIEROS 
c/. Carranza, 5 - 28004 Madrid 

La carta de petición se enviará a la sede de nuestra Sociedad: 

SOCIEDAD “PUIG ADAM” DE PROFESORES DE MATEMÁTICAS 
Facultad de Educación (Dpto. de Álgebra) 
C/ Rector Royo Villanova, s/n - Ciudad Universitaria 
28040 Madrid 

En la carta se incluirá: 

– el número o números a adquirir, 
– la dirección a donde se han de enviar, 
– el correspondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia. 


