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Convocatoria
de la Asamblea General Ordinaria

de 2001

Se convoca la Asamblea General Ordinaria de la Sociedad “Puig Adam” de
Profesores de Matematicas correspondiente al afio 2001 para el sabado dia 21 de
abril del 2001, en los locales de la Facultad de CC. Matematicas de la Universi-
dad Complutense de Madrid, Ciudad Universitaria, a las 11:30 en primera convo-
catoria y a las 12:00 en segunda, con el siguiente:

ORDEN DEL DIA

1. Lectura y aprobacion, si procede, del acta de la sesion anterior.
2. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad

3. Informe del tesorero. Presentacion y aprobacion, en su caso, de las cuentas de
ingresos y gastos.

4. Eleccion de nuevos cargos directivos.
5. Asuntos de tramite.
6. Ruegos y preguntas.



XIX Concurso de Resolucion de Problemas

convocado por

Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Matemadticas y Colegio
de Doctores y Licenciados en Ciencias y en Filosofia y Letras

BASES DEL CONCURSO

Primera: Los alumnos podran participar en el Concurso en tres niveles:

a) Primer nivel: alumnos de 3° de E.S.O.
b) Segundo nivel: alumnos de 4° de E.S.O.
c) Tercer nivel: alumnos de 1° Bachillerato (2° y 3° de F.P. II)

Segunda: Las pruebas consistiran en la resolucion de Problemas de Matemadticas
(los mismos para todos los concursantes de un mismo nivel) y se realizaran en la ma-
flana del sabado 23 de junio del 2001 a partir de las 10 horas.

Tercera: A los mejores de cada nivel, se concederan diplomas y premios.

Cuarta: Los Centros que deseen presentar alumnos (hasta un maximo de seis)
deberan realizar la preinscripcion antes del dia 21 de Mayo del 2001, dirigiéndose por
carta al presidente de nuestra sociedad:

Prof. Javier Etayo Gordejuela
Departamento de Algebra
Facultad de Ciencias Matematicas
28040-Madrid

En la preinscripcion no es preciso hacer constar los nombres de los alumnos se-
leccionados. Si algun centro desea presentar mds de seis alumnos, debe solicitarlo
antes de la fecha mencionada anteriormente.

Quinta: Los centros entregaran a los alumnos que envien, credenciales indivi-
duales en las que se haga constar que han sido seleccionados por su excepcional apro-
vechamiento en Matematicas, asi como el curso en que estan matriculados en el afio
académico 2000-2001.

Nota importante: Los dos primeros clasificados de cada nivel son invitados a par-
ticipar en la Olimpiada Rioplatense de Argentina, en diciembre de 2001 (en el supues-
to de que se consigan becas para pagar los billetes hasta Buenos Aires).



Numero especial dedicado al
profesor P. Abellanas

En el nimero 54 de nuestro Boletin, Julio Ferndndez Biarge publico una
semblanza de la vida y la obra del profesor D. Pedro Abellanas, fallecido en julio
de 1999.

La Asamblea General de la Sociedad, en su sesion de 29 de abril de 2000,
aprobd la publicacidon de un nimero especial monografico dedicado a su memoria.
En cumplimiento de ese acuerdo, la Junta Directiva se ha dirigido a los discipulos
mas allegados al profesor Abellanas, en solicitud de colaboracidon para ese nimero
conmemorativo.

La respuesta ha sido, como era de esperar, generosa; hasta tal punto que los
trabajos recibidos exceden la capacidad de un nimero de nuestro Boletin. Por ello
en este nimero 57 publicamos diez de los articulos, y el resto aparecera en el
proximo niimero 58.

La Junta Directiva de la Sociedad desea agradecer muy expresivamente la
cordialisima acogida que ha tenido esta iniciativa, y se honra junto con todos sus
socios en el homenaje y el recuerdo al maestro.

Nota: En la pagina siguiente puede verse una fotografia, tomada en abril del afio
1977, en la que aparece el profesor Abellanas rodeado por la mayoria de sus dis-
cipulos de aquel tiempo, celebrando la obtencidén de una catedra por parte de uno
de ellos.






El sitio de Zaragoza
o0 mi encuentro con Don Pedro

José Javier Etayo

Por estos dias, los dias en que me pongo a escribir, se cumplen los cincuenta
y cinco afios. Larga cuenta la que va desde aquel primer encuentro con don Pedro
Abellanas hasta el momento de redactar estas lineas en su recuerdo. Dentro de ese
tiempo van sucediéndose todas las fases de una relacion creciente: de andnimo
alumno a examinando totalmente transparente, de estudiante dirigido por €l a dis-
cipulo, ayudante y colaborador, compaiiero, amigo filial y deudor en suma de casi
todo aquello en que ha consistido mi vida universitaria y en parte también mi vida
personal. Asi hasta el final, porque creo poder considerarme receptor del honor y
el privilegio, triste privilegio, de que el ultimo articulo que don Pedro publico fue
seguramente el escrito en obsequio mio con motivo de mi jubilacion.

Y en este camino me ha acompafiado una nutrida representacion de la comu-
nidad cientifica, matematica sobre todo: la de quienes han sido discipulos, direc-
tos o indirectos, o simplemente alumnos de don Pedro. A ella se incorporaron casi
todos en Madrid, donde desde 1948 ejercid su docencia, y aqui acudimos también,
antes o después, quienes fuimos sus alumnos en Zaragoza: es el pequefio grupo,
porque alli éramos muy pocos, que nos sentimos y declaramos discipulos zarago-
zanos de don Pedro.

El primero fue Julio Fernandez Biarge, y ¢l mismo lo manifestaba en un pre-
cioso articulo necroldgico que en este mismo Boletin escribid. Bajo su direccion
hizo alli la tesis doctoral, mientras ocupaba la adjuntia de Geometria analitica, y
de sus espléndidas clases de problemas fuimos beneficiarios nosotros. Se anticipo
a don Pedro, lo mismo que Martinez Losada, en su traslado a Madrid, mientras
que los demads, Sancho Guimerd, Viviente y yo mismo, lo hicimos siguiendo sus
pasos y buscando el amparo de su magisterio. Julio fue, si, su primer discipulo y
creo que yo puedo gloriarme de ser el tercero, después de Sancho.

Tras de nosotros vienen muchos mads, los que surgieron en Madrid, y algunos
de ellos nos expondran sin duda en estas paginas la vision que de su persona y de
su labor tuvieron, de modo que la etapa madrilefia estara bien cubierta; a mas del
breve recorrido que de su vida hizo Ferndndez Biarge en el articulo aludido y del



que espero que a mi también se me publique: el que a raiz de su fallecimiento
escribi para La Gaceta de la Real Sociedad Matematica Espafiola. Me ha parecido
por eso que el mejor modo de contribuir a un conocimiento mas completo de su
figura seria dejar entrever lo que fueron aquellos pocos afios, solo seis, en que
desempefio la catedra de Zaragoza y que son seguramente los menos conocidos
por ser tan reducido el nimero de los que alli pasamos por sus manos.

Estas van a ser s6lo mis impresiones, probablemente sesgadas como ocurre
siempre con los alumnos, pero que mantengo muy vividas, y creo que a don Pedro
le habria gustado que se hablase de aquellos tiempos: él era zaragozano, no so6lo
de nacimiento sino de corazon, y en aquella Universidad estudio la licenciatura y
tuvo su primera catedra. S¢€ también que €l recordaba con auténtico carifio su paso
por ella y solia hablar con elogio, en algunos casos inmerecido, de los que fuimos
sus alumnos. Por eso he querido hoy poner aqui a don Pedro en su sitio, en Zara-
goza, en aquella Zaragoza de sus ensuefios y de los mios.

Era, en efecto, un dia de octubre de 1945, el del comienzo de curso, cuando
me dispuse a recibir la primera leccion universitaria. El profesor era don Pedro
Abellanas y a la asignatura la llamdbamos “Geometria métrica”, aunque a €l le
gustaba mas decir “Elementos de Geometria”. No sin razon, pues de buenas a
primeras descargo sobre nuestras cabezas la axiomatica de Hilbert; que poco antes
habia muerto, segin nos informd. Y el caso es que parecia comenzar muy suave-
mente:

Cuando se quiere construir una casa -venia a decir- se empieza por considerar
las necesidades y servicios a que debe atender y como distribuirlos en el edificio y
planificar asi cada una de sus partes; lo ultimo que se hace, a la vista de todo ello,
es calcular los cimientos sobre los que debe levantarse la casa. Pero, luego, la
construccion sigue el sentido opuesto: primero se ponen los cimientos que hemos
calculado para que sostengan el edificio y vamos levantando éste de modo que
alcancemos, al revés de como las habiamos planteado, cada una de las respuestas
a que teniamos que hacer frente. Asi también hubo de conocerse detalladamente
la geometria antes de sentar sus principios fundamentales, y ahora, proyectada ya
y establecidos esos principios, se debe, apoyandose en ellos, construir la geome-
tria como se construye el edificio sobre los cimientos.

Y de repente, en ese estado de beatitud a que nos habia llevado, nos solto los
postulados, los cimientos, y empez6 a poner sobre ellos algunos ladrillos, los tre-
mendos lemas de ordenacion, sin ir mas lejos, que dejaron en mi 4nimo la impre-
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sion de que me habia equivocado de aula o, si no era asi, que me habia equivoca-
do de carrera. Porque aquello no se parecia nada a lo que en el bachillerato enten-
diamos como matematicas. Y, sin embargo, superado ese susto inicial, jqué mag-
nifica construccion de la geometria pudimos contemplar! Porque aquello no fue
aprender geometria sino aprender a hacer geometria y, si se me apura, aprender a
hacer lo que sea, cualquier cosa que sea: aprender a hacer.

No creo que esa impresion sea sélo mia. Al saber de su fallecimiento me es-
cribia un compaifiero de curso que no ha tenido después con don Pedro relacion
profesional: “Pese a lo que me tocd sudar con él, guardo un profundo recuerdo y
agradecimiento a su magisterio. Con ¢l pasé de creer que un gedometra era una
persona con un cartabén y una escuadra perfectos y con un lapiz de una punta
finisima, o sea, de un concepto de colegio y de bachiller, a enfrentarme con los
postulados. jLo que me hicieron suftrir y lo mucho que me han servido como rigor
para estudiar!”

Pienso yo ahora que don Pedro, que entonces tenia treinta afios y hacia tres
que habia obtenido la catedra, desplegaba un metodico pero arrollador empuje
juvenil. Habia estado en Alemania trabajando con van der Waerden, cuyo libro de
“Algebra moderna” -y lo recordaba también Fernandez Biarge- nos lo hizo estu-
diar después, y no seria raro que esa perfecta edificacion, ademas del libro mismo
de Hilbert, le sirviera de algin modo de modelo para levantar la de su geometria.
Mucho mas tarde nos confeso la decepcion que sintié cuando un compafiero suyo,
ya mayor, comentd despectivamente que aquello que hacia no era geometria sino
algebra. Uno de los que le oiamos saltdé como un resorte: ;Si nos lo llega a decir
entonces a nosotros, salimos a la calle exhibiendo sus apuntes como si fueran la
Biblia! Cuento todo esto, que hoy queda ya fuera de cuestion, para destacar lo
que, frente al discurso entonces dominante, hubo en sus planteamientos de nove-
dad, de aire fresco, y lo que supuso el rigor, la fundamentacion y la consistencia
que don Pedro dio a sus lecciones y nos inculcé a sus alumnos, forjandonos asi
como matematicos. Lo dice también Biarge en el citado articulo, que los que tu-
vimos la suerte de seguir sus cursos “debemos a don Pedro la parte mas importan-
te de nuestra formacién matemadtica que ya nunca tuvimos que reconsiderar y so-
bre la que edificamos cualquier construccidn posterior”.

LY cdmo eran sus clases? Para empezar diré como empezaban: con una pun-
tualidad absolutamente escrupulosa. Cuando tras de €l se cerraba la puerta ya no
podia entrar nadie, aunque llegdsemos tarde por habérsenos retenido en la clase
anterior. (Anecdoticamente recordaré que ni siquiera pudo hacerlo una ruidosa

11



multitud que llegd a la Facultad procedente de otras, sobre todo de Veterinaria,
voceando e intentando sacarnos de clase para manifestarnos por no recuerdo qué;
lo consiguio en todas las aulas menos en la suya: don Pedro salio imperturbable a
la puerta, dijo seriamente dos o tres palabras y el tumulto se deshizo como por
ensalmo.) Su puntualidad era para entrar, no para salir; hasta que no agotaba la
cuestion que nos explicaba no daba por terminada su leccidon. En el horario de
aquel primer curso habia un dia a la semana en el que se acumulaban dos clases
de su asignatura separadas por un descanso de un cuarto de hora. Vana ilusion:
empezaba puntualmente la primera hora, se comia sin interrupcion el cuarto de
hora intermedio y terminaba la segunda hora cuando tocaba; no creo que bajése-
mos nunca de dos horas y media seguidas. Era, pues, lo contrario del profesor del
cuento que decia que, ya que no habia sido puntual al entrar, lo seria al salir; al-
guno de este ultimo tipo tuvimos también por alli.

Bien, pues hemos llegado a tiempo y ya estamos dentro. Invariablemente sus
primeras palabras eran: “Un sefior, que haga el favor de escribir”. Ya nos habia
dicho el primer dia que, debido a la herida que tenia en el pie y de la que cojeaba
visiblemente, no podia permanecer en la pizarra y requeriria un voluntario que
fuese fijando en ella los pasos, formulas y figuras que él iba verbalmente descri-
biendo; al verle después en Madrid llenando pizarras y pizarras en sus clases pen-
sé no solo que estaba muy mejorado de su herida de guerra sino cuanto habria
sufrido su paciencia al hablar alli sentado mientras uno de nosotros iba escribien-
do o dibujando torpemente lo que €l exponia.

Por otra parte, todo hay que decirlo, el voluntario que salia a la pizarra iba
bien servido: se convertia en la diana de todas las preguntas que a lo largo de la
explicacidn surgian y se llevaba los sofocos consiguientes si no sabia o respondia
mal: no habia mas remedio que llevar bien estudiado todo lo anterior para salir
airoso, y aun asi... Algunas anécdotas y ocurrencias podria contar, pero ahora no
es oportuno. No hace falta decir, pues, lo poco apetecible que era el oficio de “vo-
luntario que sale a la pizarra”; la solucion fue turnarnos, poniéndonos de acuerdo
entre nosotros, y asi ibamos desfilando uno cada dia. A veces, por la razén que
fuera, no conseguiamos convencer a nadie para que saliese y nos queddbamos
todos mirando al techo cuando don Pedro pedia aquella ayuda; era s6lo un instan-
te porque, sin mas, su dedo inexorable sefialaba al “voluntario” que ¢él elegia con
un “jUsted!”, giraba el dedo hacia la pizarra y allé iba el infeliz dispuesto al sacri-
ficio. Que se aumentaba con pasar luego la tarde copiando de los demas los apun-
tes que habian tomado. Una vez llegd a pedirnos los apuntes que hasta entonces
teniamos escritos, jy nos los devolvio corregidos al dia siguiente! Claro que cuan-
do nos lo anuncio6 fue de ver el apuro de algunos que tuvieron que borrar los co-
mentarios y exclamaciones con que habian adornado su redaccion.
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jPero aquellos apuntes...! Seguro que més de uno los hemos conservado co-
mo oro en pafio. Ellos son la transcripcion, tan fiel como nos era posible, de unos
cursos magistrales, densos, claros, metddicos y perfectos, y constituyen el texto
personal de cada uno.

Se comprenderd, con todo esto, que al final del curso don Pedro nos conocia
a todos hasta por el forro, aunque nunca nos hizo exdmenes parciales. Mas ade-
lante nos confidé que a €l, cuando era estudiante, siempre le habian fastidiado los
parciales: que juzgasen de una vez si sabia o no la asignatura y que le dejasen en
paz con aquella mania de aprobarla a plazos. Esa era su postura entonces y es la
que hubimos de afrontar al terminar aquel primer curso. Hacia primero un examen
eliminatorio de problemas a lo largo de tres sesiones, si mal no recuerdo. Nos
daba tiempo suficiente, permitia consultar libros y apuntes, desde luego, y a pesar
de todo era una prueba de fuego: problemas de verdad, ingeniosos, no de los lla-
mados “de feliz idea”, pero dificiles y que requerian un buen conocimiento de la
asignatura. Aquel afio sélo dos nos libramos de ser eliminados y pasamos al exa-
men tedrico; y eso que en aquel primer curso no éramos tan pocos, puesto que
entonces lo seguian también los aspirantes o alumnos de Arquitectura; tal vez
llegdsemos a veinte alumnos o mas.

Pasamos, pues, al examen tedrico, que era siempre oral, y en €l queddbamos
totalmente al descubierto. Venia a durar unos tres dias como minimo, en sesiones
de mafiana y tarde, a no ser que alguno hubiera demostrado antes su falta de pre-
paracion y fuera despedido con un “Vaya usted con Dios”. Los demas, ya lo sabi-
an: “Vuelva usted esta tarde” o “Vuelva usted mafiana”; algo cuyo final nunca
veiamos llegar. Y nadie piense que el examen consistia en un atosigamiento de
preguntas que buscasen acorralar al alumno, todo lo contrario: a cada uno lo si-
tuaba frente a una pizarra, le proponia un tema y le dejaba discurrir el tiempo que
quisiera, incluso haciendo sus ensayos en la pizarra; cuando creia que ya tenia la
respuesta a punto, se lo decia y pasaba a desarrollar lo que habia pensado o escri-
to, sometiéndose a cuantas preguntas o aclaraciones le pedia. Si la cosa habia re-
sultado bien, nueva pregunta y se repetia la escena. De paso aprovechaba la oca-
sidn para ir sefialando los aspectos que el pobre reo debia corregir, cosa que sabia
muy bien después de que durante todo el curso le habia tomado el pulso cuando
actuaba en sus clases, mas como destinatario de sus preguntas que de amanuense:
a uno le acusaba de ser un vago, a otro de intentar recordar y no discurrir, a otro
de sucio y desordenado,... pero, sobre todo, les ayudaba a ajustar bien y depurar
sus conocimientos.
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Y, asi, durante tres dias o mas; el que resistia, claro: no cabe la menor duda
de que don Pedro acababa conociendo, mejor que el mismo examinando, hasta la
ultima particula de lo que sabia. Porque nosotros, la verdad, después de noches
enteras estudiando sin dormir, al final ya no sabiamos ni dénde estabamos. Qué
cara de desanimo y abatimiento debid de ponérsenos a los dos que en aquel pri-
mer curso habiamos recorrido el largo examen oral y creiamos haber llegado a su
fin, cuando una vez mas nos citd para el dia siguiente y nos saco a la pizarra; tal
seria que hasta sintid piedad: “No se apuren ustedes, que estan aprobados los dos.
Solo quiero ver si a alguno de los dos puedo darle notable”. Fue como recuperar
el alma. (Al final nos dio notable a los dos.)

A nadie extrafiard que la superacion de estos exdmenes la consideraramos po-
co menos que una heroicidad y que un aprobado en ellos fuera mas apreciado que
un sobresaliente en otra asignatura; ni tampoco un suspenso era necesariamente
un desdoro, lo cual llegd a trascender a toda la Universidad. En Zaragoza habia
entonces un solo Colegio Mayor masculino (habia también uno femenino), que
era muy solicitado y, por tanto, muy selectivo en la admision y continuidad de sus
residentes: el suspenso en una asignatura equivalia a la exclusion como colegial
desde el curso siguiente. Excepto si la asignatura era de don Pedro: un suspenso
suyo no contaba como motivo de no admisidn; hasta ese punto era reconocida su
exigencia y su rigor. Sélo eso, porque lo que no podia negarsele era la firme base
en que fundaba sus juicios, el exhaustivo conocimiento, a través de sus preguntas
y de sus examenes, no solo de lo que el alumno sabia sino hasta de cémo era y de
lo que podia dar de si. Cabria tal vez haber sido mas o menos indulgente o haber
dulcificado las pruebas pero lo que con ellas no podria ser jamas es arbitrario.

Como es natural, tal acumulacion de datos para formular el juicio mas objeti-
vo deseable sdlo podia lograrse contando con muy pocos alumnos. Cuando mas
tarde me reencontré con don Pedro en Madrid, las cosas, como siempre que de-
penden del nimero, habian cambiado mucho: tenia cursos muy numerosos, inclu-
sO masivos, no era posible el examen oral, recurria a frecuentes examenes parcia-
les y era él, ademas, el que explicaba en la pizarra. Por otra parte, algunas de sus
asignaturas eran generales para alumnos de otras procedencias o de otras licencia-
turas y no sentia la obligacion de formar estrictamente matemadticos. Por lo que
fuera, y aunque probablemente sus alumnos madrilefios le recuerden de serio y
exigente proceder, y asi era sin duda, no creo equivocarme si lo considero dificil-
mente comparable al que habiamos conocido. El también lo decia, acudiendo a la
repetida escala de haber empezado por ser Sancho el Bravo, pasar por el Fuerte y
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convertirse finalmente en Sancho Panza: “Es que en Zaragoza estaba todavia sin
desbravar”, me decia una vez, recordando nuestros viejos tiempos.

Ya se entiende que este cambio afecta sélo a los niveles de exigencia y que
de ningun modo es cualitativo; porque don Pedro, afortunadamente, ha sido siem-
pre el mismo. Lo sé muy bien puesto que junto a él he pasado practicamente mi
vida académica, desde que vine a Madrid siguiendo la estela dejada por aquellos
tres afios en que fue mi profesor en Zaragoza. De ellos quise hablar aqui y no he
conseguido siquiera pasar del primero; y aun asi se me ha ido la mano: es lo que
pasa a estas alturas de la vida cuando uno se pone a hablar de sus cosas. Pero es
igual: los dos afios siguientes, aunque con las correspondientes variantes, no hari-
an sino reforzar esa primera impresion que ha sido decisiva, en mi y en otros.

Este afio volvi alli a celebrar las Bodas de Oro de la Licenciatura con los
compafieros de las distintas ramas de Ciencias, y el gozo con que he vivido esos
dias y los recuerdos que me han suscitado me mueven a no cesar de dar gracias a
Dios por haberme puesto, durante los ya lejanos afios que he evocado, en aquel
lugar, la Universidad que tanto amé; y, al volver a pisar el edificio de la que fue
nuestra Facultad, aquel “sitio de Zaragoza” que contribuy6 a hacer de mi lo que
he sido, no pude por menos que situar en muy alto lugar la figura del maestro que
entonces nos abrio sus puertas. Como lo hago aqui ahora.

Y hasta pienso que no le habria disgustado ver que lo recuerdo precisamente
alli y entonces, porque €l conservo siempre, y nos lo lego a todos, aquel espiritu
de reciedumbre y de firmeza, de lealtad sin complacencias, de rigor en el trabajo y
de consistencia en las ideas, pero también de sensibilidad y de comprension, que
muy bien puede atribuirse a los hijos de Aragdn de los que él, orgullosamente, se
sentia siempre formando parte. Creo por eso que tal vez llegaria a disculparme si,
ante la inhabilidad y el desalifio que han presidido este intento mio de trazar su
retrato, me pareciera mas oportuno recurrir para hacerlo al escueto marco de una
jota popular, de las que a veces solia gustar y con las que alli termina siempre
toda celebracion. Que podia ser ésta:

Treinta partes de franqueza,
veinte de desinterés

y cincuenta de nobleza:
jeso es un aragonés!
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Recuerdo de algunas iniciativas
de D. Pedro Abellanas

Joaquin Arregui

Departamento de Geometria y Topologia
de la Universidad Complutense

En el titulo de estas breves lineas menciono la palabra “algunas” porque quie-
ro referirme sélo a dos de las variadas iniciativas que D. Pedro realiz6 en pro de la
matematica espaifiola a lo largo de su dilatada vida profesional. Son dos cuestiones
de las que en su inicio fui testigo directo.

1. Reuniones Anuales de Matematicos Espaiioles.

En 1960 se inicid mi colaboracion con D. Pedro Abellanas en el Instituto Jor-
ge Juan de Matematicas del C.S.1.C., del que entonces D. Pedro era Director. De
vez en cuando teniamos en su despacho unas reuniones informales, que podria-
mos llamar tertulias matemadticas, a las que asistian mas habitualmente, Botella,
Etayo, Miguel Laplaza, Gonzalo Calero,... y, con menos frecuencia, Jos¢ Martinez
Salas, Pascual Ibarra, Angel Martinez Losada, y quizé algtn otro.

Recuerdo que en una de estas tertulias, D. Pedro comentd que seria conve-
niente fomentar el trato entre los profesionales de la Matematica en Espafia, y
también facilitar a los jovenes investigadores la oportunidad de dar a conocer el
trabajo que realizaban. Sugirié que un modo de conseguir esto podria ser la orga-
nizacioén de algun tipo de reuniones cientificas en las que se pudieran exponer los
temas en que estaban trabajando. La idea gusto a los asistentes.

D. Pedro trato esta cuestion con D. Sixto Rios, Director del Instituto de Esta-
distica del C.S.1.C., a quien la iniciativa parecié excelente. A continuacion, ambos
conjuntamente, convocaron a los matematicos espafioles a un encuentro cientifico
en los locales de los dos Institutos, situados en el mismo edificio del C.S.I.C. Esta
convocatoria tuvo muy buena acogida, y el encuentro se celebré en 1960, con la
asistencia de numerosos profesores de las Facultades de Matemadticas que enton-
ces habia en Espafia, las de Madrid, Barcelona, y Zaragoza, y también de profeso-
res de las restantes Universidades.
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Finalizadas las sesiones cientificas se constituyd una asamblea, abierta a to-
dos, en la que se procedio a reorganizar la Real Sociedad Matematica Espafiola
(R.S.M.E.), que desde hacia tiempo llevaba una vida un tanto languida, eligiendo
una Junta Directiva, con Delegaciones en los distintos Distritos Universitarios,
presidida por D. Alberto Dou Mas de Xexas. En la misma asamblea, visto el buen
resultado de la reunion cientifica celebrada y la opinidon unanime a favor de repe-
tir encuentros de este tipo, los asistentes de la Universidad de Zaragoza se ofrecie-
ron para organizar una segunda edicion en su Universidad el siguiente afio 1961.

La reunidon de Zaragoza fue un gran éxito, y en la Junta General de la
R.S.M.E. se aprobo la propuesta de los asistentes de la Universidad de Barcelo-
na, de tener en esta Universidad la Tercera Reunién Anual de Matematicos Es-
pafioles (R.A.M.E) en el siguiente afio 1962. La IV R.A.M.E. tuvo lugar en la
Universidad de Salamanca, en diciembre de 1963. En la Junta General de la
R.S.M.E. alli reunida se procedio a la renovacién de la Junta Directiva de la
Sociedad, eligiendo a D. Francisco Botella como Presidente. En esta misma
Junta General se acordd organizar, como luego se dira, la primera Olimpiada
Matematica Espaiiola.

Se puede decir que las R.A.M.E. alcanzaron pronto su objetivo: se aprecia
la amplitud de participacion en los Encuentros de los Matematicos Espafoles a
la vista de la organizacion de la X R.A.M.E. celebrada en la Universidad de La
Laguna del 15 al 20 de diciembre de 1969: los trabajos presentados estaban cla-
sificados en 6 Secciones, correspondientes a las areas de Analisis; Geometria y
Topologia; Estadistica y Calculo Numérico; Algebra, Logica y Fundamentos de
la Matematica; Mecdanica, Astronomia, y Fisica Matematica; y Metodologia,
Didéctica e Historia de la Matemadtica. En la Junta Directiva de la Reunion esta-
ban, presidiendo la Comision Ejecutiva, D. Joaquin M* Cascante como Presi-
dente; D. Pedro Abellanas, D. Enrique Vidal Abascal, y D. Nacere Hayek Calil
como Vicepresidentes; y presidiendo las Secciones antes citadas, respectiva-
mente, D. Enrique Linés, D. José Teixidor, D. Sixto Rios, D. German Anco-
chea, el Rvdo. P. Antonio Romafia, y D. Antonio de Castro Brezezicki.

La XI R.A.M.E. tuvo lugar en la Universidad de Murcia, en diciembre de
1970. Asisti6 el portugués D. Hamilcar da Silva Lobo, profesor de matematicas
de Ensefianza Media en Lisboa y gran entusiasta de las R.A.M.E., en las que ya
habia participado en afios anteriores. En la Junta de la R.S.M.E. D. Hamilcar ma-
nifesto el deseo de la Universidad de Lisboa de acoger en sus aulas la siguiente
edicion de las R.A.M.E. con la participacion conjunta de matematicos espafioles y
portugueses. Los asistentes recibieron muy bien ésta propuesta, y en abril de 1972
tuvo lugar en Lisboa la I Reunidon Hispano-Lusa de Matematica. Alli se acordd
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continuar estas reuniones Hispano-Lusas, celebrando de modo sucesivo dos en
Espafia y una en Portugal.

Estas Reuniones Hispano-Lusas se tuvieron regularmente hasta 1990 con la
excepcion del afio 1975: en el afio 1974 se celebrd en Sevilla; en el afio 1975 la
Reunion debia tenerse en Portugal pero los matematicos portugueses guardaron
silencio y no hubo Reunion. En 1976 se celebrd en Mdlaga sin asistencia de por-
tugueses; y ya en 1977, se tuvo en Jaca la IV Reunion Hispano-Lusa con asisten-
cia de matematicos de los dos paises. Las Hispano-Lusas tuvieron su ultima edi-
cion en Evora el afio 1990. Desde entonces los especialistas de las diversas areas
de la Matematica han organizado sus propias Reuniones o Simposios de modo
independiente, hecho que parece consecuencia natural del apreciable aumento de
los cultivadores de esta Ciencia y de las exigencias de la especializacion.

2. Olimpiadas Matematicas Espafiolas

Otro de los recuerdos que tengo de aquellas tertulias en el despacho de D.
Pedro se refiere a la ocasion en que éste hizo algunas consideraciones acerca de
los pocos jovenes que entonces hacian la carrera de Matematicas. Esta circunstan-
cia le alentaba a hacer algo que animase a cursar los estudios universitarios de
Matematicas a aquéllos que tuvieran una relevante aptitud para este tipo de sabe-
res. Mas adelante tuve la referencia de que en una conversacion con Lora Tama-
yo, a la sazén Ministro de Educacion, €ste le coment6 a D. Pedro que en Espafia
hacian falta muchos mas matematicos.

D. Pedro tenia informacion de las Olimpiadas Matematicas que se hacian en
algunos paises, especialmente del Este Europeo, y consideraba posible organizar
algo semejante en Espafia, viendo en la institucion de las Olimpiadas una posible
via para fomentar las vocaciones matematicas.

Poco después, contando con la ayuda del Ministerio de Educacion, en la Jun-
ta General de la R.S.M.E. que tenia lugar en Salamanca, en diciembre de 1963
con ocasion de la IV R.A.M.E., D. Pedro expuso su proyecto sobre las Olimpia-
das. La idea fue bien recibida, y en la misma Junta se acordaron las lineas genera-
les de su organizacion y también la realizacion de la I Olimpiada en el mismo
curso 1963-64.

Podian presentarse a la Olimpiada los alumnos del tltimo curso de Ensefianza
Media. La Delegacion de la R.S.M.E. en cada Distrito Universitario se encargaba
de organizar la Olimpiada para los alumnos de su Distrito. Los tres alumnos me-
jor clasificados de cada Distrito tenian opcidn a participar en la segunda fase de la
Olimpiada, de nivel nacional, cuya organizacion correspondia a la R.S.M.E. A los
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tres ganadores de cada Distrito Universitario el Ministerio de Educacién les con-
cedia una beca del P.I.O (Patronato de Igualdad de Oportunidades) para cursar la
Licenciatura en Matemadticas, con las mismas condiciones que se exigian a los
demas becarios del P.I1.O.; y los tres mejor clasificados en la prueba nacional reci-
bian un premio en metalico. La R.S.M.E. era la encargada del seguimiento de los
estudios de los becarios.

Las pruebas de la Olimpiada consistian en resolver algunos problemas elegi-
dos de modo que su resolucion dependiese mas de la aptitud para estudiar Mate-
maticas que de la erudicion.

Con el paso de los afios fueron cambiando los detalles de la organizacidon de
las Olimpiadas y también los premios a los ganadores, pero gracias a la compren-
sion del significado de estas Olimpiadas por parte de los sucesivos organismos
pertinentes del Ministerio de Educacion: Comisidén de Proteccion Escolar, Direc-
cién General de Promocion Estudiantil, I.N.A.P.E., Direccion General de Promo-
cion Educativa..., que siempre mantuvieron su colaboracion, las Olimpiadas se
celebraron todos los cursos (excepto en el curso 1977-78 en el que, a causa de un
cambio de Plan de estudios, los alumnos de COU eran todos repetidores).

3. Olimpiadas Matematicas Internacionales

Pocos afios antes de que se iniciaran las Olimpiadas en Espaifia se habia ce-
lebrado la I Olimpiada Matematica Internacional en Rumania con la participa-
cion de seis paises del Este Europeo. A este grupo inicial se fueron incorporan-
do después Francia, Gran Bretafia, Italia,... de modo que en 1977 eran ya 23 los
paises participantes, la mayor parte europeos. Por esa fecha ya se considera en
la R.S.M.E., siendo su Presidente D. José¢ Javier Etayo Miqueo, la posible in-
corporacion de Espafia a estas Olimpiadas, pero no se consigue superar la difi-
cultad que supone encontrar los medios econdmicos para llevarla a cabo. En
1982 el Instituto Nacional de Asistencia y Promocién del Estudiante  (I.N-
.A.P.E.) permite vencer este obstdculo al aprobar el proyecto presentado por la
R.S.M.E. para incorporar a Espaifia a las Olimpiadas Matematicas Internaciona-
les, y en 1983 un equipo espaifiol participa en la XXIV Olimpiada que se cele-
bra en Paris.

Desde entonces Espafia participa sucesivamente en las Olimpiadas Interna-
cionales que se celebran en Praga (1984), Helsinki (1985), Varsovia (1986), etc.
En Varsovia el equipo espafiol, formado por cuatro concursantes, consigue una
medalla de plata y dos de bronce.

4. Olimpiadas Iberoamericanas de Matematicas
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En 1985, en una reunién de Ministros de Educaciéon de los paises miembros
de la Organizacion de Estados Iberoamericanos para la Educacion, la Ciencia y la
Cultura (O.E.L) se acuerda instituir las Olimpiadas Iberoamericanas de Matemati-
cas, y Colombia se ofrece como sede para albergar la primera de estas competi-
ciones. Efectivamente esta Primera O.I.M. se tiene en Bogota, en el mismo afio
1985, organizada por el Ministerio de Educacion Nacional de Colombia.

Enterada la R.S.M.E. de esta iniciativa de la O.E.I., se consigui6 una subven-
cion del M.E.C. y se pudo enviar a esta Primera O.I.M. un equipo espafiol de con-
cursantes, que se clasifico en el primer puesto. La R.S.M.E. sigui6 enviando un
equipo espafiol a las sucesivas O.1.M., la segunda de las cuales se celebrd en Uru-
guay a principios de 1987, donde el equipo espafiol tuvo también una brillante
actuacion al obtener dos medallas de oro y dos de bronce.

La V Olimpiada Iberoaméricana se celebrd del 22 al 29 de septiembre de
1990 en Valladolid, siendo D. José Manuel Aroca Presidente de la R.S.M.E. Cada
pais podia enviar hasta cuatro participantes y se presentaron a competir 59 con-
cursantes de 16 paises. Los cuatro concursantes espafioles tuvieron una actuacion
muy digna consiguiendo una medalla de oro, una de plata y dos de bronce.

Es de interés sefialar que con ocasidon de estas Olimpiadas se generd una in-
tensa relacion entre los paises de la O.E.I. que se concretd luego en importantes
acuerdos en el area cultural y educativa.

La participacion espafiola en estas Olimpiadas Matematicas de nivel interna-
cional motivo que, ademads de la Direccion General de Promocion Educativa, que
venia auspiciando las Olimpiadas Nacionales, intervinieran también la Subdirec-
cion General de Cooperacion Internacional, y luego la Direccion General de Re-
novacidon Pedagogica. Como se ve la organizacion de las Olimpiadas se iba
haciendo cada vez mas compleja, al exigir mas atencidn a los aspectos tanto de
tipo técnico como econdmico y también administrativo. Esta situacién llevd, por
iniciativa del Presidente de la R.S.M.E. entonces D. Pedro Luis Garcia Pérez, a la
publicacién en el B.O.E. de 9-1I-1988 de la Orden Ministerial de 4-11-1988 por la
que se crea la Comision Coordinadora de la Participacion Espafiola en las Olim-
piadas Matematicas Internacionales, que determina el marco institucional de par-
ticipacion de Ministerio y R.S.M.E. en el que han de realizarse las Olimpiadas
Matematicas.

Es un hecho que los nombres de un nimero apreciable de Catedraticos, Pro-
fesores Titulares de Universidad, y de Investigadores se puede encontrar en las
listas de los ganadores de las Olimpiadas Matematicas, por lo que bien se puede
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decir que aquel proyecto que D. Pedro sac6 adelante y al que prestd tantas horas
de dedicacion -con la generosa ayuda de otras personas que no es del caso citar
aqui- fue coronado por el éxito.
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La preocupacion por la Ensefianza
de las Matematicas en la Facultad
de Ciencias Matematicas de
la Universidad Complutense de Madrid

Maria Paz Bujanda Jauregui

Facultad de Ciencias Matemadticas
Universidad Complutense de Madrid

A la memoria de Don Pedro Abellanas, maestro y amigo, que tanto entu-
siasmo tuvo y supo transmitir por la ensefianza de las matemadticas en la Facul-
tad de Matemdticas.

“El problema de la ensefianza no tiene solucion”, era una de las frases que
don Pedro gustaba repetir. Quienes le conociamos bien, sabiamos que no impli-
caba el derrotismo que una primera lectura puede sugerir. En absoluto; se trataba
mas bien de lo contrario: era una apuesta por la consideracidon constructiva del
tema. Pretendia con la aparente provocacidn de la frase afirmar que el problema
de la ensefianza no tenia una solucién definitiva, valida para siempre. Era, es, un
problema que hay que ir resolviendo cada dia en el aula, en la planificacion de las
clases, en el trato con los alumnos, en los momentos de cambio... Un problema
que debia permanecer siempre abierto, a la espera de obtener en cada ocasion las
mejores aproximaciones.

El contenido de este breve articulo, quiere resumir la participacion del profe-
sor Abellanas en la solucién de este problema, a través de la creacion de la Espe-
cialidad de Metodologia en la Facultad de Matematicas de la Universidad Complu-
tense de Madrid.

1. La Facultad de Ciencias Matematicas y los profesionales que forma.

Es una cuestion generalmente admitida que la Universidad no alcanza a “pro-
fesionalizar” sus ensefianzas. Esto es, los estudios correspondientes a las diferen-
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tes licenciaturas no suelen preparar para el ejercicio concreto de las profesiones
vinculadas a ellas. Sin embargo, seria satisfactorio que, sin mengua de la debida
calidad de una sélida formacién general, proporcionara a los actuales estudiantes
algunos elementos que les permitieran incorporarse, sin un excesivo esfuerzo, a
las distintas profesiones mediante concreciones y proyecciones adecuadas.

En el caso de la Facultad de Ciencias Matematicas, podemos considerar que
las profesiones mas vinculadas a los estudios que se imparten en ella, serian los
siguientes:

a) Investigadores

Aun cuando existen centros especializados exclusivamente en la investiga-
cion, pensemos en el Consejo Superior de Investigaciones Cientificas, muchos de
los investigadores ejercen su trabajo dentro del marco de la ensefianza en la Uni-
versidad. Con mucha frecuencia, la figura del investigador va unida a la del profe-
sor de Universidad. La figura de Don Pedro Abellanas, es un claro ejemplo de una
dedicacion plena a la ensefianza en la Facultad y de un intenso trabajo en investi-
gacion, que mantuvo hasta su muerte.

b) Profesores que imparten la enseiianza en niveles preuniveristarios

Constituyen con enorme diferencia el porcentaje mas elevado de las salidas
profesionales de la licenciatura.

¢) Profesionales vinculados con el mundo empresarial

Se va ampliando cada vez més el numero de licenciados que se insertan en
diferentes tipos de empresas. Si se considera el estilo de la ensefianza de nuestra
Facultad, cabria formularse estas preguntas: ;Estd nuestra enseiianza abierta a
problemas de aplicacion de las matematicas? ;Somos conscientes sus profesores
de que no debiéramos limitarnos a formar casi exclusivamente a futuros investi-
gadores? Salvo las excepciones que confirman la regla, pero no la invalidan, creo
que la comunidad matematica en cuanto tal tiene una fuerte tendencia a cerrarse
en sus propios problemas. Las aplicaciones de las matematicas a la practica rara-
mente se dan entre los matematicos. Es frecuente que un fisico, un economista, un
bidlogo 6 un socidlogo utilicen los resultados de las matematicas para sus cien-
cias. Pero pudiéramos decir que esto se hace casi a pesar de los matematicos. Este
aspecto, si es tal y como lo entendemos, seria grave. No estamos ciertamente en el
Renacimiento, donde el saber no estaba aun tan delimitado como lo esta ahora por
las distintas especializaciones y el hombre con preocupaciones intelectuales podia
aspirar a conocer y tener intereses en distintos campos del conocimiento. Tampo-
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co estamos en la situacion de hace cincuenta afios cuando los matematicos consti-
tuian una reducida minoria, cuando era normal que terminaran la licenciatura cin-
co alumnos. Por ello debiera ser mayor la responsabilidad de los matematicos
frente a la sociedad.

La Comisién Internacional para la Ensefianza de las Matematicas (I.C.M.I.)
elabor6 en 1987 un interesantisimo documento sobre las Matematicas como dis-
ciplina de servicio'. En esta linea consideramos de interés la siguiente cita de J.P.
Kahane: Los profesores de matemadticas han aprendido las matematicas que se
ensefian a los matemdticos, en las que el acento recae sobre el encadenamiento
de teorias, las demostraciones, las definiciones rigurosas y los conceptos abstrac-
tos. Pero la mitad de los servicios de enseiianza de las matematicas en la ense-
fianza superior es absolutamente otra cosa: la ensefianza a los no matematicos.....
La enseiianza para los no matematicos no es una subenseiianza o una ensefianza
empobrecida’.

2. Pasado y nacimiento de la especialidad de Metodologia.

Preocupacion por la enseiianza de las matematicas en la comunidad matematica.

A lo largo de la historia, ha habido un buen numero de grandes matematicos,
que a su interés por la investigacion matematica, han unido la preocupacion por su
ensefianza. Podriamos citar entre los matematicos del siglo XX a Klein, Hada-
mard, Poincaré, Polya, Dieudonné, Freudhental, René Thom.....

Sin embargo, salvo algunos casos excepcionales, se ha tratado mas bien de
incursiones esporadicas, como una conferencia de clausura de un congreso, una
toma de posicidn frente a un proyecto de reforma de la ensefianza, una transferen-
cia de su propio modo de hacer matematicas...

Las aportaciones han sido todo lo valiosas que cabia esperar, procediendo de
personas intelectualmente brillantes y con profundo dominio de las matematicas y
sus posibilidades.

En cuanto a intervenciones con caracter de continuidad, con proyecciones a
los problemas concretos de la ensefianza, con aportacidn a la formacion inicial y
permanente de profesores, las aportaciones ya son mas escasas, si bien en la ac-
tualidad ya se dan buenos logros que hacen justificable la esperanza en un futuro
mejor. Dentro de esta linea, cabe situar los esfuerzos por crear dentro de nuestro
Facultad de Matematicas una especialidad dedicada a los problemas de su ense-

I ICMI Mathematics as a service subjet. 1987. Cambridge University Press.
2 KAHANE, J.P. 1985. Les Mathématiques comme discipline de service. Bulletin de ’A.P.M.E.P.
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filanza. Consideramos brevemente, las figuras de dos grandes matematicos desta-
cados en este empefio.

El profesor don Pedro Puig Adam

Tuvo, tanto a nivel nacional como internacional y quizas en vida mas en el
ambiente internacional, una importancia decisiva en sus aportaciones al problema
de la ensefianza de las matematicas. Fue uno de los miembros fundadores de la
“Comision Internacional para la mejora de la ensefianza de las matematicas”, jun-
tamente con Gattegno, Fehr y Fletcher, entre otros. Walusinski en una lucida y
entrafiable reflexion sobre las preocupaciones y los logros de la Comisidn cita con
gran reconocimiento la labor de nuestro profesor Puig Adam’. En la Facultad de
Ciencias Matematicas ocup6 durante algunos afios la catedra de Didéctica de las
matematicas y supo entusiasmar a muchos profesores con sus teorias heuristicas,
original aportacidén suya y que hoy podemos considerar en plena sintonia con la
obra de Polya sobre el papel fundamental de la resolucion de problemas en la en-
seflanza de las matematicas.

El profesor don Pedro Abellanas, fundador de la Especialidad.

No seria posible hablar de la especialidad de Metodologia y Didactica de las
matematicas sin detenerse a considerar, siquiera brevemente, la personalidad de
su fundador, el profesor don Pedro Abellanas Cebollero.

El profesor Abellanas, el maestro de muchos profesores actuales de distintas
universidades, entre los que tengo el honor de encontrarme, tuvo una influencia
decisiva en la fundacién y puesta en marcha de la especialidad, no solamente por
su interés en los problemas de la ensefianza de las matematicas en todos los nive-
les, sino también por su capacidad de atraer a otros profesores y llegar a una am-
pliacidn de programas que fuera abriendo camino a la creacion de la especialidad
de Metodologia y Didéctica de las matematicas.

Como matematico, fue uno de los pioneros en el desarrollo de una investiga-
cion vinculada a los grandes problemas de la matematica internacional, asi como la
integracidn de esas primeras investigaciones en los cauces usuales de difusion de la
investigacion matematica mundial. No cabria pensar en la situacion actual sin unos
primeros trabajos y contactos como los que realizé el profesor Abellanas.

3 WALUSINSKI, G. 1985. L’instructive histoire d un échec: les mathématiques modernes. Bu-
lletinde 1" A.P.M.E.P.
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Breve historia de los origenes de la Especialidad.

Hace casi cuarenta afios y en torno a D. Pedro Abellanas, comenzd a tomar
cuerpo la idea de introducir en la entonces Seccidn de Matematicas de la Facultad
de Ciencias algunas asignaturas como la Metodologia y la Historia de las Mate-
maticas, el estudio de algunos problemas clésicos, etc. orientados a conseguir una
formacion mas especifica de los futuros profesores de Ensefianza Media.

Los datos que exponemos a continuacion proceden de la Guia de la Universi-
dad de Madrid y los debemos a una gentileza del Profesor Etayo Miqueo, que,
como veremos, fue un colaborador entusiasta en el desarrollo de los que en pocos
aflos acabaria convirtiéndose en la “Especialidad de Metodologia y Didactica de
las Matematicas”. Enumeramos las asignaturas que estudiaban los alumnos en los
distintos afios, desde los inicios hasta la creacion de la especialidad. Subrayamos
las materias relacionadas con el empefio de introducir la preocupacién por la en-
seflanza de las matematicas.

Cursos 1963 -1966 (Seccion de Matemadticas de la Facultad de Ciencias).

Cuarto curso de licenciatura:
Analisis Matematico 4°.
Geometria 4%
Mecénica.
Los alumnos deberan elegir una de las siguientes asignaturas:
Algebra moderna.
Metodologia (a cargo del Profesor Dr. Don José Royo Lopez).
Estadistica matematica.
Métodos estadisticos.
Astronomia tedrica.
Quinto curso de licenciatura:
Analisis Matematico 5°.
Geometria 5°.
Geometria algebraica.
Los alumnos deberan elegir una de las siguientes asignaturas:
Topologia.
Historia de las matematicas (Catedratico: Don Alberto Dou).
Problemas clasicos de las matematicas (Catedratico: D. Francisco Botella).
Métodos estadisticos.
Aplicaciones de la Estadistica.
Geodesia y Topografia.
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Como puede observarse, en estos afios no hay especialidades, sino solamente
algunas materias optativas en las que ya se aprecia el interés por una formacion
mas dirigida a la ensefianza de las matematicas.

Noétese que ya, desde sus comienzos, se cuenta con la colaboracidn, que se
mantiene en la actualidad, con Catedraticos de Instituto; en los afios a los que nos
estamos refiriendo, con la de Don José Royo Lodpez, Director durante muchos
afios del Instituto Ramiro de Maeztu.

Curso 1966-67.

Dentro atun de la Seccidn de Matematicas de la Facultad de Ciencias, se empieza
ya a hablar de tres ramas: “Metodologia y Didactica”, “Matematica Pura” y “Ma-
tematica Aplicada”. Las tres ramas, tienen sus materias especificas a partir de
tercer curso.
Tercer curso( rama de metodologia y didactica):

Analisis Matematico 2°.

Geometria 2%,

Calculo de Probabilidades y Estadistica Matematica.

Fisica Tedrica 2°.

Metodologia y Didactica (Catedratico: Don Pedro Abellanas).

Astronomia General.

Curso 1967-68.

Siguen existiendo las tres ramas, pero ya se delimita un tronco comin y unas
asignaturas propias de cada una de ellas.
Tercer curso. Materias comunes:
Anadlisis Matematico 2°.
Geometria 2°.
Calculo de Probabilidades y Estadistica Matematica.
Fisica tedrica.
Tercer curso. Especialidad de Metodologia:
Metodologia y Didactica (Profesor: Don Gonzalo Calero).
Astronomia general.
Cuarto curso. Materias comunes:
Analisis Matematico 3°.
Topologia 1°.
Cuarto curso. Especialidad de Metodologia:
Anadlisis Matematico 3°.
Algebra y Topologia 2°.
Matematica Elemental 1°.
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Metodologia y Didactica (Catedratico Don J.J. Etayo Miqueo).
Teoria de Muestras y Disefio de Experimentos.

Quinto curso. Materias comunes:
Analisis Matematico 4°.

Quinto curso. Especialidad de Metodologia:
Matematica Elemental 2°. ( Catedratico: Don Pedro Abellanas).
Metodologia y Did4actica. (Catedratico: Don J.J. Etayo Miqueo).
Practicas de ensefianza (Profesor: Don Gonzalo Calero).

En el curso 1970-71, las materias son las mismas, pero ya se habla de “Espe-
cialidad” en lugar de “Rama”. En el curso 1975-76, las distintas secciones de la
Facultad de Ciencias pasan a convertirse en Facultades independientes. A partir
de entonces, tenemos ya la Facultad de Ciencias Matematicas.

Hasta la instauracion del plan de estudios de 1995, actualmente en vigor, se
varia muy poco la linea propuesta, aun cuando los contenidos son cada vez mas
definidos.

A puros efectos organizativos, en Tercer curso los alumnos que proyectan es-
tudiar la especialidad de Didéctica estudian en grupos separados de los de otras
especialidades. Sin embargo, la realidad es que siguen los mismos programas y
que esa primera tendencia no es condicionante para la eleccidén definitiva que se
hace en Cuarto curso. Por tanto, la Especialidad se hace solamente en los dos 1l-
timos cursos de la licenciatura. Cabe subrayar los siguientes aspectos:

1) Existen dos materias especificas, Metodologia I en 4° curso, con seis horas
semanales y Metodologia II, en 5° curso, con tres horas semanales. Estas materias
las imparten Catedraticos de Instituto, en los Ultimos afios con la configuracion
administrativa de Profesores Asociados. Entre ellos, han figurado Gonzalo Calero
Rosillo, Angel Martinez Losada, Adela Salvador, Javier Peralta y Laura Molleda.
Estos profesores han contribuido de una manera muy eficaz a la formacién peda-
gbgica de los alumnos y a la necesaria relacion con el mundo de la ensefianza
media.

2) La Historia de la Matematicas, que ya figuraba en los albores de la espe-
cialidad, se estudia en quinto curso, como parte de la Asignatura denominada
“Seminario de matematicas”.

3) Sigue manteniéndose una vinculacion al mundo real de la ensefianza a
través de las “ Practicas de Ensefianza” que se llevan a cabo en quinto curso, en
diferentes centros y bajo la coordinacion del profesor de Metodologia I1.

4) Hay materias de fundamentacion, como la Teoria de Conjuntos y la Légica
matematica.
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5) La Geometria Axiomatica, impartida en 4° curso, corresponde a la evolu-
cion natural de la antigua “Matematica Elemental I”. en la que tomado el titulo de
la conocida obra de Klein, se pretendia estudiar la geometria elemental desde el
punto de vista superior.

6) También se imparten materias “ puramente” matemadticas, como Analisis
de Variable Compleja, Teoria de la medida 6 Grupos clésicos.

La ensenianza de las matemditicas en el plan de estudios de 1995.

El plan de estudios actual, entré en vigor en 1995. El plan gira en torno a la con-
sideracion de “materias troncales” (que deben estudiar todos los alumnos), “obli-
gatorias” (elegidas dentro de las sefialadas como tales), “optativas” (el alumno
puede elegirlas dentro de las que se sefialan como tales) y de “libre eleccion”, que
pueden cursarse incluso en Facultades de la Universidad distintas de la de Mate-
maticas. La duracion propuesta para cada asignatura viene dada en términos de
créditos: 1 crédito equivale a 10 horas de clase. El primer Ciclo (formado por los
tres primeros cursos), con sus posibilidades de opcidn es general. El alumno debe
completar 124.5 créditos, de acuerdo con la siguiente distribucion:

Asignaturas troncales: 36 ( 21 teoricos + 15 practicos).
Asignaturas obligatorias: 48 ( 30 teoricos + 18 practicos).
Asignaturas optativas: 30.

Libre eleccion: 10.5.

En el segundo Ciclo (correspondiente a los cursos cuarto y quinto) no hay mate-
rias obligatorias. El concepto de especialidad, pasa al de “perfil”. Se contemplan
la existencia de los siguientes perfiles:

1. Astronomia y Geodesia.

2. Estadistica e Investigacion Operativa.
3. Matematica Aplicada.

4. Matematica Computacional.

6. Matematica Fundamental.

7. Metodologia.

Se ofrece la posibilidad de elegir algunas materias dentro de los perfiles sefiala-
dos. Las materias correspondientes al perfil de Metodologia son las siguientes

Metodologia matematica (7.5 créditos).
Précticas de ensefianza (15 créditos).
Astronomia fundamental.

Estructuras de datos y algoritmos.
Historia de las matematicas II.
Inferencia Estadistica.
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Mecénica Clasica.
Teoria de conjuntos.
Teoria de la medida.
Topologia algebraica.

Las materias sefialadas para cada perfil tienen la condicidon de optativas. La
distribucidn de los créditos es la siguiente:

Asignaturas Troncales: 46.5 (21 tedricos + 15 practicos).

Asignaturas Optativas: 73.5.

Libre eleccion: 14.
Como puede apreciarse, hay un gran margen de libertad en la eleccion de asigna-
turas, de modo que es muy frecuente que alumnos que no hayan elegido el perfil
de metodologia cursen las asignaturas de Metodologia matematica y Practicas de
ensefianza. Tampoco en raro el caso de alumnos que terminan la licenciatura sin
haber dado preferencia a ningun perfil.

No queremos terminar este breve recorrido a través del interés por la ense-
flanza de las matematicas desde nuestra Facultad sin sefialar que existe desde hace
afios, el “Titulo de Experto en Educacion y Actualizacidn matematicas”, que
constituye un tipo de estudios para postgraduados, al que acuden con interés mu-
chos profesores en ejercicio, con lo que se favorece la consideracion de la ense-
flanza de las matematicas como algo propio de la Facultad y, a su vez, los profe-
sores, muchas veces con nostalgia de sus estudios universitarios, encuentran una
buena acogida y proporcionan el necesario contacto con el mundo de la ensefianza
preuniversitaria de las matematicas.
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El recuerdo de D. Pedro Abellanas

Laura Molleda Sanchez

Departamento de Algebra de la Universidad Complutense

Conoci a D. Pedro cuando, terminada mi carrera de Matematicas en la Uni-
versidad de Santiago, me trasladé a Madrid para ocupar una plaza de ayudante en
el Departamento de Algebra de la U. Complutense. Mi trabajo consistia en dar
clases practicas en Fisicas y en Farmacia de las que D. Pedro era profesor. En esa
época, D. Pedro exigia que sus ayudantes le acompafiasen a sus clases tedricas
para poder poner los ejercicios de acuerdo con sus explicaciones.

Entonces yo le veia como a un maestro. Recién terminada mi carrera, esas
clases fueron para mi, no solo el afianzamiento de los conocimientos que necesi-
taba para desarrollar las clases practicas, sino también ejemplo de cdmo ensefiar
matematicas clara y ordenadamente. D Pedro llenaba aquellas pizarras del Aula
Magna de Fisicas con definiciones, ejemplos, proposiciones, teoremas y corola-
rios que constituian perfectas secuencias de instruccion.

Fue cuando, caminando o en coche, nos dirigiamos desde Fisicas a Farmacia,
me acerqué mas personalmente a D. Pedro. Durante esos trayectos la conversa-
cion podia transcurrir desde la ultima anécdota vivida en la Facultad (y en aque-
llos afios eran variadas), o la maravilla de los colores del Otofio madrilefio, a su
preocupacion por la ensefianza de las Matematicas en todos sus grados, y en parti-
cular por la ensefianza no universitaria. A D. Pedro se le debe la creacion de la
rama de Metodologia en la Facultad de CC. Matematicas y fue D. Pedro quien me
animd para asumir el esfuerzo diario de dar clase en un centro de Ensefianza Se-
cundaria.

Y creo que el interés por la ensefianza de las Matematicas, el empefio en me-
jorar constantemente y las ganas de crecer en el conocimiento que aprendi de D.
Pedro, me han acompafiado y siguen acompafidndome en mi labor profesional
como profesora de Instituto y como profesora de Metodologia en la Facultad de
CC. Matematicas.
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Las ciencias matematico-astronomicas
en la Edad Media

Concepcion Romo Santos

Departamento de Algebra de la Universidad Complutense

Es para mi un honor colaborar en este entrafiable homenaje organizado “in
memoriam” de mi maestro D. Pedro Abellanas Cebollero. Todos los amigos dejan
huella, pero mucho maés todavia si se han comportado como padres. Entonces el
recuerdo es permanente y el agradecimiento profundo. Este es mi caso, he tenido
la suerte de compartir con €l a lo largo de la vida muchos momentos de entusias-
mo y emocion en un trabajo comun.

D. Pedro dedico su vida al bien de la ensefianza de las matematicas. Hombre
infatigable, tenaz, supo crear un equipo de estudio al que logré contagiar su &nimo
de trabajo y desarrollar una amplia labor.

Recuerdo la ultima vez que fui a visitarle, en compafiia de M* Paz Bujanda.
Fue unos meses antes de su muerte. Estaba muy preocupado por la salud de su
mujer, su compaifiera de siempre y a la que queria con locura. Sin embargo nos
dijo que él se encontraba divinamente. jEstoy hecho un macizoj, fueron sus pala-
bras. Pasamos un rato muy agradable hablando de nuestras clases, de los alumnos,
de la Facultad. D. Pedro siempre nos contagiaba su animo de trabajo y su entu-
siasmo por las matematicas.

Fue un hombre que paso por la vida estudiando, ensefiando, investigando y
ayudando a todo aquel que tuviese ganas de saber, siempre de forma generosa y
sin limites. Descanse en paz.

Haremos un breve resumen de su curriculum vitae.

D. Pedro Abellanas Cebollero (20 noviembre 1914 - 29 julio 1999)

Licenciado en Ciencias Exactas. Premio extraordinario en la Licenciatura por
la Universidad de Zaragoza (Junio 1934).

Catedratico de Matematicas de Instituto de Ensefianza Media (1940).

Doctor en Ciencias Exactas por la Universidad Central de Madrid. Premio
extraordinario del doctorado (1941).

Catedratico Numerario de Geometria Analitica de la Universidad de Zarago-
za (1942).
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Catedratico Numerario de Geometria Proyectiva de la Universidad de Ma-
drid (1949).

Miembro Numerario de la Academia de Ciencias de Zaragoza.

Director del Instituto Jorge Juan del C.S.1.C. hasta su jubilacion.

Director del Departamento de Algebra y Fundamentos de la Universidad
Complutense desde su creacion hasta la jubilacion.

Cruz de Alfonso X el Sabio.

Medalla al mérito docente de Alfonso X el Sabio.

Consejero del Patronato Alfonso X del C.S.1.C.

Académico de la Academia de Ciencias de Lisboa.

Ha organizado y asistido a muchos congresos matematicos.

Ha publicado numerosos libros, articulos y memorias cientificas.

Para intervenir en este homenaje he elegido un tema de “Historia de las Ma-
tematicas”, materia con la que me he entusiasmado gracias a D. Pedro.

Introduccion

El objetivo de este trabajo es el estudio de la actividad matematico-
astronomica de los hispano-judios en las naciones cristianas durante la Edad
Media.

Distinguiremos dos periodos: Alta y Baja Edad Media. La separacion entre
estos periodos la fijaremos hacia 1250.

1. La Alta Edad Media

La tematica cientifica parece concentrarse en el dominio matematico, si se
quiere matematico-astronomico: aritmética, geometria, astronomia y astrologia.
Los principales cientificos de esta época fueron los siguientes

Moisés Sefardi

Fue médico y astronomo. Fue médico de Alfonso I de Aragon. Escribié un
opusculo en latin para determinar los eclipses y, probablemente, una traduccion
latina de las tablas de Aljuarismi, que algunos manuscritos le atribuyen; esas ta-
blas fueron utilizadas por Abelardo de Bath.
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Abraham bar Hiya

El nasi Abraham bar Hiya se firma Hasefaradi (“el hispano*), y suele llamar-
se Habargeloni, o sea “el barcelonés*, porque efectivamente su actividad esta do-
cumentada en Barcelona en los afios 1134-1145, es decir, en tiempos del conde
Ramoén Berenguer IV, pero hay que pensar que era originario de Al-Andalus por
su produccion cientifica en arabe y por su sobrenombre de “Savosorda”.

Destaco por su labor cientifica; en este campo nos ha dejado las siguientes
obras: “Tratado de la geometria y la medicion”, “Libro de la intercalacion del
calendario”, “La forma de la Tierra”, “Calculo de las orbitas de los astros™, “Ta-
blas astronomicas”. Todas estas obras estdn escritas en hebreo y en ellas se desta-
ca el esfuerzo de Bar Hiya por elevar el hebreo a la categoria de lengua cientifica.

Fue uno de los iniciadores de la corriente de traducciones al latin a través de
un intermediario oral romance. Su colaborador cristiano fue Platon de Tivoli. En-
tre los dos tradujeron al menos once obras, todas cientificas, la mas notable fue la
del “Ibur” que él mismo habia escrito o compendiado.

Esta versidon resumida tuvo gran importancia y se ha dicho que “por medio de
ella la Europa cristiana aprendi6é geometria y trigonometria”.

Abraham ibn Ezra

Fue un cientifico que cultivd sobre todo el campo matematico, en especial el
astrondmico. Su obra principal son las obras astronémicas conocidas como “Ta-
bulae pisanae”.

Avedant israelita

Es calificado como “el intelectual mas importante de la primera mitad del si-
glo XII”. Se le atribuyen un monton de traducciones de los grandes autores arabes
(Albatani, Alfargani, Abenragel, Albumasar, Aljuarismi, y con esta ultima obra
fue el introductor de la aritmética arabe en Occidente e incluso de la palabra algo-
ritmo).

2. La Baja Edad Media (1250 — 1492)
En la Baja Edad Media la situacion difiere bastante de la Alta Edad Media.
Terminadas ya las épocas de asimilacion y de transmision, precisamente entonces

se produce la gran labor creadora, que se manifiesta primordialmente en el campo
de la astronomia.
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Las ciencias matematico-astronomicas

En este campo es casi absoluto el predominio de la ciencia astronomica; se
piensa en los astronomos (de biblioteca y de observacidn) activos en Toledo bajo
la proteccién de Alfonso X de Castilla, en concreto de Isaac ben Sayid y Yehuda
ben Moisés. Y también hay que sefialar lo realizado en la Corona de Aragdn, en la
corte de Pedro IV el Ceremonioso.

Es preciso sefialar la labor de los judios fabricantes de instrumentos de célcu-
lo (astrolabios), asi como de relojes similares.

Citaremos también la critica de Hasday Cresques (Barcelona 1340- Zaragoza
1411) a la fisica aristotélica, que abrid nuevos horizontes cientificos: es conocida
su influencia en Pico della Mirandola y en Spinoza.

En 1310 Isaac Israeli compuso en Toledo el Yesod’olam (“Fundamento del
mundo”), un compendio astrondmico redactado en hebreo.

Finalmente hay que decir que ya en los dias de la expulsion de los judios el
astronomo Abraham Zacuto redactd obras en hebreo y en castellano.

Los cientificos judios de la corte de Alfonso X. Isaac ben Sayid y Yehuda ben
Moisés

Contra la idea generalizada de la intervencion personal de Alfonso X (rey de
1252 a 1284) en las obras cientificas preparadas bajo su mecenazgo, el examen de
treinta obras astrondmico-astrologicas en castellano pone de manifiesto la gran
participacion de intelectuales judios, que intervinieron en el 74% de esas obras, y
eso sin entrar a valorar la importancia de las mismas. Esas obras pueden clasifi-
carse en tres grupos: traducciones del arabe, tratados mas o menos originales se-
guramente basados en fuentes drabes, y tablas astrondmicas. El examen revela la
parte destacadisima de Yehudd ben Moisés y de Isaac ben Sayid, que colaboraron
en el 58% de las obras, entre las cuales figuran las célebres tablas astronomicas
que la posteridad conocié con el nombre de tablas alfonsies.

Los demads colaboradores judios fueron don Abraham, don Mossé y Samuel
Halevi.

La historia recuerda bien las tablas alfonsies, compuestas para el meridiano
de Toledo y el afio radix 1252. Con esta denominacion se conservan dos obras
esencialmente distintas: 1) unos canones, y 2) unas tablas numéricas, aplicables
(gracias a un sencillo expediente matematico) sea al calendario cristiano, sea al
calendario musulman. Fueron adaptadas para fechas posteriores, y citadas y qui-
zas utilizadas por astrénomos como Tycho Brahe, Galileo y Kepler, hasta que este
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ultimo las supero6 con sus tablas rudolfinas en 1627, es decir, después de casi cua-
tro siglos de vigencia.

Los cientificos judios de la época de Pedro IV el Ceremonioso

Aunque Pedro el Ceremonioso de Aragdn quisiera emular a Alfonso X y pese
a sus cincuenta afios de reinado (1336-1387), la verdad es que ni los resultados
conseguidos ni el aprecio de la posteridad acompafiaron sus deseos; pero conto
con colaboradores cientificos judios. Estos colaboradores fueron activos en tres de
las grandes ciudades de sus dominios: Barcelona, Mallorca y Perpifian.

En la labor de fabricar instrumentos de calculo (relojes, astrolabios, cuadran-
tes, compases) destacaron varios judios mallorquines, entre ellos Isaac Nafuci, asi
como los hermanos Belshom y Vidal Efraim. También en Mallorca vivieron judi-
os dibujantes de brujulas, cartas de navegar y mapamundis, como Cresques Abra-
ham y su hijo Jafad4 Cresques.

Otros judios eran activos en Perpifidn. Alli consta que Isaac del Barrio cons-
truia relojes y astrolabios y Jacob ben David compuso unas tablas astrondmicas.

Pero como era de esperar, el mayor nimero de colaboradores judios desarro-
116 su actividad en Barcelona: alli se hallaba la rica biblioteca real (con traduccio-
nes hechas por cientificos judios) y alli estaban los instrumentos astrondmicos, de
gran tamafio, utilizados para las observaciones que conducirdn a la composicion
de las tablas astrondmicas a veces llamadas de Barcelona (calculadas para el me-
ridiano de dicha ciudad y a partir del afio radix 1320). Empezadas por dos cristia-
nos, las concluyé el judio castellano Jacob Corsino.

Abraham Zacuto

En los ultimos afios del siglo XV destaca la personalidad de Abraham Zacu-
to, un emigrado cuya obra cientifica se realiza mayormente en la Peninsula Ibéri-
ca pero también en el exilio. Su principal obra es el “Almanach perpetuum”.

3. Principales obras astronomicas hispano-judias

Libro de las formas e imagenes que estan en los cielos

Toledo, 1276-1279. Manuscrito sobre pergamino; iluminado. Encuaderna-
cion escurialense. Biblioteca Laurentina, San Lorenzo de El Escorial (Madrid).
Ms, h-1-16 (procede de la capilla Real de Granada).

Producido en el Escritorio Real, se cree concebido a modo de prdlogo o indi-
ce del Lapidario o de una serie de tratados astroldgicos que Alfonso X pensaba
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mandar o ya habia mandado escribir. Lleva iniciales moradas y azules, calderones
rojos y azules y epigrafes rojos; la primera capital en oro y colores representa una
figura de cuerpo entero sentada y con corona, mostrando un libro a otros cinco
que estan de rodillas; otras miniaturas con los signo del zodiaco.

Lapidario

Toledo, 1250 (texto), y 1276-1279 (iluminacion). Manuscrito sobre pergami-
no; iluminado. Biblioteca Laurentina. San Lorenzo de El Escorial. Ms, h-I-15.
Encuadernacién Escurialense (pertenecio a Diego Hurtado de Mendoza). Primera
obra astrolégica que mando traducir Alfonso X el Sabio, es un tratado acerca de
las propiedades de 360 piedras y de su relacion con los signos astroldgicos, asi
como un manual de ciencia aplicada a modo de vademecum medieval de farma-
copea o libro de remedios. Lo tradujeron del arabe Yehuda ben Moisés, Hacobén
ibn Mosca y Garci Pérez entre 1243 y 1250, es decir, antes del advenimiento de
Alfonso X al trono.

La obra esta dividida en cuatro partes de las que sélo se terminaron de ilumi-
nar las dos primeras. La decoracion, realizada en el Escritorio Real, presenta nu-
merosas miniaturas de asunto mitoldgico y astrolégico, con abundancia de tipos
de la época —cristianos, moros y judios— asi como seres fantasticos. Las mas inte-
resantes del Primer Lapidario son las que narran la busqueda y hallazgo de cada
piedra, asi como las grandes ruedas a toda pagina con organizacion radial y presi-
didas por un signo del zodiaco, que figuran al final de cada uno de los doce capi-
tulos en que se divide el texto.

Libros del saber de Astronomia

Toledo, 1255-1279. Manuscrito sobre vitela; iluminado. Biblioteca de la
Universidad Complutense, Madrid. Villa-Amil n.156

Contiene once tratados astroldgicos, unos originales y otros adaptados de
obras anteriores, elaborados por judios que desarrollaron su actividad cientifica
colaborando en la importantisima tarea de trasvase cultural impulsada por Alfonso
X el Sabio. Entre los originales hay diez libros de Isaac ibn Sid (Sayid) de Toledo,
sobre los astrolabios, cuadrantes y relojes, y otro de Samuel el Levi de Toledo,
“Del relogio de la candela”.

Libros del Saber de Astronomia

Toledo, 1255-1279; copia del siglo XVI. Manuscrito sobre papel; iluminado.
Encuadernado en tabla forrada de vaqueta roja con estampaciones doradas y el

37



escudo de Felipe II en las tapas. Biblioteca Laurentina. San Lorenzo de El Esco-
rial (Madrid). Ms, h-I-1

Copia del codice complutense descrito anteriomente, con ciento sesenta y tres
dibujos en color hechos por el arquitecto Juan de Herrera. La copia fue encargada
por Felipe II en 1562 para el principe D. Carlos a instancias de su preceptor,
Honorato Juan, “por ser el mds principal y mds necesario libro que en esta scien-
cia se halla”; la llevo a cabo Diego de Valencia, natural de N4jera.

Entre los traducidos figuran: los adaptados por el afaquin del rey Yehuda
Hacohén ibn Mosca y el clérigo Guillén Arremdn Daspd; a saber, los cuatro libros
de las estrellas y el libro de la esfera (1259 y 1277); y el libro de la azafeha de
Azarquiel (1029-1100), traducido primeramente (1255-1256) por Fernando de
Toledo y luego (Burgos, 1277) por Bernardo el Arabigo y “don Abrahem alfaquin
del rey”. Se tiene a éste cddice por el princeps que saliera del Escritorio Real y
conserva parte de su espléndida iluminacidon, mereciendo destacarse las que ilus-
tran los libros de las estrellas y los de relojes.

Astrolabio

Espaifia, 1229. Bronce, 13,5 cm diametro. Staat Sbibliothek Preussischer Kul-
turbesitz, Orienttabteilung, Berlin (Alemania) Ms Sprenger 2050.

El astrolabio es el principal instrumento de calculo usado por los astronomos
medievales; de hecho era la calculadora analdgica de entonces. La mayoria de los
conservados son arabes, pero algunos llevan inscritas palabras en hebreo. El pre-
sente lo fabric6 Muhamad ibn Alsafar; lleva alrededor una inscripcion en arabe,
en cuya parte superior puede leerse la palabra hebrea quéset, “arco”, y encima de
la pieza base aparece también en hebreo la palabra Cordoba.

De Rationibus Tabularum de Abraham ibn Ezra

Sur de Francia, 1154; copia del siglo XIII. Manuscrito sobre pergamino, 157
fols. Encuadernado en piel gofrada sobre tabla y con dos broches. Biblioteca Na-
cional. Madrid. Ms 100053.

Cddice astrondmico misceldneo con numerosas tablas y figuras geométricas;
conserva la recension latina del “De rationibus Tabularum” de Abraham ibn Ezr4;
en donde pasa revista a los diferentes sistemas astrondmicos.

Abraham ibn Ezra nacié en Tudela en 1089 y murié en Calahorra en 1167.
Fue cientifico: cultivo sobre todo el campo matematico, en especial el astronomi-
co. Su obra principal son las obras astrondmicas conocidas como “Tabulae Pisa-
nae”, redactadas en 1145 para el meridiano de Pisa y que no se han conservado;
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pero €l mismo las adaptd para los meridianos de Angers (1154) y de Winchester
(1164), aunque so6lo han subsistido los canones, de los que hay una recensién muy
amplia escrita en 1154 en Dreux en latin y conocida como “De Rationibus Tabu-
larum”. En hebreo escribio (1146) un tratado sobre el astrolabio.

Otro aspecto a tener en cuenta es la labor de Ibn Ezrad como traductor del ara-
be al hebreo. En este sentido su aportacion mas conocida es la que hizo en 1160 al
verter el comentario de Ibn Almutana a las tablas astrondmicas de Aljuarismi.

El Tratado de la esfera, de Johannes de Sacrobosco

Siglo XIII; traduccién de ca. 1470-1480. Manuscrito sobre papel Bibliot-
heque Nationale, Paris. Section Orientale des cabinet des Manuscrits, Ms. Heb.
1105.

Nacido en Halifax, a principios del siglo XIII, Juan de Holywood, mas cono-
cido por Juan de Sacrobosco, ejercio la docencia en Paris. Con su “Arte numeran-
di” contribuye a la difusion en Occidente del sistema de numeracion arabe.

Esta obra contiene primero el tratado “Sphaera mundi” de Juan de Sacrobos-
co, traducido del latin al espafiol y escrito en aljamiado castellano. Le sigue una
recopilacidén de opusculos astrologicos sobre las natividades, los dias y las horas
favorables para determinadas empresas, etc. Y se remata con una especie de al-
manaque también aljamiado, donde se indica la naturaleza del afio segun la tem-
peratura y otras caracteristicas atmosféricas, y segin el dia de la semana en que
cae el primero de enero. La biblioteca prestadora fecha la copia en el ultimo cuar-
to del siglo XV, mientras en el catdlogo de Zotemberg se le data en el siglo XVI.

Sea como fuere, tiene el especial interés de su grafia aljamiada, siendo esta
obra un ejemplo mas que afiadir a los escasisimos testimonios que nos han llegado
de tiempos preexilicos o una de las tampoco muy numerosas obras aljamiadas
sefardies que se nos han conservado del siglo XVI.

La “Sphera mundi” de Sacrobosco, puede considerarse como un compendio
de “Almagestum”, cuya concepcidn astrondmica es la dominante durante el siglo
XVI. Constituye uno de los manuales correspondientes a las lecturas que versan
sobre la “sfera” impartidas por la catedra de Astronomia que se funda en Sala-
manca en 1467.

La “Sphera mundi” de Juan de Sacrobosco ha sido comentada por diversos
autores del siglo X VI, entre los que se encuentran Sanchez Ciruelo y Pedro Espi-
nosa y traducida al castellano en 1552 por Jeronimo de Chaves.
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Almanach Perpetuum, de Abraham Zacuto

Salamanca, 1473—1478; Leiria (Abraham d’Ortas), 1469. Impreso en papel,
172 fols. Letra gotica. Encuadernacion antigua en piel restaurada con cantos do-
rados. Biblioteca Nacional. Madrid. Inc. 1077.

El judio Abraham Zacuto (1452—1522) se educa en la aljama de Salamanca y,
como estudiante, pasa por las aulas de esta Universidad. El decreto de expulsion
de los judios dado en 1492 le obliga a abandonar Espafia. Se cree que murio en
Damasco en 1522.

Su principal obra astrondmica lleva por titulo “Hahibur hagadol” (“Composi-
cion magna”), redactada en hebreo y escrita a instancias de su protector, el obispo
de Salamanca Gonzalez de Vivero. Esta importantisima obra contiene unos cano-
nes y unas tablas astrondémicas, calculadas para el meridiano de Salamanca y el
afio radix 1473. Traducida al castellano por el catedratico de la Universidad de
Salamanca Juan de Salaya, se utilizard como texto en la Facultad de Astrologia de
dicha Universidad.

Mas tarde un discipulo de Zacuto, llamado Yosef Vizinho hizo una version
resumida al latin con el titulo “Almanach perpetuum”, que consta de una parte, a
la que preceden unos cdnones, de los que también existe una version castellana
(diferente de la de Salaya), seguin algunos con notas de Cristobal Colon.

Aflos mas tarde, ya en Oriente, Zacuto compuso unas tablas para el afio radix
1513 y el meridiano de Jerusalén, usando el calendario judio.
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Funciones periddicas

Julio Fernandez Biarge

Universidad Politécnica de Madrid

Abstract:

The periodic functions are usually studied, only in the environment in what they are
used. In this article we outline their study with wider bases, we classify them and we esta-
blish some of their general properties.

1. Generalidades

En la mayor parte de los tratados, las funciones periddicas se estudian referidas
tan s6lo al ambito en que ocasionalmente se van a utilizar. Trataremos ahora de
establecer unas bases generales para el estudio de estas funciones. Concretamente
nos referiremos a aplicaciones f: E — V, de un espacio vectorial E sobre IR, con
valores en un conjunto V. En los casos de interés, E serd el conjunto de los numeros
reales IR, el de los complejos C, ", o alguno de sus subespacios vectoriales. El con-
junto V sera frecuentemente R, C, o uno de estos ampliado con el elemento ¢ (lo
que nos permitira escribir f{x) = ¢ para indicar que f no esta definida en x).

Definicion 1: Diremos que una funcion f: E — V es periddica si existe un
elemento a € E, distinto del cero de E, tal que

VxeE , fla+x)=f(x) (D

Las funciones constantes son siempre periodicas, cumpliendo (1) para cual-
quier a€ E, pero pertenecen a la clase de las trivialmente periodicas que defini-
remos mas adelante, excluyéndolas del estudio en muchas ocasiones.

Definicion 2: Si f: E — V es periodica, diremos que el elemento a€ E, es un
periodo de f sise cumple (1).
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Notese que aunque para que f'sea periddica se ha exigido que exista un a dis-
tinto de cero que cumpla (1), si f lo es, el cero de E es también uno de sus perio-
dos, segtin esta definicion.

Definicion 3: Si f: E — V es periodica, designaremos con P[f] al conjunto de
todos los periodos de . Designaremos con II[f] al subespacio vectorial sobre R
engendrado por los vectores de P|[f] . Si a es un periodo de f y para todo we R el
elemento wa es también periodo de f, diremos que a es un periodo axil de f. De-
signaremos con K][f] al conjunto de todos los periodos axiles de f.

Es evidente que si f es periodica, 0 € P[f], pero {0} es subconjunto propio
de P[f]. En el caso de ser E de dimension 1, II[f] coincide con Ey K]|f] se re-
duce a {0}, excepto en el caso de ser f constante.

Proposicion 1: Si fes periddica, P[f] es un subgrupo aditivo de E (o si se prefiere
decirlo asi, un Z -moédulo). Si f no es constante, P[f] no coincide con E. Si
x€ PIf], es f{x) = f{0). Six pertenece a una de las clases adjuntas u + P[f] , es f(x)
= f{u). El conjunto K[f] es un subespacio vectorial de II[f] (que en muchos casos
se reduce a {0}) y por tanto, subespacio vectorial de E. Si K][f] no se reduce a {0},
la restriccion de f a K]|f] es constante.

En efecto, para lo primero, si a, b € P[f], bastara probar que a - b € P|f] . Pe-
ro por la definicion, Vxe E, fla +x) =f(x) y fi(b +x) = f{x), con lo que po-
niendo y=b +x,sertd VyeE, f(y)=fy-b) =fla+y-b), dedonde resulta
que a- b € P[f]. Elresto se desprende casi directamente de las definiciones.

Definicion 4: Si P[f] es un grupo ciclico, se dice que f es simplemente periodi-
ca. En tal caso, un elemento generador del grupo ciclico se dice que es periodo
principal de f. Si el grupo P[f] tiene un conjunto de generadores que, a su vez,
constituyen una base del espacio vectorial E, diremos que f'es totalmente periddica.

Notese que si a es periodo principal de £, también lo es - a. En el caso de
ser E de dimensién 1, o sea isomorfo a R, las funciones simplemente periodicas

son totalmente periddicas.

Definicion 5: En el caso de que K][f] coincida con II[f] y, por tanto, con P|f]
(es decir, cuando todos los periodos de f son periodos axiles) diremos que f es
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trivialmente periodica. En el caso de que K[f] no coincida con II[f] pero tampo-
co se reduzca a {0} , diremos que f es espuriamente periodica. Por ultimo, en
el caso de que sea K|[f] = {0}, o sea de que no haya periodos axiles (salvo el
cero), diremos que [ es genuinamente periodica.

Nota: Las denominaciones axil, trivial, espuria y genuina han sido adoptadas en
este articulo, a falta de otras mejores, pero no han sido consagradas por los textos
clasicos sobre funciones periodicas.

Las funciones constantes son siempre trivialmente periodicas. Una funcion
simplemente periddica lo es siempre genuinamente. En el caso de ser E de dimen-
sion 1, solo las constantes son trivialmente periddicas y las restantes funciones
periddicas lo son genuinamente.

Una funcion f: E — V, sobre todo en el caso de ser E de un numero finito
n de dimensiones, se define normalmente haciendo uso de las coordenadas de los
elementos de E que resultan de adoptar una base en el espacio, lo que equivale a
manejar R" en lugar de E, al que es isomorfo. No debe olvidarse que esta repre-
sentacion mediante coordenadas es, en cierto modo, auxiliar, y debe cambiarse
adecuadamente si se efectiia un cambio de base, que conduce a otro isomorfismo
entre R" y E. La graficaen R" del conjunto P[f] la llamaremos mapa de perio-
dos de f.

Siendo E de n dimensiones, la eleccion de una de sus bases, introduce en €l
una valoracion (valores absolutos o mddulos) de sus elementos y una métrica
(mediante la asuncion de que esa base es ortonormal). Tal métrica es, por supues-
to, dependiente de la eleccidon de la base, pero las propiedades topoldgicas defini-
das por su medio ya no dependen de esa eleccion, debido a la equivalencia topo-
logica de esas métricas.

El comportamiento de los conceptos anteriores frente a las traslaciones, sime-
trias, cambios de base y restricciones, se resume en la siguiente:

Proposicion 2: Siendo f: E — V y tunelemento de E, designamos con f; y
con f. a las funciones definidas mediante V x€ E , f; (x) = f(x - 1), f(x) = f(-x).
Entonces, si fes periddica, f; y f. también lo son y ademas P[f;] = P [f] = P|f]
(tienen los mismos periodos). Las propiedades de ser periddica, o de serlo de alguno
de los tipos considerados, no dependen de la eleccion de la base empleada para ex-
presar la funcion y por tanto, no cambian cuando se lleva a cabo un cambio de ba-

se. Si E’ es un subespacio vectorial de E, f es periédicaen E y P[f]NE’ no se
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reduce a {0}, la restriccion de fa E’ es periodica (eventualmente constante, aun-
que no lo fuese f).

La demostracion resulta inmediatamente de la aplicacion de las definiciones.

2. Ejemplos de funciones periddicas.

Antes de seguir adelante, convendra ilustrar estos conceptos con algunos
ejemplos bien conocidos. Varios de ellos estan artificiosamente construidos con la
unica finalidad de ilustrar los conceptos estudiados:

Para E de dimension 1

Ej. 1: La funcién f: R — R U {¢} definida por x — tg x, es simplemente pe-
riodica. P[tg] es el grupo ciclico engendrado por el nimero ©. Ese ntimero es el
periodo principal. Lo mismo le ocurre a la funcién x — Vsen(2x)

Ej. 2: La funcion de Dirichlet definida en R por {D(x) =1 si x& @, D(x) = 0 si
x¢ Q}, es genuinamente periodica, pero no tiene periodo principal. En ella,
P[D]=Q, es decir, todos los numeros racionales son periodos.

Ej. 3: La funcion f definida en IR por { f{x) = 1 si x es de la forma m + m’nt , con
my m’ enteros, f{x) =0 en caso contrario}, es genuinamente periddica sin periodo
principal. Para ella, P[f] es el grupo aditivo generado por los nimeros 1 y 7.

Para E de dimension 2

Ej. 4: La funcién f: R> =R definida por fix,y) =x - y es periddica, pero lo es
trivialmente. El grupo aditivo PJ[f] esta constituido por todos los vectores (u,u)
con u€ Ry no es ciclico. En este caso, P[f] = Il[f] = K|f] es un rayo. El mapa de
periodos de fes la recta de ecuacién x=y. Lo mismo le ocurre a la f: R* — R U

{0} definida por f(x,y)=1/(x - y). En ella, la restriccion a K|[f] es la constante ¢ (no
definida).

Ej. 5: La funcion f: &> =R definida por (x,y) — sen(x + y) es periddica, pero
no simplemente. El grupo aditivo P|f] es el engendrado por los vectores (m,m) y
todos los (#,-u) con ue R. Sumapa de periodos esta constituido por las infinitas
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rectas paralelas de ecuaciones x + y = 2mm, con m entero. IT[f] coincide con R*,
pero K[f] es el rayo engendrado por (1,-1). La funcidn es, por tanto, espuriamente
periodica.

Ej. 6: La funcion f: &* — R definida por f{x,y) = y sen(x) es simplemente perio-
dica (genuinamente, por tanto). El grupo P|f] estd engendrado por el vector
(2m,0), que es el periodo principal. K]f] se reduce a {0}. Notese que la restriccion
al rayo L9 es constante (nula) pero (1,0) no es periodo axil (ni periodo siquiera)

de f.

Ej. 7: La funcién f: R* — R definida por fix,y) =sen x - sen y es totalmente
periodica. El grupo P[f] estd engendrado por los vectores (0,2m) y (2m,0) que
constituyen una base de %, que coincide con IT[f]. Su mapa de periodos es la
reticula de puntos de interseccion de las paralelas x=2mm con las paralelas
y=2m’w, siendo m y m’ enteros. K[f] se reduce a {0}. Obsérvese que la restric-
cion a larecta x =y es constante (nula) a pesar de que los vectores (#,u#) no son
axiles.

Ej. 8: Es facil construir funciones f: R*> — V que tengan dos periodos dados a'y
b (pertenecientes a %, de distinta direccion). Si @ : [-1,1]> — ¥ es una funcién
arbitraria que hace corresponder a cada elemento (x,) de [-1,1]* un elemento
D(x,y)e V, se pueden construir los vectores a’y b’ respectivamente perpendiculares a
a 'y by normalizados con la condicién de que los productos escalares (a’b) y (b’a)
valgan 1. La funcién f definida poniendo f{x) = ® (sen(2w(xb’)),sen(2m(xa’)) tie-
ne los periodos ay b.

Ej. 9: La funcién f: R*> — R definida por f{x,y)=1 en todos los puntos de la
forma (m+m\2,k+m\3), con m,nk enteros y Ax,»)=0 en los restantes es genuina-
mente periédica. P[f] estd engendrado por los vectores (0,1), (1,0) y (N2, V3) y
coincide con el original de 1. IT[f] coincide con &* y KJf] se reduce a {0}. Es un
ejemplo de funcién genuinamente periédica en & con tres periodos, uno de los
cuales no puede expresarse como combinacién lineal de los otros con coeficientes
racionales.

Ej. 10: La funcién f: R> — R definida por f{x,») =1 en todos los puntos de la
forma (m+n/6,k+n/8), con m,n,k enteros y fx,y)=0 en los restantes es genuina-
mente periddica. P[f] es el grupo aditivo G( (0,1), (1,0), (1/6,1/8) ) y coincide con
el original de 1. TI[f] coincide con ®* y K[f] se reduce a {0}. Es otro ejemplo de
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funcion genuinamente periddica en R’ pero puede probarse que (1/6,1/8) y (1,1)
pertenecen a P|f], y éste coincide con G( (1/6,1/8), (1,1) ). La funcidn es total-
mente periodica.

Ej. 11: La funcion f: C — C definida por z — exp(z) es simplemente perio-
dica (genuinamente) con periodo principal 2w . P[f] es el conjunto { 2mmi } y
II[f] es el rayo eje imaginario. K[f] es {0}.

Ej. 12: También para f: C— C, las funciones elipticas ofrecen bellos ejemplos
de funciones analiticas uniformes totalmente periddicas (doblemente periddicas)

(ver [1]).

Para E de infinitas dimensiones

Ej. 13: Si E es el espacio vectorial sobre R de los polinomios con una indeter-
minada, la funcién D : E— E que hace corresponder a cada polinomio su deri-
vado, es periodica pero trivialmente; sus periodos son todos los polinomios
constantes (incluido el nulo). Estos polinomios constituyen P[D] y el subespa-
cio II[D] = K[D] es el rayo engendrado por 1.

3. Funciones periddicas en un espacio de dimension 1.

Estudiaremos ahora algunas propiedades de las funciones periddicas en el ca-
so de que E sea de dimension 1, con lo que (escogido un “vector unidad’) pode-
mos asimilarlo a R. En particular, podremos hablar del cociente a/b de dos ele-
mentos no nulos de E como el cociente de los nimeros reales que los representan;
este cociente es invariante frente a los cambios de base (de unidad). También po-
demos atribuir a E la estructura topoldgica de R, que, como sabemos, tampoco
viene afectada por los cambios de base. Podemos atribuir a E la métrica y la valo-
racion de R (pero teniendo en cuenta que las distancias y valores absolutos si
cambian en un cambio de base, aunque no sus cocientes). En lo que sigue, desig-
naremos con G(a,b,...) al subgrupo aditivo de | generado por los nimeros a,b, ...

Proposicion 3: Siendo E de dimension 1, sila funcion f: E — V es periodi-
caysi ay b son dos periodos no nulos de f, siendo a/b€ Q,existeun c€ E
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que también es periodo de f y tal que a =mcy b =m’c, con my m’ enteros,
con lo que G(a,b) = G(c).

En virtud de la Proposicion 1, sinos conviene, podemos sustituir el elemento a
por su opuesto -a , de modo que el nimero a/b sea positivo. Entonces, si p/g es la
expresion irreducible de a/b, es decir a/b=p/q, siendo m.c.d.(p,q)=1, es sabido (por
el algoritmo de Euclides) que existen dos enteros, p’y ¢’ tales que p’p —q’'g=1 (de
hecho, |p’|/|g’| es la penultima reducida del desarrollo en fraccion continua de p/g
(ver [2]). Definamos ¢ como el elemento de E, ¢ = a/p = b/g. Sera entonces a/c=p,
b/c=q, p’(a/c) —q’(b/c)=1, 0seap’a—q’b=c, porlo que ¢ pertenece a G(a,b) y es
periodo de /- Pero es a=pc'y b=gc , con lo que G(a,b) = G(a).

Proposicion 4: Siendo E de dimensién 1, si a y b son dos periodos no nulos de
la funcion no constante f: E — V, siendo a/b ¢ Q, el subgrupo G(a,b) de P|f]
es denso en E, es decir, todos los nimeros reales son puntos de acumulacion del
conjunto G(a,b) y, por tanto, de P[f]. Todos los nimeros reales son también pun-
tos de acumulacion de cualquiera de las clases adjuntas de P[f].

En efecto, veamos que el cero de E es punto de acumulacién de G(a,b). Co-
mo antes, podemos suponer que a/b es positivo. El conjunto G(a,b) posee todos
los numeros de la forma pa + gb, con py g enteros. Es sabido (ver [2]) que si
p+/q, es la n-ésima reducida del desarrollo en fraccion continua indefinida de a/b,
se cumple |a/b - p,/q. < 1/g,° 'y, en consecuencia, es |bg, - ap,| <|al/q, . Como
haciendo » suficientemente grande, g, se hace tan grande como se desee, la dis-
tancia del 0 de E al elemento bg, - ap, € G(a,b) < P|f] serd tan pequefla como
queramos, con lo que el 0 es punto de acumulacion de P[f]. Probado que dado un
€ positivo, existe en G(a,b) un elemento d con |d| < g, resulta claro (por la propie-
dad arquimedeana) que, cualquiera que sea r€ E , entre los numeros md , con m
entero, (que pertenecen a G(a,b)) hay alguno que dista de » menos de € . Por
tanto, » es punto de acumulacioén de G(a,b) y por tanto de PJ[f].

4. Propiedades relativas a la continuidad.
En lo que sigue, en f: R — V, pondremos W en lugar de V para indicar

que ese conjunto de valores posee la estructura necesaria (topologia separada)
para que tenga sentido hablar de la continuidad o discontinuidad de f.
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Proposicion 5: Siendo E de dimension 1, si la funcion no constante f: E — W
tiene dos periodos no nulos ay b siendo a/b ¢ Q , la funcidon f no es continua
en ninguno de los puntos en que esta definida.

En efecto, al no ser constante, hay algin punto r€ E en el que f{r) # f(0). Pe-
ro si x es arbitrario en E, en cualquier bola de centro en x hay puntos de P[f] en
los que la funcién toma el valor f{0) y puntos de la clase adjunta » + P[f], en los
que toma el valor f{7), lo que es contrario a la continuidad de fen x . En conse-
cuencia:

Proposicion 6: Siendo E de dimension 1, si la funcion no constante f: E — W
es periodica y es continua en algun punto de E , es simplemente periodica.

5. Funciones periddicas en un espacio de » dimensiones.

Consideraremos ahora el caso mas general de que E sea un espacio vectorial
sobre [k de n dimensiones (isomorfo, por tanto, a &"). Como en los ejemplos ante-
riores, llamaremos rayos a sus subespacios lineales de una dimension: al rayo
engendrado por el vector a lo llamaremos L, . Si la restriccién de f a un rayo es
constante, diremos que se trata de un rayo constante. Si a es un periodo axil, el
rayo L, es constante, pero los rayos constantes pueden no contener periodos o
contener periodos no axiles.

Proposicion 7: Si f: E — V es periodica, a y b son dos de sus periodos (no
nulos) y ¢ =ua + vb,con u y v racionales, la restriccion de fal rayo L. es pe-
riodica (eventualmente constante).

En efecto, si llamamos m al minimo comun multiplo de los denominadores
de las expresiones fraccionarias de u y v, el vector mc pertenece a G(a,b) y es,
en consecuencia, periodo de f y de su restriccion a L.. Si alguno de los nime-
ros wu y v fuese irracional, la restriccion de f a L. no tiene por qué ser perid-
dica (aunque podria serlo).

Proposicion 8: Si la funcion f: E — V es espuriamente periddica, la restriccion
de f a K]|f] es constante. La equivalencia entre los elementos de E que difieren
en un elemento de K]|f] , permite definir el espacio cociente E / K[f] y queda
definida la funcion f*: E/K[f] — V, en la que a cada clase de equivalencia a +
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K][f] le corresponde el valor fla)e V' (que no depende de la eleccidon de a dentro
de su clase). P|f*] es la imagen de P[f] en el homomorfismo natural entre E y
E / K|f], es decir, los periodos de f* son las clase de equivalencia a que pertene-
cen los periodos no axiles de f. La funcion f* es entonces genuinamente perio-
dica.

Las demostraciones son casi inmediatas. Resulta asi que el estudio de cual-
quier funcidn periddica no trivialmente, se reduce al de una que lo es genuina-
mente y al de otra constante en el subespacio K]f], si €ste no se reduce a {0}.

6. Propiedades topoldgicas

Los textos de funciones de variable compleja demuestran la imposibilidad de
existencia de funciones f: C — C, analiticas y uniformes que tengan tres perio-
dos a, b, c en el caso de que no existan tres nimeros enteros p, g, r para los que se
cumpla que pa + gb + rc = 0. El teorema, debido a Jacobi, se prueba, por ejem-
plo en [1], demostrando en primer lugar que de existir tales funciones, tendrian
periodos de mddulo arbitrariamente pequefio, y viendo después que ello estaria en
contradiccion con la propiedad de las funciones consideradas de que todos sus
ceros son aislados. La prueba utilizada para la primera parte es dificilmente gene-
ralizable para espacios de mas de dos dimensiones y nosotros estamos interesados
en funciones de tipos mucho mas generales que el de las analiticas uniformes.

Por otra parte, sabemos que una funcion f: R" — V puede tener un grupo
aditivo de periodos que no puede ser engendrado con s6lo »n vectores, lo que
ocurre siempre que hay periodos axiles y en ejemplos como los 2, 3 y 9. Por otro
lado, todas las funciones periddicas no genuinamente tienen periodos de médulo
tan pequefio como se desee (los axiles), lo que no impide su continuidad, como se
ve en los ejemplos 4 y 5. No obstante, podemos obtener alguna generalizacion del
importante teorema citado de Jacobi.

Si los vectores a; , a;, ..., a, son periodos de la funcion f: R" — V que
constituyen una base de R", entre los vectores de R " queda definida una relacion
de equivalencia que relaciona dos vectores si su diferencia pertenece a
G(aja,,...,a,). Los valores de f para vectores equivalentes son iguales. Llamando
P al hiperparalelepipedo con un vértice en el origen, cuyas aristas son represen-
tantes de a;, as, ..., a,, €l espacio R" queda descompuesto en infinitos hiperpa-
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ralelepipedos iguales a P, de modo que cualquier vector de R" tiene un equiva-
lente con extremo en P.

Proposicion 9: Si los vectores a;, a,, ..., a, son periodos de la funcion f: R" — V
que constituyen una base de R" y b es también periodo no nulo de £, pero no exis-
ten n+1 nameros enteros m , m; , my, ..., m, tales que mb + m;a; + mya, + ... +

mya, =0, los vectores b; equivalentes respectivamente a los jb (con j entero arbi-
trario) que pertenecen al hiperparalelepipedo P son todos distintos. Entonces, existe
en P un punto de acumulacion del conjunto de los extremos de los b; y la funcién
f tiene periodos de modulo arbitrariamente pequefio.

Todas las conclusiones se verifican evidentemente si f'es trivialmente o espu-
riamente periddica, al existir periodos axiles. La proposicion tiene interés en el
caso de las funciones genuinamente periodicas.

En tal caso, si fuese b; = b; siendo i#j, seria (j-i)b = k;a; + k.a, + ... + k,a,,
contra lo supuesto. El subconjunto de los b; es, por tanto, infinito y como P es
compacto, existe el punto de acumulacion citado. Como b es periodo, también
lo seran los jb y sus equivalentes b;. También seran periodos las diferencias entre
ellos y al tener sus extremos un punto de acumulacidn, para cualquier € real posi-
tivo, habrd alguna de esas diferencias con mdédulo menor que €. Si d es un perio-
do, la funciéon f toma el mismo valor en x que en x+d . En consecuencia, siendo
el médulo de d tan pequefio como queramos, el original de f{x) no puede tener
puntos aislados.

Como antes, en f: R" — V, pondremos W en lugar de V para indicar que
ese conjunto posee la estructura necesaria para tenga sentido hablar de la conti-
nuidad o discontinuidad de f.

Proposicion 10: Si f: R" — W es una funcién genuinamente periddica y los
vectores a;, a, ..., a, son periodos suyos que constituyen una base de R" y b
es también periodo no nulo, pero no existen n+1 nimeros enteros m , m; , m,, ...,
m, (no todos nulos) tales que mb + m;a; + mya, + ... + mya, = 0, la funcién f
presenta infinitos puntos de discontinuidad en el hiperparalelepipedo P .

En efecto, siendo f genuinamente periodica, podemos suponer que no existen
rayos constantes; si hubiese alguno L. , podriamos sustituir f por f; (definida
por fi(x) = f(x - t), como en la Proposicidén 2) con ¢ convenientemente elegido; si
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L. siguiese siendo constante para todo 7, ¢ seria axil, contra lo supuesto. Lo de-
mostrado para f; valdria también para f. Entonces, dado un € real positivo, exis-
tirdn periodos de f'de modulo inferior a €; estos periodos engendrardn un subespa-
cio vectorial, H, de R". Si cualquiera que sea €, H tiene n dimensiones, el propio
hiperparalelepipedo P puede sustituirse por otro P’ con aristas de longitud inferior
a g en el que f, que no es constante, tomara todos sus valores. Esto va contra la
continuidad de fen 0 y en consecuencia, en los infinitos puntos de P[f] pertene-
cientes a P. Si, por el contrario, H tiene m dimensiones, con 1 <m < n, conside-
raremos la restriccion de f a H; al no existir rayos constantes, esta restriccion
sera genuinamente periddica y se le podra aplicar el razonamiento anterior con la
misma conclusién (salvo que no puede asegurarse la discontinuidad en todos los
puntos de P[f] (1 P sino en losde P[f](VH(P).
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Abstract:

In this paper we present some results about Art Galleries Problems

1. Introduccion

Hoy en dia las salas de los nuevos museos no tienen, en general, formas regu-
lares en sus plantas, lo que da lugar a interesantes problemas de iluminacion. Si la
planta fuera un poligono convexo, una unica fuente de iluminacion bastaria para
iluminar toda la sala, pero la irregularidad impide esta solucion econémica. Asi se
plantea el problema de minimizar el n° de luces que son necesarias para iluminar
la sala.

Figura 1. [luminando distintas salas

Los problemas de iluminacion han atraido la mirada de los matematicos des-
de hace tiempo. Mencionemos aqui dos de ellos:

Problema de Hadwiger

(Cuantos reflectores se necesitan para iluminar el contorno exterior de una
figura plana, compacta, convexa y de borde liso? Boltyanski probd en 1960 que
tres reflectores son siempre suficientes.
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Problema de Strauss

Pensemos en una sala de planta poligonal cuyas paredes son espejos. (Es
cierto que basta colocar una fuente luminosa en cualquier punto de la sala para
iluminarla completamente? ;Habrd siempre un punto con esa propiedad?

Recientemente Tokarsky [To] ha probado que la respuesta a la primera pre-
gunta es negativa. Pero la segunda parte de la conjetura permanece abierta.

Volvamos al problema de iluminacién de una sala en un museo. La cuestion
fue planteada por V. Klee en 1973 en estos términos: Determinar el minimo nu-
mero de puntos de un poligono suficientes para ver a todos los restantes. Se pue-
de interpretar también en términos de vigilancia de una sala poligonal: ;Cuantos
guardias (o camaras de vigilancia que cubran 360°) son suficientes para vigilar el
interior de un poligono de n lados?

La respuesta a este problema fue obtenida por Chvéatal [Ch] en 1975, quien
demostré que |n/3] guardias siempre son suficientes. En 1978, Fisk dio una de-
mostracion concisa y elegante que ampliaremos mas adelante: Trianguilese el po-
ligono, coloréese con 3 colores el grafo de la triangulacion y ponganse los guar-
dias en los vértices coloreados con el color que menos veces aparezca.

El problema asi resuelto es de naturaleza combinatoria pues responde a la ge-
neralidad de los poligonos de n lados. Sin embargo no todos los poligonos de n
lados requieren ese n° de guardias (por ejemplo, cualquier convexo de n lados
solo requiere un guardia). Por ello tiene sentido plantear el siguiente problema
algoritmico: Dado un poligono P, calcular el minimo n° de guardias que lo vigi-
lan. Desgraciadamente no existe ningtn algoritmo eficiente que lo resuelva, pues
Lee y Lin [LL] han probado que es un problema de complejidad NP. (Informal-
mente hablando esto significa que no se conoce ningun algoritmo para resolverlo
en que el nimero de operaciones efectuadas sea un polinomio en el n° de datos de
entrada)

Tras conocer la respuesta al problema planteado por Klee surgen de modo
inmediato multitud de nuevas preguntas: ;Qué sucede si el objeto a vigilar es un
tipo especial de poligono, o si se quiere iluminar el exterior del poligono o, mas
general, de una configuracion de objetos? Estas preguntas corresponden a varian-
tes del Problema en las que cambia el objeto a vigilar. Pero también podemos
modificar las caracteristicas de los guardias o de los focos de luz. En el problema
original los guardias son estaticos, vigilan en todas las direcciones y su vigilancia
tiene alcance ilimitado. Permitiendo, por ejemplo, que los guardias patrullen por
segmentos o limitando la amplitud de los focos luminosos tendremos distintas
variantes del Problema de las Galerias de Arte.

53



— ~N
W I

/ /
Guardias-lado Reflectores de amplitud /2

Figura 2. Diferentes formas de vigilar o iluminar

En este articulo comenzaremos con la demostracion de Fisk del denominado
Teorema de las Galerias de Arte y presentaremos después algunas de las variantes
mencionadas.

2. Teorema de las Galerias de Arte

Para vigilar una galeria de arte poligonal con n vértices, [n/3.] guardias son
siempre suficientes. Existen salas que necesitan ese n° de guardias.

Demostracion. (Fisk [Fi])

Consideremos un poligono simple P de n vértices y observemos graficamente
los siguientes pasos, anticipados en la introduccion:

Poligono P Triangulacion T
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@ rojo
@ negro
O azul

3-coloracion de T Asignacion de guardias

Figura 3. La demostracion en imagenes

Y ahora pasemos a la explicacion.

Primer paso. (Triangulacion)

Triangulamos P, es decir, descomponemos P en triangulos cuya union es P,
con interiores disjuntos y cuyos vértices son vértices de P. Observamos que un
guardia situado en cualquier vértice de un tridngulo vigila completamente dicho
triangulo.

Segundo paso. (Coloracidn)

La triangulacion anterior es un grafo plano. El Teorema de los cuatro colores,
probado en 1976 por Appel y Haken, asegura que todo grafo plano puede colo-
rearse utilizando sélo cuatro colores. Pero podemos colorear los vértices de una
triangulacion T de un poligono utilizando tan sélo tres colores. (Una coloracién
de un grafo es una asignacion de colores a los vértices del grafo de modo que dos
vértices adyacentes reciben diferente color)

En esta 3-coloracidn de T cada tridngulo tiene un vértice de cada color.

Tercer paso. (Colocacion de guardias)

Cada triangulo de T tiene un vértice rojo. Si colocamos un guardia en cada
vértice rojo, vigilaran todos los tridngulos y, por tanto, todo el poligono. Lo mis-
mo sucedera si colocamos guardias en todos los vértices negros o si los coloca-
mos en todos los vértices azules.
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El poligono tiene n vértices y disponemos de 3 colores. Por tanto, alguno de
los tres colores, rojo, negro o azul se utiliza en, a lo mas, | n/3] vértices. (Esto es
una aplicacidn inmediata del Principio del palomar o de Dirichlet: Si cada color se
utilizara en mas de [ n/3 ] vértices, sumando los vértices de cada color tendriamos
mas de n vértices). Basta pues, colocar los guardias en los vértices con el color
menos utilizado para garantizar que |.n/3] guardias son siempre suficientes para
vigilar cualquier poligono de n vértices.

Cuarto paso (Necesidad de los ° ) 0 °
| n/3 ] guardias)
Para comprobar que este nimero
de guardias es a veces necesario, basta
considerar el poligono “peineta” con
n=3k vértices de la Figura 4. Es facil
observar que para vigilar este poligono

se necesitan al menos k guardias, uno _ .
por cada pua de la peineta. Fig. 4. Poligono “peineta

(Hemos terminado la demostracion? En el primer paso comenzamos triangu-
lando el poligono pero, ;todo poligono admite una triangulacién? En el segundo
paso decimos que el grafo de la triangulacion es 3-coloreable. Justifiquemos am-
bas afirmaciones.

3. Triangulacion de un poligono
Propiedad 1. Todo poligono se puede triangular.

Demostracion.

Por induccién sobre n, n® de vértices del poligono.

Sin=3, el poligono ya es un triangulo.

Si n>4, se traza una diagonal cualquiera que descompone el poligono P en
otros dos con menor n° de vértices. Por hipotesis de induccidn cada uno de estos
poligonos admite una triangulacion lo que proporciona una triangulacion de
todo P.

Analicemos la frase: "se traza una diagonal .....". ;Esto se puede hacer siem-

pre? ;Existe siempre una diagonal? La respuesta es afirmativa pero se han publi-
cado varias pruebas incorrectas a lo largo de los afios.
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Lema
Todo poligono de n vértices, n>4, admite una diagonal interna.

Demostracion.

En primer lugar observamos que todo
poligono tiene algiin vértice convexo (por
ejemplo, el situado mas a la izquierda). Lla-
memos A a dicho vértice y By C a sus ad-
yacentes. Si el segmento BC est4d contenido
en el poligono P sera la diagonal buscada. Si
no es asi, en el triangulo ABC habra vértices
de P. Tomamos el mas alejado X de la recta
BC. Asi AX est4 contenido en P y es la di-
agonal buscada

(Una de las demostraciones incorrectas pero publicadas toma como diagonal
valida el segmento AZ donde Z es el vértice mas préximo al punto A. El lector
puede construir un poligono en el que AZ no es una diagonal valida)

Propiedad 2
Cualquier triangulacion de un poligono es un grafo plano 3-coloreable.

Demostracion.

Sea P un poligono y T(P) una triangulacion de P. Demostraremos el resultado
por induccidn sobre n, nimero de vértices del poligono P.

Si n=3, la triangulacion coincide con P y la 3-coloracion es obvia.

Si n>3 se toma una diagonal uv que parte T(P) en dos poligonos triangulados
T(P’) y T(P’’) cuyo n° de vértices es menor que n. Por inducciéon podemos colo-
rear las triangulaciones de P’ y P’ asignando en ambas el color 1 al vértice uy el
color 2 a v. Asi tenemos una 3-coloracion de T(P). [

Para concluir este apartado sobre triangulacidon indiquemos que la generaliza-
cion a dimension tres es falsa: existen poliedros que no se pueden descomponer
en tetraedros sin afiadir vértices adicionales.

4. Rutas de vigilancia

La vigilancia de las salas de un museo sigue cuando sus puertas se cierran al
publico. ;Qué ruta debe seguir un vigilante en su ronda nocturna? El problema
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puede plantearse asi: Dado un poligono P hallar el camino cerrado C de longitud
minima tal que cada punto de P sea visible desde algin punto de C. Este camino
minimo recibe el nombre de Ruta del vigilante.

Figura 5. Ruta del vigilante con origen en el punto s

Si se especifica cudl debe ser el punto de partida (y llegada) del vigilante,
Chin y Ntafos [CN] han disefiado algoritmos eficientes para resolver el problema,
pero éste permanece abierto si no se conoce el punto de partida.

Chin y Ntafos han planteado, y resuelto parcialmente, otros problemas sobre
rutas de vigilancia que denominan con los sugerentes nombres de Ruta del Guar-
dian del Zoo y Ruta del Safari. En estos problemas el objetivo es caminar en el
interior de un poligono P visitando k poligonos contenidos en él. En el Problema
de la Ruta del Safari se permite entrar en los poligonos, como si fueran los pabe-
llones de una exposicion. En el Problema de la Ruta del Guardian del Zoo, esta
prohibida la entrada, pues el guardidn del zoo no entra en las jaulas para alimentar
a los animales.

5. Vigilancia vigilada
Si los ladrones neutralizan uno de los guardias que vigilan una sala, podran

“trabajar” tranquilamente en la zona controlada exclusivamente por ese guardia.
Es interesante, por tanto, pedir que cada guardia sea vigilado al menos por otro
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guardia. Asi llegamos a los denominados guardias vigilados (o w-guardias), in-
troducidos en [H1] y [H2].

A

Figura 6. Un poligono con 3 guardias y 4 w-guardias

En [H1] se demuestra que [ 2n/5 ] w-guardias son siempre suficientes, y a ve-
ces necesarios, para vigilar un poligono de n lados. En la demostracion se trabaja
sobre la triangulacion del poligono, de modo andlogo a la prueba del Teorema de
las Galerias de Arte, probandose realmente un resultado mas fuerte: que | 2n/5 | w-
guardias vigilan cada uno de los tridngulos y, por tanto, a todo el poligono. La
demostracion es por induccién sobre el n® de lados del poligono P. En primer lu-
gar se prueba el resultado para poligonos con hasta 11 lados. Para poligonos con
mas de 11 lados se toma una triangulacién T y se prueba la existencia de una di-
agonal que corta P en dos poligonos, P’ y P”’, uno de los cuales, por ejemplo P’,
contiene entre 6 y 10 lados del poligono P. Se analiza la w-vigilancia de P’ en
cada uno de los casos y se combina con la w-vigilancia de P’ para obtener la cota
deseada en la vigilancia de todo P.

Figura 7. Un poligono que requiere [ 2n/5] w-guardias

En [H2] se estudia el problema para poligonos isotéticos u ortogonales (de
lados paralelos a dos direcciones ortogonales), demostrando que el n° de w-
guardias es | n/3] en este caso. La herramienta fundamental para trabajar sobre
poligonos ortogonales no es la triangulacién, sino la cuadrangulacién o descom-
posicion en cuadrildteros convexos.
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Cuadrangulacién de un poligono ortogonal Poligono con | n/3] w-guardias

Figura 6. Vigilancia vigilada en poligonos ortogonales

6. Un problema abierto

La pregunta inicial de Klee en 1973 origin6 desde su formulacion un impor-
tante nimero de trabajos. En 1987, O’Rourke [O’R] publicod Art Gallery: Theo-
rems and Algorithms recogiendo todos los resultados obtenidos hasta ese momen-
to en el campo de la iluminacion de poligonos. Los avances y nuevas lineas abier-
tas desde entonces pueden consultarse en los trabajos recopilatorios de Shermer
[Sh] y Urrutia [Ur].

Terminaremos esta pequefia muestra de los problemas en Galerias de Arte
mencionando uno de los problemas abiertos mas antiguo en el area:

Si permitimos que cada guardia pueda patrullar por una de las paredes del
museo, de forma que vigile todos los puntos que son visibles desde algun punto de
esa pared, ;cuantos guardias se necesitan para vigilar?

En 1983, G. Toussaint conjeturd que, excepto S
para unos pocos poligonos, | n/4] guardias-lado son \
siempre suficientes para vigilar cualquier poligono
de n lados. (Se invita al lector a buscar un poligono
de 7 lados que requiera 2 guardias-lado).

En este problema no es util la técnica de trian- \//

gulacidn, pues existen ejemplos en los que necesitan
| 3n/10] guardias-lado para vigilar todos los tridngu-
g p g g

. ., Poligono que requiere
los de la triangulacion. gono que req

| n/4 | guardias-lado
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Abstract

The autor has recently developed (in collaboration) a method for
determining automatically geometric loci based in Wu’s algorithm. A
“light” version of the method is described in this article. Only elemen-
tary algebraic tools are used (a variant of polinomial division called
pseudodivision). The method can be used to find loci, when they can
not be found using classical techniques of synthetic geometry, and also
to detect loci in an n-dimensional euclidean space, for a given n > 2,
fixed in advance.

Introduccion

Este articulo, mezcla de Geometria, Algebra y Computacion, estd dedi-

cado al Prof. D. Pedro Abellanas, mi director de tesis, de quien aprendi el
uso de herramientas algebraicas en la resolucién de problemas geométricos.

Recientes avances algoritmicos, asi como de la tecnologia computacional

permiten ejecutar rapidamente calculos algebraicos sencillos pero laboriosisi-
mos, utiles para resolver ciertos problemas geométricos con técnicas estandar.

Los trabajos de Recio [5] y Recio-Vélez [6] nos sugirieron la idea de aplicar

estas técnicas a determinar lugares geométricos, consistiendo nuestro primer
trabajo es esta linea en el desarrollo una demostracion “ad hoc”, presentada

al IMACS-ACA’99 y publicada en nuestro Boletin [10].
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Posteriormente, conociendo los trabajos de Kapur-Mundy [3] y de Kapur
[4], hemos generalizado el método de determinacién de lugares, presentandolo
como comunicacién al AISC’2000 [12], y lo hemos aplicado a extender a
dimension 3 ciertos lugares geométricos del plano [11].

El propdsito del presente trabajo es el de divulgar estos modernos métodos
de investigacion en Geometria, presentdndolos desprovistos de formalismo, de
modo que sean aprovechables por potenciales usuarios no especializados en
estas técnicas. Por razones didacticas y de espacio, este trabajo se limita a
considerar lugares del plano euclideo real. El tnico requisito exigido es saber
dividir polinomios multivariables.

1 Algoritmo de Wu (version elemental)

Este algoritmo, desarrollado hacia 1978 por el matematico chino Wu Wen-
tsin, para su aplicacion a la demostracion automatica de teoremas, esta
basado en la seudodivisién (variante de la divisién polinémica).

1.1 Seudodivisién de polinomios

Al dividir el polinomio 3® + 1 entre zy + 2 respecto de la variable 3 (con-
siderando a x como constante), se obtiene como resto la expresién racional
1— f—g, en la que aparece x en un denominador.

En general, en la division usual de polinomios multivariables (de varias
variables) con coeficientes enteros, el cociente y el resto obtenidos son ex-
presiones racionales, que pueden no ser enteras (es decir, algunas variables o
enteros pueden aparecer en los denominadores). Estas expresiones racionales
no polinémicas son mucho mas incomodas de manipular que los polinomios.
Para evitar este inconveniente, la division se sustituye por la seudodivision.

Definicién 1.1. Siendo f y d polinomios multivariables con coeficientes en-
teros, la pseudodivision de f entre d respecto a la variable V' consiste en la
division usual (considerando a las demds variables como constantes), sin mas
que sustituir f por su producto por el multiplicador

m = coef lider(d, V) +oredo(f;V)—grado(d,V) (1)
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donde coef lider(d, V) es el coeficiente lider del polinomio d con respecto de
la variable V' (es decir, su término de mayor grado en V). El cociente y el
resto asi obtenidos, se denominan seudocociente y seudoresto. Al seudoresto
lo denotaremos por sresto(f,d, V) y al multiplicador (1) por mult(f,d, V).

Para el caso del ejemplo anterior, el coeficiente lider del divisor es z, luego
el multiplicador es m = :c(1+3_1), asi que la seudodivisién de f = y3 +1 entre
d = xy + 2 respecto de ¥, consiste en la division usual de m - f = z?- (y> +1)
entre d, obteniéndose como seudoresto la expresién entera z3 — 8.

En general, se prueba que el seudocociente (q) y el seudoresto (r) son
expresiones enteras (ni variables, ni enteros aparecen en denominadores) vy,
como en la division usual, verifican:

r=m-f—d-q ; grado(r,V) < grado(d,V) (2)

En consecuencia, si grado(d,V') = 1, entonces V no aparece en r.

1.2 Triangulacién respecto de un subconjunto de variables

A continuacion, la seudodivisiéon va a ser aplicada a triangular un sis-
tema de polinomios. Se trata de obtener, a partir de él, otro sistema de
polinomios, mediante un proceso similar al de la eliminacién gaussiana, pero
substituyendo operaciones lineales por seudodivisiones.

Definicién 1.2. Partiendo de un sistema de polinomios con coeficientes en-
teros en las indeterminadas o variables Vi, ..., Vg Viiq, ..., V},, es decir, del
anillo de polinomios A = Z[V1, ..., Vs; Vsi1, ..., Vi]):

hiVi, s Vs; Viiq, Vi) 5 i =1,..,8 (3)
y de un subconjunto ordenado de dichas variables, Vi < ... < Vj, se denomina

triangulacion al proceso de obtencion de otro sistema de polinomios:

91(V17V2,V37 """ 7‘/5;‘/54—17"-7‘/71)
92(‘/27‘/:37 """ 7‘/8;‘/8%»17'“7‘/71)
gg(V},, ..... ,VVS;VVS_H,...,VH)

gs(Vs? | Vn)

que llamaremos triangulado de aquel, cuyos polinomios verifican:
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e son combinacién lineal, con coeficientes en A, de los del sistema inicial
(Io que, en lenguaje algebraico, se expresa diciendo que los polinomios
g; pertenezcan al ideal < hy,...,hs > del anillo A), es decir:

e la variable V; aparece en el polinomio g;, pero no en los siguientes:

grado(g;, Vi) > 0 ; grado(g;,V;) =0; j>i;i=1,..,s (5)

Para establecer cémodamente un orden en los polinomios (3), en las va-

riables respecto de las cuales se triangula y en los polinomios triangulados,
consideraremos listas de ellos, denotadas respectivamente V, H y G:

V = [Vl,‘/g, ,Vs] 3 H = [hl,hg, ...,hs] s G = [gl,gg,...,gs]

A continuacién se muestra un algoritmo de triangulacién, expresandolo de
modo sencillo, aunque un poco informal.

Algoritmo de triangulacién trian_:

Entrada: H := [hy,ho,....;hs] , V = [V}, Vo, ..., V]

0.
1.
2.

I AN S

G :=[] (lista vacia)

v:=primer elemento de V

g:=el primer polinomio de H, tal que grado(g,v) sea minimo, tomado de
entre los que tal grado sea positivo

si grado(g,v) > 1y hay en H otros elementos de grado> 0 en v, entonces
sustituir a esos otros por su seudoresto entre g respecto de v y volver a 2
agregar g a la lista G como ultimo elemento

suprimir en H dicho elemento g

suprimir en V su primer elemento

si la lista 'V no es vacia, entonces volver a 1

Salida: G = [g1,92, -+, gs]

(Una descripcién mas detallada de este algoritmo, con ligeras variantes, puede
encontrarse en el capitulo 5 de [7], o bien en [1, 2]).
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Aplicando el algoritmo trian_ a las listas H de polinomiosy V de variables,
se obtiene la lista G de polinomios triangulados, que verifican (4) y (5):

t'r’z'an_([hl, hg, cees hs], [Vl, ‘/2, ceny Vvs]) = [gl,gg, ...,gs] (6)

1.3 Seudoresto final y sucesion de multiplicadores

Definicion 1.3. A partir de otro polinomio, t;, € A, y de la lista G, de
polinomios triangulados respecto de V, se calcula la sucesion de seudorestos:

r = STGStO(tthlvVl) s Ty = 87"681&0(7‘2',1,91',‘/2') ; 1= 27 ceey S (7)

El 1ltimo seudoresto obtenido asi obtenido, 74, se denomina seudoresto final
y el proceso para calcularlo se denotara sresto_final:

sresto_final(ty, [g1, .-, 9s), [V1, -, Vs]) = 75

Observemos que si grado(g;, V;) = 1;1 = 1, ..., s, entonces, de acuerdo con
la desigualdad de (2), en r; ya no aparecerdan Vi, ..., V;, y, en consecuencia, en
rs se habra conseguido eliminar las variables Vi, ..., V. En todo caso, aunque
sea grado(g;, Vi) > 1, para algin 7 € {1, ..., s}, el algoritmo trian_ sélo serd
util cuando t;, sea tal que en r, sélo aparezcan variables de {Vii1,...,V,},
como se vera mas adelante.

Definiciéon 1.4. La sucesién de multiplicadores de las seudodivisiones (7):
my = mult(ty, g1, V1), mo = mult(ri, go, Vo), ..., mg = mult(rs_1,gs, Vs)
se concatenaran en una lista, denotandose suc_mult al proceso para calcularla:
sucmult(ty, [g1s .- gs]y [V1y ey V|) = [M1, may ooy mig]

(Se omiten los listados de los algoritmos sresto_final y suc_mult, por triviales).

1.4 Implementacion

Los calculos mencionados anteriormente, al ser muy laboriosos, han de
ser automatizados, inplementandolos en un sistema computacional de calculo
matematico que contenga un comando que permita calcular seudorestos.
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Tal es el caso del comando prem del sistema Maple, en el cual hemos
implementado trian_, sresto_final y suc_mult con técnicas descritas en [9].
Aunque Derive no contiene un comando que permita calcular seudorestos,
existe un programa para calcularlos [8] y en su versién 5, con su programacioén
procedural, es muy cémoda la implementacién de estos algoritmos.
1.5 Aplicacién usual del algoritmo de Wu

Su aplicacién a la demostraciéon automadtica se basa en el siguiente:

Lema 1.5. De acuerdo con la notacion precedente, el seudoresto final puede
expresarse en la forma:

s
frs:ms-ms_l-...-ml-th—l—Zwihi o ow; €A (8)
1=1

Proof. De acuerdo con la igualdad (2), los s seudorestos (7) pueden escribirse:

r1 = mity, — g1q1 , T2 = MaT1 — 242 5 ... y Ts = MgTs_1 — Gss

donde ¢, ..., g5 son los seudococientes de (7). Sustituyendo el valor de cada
seudoresto en la siguiente igualdad, resulta:

s
Ts:ms'ms—l'---'ml'th+2fjgj; ijA
J=1

bastando ahora tener en cuenta (4), para obtener (8). [

En la aplicacién usual del lema anterior, se espera que el seudoresto final,
rs, sea nulo. En tal caso, si (vy,...,0s; V541, ...,y ) €8 una n-tupla de elemen-
tos de cierto cuerpo, para los que se anulan los polinomios (3), entonces,
de acuerdo con el Lema 1.5, dicha n-tupla también anula al polinomio %,
supuesto que sea mg-Mmg_1 - ... - M No se anule en esa n-tupla. De este modo
se obtiene la demostraciéon automatica de la implicacién:

hi =0Ahya =0A..... /\]’LSZO:th:O (9)

siempre que los s seudorestos m; sean no nulos, con lo cual m; =0, ..., mgs =0
conducen a condiciones de degeneracién del teorema. Esta es en esencia
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la justificacién de la versidon elemental del método de Wu de demostracién
automatica de teoremas.

En el método de determinacion automética de lugares geométricos que
se expone a continuacion se usan los mismos algoritmos que en el método de
Wu, pero de distinto modo y para alcanzar un objetivo diferente.

Por razones didacticas, comenzaremos planteando la cuestion a la luz de
un problema concreto de lugar geométrico.

2 Planteamiento de un problema de lugar

Problema

En el plano euclideo real, se consideran un tridngulo ABC, un punto X y
sus imagenes F, T, R en las refleziones de ejes las rectas-lados AB, BC,CA.
Suponiendo que X se mueve de tal manera que el drea del tridangulo F'T R no
cambia (es una constante, a), jcudl es el lugar de tales puntos X ?.

A fin de plantear el problema de modo sencillo, interesa considerar las
proyecciones ortogonales, M, N, P, de X sobre las rectas-lados AB, BC, C'A.

Sistema de coordenadas

Por sencillez de célculos posteriores, elegimos un sistema de coordenadas
cartesianas rectangulares con origen en el vértice A del tridngulo y eje de
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abscisas pasando por el vértice B. Con respecto a él, las coordenadas de los
puntos mencionados pueden expresarse:

A(0,0), B(b,0),C(c,e), X(z,y), M (m,0),
N(n,u), P(p,q), F(f,g), R(r,s), T(t,z2)

y las condiciones de hipdtesis y de tesis pueden escribirse como sigue.

Condiciones de hipotesis

)m—xz=0 (XM L AB)

2) (n—ble—(c—bu=0 (N € BC)

3) (n—x)(c—b)+(u—y)e=0 (XN L BC)

4) pe —qc =0 (P eCA)

5 (p—z)c+ (g—y)e=0 (XP L CA)

6) f—m=0 (F es la imagen de X en la reflexion de eje AB)
Vg+y=0 (F es la imagen de X en la reflexién de eje AB)
8 x+r—2-p=0 (R es la imagen de X en la reflexién de eje BC)
9 y+s—2-q=0 (R es la imagen de X en la reflexién de eje BC)
10)z+t—2-n=0 (T es la imagen de X en la reflexién de eje C'A)
1M)y+2z—2-u=0 (T es la imagen de X en la reflexién de eje C'A)

Condicién de tesis

J g 1
a=3|r s 1|=%fs+gt+rz—ts—zf—rg) (area(FTR)=a)
t z 1

Parametros y coordenadas

Observemos que el area a y las coordenadas b, c, e, de los vértices de ABC,
pueden ser arbitrariamente elegidos, por lo que serdn considerados como
pardmetros. Obviamente, para evitar que el tridngulo ABC degenere (en
un segmento o un punto), deben verificarse las dos siguientes condiciones de
los parametros:

b#£0 ; e#0 (10)
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Como el punto X define el lugar, a sus coordenadas, x,y, las llamaremos
coordenadas del lugar. Los restantes puntos considerados, M, N, P, F,T, R,
quedan determinados por los anteriores, por lo que a sus coordenadas, m, n, u,
»,q, f,g,1,8,t, 2, las denominaremos coordenadas dependientes.

3 Condiciones que determinan un lugar

Con objeto de obtener condiciones de determinacién validas para cualquier
lugar geométrico del plano euclideo real, se ha de generalizar lo expuesto para
el caso concreto del ejemplo considerado en la seccion 2.

3.1 Concepto de lugar geométrico

Comencemos precisando el concepto de lugar geométrico, adaptandolo a
nuestro propésito de desarrollar un método estandar para su determinacién
automatica.

Definition 3.1. En el plano euclideo real, IR?, se consideran los siguientes
objetos geométricos:

e un subconjunto finito de puntos, denominados puntos libres (como
A, B, C en el problema de la seccién 2), libremente elegidos, excluyendo
situaciones excepcionales (tales como la no alineacién de A, B, C)

e un punto indeterminado, X, denominado punto del lugar

e un subconjunto finito de puntos, llamados puntos dependientes (como
M,N,P,F,T, R en el problema de la seccién 2), determinados a partir
de los puntos libres y del lugar por ciertas condiciones geométricas,
denominadas condiciones de hipotesis

e otra condicién, llamada condicion de tesis, relacionando a algunos de
los puntos libres, del lugar y dependientes.

Entonces, el subconjunto de puntos X € IR?, que satisfacen la condicién de
tesis, bajo las condiciones de hipdtesis y las condiciones que excluyen situa-
ciones excepcionales de los puntos libres, se denomina un lugar geométrico o,
abreviadamente, un lugar.

70



3.2 Planteamiento en coordenadas

El planteamiento propuesto para el problema de la seccién 2, va a ser
generalizado para hacerlo aplicable a un lugar geométrico cualquiera.

Condiciones de hipétesis y de tesis

Las condiciones de hipdtesis han de poder expresarse mediante ecuaciones
polinomiales (en otro caso el método descrito a continuacién no es aplicable):

hi(a1, a2, ...;01,09,...,05;2,y) =0; i =1,2,...,8 (11)

donde ay, a9, ..... son las coordenadas de los puntos libres (concatenadas las
de todos ellos), v, ..., vs las de los puntos dependientes (concatenadas las de
todos ellos) y x,y las del punto del lugar. Y lo mismo ha de ocurrir para la
condicién de tesis, en que podria aparecer una nueva constante, ag (el area
a en el caso del problema de la seccién 2):

th(ao;al,ag,...;vl,vz,...,vs;x,y) =0 (12)

Parametros y coordenadas

Las coordenadas de los puntos libres y la constante ag serdn consideradas
como parametros. Las condiciones que excluyen las situaciones relativas entre
puntos libres, denominadas condiciones de los parametros, son usualmente
desigualdades de una de las dos formas:

a; 70 ; a; < a; (13)
Las coordenadas del punto del lugar se denominan coordenadas del lugar y
las de los puntos dependientes coordenadas dependientes.
3.3 Planteamiento como problema polinomial

A partir del primer miembro de cada una de las igualdades (escritas con
segundo miembro cero) que expresan las condiciones de hipédtesis (11) y tesis
(12), se considera un polinomio, traduciendo las coordenadas (dependientes
y del lugar) en variables independientes

V1,02, .., V532, y — Vi, Vo, Vg XY
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y conservando los parametros, obteniendo asi los polinomios de hipdtesis:
hi(Vi,..Vs; X,Y) ; i=1,2,...,s (14)

y el polinomio de tesis:
th(V1,... V53 X, Y) (15)

como elementos del anillo A" = Z[ag; a1, az,...][V1, ..., Vs; X, Y]. Se han uti-
lizado mayuisculas para enfatizar el caracter de variables independientes y,
por brevedad, se han omitido en (14) y (15) los pardmetros ag, a1, a9, ...

Se trata de determinar los posibles puntos X, tales que la condiciéon de
tesis se deduzca de las s condiciones de hipdtesis. Para conseguir este obje-
tivo, vamos a tratar de obtener una relacién lineal entre los polinomios de
hipétesis y de tesis, con coeficientes polinémicos del mismo anillo A'.

3.4 Condicién necesaria de pertenencia al lugar

Para obtener tal relacion lineal, se utilizan los algoritmos de la seccién 1.

Triangulacién de los polinomios de hipdtesis

Elegido un orden en las variables Vi, ..., Vy, procedentes de coordenadas de-
pendientes, y en los polinomios (14), mediante la definicién de sendas listas:

V = [Vl, ceey Vs} 3 H = [hl, ...,hs]
puede aplicarse el algoritmo trian_ de 1.2, para triangular el sistema, (14):
trian_(H,V) =G ; G = g1, 99, ..., Js]

Céalculo del seudoresto final

Aplicando el algoritmo sresto_final de 1.3, a partir de ¢, G y V, se obtiene:
sresto_final(ty,, G, V) = r;
En el seudoresto final r; no deben aparecer las variables V7, ..., Vj:
rs =rs(X,Y) (16)

En otro caso, este método no es operativo (posiblemente por no estar bien
definidos los polinomios de hipédtesis o de tesis).
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Teorema 3.1. Suponiendo que el polinomio (16) resulte ser de grado cero
respecto de cada una de las variables Vi,..., Vs, si el punto (z,y) pertenece
al lugar, entonces es nulo el resultado de sustituir en (16) las variables X,Y
por las respectivas coordenadas del punto, es decir, se verifica:

rs(z,y) =0 (17)

Demostracion. De acuerdo con el lema 1.5, el seudoresto final debe verificar:

ro(X,Y) = ty(Vi, ., Vs X, V) - [ [ ma(Va, -, Vis X,Y) +
S 1=1

+Y wi(Vi, o Ve X, Y)hi(Viy o, Vs X,Y) 5w € A
=1

Sustituyendo aqui las variables X, Y por las coordenadas del punto, (x,y), y
las variables V7, ..., Vi por las coordenadas dependientes, v, ..., vs, y teniendo
en cuenta que (z,y) es un punto del lugar, entonces de las condiciones (11)
y (12) se sigue (17). H

El resultado anterior proporciona una condiciéon necesaria de pertenencia
al lugar. Pero ahora surge la cuestion reciproca: ;pertenecen al lugar todos
los puntos que verifican (17)7

3.5 Condicidén suficiente de inclusién en el lugar

Al ser Zlay, a1, az,...][X,Y] un dominio de factorizacién unica, r; admite
una descomposiciéon como producto de factores irreducibles, pudiendo expre-
sarse en la forma:

N
rs(X,Y) =p-[[6;(X,Y) ; p € Zlag, a1, 0, ...
J

donde p es el producto de los factores que no contienen variables procedentes
de coordenadas de lugar y los ¢; son los factores que si las contienen.

En consecuencia, los polinomios ¢;(X,Y’) son los candidatos a definir
curvas irreducibles de IR? contenidas en el lugar, por lo que nos referiremos
a ellos como factores polinomiales del lugar.
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Se trata ahora de averiguar si todos los puntos de la curva de IR? definida
por ¢; pertenecen al lugar. Para analizarlo, la nueva condicién de hipétesis
$j(aosar,az,...;x,y) = 0 va a ser anadida a las anteriores condiciones (11),
manteniendo la misma condicién de tesis (12).

Triangulacion de los nuevos polinomios de hipotesis

En consecuencia, ¢;(X,Y) va a ser anadido a los s polinomios de hipétesis
anteriormente considerados, con lo cual una de las coordenadas de lugar, = 6
y, no puede seguir siendo elegida libremente, debiendo pues ser considerada
como nueva coordenada dependiente. Conviene elegirla de modo que el grado
de ¢; respecto de ella sea positivo y lo menor posible. Si, por ejemplo, tal
variable fuera la Y, entonces las nuevas listas de s + 1 variables y s + 1
polinomios de hipétesis serian:

V*=[W,.... Vs, Y]; H* = [h1,..., hg, ¢;]
Para triangular el nuevo sistema H*, se aplica ahora el algoritmo trian_:
trian(H*, V*) = G* ; G* = [g7, ..., 95, G5+ 1]

Célculo del nuevo seudoresto final

Aplicando el algoritmo sresto_final de 1.3, a partir de t;, G* y V*, se obtiene:
sresto_final(ty,, G*, V") = r;

debiendo resultar r;, ; = 0, para que el proceso de tenga éxito, segun se vera.

Calculo de los nuevos multiplicadores

La sucesion de multiplicadores involucrados en el cdlculo de estos s + 1 seu-
dorestos se obtiene aplicando el algoritmo suc_mult de 1.3

sucmult(ty, G*, V*) = [my,...,mj,m;_ ]

Para que el proceso tenga éxito, estos s+ 1 multiplicadores deben ser no nulos
(después de substituir las variables por las correspondientes coordenadas y
considerar las condiciones (13) de los pardmetros), como precisa el siguiente
resultado, enunciado de acuerdo con la notation precedente.
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Teorema 3.2. Suponiendo que p # 0 bajo las condiciones de los parametros,
st para el factor polinomial del lugar ¢;(X,Y’) se verifican las condiciones:

1) r; 1 =0 (el nuevo seudoresto final es nulo)
2) mi #0,...,m5 #0,mj , #0 (bajo las condiciones de los pardmetros)

entonces la curva de ecuacion ¢;(X,Y) =0 estd contenida en el lugar.

Demostracion. Suponiendo que el punto (z,y) € IR? es de esa curva, es decir,
satisface la ecuacion

¢j(z,y) =0 (18)

se trata de probar que entonces ese punto es del lugar. En efecto, aplicando
el lema 1.5 al nuevo sistema de polinomios de hipétesis, se tiene la igualdad
polinomial:

s
* * * * * * * Lok X !
Ts—i—l:ms—}—l'ms'ms—l""'ml'th—i_ E ,wzhl+w Qsj y Wi, W €A
=1

siendo nulo el primer miembro de la igualdad, como consecuencia de la
condicion I de la hipétesis del teorema. Sustituyendo ahora variables por
las respectivas coordenadas, el itimo término es nulo, como consecuencia de
(18). Para probar que (x,y) es punto del lugar, supongamos que ese punto
verifica las condiciones de hipdtesis (11), con lo cual queda:

* * * kS
O=mg 1 -mg-mg 1-...-my -ty

Finalmente, como los multiplicadores son no nulos (condicién 2 de la hipStesis
del teorema), resulta t;, = 0, es decir, para ese punto se verifica la condicién
de tesis, y en consecuencia ese punto es del lugar. ]

Repitiendo el mismo proceso para todos los factores polinomiales del lu-
gar, ¢;;7 = 1,..., N, se llega al siguiente:

Corolario 3.3. Si para cada factor polinomial del lugar, ¢1,.....,¢N, se ve-
rifican las condiciones 1 y 2 del teorema 3.2, entonces el lugar es la union de
las curvas de IR? de ecuaciones $;(X,)Y)=0;5=1,...,N.

Demostracion. Sigue de los teoremas 3.1 y 3.2. [

75



4 Aplicaciéon a un problema de lugar

Estos resultados van a ser aplicados al problema, concreto de la seccién 2.

Polinomios de hipdtesis y de tesis:

Se definen a partir del primer miembro de las igualdades (escritas con se-
gundo miembro cero), que expresan las condiciones de hipdtesis y tesis en la
seccién 2, evitando coeficientes fraccionarios (se mantienen mintsculas para
las variables, por comodidad):

Polinomios de hipdtesis:
hi=m-—=x
hos = (n —b)e — (¢ — b)u
hs =(n—z)(c—=>5b) + (u—1y)e

hy = pe —qc

hs = (p—z)c+ (g —y)e
h6:f—m

hr=g+vy

hs =x+7r—2p

hg =y+s—2q

hip=x+t—2n
hi1=y+2z—2u

Polinomio de tesis:
th=(fs+gt+rz—ts—zf —rg) —2a

Triangulacion de los polinomios de hipdtesis

Se facilita eligiendo un orden apropiado de variables y polinomios:
H= [hﬁa h’77 h’87 h’97 tha h117 h’5a h47 h37 h'27 h’l]
V - [f’g”r7s7t7z7q7p7u7n’m]
G =trian.(H,V)=[f —m,9g+vy,—2p+r+z,—-2¢+s+y,—2n+t+x,
—2u+y+2z,cp—cx+eq—ey,c?p—ctx — cey + ep,
—bn + bz + cn — cx + eu — ey, b*n — b2z — 2ben
+2bcx — be? + bey + c*n — c?x — cey + en,m — x|

(Para el desarrollo del proceso no es preciso conocer los elementos de G).
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Célculo del seudoresto final

Después de factorizar y sacar factor comun a, resulta:

r11 = srest_final(ty, G, V) = 2e2(2be3x? — 2b%e3x + 2bedy?+
+2be?y(bc — ¢ — €?) — a(b? — 2bc + 2 + e?)(c? + €?))

Denotando por p al producto de los factores constantes de 711 y por ¢ al
unico factor que contiene variables procedentes de coordenadas de lugar, es
decir, al inico factor polinomial del lugar, se tiene:

p=2¢> ;5 d(z,y) =r11/p

Al ser p # 0 bajo las condiciones (10), de acuerdo con el Teorema 3.1, los
puntos (x,y) del lugar han de verificar ¢(x,y) = 0.

Ahora surge la cuestion reciproca: jpertenecen al lugar todos los pun-
tos de ¢(x,y) = 07 Para responder, a esta pregunta, la nueva condicién de
hipétesis ¢(z,y) = 0 va a ser anadida a las consideradas en la seccién 2,
manteniendo la misma condicion de tesis alli citada.

Triangulacion de los nuevos polinomios de hipdtesis

En consecuencia, ¢(x,y) va a ser anadido a los 11 polinomios de hipdtesis
anteriormente considerados, con lo cual una de las coordenadas de lugar,
x, Yy, no puede seguir siendo elegida libremente, debiendo pues ser considera-
da como nueva coordenada dependiente (la y, por ejemplo):

V* = [f’g?Ir.?87t7z7q7p’u7n7m7y:|

H* := [h6,h7,h8,h9, h10,h11, h5, hd, h3, h2, hl, §]

G* = trian_(H*, V*) (por brevedad, se omiten los elementos de G*).

Célculo del nuevo seudoresto final

ri, = sresto_final(tp, G*, V*) =0

Céalculo de los nuevos multiplicadores

suc_mult(ty, G*, V*) = [1,1,1,1,1,1,e,c? +¢e2, e,b? —2bc+c? + €2, 1, 2be3]
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Como 7}y = 0 y los multiplicadores son todos no nulos (bajo las condi-
ciones (10) de los pardmetros), de acuerdo con el Corolario 3.3, el lugar es la
curva de ecuacién ¢(z,y) = 0.

Para a = 0 (es decir, para F,T, R colineales), esta ecuacién queda

ex? + ey? — bex + (be — 2 — %)y =0

y corresponde a la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC. Para a
arbitrario, ¢(x,y) = 0 es una circunferencia concéntrica con aquella y cuyo
radio depende de los parametros a, b, ¢, e.

Nota 4.1. En el lugar que se acaba de estudiar, existe un tnico factor poli-
nomial del lugar. En caso de existir mas de uno, se irian anadiendo sucesiva-
mente como nuevo polinomio de hipdtesis. Tal ocurre, por ejemplo, para el
lugar de puntos del plano equidistantes de dos rectas secantes, cuya solucién
consiste en sus dos rectas-bisectrices (siendo aconsejable elegir un sistema de
coordenadas apropiado, a fin de evitar que las ecuaciones de las bisectrices
solucién resulten incomodas).

5 Conclusiones

Con estos métodos de determinacion automatica no se pretende jubilar
de los métodos clisicos de determinacién de lugares, que usan técnicas de
geometria sintética. Ahora bien, frecuentemente no es ficil encontrar la idea
feliz que resuelve el problema con técnicas cldsicas y entonces puede ser ttil
el método estandar mostrado aqui.

Dicho método puede ser aplicado a determinar lugares geométricos en es-
pacios n-dimensionales (n fijo) sobre un cuerpo de caracteristica 0, no nece-
sariamente algebraicamente cerrado. Naturalmente, para dimensién mayor
que 2, los resultados de la seccién 3 solo serian aplicables a hipersuperficies
contenidas en el lugar, debiendo ser completadas con otros relativos a sub-
variedades de dimensién menor del lugar. De hecho, ya ha sido aplicado a
extender a dimensién 3 los clasicos teoremas de Simson-Wallace-Steiner [11].

La aplicacién del método descrito aqui esta limitado en la practica por la
capacidad del sistema computacional. En caso de haber varios polinomios de
hipotesis de grado mayor que 1 en alguna variable, los cilculos no se ejecutan
en tiempo razonable (la complejidad del algoritmo de Wu es exponencial).
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Algunos teoremas sobre la Geometria
Plana Elemental

Juan-Bosco Romero Marquez

Departamento de Algebra, Geometria y Topologia.
Universidad de Valladolid.

Abstract

We presents in this article some linear characterizations of the triangles.

1. Introduccion.

En todo lo que sigue suponemos conocido todo lo referente a la geometria ele-
mental del tridngulo, a saber: la clasificacion de los triangulos segun los lados y
segln los angulos; los teoremas elementales sobre la existencia de tridngulo; los
puntos notables de un tridngulo, las rectas y los circulos asociados a esos puntos
con respecto al triangulo; las formulas de la trigonometria plana elemental.

En el caso en que algunos o la totalidad de los conceptos y resultados ante-
riores no fueran conocidos por los alumnos, ahora es momento de hacérselos co-
nocer utilizando las cuatro claves para la ensefianza de calidad metodolégico—
didactica de la geometria elemental, como son: intuicion, demostracion, construc-
cion y computacion.

2. Resultados.
En esta seccion exponemos los resultados fundamentales de nuestro trabajo con
relacion a la geometria elemental de un tridngulo. Un teorema preliminar es el

siguiente.

Teorema 1.- Sea ABC un triangulo rectangulo en A, de lados a>b>c. Si 1, R
son el radio del circulo inscrito y circunscrito al tridngulo, entonces

LS'\/E_L»
R

la igualdad se obtiene siy solo sib =c.
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Demostracion.- Probemos primero que para todo triangulo rectangulo se verifica:

b+c<A2 a,

la igualdad se obtiene si y solo si b = c. En efecto ya que el tridngulo es rectangu-
lo, esto es, a’=b’+c?. Podemos escribir:

(\2a)2-(b+c)2 =2 a*- (b2 +c> +2bc)=(b—<)>20

la igualdad se obtiene si y solo si b = c¢. De otra parte, los radios de la circunferen-
cia inscrita y circunscrita al tridngulo, respectivamente (ver [5]), vienen dados
por:
a b+c—a A
R=—, y rZT, ( A=90, tgzzl).

Observacion.- Existen muchas demostraciones de este teorema tan interesante que
van desde el punto de vista geométrico como algebraico e incluso como un pro-
blema de extremos. Ademas, este resultado es muy utilizado para demostrar otros
de la geometria elemental.

Comenzamos con el siguiente teorema que da una caracterizacion lineal de la
clase de triangulo que se trate, segun los angulos en funcidn de los lados y el radio
inscrito.

Teorema 2.- Sea ABC un triangulo rectangulo en el vértice A, de lados a > b > c.
Siw y h son la bisectriz y la altura de la hipotenusa, respectivamente, y r el radio
del circulo inscrito al tridngulo, entonces se tiene:

) (1+4/2)r <w. : i) (v/2-1)r< h<0.s5.

Demostracion. 1) A partir de las expresiones anteriores y de la desigualdad b+c

< «/Ea, y multiplicando numerador y denominador de la expresidén que a conti-

nuacion se sigue por 2p= a+b+c (donde p es el semiperimetro del triangulo rec-
tangulo), resulta:

w __ 2bc

Cos 45/ btc—a = ﬁ
r b+c 2 b+c

(a+b+c)2«/§+1.
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i1 ) De otra parte, escribiendo las expresiones de r, y de h conveniente, después de
operar obtenemos :

«/5-12 1 a

B < b+c—a@ a i<l
1+«/§ a+a«/§_h 2 a a+b+c 2a 2

Observacion. Como el area de un triangulo podemos escribirla en las formas:

ah bc
S=pr=—=—,,
P 2 a

se simplifican algunos de los calculos anteriores.

Teorema 3.- Sea ABC un triangulo de lados a = b = c. Si r, es radio del circulo
inscrito al triangulo, entonces se tiene, respectivamente:

(A290 &= b+c—a<2r) A (A<90& 2r<b+c—a).

Demostracion. Construimos el circulo inscrito al triangulo. Sean M, N y P, los
puntos de tangencia de este circulo con los lados, a=BC,b=CA y c = AB res-
pectivamente. Definimos x = BM, y = CN, z = AP, de tal manera que, a = x+y, b
= y+z, ¢ = z+X, ya que las dos tangentes desde un punto exterior a una circunfe-
rencia tienen la misma longitud . De aqui deducimos que,

b+c—a A r 2r
Z=—, A tg—=—=——7—. (1)
2 2 z b4+c-a
Desde (1) obtenemos las equivalencias:
A 2
gl>leo—L >lor>btc—ao 4290
2 b+c—a

A 2r
tg —<le —< 1 2r<b+c-ae 4<90.
2 b+c-a

Teorema.4.- Sea ABC un triangulo con lados a = b = ¢, y con radio inscrito r, y
con radio circunscrito, R. Entonces se verifican repectivamente:

b+c
2

b+
(4290 R+rETC) A (A<90& R+r< ),
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Demostracion.- Utilizamos para nuestra demostracion los siguientes resultados.
Siendo &, 3, ¥ dngulos cualesquiera y A,B,C los 4ngulos de un tridngulo:

Seno— Sen3, :ZCosa;’BSena;'B,

Cosa—Cosﬂ=ZSena—;’BSena;’B,

Sen o Cos f = %[Cos(a—ﬂ)—Cos(a+ Bl
Cosa— Seno = «/ESen(45 - ),
Cosa+Senor =2 Cos(45— ),

Sen o Sen f} Seny =

zi(Sen(ﬂ +y-0a)+Sen(a+y - )+ Sen(a+ f~y)-Sen(a + f+7)),
A

B C :
A partir de las relaciones anteriores y de r = 4RSen5SenE Senz, teniendo

en cuenta el teorema de los senos, se obtiene (ver [1], [Z]y [10]):

b+
d=R+r- ¢

=R+ 4RSen§Sen§Sen%— R(SenB + SenC) =

= RSen(45 - a)(Cos g + Seng —2Cos B ; C) =

-2 R Sen(45—§) [(Cosg—CosB;C)-I—(Seng—CosB_C

)} (2).
Ahora bien

Cosg— Cos B-C = —28en 902_ B Sen 20=C (3)

2

B-C :COSISO—A_COSB%C:—ZSengSen% 4).

Sen é —Cos
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Por sustitucion de las relaciones (3) y (4) , en la expresion (2), obtenemos después
de operar:

90- B 90-C B C
d= —2x/§RSen(45 — g )(Sen

7 Cos > +SenESen5).

Como el segundo paréntesis que interviene en el producto de d, es siempre positi-
Vo, se tiene:

A
d>2 0 & Sen(45-5) <0 <:>§—4520<:>A290,

y, analogamente, se obtiene (d<0 & A <90), que es lo que queriamos demostrar.

Observacion.- Este teorema admite como caso particular el demostrado en mi
problema 10713 (ver [6] para los detalles).

3. Conclusiones y Comentarios.

Hemos dado distintos resultados elementales que caracterizan de una forma lineal
la clase de tridngulos segun los angulos, en funcion de los lados y de los radios
inscrito y circunscrito de un tridngulo como una experiencia educativa en el aula
con los alumnos, utilizando para ello la trigonometria plana.

De otra parte, nos podemos proponer el encontrar otros resultados no necesa-
riamente lineales, a través de las medias entre los lados de un triangulo (caso de la
bisectriz), con los radios inscrito y circunscrito al triangulo.

Por ejemplo: probar que si ABC es un tridngulo rectangulo, con A =90, y de
lados a > b = ¢,y si w es la bisectriz del angulo recto, y si r es el radio del circu-
lo inscrito, entonces se tiene :

(I+ V2 )< w.
Conjetura: [Es cierta siempre la desigualdad anterior para cualquier clase de
triangulo?
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Sistemas de ecuaciones lineales
sobre anillos de Priifer
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Abstract:

The purpose of this paper is to survey some results in the problem of compatibility of
systems of linear equations over Priifer rings.

Todos los anillos considerados se suponen conmutativos y con uno. Asi mis-
mo, si p es un ideal primo de un anillo R, la localizacion de R respecto del ideal se
denota por R,. Un sistema finito de ecuaciones lineales sobre el anillo R se escri-
bira en forma simplificada por

(S): Ax=b,

donde A = (a; ) es una matriz m X n de elementos del anillo R, x = (x;, X,
...Xn)" son las incognitas y b = (by, ....., by), bj € R. Cuando M sea un R-
moduloy b;e M, 1 <1<m, se dird que (S) es un sistema sobre M.

Es bien conocido, que si R es un cuerpo la compatibilidad del sistema (S) so-
bre R (i.e. la existencia de al menos una solucién para (S) ) se puede expresar
mediante la igualdad:

Rango (A) = Rango (A | b),

donde A |b es la matriz ampliada del sistema (S). Si se consideran tipos particula-
res de anillos, como por ejemplo dominios de integridad, es posible utilizar el
concepto de rango de una matriz como extension natural del caso de cuerpos.
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De hecho, la condicién de ser R un cuerpo queda caracterizada porque para
todo sistema sobre R, (S): A x =b es compatible si y sélo si rango (A) = rango
(Alb).

Segun lo anterior, resulta necesario refinar el concepto de rango para abor-
dar, en general, la compatibilidad de los sistemas de ecuaciones lineales sobre
anillos. Asi, si A = (a;j) es una matriz m x n de elementos de R, para cada entero
1, 1= 0 se define U; (A) como el ideal de R generado por los i x i menores de la
matriz A. Escribiremos por convenio U, (A)=R y U, (A)=(0) si esi> min
(m,n). Los ideales U; (A), asi definidos, reciben el nombre de ideales determinan-
tales de la matriz y, concretamente, diremos que U; (A) es el i-ésimo ideal deter-
minantal de A.

Nota.- En [12] se pueden encontrar propiedades relacionadas con los ideales de-
terminantales de una matriz, como por ejemplo su buen comportamiento por cam-
bio de base, la relacion de los ideales determinantales de una matriz y los corres-
pondientes a los productos exteriores de dicha matriz, etc.

Si (S): A x = b es un sistema de ecuaciones lineales (s.e.l. en lo que sigue)
sobre un dominio de ideales principales, es un resultado cldsico que la compatibi-
lidad de (S) equivale a que se tengan las condiciones:

1) rango (A)=rango (A | b)=p.

2) Un maximo comun divisor de los menores de orden p de la matriz A es igual
a un maximo comun divisor de los menores de orden p de (A | b).

Donde se considera el rango de la matriz A como el mayor entero r tal que el
r -ésimo ideal determinantal de la matriz A es no nulo. La estructura de los domi-
nios de ideales principales permite afirmar, a la vista de lo anterior, que en tales
tipos de anillos la compatibilidad de un sistema (S) equivale a la condicidn si-
guiente:

() UA)=U(Ab). ,ix0.

Asi, una primera cuestidn que se puede abordar se plantea en los términos si-
guientes:

Problema 1.- ;Cudl es la clase de anillos para los cuales la compatibilidad de un
s.e.l. es equivalente a la condicidn (¥)?
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En orden a dar una respuesta a la cuestion planteada es necesario resaltar al-
gunos hechos. En primer lugar, hagamos notar que la compatibilidad o no de un
s.e.l. es un problema local. Concretamente, para todo ideal primo p de un anillo R
y asociado a un s.e.l. (S): A x =D sobre R se considera

(Sp): A, x=b,

(donde A, = (a;/1), b, = (b)/1 ,...,.b,/1)', entonces se prueba que son condiciones
equivalentes (c.f. [6]. Prop. 1).

1) (S) tiene solucidén en R
1) (S,) tiene soluciéon en R ,, para todo ideal primo p de R.
1) (S,,) tiene solucion en R,,, para todo ideal maximal m de R

En segundo lugar y a partir de un s.e.l. (S): A x =b sobre el anillo R, se puede
considerar, siendo U; (A) # (0), U;+ (A) = (0), que es no nulo el determinante A
de la submatriz A’ de A cuyos elementos vienen dados por las primeras r filas y
columnas de A. Asi, se puede considerar el subsistema (S'): A’ x =b’ de (S) don-
de es ahora b’ = (by,by, ...., by). Entonces, a partir de (S’) y multiplicando a la
izquierda por la matriz de cofactores de A’ se obtienen igualdades de la forma:

7\/Xi + Z(Xtin+t: Bi 1< IS T,

donde oy € U, (A), B;i € U(A |l_)). En estas condiciones, si es A un no divisor de
cero en R y ademas A R = U, (A) = U, (A |‘t_)), de las expresiones anteriores se
concluira que (S’) tiene solucion en R y, ademas, se prueba que también (S) tiene
solucion en el R.

En conclusidn, suponiendo que R es local y que para el sistema (S) se verifi-
can las condiciones:

L-Ui(A) =U(Alb) ,i2o0.
2.-U; (A)=(0) 6 U; (A) esta generado por un no divisor de cero,

entonces (S) es un sistema compatible.
En base a lo anterior, resulta que para un s. e. 1. (S): A x = b sobre un anillo

R, tal que los ideales determinantales de la matriz del sistema coincidan con los
ideales determinantales de la matriz ampliada, la estructura de estos ideales da
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condiciones suficientes para la existencia de soluciones del sistema. En este senti-
do, se tiene el siguiente:

Teorema.- (cf. [6]) Sea (S): A x =Db un s.c.l. sobre ¢l anillo R. Entonces, ¢l siste-
ma (S) posee solucion en R si se cumplen las condiciones siguientes:

) UA)=U(Alb ,ixo0.
i1) U;(A) es ideal planode R ,1> 0.

Nota.- El resultado anterior y el hecho de que en ciertos anillos como los absolu-
tamente planos, o los de Bezout, la condicién (ii) del enunciado del Teorema es
siempre cierta, permiten afirmar que la compatibilidad de un s.e.l. (S): Ax=Db
sobr|e tales anillos es equivalente a la igualdad de los ideales determinantales de A
y Alb.

Definicion.- Un anillo R se llama de Priifer si todo ideal finitamente generado es
plano.

Un hecho a resaltar, es que no sélo en un anillo de Priifer la compatibilidad
de un s.e.l. esta asegurada con la igualdad de los ideales determinantales de la
matriz del sistema y los de la matriz ampliada sino que, de hecho, tales anillos
permiten dar solucion al Problema planteado. Mdas concretamente, se verifica el
siguiente:

Teorema.-(c.f. [6] ) Sea R un anillo conmutativo y con unidad. Entonces, las con-
diciones siguientes son equivalentes:

1) R es un anillo de Priifer
i1) Un s.e.l. (S): A x =b sobre R tiene solucion en R si y solo si

U (A)=U;(Alb) i>0.

Nota.- En el caso particular que R sea un dominio de Priifer, el teorema anterior
se encuentra en [3]. Las técnicas utilizadas son sensiblemente diferentes de las
utilizadas en [6]. Por otra parte, en [5] se incluyen caracterizaciones de los anillos
de Priifer. Asi, por ejemplo, siendo tales anillos globalizacion de los dominios de
valoracidon o equivalentemente de los anillos con dimension de torsion menor o
igual a uno, se prueba que siendo R un anillo de Priifer se verifican las afirmacio-
nes siguientes (cf. [5] Prop. 1.6):
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i) Para toda parte multiplicativamente cerrada S de R, S™ R es de Priifer.

1) Si R es producto de los anillos R;, 1 <1< h, cada R; es de Priifer y todo pro-
ducto finito de anillos de Priifer es de Priifer.

iii) Sia esun ideal de R, entonces R/ @ es un anillo de Priifer.

Asi, el anillo de los enteros Z es de Priifer y también lo es Z / nZ, siendo n un
entero libre de cuadrados. Asimismo, si se considera N con la topologia discreta y
BN es la compactificacion de Stone-Cech de N, se puede considerar el anillo C(X)
de las aplicaciones continuas de X = BN \ N en el cuerpo real. Este anillo es de
Priifer y no es semi-hereditario (cf. [2], Ex.2.2)

Resuelta la cuestion antes planteada de existencia de soluciones para un s.e.l.
(S): A x =D, a partir de una tal solucion, si existe, las restantes soluciones se pue-
den fijar por el estudio del s.e.l. homogéneo (S;): A x =0 asociado a S. De hecho,
un resultado relativo a sistemas homogéneos sobre un R-modulo M y debido a
McCoy (cf. [11]) es el siguiente:

Teorema.- Sea R un anillo y M un R-mddulo. Si se considera (S): A x =0, donde
A = (a;) es una matriz m x n de elementos de R y 0 es el vector nulo. Entonces,
las condiciones siguientes son equivalentes:

1) El sistema (S) solo posee en M la solucion nula (i.e. X ;= 0, 1<i<n).

i1) No existe ningiin elemento no nulo de M que anule a los menores de orden n
de la matriz A.

Nota.- Si se considera un s.e.l. homogéneo (S): A x = 0 sobre el R-mddulo M,
entonces se tiene asociado a (S) la transformacion R lineal ® de M" en M™ defini-
da por la matriz A de (S). Entonces, si @, es la transformacion de R" en R™ aso-
ciadaa A es ® = P, ® 1y En estas condiciones el resultado de McCoy asegura
que la inyectividad de @ es equivalente a la inyectividad de la transformacion
(A"®,) ® 1y, y en particular es n < m. Por otra parte, a partir de la matriz A y del
R-modulo M se puede considerar el rango reducido de A relativo a M,
rg.redgr(A,M), como el maximo de los enteros v tales que es

0:m Uy (A) = 0
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donde O:p [={ meM /m 1= 0}, paral ideal de R. Asi, la condicion ii) del teo-
rema de McCoy puede escribirse por la igualdad rg.red r(A,M) =n.

Si se quieren discutir cuestiones relativas a la compatibilidad de un s.e.l. so-
bre un R-modulo M desde la dptica de los ideales determinantales es imprescindi-
ble introducir qué se entienden como tales en este caso. Asi, si (S): A x =m es un
tal sistema donde ahora es A = (a j; ) una matriz (n X m) de elementos de R y m =
(my, m; ...., m,) es un vector con m; € M, 1 <i<n, se puede considerar en R x M
la estructura natural aditiva y el producto dado por (r, m) (r’, m")=(rr’, rm' + 1’
m). Asi, R x M adquiere estructura de anillo conmutativo y con uno. Si C = (a;
|m) es una matriz h x h, donde ajeR, 1 <i<h, 1<j<h-1 ym=(m;, my, ..., my),
se define el determinante de C, det(C), como el elemento de M obtenido como
determinante de la matriz de elementos de R x M obtenida de forma natural de la
matriz de partida C. El v -ésimo submodulo determinantal de M asociado al s.e.l.
(S): A x =m, que se denota por U, *(A | m) para 0 <v <min (n, m) , al submé-
dulo generado por los determinantes de las submatrices de A|m de orden vxv y
en las que aparecen, parcialmente, la columna m

Asi, al sistema (S) sobre el R-mddulo M se le pueden asociar para cada ente-
ro v comprendido entre 0 y el minimo de n y m los submodulos Uy (A).M y
Uy (A | m), donde si es v> min (n,m) se define U,*(A | m) =M. Sies M =R se
tiene Uy (A |b) = Uy(A) + U*(A |b), de donde la condicién Uy(A) = Uy(A |b) es
equivalente a U,*(A |b) cU, (A), v>0.

Las consideraciones anteriores hacen natural plantear el siguiente:
Problema 2.- Siendo (S): A x =m un s.e.l. sobre el R-modulo M. ;Es posible dar
condiciones sobre R que permitan fijar la compatibilidad de (S) en funcion de los

submoédulos Uy(A) My Uy*(A | m) ?

En condiciones generales se puede asegurar que si (S) es compatible enton-
ces se tiene el contenido

Uy %A |m) ¢ Uy A) M.

sin que se pueda afirmar que tal relacion de contenidos implica la compatibilidad
de (S). Si R es un dominio de integridad, se demuestran en [7] los resultados si-
guientes:
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Teorema.- Sea R un dominio de integridad. Entonces, las condiciones siguientes
son equivalentes:

1) R es un dominio de Priifer

i1) Para todo R-modulo M libre de torsidon y para todo s.e.l. (S): A x = m sobre M,
el sistema (S) tiene solucion en M siy sélo si U, *(A | m) c Uy(A) M. v=0

Teorema.- Sea R un dominio de integridad. Entonces, las condiciones siguientes
son equivalentes:

1) R es un dominio de Priifer.

i1) Para todo ideal finitamente generado a de R y para todo s.e.l. (S): A x =b so-
bre M = R/a el sistema tiene solucion en M si y sélo si

WA |b) ca’ +a" U(A) + ...+ U, (A), v=0,

Nota.- Los dominios de Priifer han sido caracterizados por 1. Kaplansky en [13]
como aquellos dominios de integridad para los cuales todo R-moédulo de tipo finito
M se escinde (i.e. el submddulo de torsion de todo R-mddulo de tipo finito M es un
sumando directo de M). Posteriormente, R.B. Warfield en [15] caracteriza a tales
dominios como aquellos para los que todo médulo de presentacion finita es factor
directo de una suma directa finita de modulos ciclicos. En [7] se demuestra de for-
ma constructiva cdmo siendo M un modulo de presentacidn finita sobre un domi-
nio priiferiano R, y si F; (M), 1 >0 son los ideales de Fitting de M (c.f.[4]), entonces
M es factor directo de una suma directa finita de M* consigo mismo, siendo:

M*=R'® ( @iy RIAFiM) : Firy (M),

donde se supone Fy; (M) = (0). La construccidon de un tal M* viene aconsejada
porque para todo dominio de valoracion V y todo mddulo de presentacion finita y
de torsidén N, salvo isomorfismo, se puede escribir N como una suma directa de
V-moédulos ciclicamente presentados. Asi, si t es el rango de la parte libre de M,
resulta que los R-mddulos M y M* son localmente isomorfos, lo cual permite fijar
M como factor directo de una suma directa de copias de M*. Si es R un dominio
de Dedekind, entonces globalmente M es de la forma M =M’ @ t M donde M’ es
libre de torsion y donde t M es la torsion de M e isomorfo a la suma directa de los
residuos de R por el cociente de ideales de Fitting consecutivos.
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En estas condiciones, los resultados de los teoremas anteriores caracterizando
a los dominios de Priifer R en funcion de los s.e.l. sobre R-mddulos ciclicos, asi
como la estructura antes indicada de los R-modulos de presentacion finita, permi-
ten fijar condiciones necesarias y suficientes para la compatibilidad de un s.e.l.
sobre un tal R- modulo de presentacidn finita en términos de los submddulos de-
terminantales de la matriz del sistema y de la matriz ampliada del sistema.

Nota.- D.W. Sharpe en [13] prueba que si se tiene la igualdad a n del rango de la
matriz del sistema como de la matriz ampliada y el grado verdadero del ideal de-
terminantal de orden maximo de la matriz del sistema es mayor o igual a dos,
entonces tal s.e.l. tiene solucidn, necesariamente Unica. Este resultado, cuando el
numero de ecuaciones es mayor o igual al de incognitas, es particularizacion del
obtenido por J.A. Hermida-Alonso en [8] en condiciones generales. Este autor en
[9] realiza un tratamiento de la compatibilidad de s.e.l. sobre anillos conmutativos
utilizando, de forma sistematica, la teoria de resoluciones libres finitas.
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Aviso de Congresos

FIFTH INTERNATIONAL CONFERENCE ON TECHNOLOGY
IN MATEMATICS TEACHING (ICTMTYS)

Se celebrard en Klagenfurt, Austria del 6 al 10 de Agosto de 2001.

Las conferencias ICTMT se iniciaron en 1993 en Birmingham (Gran Breta-
fia), teniendo lugar las siguientes en: Edinburgo (Gran Bretafia), 1995; Koblenz
(Alemania), 1997 y Plymouth (Gran Bretafia), 1999. Son andlogas a las que se
llevan celebrando en USA desde hace ya bastantes afios, siendo alli anuales. Des-
de hace pocos afios también se estan celebrando este tipo de conferencias en Asia.

El profesor Eugenio Roanes Lozano, miembro de nuestra Sociedad, impartira
en dicho congreso la conferencia plenaria titulada: Co-operation Between Dynamic
Geometry Systems and Computer Algebra Systems (Investigating, Guessing,
Checking and Proving with the computer).

Otro miembro de nuestra sociedad, el profesor Jos¢é Ramon Vizmanos, forma
parte del Comité Cientifico Internacional.

La fecha limite para presentar comunicaciones es el 31 de Enero de 2001 y la
fecha limite para registrarse es el 30 de Junio de 2001.

Para todos aquellos que estén interesados, pueden visitar la pagina web, don-
de pueden realizar la inscripcidon on-line:

http://www?2.ifi.uni-klu.ac.at/ictmt5/a_info/

IX ENCUENTROS DE GEOMETRIA COMPUTACIONAL 9EGC

Universitat de Girona, 2-4 Julio 2001
9egc@iiia.udg.es
URL: http://iiia.udg.es/9egc

SEPTIMO ENCUENTRO DE ALGEBRA COMPUTACIONAL Y
APLICACIONES EACA-2001
Ezcaray, La Rioja, 12-14 Septiembre 2001
eaca2001@unirioja.es
http://www.unirioja.es/dptos/dmc/eaca2001

DIDACTICA DE LA MATEMATICA COMO DISCIPLINA CIENTIFICA

Huesca, 30 marzo-1 abril 2001
http://www.ugr.es/local/jgodino/si-idm/boletin12.htm
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