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Convocatoria
de la Asamblea General Ordinaria
del 2000

JUNTA DIRECTIVA
. . Se convoca la Asamblea General Ordinaria de la Sociedad “Puig Adam” de Profeso-
Presidente: res de Matemdticas correspondiente al afio 2000 para el sdbado dia 29 de abril del 2000, en
Jost JaviER ETAYO GORDEJUELA los locales de la Facultad de CC. Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid,
Ciudad Universitaria, a las 11:30 en primera convocatoria y a las 12:00 en segunda, con el
Vicepresidentes: siguiente
EUGENIO ROANES MACIAS (Madrid)
JuaN Bosco ROMERO MARQUEZ (Castilla-Le6n) ORDEN DEL DIA
VICENTE MENDIOLA-MURNOZ MORALES (Castilla-La Mancha)
1. Lectura y aprobacion, si procede, del acta de la sesién anterior.
Vocales: 2. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad
; . i i6 ,del d
JULIO FERNANDEZ BIARGE (Redaccién de publicaciones) 3 11:11;);::)2 segl ;;i(;rero Presentacién y aprobacién, en su caso, de las cuentas de
JOSE VICENTE GARCfA SESTAFE (Relaciones Institucionales) 4. Eleccién de nuevos cargos directivos.
EUGENIO ROANES LOZANO (Gestién de publicaciones) 5. Asuntos de tramite.
MARTIN GARBAYO MORENO (Actividades y concursos) 6. Ruegos y preguntas.
Secretario:

FraNcisco GONZALEZ REDONDO

Vicesecretario:
MIGUEL ANGEL GALLARDO ORTIZ

Tesorero:
ALBERTO AI1ZPUN LOPEZ

Bibliotecario:
JOAQUIN HERNANDEZ GOMEZ

Adjunta a la presidencia:
MARfA GASPAR ALONSO-VEGA




XVIII Concurso de Resolucidon
de Problemas de Matematicas

convocado por

Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Matemdticas y Colegio
de Doctores y Licenciados en Ciencias y en Filosoffa y Letras

BASES

Primera: Podran participar en el Concurso los alumnos de B.U.P,ES.O.yFEP.en
tres niveles:

a) Primer nivel: alumnos de 3° E.S.O.
b) Segundo nivel: alumnos de 4° E.S.O.
¢) Tercer nivel: alumnos de 3° B.U.P., 1° Bachillerato y 2°y 3°de EPII

Segunda: Las pruebas consistiran en la resolucién de problemas (los mismos para
todos los concursantes de cada uno de los tres niveles) y se realizardn en Madrid, en un
solo dia, el sdbado 17 de junio del 2000 a partir de las 10 horas.

Tercera: Se concederan diplomas, acompatiados de los premios correspondientes, a
los mejores de cada nivel.

Cuarta: Los Centros que deseen presentar a algunos de sus alumnos (hasta un méxi-
mo de seis) deberan realizar la preinscripcién antes del dia 17 de Mayo del 2000, dirigién-
dose por carta al presidente de nuestra sociedad:

Prof. Javier Etayo Gordejuela
Departamento de Algebra
Facultad de Ciencias Mateméticas
Ciudad Universitaria
28040-Madrid

En esta preinscripci6n no es preciso hacer constar los nombres de los alumnos selec-
cionados. Si algiin centro desea presentar mds de seis alumnos, debe solicitarlo antes de la
fecha mencionada anteriormente.

Quinta: Los centros entregardn a los alumnos que envien, credenciales individuales
en las que se haga constar que han sido seleccionados por su excepcional aprovechamien-
to en Matemdticas, asi como el curso en que estdn matriculados en el afio académico 1999-

2000.

NOTA IMPORTANTE: Los dos primeros clasificados de cada nivel estép .invita—
dos a participar en la VIII Olimpiada Rioplatense, que estd previsto celebrar en dlclc?mbre
del 2000 en Argentina (Ello en el supuesto de que se consigan becas para pagar los billetes

hasta Buenos Aires).



Recuerdo de Don Pedro Abellanas

Cuando un verdadero maestro desaparece, no sélo queda su recuerdo y el fruto de su
investigacion cientifica, reconocible en sus escritos, sino sobre todo, quedan docenas de
discipulos directos y millares de jévenes que le deben una parte importante de su forma-
cién. Este es el caso de don Pedro Abellanas, que nos ha dejado en los dltimos dias del
pasado mes de Julio.

Parece como si él mismo hubiese elegido la fecha para hacer imposible la rdpida
difusion de la triste noticia y la proliferacién de homenajes y actos en su honor, a los que
tan poco aficionado era, por muy merecidos que fuesen. Todos nos fuimos enterando con
lamentable retraso, y con retraso también aparece en nuestro Boletin esta nota, con la que
la Sociedad “Puig Adam” quiere mostrar el dolor de nuestros socios por la pérdida del que
directa o indirectamente ha sido maestro de todos.

Yo fui su primer discipulo y quiero extenderme aqui en los recuerdos de esos afios en
que gocé del privilegio de tenerlo como maestro. Como les ocurre a otros muchos compa-
fieros, le debo lo mds importante de mi formacién matemética. Aunque esta formacién la
he empleado en menesteres muy distintos de los que é1 hubiese deseado, nunca he negado
su origen ni la gratitud que debo por ello a don Pedro.

Abellanas lleg6 a la Facultad de Ciencias de la Universidad de Zaragoza en 1942,
como catedratico de Geometria Analitica, y alli comenz6 a impartir sus clases al reducido
grupo de alumnos de segundo curso de la seccién de Mateméticas. Era muy joven -27
afios- y debi6 de ser una gran satisfacci6n para él comenzar sus clases en el bello edificio
donde hoy se aloja el Rectorado, ya que era natural del mismo Zaragoza.

Ciertamente que su entrada en esa Facultad caus6 gran sensacion. Contribuyd a ello
su aspecto serio y dominante, acentuado incluso con las secuelas de sus heridas de guerra,
pero muy especialmente porque era notoria su inmensa capacidad de trabajo, su riguroso
sentido del cumplimiento del deber y la exigencia que mostraba con los demds; exigencia
que resultaba ineludible, porque siempre comenzaba por aplicarsela a si mismo.

Entré en la mencionada seccién de Matemdticas trayendo aires de renovacién com-
pleta de la enseflanza universitaria. La seccidn estaba entonces carente de catedraticos
numerarios y atendida por excelentes y abnegados ensefiantes de la Matemadtica elemental
mds clasica, que nos daban una preparacién fundamental para enfrentarnos con éxito al
mundo de la ensefianza y de sus oposiciones, pero que no conseguia abrir nuestras mentes
a los nuevos horizontes del hacer matematico.

Lo que Abellanas trajo a Zaragoza fue algo diferente. Yo tuve la inmensa suerte de
estar entre los alumnos de su primera promocién. No tardamos ni una semana en percatar-
nos de que sus clases rompian todos los moldes de lo que conociamos. Nos sorprendia en
primer lugar la puntualidad en el comienzo, practicada y exigida y la disciplina imperante
en las clases. No era la disciplina que cabria esperar de una persona despética o soberbia,
sino justo la precisa para el funcionamiento eficaz de la tarea docente.

Sin un texto en espafiol que pudiese auxiliarnos, hubo que tomar apuntes. Debo sefia-
lar que plasmar en apuntes las explicaciones de don Pedro era una tarea que €l hacia facil
con su perfecta administracion del espacio de la pizarra y con la claridad en la exposicién
de los razonamientos. Los apuntes resultaban tan claros que se hacfa grato pasarlos a lim-
pio y estudiarlos cada dia. Conservo con carifio los originales manuscritos.

En correspondencia con el minucioso trabajo que dedicé a sus clases, establecié un
nivel de exigencia que desalentd a algunos compafieros, algunos de los cuales hicieron sus
maletas y emigraron a otras universidades en busca de aprobados méds cémodos. Hubo, en
cambio, quien se trasladé a Zaragoza precisamente en busca del maestro cuya fama se
habia hecho notoria. Entre ellos, el primero fue el que hoy es excelente matematico, San-
cho Guimera.

El contenido de su primer curso en Zaragoza fue una verdadera iniciacién a las Mate-
maticas para los que lo seguimos. Como no tenfamos una base suficientemente sélida,
comenz6 por unas breves nociones de algebra y, a través de los espacios vectoriales, cons-
truy6 una geometria métrica analitica. Después, ampliando el espacio euclideo con los
elementos impropios, e introduciendo las coordenadas homogéneas, nos hizo entrar en las
afinidades y proyectividades y en ese marco, estudiamos las cénicas y las cuadricas, asi
como las curvas y superficies algebraicas, todo ello con amplio uso de los recursos algebrai-
cos: vectores, matrices, etc. Esto que hoy parece un desarrollo normal de la asignatura, era
entonces una novedad casi revolucionaria, que aun no habia pasado a los libros de texto.

A pesar de la riqueza de esos contenidos, lo importante para nosotros fue sobre todo
el seguir la construccién légica de una rama de las Matematicas desde sus principios. No
obstante, Abellanas consideré el curso que habia dado como una mera experiencia y se



propuso desarrollar el del afio siguiente con distinto planteamiento. Conocedores de este
proyecto, result6 que todos los alumnos que habiamos seguido el primero volvimos a sus
clases en el curso siguiente, unos obligados por no haberlo aprobado y los demés por
seguir aprendiendo cosas interesantes de un modo tan grato, aunque no exento de esfuerzo.

No nos defraudé. Ese curso, tras las lecciones previas de dlgebra, comenz6 con una
introduccién axiomatica al espacio proyectivo y desarrollé lo més elemental de su geome-
tria. Después, tras la elecci6én de los elementos impropios, estudié los espacios afines y por
ultimo, introdujo el absoluto del espacio, con la consecuencia de la geometria métrica, El
estudio de las cénicas, de las cuddricas y de las curvas algebraicas se adapté entonces a ese
nuevo marco.

Los que tuvimos la suerte de seguir ambos cursos, debemos a don Pedro la parte mas
importante de nuestra formacién matemética, que ya nunca tuvimos que reconsiderar y
sobre la que edificamos cualquier construccién posterior.

No menos llamativo que el desarrollo de sus clases, fue el modo de realizar los ex4-
menes. Aprovechando que el nimero de alumnos del curso era muy reducido, mont6 un
sistema de evaluacién distinto de todo lo conocido. Las pruebas comenzaban por varias
sesiones escritas de ejercicios y eran seguidos por larguisimos exdmenes orales, que a
veces se continuaban a lo largo de varios dias.

El propdsito de tan minucioso proceso de evaluacién, no era, por supuesto, el de
atormentar al alumno, ni el de asegurar con toda precision la justicia de una calificacién. El
examen era un didlogo en el que el alumno aseguraba sus ideas y aprendia mds sobre temas
que crefa haber comprendido, que en muchos dias de estudio previo. Mis exdmenes de junio
con don Pedro, incluidos los especiales para conseguir la calificacién méxima, totalizaron
més de 24 horas y puedo afirmar que en ellos aclaré mucho mis ideas. Es de destacar el tra-
bajo que este sistema de evaluacién supone para el profesor. Esté claro que, de haber sido
mas numeroso el alumnado, esa préictica hubiese resultado materialmente inviable.

Al terminar mi licenciatura, me ofrecié trabajar bajo su direccion en Geometria Alge-
braica y acepté con entusiasmo sus planes. Me presté un ejemplar del libro de van der
Waerden, que atin no habia sido traducido al inglés, con el encargo de que lo estudiase y de
paso hiciese varias copias manuscritas, sin retenerlo mucho tiempo. Le adverti que no
sabfa alemdn, pero me contesté que tendria que aprenderlo. En aquel tiempo no sélo no
habia fotocopiadoras, sino que tampoco habia boligrafos, por lo que me costé gran esfuer-
Zo tanto la traduccién como manuscribirlo con cuatro copias, por medio del papel carbon.

Cuento esto para dar idea del grado de entrega y dedicacién que don Pedro exigia a
sus colaboradores. Asi inicid su direccién de mi tesis doctoral, la primera de las muchas
que dirigirfa a lo largo de su vida.

Abellanas obtuvo por oposicion la Citedra de Geometria Proyectiva de la Facultad
de Ciencias de la Universidad Central de Madrid (asi se denominaba entonces) en 1948,
justamente el afio en que entré como Profesor Adjunto de Geometria Analitica en la misma
Facultad. Sigui6 dirigiendo alli mis trabajos. Para ello me fue entregando numerosas sepa-
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ratas de articulos de O. Zariski y de otros autores, de los que también que tuve que hacer
reproducciones manuscritas. Don Pedro me recibia con frecuencia para leer mis b9nado-
res, que corregia minuciosamente, ddndome consejos para la continuaci6n de la tesis, pero
gin forzarme a una lfnea determinada.

El entusiasmo emprendedor y la capacidad de trabajo de don Pedro encontraron en
Madrid un marco mds amplio que en Zaragoza. El nimero de discipulos se multiplic6 con-
siderablemente y en el mundo de las Matemadticas, alli donde aparecia una ocasion de
desarrollar un trabajo fecundo, aunque fuese duro y no remunerado, alli estaba Abellanas
para acometerlo.

Preocupado por la Ensefianza de las Matemdticas en todos los niveles, formo la Sec-
cién de Metodologia en la Facultad y participé activamente en todas las comisiones encar-
gadas de estudiar los nuevos planes de estudios, organizé cursos de formacién de] profeso-
rado, reorganizé la Real Sociedad Matematica Espafiola y dirigié durante veinticinco afios
el Instituto “Jorge Juan” del C.S. de I.C.. Fue don Pedro el que inici6 las Olimpiadas Mate-
méticas Espafiolas, que durante treinta y tres afios han ido aumentando su prestigio y efica-
cia, han alcanzado reconocimiento oficial y estdn ya en conexién con las Olimpiadas Inter-
nacionales. Una actividad creadora tan intensa y tan ubicua, no dejé de levantar recelos y
envidias, motivando el que fuese acusado de querer estar presente en todas partes y acapa-
rar todos los centros de decisién. Acusaciones injustas, ya que Abellanas nunca entorpecio
el trabajo de los demads; mds bien asumia los mds duros y peor remunerados, cuando vefa
que eran beneficiosos y nadie estaba dispuesto a aceptatlos.

Toda esa tarea la llevé a término sin menoscabo de su labor creadora en Geometria
Algebraica, a la que hizo aportaciones muy valiosas, manteniéndose en la primera linea,
junto con algunos de sus discipulos, en los medios internacionales. En ese aspecto yo le
defraudé, dedicdndome a aplicar los conocimientos que él me habia proporcionado al
auxilio de los investigadores en Quimica Fisica primero y a las aplicaciones informaticas
después. Se que le dolid, pero nunca me lo recrimind.

Con una actividad tan viva y fecunda, parece inexplicable que tuviese tiempo para
producir la cantidad de libros de texto que lleg6 a publicar. Parece que los escribfa de un
tirdn, sin retoques ni correcciones. Siempre desarrollando una linea impecable de rigor y
sin recurrir a copiar textos ajenos. No le resultaron de lectura amena, ni pretendié que lo
fuesen, pero cuando alguien necesitaba un concepto o resultado determinados, habia que
recurrir a los textos de Abellanas para encontrarlos expuestos con precisién. Algunos envi-
diosos, incapaces de escribir uno solo, se obstinaban en escandalizarse encontrando en
ellos mimisculos errores.

A pesar de una vida de trabajo tan intenso, supo encontrar tiempo para su vida fami-
liar. Ha dejado doce hijos, dos de ellos matemdticos, cuatro dedicados a la docencia. Con
firme fe religiosa y con ideas politicas muy definidas, fue siempre muy consecuente con
ellas en sus actos, pero nunca las utilizé para su medro personal ni hizo distinciones entre
los demads en razén al modo de pensar de cada uno.
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En 1984 se jubilé como catedrético de la Universidad Comp.luterllse'y nos' pr.ohibi(’) a
todos sus discipulos cualquier iniciativa} para hac.erle un l.lc.)menjaje ptblico, siguiendo la
norma practicada a lo largo de toda su v1da,.de C\fltfir lnallllcstaq(,)nes oslcln tosas de reco-
nocimiento de su labor. Le horrm'i?,abfi la hlpocrcsm.y la adulacién, pero mc.luso cuando
sabfa que un homenaje era realmente sincero y merecido, le molestaba el sentirse protago-
nista de un especticulo.

Ahora no podemos sustraernos al deber de proclamar que somos conscientes de la
enorme deuda que la matematica espafiola tiene con su persona. Que ademés de sus apor-
taciones originales a la Geometria Algebraica, con su magisterio, ha contribuido al grado
de desarrollo que las Matemdticas han alcanzado en nuestro pafs, en mayor medida que
ningin otro, en las ltimas décadas. La Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Matem4-
ticas se une hoy al recuerdo de nuestro maestro.

Julio Ferndndez Biarge

Como complemento de este Recuerdo a Don Pedro Abellanas, transcribimos
una relacion de sus publicaciones (y recensiones en Mathematical Reviews):

Dimension de una variedad algebraica. Revista Mat, Hisp.-Amer. (4) 2 (1942), 13-21 (Reviewer: J.
L. Dorroh)

Sobre la teoria geométrica de superficies algebraicas para un cuerpo de constantes perfecto de
caracteristica p. Revista Acad. Ci. Madrid 36 (1942), 482-499 (Reviewer: D.B. Scott)

Las formulas de Schubert para la determinacién de los niimeros elementales de superficies de segun-
do orden. Revista Mat. Hisp.-Amer. (4) 3 ( 1943), 164-175 (Reviewer: J. L. Dorroh)

Formulas de las caracteristicas de Cremona para cuddricas completas. Revista Mat. Hisp.- Amer.
(4) 4 (1944), 3-9 (Reviewer: J. L. Dorroh)

Superficies algebraicas normales sobre un cuerpo de coeficientes perfecto de caracteristica arbitra-
ria. Revista Mat. Hisp.-Amer. (4) 5 (1945), 221-230 (Reviewer: D. B. Scott)

Estructura analitica del segmento abierto definido por los postulados de incidencia y orden de Hil-
bert. Revista Mat. Hisp.-Amer. (4) 6 (1946), 101-126 (Reviewer: L. M. Blumenthal)

On the orientation in the bundle of rays in Euclidean or hyperbolic space. Revista Acad. Ci. Zarago-
za (2) 1 (1946), 24-31 (Reviewer: L. M. Blumenthal)

On the postulates of order in the projective space of Steinitz-Rademacher. Revista Acad. Ci. Zarago-
za (2) 1 (1946), 18-23 (Reviewer: L. M. Blumenthal)

Descomposiciones producidas por una colineacién en PY. Revista Mat. Hisp.-Amer. (4) 8 (1948),
261-276 (Reviewer: D. B. Scott)

Cuerpos ordenables con automorfismo vnico. Revista Mat. Hisp.-Amer. (4) 9 (1949), 3-9 (Revie-
wer: D. B. Scott)

Aclaracién sobre el articulo “Orderable fields with a single automorphism.” Revista Mat. Hisp-
Amer. (4) 9 (1949) 80 (Reviewer: D. B. Scott)
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Théorie arithmétique des correspondances algébriques. Revista Mat.Hisp.-Amer. (4) 9 (1949), 175-
233 (Reviewer: I. S. Cohen) . . '
Subvariedad fundamental respecto de una correspond.encia algeb.razca. Revista Mat. Hisp.-Amer.
(4) 10 (1950), 207-219 en espafiol y 220-232 en inglés (Rev%ewer: B. Segre)
Curso General de Matemdticas (coautor F. Navarro Borrés?. Madrid, 1?5 1.
Historical essay on the concepts of space and geometry. Revista Acad. Ci. Zaragoza (2) 6 (19~5 1), 91-2;3.
Algebraic correspondences II. Revista Mat. Hisp.-Amer. (4) 11 (1951), 138-158 en espaifiol y 159-
179 en inglés (Reviewer: I. S. Cohen) ‘ .
Algunas correcciones (al articulo anterior). Revista Mat. Hisp.-Amer. (4) 13 (1953), 310-311 (Revie-
wer: D. B. Scott) i
Orientacion de variedades algebraicas. Revista Mat. Hisp.-Amer. (4) 12 (1952), 79-93 en espafiol y
94-101 resumen en inglés (Reviewer: B. Segre) .
Subvariedades principales de una variedad algebraica. Revista Mat. Hisp.-Amer. (4) 13 (1953),
255-282 en espafiol y 283-310 en inglés (Reviewer: D. B. Sco?t)
Ciclos y divisores sobre una superficie algebraica. Revista Mat. Hlsp.-Amer. (4) 16 (1956), 3-10.
Teoria aritmético-geométrica de las superficies algebraicas. Rev. Mat. Hisp.-Amer. (4) 17 (1957),
65-149 (Reviewer: E. Lluis)
Matrices de pE)linomios en varias indeterminadas. Rev. Mat. Hisp.-Amer. (4) 17 (1957), 267-277
(Reviewer: G. Papy)
Elementos de Matemdtica. Madrid 1958, 376 pigs.
Introduccién a la Matemdtica, vol. 1. Editorial Saeta. Madrid 1960. _
Los ideales irrelevantes en la teoria de cohomologia de superficies algebraicas. Actas de la Pt‘lmera
Reunién Anual de Matematicos espafioles en la Univ. de Madrid (1961), 158-163 (Reviewer:
B. Segre)
Geometria bdsica, 1* edicién. Editorial Romo. Madrid 1961, 532 pégs. .
Un lema sobre médulos. Actas de la Primera Reunién Anual de Matematicos Espafioles en la Univ.
de Madrid (1961), 175-182. (Reviewer: E. H. Batho)
Elementos de Matemdtica, 2 edicién. Madrid 1961, 539 pégs. .
A triangulation of the Riemann variety of a projective space. Rev. Acad. Ci. Zaragoza (2) 16 (1961)
ndm. 1, 15-21 (Reviewer: B. Segre)
Variedad de Riemann triangulable de un espacio proyectivo. Actas de la 2° Reuni(’)p Anual de Mate-
madticos Espafioles y Seminario Matemético de Zaragoza (1962), 59-65 gRev1ewe%‘: P. Samuel)
Matemdtica para fisicos e ingenieros. Editorial Romo. Madrid 1963, 785 pags. (Reviewer: A. A,
Armenddriz)
Introduccién a la Matemdtica, vol. I1. Editorial Saeta. Madrid 1964. .
Direccién de los Textos Piloto de Matemdticas para Bachillerato. Comisién Nacional para el Mejo-
ramiento de la Ensefianza de la Matemética, Madrid 1964-65. L
Elementos de matemdtica, vol. I (texto) y vol. II (soluciones de los problemas), cuarta edicién.
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Sobre el centenario del
nacimiento de Puig Adam

Como muchos de vosotros sabéis, en este aiio 2000 se cumplen cien afios del naci-
miento de Don Pedro Puig Adam (12 Mayo 1900).

Hemos pensado que una posible forma de recordar su figura, ala vez que rendirle lfn
pequefio homenaje, serfa publicar en cada uno de los nlit_neros de la revista que aparecerdn
a lo largo de este afio algin apunte, alguna conferencia o algo que Don Pedro hubiera
escrito a lo largo de su vida. En la medida de lo posible, lo que vamos a escoger va zi t?star
relacionado con las Matematicas y preferentemente con la ensefianza de las Matemdticas.
Si ademds no es muy conocido, mucho mejor.

En este primer niimero de este afio, publicamos sus apuntes de una c}gse dada a alum-
nos del antiguo 6° de Bachillerato, durante el curso 1954-55. Lo que'tenels es una' fotoco-
pia de la hoja del cuaderno en el que escribia la preparacién y Postenores‘conclusmnes de
estas clases. Hemos creido que merecia la pena ver sus propias anotaciones aunque lo
hemos vuelto a escribir para facilitar su lectura. Esperamos que este [_Jeq.uf:ﬁf) homenaj.e os
resulte interesante a la vez que os ayude a comprender mejor lo que significé o pudo signi-
ficar Puig Adam en la ensefianza de las Matematicas en nuestro pais.

Joaquin Herndndez Goémez

Transcripcién del manuscrito incluido a continuacién, para facilitar su lectura:

Dia 4 de Febrero (sdbado) (24° experiencia activa)

En mi clase de 6° realizo un ensayo activo, que pudiéramos llamar semieuristico, de
comprobacién de lo asimilado en el dia anterior, toda vez que por la naturaleza de la mate-
ria fue preferentemente explicada.

Escribo en el encerado en desorden las siguientes expresiones irregularmente enmar-
cadas. Algunas mutilando el enmarque de la férmula como si fueran recortadas en papel
(ver férmulas) y les digo mds o menos:

Estamos en pleno siglo XXIV, reconstruyendo una civilizacién que la bomba atémi-
ca hizo desaparecer en el siglo XX.

A través de documentos salvados de la destruccién, se estd rehaciendo el Célculo

infinitesimal. Se acaban de encontrar unas pavesas conteniendo férmulas que al parecer
pertenecia a dos razonamientos distintos. Ordenar estas expresiones l6gicamente, recons-
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truyendo e intercalando los razonamientos que las ligan, completando asimismo las f6r-
mulas mordidas por la destruccién.

La actividad despertada por este planteamiento (esta situacién como dirfa Gattegno)
levanté maravillosamente el aburrimiento provocado por la prolongada explicacion del dia
anterior. Algunas ordenaciones se resienten de la lectura previa efectuada en el libro (he
cambiado deliberadamente la expresion de algunos pasos intermedios que los estudiosos
repiten no como estén en el encerado sino como estd en el libro. No se lo admito). Al final
sali con la impresién de que una gran mayoria habfa asimilado perfectamente las dos demos-
traciones. Me parece innecesario razonar la intencién del puzzle de férmulas cuya ordena-
cién exige un andlisis de su contenido esencial del proceso 16gico de la demostracién,
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Presentacion del Profesor
Karl-Heinz Keuneczke

En el pasado verano tuve el placer de asistir en Goesing (Austri~a) a la charla (Lue
imparti6 el profesor Karl-Heinz Keunecke en el congreso sobre Ensenanza del Alge ra
Computacional ACDCA 1999. Presencié, con sorpresa, e.l 'm.o’ntaje de toqo un gequeno
laboratorio de Fisica portitil, en el cual un sistema de adquisicién de Qatos .11/1sta1a oen 1;n
péndulo se conectaba mediante un interfaz a una cqlculadota.. A contmu:acmn se presento
de una manera muy atractiva e interesante una. préctica de‘ Iflswa que_hacm uso de eC}laglo-
nes diferenciales (a nivel de ensefianzas media). La le:cmo/n. fue eminentemente practica,
basada en datos reales y en el uso de una calculadora simbdlica.

Al terminar la charla me apresuré a proponer al profesor Keunecke la redac_mog de
un articulo para que pudiéramos disfrutar con su trabajo y a aprender de su experiencia a
través de las paginas del Boletin de nuestra sociedad matemética, a lo que afortunadamen-
te accedio.

La carrera cientifica del profesor Karl-Heinz Keunecke se desarrolla eana univers_1—
dad de Kiel (es doctor en Fisica) y trabaja como profesor en el centro 'de ensenanza, media
“Humboldt Schule Kiel” hasta su jubilacién. Convencido de que los Sistemas de Co~mputo
Algebraico serdn en el futuro una herramienta habitual para lios alumnos de ensefianzas
medias en la clase de Matematicas y Fisica, se dedica ahora mten?am?nte al estud.lo de
este tema. Ha desarrollado y sigue desarrollando numerosas publicaciones y lecciones
sobre enseflanza de Mateméticas y Fisica.

E. Roanes Lozano.
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Differential equations
as a teaching topic in school?

Karl-Heinz Keunecke
Kiel(Alemania)

Abstract

Some pocket calculators comprise a computer algebra system (CAS). These
new tools force educators to reassess the mathematics curriculum since they
allow to teach new topics in math and science. Will the CAS bring differential
equations and the pertaining solution methods to school? This article presents
some ideas about how to introduce differential equations in math or physics. At
first a numerical method for solving first and second order differential equations
ought to be explained to the students. Then they have to learn how the results
can be presented on pocket calculators such as TI-89 and TI-92 Plus making
use of tables and the different graphical displays. The numerical solvers of
these pocket calculators are then applied to the differential equations of linear
and nonlinear oscillations. The simulation of the oscillations of a physical
pendulum at large angular displacements are compared with observations. It
is further shown that even chaotic oscillations can be modeled and the typical
features of such motions like chaotic transitions, bifurcations, sensitivity with
respect to initial conditions etc. can be demonstrated.

1 Introduction

Physics teachers have treated already ordinary differential equation in their lessons
before computer algebra was available. They did so for good reasons.

1. Finding and solving differential equations is one of the most powerful tools of
physicists in order to understand physical processes, to discover their laws and
to make predictions.

2. Many physical laws are formulated as differential equations, e.g. Newtons sec-
ond law, the law of induction, the wave equation or the Schroedinger equation.
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High school students are neither supposed to know the theory of differential equa-
tions nor are they taught to solve the equations. They need help from a teacher
who suggest very often a function as a purported solution and asks to verify the
claim. When a CAS is used the computer can be asked for the solution instead of
the teacher. For details we refer to [1]. But a CAS can do more. It can solve differ-
ential equations also numerically. It opens the door to modelling a variety of other
processes in nature. Physics in school was and is essentially restricted to linear phe-
nomena because in general only linear problems could be solved mathematically. If
a CAS is available this restriction may be given up. The formal distinction between
linear, nonlinear or even chaotic processes may be neglected at first. The numeric
solver treats all kinds of ODE in the same way. It replaces the continuous problem
by a discrete substitute and operates on the latter by iterative processes starting
from the initial condition.

In order to introduce ordinary differential equations in school the students must

learn:

e How to derive the differential equation of physical processes(i.e. modelling)
e How solutions of differential equations may be approximated numerically

e How differential equations of order 2 and higher may be converted into a system
of first order differential equations

How to apply the tools of a calculator like the TI89/92Plus to obtain and
process the solution of ordinary differential equations

I would like to show how this could be realized in the context of physics or math

lessons.
All my examples deal with differential equations of oscillations. I will begin with

harmonic oscillations. Then I will pass to the physical pendulum at larger angles as
an example of a nonlinear oscillation. Finally chaotic oscillations are simulated.

2 Exact solution of differential equations
with DeSolve()

When investigating oscillations in physics lessons teachers start usually with har-
monic oscillations. The differential equation of free undamped oscillations of e.g. a

spring-mass system is given by:
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where d is the spring constant and m the mass.

When the DeSolve() [2] command is applied to equation (1) the general solution is
written in terms of exponential functions (second row in fig.1). Students are not
used to deal with exponential functions with imaginary arguments at this stage and
therefore only solutions with trigonometric functions for the periodic motion are
applicable,

This can be achieved by means of the ”with” operator "|” (§ + Ly =0 |d > 0 and
m > 0) as it can be seen in row 3 of fig.1. A particular solution is achieved when
the initial or boundary conditions e.g. ¥(0) = yo and H(0) = 0 are added to the
"DeSolve()” command (row 3 and 4 in fig.2).

One can prove easily that the function Y = yo + cos( % *t) in fig.2 is a solution of
(1) by the operations shown in fig.3. From the answer

Y=yo- COS(\/g- t) (2)

the basic properties of the harmonic oscillations can be deduced in class.
Adding a friction force proportional to the velocity to equation (1),
d

ﬂ:—a‘y_%'y (3)
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then again a solution with exponential functions appears (fig.4, first row) which in
this case cannot be written in terms of trigonometric functions, except if you replace
the argument of the e function by a negative term e.g. —k2%. But this manipulation
confuses the students rather then it helps. In school therefore it is proposed to study
only solutions with numerically defined parameters yg, d and m. One result is shown

in the last row of fig.4.

3 Numerical solutions of differential equations

The numerical solution of differential equations is obtained by solving the corre-
sponding difference equations by iterations starting from an initial or boundary
value. Only first order differential equations can be converted directly into differ-
ence equations. Differential equations of order 2 or higher must first be transformed
into a system of first order equations. This formal transformation of a second order
differential equations § = f(¢,y,¥, 9(t)) can be done by replacing y by y; and g by
y2 which yields:

o= Y
yé . f(t, yl,y2ag(t))
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Figure 5: Comparison of the
ezacl(z-y line) and the numeri-
cal(squares) solution of equation (3)

MalN ERD AITO FURC

This formal process does not spark students imagination. For them it is easier to
express e.g. equation (3) as an equation for velocity v, a well known quantity, by
using § = v and §j = . Then the system of first order equations defines the velocity
and the derivative of velocity.

yi = v
d g
: —p _—— . .
Y2 ) v (4)

The TI-92 needs the variable Y1 and y» instead of y and v and one has to type at
the Y=Editor:

d
! foend —— —_———
Y2 = mn m Y2 (5)

One has the choice to solve the system approximately by using the Euler or the
Runge-Kutta method. Especially the Euler method is very critical as regards the
step width of the discretization. Ifit is too large an exponentially increasing function
is obtained as a solution of equation (3) — definitely a wrong answer. In order to
check that a reasonable approximation is reached with the Runge-Kutta, method, we
may display the numerical and the exact solution of equation (3) as in fig.5. There
are no obvious differences between the approximation and the exact solution.
Besides harmonic oscillations it is important to discuss also oscillations which are
nonharmonic. The physical pendulum with large angular displacements is an often
cited example because the experiment is easy to realize.

In this experiment the angle of a swinging bar is measured by means of a poten-
tiometer at the axis of rotation as shown in the sketch in fig.6. The voltage at
the potentiometer is recorded by means of the computer based analogue to digital
converter CBL!. The use of the CBL is described for example in [4] or [5]. The

LCBL: Computer Based Laboratory, produced by Texas Instruments Incorporated
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Figure 6: Sketch of the physical
pendulum, the angle is measured by
the voltage at the potentiometer.

i ith respect to time in fig.7. The
ded data from the pendulum are displayed wi : 7. T
;i(:g(;z :t the cursor position is 178°. It is obvious that the period of the oscillation
es with decreasing angular displacement. ‘

gecf:iig the " Trace” option of TI-89 or TI-92+ the period can be calculated fro‘m
th); positions of the maxima and minima. In fig.8 the data of the CBL are loaded in

table. o
;hz first two columns show time and angle. In column c5‘ the angular veloc1?:y 1('15

calculated. Applying the ”Shift()” command to the data ¢; in column c2 the shifte
angles ¢;4; and ¢;—; are listed in column ¢3 and in column c4 . From these columns

AAAAAAAD

AARALL

TARiN TAD APFRORE __FlINC

Figure 7:  Angular displacement of
the pendulum versus time.
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%1 -5. 8451 uc: . 1968 Figure 9: Phase diagram of the
USE 374 Uk TYPE + (ESCISCANCEL physical pendulum

the angular velocity
§= iri = ins (©) o

Figure 11:  OQscillations with intial

can be determined numerically (column cb). This allows to display the phase portrait displacements between 45° and 5°. ERYSTK kA AUTD

of the oscillation (fig.9).

On the right hand side of the graph one can see a vertical line at 160°. The reason

is that the potentiometer has only a restricted range from 0° to 340°. The nature

of the pendulum can be investigated more thoroughly when the solutions of the

differential equation are considered for different cases. The differential equation of

the physical pendulum with a friction force proportional to the angular velocity is

given by:

BE

. m-g-s .

=-"22 gL g ”)
where the first term describes the torque of the bar and the second one the friction
force. In order to study the relation between the period of oscillation and the angular
displacement, equation 7 has been solved for 8 = 0. The results are shown in fig.10,

Figure 12:  Enlarged presentation
of the first zeroes of the oscillations

fig.11 and fig.12. of fig.11 |FIvSIK D AUTH oL
For initial angles exceeding 90° it is obvious that the oscillation is not sinusoidal as it 9.4
can be seen from fig.10. Also the oscillation period clearly depends on the amplitude.
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Figure 13: Simulation of the angu-
lar displacement of a physical pendu-
lum by means of the ODE (7)

HMATN Rilb APPAIR BE ———am

unbalance m

oscillator

Figure 14: Sketch
of a driven rotational
pendulum with an un-
balance

For angles below 45° the change of the period is smaller as it is shown in fig.11 and
fig.12 where the region near the zeros on the t-axis is displayed enlarged. The
relation between frequency and displacement can be investigated qualitatively from
these graphs. Finally the observed oscillation in fig.7 is modeled by the differential
equation 12. The damped oscillation is displayed in fig.13.

The last oscillator which is to be investigated here is a rotational pendulum with an
unbalance.

The swinging wheel in fig.14 has two stable states. When it is excited by a periodical
force chaotic oscillations can occur. Therefore it is one of those elementary experi-
ments to illustrate deterministic chaos. The differential equation is also well known
(3] and can be solve by the ode solver of TI-89/92+. The according differential
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equation is :
D m-g-To . . . 2 .
== —=— .ging — k1 - signp — ko - I” - ¢. (8)
J J
Here the first term on the right side of the equation describes the driving force of
the oscillation. The second term is the torque of the unbalance. The last two terms

describe the constant friction force and a friction force proportional to the angular
velocity which depends on the variable current through the damping magnet.

[_h T Fz T T T i T 75 I Fiv ?7 Trnj
- @ Zoom|Trace ReGraph Math|prawl> f iC

e e s e [ ————— e, N,

é (¢ — det - sinwt) +

S A e e e e e

] e e

M T —— e —— e e e e e = S
5\\*—». —————— M S e e e e e S
Figure 17: Further bifurcations i EAD APPROK BE

27



e a0
1 N v = \
' f%’m\mmb& O Say

1\&"1?

i b
e T
————

-
-_-. _—.._-

L~ )

Figure 18: Chaotic oscillation of o
rotational pendulum

Simulating the motion of the rotational pendulum the steady state of the oscillations
encounters after a while. The transient periods are suppressed in the phase portraits
of different oscillations which are diplayed in fig.15 to 18. When the current through
the the damping magnet is varied then different oscillations appear. The first three
figures 15 to 15 demonstrates the bifurcation scenario for varying the damping of
the system. In fig.18 the phase portrait of a chaotic oscillation.

4 Conclusion

I tried to give an idea what can be done with the differential equation solvers, De-
Solve() and the numeric solver of the TI calculators. The introduction of a, CAS
in schools gives the chance to add new topics to the classical curriculum in mathe-
matics and physics because students spend less time on numerical work. It is now
possible to observe real world processes by using modern technology and to simulate
these processes by solving differential equations during mathematics and/or physics
lessons. And it’s higly rewarding!
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Algunas representaciones radicales
infinitas de los nimeros naturales

Juan Carlos Cortés Léopez
Departamento de Matematicas
L.E.S. Bonifacio Sotos
Casas Ibaiez (ALBACETE)

Abstract
This article shows how infinite radical representations of all positive
integers are obtained by means of recurrent sequences generated from
algebraic identities.

1 Representacion a través de raices cuadradas

Recientemente en [1], y por un método distinto al usual (concretamente a
través de métodos geométricos sobre poligonos regulares) hemos demostrado

la cual esencialmente llama nuestra atencién por aportar una curiosa expre-
sién de un mimero natural mediante infinitos radicales. El objetivo de este
articulo es dar un sencillo modelo de trabajo para generar representaciones
de todos los nimeros enteros positivos mediante infinitos radicales de indice
arbitrario. Para ello partiremos de la identidad algebraica

la conocida igualdad

n(n+2)=n\/1+(n+1)(n+3) (1)

Llamando oy, = n(n + 2), (1) puede reescribirse como

ap =ny/1 4+ any
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¥ aplicando sucesivamente esta formula recurrente tenemos

U =014+ apyg = ny1l+(n+1)4/1+ Qpto
=n\l+(n+ 1)\Kl+(n+2)\/1+an+3 S
esto es

ap = n-]/1+(n+1)1/1+(n+2)‘/1+(n+3)\/1+... 2)

Qp = n(n +2)

Haciendo n = 1 en esta iltima expresién obtenemos una curiosa repre-
sentacion radical infinita (R.R.L) del nimero 3

3=1/1+2~1/1+3\/1+4\/1+... (3)

Tomando n = 2,3,... se obtienen R.R.I. de los nimeros 8, 15,...

8 = 24/143\/1+4vTT
— 4)
15 = 3y1+4y/1+5vT7

las cuales en realidad se deducen implicitamente de (3).
Justifiquemos formalmente el paso al limite que hemos dado en la expresién
(3). De (3) conjeturamos

Jm (/142 1+3\/1+...+(n—1)\/1+n=3

Para probar que la sucesién

&n=4‘/1+2\/1+3\fl+...+(n—1)\/1+n

verge a 3 cuando n — oo probaremos que existen dos sucesiones {an} y
con
{An} tales que

ap S ap <4, y limanzr}LnéoAn=3

n—oo

De la cadena de identidades

3=\/1+2-4=\/1+2\/1+3-5=\/1+2\/1+3\/1+4~6=... (5)

se conjetura que

3= 1+2\11+3\‘1+4\/I+---\‘a"1+n\#(n+2)2 Vn > 2

cuya demostracién por induccién es sencilla pues se verifica

(n+2)% =1+ (n+1)y/(n + 3)2

An =41+ 2 1+3\'1+4ﬂ1/1+'--\f1+n1,/(n+2)2

n—00
—— 3, al ser

Eligiendo

se tiene dy < A, pues n +2 > 1 para todo n natural, y {4,} »
{An} la sucesién constante e igual a 3. Para encontrar {a,} utilizaremos la

siguiente desigualdad cuya demostracién es inmediata
Vitem<vVmvVitzs Ym>1, Vo1 (6)

aplicada n — 1 veces sobre la sucesién {An}, de dentro hacia fuera, tomando
primero mi = Vin + 2)2 =n+2>1yx =n>1, asi

An = 1+2\J1+3dl+‘--wl+nw(n+2)2ﬁ
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razonando como antes tenemos
SR8\l - Va T aiTe <

Bn n\/(5+n)+(n+1)\/(6+n)+(n+2)\/(7 )T } )

Bn = n(n +3)

volvemos a aplicar (6) de dentro hacia fuera tomando ahora my = vn £ 2 > 1
yr2=(n-v1+n>1

Asi, poniendo n =1 en (7)

V 8
1+2\j:3 1 s 1+<n-2)¢/m\/m 4=\/6+2 T+3VET . (8)

llegando finalmente

Nétese que de (4) y (8) tenemos dos R.R.I. distintas del ndmero 4. En

i i isten infinitas R.R.I.
realidad, para cualquier natural exis finitas T -
Usando ’un razonamiento analogo al anterior, Justjﬁcanrirgloos e.l pzso al limite
. V "V tir de (8) conjeturamos {f,} — 4 siendo
An < \1/n+2 L+2y1+3 I+t (n -Vt = ? 1n+2&n efectuado en (8). A partir de (8) conj

Denotando por

3 ~1/(n+4) +n
o = “An ﬂn=\JG+2\/7+3\/8+ + (n = 1)/( )
n = F

n+ 2 |

= Para demostrar esto encontraremos dos sucesiones {b,} y {B,} tales que
se tiene a,, < @&, y obsérvese que {an} "=5° 3, pues '

1 bn < Bn < By () r}LrIéobn=r}Lngan=4
lim =1

e .
n—oo 2"—1/“——?; N

Por otra parte a partir de la cadena de igualdades
bara ver esto basta tomar logaritmos y usar la regla de L

"Hépital \/ \/_—\/'__— S 9)
= o .5 = 3:6=16+2y74+3vV8+4-T= ..
L ) ; o . . 4=v6+2-5=16+2/7+
= lm  —— = am (n + 2)2n-T
TR T V42 o conjeturamos
In(n + 2) o0 1
lnL=—h’m-——————={—}=—h’m———-———————_=0 =>L=1
— -1 = 1 n-1 |
n—oo  9n 00 n=00 (n 4 2)2 In 2 4= 6+2J7+3\/3+..-\/(n+4)+n (n+3)?% Vn>2
Mediante (2) sélo tenemos R.R.I de "algunos” naturales (los pertenecien-
tes a la sucesién n?

+2n). Con objeto de obtener dichas R.R.I.

para cualquier
natural observemos que si partimos de la identidad

que se prueba facilmente por induccién pues

2=(n n n + 4)2
n(n+3)=n\/(?+n)+(n+1)(n+4) (n+3)" =(n+5)+ (n+1)1/(n +4)
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Tomaremos

Bp = 6+2\}7+3\/8+---\/(n+4)+n1,/(n+3)2

7n—00

que cumple B, < By, pues n + 3 > 1 para todo n natural y {B,} — 4, al
ser {Bp} la sucesién constantemente 4.
Para encontrar {b,} usaremos la siguiente desigualdad, cuya prueba es sen-

cilla
Vztmy<vVmvz+y Ym>1, Vz,y>1 (10)

aplicada n — 1 veces sobre la sucesién {B,} de dentro hacia fuera, tomando
primero mjp = \/(n+3)2 =n+3>1,z1=n+4>1ley; =n > 1,
resultando

Bp = 6+2\l7+3\/;+---\/(n+4)+n\f(n+3)2S
< 6+2J7+3\/8+---\/(n+3)+(n—1)\/n+31/(n+4)+n§

aplicamos de nuevo (10) de dentro hacia fuera tomando mg = Vn+3>1,

z1=n+3>1leys=(n—-1)y/(n+4)+n>1,y continuamos con la cadena
de desigualdades

< 6+2J T4 \/(TH-Z) + (n—2)v4n+3\/(n+3)+(n-—l) (n+4)+n

obteniendo al final

Bn< 2"_\/1n+3\JG+2\/7+3\/8+-~(n—1)\/(n+4)+n=2n_\/ln+3 Bn

Tomamos

34

y asi se tiene b, < ﬂ~n. Es facil probar como en el caso anterior {b,} "4,

En general, para k € N arbitrario, pero fijo se tiene

Tn n\/Pz(n)'f'(n-f'l)\/pz(n+1)+(n+2)\/p2(n+2)+. .

In n(n + k)
ppm) = B2 -k =1+ (k=2m, m>1

(11)

Haciendo n = 1 en (11) se deduce una R.R.I. de cualquier natural mayor que

2
k+1= \/Pz(l) + 2\/?2(2) +34/p2(3) + ...

pa(m)=(k* -k -1+ (k-2)m, m>1

2 Representacion a través de raices ciibicas

En este apartado aportaremos R.R.I. a través de raices cibicas, usando un
razonamiento analogo al anteriror.
En esta ocasiéon partiremos de la identidad

n*(n + 2) = n? {/(5 +5n +n2) + (n + 1)2(n + 3)

Llamando §, = nz(n + 2), la igualdad anterior se puede expresar como

bp = n? {'/(5 +5n + n?) + bpy1

y razonando como antes

5n=n2{/(5+5n +n?) + (n + 1)2{‘/[5+5(n+ )+ (n+1)?)+...

Haciendo n = 1 en esta iltima expresién, obtenemos la siguiente R.R.I. del

numero 3

3 ——
3= \/11+4\3/19+9{/29+16\‘741+...
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Para justificar el paso al imite efectuado implicitamente en la representacién
anterior, razonamos como en el primer apartado del trabajo.
A partir de las igualdades

3=V11+44= /1144919495 = f/11+4€/19+9€/29+16-6 =... (12)

establecemos la identidad

3= {J11+4f/19+---{’/(5+5(n~1)+(n—1)2)+n2{‘/(n+2)3 Vn > 2

que puede probarse por induccién ficilmemte, ya que

(n+2)3=5+5n+n2+(n+1)2(n+3)

Ahora probaremos que la sucesién

4 *
Y = \Jll +4{/19+9{'/29+ ~-+(n—1)2{7(5+5(n— 1)+ (n — 1)2) 4+ n?
converge a 3 cuando n — oo y para ello encontraremos dos sucesiones {en}
vy {Cr} tales que

S <Ch vy ,.li’,léoc" = rzlean =3

Tomamos

Cp = 311+4d19+9{/29+---{/(5+5(n—1)+(n—1)2)+n2\3/(n+2)3

n—oo

la cual cumple 4, < Cp y {Cp} =5 3.
Para determinar {c,} aplicaremos la siguiente desigualdad

Ve+my < ImYz+y ¥Ym > 1,Vz,y > 1 (13)

sobre la sucesién {Cy} de dentro hacia fuera. Razonando como en la seccién
anterior, pero tomando ahora en la primera aplicacion de (13) mj = n+2 > 1,
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21=5+5n -1+ ®m-1)%>1, 5 =n?> 1 En lasegunda aplicacién de
(13) tomamos mg = Vn+2>1, 2 =5+5n—-2)+5n=-22%>1, y =
(n — 12Y6E+5(n—-1)+(n—-12)+n%>1 Alcaboden — 1 aplicaciones
de (13) sobre {Cy,} obtendremos

Cu< ¥ Vnt 25,

por lo que bastard tomar

Chn
Cn = -1 ———
" 3 \1/n+2

~ —00
que satisface las condiciones deseadas ¢, < v, y {cn} ‘=3, ya que

lim

1
n s
En general, para k € N arbitrario, pero fijo se tiene

b = {os(n) + (0 + D Yraln + D+ (0 + 2 Uman D

én =n?(n + k)
p3(m)=(k3 -k - 1)+ Bk2 -2k —3)m + 2k = 3)m?, m>1

Tomando n = 1 se deduce una R.R.I. de cualquier natural mayor que 2

1= o) + 5 o) + 9 a1

p3(m) = (k> —k— 1)+ Bk2— 2% — 3)m + 2k —3)m?, m>1

3 Representacion a través de raices i-ésimas

Como se sefialé al principio terminaremos el trabajo generalizando los resul-
tados presentados en los apartados anteriores. Para ello consideraremos la

identidad algebraica

nUn +2) = 1[0 4 2) - (n + 1)L (n 4 3)] + (n + 1) L(n + 3)
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siendo ¢ € N arbitrario, pero fijo. Llamando Yn = ni_l(n + 2), la iltima
igualdad se puede escribir

Pn = n"‘l\/f(n) +(n+ 1)"—1\7f(n +1) 4+ (n+2)~ 1/ f(n +2) + ...

donde f(r) = (n +2)' — (n + 1)!(n + 3). Haciendo n = 1, tenemos la
siguiente R.R.I. general del nimero 3

3= "/(31' —2i-1.4) 4 2*’—1\'/(;'— 3i-1.5) + 3"-1\‘/(5" —4i-1.6) 4+ ...

La justificacién rigurosa del paso al limite efectuado en la representacién

anterior puede realizarse del mismo modo que se ha hecho en las secciones
anteriores.

En general, fijando los fndices i, k € N se tiene

Pn =nf“{/pz-(n) +(n + 1) pi(n 4+ 1) + (n + 2)/pi(n £ 2) %
on  =n"ln + k)
pi(m)=(m + k) = (m + ) A m +k+1), m>1

Observemos para finalizar que los resultados aqui expuestos pueden exten-
derse sin pérdida de generalidad para los nimeros reales.
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Iterando 4x(1-x) de forma exacta
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Abstract

In this article it is shown what happens when a chaotic system (the logistic equa-
tion) is iterated in an exact form by a computer algebra system like DERIVE.

1. Introduccion

El sistema dindmico discreto f(x)=4x(1—x) fue propuesto (May, 1976) como
modelo de comportamiento de una poblacién en un ecosistema. Dicho sistema estd nor-
malizado a la unidad, por lo que 0 < x <1.

Este sistema es cadtico en el intervalo [0,1] (Devaney, 1989) y, por ser caético, el
sistema dindmico a estudio es sensible a las condiciones iniciales.

Esta propiedad indica que, partiendo de dos valores iniciales tan cercanos como se
desee, las Orbitas (el conjunto de resultados obtenidos a través de la iteracién repetida de
la funcién) de ambos difieren significativamente. Este hecho tiene una importancia capital
en la dindmica cadtica, ya que, en una situacion real, cualquier error cometido al determi-
nar los datos iniciales generaré tal discrepancia entre los valores tedricos calculados para
seguir la evolucién del sistema y su comportamiento real que hara initil toda prediccién a
largo plazo. Desde otro punto de vista, en los casos en que se conoce exactamente el valor
inicial, pero se precisa un ordenador para el célculo de las sucesivas imigenes, la situa-
cion es la misma, al introducirse en los cédlculos los errores de redondeo (Romero, 1994).

2. Trabajando de forma exacta

Los comentarios anteriores surgen del mismo motivo: la introduccién en los célcu-
los de los errores de redondeo. Dicha introduccién puede producirse en dos momentos
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distintos: al introducir el valor inicial y/o al realizar los célculos el ordenador con los
digitos de precisién elegidos.

Existe no obstante una via distinta a la hora de enfocar el problema. Gracias a los
programas de célculo simbélico existe la posibilidad de estudiar el problema de forma
exacta. Ademds, se supone el conocimiento exacto del valor inicial. Y asi se hace a conti-
nuacién.

Todos los resultados descritos a continuacién se han obtenido usando el programa
DERIVE para Windows.

Se introduce en el programa la orden que permite obtener los valores provenientes
de iterar una expresién un nimero determinado de veces, partiendo de un valor inicial
dado. Si se desean obtener las diez primeras iteraciones, partiendo del valor inicial 0.6, ha
de introducirse en el programa:

ITERATES (4-x-(1 - x), x, 0.6, 10)

pulsando Simplificar/Normal el resultado aparece de forma exacta.

324 96 203136 152343062016 149191759856712062976
572576257 390625 " 152587890625 ° 23283064365386962890625

13805532665280155892783814390083624840093696
542101086242752217003726400434970855712890625

291736060873442130410328407763163826628873179669377102516369878581 5940

2938735877055718769921841343055614194546663891930218803771 879265696043
3070095895764238336

14863681793212890625

3088901198022971 149132498018275573358935756776232998708897408143067595
86361685550944446253863518628003995711 16000364436281385023703470168591
97417450475112329679228211553508384402848145569241 86484972263908934080

80316242705797150750347228822656054729394614966359699509894683 19466936
842071232067074647309921913303151804416

530037770580747746862471103668212890625 ’
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6853984314004718119265152257999585713791291575491285143696211041775092

7458340731200206743290965315462933837376471534600406894271518333206278
8976567404283850988157615245252916228128810975400547231503796006938331

3850701183049361748904004278033615116032558361014534127280952253026604
5882483759867458146727563347037679190604358979862575378236152087943812

8616482959208469148126079231878137749520407426643526294144655436506391
5354416724014063690720949703992749800442043699955473354125353992140135

4765414217260588507120031686823003222742297563699265350215337206058336
2012027995224430224297569053415073804454326436030441307780773914532931

5166286460036129274335518469686573264990081533198917895788326859474182
2012027995224430224297569053415073804454326436030441307780773914532931

5166286460036129274335518469686573264990081533198917895788326859474182
31595776J
12890625

Se ha omitido la representacién de la décima iteracion.

Como se observa en la 6rbita obtenida de forma exacta, la fraccién que representa
cada iteracién tiene numerador y denominador mayores que la fraccion correspondiente a
la iteracién anterior.

(Ocurre siempre asi? No siempre. Existen cinco valores para los que este hecho no
ocurre. A saber: 0, 1, 1/2, 1/4 y 3/4. ‘

Los tres primeros valores, como puede observarse en la grifica que sigue, conducen a
0 (uno de los dos puntos fijos del sistema a estudio) al ser iterados. Por ser la funcién a

-1

-8.2
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estudio simétrica con respecto a x=1/2, los
simetria conducen a las mismas orbitas,
y 3/4 conducen a 3/4, como se observa t
del sistema.

Al resto de los valores racionales introducidos les ocurre lo siguiente:

puntos situados a igual distancia de este cje de
por tener las mismas imégenes al ser iterados. 1/4
ambién en la gréfica, que es el segundo punto fijo

3. Proposicién

Iterando la funcién 4x(1 —x), los resultados obtenidos partiendo de una fraccién
irreducible distinta de 0, 1, 12, 1/4 y 3/4 son a su vez fracciones, que en su forma irredu-

cible estdn formadas por numeradores mayores o iguales que los obtenidos en la iteracién
anterior y denominadores estrictamente mayores.

Demostracién. Sea el valor inicial del que se parte p/g, con p,
que estar comprendido en el intervalo (0, 1) debe cumplir p<gq.
La iteracién del valor inicial es entonces:

4£(I_£]=4£(f1—_pJ
q q q q

Se demostrard que si p/q es irreducible, 1-p/q también Io es. Por tanto:
med.(p,q)=1= mcd.(q -p,q)=1
Supéngase que m.c.d.(q— P>q)=d #1. Eso significa que

qup=meN y §=neN:> d es divisor de q.

q € Ny que al tener

=d=1.
q——p=i—£:n—£=m:>n—m=£:>desdivisordep
d d d d d

Por tanto ﬁ_(q—p
q q

El 4 que aparece en el sistema dindmico no influye de forma significativa en Io ante-
riormente demostrado puesto que:

] es irreducible y cumple p(@-p)2py q2 >q.

a) Si el denominador es ¢ # 0 (mod 2), cuadruplicarfaa p-(g - p).
b) Si el denominadores ¢ =2-k con k > 3, k#0(mod2)

4%(612_:) =& (:3— P) , que cumple k% >gq, yenla siguiente iteraci6n se

produciria el caso a).
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¢) Si el denominador es ¢ =2 -k con k>3, k#0(mod2)

2p -(q;pj= p;(‘_‘q ;2‘”), que cumple 2°-k’ >2%.k, y en las sucesivas
2k \ 2k 2. . 2
iteraciones se mantendria en el denominador el factor 2°.
d) Si el denominadores ¢ =2" -k con n>2 y k # 0 (mod 2)
pk (g—ij= fi;z({,_ﬁ], que cumple 2*7%.k*>2"-k puesto que
2n. ", 222

2n—-2>nsi n>2y k> 2k. Ademds 2n-22>4, lo que asegura que en la si-
guiente iteracién el exponente al que estd elevado el factor 2 seguird creciendo.

El tinico caso en que el numerador se mantiene igual tras una iteracion es p =g —1,
ya que:

g-1 (1 -4 _1) it g ';1 , dando por supuesto que el denominador es del tipo
q q q q q <, . .« s

descrito en los apartados b), ¢) o d), lo que producirfa la simplificacién del 4 de la parte

superior de la fracci6n.

4. ;Hasta dénde se puede llegar?

En principio, la iteracién del sistema dinémicp a estudio sélo depenc.ie del ?el}lg(')taqu
se esté dispuesto a esperar. Si se observa la insl:rucc16_n dadz‘i para la. obtencién de la (;;1 i -
forma exacta, se comprobard que el nimero de iteraciones 19U0F1u01d0 es muy bazjo. 1ortu
nador utilizado (Pentium 133 con 32 Mb de RAM) no permite ir mucho més alld en e.l‘esd -
dio de la 6rbita en un tiempo razonable. Parece que el problema no es el programahuu 1zta)lte(3
(DERIVE para Windows en castellano V.4.09),. pues con MATHEMATICA 13.0.se : ar: ol
nido tiempos muy similares en el célculo de 6rbitas, como se observa en la tabla siguiente.

N° ITER. DERIVE 4.09 MATHEMATICA 3.0
10 0.1 seg. 1.33 seg.
11 0.1 seg. 1.29 seg.
12 0.4 seg. .87 seg.
13 1.6 seg. 2.22 seg.
14 6.1 seg. 7.86 seg.
15 24.0 seg. 30.42 seg.
16 99.2 seg. 123.8 seg.
17 419.7 seg. 494.83 seg.
18 1766.2 seg. 1941.6 seg.
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Suponiendo que no existiera el problema de tiempo de célculo antes mencionado,
puede irse algo mds all4, observando la manera en que crece el niimero de digitos de nu-
merador y denominador. Si se factorizan los distintos elementos de la 6rbita, se observa la
aparicién de nimero primos cada vez mayores en el numerador. Asi, para las siete prime-
ras iteraciones se obtiene:

2%.3 2°.3 27.3.23% 29.3.232.433% 2'.3.232.4332.15647>
52 ’ 54 2 58 ’ 516 532

£l ]

2".3.232.433%.577% .15647% - 2636017912
564 ¥

2'9.3.23%.433%.577%.769% -15647% 12787212 - 2636017912 - 233741776469772
5128

El denominador del ejemplo es de la forma 5%, con n indicando la iteracién. Se
observa que para n=8 se sobrepasa 10", nimero conocido como gugol, cifra superior al
niimero de particulas elementales (protones, neutrones y electrones) en el universo obser-
vable (aproximadamente 10* particulas).

Por tltimo, comentar que puede comprobarse ficilmente que en la iteracién 333 se

habra sobrepasado el gugolple, 10(“"00), del que Carl Sagan (1982) comentaba lo siguien-
te: “Podriamos intentar escribir un gugolple, pero es una ambicién sin salida. Una hoja de
papel lo suficientemente grande para poder escribir en ella explicitamente todos los ceros
de un gugolple no se podria meter dentro del universo conocido”.

5. Conclusiones

Si en un sistema como el estudiado la imposibilidad de conocer de forma exacta el
valor inicial produce la invalidacién del comportamiento a largo plazo del sistema que se
estudia, y el supuesto conocimiento exacto del valor inicial impide la realizacién explicita
de los célculos, el conocimiento de la evoluci6n de este sistema cadtico no es posible mds
all4 de lo meramente aproximativo.

Una segunda conclusién es que si las fracciones obtenidas no se pueden simplificar,
ningun nimero racional puede tener una 6rbita periédica, ni puede ser preperiédico.

Curiosamente, todas las excepciones son periédicas (0, 1/4 y 3/4), o preperi6dicas
172y 1).

5.
(11
[2]

(3]
[4]
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Abstract

Which are the ideas and concepts that teenagers learn in secondary schools, about
of calculus probability?. The research has been performed with 17 and 18 years old stu-
dents from 10 secondary schools from the centre of Madrid. They are getting ready to get
into the University (Selectividad L.O.G.S.E.). The test consists of 8 questions about what
they have learned. The research results show which the clearest probability concepts for the
teenager are and which the least clear for them are. Therefore, the research gives an idea to
the teacher of which probability concepts should be treated more carefully in class.

1. Introduccién

A pesar que hay muchas investigaciones, todavia es preciso completar en muchos
aspectos nuestros conocimientos del desarrollo de conceptos en este campo. La dificultad
de construir modelos se encuentra en que si se intenta los descubrimientos realizados por
psiclogos y los educadores matemiticos, el modelo resultante corre el riesgo de ser tan
complicado que puede resultar en la prictica de poca o ninguna utilidad. Por otro lado, si
se construye un modelo simple, se corre el riesgo de sobresimplificar y dejar fuera del
modelo importantes perspectivas. Shaughnessy (ver [7]) afirma que la historia de la inves-
tigacion en este campo parece haber sido la de simplificar primero, teniendo en cuenta la
experiencia, y los ajustes a través de modelos después. El enfoque de investigacién de
Fischbein (ver [3]) se basa en la iteracién entre intuiciones y matematicas. Este autor
entiende por intuici6n el conocimiento y el razonamiento inmediato, aceptando la formu-
lacién de Bruner (ver [1]) de que la intuicién implica comprender el significado de la
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estructura de un problema sin necesidad explicita de} Pensamiento .ana!it.ico y del lenguaje
oral y escrito (cientifico). Establece que la compatipllldad entre la 1nt1l11,016n yla estructur.a
J6gica del conocimiento es una componente esencial de la.co.mprensmp, y una precondi-
cién de la utilizacién independiente y efectiva de ese conocimiento en diversos cc?ntextos.

Engel (ver [2]) admite una intuicién natural sobre la que se puede. (iOI'lStI'UII‘ fal pen-
samiento axiomdtico pero niega la existencia de una intuicién probabilistica anal.og'ti’a
partir de la experiencia. Fischbein, Barbat y Minzat (ver [4]) cxpliczut. la ‘cw:mtrad:ccm.n
entre el hallazgo de los psicélogos de la emergencia cspunténcat‘ de una intuicién prt‘)bel@-
Jistica y la negacién de un matemadtico como Engel de tal intuicién, en base a que el que-
to de investigacién de psicélogos y matematicos es distinto. Los primeros han. estudiado
fundamentalmente el concepto inicial de la probabilidad y su cuantificacién mlent.ras que
los segundos tratan con formacién de conceptos, que no surgen esponténeame.ntt'e Sino me-
diante definiciones, teoremas y expresiones cuantitativas de las mismas. El objenvg Pqncx—
pal de este trabajo es establecer una categorizacién de las ideas y conceptos probat?xhsucos,
y comprobar cuél es el manejo del lenguaje probabilistico mas basico de los estudiantes en
base a su abstraccién intuitiva. Se pretende contribuir al esclarecimiento del problema acer-
ca de la existencia o no de la intuicién natural probabilistica mediante las preguntas del
adolescente en el mismo momento de la prueba. Ayudar en todo momento al estudiapte, no
ponerle nervioso para probar que justamente €l conocimiento profundo de la materia hace
posible un éxito.

2. Diseiio de la prueba

El método de medicién es realizado a 300 alumnos de segundo curso de bachillerato
en la modalidad de ciencias sociales pertenecientes a 10 institutos de educacién secunda-
ria de Madrid centro, los cuales han sido encuestados a finales del curso académico 97/98.
Todos han superado el segundo curso de bachillerato, por lo que esta prueba es una puesta
a punto de cara al examen de selectividad. La prueba trata de un estudio de 8 ejercicios de
teorfa de probabilidades. Los ejercicios con soluciones se encuentran en un anexo al final
de este trabajo. _

La amplisima variedad de conceptos, de muy distinto nivel de dificultad que con-
forma el cuestionario, y que pretende cubrir todos los contenidos del curriculo de pr(?babl—
lidades de Bachillerato, parece que dificulta el estudio de la comprensién probabilistica de
los alumnos. Las pocas investigaciones sobre la comprension probabilistica} de los adoles-
centes, hacen que este articulo sea un estudio exploratorio, aunque su vahqez puede que
no esté suficientemente contrastada en el campo del pensamiento probabilistico.

Debido a la cantidad de conceptos existentes en el cdlculo de probabilidades de Ba-
chillerato, solamente serdn considerados para evaluar mediante la prueba los siguientes
conceptos:
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— Ellenguaje escrito probabilistico.

- Regla de Laplace. Propiedades de la definicién clésica.

— Definicién de sucesos dependientes e independientes. (Ejercicio 1).

— Concepto de probabilidad condicionada. (Ejercicio 2).

— Concepto de esperanza matemitica. (Ejercicio 3).

— Concepto de variable aleatoria continua. (Ejercicio 4).

— Concepto de distribucién binomial. (Ejercicio 5).

~ Concepto de distribucién normal y manejo de su tabla, (Ejercicio 6).

— Concepto de intervalo de confianza para la media. (Ejercicio 7).

— Concepto de regién de aceptacién y regioén critica en un contraste de hipéte-
sis. (Ejercicio 8).

A continuaci6n se presenta la informacién resumida en gréficos de los resultados
obtenidos en la prueba de algunos de los conceptos estudiados (de los ejercicios 2, 5y 7).

Resultado referente al concepto de probabilidad condicionada.

- ]

| m— |

0 ] 2 3 4 5 6
Gréfico 1.

Resultado referente al concepto de distribucién binomial.

4|

5.9 6,9 7,9 8,9
Griéfico 2.

Resultado referente al concepto de intervalo de confianza.

2.9 39 49 59 6,9 7.9
Grafico 3.

3. Discusién y conclusiones sobre resultados

A continuaci6n se presentan tres puntos fundamentales en los que se basa el cono-
cimiento de las ideas y conceptos probabilisticos que constituyen el pensamiento sobre la
probabilidad de nuestros estudiantes. El alumno debe dominarlos para comprender y apli-
car la teoria elemental de probabilidades, y el profesor debe reconocerlos al ser motivo de
dificultades muy especificas en el aprendizaje. Estos son:

— El lenguaje escrito del azar.

— Conceptos de célculo de probabilidades (en este trabajo son los presentados en el
apartado anterior).

— Célculo de probabilidades (los que se deben realizar en la prueba).

Nuestros estudiantes tienen distintos grados de conocimiento sobre las teoria de
probabilidades. Las palabras, incertidumbre, aleatoriedad, probabilidad se generan en la
vida cotidiana de manera usual y, aunque se admite todas ellas en el lenguaje cotidiano,
en realidad hay una gran confusién en su utilizacién. Existe un gran nimero de alumnos
que confunden muy probable con siempre sucede, y confunden improbable con no
puede suceder. Esto se debe a que en el lenguaje coloquial las palabras posible y proba-
ble estin muy mezclados al ser sinénimos ya que en el mismo diccionario de la Real
Academia Espafiola, identifica imposible con no posible.

La evaluaci6n del proceso de ensefianza-aprendizaje de un alumno por parte del pro-
fesor debe tener en cuenta: la observacién directa del alumno en clase, un control de su
cuaderno de trabajo, la participacién del alumno en el trabajo colectivo, pero sobre todo
es fundamental la realizaci6n de algunas pruebas de evaluacién que respondan a los obje-
tivos formulados al principio del curso. En este sentido, los criterios de evaluacién deben
coincidir con la formulacién de los objetivos. El profesor debe elaborar varias pruebas
que sirvan para valorar el grado de consecucién de los objetivos en relacién con el aprendi-
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zaje de procedimientos, actitudes y fundamentalmente de conceptos, sobre todo a nivel de
segundo de bachillerato.

Aqui se pretende saber si los adolescentes han superado los objetivos, estos ultimos
a través del conocimiento, comprension, aplicacién y célculo de los conceptos ligados a
los contenidos presentados en el apartado anterior. Mediante la correccién y supervisién
con rigor de cada una de las pruebas se ha sefialado cuales son los objetivos en concreto
que los alumnos muestreados no han superado. Antes quisiera afirmar, a mi modesta for-
ma de pensar, que:

“La regla de Laplace y sus propiedades son producto del pensamiento intuitivo
primario del ser humano, es decir, existe una intuicion natural estadistica sobre la que se
puede construir el pensamiento de probabilidad”.

Nuestros adolescentes dan el valor de uno a la probabilidad de un suceso seguro y el
valor de cero a la probabilidad del suceso imposible, y por tanto tienen una escala
aproximada de probabilidad con los mismos limites inferior y superior como mandan los
axiomas probabilisticos. Ahora bien, tienen dificultades bastante evidentes para asignar
probabilidades a otros sucesos compuestos, asociando incluso valores mayores que uno o
incluso negativos. Utilizan de manera muy contradictoria la definicién clésica de probabi-
lidad, unas veces correctamente, otras veces incorrectamente, lo que da sensacién de un
dominio muy inestable. Nuestros estudiantes tienen dificultades para interpretar la vida
real de una manera probabilistica, es decir, les parece bastante dificil asociar un modelo
matematico-probabilistico al problema planteado. Esto se ha verificado en los tres prime-
ros ejercicios. Tienden a explicar fendmenos aleatorios con razonamientos vagos, causa-
les y con argumentos y estrategias que se corresponden a fenémenos no expresamente del
azar. Un resultado asociado y esencial que se desprende de la investigacién en relacién a
cémo conciben el azar nuestros adolescentes, es la creencia sistemdtica y latente acerca de
que todos los sucesos de una experiencia aleatoria tienen la misma posibilidad de ocurrir.
Surge asi la idea abstracta de “equiprobabilidad del azar” que se estudia sin tener en cuen-
ta las caracteristicas concretas del fenémeno aleatorio en estudio. Una idea latente es
aquella que se manifiesta o no en funcién del contexto de la tarea y puede coexistir con
ideas probabilisticas mas elaboradas.

Sobre la forma de asignacién de probabilidades a los sucesos, se detecta la existen-
cia de destrezas de célculo debido a:

— Una mal utilizacién de conceptos claves (definicién de fenémeno aleatorio, de
suceso aleatorio, regla de Laplace, etc.).

— No saben utilizar el lenguaje apropiado, y analizar las situaciones aleatorias.

— No saben utilizar estrategias como el planteamiento de un problema a partir de
un diagrama de arbol.
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— Laley de suma de probabilidades es de dificil aplicacién sobre todo por la difi-
cultad de hacer el inventario de todos los sucesos elementales asociados a un su-
ceso compuesto.

— Hay una aceptacién intuitiva del célculo de la probabilidad condicionada, y la
comprension del concepto de independencia estadistica no se ve perturbada sig-
nificativamente por la confusién con la idea de independencia fisica (relacién
directa).

— No manejan con soltura los conceptos de dependencia e independencia de sucesos.

— La probabilidad condicionada como mecanismo bésico de asignar probabilidades
en una férmula resulta muy dificil y nada intuitiva; en el origen de dicha dificul-
tad estd no sélo la complejidad computacional que dicha definicién comporta si-
no también el razonamiento causal abusivo de los componentes.

— Definir perfectamente una variable aleatoria, la cual se distribuye segin una dis-
tribucién de probabilidad, es bastante complicado por parte de nuestros estudian-
tes. No saben distinguir entre variable y los posibles valores que toma dicha va-
riable.

— La dificultad de aplicacién de las leyes de suma y multiplicacién de probabilida-
des influyen en la dificultad de la ley binomial.

— Existe también un problema en la identificacién del planteamiento del ejercicio a
un modelo probabilistico binomial, sin saber perfectamente el significado de pa-
rdmetros de una distribucién.

- Hay grandes dificultades, en un tanto por ciento muy elevado, en la utilizacién
de la tabla de la normal:

1. No tipifican bien, sin saber cudl es el concepto que encierra la tipificacién.

2. No comprenden la simetria de la distribucién normal.

3. Poco entendimiento en el cdlculo de dreas a través de la tabla, sin conocer
que las 4reas tipificadas y sin tipificar son semejantes.

4. No saben aproximar una distribucién binomial por una normal.

— No conocen verdaderamente el significado de valor esperado de una variable aleato-
ria.

- El célculo de probabilidades a partir de una funcién de densidad y su correcto en-
tendimiento puede ser una verdadera exigencia.

Por consiguiente, principalmente se ha detectado dos tipos de causas a las que se en-
frentan nuestros estudiantes a la hora de resolver problemas de cdlculo de probabilidades:

a) Las que se tienen de la naturaleza del pensamiento intuitivo de los alumnos, carac-
terizdndose por centrarse s6lo en aspectos parciales. Pretenden tener una “receta” o algo-
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ritmo probabilistico-matematico que les asegure el éxito en la prueba. “Dime como se
hace cada problema-tipo, que yo me encargo de estudiarlos”.

b) El insuficiente desarrollo de operaciones generales de conocimiento humano, como
son los de conocimiento tedrico mediante esquemas y resimenes, y de conocimiento
préctico, a través de la realizacion minuciosa de ejercicios y problemas resueltos. (Piaget
¢ Inhelder (ver [5]). La discusién y debate de temas especificos en el aula desarrollados
individualmente, justamente mediante esquemas y ejemplos, estimulan el aprendizaje del
adolescente. Ver Prieto [6].
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Anexo: problemas que ilustran el contenido de este articulo

Problema 1

Cuatro fichas estdn marcadas con las letras A, B, C, y ABC; se toma una de ellas al
azar. Se pregunta si los tres sucesos consistentes en la presencia de la letra A, la letra
B o la letra C sobre la ficha son o no independientes.

Solucion.

P(A)=p(B)=p(C)=0,5. p(A"B) = p(ANC)= p(BAC)=0,25.
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?*

Se verifica la condicién de independencia dos a dos, pero
p(ANBNC)=025+05°
y por tanto no son independientes.

Problema 2

Se aplica una prueba médica T para detectar la presencia de alergia de primavera a
los estudiantes de 10 institutos de Vigo. Se admite, por estudios realizados, que la
proporcién de individuos con alergia es del 14%. En tales estudios se ha establecido
que aproximadamente el 27% de los individuos dan positives (T +) y el 5% de estu-
diantes con alergia dan negativo (T -). Calcular:

1. La proporcién de estudiantes que tienen alergia y dan positivo.
2. La proporcién de estudiantes que tienen alergia y dan negativo.

Solucion.
Sea:

A="La persona tiene alergia”. p(A)=0,14.

NA="La persona no tiene alergia”. p(NA)=0,86.
T+="El test da positivo. p(T+)=0,27.
D(T-/A)=0,05; p(T+/A)=0,95.

Primero,

ANT+

oT+/4)= ip(_A)—) = p(ANT+)=p(T+/A)p(A)=(0,95)(0,14)=0,133.

Segundo,

ANT-)

pT—-/4)= Lpﬁr = p(ANT-) =p(T-/A)p(A)=(0,05)(0,14)=0,007.

Problema 3

En ocasiones, algunas lineas aéreas venden mas billetes de los disponibles en un vue-
lo. Una compaiiia ha vendido 255 billetes que corresponden a un avién con 250 pla-
zas. Sea X la variable aleatoria que corresponde al niimero de pasajeros que se pre-
sentan en un aeropuerto para viajar en el avién. La distribucién de X es:
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248 249 250 251 252 253 254 255

Nuimero de
personas

Probabilidad 004 | 01 | 014 | 03 | 022 | 018 | 0,08 | 0,03

a) Calcular la probabilidad de que todos los pasajeros que llegan a coger el
avién tengan plaza.
b) Obtener la probabilidad de que algunos de los pasajeros que se presentan en
el aeropuerto se quede sin plaza.
¢) Calcular el niimero esperado de viajeros que aparecen en el aeropuerto.
Solucion.
Sea X=“Niimero de pasajeros que llegan al aeropuerto”.
a) Hay que calcular:
P(XL250)=p(X=248)+ p(X =249)+ p(X =250)=0,04+0,1+0,14=0,28..

b) Sea A= “Todos los pasajeros tienen plaza”. Hay que calcular /-p(A), siendo:

p(A)=p(X <250)=0,28.
Luego, p(A)=1-P(A)=1-0,28=0,72.

) E(X)= Z X, p(x; ) = 248(0,04)+249(0,1)+250(0,14)+251(0,3)+252(0,22)+
253(0,18)+254(0,08)+255(0,03)=

9,92+24,9+35+75,3+11,44+45,54+20,32+7,65=230,07.

Problema 4

Sea una variable aleatoria X con funcién de densidad:

: ae™* si x20
f(x)—{ ,

si x<0
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Se pide:

a) Qué valor debe tomar “a” para que f(x) sea una funcién de densidad?.

b) Suponiendo que se cumple el apartado anterior, halla la funcién de distribucion
F(x).

c¢) Determinar la esperanza y la varianza de la distribucién.

d) Hallar la probabilidad de que X tome un valor mayor que 1.

Solucion.
+00 +oo
jf(x)d(x) =1 Iae_zxd(x) = I, se deduce que a=2.
—00 0
2 si x>0
f(x) ={ , ;
o si x<0
_,2x . >
F(x)={1 e Si x_0.
o si x<0
+o0 )i +o
E(X)= J.xf(x)d(x)zz;Var(X)z J'(x—J/z)zf(x)dx=1/4.
0 0
+00 +00
P(X>1)= If(x)d(x)z jZe_z"dx —e 2.
[ i
Problema 5

La probabilidad de encontrar una persona zurda es de 0,1. En una clase de 20 alum-
nos hay tres pupitres para zurdos. Calcular la probabilidad de que no haya suficien-
tes pupitres.

Solucion.

Sea X, =1 si el alumno i-ésimo es zurdo, X; =0 en caso contrario. p(X =1)=0,1.
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20
Sea Y = ZX ; una variable aleatoria que se distribuye segiin una binomial de pardme-
i=1
tros n=20 y p=0.1. Entonces

(Y= j)=[29]0,1f(1—0,1)2"‘f.
U

La probabilidad pedida es:

p(Y>3)=1-p(Y<3)=1-[p(Y=0)+p(Y=1)+p(Y=2)+p(Y=3)] =1-0,1215-0,2702-0,2852-0,1901
=0,1332,

Problema 6

Un fabricante de bolsas de plastico asegura que tienen una resistencia a la rotura, en
Kg., que se distribuye como una normal de pardmetros 10 y 1. Calcula la probabili-
dad de que se rompa una bolsa con 5 Kg. de naranjas y 4 botellas de 1 litro de agua
cuyos envases pesan 25 gramos.

Solucion.

El peso total es 5+4+4(0,025)=9,1 kg. Entonces

p(que se rompa la bolsa)= p(X <9,1)=p(Z <9,1-10)=1-0,8159=0,1841.

Problema 7

En una muestra de tamafo 40, resulté ser la media igual a 63, y la varianza 38. Su-
poniendo normalidad en la poblacién, se pide:

a) Un intervalo de confianza a un nivel de significacién del 95%.
b) El tamafio necesario para que con una confianza del 95%, la duracién media es-
timada no difiera de la real en mas de una unidad.

Solucion.

Sea X que se distribuye segtin una N( 4, V38 ). Setiene que n=40y x =63.
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X—p
O'/\/;

Si I-a =095 entonces z,,, = 1,96. Por consiguiente el intervalo es: (61,08; 64,92).

Se sabe que se distribuye como una N(0,1).

El tamafio muestral se calcula igualando a 1 la diferencia maxima entre la media estimada
y la media real:

1=196 Q = n=147,6 =~ 1480bservaciones.

7

Problema 8

Una compaiiia bancaria estudia la oportunidad de comprar un sistema operativo de
ordenadores ofrecido por una empresa. La compaiiia lo compra siempre y cuando
los trabajos realizados con el nuevo sistema operativo no supere los 20 minutos. Para
ello realizaron una serie de trabajos, n=100, observando que el tiempo promedio es
21, con una cuasivarianza igual a 100. Para un nivel de significacién del 1%, ;debe
la compaiiia bancaria comprar el nuevo sistema operativo?

Solucion.

Se tomarédn como hipétesis para el contraste: H -y = u, frentea H; : u > 20.

Debido al tamafio muestral n=100>30 se puede afirmar que a _jt_ se distribuye segiin
o/\n

una N(0,1).
Regi6n critica: para el nivel de significacion del 1%: p(z >z, )=a=0,01= z, =2,33.
Calculando el valor de z correspondiente a x = 21 :

x—pu 24-20

s/Aln 10710
Como la regién critica es el conjunto de valores de z mayores que z,, el valor critico no
cae en la region critica con lo cual no se rechaza H, a este nivel de significacién, es decir,

no hay evidencia suficiente en la muestra como para pensar que no se cumple el criterio
de funcionamiento y se acepta la hip6tesis nula.
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Resumen

In this paper we solve an attractive problem since an original approach,
which is not the natural way for obtaining its solution: to approach a
circumference by regular polygons inscribed in it. Later we check the
validity of this method using integral calculus, and we study a genera-
lization of this problem through numerical methods.

1 Introduccion

Es sin duda interesante buscar diferentes enfoques para resolver un mismo
problema. En efecto, determinadas soluciones nos embelesan no tanto por
el problema que resuelven, sino por la riqueza matematica en que estdn im-
buidas, bien por la originalidad del planteamiento, bien por la amalgama de
dreas de la Matematica que convoca. En este sentido encontramos trabajos
recientes como por ejemplo [3] y [4], donde se aportan pruebas alternativas
a ciertos problemas cldsicos, que son mds intuitivas, geométricas y cercanas
a los alumnos.

En el presente trabajo proponemos el siguiente problema geométrico, don-
de pensamos tiene lugar la conjuncién de una solucién original con el uso
conjugado de diversas partes de las Matemadticas como son la geometria de
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los poligonos, la trigonometria, el cilculo de limites, el uso de funciones equi-
valentes, el método de induccién, el cilculo integral, la resolucién aproximada

de ecuaciones...
Problema de la cabra: Una cabra estd atada mediante una cuerda

de longitud | en el exterior de una construccion circular de radio r, siendo
I < mr. ;Cudl es el drea mdzima que puede pastar la cabra?

Figura 1: Interpretacién geométrica del problema.

El planteamiento de este problema surge del hdbito matematico de ge-
neralizar las situaciones con las que nos enfrentamos en nuestras clases de
Resolucién de Problemas. En efecto, el problema anterior pero con un recinto
en forma de tridngulo equildtero, aparecié recientemente en la fase semifinal
de la X Olimpiada Matema&tica de nuestra provincia, y por ejemplo en [1,
pg 14, ejercicio 9], encontramos de nuevo el mismo problema con un recin-
to en forma de cuadrado. Tras resolver estos dos sencillos problemas, nos
planteamos qué sucederia si el recinto fuese un circulo.

Antes de continuar con el estudio que nos ocupa, nos gustaria subrayar
que la curva que describe la cabra cuando la cuerda estd tensada, tiene interés
desde el punto de vista de la Tecnologia Mecanica para disefar la forma de
los dientes entre los engranajes de una maquina fresadora. Asi, y como puede
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verse en [5, pg 143], los perfiles de los dientes de dichos engranajes deben ser
construidos segiin la envolvente del circulo del engranaje para que se produzca
una trasmisién regular del movimiento. Dicha evolvente es precisamente la
curva que debe seguir la cabra para pastar el drea maxima.

Las caracteristicas del problema invitan de un modo natural a utilizar
el calculo integral como herramienta de resolucién, tal como mostraremos
mas adelante. No obstante, dado que el problema nace desde y para los
alumnos de Bachillerato, este enfoque, que como veremos nos conduce a una
integral en coordenadas polares para calcular el drea buscada, escapa a los
conocimientos de este nivel educativo. Motivados por este inconveniente, nos
proponemos utilizar la misma idea que utilizé Arquimedes de Siracusa (2877-
212 a. de C.) para calcular 7 con dos cifras exactas: Inscribir una sucesién
de poligonos regulares en una circunferencia, lo que nos permitird resolver
este atractivo problema de un modo elegante.

Efectivamente, la intuicién nos sugiere que, fijada una circunferencia C.
de radio r, la sucesién de poligonos regulares P,(n) inscritos en ésta se apro-
ximard, conforme vaya creciendo el nimero de lados n, a la circunferencia en
cuestion. El siguiente par de limites vienen a confirmar esta intuicién.

Mediante un sencillo cdlculo trigonométrico puede comprobarse que el
lado Y, (n) del poligono regular P,(n) viene dado por

T,(n) = 2r sen (-:—)

Asi, si denotamos por [,.(n) y ar(n) al perimetro y al drea respectivamente
del poligono regular P,(n), resultan ficilmente

Ahora, teniendo en cuenta el conocido limite

T (2) _
z—0 T
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obtenemos

lim /.(n) = lim 2rr ® sen <£> =27r
n—oo n—oco T n

2
. .. r n 2T 2
7}_1_}rr°1° ar(n) = nll}rr;o > 27 55 Sen (7) =7r
que son, respectivamente, la longitud y el drea de la circunferencia C, de

radio r.

2 Resolucion del problema

Como ya sefialdbamos, una primera aproximacién a nuestro problema parece
sugerir como herramienta de resolucion algin tipo de integral, quizds en coor-
denadas polares, que permita calcular el drea en la que puede pastar la cabra.
Nosotros, inspirados en la idea arquimediana citada en la introduccién, pro-
ponemos el siguiente método de resolucién: Abordar el problema cambiando
la construccién circular por otra con forma de poligono regular de n lados
inscrito en la circunferencia original, de modo que la cabra esté atada en uno
de los vértices. De este modo, puesto que haciendo crecer el nimero de lados
logramos una aproximacién de la circunferencia tan buena como deseemos,
la solucién del problema original sera el limite, cuando n tiende a infinito, de
la solucién del problema alternativo con un poligono regular de n lados.

Supongamos pues que la cabra estd atada al vértice de coordenadas (r,0)
de un poligono regular de n lados inscrito en una circunferencia de radio r
centrada en el origen de coordenadas. Porsimetria respecto al eje de abscisas,
bastara con que estudiemos el drea a la que tiene acceso la cabra por encima
de dicho eje. Este drea no es mas que una suma de sectores circulares, como
puede verse en la figura 2, y por tanto se facilita enormemente su cdlculo.
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Figura 2: Caso particular de un octégono.

Supondremos que la longitud de la cuerda ! es menor que la mitad del
perimetro I.(n) del poligono P,.(n). Nétese que si | < 7r, entonces para n
suficientemente grande tendremos que ! < I,.(n)/2 y por tanto ésta hipStesis
no es restrictiva, pues nosotros pretendemos hacer tender n a infinito.

Recordemos que el drea de un sector circular de dngulo ¢ y radio r es
@r?/2. Por otra parte denotaremos por k = k(l,r,n) al nimero de sectores
que barre la cabra, siempre considerando sectores en la regién de ordenadas
positivas, esto es,

=zl + 1= ]+

donde por [ ] estamos denotando la parte entera. Conviene sefialar, pues
tendremos que usarlo més adelante, que

l
+1 y =t |

[m] 2r sen(mw/n)

son infinitésimos equivalentes para n suficientemente grande.
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Volviendo de nuevo a la figura 2, el 4ngulo barrido en el primer sector es
T T T
2 +y(n) = 2 u n'

siendo su radio [. Los siguientes k — 1 sectores tienen todos el dngulo comin

27
i(n) = —
y, en cada caso, el radio [ — Y, (n) para i = 1,. k=1

Asi pues, la suma de las 4reas de todos estos sectores viene dada por

LS B kL= ()2 2r
A(l,n) % (§+ —) +3 (f__zﬁﬁ_)_) gl

n i=1

= ”_P + 7r_12 + T ki:l {12 + 2'2’I‘r(n)2 - QIiT,(n)} .
4 2n n i

Teniendo ahora en cuenta las conocidas identidades (pueden demostrarse
ficilmente por induccién en k)

k—

-

(k — 1)k

= B
1

i=

resulta
rl?2 w2 7wl
= —4+ —4— (k-1
s (k—1)k(2k-1) 2rm -
g L)’ e O b

Necesitamos por tanto encontrar el limite de A,(l,n) cuando n tiende a in-
finito, para lo que estudiaremos los respectivos limites de cada uno de los
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sumandos anteriores:

2
¢ i, 5 =0 2 3
2
= nlggo _7% (k=1)= nli&ngo %27‘ senl(7r/n) - %
: ,};Irgo% T, (n)? (k 1]1;(21‘: 1) =é;
-t T B = g
Por tanto 2P

Am, Arllhn) = =+ 50
y finalmente el drea de la regién en que puede pastar la cabra es

xl2 3

2 "3

Pero, ;nos habrd conducido este bello pero al fin y al cabo intuitivo ra-
zonamiento geométrico a una solucién correcta?. De momento, la dimensio-
nalidad cuadrética de la solucién obtenida estd en consonancia con el hecho
de que buscamos la féormula para un area. Sin embargo, y a fin de asegu-
rarnos de la veracidad del resultado obtenido, abordaremos a continuacién
la resolucién del problema desde el enfoque basado en el cdlculo integral que
sugerfamos como via natural al principio de la seccién.

3 Resoluciéon mediante calculo integral

Como podemos observar en la figura 3, la solucién del problema es el doble del
area A correspondiente a la regidn de ordenadas positivas, que puede dividirse
en dos partes: el cuarto de circulo de radio /, cuya valor es 4; = mwi?/4, y el
area A, entre la curva C que describe la cabra desde el punto P en sentido
antihorario con la cuerda tensada, y la circunferencia a la que estd atada.

Ay

Figura 3

Para calcular A; mediante una integral en coordenadas polares, necesita-
mos expresar la curva C' como una funcién p = p(a) dependiente del angulo
a que define la posicién de la cabra segin la figura anterior, y que varfa en
el intervalo [0,!/r]. Por el teorema de Pitdgoras p? = r? 4 (I — ar)? y por

tanto
1 i 1,1 1 Py 1 I
A=—/ 2d —_—— 2—:— [— __7'__
T PRI ”+3r) 2 " 6
de donde
m? 3
A=A1+Ay=—+ —
1+ Ag 1 +6r
y finalmente el drea buscada es
w2 3
2= — + —
2 +3r

como habiamos obtenido en la seccién anterior.

Nétese que la solucién al problema en el caso particular en que [ = &r

PR 3 92 . a . .
es, por continuidad, 57°r*/6. Pero jqué ocurre si [ > nr? Estudiaremos este
caso en la siguiente seccién.
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4 Generalizacién del problema

Mientras que en el caso en que ! < 7r, conocemos los extremos del intervalo
en que varia el 4ngulo @, dato que nos permite calcular la integral que nos
conduce a la solucién, cuando [ > #r el célculo del extremo superior @ de
integracién nos lleva a una ecuacién trigonométrica cuya solucién no puede

calcularse explicitamente.

Figura 4

En efecto, de la figura 4 se desprende que

tan(f) = : —rar,

de donde

— | —ar
0=arctan( ) .

r

Puesto que @+ 0 = 7, se sigue que el extremo de integracién @ es la solucién
de la ecuacién trascendente

« + arctan (l —rar) = (1)

y por tanto no podemos obtener una expresién analitica.

En lo que sigue usaremos el método de iteracién de punto fijo (ver por
ejemplo [2]) para calcular una aproximacién de @ con un error tan pequefio
como deseemos, que nos conducird a una solucién aproximada del problema.

66

Para aplicar el método del punto fijo escribimos la ecuacién (1) de la forma
a = ¢(a), siendo

l
¢(a) = m — arctan (; - oz) ,

para la que existe una constante 0 < R < 1 tal que |¢'(a)] < R < 1 para
todo a en el intervalo |7/2, [ en el que est4 aislada la rafz, condicién exigida
para poder aplicar dicho método. En efecto,

1 1
¢’ ()] = 5 < - =R< 1.

1+(’£.—0:) 1+(£—7r>2

Bajo estas condiciones, el método del punto fijo nos asegura que, tomando
un valor inicial ap €]r/2, 7[, la sucesién a, = ¢(an—1) converge a la solucién
exacta de la ecuacién (1). Ademds, es sencillo obtener una cota del error
cometido en la aproximacién n-ésima a partir del Teorema del Valor Medio

y la cota de |¢|. Asi,

(@ = an| = lp(@) - p(an-1)| = |¢'(€n-1)IIT — an-1| < R|E ~ an_i|

donde §,_; estd comprendido entre ¢,—1 y @, y aplicando reiteradamente
este argumento n veces llegamos a

|& — an| < R"|@ — ap] < R" (71'— g) =R"g.

La n-ésima aproximacién a, de @ nos servird para calcular de un mo-
do aproximado el drea buscada. El error que cometemos al calcular dicha
superficie podemos acotarlo del siguiente modo

1 /e 1 fon Gl
—/ plda — —-/ plda / plda
2 Jo 2 Jo o

siendo M, > max {p%(a)} cuando « varfa entre a, y @ Por comodidad
tomaremos M,, = [? 4 r? para todo n, de modo que si queremos calcular el
drea con un error menor que € > 0 previamente fijado, basta tomar n de
manera que

2 =

< Ia"'anl M,

SR <e,
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de donde

2e
log (w(ﬂ m r?))
(2)
log(R)

n >

Por ejemplo, si queremos encontrar una solucién con un error menor que
e = 0.01 para los datos r =1 y [ = 5 (nétese que [/r = 5 > ), tenemos que

1
B=1rG-ape

y, aplicando (2), debemos tomar n = 6 iteraciones. Asi, eligiendo como
aproximacién inicial ap = 3 €]7/2, 7| resulta g = 1.881064627 y por tanto
la aproximacién del drea que obtenemos es

; [l /-ore (14 (5 - ) dor + 25_”] — 7 = 69.56263078
2 Jo 4

Finalmente, nétese que el enfoque poligonal que ddbamos al problema en
la seccién 2 no tiene cabida para resolver esta generalizacién del problema.
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MAteMALICAS PATA JUEZOS .ovvevervrssesserssmmissessssrmemmessssssssssssssssstssss s

GARBAYO MORENO, Martin, MORATA SEBASTIAN, Charo
y SORDO JUANEDA, J. M. . .
La Biblioteca del Monasterio del Escorial como recurso didécti-
co en la clase de Matemdticas de secundaria ...

GARBAYO MORENO, Martin y ROANES LOZANO, Eugenio
Implementacién de un paquete de dibujo de Rosetones (Grupos
BT 00) 1721 6 L) J T e ORI TT
Implementacién de un paquete de dibujo de frisos ....... e
Implementacién de un paquete de dibujo de grupos cristalogréfi-
COS PLATIOS ovevevevecescsrssnssssns s ot s

GARCIA, Alfonsa, MARTINEZ, Angeles y MINANO, Rafael.
Nuevas tecnologfas en la ensefianza de las Matematicas ...............

GARCIA, Benjamin.
| 21 T o I 0 (614 T R S

GARCIA LOPEZ, M. Presentacién (Ver ETAYO GORDEIJUELA)

GARCIA PEREZ, Pedro L. N
Sobre los fundamentos geométricos de las teorfas fisicas ............

GARCIA SESTAFE, José V. (Ver también BONNIN de GONGORA)
Un método de recurrencia para el ajuste de la curva logistica ........
El método de la pendiente para el ajuste de la curva logistica ........
Una aplicaci6n del teorema de Cayley-Hamilton
Una aplicacion de 1os ndmeros ndices ...
El teorema maestro de Mac-Mahon ...
El permanente de Una MAtTiZ ...
Algunas generalizaciones del modelo logistico
Aplicaciones del modelo 10ZISHCO ......uummmmmmmisssssssissmmsmmarsmnis:

GARCIA SESTAFE, José V.y AMO SAUS, M.E.
Ciclo de la vida de 1a familia ..o

GARCIA SUAREZ, José Alberto .
El teorema de Pitdgoras en la semejanza de tridngulos ...............
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GARCIA TUNON, Patricia y ABASCAL FUENTES, Policarpo
Introduccién a la Criptografia de la clave ptiblica

GATENO, Caleb.

Una visién préactica para Espafia, en relacién con el problema de
la ensefianza de las Matematicas

GIRALDEZ, José Ignacio y GALLARDO, Miguel Angel.
La Inteligencia Artificial en los juegos

GOMEZ REY, Joaquin.
Geometria del tablero de AJedrez ......oooovvecrvvvvvveviviosesisenneeeeeseeinees
Programas de combinatoria en lenguaje BASIC ..........

Una visién de la Fotografia con Gptica matemética
Computacién paralela

GONZALEZ DEL MAZO, Anastasio.
Las Matematicas en el Bachillerato suizo

GONZALEZ PINTADO, J. A. (Ver LINARES CACERES)

GONZALEZ de POSADA, Francisco.
Analogia. Méquinas algebraicas de Torres Quevedo

GUZMAN OZAMIZ, Miguel de.
JUEZOS MAEIMALICOS .....orvrvvvvervrerciiseseeseessissssesecessssseeeeesessssssseesesssssssesenssees
El papel de la Matematica en el proceso educativo inicial
Juegos matemdaticos en la ensSefanzZa .................coocevriveimsirrervvsssssssienns
El sentir cambiante de los matematicos modernos sobre el que-
NACET MAEMALICO ..ocovunnnirrvrersieesennmmmsrsssssssressissssssssssssesssssssssss s
El infinito matemaético juna apertura del hombre hacia lo trans-
CENAENLET ..ovvvvvvvcerriescensecenneesecssisssssss s

HATFIELD, Larry L.
Reflections on computers in School Mathematics: CAMP+30 ......
HERNANDEZ BERMEJO, Benito. (Ver también ROMERO MAR-
QUEZ)
La ecuacién de Cauchy-Euler: ;Un caso limite de la ecuacion de
Friedmann? ..........
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HERNANDEZ GOMEZ, Joaquin
Un resultado curioso de Geometria Elemental ............coovoioniiiinn.

HERNANDO GONZALEZ, A.
Torres Quevedo como precursor de la Informatica ...,
Torres Quevedo: Controversia Maquinas-Pensamiento ..................

HERRERO PALLARDO, Salvador.

Actividades matematicas en el Instituto “Maestro Juan de Avila”
de Ciudad Real” ...t isee s snsssssasssasesans

Sobre la regla de tres ........ OSSN

HIGUERA GARRIDO, Fidel.
Una axiomdtica para el plano ... e —
Introduccion de coordenadas en el plano

“HIXEM”.
Meditacion sObre el PATAMELrO ............vcroreririrreeieoreressssesssessessssssesesens
A vueltas con CaSANOVA ..........ccovvvveersressismsssrsssesssssssssrsssssssssssrssssesssesesosase
ComeNtario e tEXLOS ..urimrriesieiesssssisissssisisssssssssmsssssssssissssesssssesssessns

HUESO, José L. (ver MASCARELLO)

KAYE, Alan G.
La educacién secundaria y la ensefianza de las Matemadticas en
IIVZVACCTTA juscouuassassstamsssssaurensasissssscssossssssesaissssssshisvssssabediss v baveb bt

KLINGEN, Leo.
Un algoritmo nuevo para una aplicacién conocida ...

LAITA de la RICA, Luis M. y ROANES LOZANO, Eugenio. (ver
también siguiente)
Observaciones sobre las dlgebras de Boole (finitas) de partes de
un conjunto y ProposiCioNal ...

LAITA de la RICA, Luis M., ROANES LOZANO, Eugenio y
ROANES MACIAS, Eugenio.
Unos ejemplos de interés didictico de Algebras de Boole finitas:
divisores de un producto de primos distintos dos a dos ........cc.eec...
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LESTON LOPEZ, Luis y FERNANDEZ GUTIERREZ, Manuel
José.
Estudio de una sucesién de funciones con Derive ...

LINARES CACERES, Juan y GONZALEZ PINTADO, J. A.
Un problema “globalizador’ ...

LINES ESCARDO, Enrique.
En el aniversario de BUlET ... csssisianins
Matemaéticos franceses a principios del XVII ...
Valores estéticos en la MatemMatiCa ..........ccocvevveevevreeerenrenevnnnernsseiiiesssons

LISON MARTIN, Fernando.
Los grupos del tridgngulo y del rectidngulo con LOGO .......ccccc.........
Divisores de un nimero grande ...,

“LOBO J 29
Anecdotario. Sobre Fermat .. .
Anecdotario. La apuesta Polya Weyl
Anecdotario. El problema 3x+1 ...
El dltimo teorema de Fermat ...........oooorerecmmmminsinsisosssmsmnsessess

LOPEZ DE ELORRIAGA, Francisco Javier.
José Francisco Carballido Quesada ...

LOPEZ Y SANCHEZ MORENO, M. Angeles. (Ver ROMERO
MARQUEZ)

LORENZO MIRANDA, Francisco.
Construcciones con la regla de un solo borde: Problema de Steiner

LUCAS PADIN, Paz. (Ver también AVILES SANCHEZ)
Estudio de los programas de Matemdticas de Bachillerato de dis-
TINEOS PAISES .uuvuurvrmussrsesssvrmssssssassssssasesmmmsssse st ssssssssassss
Las Matemdticas en el bachillerato italiano ...

MANDLY MANSO, Arturo.
Didlogo entre Petra y Blanca, dos €CUACIONES .....co.ccooirinmiiisssiimnicn

MORENO CASTILLO, Ricardo.
Una demostracién del teorema de Tales ...........ccccoomrimreenrnnciiisiininnnnns
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La matematica en Bagdag ........oiiicionicicsiiocessssossiesssios

MARLEWSK]I, A., RAWICKI, S. y ROANES M., E. (ver también
sig.)
Simplifying the Structure of Equations Describing Electrome-
chanical Objects by Means of Mathematical Transformations to
Substitutional Equivalent SYStEmS ......c.ccc.c..cocoovooevcceerererresssessersronn

MARLEWSKI, A., RAWICKI, S., ROANES L., E. y ROANES
M, E.

’ Cilculo de integrales particulares de una ecuacién diferencial or-

dinaria con coeficientes trigonomeEtricos ..o,

MARTINEZ, Angeles. (Ver GARCIA, Alfonsa)

MARTINEZ PEREZ, Mariano.
La curiosa historia de .....:
I. Un pequefio error de importancia .............evovvvovoovsoooo.
II. Los cerebros de los profesores de Matematicas .................
II.  Un excelente consejo pedagogico ..o
IV. Los calzoncillos (con perd6n) de MSbius .......ooooovveveeeverevrnnn.
V. Ladignidad de los diplomdticos, puesta en entredicho .......
La historia de la Matemdtica como recurso didéctico (I) .o..........
La historia de la Matemdtica como recurso didéctico (IT) ..............

MARTINEZ SANCHEZ, José Manuel.
Cuadrados magicos con NUMETOS Primos .............coeeveverrerreosessocsren
Sobre una conjetura referente a la auto-ortogonalidad de C.L.C. ..
Mezclas aparentemente aleatorias ...

MARTINEZ SANZ, A. y AVILES SANCHEZ, M. (Ver AVILES
SANCHEZ)

MASCARELLO, M., HUESO, J.L., ROCA, A. y TORREGROSA,
J.R.
Technology gets Polytechnics closer: a collaboration in the Eu-
ropean Union between Spain and Italy ..............cccoceevvrevreereennnnn,

MENDEZ DOMINGUEZ, Maria Azucena.
Aplicacién de las matrices al estudio de sucesiones Numéricas ........

MINANO, Rafael. (Ver GARCIA, Alfonsa)

MONTES, Celestino y NAVARRO, M. de los Angeles.
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Practicas de célculo numérico con MATLAB ........cccccocvviiccviciiionen,

MONTESINOS AMILIBIA, Jos, Maria.
Caleidoscopios en la AThambra ...

NAVARRO, M. de los Angeles. (Ver MONTES)
MORATA SEBASTIAN, Charo. (ver GARBAYO MORENO)

NUNEZ GARCIA, Juana.
La geometria de la tortuga en la esfera con Maple ...,

OCHOA MELIDA, Juan.
Sobre la Olimpiada Matematica Internacional ...
SUZETENCIA ...vvcvvrrvrrvarirreecmissessearresss
Problema en el billar cirCular ...
La quinta del 45 en la “Puig Adam” ..........cccccommmmmmmmecimnmemmmnseesisssssiess

OLIVEROS ALONSO, Fidel.
El problema semanal
Cilculo de logaritmos ..........

ORTIZ BERROCAL, Luis.
Palabras sobre don Pedro Puig Adam ... s

ORTIZ VALLEJO, Maria.
Evolucién de los contenidos de Matematicas ...........cocoocevvveivevcvnrirennnne

OUTERELQ, Enrique.
Modelos mateméticos de fenémenos discontinuos ...

PACIOS JIMENEZ, Maria Luisa.
Un programa de Matematicas preuniversitarias: El Bachillerato
Internacional ........

PACHECO CASTELAO, José Miguel.
Ecologia del profesorado o la Administracion no aplica las Ma-
tEMALICAS -.ocovveverreresensrsiennenies T G N
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Algunas cuestiones didécticas acerca de ecuaciones diferenciales

CON e ST aS e i i e soressests s seomeessmseesasans oo 14 43 87
PALANCAR ALMAZAN, Fernando.

Algoritmo de obtencién del término general de una sucesién ....... 1 19 83

Matematicas eleCtOTALES ... sssesees s 8 63 86

PAREJA FLORES, Cristébal. (Ver también siguiente)
Ordenacién mediante drboles binarios ..o, 22 53 89

PAREJA FLORES, Cristébal y ROANES LOZANO, E.

Editor de archivos y de lineas para REDUCE ... 22 39 89
PASCUAL IBARRA, José Ramén

Alocucién en la primera reunién de la Sociedad ......ooooooveooeereccevo., 1 3 83

Reflexién en torno a un problema de concurso .................. SR 2 51 83

Un problema abierfo ...........ooovoveoocoeeceveeeeeceeeeeeeereereeeosoeses oo 3 55 84

Apunte biogréfico de don Pedro Puig Adam 5 21 85

El cometa Halley .......ooooooviioiercreioreeeeoseeeseeeseeeseseesessseesssenens 8§ 21 86

Didéctica de 1a MatematiCa ................ooomveccesrossseessssessessesseessesesessssnnees 31 16 92
PERALTA, Javier.

Resolucién grafica de ecuaciones algebraicas .............coooocoooovccrecren. 18 31 88

Multiplicacién de nimeros hipercomplejos ... 25 29 90

Construccién vectorial de los ndmeros hipercomplejos ................... 32 53 92

Sobre la analogia entre ciertos procedimientos de obtencién de

los nimeros 4ureo y 1aiz de 2 ............ooovveveeeeoeeeeeeeeeeeeeer e 36 35 94

Procedimientos para lograr aproximaciones de distintos irracio-

NA1ES AIZEDTAICOS ....ovvvvrrvrrcerrrcerceiri sttt eess s 43 26 96

El movimiento renovador de la Matemética Espafiola de Finales

el 110 XIX ..ot eseese s sssss sttt et 50 34 98
PEREZ BLANCO, José

Vectores deslizantes; pares de VECIOTES ........ooooevvvvvevvcrrenmervvcerissnrininns 52 56 99
PESCADOR DIAZ, Pedro.

Demostracion del teorema de Tales por métodos elementales ...... 47 22 97

Superficies y teorema de Tales .......ooveeereenvociosiscciiiocicsiocessssciocsioi, 50 79 98
PRIETO MARTINEZ, Juan José

Una Reflexién sobre el Aprendizaje de Conceptos Matemdticos

en 10s Adolescentes ..........iiocicicirnniinns e 52 74 99
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PINERO NAVARRO, Fernando.
Programa para el cdlculo del rango ... 10 69 86

de PRADA VICENTE, Maria Dolores.
Los premios extraordinarios de Bachillerato. La prueba de Ma-

LEINALICAS .voeorirvrrrceimmiseessisisnsssisnsssssessissssssisinsessssssans 37 81 %4

Imagen mental de los estudiantes de Bachillerato sobre el con-

cepto de fUNCION .......coevvrreevrsrescsnsssssessssesssienns : 41 59 95
PUIG ADAM, Pedro.

El papel de lo concreto en la Matematica .........coeeeeverecviioeenaenianians 5 13 85

RAWICKI, S. (Ver MARLEWSKI)

RECIO, Tomas
Compass AVOIAANCE .......c.corermriemrcesmircmsssissssssss s assssssses 53 59 99

REVILLA JIMENEZ, F. (Ver CALVINO CASTELO)

REYES, Miguel
Una introduccién a la Geometria Fractal y su Aplicacién a la
Comprension de IMAZENES ........occcovrrcerrvvemminrereermimeessssssaseesssasssssesssees 52 32 99

RICO, Mercedes.
Suma de cuartas POLEICIAS .......c.ocvveocrviereseireereessssssssssssssisessssssssssses 4 69 84

RIOS GARCIA, Sixto.
Rasgos humanos de don Esteban Terradas ... 3 19 &4

ROANES LOZANO, Eugenio. (Ver también CABEZAS, GARBA-
YO, LAITA, MARLEWSKI, PAREJA FLORES vy los siguientes).

Teoremas de Pappus-Guldin (via Geometria sintética) ............c...... 7 41 85
El problema de APOLONIO ......cevvveerereereeeersimsencreecorseessssssssssseessssssssescessssnss 14 13 87
Sobre el Congreso IMACS-ACA’99 ......ommmncssssssssssaen 53 13 99
ROANES MACIAS, Eugenio. (Ver también MARLEWSKI y
siguiente)
Reticulos en la Matematica Elemental ............coococimmnneccnnnmmmensecnnns 4 41 84
Estructura de magnitud €SCalar ...........oviccrmcnmmmmmmnmmssmmeesersens 11 51 86
Ajuste de proporcionalidades experimentales ... 16 57 88
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Software para mateméatica computacional ...
Evolucién en la ensefianza de la Geometria Elemental ...

ROANES MACIAS, E y ROANES LOZANO,E.

Grupo del cuadrado con LOGO .........oooocomcveoooeseeessicscisccesseosrssssnns
Simulacién LOGO del grupo equiforme ............ooceeconveososs
Generaci6n de los 17 grupos de simetria del plano: simulacién
informética de Sus teSelaciones ....................ciomsiooeeeesoeseeneis
Simulacién informética para el aprendizaje de la estructura ope-
ratoria de 1a rafz cuadrada ..o
Evaluacién de la simplicidad y exactitud de dos construcciones
de cadenas de STEINET ... seeees oo
Desarrollo de algunas funciones para polinomios en DERIVE ......
Demostracién automadtica de un teorema sobre tres circunferen-
€128 CONCUITENLES ... eeeeceeerer e S R
La Inversion y su simulacién
Acerca de 1a 16d de tNIS .occocccccvovovcrcor e eeoeestsssersssssssiassee s
Transformaciones lineales con sistemas de cémputo algebraico ...
Estudio de transformaciones lineales de R3 con sistemas de
COmMPULO AIZEDIAICO .....ooocsivivvrerrieccssereeesesesesasisiesesssssssesssmssssessesssisssssenss
Sobre automatizacién de la reduccién de matrices a su forma ca-
NONICA A€ JOTAAN oo eeseeseesesee s

Busqueda automatica de lugares geométricos

ROCA, Alicia (ver MASCARELLO)

RODRIGUEZ CALDERON, Carlos M. (Ver BONNIN de GON-
GORA)

RODRIGUEZ SALINAS, Baltasar.
Asi nace 1a MatematiCa ...........ooovveroeeeoceeeeeroeeeoeoooeeieeoons .
Julio Rey Pastor, el maestro

RODRIGUEZ SOALLEIRO, Lola
Cambios curriculares en la ensefianza del Algebra ...,

RODRIGUEZ VIDAL, Rafael.
Poema problemdtico (o problema poematico) ...
Don Zoel Garcfa de Galdeano, maestro y apéstol del progreso
MACMALICO ESPATIOL ......vvvvvvvrrerrero e resscebisssssessss st essss st
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Matemdticas y filosofias del eSPacio ....mcicceosoessineni,
La divisibilidad como relacién de orden ...

ROMERO MARQUEZ, Juan Bosco (ver también siguiente)
Diversas formas de estudiar la semejanza entre tridngulos en la
Geometria elemental .............ccccccccovrvmirmromscssseeeeesssessessessesessesssess oo
Unas identidades algebraicas elementales y su significado geo-
MEITICO ..o B R R e ecespenesseresres
Las funciones simétricas generalizadas y la funcién permanente .
Semejanza baricéntrica entre dos tridngulos homotéticos ............
Simetria plana en la clase: Grupos y Geometria ............ccoooocco.....
Unas notas al teorema de Desargues y Pappus ...,
Mosaicos y otros entretenimientos en clase de Matemdticas ...
Unos teoremas sobre dos figuras homotéticas ...
Soluciones de algunas ecuaciones diofdnticas por métodos ele-
MNENLAIES ......oooooooocootes sttt
Los espacios de Lorentz y la Geometria del tridngulo ...
Unas caracterizaciones lineales de 10s triangulos .................oo......

ROMERO MARQUEZ, J.B. y HERNANDEZ BERMEJO, B (ver

también sig)
Algunos problemas relacionados con los polinomios de Lucas y
PEIL cticissivereveennrnnereresesessssesssesssssssssssssssssssssssssseseressessssnsssssesessssesssessseses

ROMERO MARQUEZ, Juan Bosco y LOPEZ Y SANCHEZ
MORENOQ, M. Angeles. (Ver también siguiente)
Las mediatrices de un tridngulo y su relacién con las medias ...

ROMERO MARQUEZ, Juan Bosco, HERNANDEZ BERMEJO,
Benito, LOPEZ Y SANCHEZ MORENO, M. Angeles.
Resolucién de sistemas de ecuaciones y sistemas dindmicos dis-
L e e

ROMO SANTOS, Concepcién. (Ver también ETAYO GORDE-
JUELA)
Interpretacién geométrica de la extensién y contraccién de idea-
T
El Algebra Conmutativa en la Geometria Algebraica actual ...........
Libros de Mateméticas en la exposicién “Las Edades del Hom-
BT e seseecoonearassce e oo NS ST
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Al-Andalus. La Ciencia Isldmica en EsSpafia ..........cuceccnscrernmeninnne
Historia de la ensefianza de las Matematicas en la U.C.M. .............
El Monasterio del Escorial, un trozo del Guadarrama ordenado
POL 12 GEOMEIITA ....ooovevvrccrrrniierseesieesss st ssse s,
Los eternos cuadrados MAGICOS .......ccouimmmiscisismnnnniss S
Algunas aplicaciones del Algebra actual ............cormereereceennnnnces

RUIZ SANCHEZ, José.
El rango de una matriz. Demostracién elemental
Un falso teorema

RUIZ MERINO, Andrés. (ver también ETAYO GORDEJUELA)
La probabilidad en experimentos compuestos: Una formulacién ..

SAINZ RUIZ, Julidn
Andlisis estadistido de datos con Microsoft Excel ........c.coceverennnnnn.

SANCHEZ SANCHEZ, Juan Miguel.
Un i QIfETeNLE .....ovovvvercriciereimesnsiessesssssrsssssssssssssessessssssssssasssssssssssrssasses

SANZ GARCIA, Maria Agripina.
Una aplicacién practica: Medida del radio de la Tierra ....................
Calendarios matemaéticos .

SANZ PASCUAL, Julidn.
La cuarta dimensién: Una alternativa al teorema de Fermat ...........

SANZ POYO, Miguel Angel. (Ver CASTANEDA ESCUDERO)

SCUPP, Hans.
The construction of symmetrical patterns via iterated transforma-
RROTAS sy sosssnosssosisosoessssoses 5085083889555 44Hw¥4 0 85n 8354005 A SRS 05

SORDO JUANEDA, J. M. (Ver GARBAYO MORENO)

SUAREZ FERNANDEZ, Manuel (Ver también ALONSO DEL-
GADO y sig.)
Sobre Anélisis No Estandar:
L. Un poco de hiStOria ........cccomoneermecmmmonecrmmmenseronesionees
II. Axiomas y primeros teoremas de la teorfa de conjuntos
de Zermelo-Fraenkel ...

37
38

40
43
48

25
37
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51

28

14
19

42

43

24

25
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61
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67

71
79

49

35

55

57
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11

43

55

94
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95
96
98

90
94

88

99

91

87
88

96
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AUTORES y Titulos

Boletin, pdg. y afio

III. Primeras ideas no estandar ...,
IV. Unos principios N0 estandar ...
V. Definiciones no estandar de conceptos basicos de an4li-
sis infinitesimal (I) .......c.coovoveervrrnreerinene,
VI. Id.Id. () ... 353593
Revisién de una cuestidn clésica: las funciones seno y coseno ......

SUAREZ FERNANDEZ, M. y AMO SAUS, M. Elisa
Sobre Cilculo con Funciones Usuales en el Anélisis Econémico ....

TORREGROSA, Juan R. (ver MASCARELLO)
TORROJA, José Maria.

Alfonso el Sabio en el Renacimiento de la Astronomia en la
Edad Media ...,

UPM.
Informe preliminar sobre el uso de software en Matemaéticas .......

VELAZQUEZ, Enrique.
Cinco notas sobre metodologja de la ensefianza de la Matemadtica
en Bachillerato ...........
Léxico matemaético y 1éxico politico: Una interseccion .................
S OTUCLO s iisuiessisiissssessissossdnsssss 4500 55365 SRS S RS

VILLACORTA MAS, Luis.
Un ejemplo de actividad para ayudar a los alumnos a hacer Ma-
EEIMALICAS ...vvveuirsvesesnsiissmmssssss s s s bbb
Sobre ordenamientos de rectas en el plano
Particién de un tridngulo en tridngulos semejantes
El teorema de Pick
Lema de Burnside ......

YELA GRANIZO, Mariano.
Pedro Puig Adam, MAESIIO .........cccovrcecnmeresressssissssssisssseassssessssssssss
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Recensiones en Zentralblatt
fiir Didaktik der Mathematik

Como ya indicamos en mimeros anteriores de nuestro Boletin, la direccion de Zen-
tralblatt fiir Didaktik der Mathematik (ZDM) incluye en sus volimenes la recension de
los articulos publicados en nuestro Boletin, razén por la cual se publican actualmente con
un resumen en inglés.

Nos complace dar cuenta de las nuevas recensiones aparecidas, para conocimiento
de los autores de los trabajos, y de todos nuestros socios.

RECENSIONES PUBLICADAS EN ZDM
VOL. 31 (5) DE 1999

#2889 (seccion A30). La matemadtica en Bagdag, por Ricardo Moreno Castillo, Bol.
Soc. Puig Adam 49 (Junio 1998), pags. 53-67.

#3318 (seccién G64). La geometria de la tortuga en la esfera con Maple, por Juana Nu-
fiez Garcia, Bol. Soc. Puig Adam 49 (Junio 1998), pags. 24-41.

#3363  (seccion H64). Sobre movimientos, por Carmen Alonso Delgado y Manuel Sué-
rez Ferndndez, Bol. Soc. Puig Adam 49 (Junio 1998), pags. 68-73.

#3405  (seccién 130). Estudio de una sucesién de funciones con Derive, por Luis Miguel
Lest6n Lépez y Manuel José Ferndndez Gutiérrez, Bol. Soc. Puig Adam 49 (Ju-
nio 1998), pags. 42-52.

#2996  (seccién C50). Una Reflexién sobre el Aprendizaje de Conceptos Matematicos
en los Adolescentes, por Juan José Prieto Martinez, Bol. Soc. Puig Adam 52 (Ju-
nio 1999), pags. 74-78.

#3312 (seccién G50). El teorema de Pitdgoras en la semejanza de tridngulos, por Joxé
Alberto Garcia Sudrez, Bol. Soc. Puig Adam 52 (Junio 1999), pags. 61-62.

#3432 (secci6n 195). Una introduccién a la Geometria Fractal y su Aplicacién a la
Comprensién de Imégenes, por Miguel Reyes, Bol. Soc. Puig Adam 52 (Junio
1999), pags. 32-55.

#3495 (secci6n MS5S5). Simplifying the Structure of Equations Describing Electrome-
chanical Objects by Means of Mathematical Transformations to Substitutional
Equivalent Systems, por Adam Marlewski, Stanislaw Rawicki y Eugenio Roanes
Macias, Bol. Soc. Puig Adam 52 (Junio 1999), pags. 19-31.
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Anuncio de Congreso

organizado por la Univ. Complutense de Madrid
con la colaboracion de la Soc. Puig Adam

AISC'2000 Fifth International Conference
ARITFICIAL INTELLIGENCE AND SYMBOLIC COMPUTATION
Madrid, July 17th-19th, 2000

The conferences in this series are held every two years. The previous four took place
in Karlsruhe (Germany), Cambridge (United Kingdom), Steyr (Austria) and Plattsburgh
(USA).

The aim of the conference is to provide a forum for the exchange of ideas and the pre-
sentation of new tools and solutions. Another goal is to make personal contacts among re-
searchers from different fields related to Al and Symbolic Computation. The conference is
concerned with all aspect of research (including theory, implementations and applications).

Steering Committee:

Jacques Calmet, Univ. Karlsruhe (Germany)

John Campbell, Univ. College, London (U.K.)

Jochen Pfalzgraf, Univ. Salzburg (Austria)

Jan Plaza, SUNY - Plattsburgh (USA)

Eugenio Roanes-Lozano, Univ. Complutense (Spain); Conference Chairman

Invited speakers:

Marc Knoppe (EuWin AG, Frankfurt, Germany): Artificial Intelligence as Decision
Tool for an Efficient Strategic and Operative Management.

Michael Kohlhase (Univ Saarbruecken, Germany): Agent-Oriented Integration of
mathematical Software Systems.

Luis M. Laita (Univ. Politécnica Madrid): George Boole, a forerunner of Symbolic
Computation.

Proceedings:

Proceedings of previous conferences of this series were printed by Springer-Verlag
(in their volumes LNCS 737, 958, 1138 and LNAI 1476)
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Location of the Conference:
Hotel NH Zurbano, ¢/ Zurbano, 79-81, 28003-Madrid

Registration amount:
40.000 pts (for payments received before May 15th) / 50.000 pts (later)

Hotel reservation and payment:
Viajes EuroBusiness, c/Jorge Juan, 21, Madrid-28001, Tel 91-4354686

Adress (organization):

Dr. Eugenio Roanes-Lozano

Secc. Dptal. Algebra

Facultad de Educacion 28040 -Madrid
e-mail: AISC2000@ccedu.ucm.es
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Problemas propuestos

en la XL OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICAS
celabrada en Bucarest el 16-17 julio de 1999

Problema n° 1

Determinar todos los conjuntos finitos S de puntos del plano que tienen por lo menos
tres puntos y satisfacen la siguiente condicién: para cualesquiera dos puntos distin-
tos A y B de S, la mediatriz del segmento AB es un eje de simetria de S.

Problema n°® 2

Sea n > 2 un entero dado.
(a) Determinar la menor constante C para la cual se verifica la desigualdad

Y. wmiei+ad) <O( Y @)

1<i<j<n 1<i<n

para todos los niimeros reales x1, 3,....,Tn = 0
(b) Para esta constante C, determinar cuéndo se verifica la igualdad.

Problema n° 3

Se considera un tablero cuadrado de mxn, donde n es un entero positivo par. El
tablero se divide en n? cuadrados unitarios. Decimos que dos cuadrados distintos
del tablero son adyacentes si tienen un lado comin.

Se marcan N cuadrados unitarios del tablero de tal manera que cada cuadrado
(marcado o sin marcar) es adyacente a por lo menos un cuadrado marcado.

Determinar el menor valor posible de V.

Problema n° 4

Determinar todas las parejas (n,p) de enteros positivos tales que
p es primo
n<2p,y
(p—1)" + 1 es divisible por n?~ 1.
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Problema n° 5
Dos circunferencias I'y y I'y estdn dentro de la circunferencia I’ y ¥ son tangentes a
I’ en los puntos distintos M y N respectivamente. La circunferencia I'y pasa por el
centro de la circunferencia I'y. La recta que pasa por los puntos de interseccién de
I'y y I'y corta a I' en los puntos A y B. Las rectas MA y MB cortan a I'y en los
puntos C'y D respectivamente.

Demostrar que CD es tangente a I'y

Problema 7° 6

Determinar todas las funciones f : R — R tales que

fl@=1W) = f(f W) +2f(y) + f(=z) - 1

para todos z,y € R.
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Problemas propuestos en la
OLIMPIADA IBEROAMERICANA
DE MATEMATICA UNIVERSITARIA
celabrada en octubre de 1999

Problema n® 7 (1° de la OIMU)

Encontrar el valor de la serie

Problema n° 8 (2° de la OIMU)

Los vértices de un tridngulo ABC pertenecen a la hipérbola zy = 1. Demostrar que
el ortocentro pertenece también a esta hipérbola

Problema n° 9 (3° de la OIMU)

Sean 0 < z; < 3 < ... < T, todas las raices reales del polinomio f(z) = a,z"™ +
Qn_12" 14...+a1z+ag,conn > 1. Si 1,2, -+, Yn Son todas las raices del polinomio
9(x) = f(z) —af () y 21,%2,...2n todas las raices del polinomio h(x) = f(z) +
zf '(x), demostrar que estas raices son reales y satisfacen

N<O0<Hn < <Y< 20<r2< ... <Yn < 2n < 2ITp,

Problema n° 10 (4° de la OIMU)

La suma de dos cuadrados consecutivos puede ser un cuadrado perfecto: por ejem-
plo, 32 4 42 = 52, Encontrar el menor entero n mayor que 2 para el cual existen
n nimeros enteros consecutivos tales que la suma de sus cuadrados es un cuadrado
perfecto.

Problema n° 11 (5° de la OIMU)

En el juego tetris-5 se utilizan cuatro tipos de fichas que tienen una de sus caras
pintadas de negro y otra de blanco tal como se muestran en la signiente figura. Las
fichas pueden ser colocadas en un tablero cuadriculado de mxn en cualquier posicién
siempre y cuando no se superpongan y tengan la cara negra hacia arriba.
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(a). Demostrar que se puede recubrir un tablero 8x8 que no contiene sus cuatro es-
quinas.

(b) Demostrar que no se puede recubrir un tablero 1999x2001 que no contiene sus
cuatro esquinas.

Problema n° 12 (6° de la OIMU)

Sea NV = {1,?, 3,....} el conjunto de los nimeros naturales y sea N,, = {0,1,2,...m — 1}
para cualquier nimero natural m, Demostrar que para cualquier funcién f, si
f: N = Np, existe un nimero real « tal que [a"] = f(n) (modm). ’
Nota: [z] es la parte entera del ntimero real z.

Problema n° 13 (7° de la OIMU)
En R? se define el producto ”o” de la siguiente manera :
(z,¥, 2)o(u,v,t) = (T + Yt + 20, 20 + yu + 2,2t + yv + 2u)

Demost.rar que para cualquier k € N si (z,y, 2)F = (0,0,0) entonces z =y = 2 = 0
Nota: Se define (z,y, 2)k = (z,y,2)* o(z,y, %) para cualquier entero & > 1.
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Indice de soluciones publicadas

Niimero de Boletines en que aparecen las soluciones
de los problemas de mimeros

Propuestos
en el n.° Procedentes de 10 20| 37| 42| 50 |60 | 70| 8o 90 | 100
1 Warioy 4 4 - - - - - - - - C
2 OMIE-R3-Pariy 3 3 3 4 4 4 - - - - C
3 OME-12-84 19 19 19 19 18 19 19 19 - - C
4 OMI-84-Prayga 5 5 6 5 6 14 - - - - [
5 Varlos 8 1 12 7 7 8 - - - - C
6 Viarios 7 7 16 - - - - - - - C
Vi OMI-E5-Finlundin 9 9 16 16 9 9 - - - - C
8 OI-85-Bogoni 10 10 17 10 10 11 - - -~ - C
9 OME-F2-86/Varios 18 19 20 18 19 19 17 7 11 17 C
10 Chin/Australin 20 15 21 20 15 21 20 23 21 - C
11 T 1-Hoo 13 14 14 14 14 23 20 15 20 12 C
OMI-B6-Varsovia 26 20 12 21 - ~ — - - - C
12 D]-R?-Ulug.a’(}ME—fl 16 14 14 17 15 17 15 15 15 21 o
13 OME-f2-§ 20 21 21 21 21 21 - - - - C
14 Virios 15 15 15 15 - —- - - - - C
15 OMI-87:Cuba 18 18 18 21 21 21 — - - - C
16 OME-{1-87 22 22 21 18 22 22 22 22 - - C
17 OME-{2-88 25 23 23 23 23 23 - - - - C
18 (1-88-Peni 23 23 23 23 25 25 - - - - C
19 OMI-88-Australin 23 26 24 24 23 26 — — — - C
20 OME-{1-88/Putnam 24 26 24 25 24 26 24 26 26 24 C
21 OME-£2-80¢ 24 27 24 27 27 24 27 25 27 26 C
OI-89-Cubn_ 26 27 - - ~ - - - - - C
22 OML-B9-RFAS 28 28 XX 28 29 30 30 30 30 31
31 30 29 - - - - - - - C
23 27 27 28 28 29 3l 31 30 - - C
24 ! 30 31 31 30 31 30 30 31 - - C
25 OME-F2/£1-90 34 31 29 29 31 32 32 32 32 33 C
26 OMI-90-Chana/ XX 44 45 32 44 44 32 32 XX 34
OF-90-Valladolid XX XX - - - — - - - -
27 OME-{1-9] 33 XX 33 33 XX 35 XX XX - -
28 OME-2-91 32 32 XX XX 33 33 - - - -
29 OMI-91-Suecin 38 XX XX XX XX XX - - - -
30 OL-9 - Argentina XX XX XX 33 38 46 XX 33 33 33
OME-f1-01 33 34 34 34 — - - - - -
31 OME-{2-92/ 36 XX 36 36 36 XX 48 XX XX 35
OME-f1-91/PNS. XX XX 47 35 34 - - - - -
32 OMI-B2-MOSCLY 35 48 XX XX XX 52 38 35 46 38
O1-92-Venez /PNS 38 38 38 38 - — - - - -
33 OME-{1-92/(1-92{v}) 47 XX XX XX XX 35 XX XX XX XX
1PNS 47 XX XX XX XX ~ - - - -
34 OME-{2-93 36 36 XX 36 36 36 - ~ - —
35 OMI-93-Turg./ XX 46 XX XX 52 XX 52 XX 47 39
OF-93-Méjico/PNS XX 52 39 39 52 XX - - - -
36 OME-f1-93/(1-93(v) XX XX XX 40 XX XX 40 XX XX 40
37 (OME-f2-04/PNS 41 49 49 4] 49 49 45 45 41 -
38 OMI-94-Hong-Kong XX 40 XX XX 52 XX - - — —
39 OI-94-Brasil/OME- 43 XX XX XX XX XX 42 42 42 43
11-94/11-94(v) 46 XX XX XX XX XX - - - -
40 OME-{2-95 42 XX XX 42 XX XX - - - -
41 OMI-95-Canadi XX XX XX 47 XX XX - - - -
42 O1-95-Chile XX XX XX XX XX XX - - - -
OME-f1-95/PNS XX XX XX XX XX XX XX XX XX XX
43 OME-f-96/ XX 44 XX XX XX XX - - - -
PNS XX XX XX XX XX XX - - - -
44 OMI-96-Indin/ XX XX 49 XX XX XX - - - -
PNS XX 47 45 XX XX XX - - - -
45 OF-96-Costa Rica XX XX XX XX XX XX 47 XX XX XX
OME-90-f1 XX 47 XX XX - - - - - -
46 OMR-96 XX XX XX XX XX XX - - - -
47 OMI-97-Argentinn XX XX XX XX XX XX - - - -
48 O1-97-Méxlco XX XX XX 50 XX XX - - - -
OMES-98 - - — - - - XX XX XX XX
49 XX 49 XX - - - — - -
OMR-97 — - — - XX XX XX 5 XX XX
51 XX 51 XX 51 52
50 OMI-98 XX XX XX XX XX XX - - - -
51 I-08 XX XX XX XX XX XX - - - -
54 0OI-99/0IMU-99 XX XX XX XX XX XX XX XX XX XX
XX XX XX

CLAVES: XX = Pendiente de publicacion; € = Completo; OME = Olimpiada Matemitica Espafiola (fase 1 6 2); OMI
= Ol Mat. Internac. O = O1. Iberonmer. de Mat. OMR = Mat. Riopltense, OIMU = Olitnplada Iberonmericana de Matemdtica
Universitaria, PNS = Propuesti por nuestros socios.
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INSTRUCCIONES PARA EL ENVIO DE ORIGINALES
PARA SU PUBLICACION EN EL BOLETIN

Los originales de articulos, problemas, resefias de libros, anuncios de congresos, etc.,
deben enviarse en papel y adem4s también en disquete, del modo especificado a continuacién.

Copias en papel

Se emviarén por duplicado, escritas con un procesador de texto en hojas de tamafio DIN
A-4,

Los articulos comenzaran con el titulo (en mintsculas grandes), nombre de autores y
referencia de su departamento o institucién (como suelen aparecer en el boletin), e-mail si se
tiene, y “abstract” de unas lineas en inglés. Terminar el articulo con la bibliograffa (y nada mds
después de ella).

Si se utiliza PAPEL, el formato debe ser 17 cm X 12,8 cm en 10 puntos, (para ser aprove-
chado directamente en la imprenta). En tal caso se incluir4 el archivo de estilo utilizado.

Las figuras deben ser de buena calidad, incluidas en el lugar apropiado del texto en el
tamafio en que deben ser reproducidas. Ademés, si se desea, se pueden volver a incluir al final
en mayor tamafio, para ser escaneadas.

Las soluciones de problemas deben comenzar indicando: “Problema nimero (Boletin
mimero)”, tal como suelen aparecer en el Boletin, y terminar con el nombre del autor de la
solucién de cada problema.

Las resefias de libros como suelen aparecer en el boletin, con el nombre del autor de la
resefia al final.

Copia en disquete

Se enviard un disquete formateado para PC compatible (DOS 3.x o superior), conteniendo
el archivo en Word.

Si se envia en PAPEL, ajustado al tamafio indicado, no es preciso este dltimo.
Las figuras se captardn por escaneado, por lo que es innecesario incluirlas en el disquete
(en archivos de extensi6n TIF o similares).

Envio

Todo ello se enviard a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la pégina 2 de este nime-
ro del Boletin (no al apartado, que ya no est4 operativo).

Selecci6n de originales

Seran revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se ajustan a la
linea general del boletin. Si se considera oportuno, se pediré a los autores que reduzcan su
extensién o hagan algunas modificaciones en su contenido.
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ADQUISICION DE NUMEROS ATRASADOS DE NUESTRO BOLETIN

A partir de ahora, los niimeros atrasados del Boletin (de los cuales existan ejemplares
sobrantes), podrdn ser adquiridos al precio de coslc_de mil pesetas ejemplar. o
Los niimeros de los que atin quedan algunos ejemplares sobrantes son los siguientes:

35, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53 y 54

El importe puede ser abonado mediante cheque a qombre de‘n'u.estra Socieda}d o
mediante transferencia a la cuenta corriente de nuestra Sociedad domiciliada en la entidad

bancaria:

CAJA DE INGENIEROS

C/ Fuencarral, 101

28004 Madrid

cc. 3025-0006-24-1400002948

La carta de peticién se enviar4 a la sede de nuestra Sociedad:

SOCIEDAD “PUIG ADAM” DE PROFESORES DE MATEMATICAS
Facuitad de Educacién (despacho 3.517)

C/ Rector Royo Villanova, s/n

Ciudad Universitaria

28040 Madrid

En la carta se incluir4:
— el nimero o nimeros a adquirir,

— la direccién a donde se han de enviar, .
— el correspondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.

95



SOCIEDAD «PUIG ADAM>» DE PROFESORES DE MATEMATICAS
BOLETIN DE INSCRIPCION

D e Teléf. (...) .......

Ciudad ....................
Centro de trabajo ..........cooovversnnn

e Cod* Postal ..
SOLICITA EL INGRESO COMO SOCIO DE NUMERO DE LA SOCIEDAD.

Con esta fecha autorizo al BANCO ..v..vovvveceseeoesooo
SUCULSAL O AZENCIR v.vvvvvvvcoveccevrrarensooossoosssn en .......
Direcci6n de la misma .............
para que cargue en la cuenta: ............. / ... D, [ Y §

los recibos de lds cuotas correspondientes al curso 1998-99 y siguientes.

Fecha ....ovuvvencecriise € oo de 2000

La cuota anual estd actualmente establecida en 5,000 pis. (de ellas, 3.000 pts. en concepto de cuota de la
Sociedad “Puig Adam™ y 2.000 pis. en concepto de cuota por la que se recibe la revista SUMA de la
Federacién de Sociedades de Profesores de Matemiticas),
Quienes prefieran abonar la cuota mediante transferencia pueden hacerlo a la c.c. de nuestra Sociedad,
domiciliada en la entidad bancaria:

CAJA DE INGENIEROS

¢/ Fuencarral, 101

28004 Madrid

cc. 3025-0006-24-1400002948

ORDEN DE DOMICILIACION EN LA ENTIDAD BANCARIA

Fecha s, BANCO:
SUCUTSAL 0 AGENCIA .vocevvervesverroreesecosoosossoooo en ...
Direccidn de ésta

RUEGO ABONEN con cargo a mi cuenta: ............ Ly SR S .
los recibos de mi cuota anual de Ia Sociedad «Puig Adams» de Profesores de Matematicas, hasta
nueva orden.
Les saluda atentamente:
Firmado:

Nombre y Apellidos ...................
Remitanse ambas partes (toda esta pagina) a;

Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Matemdticas

Facultad de Educacién (despacho 3517)

¢/ Rector Royo Villanova, s/n. Ciudad U niversitaria. 28040 Madrid
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