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Como ya se anunci6 en niimeros anteriores de nuestro Boletin, nuestra Sociedad ha
participado activamente en la organizacién del congreso IMACS-ACA'99 (International
Association for Mathematics and Computers in Simulation - Applications of Computer
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Sobre el Congreso IMACS-ACA’99

(Buroférum-Infantes, San Lorenzo de El Escorial, 24-27 junio 1999)

Eugenio Roanes L.ozano

Dpto. Algebra, Universidad Complutense de Madrid
Presidente del Comité Organizador IMACS-ACA'99

Resumen

This is a report of IMACS-ACA (Applications of Computer Algebra) 1999 Conference
(Euroforum-Infantes, San Lorenzo de El Escorial, June 24th-27th 1999), written by its
General Chairman. A general survey plus the most important details are included.

1. Introduccién

La Computacién Simbdlica (también llamada Algebra Computacional o Calculo
Simbolico) es una drea joven de investigaci6n a caballo entre la Informética y la Matema-
tica. Bl fundir ambas mentalidades (una tedrica y la otra mas proxima al mundo real) crea
un terreno abonado para el crecimiento de nuevas aplicaciones de gran utilidad e intercs.
Aunque el mismo tipo de herramientas esté siempre en segundo plano, se cubre una amplia
variedad de campos, como muestra la diversidad de sesiones organizadas en el IMACS-
ACA ‘99 (ACA es el acrénimo de Applications of Computer Algebra).

La sociedad cientifica IMACS (International Association for Mathematics and Com-
puters in Simulation) organiza y coordina congresos en distintas dreas de Matematicas y
Computacién. Publica una revista (SCI) bajo el sello Elsevier/North-Holland (Mathema-
tics and Computers in Simulation) y publica monografias y actas sobre congresos.

Este ha sido el quinto IMACS-ACA. Los anteriores han tenido lugar en Nuevo Méxi-
co (USA) 1995; Linz (Austria) 1996; Maui, Hawaii (USA) 1997 y Praga (Republica
Checa) 1998. La evolucién del nimero de comunicaciones presentadas y de congresistas
indican un interés creciente en este congreso en particular.

Organizar este congreso desde la Universidad Complutense de Madrid ha supuesto
traer a nuestro pafs durante unos dias a muchos expertos de primera linea en el campo.
Asimismo, la celebracién en Espafia de este congreso ha facilitado la asistencia de investi-

gadores y profesores espafioles. En 1998 un nimero destacable (15) de las ponencias pre-
sentadas al IMACS-ACA tenfan autores o coautores espafioles. Este afio ese nimero se ha
mas que duplicado (31).

) Es de destacar la celebracién, dentro del marco del congreso, de una sesién sobre El
Algebrg Computacional y el Sistema Educativo Espafiol, para el cual se admitieron 6
ponencias.

2. Algunos datos sobre el congreso

' Este afio se ha mantenido aproximadamente igual el nimero de inscritos y de ponen-
cias presentadas.

Por un lado se ha tratado de que los organizadores de sesién (auxiliados por los
miembros del comité cientifico) mantengan unos altos niveles de calidad a la hora de
admitir ponencias.

Por otra parte, ha habido un fuerte incremento en los precios frente al afio anterior,
por lo que el porcentaje de asistentes de la antigua Europa del Este ha sido mucho menor,
lo que ocurrié también el afio en que el congreso tuvo lugar en Maui. Asimismo se ha de
hacer notar que ha habido algunas cancelaciones por problemas de obtenci6n de visado
para Espafia (fundamentalmente por problemas de plazos).

1999 Numero total de ponencias de 1/2 hora 139
1999 Ntmero total de ponencias de 1 hora 6

1998 Numero total de ponencias (1/2 hora) 141
1999 Numero de inscritos 161
1998 Numero de inscritos 171

3. Estructura del congreso

La Presidencia de Honor del congreso la ha ostentado el Excmo. y Magfco. Sr. Rec-

tor de la Universidad Complutense de Madrid, D. Rafael Puyol.
. El méximo responsable del congreso (Presidente del Comité Organizador / General
Chair) ha sido el Dr. Eugenio Roanes-Lozano (de la Universidad Complutense Madrid).



A continuacién se detallan los distintos comités del congreso:

Comité de Programa / Program Chairs:
Catedratico Victor Edneral
Dr. Laureano Gonzéilez-Vega
Dr. Jaime Gutiérrez
Dr. Richard Liska

Comité Organizador / Organizing Committee:

Catedrético Stanly Steinberg

Dr. Michael Wester

Catedratico Eugenio Roanes-Macf{as
Catedrético Luis Laita

Comité Local / Local Committee:
Profesor Martin Garbayo
Profesora Mercedes Hidalgo
Profesora Dolores Rodriguez-Soalleiro
Alumno de Doctorado F. Javier Blanco

Comité Cientifico / Scientific Committee:
Catedratico Bruno Buchberger
Catedratico Jacques Calmet
Catedritico Francisco Castro
Catedrético Arjeh Cohen
Catedratico Rob Corless
Dr. Sam Dooley
Catedratico Vladimir Gerdt
Dr. Richard Jenks
Catedratico Erich Kaltofen
Catedratico Deepak Kapur
Catedratico Wolfgang Kuechlin
Dr. Bernhard Kutzler
Catedratico Luis Laita
Dr. Richard Liska
Catedratico Juan Llovet
Catedratico Ignacio Luengo
Catedratico Michael Monagan
Dr. Antonio Montes
Catedratico Matu-Tarow Noda

Moscow State Univ.
Univ. de Cantabria
Univ. de Cantabria
Tech. Univ. Prague

Univ. New Mexico
Cotopaxi

Univ. Complutense Madrid
Univ. Politécnica Madrid

Univ. Complutense Madrid
Univ. Complutense Madrid
CPR Leganes

Univ. Complutense Madrid

RISC-Linz

Univ. of Karlsruhe

Univ. de Sevilla
Eindhoven Univ. Tech.
Univ. of Western Ontario
IBM Yorktown Heights
Institute Nuclear Res.
IBM Yorktown Heights
N. Carolina State Univ.
State Univ. New York
Univ. of Tuebingen

BK Teachware (Austria)
Univ. Politécnica Madrid
Tech. Univ. Prague

Univ. de Alcald

Univ. Complutense Madrid
Simon Fraser Univ.

Univ. Politéc. Catalunya
Ehime Univ.

Catedratico Antonio Quesada Akron Univ.

Dr. Mohamed O. Rayes Texas Instruments - Dallas
Catedratico Tomé4s Recio Univ. de Cantabria
Catedratico Tateaki Sasaki Univ. of Tsukuba
Catedritico Stanly Steinberg Univ. New Mexico

Dr. David Stoutemeyer Soft Warehouse
Catedratico Jose Luis Vicente-C6rdoba Univ. de Sevilla

Dr. Emil Volcheck National Security Agency
Catedratico Franz Winkler J. Kepler Univ. Linz

4. Agradecimientos

Es de destacar la ayuda de muchos organismos y personas sin la ayuda de los cuales
no habria sido posible, de hecho, la celebracion del congreso.

4.1. Patrocinadores

En cuanto a patrocinadores, en afios anteriores organismos y empresas de la talla de
la Fundaci6n Nacional de Ciencias americana (NSF), Agencia Nacional de Seguridad
americana (NSA), ministerio Checo de Educacién, Texas Instruments, Wolfram Re-
search..., han patrocinado este congreso. Este afio los patrocinadores han sido también
importantes y su aportacién generosa.

La Universidad Complutense de Madrid ha donado 650.000 ptas, dentro del marco
de sus ayudas para “Organizacién de Reuniones, Congresos y seminarios en la Universi-
dad Complutense” (proyecto OCS-UCM 1998). Este montante ha sido utilizado en su tota-
lidad, como se proponia, para cubrir toda la inscripcién, alojamiento y viaje de conferen-
ciantes.

Es de lamentar la ausencia en el Acto Inaugural del representante del Sr. Rector,
Director Académico Jose Javier Etayo, por una inoportuna averia en su coche oficial cuan-
do viajaba camino de El Escorial.

Por parte de la Universidad Complutense hay que mencionar también a los Servicios
Informadticos, en particular a D. Fernando Pescador, por las facilidades dadas para el man-
tenimiento y gestién de la cuenta de correo del congreso.

Texas Instruments ha donado, dentro de su encomiable labor de apoyo a la educacién
matemética, 700.000 ptas. Estas han sido utilizadas para abonar la inscripcién de los pro-
pios asistentes de Texas Instruments, becar a asistentes de Europa del Este, pagar los servi-
cios de autobus de recogida de congresistas en el aeropuerto y de vuelta al acropuerto y
cofinanciar la publicacién de este nimero especial de nuestro Boletin. Nuestro agradeci-



miento por su gestién ante la central de la empresa Texas Instruments para el Sr. Sottoma-
yor y la Sra. Rodriguez Soalleiro.

Es de destacar la inestimable ayuda de la profesora Rodriguez Soalleiro, Asesora
Pedagégica de Texas Instruments, miembro del Comité Local y Organizadora de Sesién,
que gestiond el reconocimiento del evento por parte del Ministerio de Educacién y Cultu-
ra, con la concesién de créditos de formacién a los profesores de Educacién Secundaria.

La empresa americana Cotopaxi, a través de su presidente, Dr. Wester, estuvo a cargo
del mantenimiento y actualizacién de la informaci6n en la pgina “web” del congreso,
siendo el proceso impecable. Un enlace a esta pagina se instal6 en la portada de las pagi-
nas “web” de la empresa espariola Addlink Software Cientifico.

Volviendo a esta empresa, Addlink Software Cientifico, aunque no ha realizado apor-
tacién econémica alguna, ha sido crucial su aportacién. A través de uno de sus Directores,
Sr. Cifuentes, se prestaron a adelantar la fianza que requiriera el hotel o centro de conven-
ciones. Asimismo, realizaron sin cargo “mailings” y comunicaciones por “e-mail” masi-
vas. Llevaron a cabo las gestiones (que finalmente no fructificaron) con empresas de soft-
ware para donaciones en metalico y gestionaron las concesiones temporales de licencias
de “software”. Regalaron las carpetas donadas a los congresistas. Y lo que es mis impor-
tante, prestaron gratuitamente dos ordenadores portatiles y dos cafiones de proyeccién
durante los dfas que duré el congreso. Su ayuda, teniendo en cuenta los precios usuales de
alquiler de equipos informdticos, puede estimarse en mas de 500.000 ptas.

Es de destacar el comportamiento de las dos personas desplazadas por la empresa
Addlink al congreso (Sr. Molina y Srta. Montserrat Garcia). No sélo llevaron el “stand” de
la empresa, como era previsible, sino que colaboraron en el mantenimiento de los servicios
de audiovisuales de las distintas salas y brindaron generosamente su ayuda como unos
organizadores més, siempre que fue necesario.

Texas Instruments y Addlink Software Cientifico montaron dos atractivos “stands”
en el patio cubierto del edificio Infantes.

El congreso se realiza bajo la cobertura de la Sociedad IMACS, que proporciona
divulgaci6n y soporte, asi como facilidades para la posterior publicacién de trabajos.

La Real Sociedad Matemdtica Espafiola ha concedido 4 becas de 40.000 ptas para
subvencionar a jévenes investigadores.

La Sociedad Matemética “Puig Adam” ha concedido dos medias becas de 25.000
pesetas para cubrir medias inscripciones de socios.

BK Teachware subvencioné a una congresista pagando su inscripcién,

En las fechas en que se escribe este informe, 20 de agosto, ya concluido hace sema-
nas el congreso, se acaba de recibir noticia de la concesién de una subvencién solicitada al
Programa Sectorial de Promocién General del Conocimiento (DGES, Ministerio de Edu-
cacién y Cultura), nimero de Referencia: C0O99-0053, por un montante de 750.000 pts (el
no tener noticia a tiempo de la concesién de esta subvencién es lo que produjo la cancela-
cién de la prevista traduccién simultédnea de las sesiones sobre educacién).

10

4.2. Otros

Este congreso no habria sido posible sin la participacién desinteresada de los miem-
bros del comité organizador, de programa y local. Las dltimas semanas fueron especial-
mente intensas, y la dedicacién y entusiasmo de sus miembros fue ejemplar.

También deseariamos hacer constar nuestro agradecimiento a las encargadas de la
coordinacién y organizacién de Euroforum-Infantes: Srtas. Patricia Ramos, Helena Aza-
fiedo y Marga Ayuso, asi como a todo el personal en general por su amabilidad, interés por
solucionar los problemas y profesionalidad.

5. Mas informacién
Para més informacién puede consultarse la pagina “web” del congreso
http://math.unm.edu/ACA/1999.html

donde pueden encontrarse, ademés del programa, “abstracts” y articulos completos corres-
pondientes a las ponencias presentadas.

6. Conclusion

Estas notas suponen el resumen del intenso trabajo de un grupo de personas que,
dentro de Espafia y desde el extranjero, fructificé en lo que, estimamos, ha sido un éxito,
de participacién, de nivel cientifico y de organizacién. A todos ellos, participantes y orga-
nizadores, nuestro agradecimiento.

11
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Program for the 5th International IMACS Conference on Applications of Computer Algebra ACA’99

June 25, 1099 (Friday)

SESSION | CoMPUTER ALGEBRA ME- | APPROXIMATE ALGEBRAIC | COMBINATORIAL COMPUTER ALGEBRA FOR
ETS EnucATiON COMPUTATION: TOWARDS | AND COMPUTATIONAL ME- | DYNAMICAL SYSTEMS AND
Bernhard Kutzler SyMmBouic-NUMERIC THODS IN ALGEBRAIC GE- | MECHANICS I
A ALGORITAMS OMETRY Victor Edneral, llias Kotsi-
Tateaki Jie-Tas Yu & Viadimsr Sh- | reas & Nikolay Vasiliev
Sasaki, Matu-Tarow Noda, | pilrain D
Bernard Mourrain & Ro- C
bert Corless
B
9:00 am | Setting the Tone: CAS as | New results on the Table | The P ization Pro- | Comp Al-
pedagogical tools Malker’s Dilemma blem for Algebralc Surfaces | gebraic Approximations—
Bernhard Kutzler Jean-Michel Muller & Vin. | Josef Schicho Creatlon of Approximated
cent Lefevre® Solutlons of Sclentific and
Engineering Problems in
Symbolic Form
Victor Edneral
9:30 am | Basic Skllls versus | Polynomial Algebra | Computing sub-
Technology—not a Contra- | with Coefficients of Limited | fields in pure trascendental
diction but a Completion Accuracy extensions
Josef Boehm Hans Stetter Jaime Gutierrez & Rosario
Rubio
10:00 am | The Use of Mathematics | A System of Automatic | Again z+z’y+2z°+t5 =0 | Solving the problem of
Specific Technology in Ca- | Algorithm Stabilization Lenny Makar-Limanov stabilization of a gyroscople
pstone Mathematics Tea- | Hiroshs Sekigawa system with the help of
cher Preparation Courses Computer Algebra
Gary A. Harris A. V. Bonshchikov, L. A.
Bourlakova & V. D. Irtegov
10:30 am | Some Reflections About | To Be Announced Invariants of algebraic vari- | About investigation of sys-
the Impact of Computer | Hiroshi Kas etles tems with first Integrals
Algebra Systems in the Viadimir Shpsirain L. A. Bourlakova & V. D,
Ordering of the Curricula of Irtegoy
Mathematics
Justo Cabezas & Eugenio
Roanes-Lozano*
11:00 am BREAK
11:30 am | A Computer Clas- | To Be Announced Analytical Approach for
sroom Lecture: Asympto- | Victor Y. Pan Simplifying Dynamical Sys-
tic Convergence of Ratlonal tems of Polynomial Type
Functions J. Palacidn & P. Yanguas
Bill Pletach
12:00 pm | Exam questions when using | Mechanism of C 1l Communications of the Po-
CAS for school mathema- | Exrors iz Multivariate Hen- lsson  Series Procemors
tics teaching sel Construction with PSPC with General Scien-
Vlasta Kokol- Volje Floating-point Numbers tific Software
Tateaks Sasaki A. Abad, A. Gavin 8 J. F.
San-Juan
12:30 pm | Using the  TI-92Plus: | Exacts predicates for arran- Parallelisation of Pertur-
Examples gement of arcs of circle bation Analysis: the me-
Michel Beaudin A. Fronuille thod of Multiple Scales ap-
plied to vibration problems
Raya Khanin & Maithew
Cartmell
1:00 pm | Why use CAS with TI89 ln | Approximate p-adic GCD Some computational expe-
math ical education? putati riments in Celestial Mecha~
Classrooms experimente. D. Rupprecht nics
Bengt Ahlander Jean-Charles Faugere
1:30 pm LUNCH '
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Program for the 5th International IMACS Conference on Applications of Computer Algebra ACA'99
M June 25, 1990 (Friday)

Program for the 5th International IMACS Conference on Applications of Computer Algebra ACA’99

[

June 26, 1900 (Saturday)

SESSION | COMPUTER ALGEBRA | APPROXIMATE ALGE- | TORIC IDEALS AND | COMPUTER ALGEBRA | APPLICATIONS
MEETS EbucaTioN I | BRAIC CoM- | INTEGER PROGRAM- | FOR DYNAMICAL SY8- | OF COMPUTER ALGE-
Bernhard Kutzier PUTATION: TOWARDS | MING TEMS AND MECHA- | BRA TO SIGNAL PRO-

A SyMBoLIC-NUMEBRIC Lorenco Robbiano Nics 1 CESSING
ALGORITHMS C Victor Edneval, Ilias | Jeremy Johnson &
Tateakn Sasaki, Matu- Kotsireas & Nikolay | Markus Pueschel
Tarow Noda, Bernard Vasiliev E
Mourrain & Robert D
Corless
B

3:30 pm | Using Logo a8 a Scaf- | Towards numeri- | Computing Toric Ide- | Some remarks on dif- | Minimal Syzygies and
folding to Develop Al- | cal stabllity in normal | als ferential Hilbert poly- | Multidimensional Fil-
gebraic Thinking in a | farm algorithms L Robbs inls in two varia- | ter Deslgn
Virtual Classroom B. Mourmain bles Hyungju Park
Garry Clark® & Ed. G. Carra Ferro
ward Redden

4:00 pm | Discovery Exparien- | Hybrid Rati- Extended Cha~ | Group Represen-
ces in Synthetlc Geo- | onal Function Appro- racteristic Sets of Fi- | tations and Automa-
metry with DERIVE | ximation and its Ap- nitely Generated Dif- | tic Derivation of Fast
Miguel de Gusman plications ferential Ideals Signal Transforms

Matu T. Noda G. Carva Ferro & | Markws Pueschel
Viadimir Gerdt

4:30 pm | About how to imple- | Appraximste polyno- | New algoritk for | Ei lon of inter- | A Wreath Product
ment Geometric | mial d ith Computing Toric Ide- | sectlons of Newton's | Approach to Signal
Transformntions on a | M. Giesbrecht als polyhedrons and Image Processing
CAS Anna Bigaiti Al der A Dan Rockm
E. Roanes-Macias &

E. Roanes-Lozano*

5:00 pm BREAK

530 pm | A ber-based ap- | On app ide- | D posing Graver | Symbolic = Compu- | Groebner Bases and
proach to Introduc- | als Teat Sets In Stochas- | tation of Formal Solu- | Wavelet Design
tory algebra: A study | B. Trager or P, Gi- | tic Programming tions for 2 and 3 DI- | Jvan Selesnick
with 11-12 year olds | anns Ray d He ki lonal Dy ical
using graphic calcula- Systems
tors Q. Eichenmueller
Tenoch E. Cedillo A.

6:00 pm | Instrumentation pro- Initial Ideals of To- | A new classification of | To Be Announced
cesses underlying the ric Ideals and Group | planar homogeneous | Jean-Charies Faugere
use of TI92 at high Relaxations in Integer | quadratic systems & Fabrice Rousllier
school level Programming Driss Boularus
Badr Defouad Serkan Hosten

6:30 pm | A didactical labora- Computation of Nor- | To Be Announced

tory: image filtering
A. Cavalione®,
C. D’Apice®, M. Mar-
sella & S. Salermno

mal Forms of Hamll-
tonian Systems in the
Presence of Polsson
Commuting integrals
(Llouville-

Integrability and Blr-
khoff Normal Forms)
J. Mikram & F. Zi-

noun

Jeremy Johnson
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SESSION | CoMPUTER ALGEBRA | COMPUTER Al- | APPLICATIONS OF | COMPUTER ALGEBRA | COMPUTATIONS
MEETS EptcaTion II | DED GEOMETRIC DE- | COMPUTER ALGEBRA | FOR DYNAMICAL Sv3- | 1N PURE MATHEMA-
Bernhard Kutzler siaN AND CoMPUTER | TO RoBoTics TEMS AND MECHA- | TICS (ALaB-
A ALGEBRA Peter Kovacs Nics 11 BRA, ANALYSIS, GEO-
L. Gonzalez-Vega & Victor Edneral, Iliss | METRY, ...)
J. R. Sendra Kotsireas & Nikolay | Maria-Emilia Alonso,
B Vasiliey Francisco Castro
Y Laureano Goneales-
Vega
E
9:00 am | A Tutorial Mathema- | Missing points and | Forward ki ica of | Comp l Homology of idi
tical System for Ele- | branches of real para- | parallel robots aspects of the N-body | rect product of groups
mentary Schools metric curves Jean- Pierre Merlet problem V. Alvarez, J. A. Ar-
Frank Postd* & Ralf | Tomaa Recio Ilias Kotaireaa mario & P. Real
Hillebrand
9:30 am | High-Powered Tech- Using Computer alge- | The study by symbo- | Analyzing the
nology in & Low-Level bra tools for off-line | lic P lon of the sfe of the co-
Mathematics Course studies of parallel ma- | sign of the rlemannian | algebra structure on
Jim Schultz nipulators curvature in the confi- | the homology of CD-
Jean-Charles guration space of the | GAe
Faugere, Luc Rolland | 3-body problem and | M. J. Jimenes, P.
& Fabrice Rousllier* | applications Real & B. Silva
B. Elmabsout & M.
Barbosu
10:00 am | A Scheme for Con- | Applylng Self-Motions Ogcillators in Reso- | Steenrod reduced
servative Use of Com- | general-purpose of Griffis-Duffy Type | nance powers and compute~
puter Algebra symbolic and numeri- | Parallel Manipulators | Antonto Elipe & An- | bility
Rein Prank cal computation pro- | Manfred Husty & | dré Deprit Rocio Gonzales-Dias
grams for Computer | Adolf Karger & Pedro Real
Graphics and CAGD.
Some applications to
industry
Andres Iglesias &
Akemi Galvas
10:30 am | Mathematica and di- | Proper Pa- | Functional Ideal | Construction of Inva- | The use of Mathema-
dactical i jon: & lon of Real | Decomposition—a riants of Simplectic | tica for the claselfi-
quadric use case Algebraic Surfaces Tool for Kinematics Mapping cation of some nllpo-
G. Albano®, A. Ca- | Josef Schicho Peter Kovaca Nikolay Vasiliev tent Lle algebras
vallone, C. D’Apice® L. M. Camacho, J. R.
Y G. Gargiulo Gomer & R. M. Na-
varre
11:00 am BREAK
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June 26, 1909 (Saturday)

SESSION | CoMPUTER ALGEBRA | COMPUTER Al- | SymBoLIc-NUMERIC COMPUTER ALGEBRA | COMPUTATIONS
MEETS EDUCATION II | DED GEOMETRIC DE- | INTERFACE AND PRO- | FOR DYNAMICAL SYS- | IN PURE MATHEMA-
Bernhard Kutzer sIGN AND COMPUTER | BLEM SOLVING ENvi- | TEMS AND MECHA- | TICS (ALae-
A ALGEBRA RONMENTS ] Nics I BRA, ANALYSIS, GEO-
L. Gonzalez-Vega & | Richard Liska, Stanly | Victor Edneral, Ilias | METRY, ...)
J. R. Sendra Steinberg & Robert | Kotsireas & Nikolay | Maria-Emilia Alonso,
B van Engelen Vasiliev Francisco Castro
o] D & Laureana Gonrales-
Vega
E
11:30 am | Computer Aided In- | An algorithm for ap- | Finite Difference Nu- | Some properties of | New ways of defining
struction for Busi proxi [ i ical Modelling | the symplectic Lie al- | filiform Lie aigebras
Calculus in an Inter- | of rational B-spline | Supported by Compu- | gebra J. C. Benjumea, F. J.
national Liberal Arts | curves/surfaces to in- | ter Algebra Rodney Colernan Echarte, D. Feman-
College tegral B-spllne cur- | Richard Liska dez, M. C. Marquez,
A. Kehagias & P. N. | ves/surfaces and its J. Nuiiez & F. Romi-
Viachos* implementation rez
Jesus Espinola, Lau-
reane Gonzalez- Vega
& Toana Necula
12:00 pm | Flexible Mathemati- | Groebner Bases and About an algorithm of
cal GUI Controls for | Statistics T, Oaku
Mathema~ Lorento Robbiano | Maridel Hartillo
tical Electronical Do-
cuments
Ralf Hillebrand* &
Frank Postel
SESSION INTERACTION
oN PHysics, NUMBER
THEORY & COMPU-
TER SCIENCE I
Hoang Ngoc Minh
12:30 pm | Mathematica in Un- Ctadel: A Computer | Colored multiple zeta | Slopes in submodules
dergraduate Algebra System for | values relations table | of a free module
Mathematica the Genaration of Ef- | M. Bigotte Jose Maria Ucha
Courses—A Teaching ficlent Numerical Co-
or Learning Aid? des for PDEs
May C. Abboud Robert van Engelen
1:00 pm | Searching roots for Invariant Variational | Nested Sums and [te- | Computing Toric
three degree polyno- Princlples and Associ- | rated Integrals Flrst Syzygiea
mials with the help of ated Numeri- | D. Brodley P. Pison-Casares &
Mathematica cal Schemes for Regu- A. Vigneron- Tenorio
Marilo Lopes Gonza- larization of I-Posed
tez & Javier Rodrige Problems
Hitos* Ravi Venkatesan
1:30 pm LUNCH
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Program for the 5th International IMACS Conference on Applications of Computer Algebra ACA'99

June 18, 1099 (Saturday)
SESSION | CoMPUTER ALGEBRA | DEMOS OF CoMPU- | SyMBoLIC-NUMEBRIC COMPUTER ALGEBRA | COMPUTATIONS
MEETS EDUCATION IT | TBR ALGEBRA SvS- | INTERFACE AND PRO- | IN THE SPANISH EDU- | IN PURE MATREMA-
Bernhard Kutzler TEMS BLEM SOLVING ENvI- | CATIONAL SYSTEM TICS (ALGE-
A Michael Wester & | RONMENTS II Lola Rodriguer BRA, ANALYSIS, GEO-
Winfried Neun Richard Liska, Stanly D METRY, ...)
B Steinberg & Robert | Maria-Emilia Alonso,
van Engelen Franetaco Caastro
C & Laureano Gonaalez-
Vega
E
3:30 pm | Derivations and Vi- | Some Perspectives on | Group Invari- | Aparicion de nuevos | The ideal generation
sualizations for the | the Usability of Com- | ant Finite-Difference | contenidos curricula~ | conjecture for s gene-
Hydrogen Atom puter Algebra Sys- | Schemes for | res en matematicas | ral rational curves
Joseph D. Mpyers*®, | tems Ad ion Equati di la aplicaci F. Orecchia
Kelley B. Mohrmann | Michael Wester Ravi C. Venkatesan de nuevas tecnologias
Y Terry T. Crow Justo Cabezas Cor-
chero
4:00 pm | CONVODE: A Re- | Solving a RLC Ci- | Usefulness of compu- | Ly herramientas euc- | Basic Algorithms for
duce package | rcuit using Convolu- | ter algebra methods | lideas y el ordenad Speciali in Gro-
for solving differential | tion with DERIVE for | in numerical simulati- | Tomas Recio ebner Bases
equations Windows ons A. Montes
Alain Moussiguz Michei Beaudin Michel Fournie
4:30 pm | Exploring q The Comp Alge- | Prototyping Diferentes opcio- | The Generation of Po-
with DERIVE bra System CoCoA Symbolic- nes para la resolucion | lya Polynomials using
Paolo Boieri Lorenzo Robbiano Numeric Algorithms | de problemss con cal- | Macsyma, with Ap-
using Naglink culadoras graficas plications
Brian J. Dupee* & | Agustin Carmillo Bill Pletseh
James H. Dovenport
5:00 pm BREAK
SESSION | TEeacHING OF EFFiCI-
ENT MATHEMATICS
A. Aknitas & Gennadi
Malasch k
5:30 pm | A project of Compu- | The RED- | A symbolic-numerical | Cambios curriculares | Duality in Effective
ter Aided Learning: | LOG Package—Tools | package for linear sta- | en In it del | Algebraic G Y
A course of Comp and Applicati bility analysis of au- | Algebra Bernard Mourvuin
Algebra in the web Volker Weispfenning | merical methods for | Lola Rodriguez So-
Rafael J. Villanueva ODEs alleiro
Mico & A. Hervas Massimo Cafaro &
Beatrice Paternoster®
00 pm | A study of particular | MuPAD—An A Symbolic Numeric | Busqued A Fast Comp
me- Open Computer Al- | Environment de lugares geometri- | of Hook Schur Functi-
thods for the approxi- | gebra System and its | for Analyzing Measu- | cos ons
mate construction of | Approach of Software | rement Data in Multi- | Eugenio Roones Ma- | F. Gaeta
! some regular polygons | Integration Model Settings cias & Eugenio Roa-
by using Mathema- | Ralf Hillebrand & | Christoph Richard & | nes Lozano
tica 3.0 Frank Postel Andreas Weber”
Juan A. Aledo, Juan
C. Cortes & Fernando
L. Pelayo
6:30 pm Computer  Algebra | Extraction of Low Or- | Matematicas en Pan-
Applied to Mathema- | der Boo- | talla
tical Cartography lean Rules from Tra- | Rafael Peres Gomez
Carlos Enriguer | ined Neural Networks | & Miguel Posadaa
Tunirio using a Computer Al-
gebra System
Terence Fichelly
evening 7:00pm - 8:00pm: Business Session in A
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June 27, 1900 (Sunday)
SESSION | TEACHING OF EFFICIENT | MATHEMATICS ON THE IN- | APPLICATIONS OF QUANTI- | INTERACTION ON PHYSICS,
MATHEMATICS TERNET FIER ELIMINATION NumBeR THEORY & CoM-
A. Akmites & Gennadi Ma- | Angel Diaz & Erich Kalto- | Volker Weispfenning & | PUTER SCIENCE II
laschonok Jen Hoon Hong Hoang Ngoc Minh
A B C D
9:00 am | A comparative study be- | luterfacing Proof Checkers ( A Robust Control Sys- | Functional Equations on
tween two general methods | With OpenMath tem Design by a Spe- | Polylogarithms with Axiom
for the appraximate con- | Olga Caprotis cial Quantifier Elimination | Hoang Ngoc Minh
struction of regular poly- Method using a Sturm-
gons by using Mathematica Habicht Sequence
3.0 Hirokazu Anai & Shingi
Juan A. Aledo, Juan C. Hara
Cortes & Fermando L. Pe-
layo
9:30 am | Possibilities for Alternative | Plug and Play Mathemati- | A Special Quantifier Elimi- | Algebraic Structures on the
Uses of the "Calculus and | cal Components nation Algorithm for Pham | Set of Multiple Zeta Values
Mathematica” Approach Mike Dewar Systems Mike Hoffman
Alkiviadu  Akritas, Stelios Laureano Gonzalez-Vega &
Kapranidis & Athina Kata- Neila Gonzalez-Campos
lifou
10:00 am | Classical Mathematics with | To Be Announced A new solution of the quar- | Computer aided Knot The-
Mathematica Angel L. Diae tic problem: with appli- | ory using Mathematica and
Alksviadis Akritas & Zamir cation to integration MathLink
| Bavel David J. Jeffrey N. Imafuji
10:30 am | Calculus and the Race | Mathematics on the Web— | Reach Set Computation for | Combi i on
Track Principle Past, Present and Future Linear Vector Fields using | Algebraic Identification
Alkiviadis Akritas & Zamir | Dave Raggett Quaatifier Elimination G. Jacod
Bavel Gerardo Lafferriere, George
J. Pappas & Sergio Yovine
11:00 am BREAK
11:30 am | Some elementary mathe- | Unicode Encoding of | Q ifier Elimination for [ C ional Con-
matics revisited and revised | Mathematica Trigonometric Polynomials | struction of representation
David J. Jeffrey Murray Saeryent by Cylindrical Trig for parallel version
ric Decompoasition polynomial invarlants
Petru Pau & Josef Schicho | M. Ochias
12:00 pm | Teaching Error-Correcting | Stylesh for Math ti- | The Study of Stability | Computational Decomposi-
Codes, Discrete Mathema- | cal Web Pages using Computer Algebra tion of home-
tics and Modern Algebra | Stephen Watt Stanly Steinbery omorphisms into canonical
with Computer Algebra Dehn’s twists
Igor Gachkov & Kenneth Y. Sakata
Hulth
12:30 pm | Teaching of efficlent mathe- | Accessing Quantifier Elimi- On i-adic iterated integral
matics nation Packages Over the Z. Wojtkounak
Gennadi Malaschonok & | Internet Out of General
Natalia Malaschonok Purpose Systems
—] Andreas Weber A
1:00 pm | Efficient hods of mathe- | Concluding Di i of | Semilinear motion planning
matical analysis the Issues Addressed in | in REDLOG
Gennadi Malaschonok the Talks (Moderator with | Volker Weispfenning
Audience Participation)
| Erich Kaltofen
| 1:30 pm LUNCH
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Sobre la Sesién en Espafiol
del IMACS-ACA’99

' La sesién en espafiol del IMACS-ACA'99, titulada: "Computer Algebra in the Spa-
nish Educational System", se celebré durante el dia 26 de Junio en horario vespertino.

El objetivo primordial de la misma era reflexionar acerca de cémo el Algebra com-
putacional afecta a la ensefianza de las Mateméticas en Espafia.

Se expusieron diferentes maneras de desarrollar los contenidos en el aula y se hizo
una reflexi6n de cémo afecta la aplicacién de estos nuevos medios no solamente al desa-
rrolio de los contenidos actuales sino tambien al planteamiento de nuevos objetivos y con-
tenidos.

Fueron muy enriquecedores los coloquios entre los ponentes y los asistentes al térmi-
no de cada una de las comunicaciones.

Hubo comunicaciones tanto en los niveles de Universidad como de Secundaria.

Para el profesorado de Secundaria se consigui6 certificacién oficial ya que la Subdi-
reccion General de Formacion del Profesorado concedié 20 horas de formacién a todos los
profesores de secundaria matriculados en el Congreso.

Quiero dar las gracias a todos los compafieros que participaron en mi sesién por su
colaboracién desinteresada y de los que he tenido la oportunidad de aprender mucho y
espero que sea 1til éste monogréfico para aquellos que no han podido acudir al Congreso.

M.” Dolores Rodriguez Soalleiro
Organizadora de la Sesién en espariol
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Modificaciones curriculares posibilitadas
por las nuevas tecnologias:
aparicion de contenidos

Justo Cabezas Corchero (*)
Eugenio Roanes Lozano (*¥)

* [ES Rodriguez-Mofriino de Badajoz
Depto. Matemdticas, Fac. Biblioteconomia, Univ. Extremadura
jeabezas@alcazaba.unex.es
** Depto. Algebra, Fac. Educacién, Univ. Complutense de Madrid
eroanes @ eucmos.sim.ucm.es

Resumen

The introduction of new technologies to make the learning of the A/Ilqthemqtics eas.ier
can generate deep curricular changes. A particular case is the possibility of m'troducmg
contents that traditionally are not incorporated to the different curricula. I.n t.hls works a
didactic experience with 17-year-old student is described. DERIVE is used in it to develop

a topic with the characteristics above.

1. Nuevas tecnologias en educacion

Las primeras aplicaciones que se llevan a cabo con una nueva técnica o tecno}o.g/ia
son frecuentemente un reflejo de las existentes. Pero algiin tiempo después de su aparicion
nacen aplicaciones especificas favorecidas por el desarrollo de la propia herr.amlenta y por
las modificaciones que la tecnologia realiza en el entorno social y cultural, sin que se pier-
dan todas las aplicaciones existentes hasta el momento. )

Ello ocurrié también cuando aparecieron los ordenadores personales. Durante algup
tiempo se usaron casi exclusivamente como méquina de calcular o cc.)r’no méquina. de escri-
bir. Y, entre las primeras aplicaciones que se realizan a la educacion, son }.1ab1tu.ales' el
refuerzo de las formas y métodos tradicionales, destacando por entonces las investigacio-
nes y producciones de ensefianza asistida por ordenado.r, donde el ordenador asume: c?l
mero papel de transmisor de conocimientos. Luego se utilizan otros programas de proposi-
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to general que se aplican a diversos temas (procesadores de texto en clase de lengua, bases
de datos de paises en ciencias sociales...). Por ejemplo, en mateméticas son frecuentes los
programas de simulacién para cuestiones de probabilidad, o los que representan funciones,
o los bancos de datos para ejercicios de estadistica o las hojas de cdlculo para reiterar algo-
ritmos que ya se utilizaban y casi sin mds beneficio sobre el uso anterior que la rapidez en
la ejecucién de los mismos. Pero son muy escasas las aplicaciones donde se busquen con-
diciones genuinas, trabajos imposibles de hacer sin el ordenador, concepciones transversa-
les o modificaciones sustanciales de los contenidos, métodos y secuenciaciones.

En educacién el desarrollo de las aplicaciones del ordenador al aula se realiza muy
lentamente. Mientras que la banca, la industria y el comercio o las comunicaciones no pue-
den desarrollarse hoy sin el uso continuado del ordenador, que es por tanto omnipresente e
imprescindible, pocos son los profesores y los centros que trabajan continuamente con el
auxilio del ordenador y menos los que buscan lineas innovadoras que superen las tradicio-
nales formas de aprendizaje.

Los propios alumnos optan frecuentemente por una postura academicista que les
ofrece mds garantfa en cuanto al éxito en sus resultados. Hemos visto c6mo, ante un pro-
grama de ordenador que resuelve alguna cuestién (por ejemplo, halla los mdximos de una
funcién) no preguntan cémo hacer para que el ordenador dé el resultado, sino c6mo el pro-
grama calcula el procedimiento (primera derivada nula) de resolucién que le han ensefiado
en matematicas.

Creemos que deben buscarse y que es posible encontrar aplicaciones al aula mas
decididas, sin menoscabo de la utilidad de muchas de las aplicaciones citadas. Nos pregun-
tamos si es posible la alteracién de los tiempos y secuencias en la confeccion de los curri-
culos de matematicas o, incluso, plantear nuevas cuestiones que desarrollen capacidades
de un nuevo modo. Por eso desde hace algiin tiempo realizamos experiencias que puedan
confirmar la viabilidad de estos cambios. La que presentamos pretende ir en esta direccién
de experimentacion especifica e intenta desarrollar capacidades a partir de contenidos no
introducidos tradicionalmente en la ensefianza.

2. Una experiencia didactica
2.1. Introduccién

En la linea citada hemos querido crear, mediante un Sistema de Cémputo Algebraico
(CAS), un ejemplo de marco adecuado para el desenvolvimiento de algunos procesos de
representacion grafica, que son de aplicacién multidisciplinar, y que no se pueden abordar
sin el auxilio del ordenador por la complejidad de los medios mateméticos necesarios.

La representacion grafica como lenguaje supone una relacién entre lo representado y
su imagen y de la claridad de esta relacién se deriva su bondad. Las representaciones gré-
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ficas de funciones de una séla variable en el plano son un sistema de representacion de
amplia tradicién que lo refrenda como un buen lenguaje. Sin embargo, construir en tres
dimensiones una representacion gréfica analoga a las que se emplean para las funciones de
dos variables, es decir, realizada en el propio espacio, es poco frecuente: se suele utilizar
bien un dibujo de la superficie en perspectiva situado sobre el plano, bien una familia de
funciones planas obtenidas como secciones, generalmente horizontales, de las superficies.
Otras representaciones estdn mucho menos extendidas. Por tanto, la traduccioén de una fun-
ci6n expresada en lenguaje algebraico a representacion gréifica puede generar, entre otras
expresiones menos frecuentes, la de secciones planas de la superficie y el dibujo de la
misma en perspectiva. Estudiamos estas representaciones y los procesos de traduccién de
una a otra con la ayuda de DERIVE.

Desde el punto de vista algebraico las dos representaciones aludidas nacen de la con-
sideracién de la z como parfmetro o como variable dependiente: en el primer caso se tiene
una familia unipardmetrica de funciones representadas en el plano y en el segundo una
superficie. Mientras que Xy = k se suele leer como una familia de hipérbolas en el plano,
xy = 2 se suele leer como una su perficie.

Ademis, estas representaciones se pueden emancipar de su génesis por una expre-
si6n algebraica. Asf la superficie terrestre de una zona del planeta se representa con curvas
de nivel, o sea, como uni familia de lineas en el plano obtenidas como secciones horizon-
tales de la superficie. De tal manera que la traduccién entre ambas representaciones
adquiere un cardcter mds general y aparece en muchas situaciones de diversas ciencias.

Pero la capacidad de alcanzar satisfactoriamente estos procesos intelectivos, (de lec-
tura y reconstruccién mental de un relieve segin unas curvas de nivel; de obtencion de la
expresion algebraica de una superficie a partir de una familia de curvas planas que son sec-
ciones, paralelas a los planos coordenados, de aquélla; de la obtenci6n de estas familias de
secciones, etc.) es un objetivo que no se persigue tradicionalmente en Jos curriculos.

Por ello hemos realizado esta experiencia did4ctica, que pretende la creacion de
capacidades de lectura de las representaciones gréficas de funciones en el espacio, desgra-
nando los aludidos procesos. Aungue el resultado quiere ser general, surgen también algu-
nas cuestiones concretas de modo natural: se citan superficies alabeadas, cuddricas, fun-
ciones de densidad de dos variables etc.. Pero, insistimos, no se estudian tanto como tales
sino como ejemplos de un proceso mental de representacion en el espacio, de comporta-
miento de las funciones segtin un pardmetro y de representacién plana del espacio median-
te curvas de nivel u otras andlogas.

2.2. Contexto

La actividad se enmarcé en la programacién ordinaria de Tecnologia de la Informa-
ci6n para el Bachillerato de Ciencias de la Naturaleza y de la Salud, es decir, alumnos y
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alumnas de 16 y 17 afios que acaban de terminar la Secundaria Obligatoria y que escogen
un bachillerato cientifico y, en él, la materia optativa citada. :

/L:a mayor parte de estos alumnos tenian una ligera nocién del uso de programas de
propésito general con el ordenador. Pero sus conocimientos matematicos no son muy
altos, caracterizandose por cierta dificultad en la utilizacién de modelos abstractos.

N El curso consta aproximadamente de 130 sesiones de 50 minutos y la programacién
oficial sugiere el empleo de programas matemadticos de ordenador para resolver problemas
del ambito cientifico. Nosotros hemos utilizado DERIVE para desarrollar este topico
durante unas 20 sesiones. De tal manera que los alumnos que van a realizar la experiencia
poseen ya un aceptable conocimiento de la herramienta, utilizan con cierta soltura la repre-
sentacidn de f}lnciones en el plano, el comando Vector y el condicional IF entre otras
menos necesarias para la experiencia que nos ocupa.

Los alumnos y alumnas participantes son los pertenecientes a los dos grupos del cita-
do curso. Aml?os grupos trabajan con el mismo profesor y ya han realizado previamente
algunas experiencias de aula con él. Se disponen en parejas, formadas libremente, en un
aula formada dotada con diez ordenadores Pentium II a 300 Mhz, sin que exista red,

Las hojas de trabajo son el tinico material de que dispone el alumno. Son por' tanto
portadoras de informacién y expresan también el trabajo a realizar, asi como ,demandari
algunas conclusiones, ya con experimentacién complementaria, ya deducidas directamen-
te de las tareas anteriores. Ello permite que el profesor no tenga que hacer exposiciones al
grupo, con lo que su posible influencia en los resultados se reduce.

2.3. Objetivos

a) Crear, mediante un CAS, un ejemplo de marco adecuado para el desenvolvimien-
to de procesos abstractos multidisciplinares que no se abordan en los curriculos usuales
por la complejidad de los medios matematicos necesarios.

.b) Comprobar si es posible desarrollar, en los niveles de educacién con los que se
trabz.qa., la capacidad de transferir la informacién sobre superficies en el espacio expresada
de dl.stlntas maneras de una a otra, tanto de modo intuitivo como mediante la aplicacién de
sencillos algoritmos que realizan en el ordenador los cambios de representacion.

c¢) Valorar el interés de los alumnos y alumnas por estas estrategias de adquisicién
de capacidades mediante el ordenador y evaluar el estimulo que supone el ordenador para
la adquisicién de procesos matemdticos complejos. P

2.4. Contenidos

Los contenidos son un medio. No se desea, por tanto que los alumnos y alumnas
conozcan los comandos del programa que se usan en las hojas de trabajo, aunque es claro
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que ello es necesario. Tampoco que memoricen palabras o expresiones mateméticas. Se
pretenden contenidos de construccién y traducci6n de las formas de representacion en el

espacio que hemos citado.
Los trabajos se han estructurado en cuatro sesiones, cada una para ser desarrollada

en 50 minutos, con los contenidos que se indican a continuacién.

1. Representacion de superficies en tres dimensiones

En esta primera sesion los alumnos y alumnas se introducen en la representacion gré-
fica de superficies mediante algunas de fécil expresién. Muchas de ellas servirdn para las
siguientes hojas de trabajo.

Después de una corta iniciaci6n al espacio se estudian también las ecuaciones de los
planos paralelos a los coordenados. Se representan algunas funciones como
Z = x"2 + 3xy
EA—(1/2)*(xA2/272 + yA2/212)))
SIN(x)*SIN(y)
LNxA2 + y*2)

y otras anélogas y se trabajan algunos comandos de DERIVE: Length y Eye.
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Il. Secciones ortogonales a los ejes

' En la segunda sesién se dibujan las secciones paralelas a los planos coordenados
mediante la funcién MIN de DERIVE las paralelas al plano horizontal y mediante IF log
paralelos a los planos coordenados verticales.

Por ejemplo, un corte horizontal de la funcién SIN(x)*SIN(y) por el plano z=0.3 se
obtiene mediante

MIN(SIN(x)*SIN(y),0.3)
Se puede dibujar solamente el corte mediante
IF(MIN(SIN(x)*SIN(y),0.3)=0.3, 0.3)
Se pueden obtener las secciones por planos paralelos a los coordenados verticales
también mediante IF. Por ejemplo, la seccién de la superficie y*2 — xA2 por el plano x = 2
se puede obtener con

IF(x<2, yA2 — x*2)

y la curva interseccion se visualiza como el borde de la superficie representada.
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Si se desea el corte y s6lo el corte basta sustituir el signo menor por el signo igual en la
expresién anterior, pero esta representacion a veces es confusa.

III. Representacion plana de una seccion

En la tercera sesi6n se encuentran y representan en el plano las secciones halladas en
la sesi6n anterior. Por ejemplo, la interseccién de

z = SQRT(1+x72/3A2 + y*2/2/2)

y el plano

viene dada por

2=SQRT(1+x2/3/2 + yr2/2/2)

IV. Representacion plana de una familia de secciones
En esta sesién se introduce otra forma de representar una superficie: mediante varios

cortes por planos paralelos a alguno de los cartesianos. Para el horizontal se considera la z
como pardmetro y se construye un vector variando z con pasos constantes.
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Asi, por ejemplo, en

z = SIN(x)/x * SIN(y)
se elige como variable para el vector el pardmetro z y se pide que varie desde z = 0.05
hasta z = 0.5 de 0.05 en 0.05. El resultado es el de la figura.

2.5. Desarrollo

La actividad se llevé a cabo segun el disefio realizado. Los alumnos y alumnas traba-
jaron sin grandes problemas y durante las sesiones tomaron notas en sus cuadernos de las
incidencias o de los puntos que le llamaran la atencién. Algunos alumnos pidieron una
clase m4s de repaso al final de las cuatro sesiones y asf se hizo para todos. Otras particula-
ridades del desarrollo se pueden deducir de la evaluacién.

2.6. Evaluacion

Se evalué la adquisicién de las capacidades a partir de la destreza obtenida en el tra-
bajo con los contenidos y de las notas tomadas por los alumnos en sus cuadernos. En cuan-
to a la experiencia en si se evaluaron el disefio, el desarrollo, los medios, y la apreciacién
personal de cada alumno sobre el grado de consecucién de los objetivos.

Las clases se grabaron en video para comprobar el grado de interés de los alumnos y
la marcha en general de las clases.
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Una profesora observé distintas sesiones y tomé notas que pasaron a formar parte de
la evaluacién de la experiencia.

2.6.1. De la adquisicion de capacidades

Para ello se dispuso una prueba tradicional, no muy distinta de las realizadas en
clase: dibujar en el espacio un cono de seccidn eliptica y en el plano una familia de cortes
horizontales al mismo y otra de verticales, contestando a algunas preguntas sobre ellas. El
resultado fue razonablemente bueno, andlogo al de otras pruebas de matematicas. Se cali-
ficaron también los cuadernos de clase.

Los profesores que valoraron este aspecto encontraron, ademds, como positivo que los
alumnos habian perdido el miedo a las expresiones algebraicas complejas, que las representa-
ciones en el plano no presentaban inconvenientes para los alumnos, aunque no ocurria lo
mismo con las representaciones en el espacio, donde algunos tenfan ciertos problemas. Pero el
profesorado admite que, en general, se consigui6 la capacidad de entender cdmo se obtienen y
dibujan las secciones de las superficies y de cémo escribir en el plano los cortes en el espacio.
La profesora que realizé la observacion, que conoce a los alumnos, crey6 ver una respuesta
buena a la actividad por parte de alumnos que no son demasiado brillantes en matematicas.

2.6.2. De los medios

Interesé también estudiar los medios. Realizamos una encuesta a los alumnos sobre:

— El programa de ordenador utilizado.
— Los ordenadores.

— Las hojas de trabajo.

— Otros medios.

Se pidi6 a los alumnos que, en pregunta abierta, aportasen calificativos sobre los dis-
tintos puntos a valorar. El programa de ordenador fue bien valorado, no existiendo comen-
tarios negativos mds que en algin caso en que el ordenador se bloque6 (por un problema
de hard) y otros seis que piensan que la ayuda deberia estar en espafiol. El resto de los
calificativos que se obtuvieron fueron positivos, en conformidad con otras encuestas reali-
zadas en otros cursos. De ellos los de mayor frecuencia fueron:

Bueno, muy bueno (38%) Regular o malo (0%)
Fécil (35%) Dificil (7%)
Util (20%) No iitil para €l (2%)
Interesante (22%) No interesante (0%)
Divertido (12%) Aburrido (0%)
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Un calificativo para nosotros novedoso fue el de til, probablemente debido a que el
conocimiento sobre el programa de estos alumnos es superior al de los alumnos con los
que hemos realizado otras experiencias.

La evaluacién de los ordenadores fue positiva en todos los casos, no arrojando datos
de interés.

En cuanto a las hojas de trabajo la mayor parte de los comentarios son positivos (bue-
nas, féciles y amenas son los adjetivos aplicados a la generalidad de las hojas que son mds
frecuentes). Algunos son antagoénicos: cortas de explicacién (9 alumnos) y, por otro lado,
suficientes (6 alumnos). La profesora que asistié como observadora las valoré positivamente.

Finalmente, los medios materiales son bien valorados por casi todos los alumnos.
Las criticas en este apartado solamente vienen, en uno de los grupos, por la ubicacién de
las horas de clase en el horario del centro, lo que no dependia de nosotros.

2.6.3. De la actividad

El profesor que llevé a cabo la experiencia y la profesora que participé como obser-
vadora encontraron a los alumnos muy interesados en las actividades, aunque al final de
cada sesion algunos daban muestras de cansancio.

Los alumnos calificaron muy positivamente la actividad (55 calificativos positivos y
2 negativos). Creen en su mayorfa que se han logrado los objetivos, aunque el profesor
piensa que es dificil para ellos enjuiciar este aspecto.

En cuanto a sugerencias para otras actividades parecidas, aportan algunas ideas:
muchos piensan que puede aplicar el disefio de las clases a otros materias o a otros temas;
otros sugieren que se hagan con otros programas para contrastarlos, y muchos opinan que
debe darse mds tiempo para poder profundizar en lo estudiado. También sugieren una
sesion final de sintesis con problemas nuevos sin resolver.

Tanto algunos alumnos como la profesora que ha llevado a cabo la observacién opi-
nan que deberia de expandirse el tema con aplicaciones a las clases usuales de matemdticas
de los alumnos. Un alumno considera que no deben hacerse experiencias de este tipo pues
las matemiticas deben hacerse de modo tradicional, con 14piz y papel y una alumna piensa
que deberfan realizarse los algoritmos que se han empleado también de modo tradicional.

3. Conclusiones
La experiencia ha resultado positiva. Ha sido muy bien valorada en cuanto a medios

y disefio y aceptablemente en cuanto a la adquisicién de conceptos, admitiéndose, por
tanto, el logro de los dos primeros objetivos. Las motivaciones de los alumnos para el tra-
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bajo fueron altas y se plasmaron en una buena forma de trabajar, aunque el logro de este
tercer objetivo suele ser constante en todas las experiencias que utilizan el ordenador.

Se han detectado, en unos pocos alumnos, dificultades en entender lo que debe de
hacer el ordenador y si lo tiene que hacer en el plano o en el espacio.

Las repeticiones deberfan abarcar a conceptos de otras dreas del conocimiento,
aumentar el tiempo y llevar una hoja final de recapitulacién que ademds permitiese la cre-
acién y solucién de otros interrogantes de modo mas abierto.

Los profesores insisten en que no €s objetivo de la experiencia la adquisicién de con-
tenidos mateméticos por los alumnos sino mostrar la viabilidad de la misma y el compro-
bar razonablemente el logro de adquisicién de capacidades. Si se desea que los alumnos
adquieran contenidos matemdticos (o de otra 4rea) hay que continuar las hojas con otras
concretas en la clase de mateméticas (o del drea en cuestion), que aprovechen las destrezas
y conceptos adquiridos. Creen que el objetivo de trabajar en el tema elegido en los niveles
en los que se ha hecho no es posible sin la ayuda del ordenador.
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Cambios curriculares en la ensefianza
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haciendo uso de calculadoras graficas
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Resumen

Matrices, determinants and lineal systems of equations are the most traditional con-
tents in the teaching of Algebra in Bachillerato (high-school) level. Nowadays, the tea-
ching of these contents is based on algorithms related to matrix operations to solve lineal
systems of ‘equations. By using graphics wi th CAS we can go beyond the mere explanation
of algorithms and focus on problems applied to real life situations. We are not trying to
change the contents but the methodology 10 make the teaching and learning processes

more efficient.

1. Introduccion

Este articulo recoge la presentacion que hice en el congreso IM ACS-ACA 99, cele-
brado en El Escorial del 24 al 27 de Junio de 1999, en é1 se pretende hacer una reflexion
sobre posibles cambios curriculares en la ensefianza del Algebraen Bachillerato y se inclu-
ye una propuesta metodoldgica haciendo uso de las calculadoras gréficas.

No se trata de eliminar contenidos pero si de plantearnos si algunos de los contenidos
en los que tanto insistimos tendrfan cabida en unos procesos de ensefianza que se abordan
teniendo en cuenta la existencia de estas nuevas tecnologfas. Mediante la utilizacién de
calculadoras graficas se pueden desarrollar ampliamente todos los objetivos que, pard el
bloque de Algebra de Bachillerato, propone la LOGSE.

En cuanto a los cambios metodolégicos son bastante elocuentes si el lector analiza el
desarrollo de los ejemplos que figuran en el presente articulo.

El mismo consta de 10s siguientes apartados:

32

- Contenidos curriculares

- Matrices y determinantes

- Sistemas de ecuaciones lineales
- Propuesta metodoldgica

- Bibliografia.

2. Contenidos curriculares

Los contenidos de las Matemaéticas de 2° curso de Bachillerato LOGSE son:

;. :lg,epr.a: M:jltri.ces, Determinantes y Sistemas de ecuaciones
. Andlisis: Limites, Derivadas e Integrales. N

3. Geometria:
trfa: Rectas y planos, Lugares geométricos y Cuerpos y superficies

en la materia de Matemadticas IT mi
: mientras que los conteni i ati
I Aplicadas a las Ciencias Sociales son: ! fenidos en [ materia de Matemdticas

1. A’ 1geb1'a. IVIat]lCeS, Dete]“ll]la]lles, S]Slell[as (le ecuaciones y F]() ramacion l[] ca
.
2 ,1. . I s E . i I l 0
g

3. Estadistica y Probabilidad: Probabilidad, Muestreo y Constraste de hipdtesis

Vemos que el A i
o mc;terias lgebralconstltuye' uno de los tres bloques en que se divide el currfculo
R ty que los contenidos estudiados son, fundamentalmente, matric
minane }; StIS eimas, ocupando aproximadamente un trimestre del curso es,colar >
rte i i .
oo O;;) jeti\,loo; Tonter(li%dods de dicho bloque estin organizados de tal manera que
el estudio de las matrice i
; s y los determin ilizaci
st e le antes es par 5
herramientas para la resolucién de sistemas de ecuaciones A

3. Matrices y Determinantes

Los objetivos que el curri
i < {cul s .
siguiontes. culo LOGSE fija para el estudio de las matrices son los

1. Repre J

. sentar i

oo epresents ; n;ter;.)retar una tabla de niimeros como una matriz, identificand

o con ls e la misma, asi como los tipos de matrices mds carac,tert’stic ’
ar el rango de una matriz por el método de Gauss >

3- 1”16’ I ry y l matri p

p eta maneja as

@

" ) es y Sus plopledades en ’Oble”las exllal/dOS de
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4. Utilizar el lenguaje matricial y las operaciones con matrices como instrumento
para representar datos, relaciones y ecuaciones y, en general, para resolver situaciones

diversas.

Observamos (ue, normalmente, concedemos mds importancia a algunos de ellos en
detrimento de otros pues los problemas tipicos que se estudian actualmente en el apartado
de las matrices se basan fundamentalmente en lograr los dos primeros objetivos olvidando
los dos ultimos. De esta manera los contenidos se centran en operaciones con matrices:
suma, resta , multiplicacion, transpuesta, inversa, potencia, asi como realizar operaciones
del tipo a'—3 a+ 5 siendo "o una matriz.

Son ejercicios en los que las operaciones son faciles pero que requieren muchisimo
tiempo por la enorme cantidad de datos con los que se trabaja ademds de que, en mi opi-
nién, no aportan a los alumnos ningiin conocimiento matemdtico al ser la ejecucion inme-
diata de meros algoritmos que ya conocen. Se trata también de ejercicios en los que el pro-
fesor suele poner datos para que los problemas "salgan” y por tanio no son adecuados a los
datos o niimeros que aparecen en la vida real.

Veamos con unos ejemplos c6mo se resolverfan una serie de ejercicios del tipo que
estamos comentando mediante la utilizacion de la calculadora gréfica, modelo TI-89 de la

casa Texas Instruments.

Ejemplo 1:

Dada la matriz siguiente:

-1 2 0
0 2 -2

Se pide:

1°. Calcular su cuadrado.
70 Calcular 2> 3 a+ 3.
3°, Calcular su inversa.

Solucion:

Introducimos la matriz en el editor déndole el nombre de "a" y 2 continuacion, al pul-
sar "a", aparece la misma matriz en la pantalla: figuras 1, 2,3y4
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rﬁ{ APPLICATIONS = e
T
=y iLor Type: i
Iilind . Matrix ¥
36 r{g Tﬁu Editor Folder: Main 3
StTable variable:  fa ]
1 : Current, Row dimension: [3___|
2:0pen. .. gi t.orl\ or : ol dimension: BL_]
i CERTER >
MAIN RAD AT FUNC [T TN RAD ADTD  FONC
Flg. 1 Fig.Z
Fi=| Fi~ - -
o bt toeacareloiner]rr smacrammue] |
X.
cl c2 c3
"
= :
i B Y U 12 @
4 "a -3 4 0
F3c3=2 : . - B2 %
RN i
RAD AITH FONC | KD ADTH FONC 1756
Fig.3 Fig.4

- I(;a (%zlculadora reconoce a partir de ahora la variable "a" como la matriz que hemos
ro. ucido. Pulsando a? ENTER nos devuelve inmediatamente el cuadrado de dicha
matriz, resolviendo, de esta forma, el primer apartado: figura 5

Fi=| F2~ v v
I‘h-o‘IJnlmrultros'lc[ﬂmerlrr’-!?nlnlcnrfn'lltl
=3 5 4 0

| @ -2 -2
(-9 &6 0]
2
g 15 6 0
[ 10 -4 4]
MAIN RAD AUTH FUNC Z730
Fig.5

Lo mismo ocurre con los otros dos apartados que se piden: figuras 6y 7
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e
- - - vl Fl» F& FG~
(5 aTefnr5ov ol Care|ntharlrr Smiafcran ) I‘l’stlslnTSth-hrdlc?'IC|llthtrErsmlﬂl(hdn us]
. aZ 15 6 0| |[ma>-3-a+5 la -13 0
10 -4 4 19 2 3
-13 0 0] 2.3 -1/3 O
wad-3.2+45 |0 13 o|| |ma’l 56 -1/6 0
18 2 3 -5/6 1/6 - 172
MAlN RAD aAUTO FUNC 3730 MAIN KAD AUTD FUNC W30
Fig.6 Fig.7
Ejemplo 2:

Dadas las matrices ay b:

12 0 1 4 -6
a=|-5 4 0| b=|2 4 7
0 2 -2 01 2

Se pide:

1. Calcular su suma.
2. Calcular a* —2b%

Solucion:

Introducimos la matriz b: Figura 8.

1

2

3

4

r3ci= -
1AM RAD AUTO FIINC

Fig. 8
36

y obtenemos los resultados solicitados tecleando las operaciones indicadas : figuras 9y 10.

Fir] Fir TF3«] Fy~ | F§ Féiv ' Fiv| F2» JF3« {‘4- FE Fi=
Toolsji13ebra|Calciither |FrImiDiCican lip Tools|hTdebralCalciBther [FrImiOjClean U

[e -1 0]
wat-2.p3

8 11 -6 -203 -516 1098
“a+tb [-3 8 -7 83 -342 714
8 -1 0] l-18 -58 136 |

. ,
MAIN RAD AUTD FUNC 1730 MAIN RAD AUTD FUNC 2730

Fig.9 Fig.10

En lo que se refiere al apartado dedicado a los determinantes la situacién es similar
pero con el agravante de que parece ser muy importante saber desarrollar un determinante
inmenso por sus adjuntos o haciendo uso de sus propiedades cuando con la calculadora lo
tendrfamos resuelto en un momento:

Ejemplo 3:

Calcular el determinante de la matriz siguiente:

-1 36 9 2

5 558 2
C=|-3 6 9 7 -7
5410 2

-6 5 2 3 3

Solucién:

Introducimos la matriz en el editor ddndole el nombre "c" y la presentamos en la pan-
talla de la calculadora pulsando c: figuras 11y 12.
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N
T Fhr
T ascor oo ommarlersnlcriam ] )
-1 3 6 9 2
5 -5 5 8 2
L 36 97 7
5 4 1 8 2
< 5 2 3 -3
_;33_5:_-3 T N RAD AUTO FUNC muJ
|
Fig.11 Fig.12

En el menud de Matematicas, Math, elegimos la orden det del ment correspondiente a
las matrices y pulsamos det(c): figuras 13 y 14.

]
- e Far] Fiv | FS FG~
[TE&‘l:la‘l;ezbrqlcqtclnthergrmlnlﬂem url I

5 5 5 8 2

.c 36 97 7
5 4 1 @ 2
- 5 2 3 3

s detlc) 6138

MAIN KD AUTD FINC 2/ 30

Fig.14

Obtenemos el valor del determinante de manera inst&mlﬁpca. o
Ya no es necesario utilizar las propiedades de los dcl:farmmame_s para rc-:solivc.s ;.s.t?s. d.e
forma ficil y rapida. Creo que deberfamos plantearnos si las p{'nplcf}adeh Fle o.s! cl.tr.;;;:_
nantes siguen teniendo tanta importancia como han tenido tradicionalmente en el cu
ahora 2° Bachillerato). B
lo deﬁ?i)i(nﬁz zs que las nueva)s tecnologias que implt?mentan las calculaf’loms gm.!'f‘z.li
actuales nos deberfan liberar de la enorme cantidad de tiempo que supone la mtl:ra ejcara
cién de algoritmos y, de esa manera, ganar 'giemp(’) para abordar [‘)riof)l‘err?a‘s realesy p
poder profundizar en los conceptos y no quedarse {inicamente en If:s‘l-'m .nm.\.l N
Con el uso de calculadoras gréficas se puede, con ’la mayor #‘zlcﬁidad, ‘hd(',g.l 1‘1.&0_ d'L m
gran riqueza que supone la aplicacién del czi101]ltm mamqal a Sllllﬂ(‘)lont‘: dE.l.x vi :1[- ?aOl'l[b 1::1 A
y a campos tan diversos como la Biologfa, Eisnca, Ingenieria, Sucxol'ng I:l, 1e(‘nln: de, teorta
de grafos, Movimientos en el plano, Tratamiento de datos, E(.?(}!HO]‘I‘IIEI., mgm;_]e. pr _ies
macién, Informética, ...y, por supueslo, también a la resolucion de sistemas ¢e ecuaciones.
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4. Sistemas de ecuaciones lineales

En el tema de Sistemas de ecuaciones lineales, lo mds caracteristico es que los profe-
sores enfoquemos todo nuestro esfuerzo en que los alumnos sepan resolver sistema depen-
dientes de un pardmetro (porque serd el que le caiga en el examen de Selectividad) cuando
en realidad éste no es mds que uno de los cuatro objetivos que figuran en los materiales
didécticos del MEC relativos a este tema:

1. Transcribir situaciones reales como sistemas de ecuaciones lineales y resolverlas,
cuando sea posible.

2. Aplicar el Teorema de Rouché- Frobenius al estudio de sistemas de ecuaciones
lineales(o utilizar las matrices para estudiar y resolver sistemas en Matemdticas Il aplica-
das a CC.SS.).

3. Conocer y utilizar diversos métodos de resolucion de sistema: Gauss, Cramery
método de la matriz inversa ( o aplicar el método de Gauss en Matemdticas 1l aplicadas a
CC.SS.).

4. Estudiar y resolver sistemas dependientes de un pardmetro.

La realizacién de las operaciones inherentes a este tipo de ejercicios no permite que
los alumnos puedan reflexionar sobre el significado de lo que representa un sistema de
ecuaciones lineales ocurriendo de esta forma que cuando, mds adelante, estudian en Geo-
metria posiciones de planos y rectas no lo relacionan con lo estudiado en el bloque de
Algebra.

Con la calculadora gréfica podemos resolver sistemas de ecuaciones y ademds dispo-
nemos de varios métodos para resolverlos. Vamos a ver algunos ejemplos en los que resol-
veremos los sistemas propuestos haciendo uso de la orden rref por considerar que es €l
método mas eficaz. La funcién rref manipula la matriz ampliada del sistema mediante
combinaciones lineales de sus filas hasta obtener un sistema equivalente al dado, las solu-
ciones se ven sin mas que interpretar los resultados. Vedmoslo:

Ejemplo 4:

Resolver el sistema:

x+2y+3z=8

2x+y+32=7

3x+2ytz=6
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Solucién:

Introducimos la matriz ampliada a la que llamamos "d": figuras 15y 16.

NEW

TYpe: Matrix >

Folder: main < L £

e — QR A

Row dimension:[5___| 2 5 *i’

Col dimension: [@__| i

: ‘ r3cd=6 : :
MilN RAD RUTD FUNC Ml RAD AUTD FUNC
b |
Fig.15 Fig.16

Y con la orden rref obtenemos el sistema equivalente: figuras 17 y 18.

Ox + ly + 0z =32

lx+0y+0z=l/2}
0x + 0y + {z=3/2

=y
e L] || [t St
ud lz 1 37
3 2 1 6]
2 3 B 1 86 0 172
iSimu 1 37 ® prref(d) 0 1 0 32
?:éﬁzﬂﬁa"‘z“ 2 1 6 6 0 1 32
ldiagl —
FONC 1730 | |MAIN RAD AUTH FUNG 2030
Fig.17 Fig.18
es decir, la solucidn es:
x=1/2
y=3/2
z=3/2
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Ejemplo 5:

Resolver el sistema:

Solucion:

2x+y—-2=0

x-l-y-l-3z=5}

Introducimos la matriz ampliada "f" en el editor de matrices: figuras 19 y 20.

1
Tvpe: Matrix FT
Folder: main 3 = 2 c3 c4
Variable: 1 1 3 5
Kow dimension: 2| 2 ] -1
Col dimension: [1__| 3
4
2cd=
MAIN RAD AUTO FUMC rl“'ﬁl-&q 0 RAD AUTD FUNC
Fig.19 Fig.20

Al aplicar la orden rref(f) obtenemos el sistema equivalente: figuras 21 y 22.

lx+0y—4z=—5}

Ox+1+7z=10
Fi= - » - - - -
I: MATH ET:dsn s iTsé‘lsin'Igizhrnicrlualcillnl'er]l’rﬁmnc!crusn lb] l
1‘r: Number F
2idet ¢
3ipef( "f ; : 3_1 Z
fsimu 1 3 - 5
63 1dent1t?< 5] 8 rref(f) [1 O 4
ra augmen 1 -1 O g 1 7 10
Bldiag( :
MRIN RAD AUTO FUNC 1730 MnIN WRD AOTO FONC 2050
Fig.2] Fig.22
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es decir, tenemos:

Sistema compatible indeterminado cuyas soluciones habremos de obtener a partir del
resultado anterior. En efecto, haciendo z =1 tenemos, la solucién del sistema:

Ejemplo 6:

Resolver el sistema:

Solucion:

Introduciendo la matriz ampliada "g" y aplicando la orden rref:

e ————————]
Fi~ w [F3+[ Fuv | F Fav
IToo‘lsin?gezbrulca‘lclllfhtri?rssnlacunn llrl

x—4z=—5}
y+7z=10

z=-5+4\
AeR;iy=10-TA
z=M\

x+y+z=1
2x+y+z=2
X—-y-z=-2

Ox+1y+1z=0

lx+0y+Oz=0}
0x+0y+0z=1

vemos que es un sistema incompatible. Es importante que los alumnos realicen la inter-
pretacién del resultado que aparece en la tercera fila.

Si disponemos de una calculadora gréfica con célculo simbélico podemos resolver
sistemas dependientes de un pardmetro:

Estudiar y resolver el siguiente sistema:

kx+2y+6z=0
2x+ky+4z=2
2x+ky+4z=k-2

segin los valores del pardmetro k.

Introducimos la matriz ampliada y le llamamos "a": figuras 24 y 25.

MEW
Tvews HMatrix ¥
Foldey: main 3

Row dimension: [3____|
Col dimension: [§ |

LEnter=OK

ug tz 1 1 2
1 -1 -1 -2]
1 8 8 0
® rpref(g) n 110
0 @ 0 1]
MAIN oAb AUTH FIINC 2030
Fig. 23

obtenemos el sistema equivalente:
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Fig.25

e introducimos los datos de la matriz ampliada: figuras 26 y 27.
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h 2

[ — Es decir, llegariamos a una situacién similar a la obtenida en el ejercicio 6.

'rmrﬁfrﬁﬁ—mm Por tanto el sistema es compatible para k # — 2. Se trata de analizar cudndo es com-
Foats|atiebralCalcifin® patible determinado y cuéndo es compatible indeterminado.

Introducimos la matriz de los coeficientes y calculamos su determinante: figuras 31y

k 2 6 O 32.
% aa 2 k 4 2
4 | | 2 k 6 k-2 |T§§¥s]m§f§rcln§u3ﬁ:|ufl'n'lr[rr';fmn cle';r:u'nvr Toa a1 cbr aleate|tharPr Smid|CTaan o
4=k-2 B il FUNC 1730 k-4
Eﬁﬁ moaTe  fNe | ‘ﬂ'" R Al 8 8 1 —5— —
Fig.26 Fig.27 k 2 6]
' ne 2 k 411 lacnlve(det(c) =0, k
Como hemos visto en los ejemplos anteriores, con la orden rref obtenemos las solu- 2 k 6 (det(c) k =2 )ur- ks -2
) : e soduwecdetioc =0,k
ciones directamente: figuras 28 y 29. ‘ MATN RAD AUTD FUNC 330 N RAD AUTO FINC 1730
|#—_——_—_——.—_- | . .
- [ Fig.31 Fig.32
: = (Tl el oo sminfcian ] ) g ’
e e LB o (] ]| [hsidmbdinacoicitierprgicisn b
2 1 00 k+2 El determinante es cero para los valores -2 y 2.
? p y
-2(k~6) Para k =2 ya estd hecho el andlisis. Veamos qué ocurre para k = 2: figura 33.
018 —}%7 |
k=% Fiv) F2v |Fa<| Fi~] FE | Fév
g o 1 = Iroaislnmbrnlcuiclntmr'rrsmnlcuun ur' |
RAD AUTD FUNC z/30
TARIN RAD AUTE FURNC gl S .
23k 2
Fig.28 Fig.29 110 3
8 rref(a) ¢ o1 -1
Vemos inmediatamente que para k = -2 el sistema es ?cm;patllblc(‘mamos' figura 30 0 0 6 0
iones para k = -2, obtendr : : lFrit 50|
Ademds, si tratdramos de calcular las soluciones para 5 € 2 T m— =

| | [ [ [ [ l ] Fig.33
- - Fi+

T'o-t{! M;ez;rd gd?rlc Il‘trll:u' rrgs;alll Clean Up)
P2k o Sistema compatible indeterminado cuyas soluciones se obtienen a partir del resulta-

1o do que nos muestra la pantalla en la primera y segunda fila de la matriz resultante:
s rref(a) P 0 10

o0 1l Xty T ;

Z=-—
MAIN RAD ADTH FUNC 2730
es decir:
Fig.30
45
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x=3-1
y=1
z=-1

El estudio, por tanto queda de este modo:

k = -2 = Sistemna incompatible. '
k =2 = Sistema compatible indeterminado '
k#—2yk#2= Sistema compatible determinado.

Si lo resolvemos para cualquier valor distinto de — 2 y 2, por ejemplo para k =35: figu-

ra 34.
l‘I ‘[I‘["[rsvrl
Tii"ls ll'lng;rd 5'3‘; {rl::r Pr';i\ln Clean Up
5
m5ak
1 0 @8 -5/7
a pref(a) @ 1 6 27
@ g 1 172
MAIN EAD AUTA FUNC z.m_J
Fig.34
Vemos que la solucion es:
x=-5/7
y=2/1
=1/2

jercici yde ista geométrico y pode-
Qerfa interesante analizar esle €Jerciclo desde el punto de vista geom yp
mos hacerlo al habernos ahorrado tiempo L\‘Llll?.ﬂ]}dn la ca!cu]ad&iral:epmsemm S
" Teni a que las iones del sistema propuesto sents ;
Teniendo en cuenta que las ecuact ! to s
i i udiar las posibles posiciones que adoptan :
; 5 € ;pacio, se pide estudiar las posi
mente 3 planos en el espacio, : sibles posicio o,
los valores del pardmetro kK y, en ¢aso de que existan infersecciones, calcularl
Segtin el estudio realizado podemos concluir:

a4nos no se cortan,

=- Sistema incompatible. Los pl ) ‘
P i i 1ado. Los planos se cortan seguil la recta:

k = 2 = Sistema compatible indetermir
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X+y=3}
z=-1

k # -2y k # 2 = Sistema compatible determinado. Los planos se cortan en un punto que
serd distinto segin los valores que tenga el pardmetro k, por ejemplo para k = 5 se trata del
punto: (=5/7, 2/7, 1/2).

5. Propuestas metodolégicas

Veamos a continuacién algunas propuestas metodolégicas para el bloque de Algebra
haciendo uso de calculadoras graficas:

1. Matrices:

* Trabajar con ldpiz y papel matrices de dimensiones pequefias y con calculadora las
matrices de dimensiones grandes.

* Cuando se trate de nimeros grandes o dificiles de manejar (como suele suceder
cuando los problemas se extraen de contextos reales) trabajar con la calculadora.

*» Resaltar la importancia de la notacidn (a;;) para aplicaciones a hojas de célculo y
bases de datos.

* En operaciones con matrices: trabajar con ldpiz y papel matrices de dimensiones
pequefias (2 X 2, 2 X 3,etc.) y pasar a la calculadora para dimensiones mayores.

* Obtener el rango de una matriz por el método de Gauss para matrices de dimensio-
nes pequefias, utilizando la calculadora para matrices de dimensiones més elevadas.

« Insistir en la interpretacion de los resultados que nos proporciona la calculadora.

* Aplicar el célculo matricial a problemas de la vida real y a problemas relacionados
con otras 4reas; Fisica, Quimica, Economia,...

* Hacer algunos problemas de investigacién o hacer que ellos mismos descubran pro-
piedades de las operaciones con las matrices.

2. Determinantes:

¢ Calcular el determinante de matrices cuadradas de dimensiones pequefias con 14piz
y papel, por ejemplo hasta 3x3. Resolver determinantes de érdenes mayores con calcula-
dora.

* Hacer algunos problemas de investigacién o hacer que ellos mismos descubran pro-
piedades de los determinantes y su interpretacién geométrica.
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3. Sistemas de ecuaciones:
« Significado que tiene tanto el planteamiento cOMO la solucién de todo tipo de siste-
mas de ecuaciones.
« Resolucién de sistemas d
que sean sistemas de fécil y agil solucion con ldpiz y papel.
« Estimar los resultados e interpretar 10s mismos.

 Interpretar geométricamente el planteamiento de un sistema asi como los resulta-

dos de su estudio y soluciones.
« Hacer aplicaciones a problemas con contexto sacados de 1a vida real y/o aplicacio-

nes a otras dreas que estudian los alumnos.

e ecuaciones: aplicar basicamente la calculadora a DO ser
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Si continuamos la lectura del Disefio Curricular entre sus objetivos encontramos
"reconocer el papel de los recursos en el propio aprendizaje".

En este sentido, encontramos el papel de la calculadora como un recurso mds, ya que
aparece en los medios laborales o domésticos como una simple herramienta de cdlculo
(que a veces, pero no siempre, puede sustituir al "papel y al lapiz"), debe considerarse
como un recurso a través del cual es posible enunciar problemas significativos para el pro-
pio aprendizaje.

Si tomamos como referencia la calculadora en el drea de matematicas, plantearemos
unas breves reflexiones sobre su utilizacion en el aula.

Si su utilidad y posibilidades estan reconocidas, no sélo en el Disefio Curricular, sino
cuando trabajamos con un grupo de profesores en las actividades de formaci6n, jPor qué
tantos inconvenientes para su empleo en el aula?

En primer lugar, consideramos que el trabajo ya iniciado con la formacién del profe-
sorado debe continuar para animar a su uso, mostrando a través de ejemplos y experiencias
didé4cticas las ventajas que ofrecen.

Tras estos primeros 4nimos y superada la fase de confianza que el profesor requiere,
un material adecuado le permitird dar los primeros pasos en el aula, para afrontar, a conti-
nuacién, con ejemplos propios, adecuados a su grupo de alumnos, ciertos conceptos y pro-
cedimientos para desarrollar una actitud favorable que reconozca su utilidad.

No debemos olvidar la necesidad del reconocimiento oficial, ya que no en todas las
comunidades, ni siquiera en todas las provincias de una misma comunidad, se puede ase-
gurar su utilizaci6n en las pruebas de aptitud para el acceso a la universidad, y en algunos
casos, no queda claro qué tipo de calculadora se permite y cudl no.

La utilizacién de la calculadora en los niveles no universitarios, ademds de entender-
se como preparacion para su utilizacién en estudios posteriores para aquellos alumnos que
la requieran, se debe enfocar como formaci6n bdsica para todos los alumnos.

Trabajar con la calculadora en el aula aporta, entre otras, las ventajas siguientes:

Dedicar mayor atencién a las estrategias que a los célculos.

_ Facilitar el acceso a determinados conceptos.

Permitir la experimentacién y exploraci6n a través de métodos de ensayo y error.
Utilizar estimaciones y aproximaciones.

_ Eliminar célculos repetitivos o complicados.

— Abordar problemas con datos maés reales.

— Realizar simulaciones.

— Apoyar los conceptos con las graficas.

La realizacién de actividades con calculadora supondrd cambiar la metodologia de
trabajo en el aula para modificar determinados conceptos, procedimientos y actitudes tra-

dicionales.
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La calculadora supondr4, en cuanto a los
* Conceptos:

— Incidir mas en las ideas.

— Introducir conceptos a través de las graficas.
— Estimar y aproximar.

— Simular y experimentar.

— Deducir propiedades y relaciones.

— Investigar y relacionar conceptos.

e Procedimientos:

~ Resolver problemas de forma numérica y algebraica.
— Efectuar célculos complicados y repetitivos.

— Visualizar conceptos.

— Estimular la intuicion.

— Manipular mayor cantidad de datos.

» Actitudes:

— Valoracién critica de la tecnologia utilizada.

Cambio en la forma de trabajo.

Autonomia para comprobar y modificar el resultado.
Mayor iniciativa personal.

— Realizacién de actividades en grupo.

‘ También, permite distintas formas de actuacién que favorecerdn la atencion en un

mismo grupo de alumnos, a aquellos con dificultades y diferencias en cuanto a intereses

. .y . . ’
motivacién, actitudes o ritmos de aprendizaje.

Adema's, la adecuada seleccion de actividades con distintos planteamientos permitird
plan.te.ar actividades abiertas con més de una via para su resolucién, con distintos grados
de dificultad y de investigacion.

El s'entldo de este trabajo no es ofrecer una exposicion de las actividades que se pue-
den realizar con la calculadora, tan s6lo nos conformamos con mostrar como se puede
abordar una actividad con procedimientos diferentes.

Que procedimiento utilizar en cada momento depender4 del nivel educativo en el que
se realice la actividad y de los conceptos que se deseen trabajar.

Por ejemplo, la actividad que planteamos trata de obtener un méximo de una funcién

. . . ’
que podremos resolver sin acudir al concepto de derivada, no conocido por los alumnos de
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ESO, aunque con ayuda de la calculadora podemos trabajar y estudiar su gréfica para obte-

ner el valor buscado.

Actividad

Disponemos de 20 metros de alambre para vallar un terreno rectangular. Determinar
las longitudes de los lados para que el recinto resulte de drea mdxima.

Proponemos tres formas diferentes de resolver un problema de maximos y minimos

utilizando la calculadora gréifica.
Estos tres métodos los podemos denominar: gréfico, analitico y geométrico.

Primer método: grafico

La condicién propuesta en el enunciado que relaciona las medidas del recinto rectan-

gular es:
2x+2y=20 x +y=10

Mientras que la funcién que debemos estudiar a través de la representacion grafica es
la correspondiente al drea del recinto:

A =xy A=x(10-x)

Utilizando la calculadora gréfica representamos la funcién y = x (10-x).

i
vl GO =x# {1 0]
1RIN RAD ALTO FOHC

Después de ajustar la ventana de representacion, obtendremos la gréfica de la funcién
mostrada en la figura siguiente:
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Tov Y F*
- {— Zoon|Trace ReBraph Hath Drau v f?

| FAI b AOTN TUNE

A continuacién, podemos buscar el méximo estudiando la tabla de valores de la fun-
cién

5

ot (npt O | [N P

b
Il
=

g

EAD AUTO FUNC

o con ayuda de las funciones disponibles en la calculadora gréfica, que observamos en el
siguiente menu:

1 Fiv
!-"‘-5- Zoom

T2 1. " W e
Trace Relarraph l15t h m

lelUslus
H

43
tIntersection
-IJ r‘w t.wesb

nr ect1on
istance
aggen

C Shade

|IV[£ OF USE €314 + [ENTERI=0K AND (ESCIZCANCEL

Seleccionamos la funcién Maximum para determinar que el valor x =5 hace méxi-
mo el drea del recinto, como podemos comprobar en las figuras siguientes:
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Por tanto, para x = 5 e y = 5, obtenemos el drea mayor que corresponde a un recinto

cuadrado.

Segundo método: analitico

Seré4 necesario emplear una calculadora que permita la realizaci6n de calculos simbo-
licos, para aplicar directamente la condicién que debe cumplir un valor x0 punto para ser

un méximo relativo de una funcién f(x)
" (%0)=0 7 (x0) <0
Definimos la funcién f(x) = x (10-x) y calculamos los valores que anulan a la deriva-

da primera

F%T Fir Tn T v T__'r? T’_—"’jrs
vii-— ﬂlgﬁehr-a Cafu Other|Pranl0|Clear a—Z.

—'—'—v—-—'——_'j

1 (res _I1Ih~p tiate
24gl
3l im:t(
Sul
< Product
F

:

i rc.lie?g
5: faulo

lna Piu
By (10 - %) 2§ Binln Done

w10 — x) > f{x) Done|
0 i7 | PE NRUSE €214 ¢ [EATERI=01C AND (ESCI=CONCEL
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Utilizando el comando solve obtenemos que x = 5 es un posible extremo de la fun-
cién. Por lo que sélo nos queda comprobar el signo de la segunda derivada para este valor.

De nuevo utilizando el comando d( ,calcularemos la derivada de f’, que también
podemos hallar directamente utilizando la expresion:

d(f(x), x, 2)
Para obtener directamente el valor para x = 5 escribiremos:
d(f(x), x,2)1x=5

y obtendremos que £’(5) = -2 que es menor que cero, por lo que x=5 es el maximo de la
funcién.

’-};EEI 15;&*&\ |E221'c |thl:;r' |F'r~rgsnlo|01 eafEli a-—z..,]

Byx-(10 - x)+ £ Dohe|

s (r0) > P10 Done

®solve(fi(x)=0,x) X = 5
=2

X
me RAD_AUTD FUNE 4730
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Tercer método: geométrico

En la calculadora TI-92 disponemos del programa Cabri Géomeétre para trabajar la
geometria en el plano de manera sencilla, por lo que podemos disefiar una construccion
que permita visualizar, para el enunciado del problema propuesto, la variacion del terreno
y la funcién correspondiente al drea.

A partir de unos ejes de coordenadas ajustamos las unidades para representar un seg-
mento de una longitud que llamamos 1. Sobre €l, dibujamos un punto y trazamos un rec-
tangulo cuyos lados correspondan a los segmentos X y 1 - x.

1 F2 W B & TR (T
vkv v v v-:"'-l:"“v .‘vw‘—- =
= . by T T
3 o - — 1——"-_,--"1 ——————
+ - I B
/,/.""_ /( | N
1 | N
[ 1 \
[ 1 5
; R
0, v s )
1 Le=yr L -4
; 3 N ‘
. s
Al TEG HITH FINE FIATH BEG AT FUHL

Antes de continuar, ocultamos los elementos que no sean necesarios, dejando sélo los
ejes y el rectdngulo que representa al recinto que se desea vallar.

A vz v3 v" vs':“ vs‘.:r"‘" 72.1 ,Ia
™
&4
2 s
A B
; %
N EG AUT Full

El siguiente paso consistird en medir el lado AB y el érea del rectdngulo.

Y 1 g i L Ll | | i TR [P AR
[9 ¥ n T
——ll—-—-«MP——*- —————— e e e e o ———
I
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1
|
2
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. 1.316m % £ 1.31ch %
|
|
RN BES AUTH FUAE (FAIN R FINE
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Una vez dibujado el rectdngulo, llevaremos la medida del segmento x y la medida del
4rea a los ejes de coordenadas para representar la funcion que relaciona la longitud del
segmento con el drea del terreno.

Realizamos la transferencia de medidas a los ejes para obtener el punto P cuyas coor-
denadas corresponden a la distancia AB y al drea del recinto.

A continuacién, utilizando la herramienta Lugar geométrico dibujaremos la curva
descrita por el punto P cuando la longitud del segmento AB, y por tanto del drea, van cam-
biando.

—
E 4] e icular !

-—---———*P iRecta arm?a e e === — e ————
: 3_0 edio i
: : e 1at.r~iz |

tBisectriz . 2.49cm?
! tMacro Copstruccidn b !
: i5una de Uectores ]
i 1 1
A B

i) 2 1.31cm 5
1 i
1 |

[RLI] Ta AL TINE

Aprovechando las posibilidades de iteracién que el programa permite, podemos
mover el punto B por el segmento para comprobar la variacién del recinto y que forma
toma cuando el punto P se acerca al maximo de la funcién.

ESTE PUNTD

AN UEG AUTE FUNC

Ademds, podemos aumentar la precisién de los célculos, aunque no lo creemos nece-
sarjo, pulsando la tecla + una vez seleccionada cualquiera de las medidas existentes en la
construccion.
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P DEG AUTD FUNE

Para comprobar que el drea mayor se obtiene cuando la figura es un cuadrado, basta-
r4 con la propia observacion, aunque también podemos optar por medir el otro lado del
rectingulo y comprobar la igualdad de lados cuando el punto P se acerca al miximo de la

funcidn.

Conclusion

Actividades como la anterior es facil encontrar en el curriculo de la ESO y el Bachi-
llerato y plantear su resolucion para aprovechar las posibilidades de las FalCllkldOl'fl;‘i. con-
siderando los conceptos, procedimientos y actitudes que se desean traba_]ar y lumbu;n‘ qué
calculadora vamos a utilizar para su resolucion, aunque esto es secundario, ya que siempre
podremos aprovechar la ayuda que ofrecen y habituar a los alumnos para trabajar con
ellas. .

Que el alumno utilice la calculadora no supone aprender menos, sino aprender de otra

forma.
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Resumen

The talk’s goal is to analyse the conceptual implications for math education that arise
from the use of computers in two precise situations:

1) As a tool for geometric reasoning (automatic theorem proving)

2) As a replacement for ruler and compass, the paradigmatic scientific tools of scho-
ol (computational geometry). The underlying thesis is that popular dynamic geometry pro-
grams such as Cabri are far from fulfilling the conceptual requirements of the 21st century
elementary geometry education.

1. Introduction

The scientific tools I was taught to handle during my childhood were the so called
Euclidian tools (compass, ruler, etc...) for technical design, the logarithmic tables and the
slide rule (in order to perform arithmetic calculations). About twenty years later (and
about twenty years ago) my sons’ elementary instruction lacked of logarithmic tables and
of slide rules, both replaced by pocket calculators and computers; but compass and ruler
remained for them a basic scientific/technological tool. Today they attend science and
engineering courses at Spanish universities, and they are taught to use Autocad; but still
compass and ruler masterly is frequently required to pass some fundamental courses on
geometric design.

It goes without saying that the academic demand of compass and ruler expertise has
its counterpart in the way students learn —in the academic setting— how to approach pro-
blems concerning geometric constructions. For instance, when a student is asked to draw a
tangent to a circle from a given exterior point, it is implicitly assumed that he is not to

* Based in a short comunication pressented at the Spanish Special Sesion of IMACS-ACA’99.
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draw some “approximate” sketch with his bare hands and eyes; rather, the problem he is
assumed to solve is how to accomplish this task by means of an “ideal” sequence of exact
compass/ruler movements. We could say that the medium (the Euclidian tools) for geome-
tric constructions ends up finally being the message to be transmitted in Academia. Anot-
her consequence of this tradition is the underlying compass/ruler metaphor in many com-
puter programs for geometry education: basic commands and displacements (with the
mouse) mimic compass/ruler operations.

Now it happens that computers are today’s geometric design tools, as compass and
ruler were Euclid days’ tools. Nowadays there is little room for Euclidean arlifacts in pro-
fessional draughtsmanship. Moreover, it happens that our students paint or draw so often
via word processors such as the one I am writing this paper with. But we still present
school geometry in a way that is intimately constrained by the old fashioned devices.
Thus, when our secondary education students switch off their personal computers to get
ready for school, they have got, as well, to turn off in their minds the kind of geometry
they could have been exposed to through the manipulation of many computer programs,
and they have to come back to academic “reality”...

By no means should these considerations be understood as proclaiming the need of a
“pixelized” version of geometry (the study of figures as they appear in a computer screen)
as the primary source for developing space intuition; 1 am totally in favour of the traditio-
nal idea of geometry as the study of ideal spatial objects. The point I will like to emphasi-
ze here refers to the way we should approach the development of spatial intuition in scho-
ol, and does not question the nature of such intuition in itself. T am inclined to believe that
there is a rich geometry world around the many faces of computer aided geometric design,
as there was a rich compass and ruler geometry. And that such world is —sociologically
speaking— waiting for our students to explore: they will get into it, anyway. So we must
develop a new approach to geometry that takes this world into consideration. The new
approach will involve making educational choices, such as emphasizing geometric thin-
king about many simple objects rather than dealing with few, more complicated ones; or
opening the curriculum to elementary convexity properties; or establishing a link between
performing geometric operations and counting their number... Of course it also implies
using computers, but this is not as crucial as it might seem at first glance. Still, it implies
that computer’s role in geometry education deserves, in my opinion, something else from
being powerful transpositions of a compass/ruler-driven geometry. It is the aim of this
short communication to present summarily these ideas and some consequences.

2. A simple problem

Let us consider, for instance, the following problem
P: Given some lines and a point (not in any of these lines), construct the polygon
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which is the boundary of the half-planes (determined by the lines) containing the given

point.

This is an important problem in many practical applications, from forestry to meteo-
rology. Moreover, this is almost a visually-trivial problem. Seemingly, there is little a
compass has to do about it. We can easily determine the region R bounded by a small
number of lines, say, by 4 lines. Then, in order to find the region bounded by 5 lines we
could start constructing the region determined by four of them (in bold in the figure
be}ow). Then we have got to pick a new line, finding its two points {q,r} of intersection
with R (the shadowed region in the figure). Finally we must choose which of the two
subregions of R contains the given point and output, accordingly, the new polygon.

N Obviously, in order to find the corresponding region in the case of several more lines
it is enough to repeat this procedure a certain number of times. ’

Most of these operations are, geometrically speaking, rather irrelevant in the usual
scholar context. Finding the line versus quadrilateral intersections, in the standard-geo-
met'ry paradigm, is “just” pointing out the intersections of a line and of a quadrilateral. We
obviously “see” where this intersection happens, and the same consideration applies to all
the other.steps in the construction. The real problem arises when one considers -as it
happens in applications— that we have 30 lines, 100 lines, 10,000 lines. For instance, it
could happen that we are considering a large collection of meteorological data stations a,nd
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that we would like to extrapolate the data from each station to its surrounding region. But,
what should be taken as the surrounding region of a given meteo-station? The meteorolo-
gist Thiessen, about 100 years ago (cf. for applications of this sort of constructions, the
book by Okabe, A.; Boots, B.; Sugihara, K. (1992): “Spatial Tessellations. Concepts and
Applications of Voronoi Diagrams”, J. Wiley. Chichester), considered that, under some
hypotheses, the surrounding region of each site could be described by means of the bisec-
tors from the given site to all the others. For example, if we have three sites (i.e. three data
collecting stations), represented by dots in the figures below, we should consider as the
region around site S, the interior of the polygon obtained intersecting the half planes (con-
taining S) determined by the bisector lines 1, 2 and 3 (bisector=line of points equidistant
from two given sites). The resulting regions for each of the three sites appear in the figure
below, to the right: the one of S it is just bounded by part of lines 2 and 3.

This simple picture for three sites hides a rather complex structure that is better reflec-
ted by displaying (next figure) the corresponding regions for a collection of 100 randomly
placed sites.
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Therefore, our problem P (that is, after all, a way of computing just one of the above
regions) appears connected to some practical geometric constructions...such as the Thies-
sen partition of the plane. In the case of dealing with a large numbers of lines, a short-
sighted way of thinking about problem P would conclude that it is “only” a matter of using
a computer that takes care of the large number of data and repeating the line/polygon inter-
section procedure outlined above.

But computers do not see...the way we do. Thus, in order to mimic with the computer
this simple construction, we ought to think in this other way: imagine we have a polygon
given by the (ordered) sequence of its vertices, and that we have one line (given, say, by
two points); how do we find which edges of the polygon intersect the line and where? How
many elementary arithmetic operations (say, with integers) do we have to perform if we
assume the given vertices, points, have rational coordinates? Our naive approach to this
problem yields a number of operations proportional to the number of edges of the polygon,
for instance, 4. So, if we proceed by induction in this way, from the region R determined by
4 lines to the region determined by 5 lines, to the region determined by 6 lines, etc., we will
end up with a number of operations which is proportional to the square of the number of
given lines. This is no trivial for a modest computer if we have already 30 lines. Computing
the Thiessen partition displayed above took already several seconds in my computer.

3. Solving the problem

Hopefully it should be clear now, at least, that some visually trivial problems might
have practical interest and, also, that they are related to (rather simple) geometric situa-
tions. Moreover it is quite probable that the reader wonders why both facts should have
any relevance on geometry teaching. After all, he might say, speeding up tedious (but tri-
vial) computations is the realm of computer sciences, not of mathematics.

It is not totally so. There is a “Geometry of Computation” (or Computational Geo-
metry, cf. a recent book in French on the subject: Boissonat, J-D.; Yvinec, M. (1995):
“Géométrie Algorithmique”, Ediscience. Paris) as a fundamental part of the “Mathema-
tics of Computation”. Now history tells us that many classic geometry (and algebraic)
problems arose when considering the effect of the ruler and compass technology in our
manipulation of space (cf. Toussaint, G. (1992): “Scanning the Issue”, in “Computational
Geometry”, Proceedings of the IEEE, sept. 1992, vol.80, no.9).

Why should we not continue with this trend, considering now as a primary goal the
analysis of the geometric problems that arise from the use of computers? But, the reluc-
tant reader could argue, we are interested in teaching geometry, not software engineering:
even to learn about geometric problems arising in computing one must first learn geo-
metry. And surely young students are not going to do better if they are asked to adopt, cru-
dely, the point of “view” of a computer.
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This is quite true, but not more true than the fact they are not going either to learr} the
new geometry environment through compass and ruler constraints. The problem is to
identify some essential shift in the geometric ideas behind the technology driven approa.ch.
Some ideas that are relevant in the new trend but that are, as well, relevant for learning
geometry in its most basic conception. For instance, induction is, many times, better repla-
ced in this Computational Geometry approach, by the so called “divide and conquer” para-
digm. Let us go back to problem P and let us proceed not adding one line after the o_ther,
but dividing the number N of lines into two sets of approximately half the number of lm.es,
and imagining we can solve the same problem P for each of the two sets of llines, yle?ldlng
two regions R1 and R2. Then, how could we find the solution of P as the intersection of
R1 and R2?

This problem can be also formulated in this other way: given two convex polygons
each with m (roughly m=N/2) edges, how to find efficiently their intersection?
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A purely geometric analysis shows that we can accomplish this by intersec'ti.ng N
times two polygons each with at most four edges. The two given polygons are partlFloned
by vertical lines through each vertex —in total by N vertical lines— and therefore their glo—
bal intersection turns to be the gluing of the corresponding intersections on each vertical
strip. But on every strip the two polygons are either empty, a triangle or a quadrilatF:ral,
and thus their local intersection can be found independently of the number N of vertices.
See the above two figures for a rough explanation. .

Thus the extra price we have to pay for dividing this problem (of finding the solution
for the problem P for N lines) into two pieces is essentially proportional to the number N,

64

that is, if T(N) is the number of operations for the instance N of the problem, we have that
T(N)=2T(N/2)+CN, where C times N takes into account the number of operations needed
to intersect the two subregions R1 and R2. Now each sub problem could be solved, again
by dividing it into two sub problems of, roughly, equal size, and so on. Finally we end up
with a number T(N) proportional to N*log(N), which is much better than N*2 (compare
already for N=30).

4, Conclusions

Let us extract some conclusions from this solution. It requires geometric thinking,
not computer familiarity. Convexity is what makes it work (otherwise we could have many
more pieces from each region in every vertical strip), and the “divide and conquer” para-
digm is what makes it valuable, since it allows reducing substantially the number of geo-
metric operations. As said in the introduction, this example could provide some hints
about the shift in geometric ideas that could be behind a “compass avoiding” proposal:

1. Thinking about geometric constructions through computer constraints is as artifi-
cial (in the sense of non-human) as it is through Euclidean tools. Not more, not less. For
instance, we can not say at no cost that a line meets “here” with a polygon, just because we
“see” it (as in the compass/ruler culture we can not draw a tangent with bare hands). But
requires a different training. School geometry should provide it.

2. Thinking about geometric constructions through computer constraints could be
rich in simple, elementary situations that require the hypothetical manipulation of mental
geometric objects, as it happens in the traditional approach. The computational approach
manipulates, usually, many, but simple objects. But the geometric hypothetical construc-
tions should work in every case, even for a small number of objects (see the situation
above about the intersection of two polygons and how our proof deals with figures repre-
senting polygons with few edges). The traditional approach manipulates always a few,
albeit complicated, objects; it makes mental manipulation and representation more diffi-
cult.

3. The rigorous justification of both computational geometry constructions and com-
pass/ruler constructions requires elementary geometry. No one makes more new traditio-
nal geometry nowadays than computational geometers. But the favourite topics for com-
putational geometry are not the same as in the compass/ruler geometry. Convexity is
relevant there, for example, and usually postponed in the traditional approach.

4. There is an algorithmic thinking (counting steps, for instance) behind the compu-
tational geometry approach. This trend was not alien to the compass/ruler geometry (star-
ting with Euclid, who already analysed in one of his books —in today’s words— the compu-
tational equivalence of two models of geometric computation; and continuing with Hilbert
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or Lemoine, to mention a few), But it is absolutely not present in traditional geom‘cnfy edu-
cation, against the recommendations of the ICMI (see the International Commission on
Mathematical Instruction “School Mathematics in the 1990’s” (Kuwait, 1986), document).

The previous example could also yield some m%slcading impressions, I am n(fl .propo—
sing to present this problem to elementary school chﬁdren thg way I havg done ]1ele,Ir111t.1z?r
I am suggesting to take into consideration constructions of this sort, after being didacti-
cally digested. For this purpose it is relevant to remark that: . o .

5. Currently there is no geometric software that cxplmlls the didactical puten.lufl 9f
solving elementary geometric problems with a compulter, using lh:e computer as a tool in
itself and not as a way to merely reproduce in the screen the traditional approach through

old fashioned drawing tools.

In conclusion, I hope to have provided in this short paper, some arguments supporting
my opinion that a “didactically relevant” computational geometry awaits 1o l’f" developed.
In particular, computer programs to help learning about the geometry of the future are yet
to be built.

References
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Resumen

Looking for geometric loci is easier using suitable computer systems. A Dynamic
Geometry System can help in a first exploration of the problem and a Computer Algebra
System is necessary to use algebraic methods of mechanical proving. How to use the
last one in the discovering process and how to proof theorems relative to geometric loci
in a automatic way is described. T'wo examples are shown as illustration: the extension
of Simson’s theorem discovered last century by Jakob Steiner and a second extension
recently found by Professor Miguel de Guzmaén.

1 Introduccién

La determinacién de lugares geométricos se hace més cémoda utilizando algunos de los
sistemas computacionales desarrollados en los tltimos ahos.

El proceso previo de exploracién empirica de problemas relativos a lugares geométricos se
facilita extraordinariamente haciendo uso de alguno de los modernos sistemas de Geometria
Dinsdmica, como Cabri-géometrd, The Geometer’s Sketchpad o Cinderella.

Por otra parte, los métodos algebraicos de demostracion automatica son hoy practicables
y fdcilmente aplicables gracias a los actuales sistemas computacionales de cdlculo simbdlico,
como Axiom, Derive, Macsyma, Maple, Mathematica, MuPAD o Reduce.

T. Recio desarrolla en [5] la posibilidad de aplicarlos a completar hipétesis de teoremas
geométricos. Aqui vamos a aplicarlos a descubrir y demostrar de modo automatico teoremas
relativos a lugares geométricos.

El propésito de este trabajo es el de contribuir a la divulgacion de estos modernos métodos
de investigacién en Geometria, presentdndolos desprovistos de todo formalismo, de modo
que sean aprovechables por los no especializados en técnicas de Algebra Computacional.

Ello es méds facil de presentar a la luz de ejemplos concretos de lugar geométrico. Las
generalizaciones del teorema de Simson encontradas por J. Steiner y por M. de (Guzmén [7]
van a servirnos como modelo en la presentacién de estas técnicas y métodos.
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2 Teorema de Simson: generalizaciones

Fs uno de los més famosos de la Geometria Euclidea. Es atribuido a Robert Simson
(1687-1768), profesor de la Universidad de Glasgow, quizés por ser aulor de un libro, Ele-
ments of Plane Geometry, del que llegaron a hacerse hasta 24 ediciones. Pero parece que su
verdadero antor fue el también escocés Wallace hace 200 anos (1797).

Fig. 1

Teorema de Simson-Wallace (enunciado cldsico).- Se consideran en el plano euctideo
un tridngulo, ABC. un punto, X, y sus proyeceiones ortogonales sobre las rectas-lados
AB, BC,CA, que denotamos respectivamente M, N, P. Si X estd en la circunferencia cir-
cunserita @ ABC, entonces los tres puntos M, N, P estdn alincados (Fig. 1).

Su demostracién usual (via (Feometria Sintética) esld basada en el concepto de arco capaz
(ver, por ejemplo, 3], pdg. 29, donde se prueba la ignaldad de los dngulos XNP y XNM).
Su demostracién automdtica puede hacerse con bases de (roebner (ver, por ejemplo, 13,
pég. 185) o por seudodivisiones (ver, por ejemplo, [3], pég. 199).

La primera generalizacién del teorema de Simson se debe al gran gedmetra suizo Jakob
Steiner (1796-1863), considerado por algunos como el Apolonio de los tiempos modernos”.

Teorema de Simson generalizado por Steiner.- Dado un tridngulo, ABC, el lugar geo-
métrico de los puntos, X, cuyas proyecciones ortogonales, M, N, P, sobre las rectas-lados
ARB,BC,CA, determinan un tridngulo, MN P, de drea constanie es una circunferencia de
centro el circuncentro de ABC. Si, en particular, el drea del tridngulo MNF es nula, en-
tonces dicha circunferencia es la circunscrita al iridngulo ABC (Fig. 2).

Este enunciado data de 1823, siendo Steiner profesor de la Univ. de Berlin, apareciendo
en los Annales de Gergonne XIV (1823-24), pag. 13, (citado en [1]). La demostracién fue
encontrada un afio después, independientemente, por Querret y por Sturm y publicada en
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el mismo volumen de los referidos Annales (pdgs. 280 y 286, respectivamente). Como el
drea del tridngulo MNP sélo es nula si sus vértices son puntos alineados, el enunciado de
Steiner generaliza al cldsico teorema de Simson-Wallace.

FX =2,48 cm

FA =1,71 cm
Area NMP =0,93 cm?

Fig. 2

Una segunda generalizacién encontrada por M. de (Guzman, ha sido publicada reciente-
mente en [7]:

Teorema de Simson generalizado por Guzman.- Se consideran en el plano euclideo
un tridngulo, ABC, y tres direcciones fijas (no paralelas a los respectivos lados de ABC).
El lugar geométrico de los puntos, X, cuyas proyecciones, M, N, P, sobre lus rectas-lados
de ABC, en aquellas tres direcciones respectivas, determinan un tridngulo, MNP, de drea
constanle es una conica.

La demostracién desarrollada en el mencionado articulo es de tipo analitico-sintética.

3 Exploracién experimental

El problema planteado en ambas generalizaciones puede ser explorado de modo expe-
r.imental sobre un Sistema de GGeometria Dindmica (como Cabri-géometre, The Geometer’s
Sketchpad, Cinderella, etc), para descubrir, en una primera aproximacién, el mencionado
lugar geométrico. Describimos a continuacion posibles experiencias a realizar.

1

Experiencia 1 (ezploracién ezperimental de la generalizacion de Steiner).- Construir un
tridngulo AB(C'y su circunferencia circunscrita. Elegir un punto arbitrario, X, y proyectarlo
ortogonalmente sobre las rectas-lados de ABC'. Construir el tridngulo de vértice:s‘ dichas
proyecciones y calcular su drea. Mover el punto X procurando que dicho drea se mantenga
constante, para localizar el lugar de los puntos desde los que ello se consigue. -
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Experiencia 2 (comprobacion experimental de la generalizacion de Steiner).- Construir un
triangulo ABC, su circunferencia circunserita y otra concéntrica con esta. Elegir sobre esta
tiltima un punto, X,y proyectarlo ortogonalmente sobre las recltas-lados de ABC (Fig. 2).
Constrnir el trigngulo de vértices dichas proyecciones y calcular su srea. Mover el punto
X sobre esa cireunferencia, comprobando que dicho 4rea s¢ mantiene constante. Repetir
para otras cireunferencias concéntricas con la circunscrita. Repetir para la circunscrita,
comprobando que ahora el dren es nula.

4 Demostracién automatica de un lugar

T. Recio propone en [5] la utilizacién de técnicas de demostracién automatica (basadas
en bases de Ciroebner) para completar hipétesis de teoremas geométricos. -Vamos aqui
a mostrar c¢émo aplicar estas técnicas a descubrir lugares geométricos, al tiempo que se
demuestra autométicamente cudl es la ecuacién del lugar buscado.

Las técnicas que utilizaremos estan basadas en seudodivisiones, como se propugna en
[2], por ser su complejidad computacional menor que en las basadas en bases de Groebner.
e trata de téenicas cuya fundamentacion algebraica es muy simple, pero cuya utilizacion
requiere el concurso de un sistema cdleulo sinbélico, por lo extremadamente laboriosas que

resultan ser las citadas sendodivisiones.

4.1 Algoritmo de seudodivision

Dos polinomios, p y ¢, en las variables z,9,....,v, pueden ser considerados como poli-
nomios en la tinica variable z, cuyos coelicientes son polinomios en las restantes variables:

p =Dy, V) T H + p1(Yys0) - 2+ Po(Y, )
0= ¥, 0) 2 F e+ QY ) T F O V)

Ahora bien, al tratar de efectuar la division euclidea usual de p entre g, en general se ob-
tienen un cociente y un resto cuyos cocficientes son expresiones racionales (no enteras) en
las variables y,....., V.

Ello se evita multiplicando al dividendo por el coeficiente lider del divisor elevado a un
exponente entero apropiado. Basta elegir dicho exponente, como el entera, m, resultante
de restar el grado de p (respecto de la variable z) menos el de ¢ y sumar uno, es decir,
m=n—h+1

La divisién polindmica usual del polinomio producto del p por qp, entre el polinomio ¢,
se denomina seudodivisidn de p entre g (respecto de @) y el cociente y el resto obtenidos, se
denominan seudocociente y seudorresto. Ambos son expresiones enteras (no fraceionarias),
segin puede probarse. El factor ¢}, por el que se multiplica el dividendo, suele denominarse
factor multiplicador de la seudodivision. Al seudorresto lo denotaremos sresto(p, g, ).

Lema.-Sean (1, o0} yrlea, ...y 0) el seudocociente y seudoresto de la seudodiiision de
pla,y, ..., ) entre g(z,y,...,v) respeclo de la variable ©. Los valores de las variables para los
que se anulan p(x,1, RO R TN también anulan ol seudoresto r{(x,y, ey V).

Yu demostracién es inmediata consecuencia de la igualdad r =g -p—¢q- &

70

4.2 Planteamiento en coordenadas

3 Para abreviar cilculos, elegimos un sistema de referencia de origen el vértice A del
tridngulo y cuyo semieje positivo de abscisas pase por B. Respecto de tal sistema ]db i
denadas de los vértices, A, B, (C, el circuncentro F, el punto X y sus pro ec;'o N M Ii;)(i[l’-
pueden expresarse de modo general en la forma: T e A

A(0,0), B(b,0),C(c,d), F(f,9), X (z,y), M(m,0), N(n, k), P(p, )

Fig. 3

- Comencemos por .determinar analiticamente las condiciones de la hipétesis. El circuncen-
tro, F', queda determinado por equidistar de A, B y C, de donde resultan las dos condidiones:
1) dist(F, B) = dist(F, A) equivale a la anulacién del siguiente polinomio 21

. 7 hi=(f - 0)?+¢° = (f*+4°)
2) dist(F, ) = dist(F, A) equivale a la anulacién del polinomio h2
h2=(f—c)*+ (g —d)? = (f*+4¢°)
Al ser nula la segunda coordenada de M, es
y] seg ! , este punto ya es de la recta AB, por | ser
proyeccién ortogonal de X sobre AB, se traduce en una tnica, condicién', ] aneser it

3) XM 1 AB equivale a la anulacién del polinomio h3 =m — x.

El que N sea proyeccién ortogonal de X sobre BC, se traduce en dos condiciones:
4) N esté en la recta BC' equivale a la anulacién del polinomio h4 = (n — b)d — h(c - b)
5) XN L BC equivale a la anulacién del polinomio A5 = (n — z)(c—b) + (h—y)d

Bl que P sea proyeccién ortogonal de X sobre (U4, se traduce en dos condiciones:
6) P esté en la recta C'A equivale a la anulacién del polinomio h6 = pd — ¢c
7) X P L CA equivale a la anulacién del polinomio h7 = (p — z)c+ (g —y)d
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4.3 Demostracién automatica del enunciado de Stein
i Stri sindo de Steiner,
Vamos ya a ocuparnos del descubrimiento del lugar gmmet.n.co del efnutnli 1::(;( deBlaben
i : . p L n it 2 3 AAPLS 1+
al tiempo que se desarrolla una demostracidn automatica del mismo, elec

siones. Abordaremos el problema en dos fases sucesivas.

- o fx 7
Problema directo: si el drea de MNP es la constante 5, entonces sddnde estd X
ro ] ol dre

Clomo el rea, S, del tridngulo M N P viene dada por
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ser h3 de grado uno en la variable 7
r1 = sresto(h8, h3,m) = 25 —ph +ng—24q +xh

e hd respecto de n, no aparece 1 en el seudorresto,

A partir de las ocho condicion
se trata de oblener una expresion

Ejecutando la seudodivisién de 71 entr
que denotamos 72

(r1,hd,n) = 248 — dph — dzg + dzh+ qdb + qch — qhb

: PR . va ha sido eliminada
P liminar h puede usarse h5, pero k5 contiene a Ja variable n (que ya ha s Jonedt H%Y
o iar previnmente 1t de h5, sustituyendo ho por el seudoresto, 13,

72 = sresto

por lo que se ha de elimir
de dividirle entre hd respecta de
H5 = sresto(hb, hd,n) = H(y, P, T, 4 h)

i ic s variables
desed indicar que resulta un polinomio en las variabl

cero en cada una de ellas, que onutimos por
5 respecto de h, no aparece h en el sen-

Con la notacién ¢y, p,,q,h) se .
dependientes ¥, P, T, g, fi, de grado mayor que
brevedad. Ahora por seudodivision de 12 entre H

dorresto, que denofamos r3:
r3 = sresto(r2, H5,h) = oy, p,,9)

aps 4 seudorresto, 74
Por seudodivisién de 73 entre h6 respecto de p, no aparecera p en el )

rd = sresto(r3, h6,p) = ¢y, x,q)

e en usar b7, pero h7 contienc a la variable p (que ya ha

Para eliminar ¢ puede pensars
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sido eliminada), por lo que se ha de eliminar previamente p de A7, sustituyendo h7 por el
seudoresto, H7, de dividirlo entre h6 respecto de p:

HT = sresto(h7, h6,p) = ¢y, z, q)
y ahora por seudodivision de r4 entre H7 respecto de g, no aparece ¢ en el seudorresto, r’:
rb = sresto(rd, HT,q) = ¢(y, )

Finalmente, para relacionar las coordenadas de X con las coordenadas, (f,g), del circun-
centro (contenidas en il y h2), ejecutamos seudodivisiones entre esos dos polinomios:

76 = prem(r5,hl,b)
r7 = prem(r6,h2, c)
resultando
77 = —d®z2b — d®y2b + 2fbxd® + 8fbdES — Begd®bS + 16cgd® S — 8f2chd2S
+16%cd?S + 29d°by — 8gd® fbS + Bg2dLS + 16gd® f25 — 844129

La anulacién de los polinomios hl a A8, implica la anulacién del polinomio 77, segiin sigue
del lema de 4.1, aplicado reiteradamente.

Esta ecuacién, 7 = 0, proporciona del lugar geométrico buscado, que resulta ser una
circunferencia. Vamos a determinar su centro. Como los términos de 77 no constantes (de
grado total mayor que cero en z,y) aparecen todos multiplicados por d°b, puede dividirse
r7 entre d°b respecto de d (lo que es licito por ser d # 0 # b, supuesto el tridngulo no
degenerado), para obtener como cociente (notado C'7) dichos términos sin su factor comtin:

C7 = cociente(r7,d%b, d) = —z% — y? + 2fz + 2y

Se ha obtenido pues una circunferencia de centro (f, g), que es el circuncentro del tridngulo
ABC'. Su radio se calcula ahora en la forma usual, a partir del término independiente del
polinomio 77, obteniéndose una expresion racional en 9 y en las coordenadas de los vértices
de ABC'. Dicho radio tiene particular interés para el caso en que el tridangulo M N P tenga
drea nula. Sustituyendo S = 0 en dicha expresién racional, se obtiene f2 + ¢2, que es el
radio de la circunferencia circunscrita.

Conclusidn: Los puntos X, tales que el drea de MN P es constante, estin en una circunfe-
rencia de centro el circuncentro de ABC. Si, en particular, este drea es nula, entonces dicha
circunferencia es la circunserita,

Problema reciproco: para todos los puntos X de una circunferencia de centro el circun-
centro de ABC, ges el drea del triangulo MN P la misma?

Vamos a analizar si dicho drea depende sélo de la distancia del punto X al circuncentro,
F. Por ser tal distancia \/(z — [)? + (y — ¢)%, la condicién dist(X,F) = r equivale a la
anulacion del polinomio

h9 = (z— 2+ (y—g)° —r?

Ademss, las siete condiciones consistentes en la anulacion de los polinomios 21 a A7 siguen
ahora siendo validas. Por otra parte, la expresién del drea, 9, del triangulo M N P, equivale
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Clomenzamos sustifuyendo el polinomio 1 por otro en que 1o aparezcan las variables ¢
ni f , electnando seudodivisiones sucesivas entre h2 y hl:
h9.2 = sresto(h9,h2,9)
h93 = prem(h9-2, 11, [)
Sustituimos ahora el polinonio h8 por otro en que no aparezcan las variables p ni g, efec-
tuando seudodivisiones sucesivas entre hé y h7:
h8_2 = sresto(h8,h6,p)
R7.2 = sresto(h7,h6,p)
h8.3 = sresto(h8.2,h72,q)
Vaunos a sustituir el polinomio h8_3 por otro en que no aparezcan las variables n ni h, efec-
tuando seudodivisiones gneesivas entre hd y hi:
h8.4 = sresto(RB-3,hd,n)
h5.2 = sresto(h5, h4,n)
h8.5 = sresto(h8.4,h5.2,h)

Q ] B l ] {5 s I ]
1tuin P ] om 3.0} 2\ otro en que no al)ﬂ[ez(.d 1(1 vVaria )le m, efe(tlldn 0 una
Sustit 105 € olinomio /2 DO
b eud()dlvlblon entre n. 3:
)125_() = 8¢ "vto(n/g_ Yy h ;, 'ln)

os h8.6 por el resto de su seudodivisién entre h9_3 respecto de y:

h8.7 = sresto(h86,h9.3,Y)

Finalmente, sustituim

ie or conm odos sus términoes, que
Factorizande el polinomio oblenido, se obtiene el factor comun a tnd;nl o ”m", e
. Dividiendo entre este factor resy secto de la variable d (lo que e

es ser A% d". ke O
e i b, supuesto el trisngulo no degenerado); se¢ obliene como cociente un
-

no ser nulos ni d : ewaloj -
xpresion, denotada h8.8 (que resulta ser un polinemio de grado uno en )
expresion, denots 8.

h3.8 = cociente(h8_7,4b*d*, d)

De acuerdo con el lema de 4.1, la anulacién d?, los polinomios hl al h9,_ 1]1111[;:11:2 le:"zlx::]
lzu‘iﬁn del polinomio A8 e tiene asi una ecuacion de grado uno en a Vans I,
ser resuelta proporeiona el valor de &:
1 db(d" — 2bed* + W2 + 203d® — dd*r? —|—i-)— :Zb{::‘ + b e?)
TR dh bR 200 — Dbl — 203 + bEe? ot
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Observemos que la solucién obtenida para el drea solo depende de b, ¢, d (coordenadas de los

vértices del tridngulo) y del radio, 7, de la circunferencia, pero no de las coordenadas (z,y)
del punto X sobre dicha circunferencia.

Conclusidn: Para todos los puntos de una circunferencia de centro el circuncentro de ABC,
el drea del triangulo M N P es constante.

4.4 Demostracién automadtica del enunciado de Guzman

El planteamiento es muy parecido al efectuado en 4.2. La tdnica diferencia estriba en que
las rectas X M, XN y X P son ahora de direcciones prefijadas (no paralelas a los respectivos
lados), en lugar de ser perpendiculares a las rectas-lados. Vamos a determinar esas tres
direcciones fijando sus respectivos coeficientes directores, que denotaremos

(U’ w), (u,t), (2, a)

3) tener la recta XM coeficientes directores (v, w), equivale a la anulacién del siguiente
polinomio A3:

h3=v(m—z) —wy
5) tener la recta XV coeficientes directores (u,t), equivale a la anulacién del siguiente poli-
nomio h5:
h=uln—x)+t(h—y)
7) tener la recta X P coeficientes directores (2, a), equivale a la anulacién del siguiente poli-
nomio A7:
hi=zp—-2z)+alg—y)

Los célculos a realizar, que omitimos por brevedad, son similares a los efectuados en 4.3,
sin més que sustituir los polinomios h3, h5,h7 de 4.2 por los homénimos que se acaban de
indicar. El dltimo resto que asi se obtiene, dividido entre d (d # 0, supuesto el tridangulo no
degenerado) e igualado a cero, lleva a la ecuacién del lugar geométrico:

(—d2tv 4 dauw — 2uwb + couv)z?+
(—auvb — dztw — 2tvb + cauw + cztv + douw)zy+
(cztw — atvb)y*+
(—daunv — czunv + dztod + zunuvb)z+
(—czunw + datvb — daunw + aunvdb)y+
(2atvd 4+ 2c2tv)S =0

que corresponde a la ecuacién de una cénica.

Los coeficientes del polinomio primer miembro de esta ecuacién dependen de las coor-
denadas b, ¢, d, de los vértices del tridngulo ABC, de los coeficientes directores (v, w), (u,t),
(2,0), de las tres direcciones de proyeccién paralela y del drea S.

El tinico término de dicho polinomio que depende de S es el término independiente, de
lo que pueden sacar consecuencias, pero eso se sale del propédsito de este trabajo.

75



5 Descripcién general del proceso de busqueda del lugar

“omo se habra observado, en el proceso de bisqueda automéatica de un lugar geométrico
intervienen tres tipos de variables:

1) las variables libres o independientes (b, ¢,d en el modelo de la anterior seccién 4) son los
pardmetros que determinan los objetos geométricos consideracos inicialmente

2) las variables del lugar, z,y, son las coordenadas del punto genérico, X, del lugar

3) las variables ligadas o dependientes (f,g,...), son los parametros que determinan los
objetos introducidos mediante los polinomios que definen las condiciones de la hipotesis.

Al plantear las condiciones de la hipétesis en términos algebraicos, se obtiene un conjunto
de polinomios,

hi(b,cydy ooy £,9, -0 T5Y) 5
en que aparecen los tres tipos de variables, pero estos pueden ser considerados como poli-
nomios en las variables ligadas y las del lugar, con coeficientes en el anillo, R, de los poli-
nomios que generan las variables libres sobre el cuerpo base (por ejemplo, R es el anillo
kb, e, d, 7] en la segunda parte de 4.3).

I general, partiendo de los polinomios i, se trata de eliminar las variables ligadas,
para obtener un polinomio en &,y con coelicientes en R, que determina el lugar geométrico
buscado. Bl proceso de eliminacién recuerda al gausiano, sustituyendo combinaciones linea-
les por seudodivisiones. Un ejemplo tipico del proceso es el descrito en 4.4.

Notemos que no siempre este modo de operar es el idéneo. En efecto, si se hubiera aplica-
do este modo de proceder en el ejemplo descrito en 4.3, se habrfa obtenido la circunferencia

de centro
[b/2, (c?d? — be)/(20))
Posteriormente se comprobaria que estas son las coordenadas del circuncentro de ABC, que

se obtienen inmediatamente de hl y h2.
Ahora bien, la exploracién experimental inicada en la seccién 3 hacfa suponer que el

lugar buscado iba a ser una circunferencia de centro el circuncentro de ABC. Por ello, en el
proceso de eliminacion efectuado en 4.3, se evité que f o g fueran seudodivisor, con objeto
de gque no desaparecieran del polinomio [inal del proceso.

6 Ejecucién de calculos

Serfa muy penoso cjecutar a mano los ciilenlos niencionados anteriormente. Para reali-

zarlos en tiompo razonable se ha de utilizar un sistema de cilenlo simbélico.

Maple dispone de un comando para hallar seudorrestos, denominado prem (abreviacion
de pseudo-remainder), cuya uso se deseribe, por ejemplo, en 6], pdgs. 105-106.

Los autores de este Lrabajo también han desarrollado una implementacion del sendorres-
to para Derive, publicada en [4], que permite ejecutar este tipo de cdlculos en ese sistema,

Los autores han ejecutado los cdleulos agui mencionados tanto en Maple, como en Derive,
y olrecen el cédigo, en uno u otro sistema, a quienes pueda interesar.
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7 Conclusiones

3 Qe P al o1 s M S
Los bxst.eima de (zeometria Dindmica suponen una gran comodidad en el proceso previo
de exploracién experimental de lugares geométricos.
) E’)i}'met(;lodo dle.:*e(llld;dlvmlona‘s de Ritl-Wu, aplicado por Chou a la demostracién au-
omatica de multitud de teoremas geométricos y : i
S g icos en [2], es aplica ! 5 varie 5 des
e o eadetenmingr oo o ! (2], plicable, con las variantes des-
it : nar automaticamente ecuaciones de lugares geométricos, aunque su
utllgamon requiere, en la préctica, el concurso de un sistema de cdleulo simbélico
( Jomo se habra obsgrvado, la ejecucion préctica de este tipo de demostracién automéatica
o, co’m(.) otros denominan, de demostracién mmecdnica) no desliga del proceso algebraico-
ie;)me(z;‘,nco, ya que, tanto el planteamiento del problema en coordenadas, como la eleccién
el orden en se he ivisiones i ibuci "
e que se han de.reallzar las seudodivisiones, requieren una contribucién inteligente
por parte de quien la realiza. '
. 1No se pretende con este trabajo jubilar las bellas demostraciones via Geomelria Sintética
fel os teoremas relativos a lugares geométricos. Sélamente hacer notar que la técnica aquf
es o P . H Iy . . . s . ’
)(.)Zlddd ])'elmlte eludir el no siempre superable proceso de invencién de la demostracion
genial, haciendo més asequible a todos el descubrimiento de lugares geométricos.

ggrac{ecm%iefr:to.s: Deseamos manifestar nuestro agradecimiento a los profesores M. de
uzman . : WEW: acié ideas ili j .
: y ecio, por la aportacion de ideas, que facilitaron este trabajo.
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Sobre demostraciéon automatica
de un teorema geométrico
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Resumen

A Classic Geometry problem involving properties of secant circles is solved
by using pseudodivision and Mechanical Proving. The steps followed in this
solution differ froM the steps taken in the solution stated in Chou's book and
the method used here offers a better understanding of the ‘degenerate cases’
and a less complex manipulation of polynomials.

1 Introduccion

En [ejemplo 90, pagina 147, Chou] aparece resuelto el siguiente problema con el
método de Ritt-Wu:

Problema 1 Por los dos puntos comunes A, B a las circunferencias Gy y Cy se
trazan dos rectas que cortan a las circunferencias en Ay y Az, B1 y By, respectiva-
mente. Demuéstrese que A1By || A2 B2
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Las indicaciones que en la obra citada se dan son las signientes:

Cr=(u1,0) A=(0,u9) A1=(x2,us) As=(x4,23)
(-"2 = (u310) B = (0,1171) B] = (1135,”5) BZ b (1177,.'176)

Y las condiciones de degeneracién que se dedhucen son C # Clg, y que las rectas A1 A
y B1B no sean isotrépicas.

En la notacién usada por Chou en la obra citada, las coordenadas u son fijas,
y las coordenadas x son las indeterminadas. Se observa que, por ejemplo, en la
construccién del punto Aj se ha introducido la segunda coordenada fija, y la primera
se calculara con la condicién de pertenencia a la circunferencia €.

(xg —u))? +u? = u? + ul

Esta condicién, por venir de una ecuacién de segundo grado, ofrece dos dificultades:
primero, hay en general dos posibles soluciones para el valor de xg; segundo, las
manipulaciones de los polinémios introducidos, usando el método de Ritt-Wu, son
bastante complejas. No es esta la inica dificultad que surge al introducir los datos
de este modo. Una vez finalizado el proceso de demostracion, los polinomios que
muestran las condiciones de degeneracién del problema no son muy sencillas; con-
viene modificar en algun modo las variables para obtener un significado intuitivo
aceptable. Desgraciadamente, y en este caso no hemos podido encontrar la razén
por la cual se da este efecto, las condiciones de degeneracién que se obtienen no
son tales. El lector puede verificarlo ficilmente. En el presente articulo se muestra
una ligera mejora a la manera de introducir los datos del problema al programa que
mostrard su soluciéon mediante demostracién automdtica. Fsta mejora conseguira
varios objetivos:

1. Todos los polinomios usados seran de primer grado.

2. No necesitan un proceso previo de triangulacion, ya que simplemente con or-
denarlos convenientemente se consigue esta situacion.

3. Las condiciones de degeneracion son las que deben ser; ni una mnds, ni una
menos.

2 Solucién que proponemos
Supongamos que los puntos A y B tienen por coordenadas A = (0,1} y B = (0, —1),

siendo las coordenadas de los centros de las circunferencias (7y = (a,0). y C'y = (b, 0)
Consideremos vectores ¥ = (14,1/2) y w = (w1, wy) con puntos de anclajeen Ay B
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respectivamente. Una recta por A y vector director ¥ corta a la circunferencia C'y en
= (x1,y1). Para calcular sus coordenadas hemos de considerar al punto

el punto A4
Ay como perteneciente a la recta anterior: Asi,
ry—amn, = 0 (1)
y]—l—oulg =0 (2)
La condicién de pertenecer igualmente a la circunferencia (7 viene dada por la
siguiente ecuacion de segundo grado en 1 e yi:
(21 —a)+yl=1 +a*
Al substituir con las ignaldades anteriores en esta, obtenemos la siguiente ecuacion
de segundo grado en « :
(v? + vg)a2 +2(wy—v1)a=0
Una de sus soluciones es obviamente a = 0, lo que nos ofrece el punto A. La otra
solucién de « serd la que nos interesara!:
(v} +v3)a+2(w—v) =0 (3)
Sean gy (z1, @), galyn @) y ga(a) los polinomios que conseguimos con las ecuaciones
(1), (2) y (3) respectivamente. Usando el mismo procedimiento conseguimos poli-
nomios gq(9, 3), 95(y2, 8) ¥ ga(f3) (al considerar el punto A), grlws, ), ga(ys,y)
y go(7) (al considerar el punto By) y finalmente gr0(xa,8), gu1(va,d) y g12(8) (al

considerar el punto By). El ponimonio tesis se consigne al considerar la ecuacion

que establece el paralelisio de los segmentos A1By y AeBs.
(ya — y2) (w3 —w1) — (ys ~ 11)(wa —72) = 0
Usando ahora el método de Ritt-Wu con estos polinomios (obsérvese que no es nece-
sario triangular previamente el sistema, pues simplemente ordenando los polinomios
convenientemente se tiene consegnido este propGsito), obtenemos la demostracion
de la afirmacién pedida.
}Ll =0 hg = a2 hz = g4 hy = gs
hs=gr he=98 hr=g10 h=gn
ho=gs hio=96 hn=go hi2=gi2
Observamos que las condiciones de degeneracion se reducen a que los vectores vy
w sean no nulos:
4l £ 0
wWwrtwd £ 0
1 2

en el caso que la direccién considerada ofrezca una tangente a la circunferencia en

! Obviamente,
el punto A, se verificard que a sélo puede ser cero.
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3 Cédigo

Seguidamente presentamos el cédigo empleado en Maple V.5 para demostrar este
teorema:

> restart;

> hl =zl — alpha xv1;

> Nh2:=yl —1—alpha xv2;

> hd = x2 — beta x vl;

> hd = y2 — 1 — beta * v2;

> hd = a3 — gamma x wl;

> h6:=y3 + 1 — gamma * w2;

> h7 = x4 — delta x wl;

> h8:=yd + 1 —delta * w2;

> h9:= alpha * (v1"2 +v2"2) + 2% (v2 — vl);

> h10 = beta * (v1"2 4+ v272) + 2 % (V2 — a x vl);

> h1l := gamma x (wl"2 + w2"2) — 2 % (wl + w2);
> h12 = delta x (wl"2 4+ w2°2) — 2 % (a % wl + w2);
> Tesis = (y4d — y2) * (#3 — x1) — (y3 — y1) * (x4 — x2);
> Rl := prem(Tests, hl,zl,/mlr) :

> R2 := prem(RL, h2,yl,/m2)

> R3 = prem(R2, h3,x2,/m3/) :

> R4 := prem(R3, hd,y2,/mds) :

> R5 = prem(RA4, h5, 2:3,/m5/) :

> R6 := prem(R5, h6,y3,/mér) :

> R7 := prem(R6, h7,24,m7/) :

> R8 := prem(R7, h8, y4,/m8) :

> R9 := prem(R8, h9, alpha,m9r) :

> R10 ;= prem(R9, h10, beta, /m10/) :

> R11 := prem(R10, h11, gamma,tmll/) :

> R12 := prem(R11, h12, delta, im12/);

Referencias

[Chou] Shang-Ching Chou, Mechanical Geometry Theorem Proving, D. Reidel Pub-
lishing company, 1988.

[Roanes] E. Roanes Macfas y E. Roanes Lozano Nuevas tecnologias en Geometria,
Ed. Complutense, 1994,
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Anuncios de Congresos y otros eventos

RSME 2000
Real Sociedad Matemética Espafiola
Univ. Complutense de Madrid, 27-29 enero 2000

La Real Sociedad Matemdtica Espafiola celebra su primer congreso estatal bianual

(tras su reconstitucién) en Madrid en la Univ. Complutense, aunque algunos actos se cele-

brardn en algunas otras de las universidades madrilefias. Para informaci6n detallada e ins-

cripciones, vease:

http://www.mat.ucm.es/rsmeZOOO/info.html

3¢ EUROPEAN CONGRESS OF MATHEMATICS
Societat Catalana de Matematiques
European Mathematical Society
Barcelona, July 10th to 14th, 2000

The programme of the Congress includes nine plenary lectures, thirty invited lectures
in parallel sessions, mini-symposia, poster sessions,... Para informacion detallada e ins-

cripciones, vease:

http://www.iec.es/3ecm/
http://www.si.upc.es/3ecm/

ALHAMBRA 2000 JOINT MATHEMATICAL
EUROPEAN-ARABIC CONFERENCE
Granada, July 10th to 14th, 2000

ALHAMBRA 2000 is an acknowledged satellite activity of the 3« European Con-
at will deal with historical perspectives on contributions of both

gress of Mathematics, th
knowledge. Para informacion detallada e inscripcio-

cultures to the present mathematical
nes, vease:

http://WWw.ugr.es/local/alhambra2000
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ICME -9

Interpational Congress on Mathematical Education
Tokio/Makuhari, Japan, July 31 - August 6, 2000

Working Group for Action No. 11: The use of Techn i i i
K ology in Mathematics E
(Computers, Calculators, IT Media). Para informacién, veaset%y SRS

http://wwwstaff.murdoch.edu.au/~kissane/ICME-9.htm

‘ CEAMM2000
Comité Espafiol del Afio Mundial de las Matematicas 2000

Actividades relativas al afio 2000, declarado por la International Mathematical Union
(con el respaldo de la Unesco) como Afio Mundial de las Mateméticas. Para informacién

detallada, vease:

http://dulcinea.uc3m.es/ceamm
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Recensiones en Zentralblatt

: . . Nota necrologica
fiir Didaktik der Mathematik

Después de cerrar i el . -

I iy T A

Como ya indicamos en niimeros antetiores de nuestro Boletin, la direccién de Zen- sentido pésame a sus familiares. (En el préximo nimero del Bolet?n elsrtzcuva I
tralblatt fur Didaktik der Mathematik (ZDM) incluye en sus volimenes la recension de los un recuerdo més amplio). previsto publicar
articulos publicados en nuestro Boletin, razén por la cual se publican actualmente con un
resumen en inglés.

Nos complace dar cuenta de las nuevas recensiones aparecidas, para conocimiento de
los autores de los trabajos y de todos nuestros socios.

RECENSIONES PUBLICADAS EN ZDM
VOL. 31 (3) DE 1999

#1729  (secci6én F6D). Resolucion de tres problemas propuestos en Olimpiadas Mate-
miticas con la ayuda de la funcién de Gonzélez Quijano, por Manuel Benito
y J. Javier Escribano, Bol. Soc. Puig Adam 51 (Feb 1999), pags. 26-34.

#1845 (seccién G70). Un resultado curioso de Geometria Elemental, por Joaquin
Hernandez Gémez, Bol. Soc. Puig Adam 51 (Feb 1999), pags. 58-62.

#1868  (seccién H20). Sobre un problema olimpico de polinomios con coe ficientes
enteros, por Juan Carlos Cortés Lépez, Bol. Soc. Puig Adam 51 (Feb 1999),
pags. 45-49.

#1787 (seccién G40). Unas caracterizaciones lineales de los tridngulos, por Juan
Bosco Romero Mirquez, Bol. Soc. Puig Adam 51 (Feb 1999), pags. 50-57.

#1941 (seccién I75). Algunas soluciones amplias de ecuaciones diferenciales ordi-
narias, por Vicente Fraile Ovejero y Ramoén Fraile Pel4ez, Bol. Soc. Puig
Adam 51 (Feb 1999), pags. 17-25.

#1957 (seccién K10). Analisis estadistico de datos con Microsoft Excel, por Julidn
S4inz Ruiz, Bol. Soc. Puig Adam 51 (Feb 1999), pags. 35-44.
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XVII Concurso de Resolucion
de Problemas de Matematicas

El XVII Concurso de Resolucion de Problemas, convocado por nuestra Sociedad y
por el Colegio de Doctores y Licenciados en Ciencias y en Filosoffa y Letras (ver nuestro
Boletin n° 51, en el que aparecen las Bases), se celebré en la maiiana del sabado 19 de
Junio de 1999.

Las pruebas tuvieron lugar en los locales de la Facultad de Ciencias Matemaiticas de
la Universidad Complutense de Madrid y la entrega de premios y diplomas, ese mismo dia
por la tarde, en los de la E. U. de Biblioteconomia y Documentacion, situada en el Edificio
"Pablo Montesino" de la calle de la Santisima Trinidad, 35, amablemente cedidos por su
Direccién para ese acto.

Concurrieron a él 125 participantes. Varios de ellos procedian de Comunidades Auté-
nomas distintas de la de Madrid. Segin establecian las normas de la convocatoria, concur-
saron distribuidos en tres niveles: Los del I, cursaban 3° de ESO, o FP1; los del I1, 4° de
ESO, 2° de BUP 0 1°de FP2 y los del 111, 3° de BUP, 1° del nuevo Bachillerato o 2° 0 3° de
FP2.

Se propusieron cuatro problemas a los alumnos de cada nivel, para que los resolvie-
sen en dos tandas de hora y media cada una. Cada problema se calificaba de 0'a 10 puntos.
A continuacién de esta crénica damos sus enunciados, con datos estadisticos que reflejan
sus dificultades relativas.

Recordaremos que los dos primeros clasificados de cada nivel estdn invitados a parti-
cipar en la VIII Olimpiada Rioplatense, que s¢ celebrar en el préximo Diciembre en
Argentina. Podrén asistir a ella, siempre que se consigan becas 0 ayudas para pagar los
billetes del vuelo a Buenos Aires (ver la crénica de 1a VII OMR en nuestro Boletin n® 51).

La entrega de premios y diplomas se hizo en un acto muy concurrido y entrafiable. En
él, nuestro Presidente pronunci6 unas breves palabras de felicitacion a todos los partici-
pantes, especialmente a Jos premiados, y a los profesores y centros que los han preparado y
de agradecimiente-atas firmas y entidades que proporcionaron los valiosos premios distri-
buidos entrq-i'({s ganadores, (:s\pcciﬂlmcmc a Texas Instruments, que regal6 magnificas cal-
culadoras/a Coca-Cola, a Editorial Rubifios y Editorial Euler, y a la Universidad Complu-
tense, qu'é cedi6 amablemerite los locales para 1a celebracién de los actos.

Estos han side fos alumnos premiados en cada nivel:
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NIVEL 1

1. D. Javier GONZALEZ ORTEGA, del Colegio de
San Viator de Madrid.

2. D. Jorge GALLEGO PEREZ, del Colegio
Retamar de Madrid.

3. D. Alberto CASTILLO RUFOQ, del Colegio
JOYFE de Madrid

4. D. Javier GOMEZ SERRANO, del Colegio

Alemdn de Madrid.

5. D” Isabel CALVO MOYA, del IES

San Juan Bautista de Madrid.

NIVEL 11

1. D. Carlos HERNANDEZ CORBATO, del IES

Fortuny de Madrid.

2. D. Miguel Angel ADAN ALONSO, del Colegio

Santo Tomds de Madrid.

3. D" Sofia MAGRANER UBICK, del Colegio

de las Irlandesas de Madrid.

4. D. Antonio GONZALEZ MARSAL, del Colegio

El Prado de Madrid.

5. D.David GONZALO GOMEZ, del Colegio

de San Viator de Madrid.

NIVEL III

1. D. Jesiis Pascual MORENO DAMAS, del Colegio

Los Olmos de Madrid.

2. D. Roberto RUBIO NUNEZ, del IES

Font Sant Lluis de Valencia.

3. D. Carlos VINUESA DEL RiO, del IES

Beatriz Galindo de Madrid.

4. D. Victor ANTOLIN URTUETA, del IES

Antonio Machado de Madrid.

. D. Carlos Eduardo GONZALEZ GUILLEN, de]
IES Los Rosales de Madrid.
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Nos complace sefialar que el alumno Jestis Pascual MORENO DAMAS, que ha
recibido el primer premio del Nivel 111, particip6 en la XXXV Olimpiada Matemética
Espafiola, en Enero de 1999, siendo alumno de 3° de BUP, y se clasific6 con el puesto 3°A
de la fase regional de Madrid. El alumno Roberto RUBIO NUNEZ, 2° del Nivel I11, obtu-
vo el primer premio en los Niveles I'y I en nuestros concursos de los afios 1997 y 1998 y
participé en las VI y VII Olimpiadas M. Rioplatenses, obteniendo una medalla de bronce
en la primera; Carlos Eduardo GONZALEZ GUILLEN, 5° del Nivel 111, fue 2° del
Nivel 1T en 1998 y Carlos HERNANDEZ CORBATO, 1° del Nivel II, fue 2° del Nivel I
en 1998 y también participé en la VIL O. M. Rioplatense. Se confirma asf en todos ellos
una trayectoria muy prometedora para el futuro.

También debemos resaltar la sistemdtica repeticion, afio tras afio, de éxitos obtenidos
por alumnos de los mismos centros, lo que prueba la tenaz y eficaz labor formativa de
algunos de sus profesores, a los que queremos felicitar.,

Damos a continuacién los enunciados de los problemas propuestos en este concurso.

PRIMER NIVEL

Problema n° 1:

Una pareja lleva en un avién 135 kg de equipaje. La mujer paga 1.350 pesetas por
exceso de equipaje y el hombre 2.700 pesetas por ¢l mismo motivo. Si todo el equipaje
hubiese correspondido a uno solo de los dos, habrfa pagado 8100 pesetas por exceso de
equipaje. Sabiendo que el pago por exceso de equipaje es proporcional a dicho exceso,
;Cuéntos kg puede llevar una persona sin pagar nada adicional ?

Puntuacioén media de todos: 2,3; de los 5 premiados: 8,2.
Puntuacion mdxima: 10 (alcanzada por 2 alumnos).

Problema n° 2:

En una cuadricula de p filas y q columnas, escribimos todos los nimeros enteros
desde 1 hasta pq, llenando primero la primera fila de izquierda a derecha, luego la segun-
da, etc., en orden creciente. Si el nimero 20 aparece escrito en la tercera fila, el 41 en la
quinta y el 103 en la dltima, ;Cudntas filas y cuéintas columnas tiene la cuadricula?

Puntudcion media de todos: 6,2; de los 5 premiados: 9,4.
Puntuacién mdxima: 10 (alcanzada por 16 alumnos).
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Problema n° 3:

En una partida de dardos entre siete jugadores, cada uno de
éstos ha lanzado siete dardos, que han dejado en la tabla marcas XD
que pueden tomarse como puntos. La forma del tablero es la de la C
figura y los radios de las circunferencias concéntricas son de 8, 16 -
y 24 cm. Cada circulo estd dividido en ocho partes iguales. N / "
Demostrar que hay tres marcas que forman un tridngulo cuya drea
es menor que 125 cm?,

‘\___ ;

\
\

Puntuacion media de todos: 1,5; de los 5 premiados: 6,8.
Puntuacion mdxima: 10 (alcanzada por 4 alumnos).

Problema n° 4:
Tres cuadrados en los que las longitudes de sus lados son
niimeros enteros estdn colocados como se muestra en la figu-

ra. Si BC = CD y el 4rea sombreada es 31, calcular el 4rea del
cuadrado mayor.

Puntuacién media de todos: 3,6; de los 5 premiados: 8,0.
Puntuacion mdxima: 10 (alcanzada por 14 alumnos).

SEGUNDO NIVEL

Problema n° 1:

En el. intfarior de un tridngulo rectangulo de hipotenusa 5 y 4rea 6 dibujamos dos cir-
cunferencias iguales, tangentes entre si, ambas tangentes a la hipotenusa, y cada una tan-
gente a un solo cateto. Calcular la distancia entre los centros de dichas circunferencias.

Puntuacion media de todos: 2,1; de los 5 premiados: 4,2 .
Puntuacion mdxima: 8 (alcanzada por 3 alumnos).

Problema n° 2:

Siay b son nimeros positivos para los que a? + b? = 7a, ;qué es mayor, lo b)/3
6 (log a + log b)/2? «q yor, log((a + b)/3),

Puntuacion media de todos: 2,6, de los 5 premiados: 10,0.
Puntuacién mdxima: 10 (alcanzada por 8 alumnos).
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Problema n° 3:
Hallar todos los valores de a para los que las raices de la ecuacion

x—(a+l)x+a+4=0
son ambas negativas.

Puntuacion media de todos: 0,9; de los 5 premiados: 2,8.
Puntuacién mdxima: 8 (alcanzada por un alumno).

Problema n° 4:

Las dimensiones de las cuartillas de papel sona= 15,5 cm, b =21,5 cm. Una de ellas
ha sido plegada de modo que uno de sus vértices coincide con su opuesto. Calcular el drea
del poligono resultante.

Puntuacion media de todos: 2,2; de los 5 premiados: 4,8.
Puntuacién mdxima: 8 (alcanzada por un alumno).

TERCER NIVEL

Problema n° 1:

Un "mago" solicita a uno de los presentes que piense un nimero de tres cifras, abc, y
luego le pide que forme los cinco niimeros ach, bac, bea, cab y cba, que sume esos cinco
nimeros, y que diga el resultado N. Con ese dato, el " mago" identifica el niimero original,
abe. Haz el papel del "mago" y determina abc si N =3194.

Puntuacién media de todos: 2,5; de los 5 premiados: 4,4.
Puntuacién mdxima: 9 (alcanzada por un alumno).

Problema n° 2:

Una circunferencia de radio 10 tiene por centro el vértice del 4ngulo recto de un tridn-
gulo rectdngulo isésceles. Sabiendo que dicha circunferencia determina en la hipotenusa
del tridngulo tres segmentos iguales, calcula el drea de dicho tridngulo.

Puntuacion media de todos: 1,3; de los 5 premiados: 6,4 .
Puntuacion mdxima: 10 (alcanzada por 3 alumnos ).
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Problema n° 3:
Se da la ecuacién
X+ AX2 + (A+7)X-31=0

enla (llue A es un nimero real. Demostrar que solamente una de las raices de esa ecuacién
es real.

Puntuacion media de todos: 0,8; de los 5 premiados: 3,0.
Puntuacion mdxima: 8 (alcanzada por un alumno).

Problema n° 4:
Sea ABCD un recténgulo en el que BC = 3AB. Demostrar que si Py Q dividen el lado

BC en tres partes iguales, entonces

A A A
DBC + DPC = DQC.

Puntuacion media de todos: 4,4, de los 5 premiados: 9,6.
Puntuacion mdxima: 10 (alcanzada por 10 alumnos).
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Indice de soluciones publicadas

Niimero de Boletines en que aparecen las soluciones
de los problemas de nimeros

Prop e
eneln.° ro ¢ 1o 20 32| a° | 50 | 6 | 70| 871 97 | 100
| Warios 4 4 - - - - - - - = C
2 OMI-R3-Paris 3 3 3 4 4 4 - - - - C
3 OME-12-84 19 19 19 19 18 19 19 19 - - C
4 OMI-84-Prags 5 5 6 5 6 14 - . - - C
5 Varloy 8 7 12 7 7 8 - - - - C
6 Varios 7 7 16 - - - - N . - C
7 OMI-85-Finlandin 9 9 16 16 9 9 - - - - C
8 01-85-Bogoth 10 10 17 10 10 il - - - - C
9 OME-£2-86/Varios 18 19 20 18 19 19 17 17 11 17 C
10 ChinafAustralin 20 15 21 20 15 21 20 23 21 - C
1 OME-f]-H64 13 14 14 14 14 23 20 15 20 12 C
OMI-R6-Varsovin 26 20 12 21 - - — - - - C
12 Ol-ﬂ?—llrug,JOME—ﬂ 16 14 14 17 15 17 15 15 15 21 C
13 OMIE-12-8) 20 21 21 21 21 21 — - . . C
14 Varlos L5 15 15 15 — — - - - - C
15 OMI-A7-Cuba 18 18 18 21 21 21 — - - - C
16 OME-[1-87 22 22 21 18 22 22 22 22 - - C
17 OME-F2-88 25 23 23 23 23 23 - - - - C
18 Ol-88-Peri 23 23 23 23 25 25 - - - - C
19 DMI-H8-Australia 23 26 24 24 23 26 — — - - C
20 OME-{ | -HRPumam 24 26 24 25 24 26 24 26 26 24 C
21 {2-R4¢ 24 27 24 27 27 24 27 25 27 26 C
O1-B9-Cubu 26 27 - - - - - - - C
22 OMI-89-HEAS 28 28 XX 28 29 30 30 30 30 31
Opuosicionos 31 30 29 - - - N N - - C
23 Oposiciones 27 27 28 28 29 31 31 30 - - C
24 OME-1-90 30 31 31 30 31 30 30 31 - - C
25 OME-11-90 34 31 29 29 31 32 32 32 32 33 C
26 OMI-90-Chinaf XX 44 45 32 44 44 32 32 XX 34
O1-90-Valladolid XX XX - ~ - - - - - -
27 OME-1-91 33 XX 33 33 XX 35 XX XX - -
28 OME-f2-1 32 32 XX XX 33 33 - - - -
29 OMI-91-Suevin 38 XX XX XX XX XX - - - -
30 ol -‘H-AIE:nlin-v' XX XX XX 33 38 46 XX 33 33 33
OME-f1-491 33 34 34 34 - - - - - -
31 OME-f2-92/ 36 XX 36 36 36 XX 48 XX XX 35
OME-[1-01/PNS XX XX 47 35 34 - - - - -
32 OMI-82-MOSC LY 35 48 XX xX XX 52 38 35 46 38
O1-92-Venez/PNS 38 38 38 38 - - - - - -
33 OME-f1-92/F1-92(v) 47 XX XX XX XX 35 XX XX XX XX
fPNS 47 XX XX XX XX — - - - -
34 OMEF2-93 36 36 XX 36 36 36 - - - -
35 OMI-93-Turg./ XX 46 XX XX 52 XX 52 XX 47 39
OF-93-Méjico/PNS XX 52 39 39 52 XX - - - -
36 OME-F1-83T1-93(v) XX XX XX 40 XX XX 40 XX XX 40
37 OME-f2-U4/FNS 41 49 49 4] 49 49 45 45 41 -
38 OMI-04-Hong-Kong XX 40 XX XX 52 XX - - -
39 O-94L Brusil/OME- 43 XX XX XX XX XX 42 42 42 43
F1-0401 -9y 46 XX XX XX XX XX - - - -
40 OME-f2-95 42 XX XX 42 XX XX - - - -
41 OMI-95-Canpudd XX XX XX 47 XX XX - - - -
42 O1-95-Chile XX XX XX XX XX XX - - - -
| XX XX XX XX XX XX XX XX XX XX
43 ME- XX 44 XX XX XX XX - - - -
PNS XX XX XX XX XX XX - - - -
44 OMI-96-Indin/ XX XX 49 XX XX XX - - - -
PNS XX 47 45 XX XX XX — - - -
45 Of-96-Costn Rica XX XX XX XX XX XX 47 XX XX XX
OME-06-{1 XX 47 XX XX - - - - - -
46 OMR-96 XX XX XX XX XX XX - - - -
47 OMI-97-Argentin XX XX XX XX XX XX - - - -
48 O1-97-México XX XX XX 50 XX XX - - - -
OMEF1-28 - - - - - - XX XX XX XX
49 XX 49 XX - - - - - -
OMR-97 — — . - XX XX XX 50 XX XX
51 XX 51 XX 51 52
50 OMI-98 XX XX XX XX XX XX - - -
51 01-98 XX XX XX XX XX XX - -

CLAVES: XX = Pendiente de publicaciin;

C = Completo; OME = Olimpiada Mutemiticd Espufiolu (fase 1 6 2);

—OL. Mat. Internac. Ol = OL. [beroamer. de Mat. OMR = Mat. Rioplatense. PNS = Propuesta por nuestros Socios.

OMI
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INSTRUCCIONES PARA EL ENVIO DE ORIGINALES
PARA SU PUBLICACION EN EL BOLETIN

Los originales de articulos, problemas, resefias de libros, anuncios de congresos, etc.,

d@ben enviarse en papel y ademds también en disquete, del modo especificado a continua-
cién.

Copias en papel

s Se emviardn por duplicado, escritas con un procesador de texto en hojas de tamafio DIN

Los articulos comenzaran con el titulo (en mindsculas grandes), nombre de autores y
refe.rencia de su departamento o institucién (como suelen aparecer en el boletin), e-mail si
se tiene, y “abstract” de unas lineas en inglés. Terminar el articulo con la bibliografia (y
nada mas después de ella).

Si se utiliza LATEX, el formato debe ser 17 cm X 12,8 cm en 10 puntos, o bien 19 cm
x 14 cm en 11 puntos (para ser aprovechado directamente en la imprenta). En tal caso se
incluird el archivo de estilo utilizado.

Las figuras deben ser de buena calidad, incluidas en el lugar apropiado del texto en €l
tamafio en que deben ser reproducidas. Ademds, si se desea, pueden volver a incluirse al
final en mayor tamafio, para ser escaneadas.

Las soluciones de problemas deben comenzar indicando: “Problema niimero (Boletin
nimero)”, tal como suelen aparecer en el Boletin, y terminar con el nombre del autor de la
solucién de cada problema. )

Las resefias de libros como suelen aparecer en el boletin, con el nombre del autor de
la resefia al final.

Copia en disquete

' Se enviard un disquete formateado para PC compatible (DOS 3.x o superior), conte-
niendo dos archivos:

a) archi.vo del documento para el procesador de texto utilizado.
b) archivo en c6digo ASCII (éste es el que suele utilizar Ia imprenta).

.Si se envia en LATEX, ajustado al tamafio indicado, no es preciso este tltimo (el
archivo en cédigo ASCII).

Las flgurgs se captardn por escaneado, por 1o que es innecesario incluirlas en el dis-
quete (en archivos de extension TIF o similares).

Envio

) Todo ello se enviard a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la pdgina 2 de este
nimero del Boletin (no al apartado, que ya no estd operativo).
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Seleccién de originales ADQUISICION DE NUMEROS ATRASADOS DE NUESTRO BOLETIN

Ser4n revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se ajustan a . | |
la linea general del boletin. Si se considera oportuno, se pedira a los autores que reduzcan A partir de ahora, los nimeros atrasados del Boletin (de los cuales existan ejemplares
su extension o hagan algunas modificaciones en su contenido. sobrantes), podrdn ser adquiridos al precio de coste de mil pesetas ejemplar.

Los niimeros de los que atin quedan algunos ejemplares sobrantes son los siguientes:

35, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52 y 53

El importe puede ser abonado mediante cheque a nombre de nuestra Sociedad o
mediante transferencia a la cuenta corriente de nuestra Sociedad domiciliada en la entidad
bancaria:

CAJA DE INGENIEROS

C/ Fuencarral, 101

28004 Madrid

cc. 3025-0006-24-1400002948

La carta de peticién se enviard a la sede de nuestra Sociedad:

SOCIEDAD “PUIG ADAM” DE PROFESORES DE MATEMATICAS
Facultad de Educaci6n (despacho 3.517)

C/ Rector Royo Villanova, s/n

Ciudad Universitaria

28040 Madrid

En la carta se incluira:
— el nimero o nimeros a adquirir,

— la direccién a donde se han de enviar,
— el correspondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.
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SOCIEDAD «PUIG ADAM» DE PROFESORES DE MATEMATICAS

BOLETIN DE INSCRIPCION
] 1) [ Y (S P .
Direccién ..

Ciudad .. ... Cod.° Postal ...
Centro de trabajo A SR R S A R

SOLICITA EL INGRESO COMO SOCIO DE NUMERO DE LA SOCIEDAD.

Con esta fecha autorizo al Banco
Sucursal 0 AZENCia .o
Direccidn de la misma ...
para que cargue en la cuenta: ............. /

los recibos de las cuotas correspondientes al curso 1998-99 y siguientes.

Fecha i de oo de 1999

La cuota anual estd actualmente establecida en 5.000 pts. (de ellas, 3.000 pts. en concepto de cuota de la
Sociedad “Puig Adam” y 2.000 pts. en concepto de cuota por la que se recibe la revista SUMA de la
Federacién de Sociedades de Profesores de Matematicas).
Quienes prefieran abonar la cuota mediante transferencia pueden hacerlo a la c.c. de nuestra Sociedad,
domiciliada en la entidad bancaria:

CAJA DE INGENIEROS

¢/ Fuencarral, 101

28004 Madrid

cc. 3025-0006-24-1400002948

ORDEN DE DOMICILIACION EN LA ENTIDAD BANCARIA

Fecha cavapismsissimsinmaisisosiaresasisimisizes

Sucursal o Agencia .....

DHIECCION A BSIA weovevrverrariererrsrrnnraereissesserasrasssssssnsssessessssssssassssssossrestessiesessssnsissassssessssstestssssessssnasnssessns
RUEGO ABONEN con cargo a mi cuenta: ............ [ s [ v, [ nvirenoreennnienns /.

los recibos de mi cuota anual de la Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas, hasta
nueva orden.
Les saluda atentamente:

Firmado:
Nombre ¥ APellidos ...
Direccién ..
Remitanse ambas partes (toda esta pégma) a:

Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Mateméticas
Facultad de Educacién (despacho 3517)
¢/ Rector Royo Villanova, s/n. Ciudad Universitaria. 28040 Madrid
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