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Acta de la Asamblea General Ordinaria
de 1999 de la Sociedad Puig Adam
de Profesores de Matematicas

En la Facultad de Matematicas de la UCM, sita en la Ciudad Universitaria, a las doce
horas del dia 10 de abril de 1999, en segunda convocatoria, reunidos los miembros de la
Sociedad, bajo la presidencia de D. Javier Etayo Gordejuela, dio comienzo la Asamblea
General Ordinaria de mil novecientos noventa y nueve.

Se desarroll6 con arreglo al siguiente

ORDEN DEL DiA

Punto primero. Lectura y aprobacién, si procede, del acta de la sesién anterior.
Se procede a la lectura del acta de la Asamblea anterior, que queda aprobada por una-
nimidad.

Punto segundo. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad.

El Presidente informa sobre las actividades realizadas y a realizar:

a) Se informa que desde la Asamblea anterior se han publicado los nimeros 49, 50 y
51 del Boletin.

b) Se informa que el 20 de junio de 1998 se celebré el XVI Concurso de Resolucién
de Problemas que convoca la Sociedad en colaboracién con el Colegio de Licenciados.
Los ejercicios tuvieron lugar en la Facultad de Matemdticas y la entrega de premios en la
E.U. de Biblioteconomia.

¢) Se recuerda, también, la colaboracién de la Sociedad en la Olimpiada Matemética
que convoca la Real Sociedad Matemética Espafiola. D. Joaquin Herndndez, representante
en la Fase final, informa de lo acontecido y de las posibles reformas en las bases para el
futuro.

d) Se informa de la reunién en la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Natu-
rales de Madrid, convocada por la Ministra de Educacién y coordinada por D. Miguel de
Guzmén, para analizar el estado de la Ensefianza de la Matematica en la Educacién Secun-
daria, a la que —inicialmente— fue invitada a participar nuestra Sociedad y a la que asistié
—finalmente— D. Joaquin Herndndez como Secretario. De esta reunidn se emitirdn las con-
clusiones en breve.

e¢) Se informa de la participacién de la Sociedad en el Seminario celebrado en Grana-
da sobre “Recursos en el Aula de Matemaéticas” organizado por la Sociedad Andaluza



Thales, asi como de la edicién de las Actas del III Simposio “Leonardo Torres Quevedo:
su vida, su tiempo, su obra”, organizado por Amigos de la Cultura Cientifica y en el que la
Sociedad celebr6 una Jornada cientifica en recuerdo de Puig Adam, y del envio de las
Actas del ICME celebrado en Sevilla.

f) Se informa que la Sociedad colabora en la organizacién del Congreso IMACS-
ACA, que se celebrard en julio de 1999 en El Escorial.

g) Acerca de las relaciones de reciprocidad entre la Real Sociedad Matematica Espa-
fiola y las Sociedades de Profesores de Mateméticas integradas en la Federacién, el Presi-
dente informa que ésta ha estudiado el tema y elaborado un proyecto general que podria
ser comun para todas las Sociedades de la Federacién.

h) Se informa de la asistencia a las reuniones de la Junta de Gobierno de la Federa-
cién, de las que se hace un breve resumen. Complementariamente, se hace constar el cese
preceptivo del Presidente, D. Ricardo Luengo, quien ha sido sucedido por Dfia. Maria
Jesus Luelmo.

i) Se anuncia que el XVII Concurso de Resolucién de Problemas se celebrara el
sdbado 19 de junio en la Facultad de Matemdticas.

Punto tercero. Informe del Tesorero. Presentaci6n y aprobacién, en su caso, de
las cuentas de ingresos y gastos.

D. Alberto Aizpun reparte entre los asistentes la documentacién relativa a los movi-
mientos de tesorerfa: ingresos y gastos. A continuacién explica detalladamente el nimero
de recibos emitidos y las gestiones realizadas con los socios cuyos recibos han sido devuel-
tos, para concluir constatando el equilibrio final entre ingresos y gastos. Complementa-
riamente informa de que se ha abierto una cuenta corriente en la Caja de Ingenieros, que
funciona en régimen de cooperativa, explicando los movimientos efectuados en el trdnsito
desde la antigua cuenta en Caja Madrid.

Punto cuarto. Eleccién de nuevos cargos directivos.

Se renueva en sus cargos hasta 2003 a cinco miembros de la Junta Directiva elegidos
en 1995: Juan Bosco Romero Mérquez (Vicepresidente por Castilla-Leén), Julio Ferndn-
dez Biarge (Vocal de Redaccién de publicaciones), José Vicente Garcia Sestafe (Vocal de
Relaciones Institucionales), Eugenio Roanes Lozano (Vocal de Gestion de publicaciones)
y Martin Garbayo Moreno (Vocal de Actividades y Concursos).

Punto cinco. Asuntos de tramite.

a) En cuanto al convenio de reciprocidad con la Real Sociedad Matematica Espafio-
la, mencionado en el informe del Presidente, se acuerda que el Presidente se dirija, por un
lado a la Real Sociedad para pactar unas condiciones que no sean onerosas para nuestra
Sociedad, y por otro a la Federacién para aclarar el efecto de los acuerdos que se suscriban
en la cuota que se abona a la Federacion.

b) Se acuerda que, a partir de ahora, los nimeros atrasados del Boletin (de los cuales
existan ejemplares sobrantes), puedan ser adquiridos al precio de coste de mil pesetas
ejemplar.

Punto seis. Ruegos y preguntas.

a) D. Victor Manuel Sénchez, por un lado, pregunta si no serfa conveniente informar
también por carta, ademads de a través del Boletin, de las diferentes actividades de la Socie-, '
dad: Asambleas, Concursos, etc, asi como la difusioén en revistas, prensa diaria, etc. Por
otro, sugiere que la Sociedad publique un libro con los enunciados y soluciones de los pro- |
blemas propuestos en las fases finales de la Olimpiada. g

b) D. Juan Bosco Romero pregunta por la posibilidad de solicitar subvenciones para
la financiacion complementaria de las actividades de la Sociedad, asi como por la posible
existencia de directorios mundiales de revistas de educacién matemdtica.

¢) D. Eugenio Roanes Macias recuerda que en el afio 2000 debe conmemorarse el
Centenario del nacimiento de D. Pedro Puig Adam con la organizacién de un Congreso, la
reedicion de algunos de sus libros, etc.

d) D. Eugenio Roanes Lozano plantea la posibilidad de incluir en el Boletin propa-
ganda de material para la educacién matemadtica a cambio de subvenciones para la Socie-
dad.

Llegados a este punto, el Presidente levanta la sesién a las trece horas y veinte minu-
tos de la fecha arriba indicada.

V.° B.° El Presidente El Secretario



XXXV Olimpiada Matemadtica Espafiola

Primera fase - Madrid

Las pruebas de la PRIMERA FASE de la “XXXV Olimpiada Matematica Espafiola”
correspondientes al curso 1998-99 y a los distritos de Madrid, se han celebrado en los dias
22 y 23 de enero de 1999.

Esta Olimpiada estd organizada por la Real Sociedad Matemdtica Espariola, bajo el
patrocinio de la Subdireccién General de Becas y Ayudas al Estudio.

Como es sabido, esta Olimpiada se desarrolla en dos fases: la primera tiene lugar en los
distintos distritos; este afio, tres de ellos corresponden a la Comunidad de Madrid, que cuenta
con cinco universidades estatales, ademas de las privadas; los tres ganadores de cada distrito
son propuestos a la Subdireccién General de Becas y Ayudas al Estudio, a través de la RSME,
para la concesién de un premio en metilico (este afio, de 50.000, 35.000 y 25.000 pesetas
para los tres ganadores de cada distrito) y son invitados a participar en la segunda fase. Los
mejores clasificados en ésta, ademas de recibir los premios correspondientes, podran inte-
grarse en los equipos que representaran a Espafia en las préximas olimpiadas internacionales.

Las pruebas se desarrollaron en dos sesiones de tres horas y media de duracién cada
una, en las que se propusieron seis problemas (no ocho, como era habitual), cuyos enun-
ciados damos a continuacién de esta crénica. Estos problemas son los mismos que se pro-
pusieron simultdneamente en la mayor parte de los distritos espafioles. Las pruebas de los
tres distritos que corresponden este afio a todas las Universidades de nuestra Comunidad,
se realizaron conjuntamente, y a ellas concurrieron 123 alumnos de los 136 inscritos, algu-
nos menos que el afio precedente.

Cada problema se calificé con un méaximo de 7 puntos, rompiendo la costumbre de
hacerlo de 0 a 10, para hacerlo como en la mayor parte de las competiciones internaciona-
les. De este modo, habia una posibilidad teérica de obtener 42 puntos. Al igual que otros
afios, el nivel medio de preparacién de los asistentes fue bastante bajo, debido a la presen-
cia de un buen nimero de alumnos que mostraron desconocer lo que son unas pruebas
olimpicas, no consiguiendo ni un solo punto en los ocho problemas. Unos pocos, no obs-
tante, destacaron claramente sobre ese nivel medio.

Damos a continuacién los nombres de los alumnos premiados en los distritos de
Madrid A, B y C, ordenados por puntuaciones decrecientes:

1° A D. Roberto Carlos BARREDA MORIANA, del COU del

Colegio JOYCE de Madrid .........ccccoovemiivninsrinssmnrenennes 36 puntos
1°B  D.? Beatriz SANZ MERINO, del C.0.U. del
Colegio San Viator de Madrid .........c.oeovrrinervnesrmnerisescesseesrnnenns 35 puntos

1°C  D.David MARTIN HERRERO, de 2° de LOGSE del

IES San Juan Bautista de Madrid ........cccemmmnminmmrinemriniinanenn, 30 puntos
2°A  D.Diego MUNICIO GARCIA, de 3° de BUP del

Colegio de los Menesianos de Madrid .........ccoceiiiininnioiiinin 30 puntos
2°B  D. Andrés TALLOS TANARRO, del COU del

Colegio Padre Manyanet de Madrid ... 29 puntos
2°C  D."Maria GARCIA CERDENO, de 2° de LOGSE del

IES San Juan Bautista de Madrid ........cccoviicimimnnenicnciiciianiin 28 puntos
3° A  D. Jesiis Pascual MORENO DAMAS, de 3° de BUP del

Colegio Los Olmos de Madrid ..o 28 puntos
3°B  D. Alvaro NAVARRO TOVAR, del COU del

Colegio El Prado de Madrid ......c.ccoverevimminiinminnsninninnssnnnians 27 puntos
3°C  D. Alberto GARCIA PANOSO, del COU del

Colegio JOYCE de Madrid ....ocovereimieennmeninriiensnnsnssineinsensnas 27 puntos

Los empates se resolvieron con un examen atento de cada caso.

Debemos sefialar en primer lugar la presencia entre estos alumnos premiados de dos
de 3° de BUP y otros dos de 2° de LOGSE.

Destacaremos que Diia. Beatriz Sanz Merino participé ya en la OME anterior, que-
dando en tercer lugar del distrito C en la primera fase y recibiendo Medalla de Oro en la
final; también fue premiada en nuestro Concurso de 1997, quedando en segundo lugar del
segundo nivel. Asimismo, D. Alvaro Navarro Tovar ocupé el primer puesto del distrito C
en la primera fase de la anterior OME y obtuvo Medalla de Plata en la fase final; en nues-
tros Concursos, fue tercero del primer nivel en 1996 y primero del segundo en 1997. Diia.
Maria Garcia Cerdefio resulté premiada en primer nivel de nuestro Concurso en 1996.

También este afio puede comprobarse que los Centros de procedencia de los alumnos
premiados son, en su mayoria, los mismos que en los anteriores, lo que es prueba de que
en ellos se realiza una encomiable labor de estimulo y preparacién. Nuestra enhorabuena a
los premiados y a los profesores que los han preparado.

Algunos de los problemas propuestos resultaron més sencillos para los alumnos que
en otras ocasiones, pero otros presentaron gran dificultad.

Damos a continuacién los enunciados de esos problemas y, junto con cada uno, las
puntuaciones medias alcanzadas en €l, por todos los participantes y por los nueve premia-
dos, asi como el nimero de soluciones calificadas con 6 o con 7, que consideramos acepta-
bles.



PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA PRIMERA FASE DE LA XXXIV OME

Problema 1°:

(Qué digitos se han omitido en la siguiente multiplicacién?

I I
% * %
* 6 1
**4

Puntuacion media obtenida por todos los alumnos: 4,9.
Puntuacion media obtenida por los nueve premiados: 7,0.
Nimero de soluciones aceptables (calificados con 6 6 7): 77.

Problema 2°:

Una empresa produce semanalmente 300 bicicletas de montafia que vende integra-
mente al precio de 600 euros cada una. Tras un andlisis de mercados observa que si varia el
precio, también varfan sus ventas (de forma continua) segiin la siguiente proporcién: por
cada 7 euros que aumente o disminuya el precio de las bicicletas, disminuye o aumenta la
venta en 3 unidades.

a) ;Puede aumentar el precio y obtener mayores ingresos?

b) (A qué precio los ingresos serdn miximos?

Puntuacion media obtenida por todos los alumnos: 3,9.
Puntuacion media obtenida por los nueve premiados: 6,8.
Nimero de soluciones aceptables (calificados con 6 6 7): 49.

Problema 3°:

Dado un tridngulo ABC con baricentro G:
a) Prueba que para cualquier punto del plano M se verifica:

MA®* + MB*+MC*>2GA*+GB*+GC*?
obteniéndose la igualdad si y solamente si M = G.

10

b) Fijado un nimero k > GA” + GB* + GC?, halla el lugar geométrico de los pun-
tos M tales que MA® + MB*> + MC* =k.

Puntuacion media obtenida por todos los alumnos: 0,2.
Puntuacion media obtenida por los nueve premiados: 1,1.
Niimero de soluciones aceptables (calificados con 6 6 7): 0.

Problema 4°:

Hallar todos los pares de nimeros naturales x, y (x < y) tales que la suma de todos los
nimeros naturales comprendidos estrictamente entre ambos es igual a 1999.

Puntuacion media obtenida por todos los alumnos: 1,5.
Puntuacion media obtenida por los nueve premiados: 5,0.
Niimero de soluciones aceptables (calificados con 6 6 7): 9.

Problema 5°:

Prueba que la longitud de los catetos de un tridngulo rectangulo isésceles es siempre
igual a la suma de los radios de sus circunferencias inscrita y circunscrita.

Puntuacién media obtenida por todos los alumnos: 2,0.
Puntuacion media obtenida por los nueve premiados: 6,2.
Niimero de soluciones aceptables (calificados con 6 6 7): 23.

roblema 6°:

Sean g, b y ¢ nimeros reales no nulos (con suma no nula) tales que:

1 1 1 1
—t o=
a b ¢ a+b+c

Prueba que también se verifica:

1 1 1 1

+ = :
199 1999 1994 |99 1994
o p? P @b e

a
Puntuacion media obtenida por todos los alumnos: 0,8.

Puntuacion media obtenida por los nueve premiados: 3,9.
Niimero de soluciones aceptables (calificados con 6 6 7): 8.

11



III Concurso de Primavera
. Un resurgimiento de la ensefianza publica?

El Concurso de Primavera sigue creciendo. De los 139 centros participantes en la 2.%
fase en la edicién anterior, hemos pasado a 192 este afio. Este dato que, para los que estdis
algo alejados del mundo de la Ensefianza Secundaria podria no aportar nada, ser algo natu-
ral, para nosotros, el Comité Organizador, que estamos cada dia peleando en el aula, es un
dato que nos llena de satisfaccién. Pero si analizamos un poco los datos de participacion,
la satisfaccién se torna en algo mds importante: esperanza. En efecto: todos somos cons-
cientes de los dificiles momentos que estd viviendo la Ensefianza Pdblica en este pais.
Momentos que empezaron hace ya bastantes afios; no en el 96. Pues bien, en este estado de
cosas, de 26 Colegios Publicos participantes en el afio anterior, hemos pasado a 50 este
afio y de 61 Institutos que lo hicieron en la edicién del afio pasado, hemos pasado a 82 este
afio. La participacién en la ensefianza concertada-privada también ha crecido, pero en
menor escala: 51 centros participantes en el concurso del 98, 60 en el del 99.

Por supuesto que tenemos muy claro que el crecimiento de los indices de partici-
pacién en un concurso, no implica autométicamente una mejora en la calidad de la ense-
flanza de las mateméticas en los centros porque, entre ofras cosas, aunque estemos conven-
cidos que hacer este tipo de matematicas si conlleva mejorar la ensefianza de la misma, no
est4 nada claro que participar en un concurso arrastre obligatoriamente la forma de llevar
1as clases a lo més natural en las matematicas, la resolucion de problemas; en algunos cen-
tros, sabemos positivamente que la participacién en el Concurso de Primavera significa
exclusivamente mandar a unos estudiantes a la 2.2 fase, sin haber dedicado mucho tiempo,
ciertamente, a la preparacién y realizacién de la primera.

Pero, en cualquier caso, no es menos cierto que el Concurso de Primavera ha desper-
tado ciertas ilusiones en un colectivo importante tanto de profesores como de estudiantes.
Por ellos pensamos seguir, y extenderlo a otras comunidades. Desde aqui, os animamos a
los miembros de la sociedad Puig Adam que no residis en la Comunidad de Madrid que
montéis algo parecido. En La Rioja lo han hecho este afio —disponiendo de nuestro mate-
rial- y se han visto sorprendidos por el éxito. Como apuntdbamos una vez, con nuestro
material, experiencia organizativa y 4nimo, siempre podéis contar.

Joaquin Herndndez Gomez
Del Comité Organizador del Concurso de Primavera
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Recensiones en Zentralblatt
fiir Didaktik der Mathematik

Como ya indicamos en nimeros anteriores de nuestro Boletin, la direccién de Zen-
tralblatt fiir Didaktik der Mathematik (ZDM) incluye en sus volimenes la recension de los
articulos publicados en nuestro Boletin, razén por la cual se publican actualmente con un
resumen en inglés.

Nos complace dar cuenta de las nuevas recensiones aparecidas, para conocimiento de
los autores de los trabajos, y de todos nuestros socios.

RECENSIONES PUBLICADAS EN ZDM
VOL. 30 (4) DE 1998

#0687  (seccién U70). Reflections on conputers in school mathematics: CAMP+30,
por Larry L. Hatfield, Bol. Soc. Puig Adam 50 (1998), pags. 16-33.

#0012  (seccién A30). El movimiento renovador de la matemdtica espafiola de fina-
les del siglo x1x, por Javier Peralta, Bol. Soc. Puig Adam 50 (1998), pégs.
34-48.

#0013  (seccién A30). Evolucién en la ensefianza de la Geometria Elemental, por
Eugenio Roanes Macias, Bol. Soc. Puig Adam 50 (1998), pdgs. 49-60.

#0483  (seccién I30). Criterios de condensacién de Cauchy y de la integral con
DERIVE, por Juan José Armenddriz Vifiuelas, Bol. Soc. Puig Adam 50
(1998), pags. 61-67.

#0481  (seccién 125). Revisién de una cuestién clésica: Las funciones seno y cose-
no, por Manuel Sudrez Fernandez, Bol. Soc. Puig Adam 50 (1998), pags.
68-78.

#0374  (seccién G40). Superficies y Teorema de Tales, por Pedro Pescador Diaz,
Bol. Soc. Puig Adam 50 (1998), pags. 79-82.

Notas necroldgicas

La Junta Directiva ha tenido noticia del fallecimiento de la madre de Joaquin Herndn-
dez Gémez, bibliotecario de nuestra Sociedad, y también de la madre de Emilio Palacién,
director de la revista SUMA.. Nuestro més sentido pésame a ambos.

13



Historia de 1a Educacién Matematica
Pensamiento numérico y algebraico

Anuncios de Congresos

IV Cursos Universitarios de Verano en Canarias
Informacion e inscripciones:

Dolores Gomez y Tomds Ortega

Dpto. Andlisis Matematico y Didactica de la Matematica
Facultad de Educacién

C/ Geodlogo Francisco Herndndez Pacheco, s/n. 47014 Valladolid

Simposio sobre Ciencia y Técnica en Espaiia de 1898 a 1936: Tel.: 983 423 000 ext. 24 472. Fax: 983 423 436
e-mail: ortega@am.uva.es

Lanzarote, 3,4 y 5 de agosto de 1999

Sesion I: Blas Cabrera y Felipe.
Sesion II: Santiago Ramén y Cajal.
Sesién III: Leonardo Torres Quevedo.

RSME2000 (Primer anuncio)

Informacion y Secretarfa en Madrid:

Escuela Técnica Superior de Arquitectura i

Juan do Herrers, 4. 25040 Madrid Madrid, 27, 28 y 29 de enero del 2000

Ciétedra de Fisica Aplicada

Tel.: 91 336 65 18. Fax: 91 336 65 54

La Real Sociedad Matematica Espafiola anuncia la celebracion de su primer congreso

nacional tras la reconstitucién. El congreso tendré lugar en Madrid en la Universidad Com-
plutense, aunque algunos actos se celebrardn en alguna de las otras universidades madrile-

III SEIEM fias. El objeto de este y los subsiguientes congresos, de cardcter bianual, es reconocer y pre-
sentar a la comunidad matematica y cientifica los avances més significativos realizados por
Valladolid, 15-18 de septiembre de 1999 mateméticos espafioles en el tltimo bienio, prestando especial atencidn a estimular la parti-

cipacién de jévenes y reforzar la presencia de las mateméticas en nuestra sociedad.

Seminarios de trabajo: Presidente de Honor
Seminario I: Did4ctica de la Geometria
Seminario II: Did4ctica, disciplina cientifica Su Alteza el Principe de Asturias, D. Felipe de Borbén.

Seminario III: Metodologia de investigacién (observacional).

Grupos de trabajo: Comité Organizador
Aprendizaje de la Geometria
Conocimiento y desarrollo profesional del profesor Carlos Andradas (Univ. Complutense)
Didéctica de la Estadfstica, Probabilidad y Combinatoria Emilio Bujalance (UNED)
Dida4ctica del Andlisis Antonio Cérdoba (Univ. Auténoma de Madrid)
Did4ctica, disciplina cientifica Ildefonso Diaz (Univ. Complutense)
Educacién infantil Alberto Ibort (Univ. Carlos III)
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Manuel de Leén (CSIC)

Juan Llovet (Univ. de Alcala)

Francisco Martin (Fed. Espaifiola Soc. Profs. Matematicas, FESPM)
José Manuel Vega (Univ. Politécnica Madrid)

David Rios (Univ. Rey Juan Carlos)

Comité Cientifico

(Actda como tal la Comisién Cientifica de la RSME)
Antonio Cérdoba (Univ. Auténoma Madrid)

Pilar Bayer (Univ. Barcelona)

Miguel Angel Herrero (Univ. Complutense Madrid)
David Nualart (Univ. de Barcelona)

Antonio Ros (Univ. de Granada)

Antonio Sdnchez-Calle (Univ. Auténoma Madrid)
Luis Seco (Univ. de Toronto)

Programa

El congreso se desarrollard desde el jueves 27 a las 16,00 horas hasta el sdbado 29 a
las 18,00 horas cuando tendra lugar la conferencia de clausura. Constard de cinco médulos
de trabajo correspondientes a la tarde del jueves 27 y las maflanas y tardes del viernes 28 y
sdbado 29. Cada médulo contendra conferencias plenarias mas alguna actividad como
sesiones de posters, minisymposia o mesas redondas. Un programa detallado se adjuntara
en el segundo anuncio y en la pagina web de la RSME, secciéon CONGRESO02000. Asi-
mismo se celebrard una comida social de todos los asistentes y se contara con la partici-
pacién de editoriales, compaiifas de software matemaético y empresas.

Inscripcion

El boletin de inscripcién serd enviado con el segundo anuncio. La inscripcién no se
considerara formalizada hasta no haber recibido el pago de la cuota de inscripcién en la
cuenta de la RSME que se especificara en dicho anuncio,

Cuota de inscripcién SOCIOS 1erveerireererssrsrsnensessesassans 15.000 pts.
(hasta el 30 de septiembre) 1O SOCIOS vvruvsersurinerensesrennanes 20.000 pts.
estudiantes ........c.veeeveeiiieinens 5.000 pts.
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Las inscripciones realizadas con posterioridad al 30 de septiembre llevaran un recargo
de 3.000 pts., salvo en el caso de estudiantes, que mantendrdn la misma cuota. La cuota de
inscripcién incluye la cena social y la documentaci6n que se repartird en el congreso con los
abstracts de las conferencias plenarias. A los iinicos efectos de ir haciendo una estimacion
del niimero de asistentes, se ruega que aquellos interesados envien un e-mail a la cuenta
rsme_2000©mat.ucm.es. Se prevé la posibilidad de conceder un niimero limitado de becas.

Viaje y alojamiento

Los congresistas interesados pueden gestionar el viaje y alojamientos a través de la
agencia de El Corte Inglés, oficina de la Universidad Complutense (tel. 91 394 35 05), que
estd gestionando plazas hoteleras a distintos precios, asi como precios reducidos en avién
y tren.

Convocatoria de propuestas de pésters y minisymposia

Pésters. Para la sesién de pésters dentro del congreso RSME2000, el comité organi-
zador invita a todos los interesados en presentar un pdster a enviar sus propuestas al comi-
té organizador. Las propuestas deberén ser enviadas antes del 15 de septiembre de 1999 a:

Carlos Andradas

Congreso RSME2000/Pésters

Dpto. de Algebra, Fac. Matemadticas (Univ. Complutense)
28040 Madrid

La propuesta debe incluir los datos completos de autor, titulo del péster, cédigo de la
AMS del trabajo y un abstract del péster sobre el que se basara la seleccién de los mismos.
La seleccién se realizard por el comité organizador y la aceptacién serd comunicada a los
interesados antes del 30 de octubre.

Minisympeosia. La sesién de minisymposia tendrd una duracién de 90 minutos. E1
comité organizador invita a todos los interesados en proponer un minisymposium a que
envien su propuesta antes del 15 de agosto de 1999 a:

Carlos Andradas

Congreso RSME2000/Pésters

Dpto. de Algebra, Fac. Matemticas (Univ. Complutense)
28040 Madrid

17



La propuesta debe incluir los datos completos de organizador y los ponentes en el
symposium (entre un minimo de cuatro y un maximo de seis), titulo del symposium y de
las comunicaciones de las que conste, y medios necesarios para su realizacion. Puesto que
el nimero de minisymposia posible es reducido, la seleccion se realizaré por el comité
organizador atendiendo a la calidad, interés y actualidad del tema, dando especial impor-
tancia a los de cardcter interdisciplinar. La aceptacién serd comunicada a los interesados
antes del 30 de septiembre. El comité organizador pondra a disposicién de los responsa-
bles de los minisymposia el espacio y medios fisicos necesarios para su realizacién, aun-
que desgraciadamente no sufragaré los gastos de los participantes en el mismo.
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Simplifying the Structure of Equations
Describing Electromechanical Objects by
Means of Mathematical Transformations

to Substitutional Equivalent System

Adam Marlewski, Institute of Mathematics,
Poznan University of ‘Technology *

Stanislaw Rawicki, Institute of Industrial Electrical
Engineering, Poznan University of Technology

Eugenio Roanes Mac{as, Departamento de Algebra,
Universidad Complutense de Madrid T

Abstract

Within the framework of an electrical drive, application of a micro-
processor technique requires of design engineers an utilization achieve-
ments in various fields, among others the mathematical theory of struc-
tures and algorithms, the theory of transformations and minimization.
In this paper, problems of minimization of the structure of the dynamic
mathematical model of an electrical three-phase induction motor with
asymmetry of the stator and rotor circuit are analyzed. Equations of
the induction machine in the natural system have been transformed to
the zero-sequence system and the two-phase system connected with the
coordinate system rotating in general with any speed in relation to the
stator. The method of choice of the speed of the coordinate system is
given in order to get the simplest form (minimization problems) of equa-
tions of the mathematical model for the symmetrical state and various
asymmetries of the three-phase induction machine.

*e-mail: amarlew@math.put.poznan.pl
te-mail: roanes@eucmos.sim.ucm.es
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1 Introduction

A microprocessor technique has created new possibilities for designing
of high-quality control systems within the framework of an electrical drive.
Application of a microprocessor technique for optimum control requires of
design engineers an utilization achievements in various fields, among others
the mathematical theory of structures and algorithms, the theory of trans-
formations and minimization. Software for microprocessor control of electric
motors within a real-time system is connected with necessity of minimization
of the structure of equations describing a physical model.

Fig. 1

Fig. 1 presents a scheme of windings of a three-phase induction motor
(the phase windings: A4, B,C in the stator and a,b,c in the rotor). Wind-
ings are placed symmetrically within the machine circumference; the space
angle between the axes of neighbouring phases is equal to 120°. The sta-
tor is motionless, however the rotor rotates with the angular speed w. The
stator winding is supplied from cosinusoidal voltages ua,up,uc forming the
symmetrical three-phase system:

20

ug = v2U cos(wit + )
up = V22U cos(wyt + v — %) (1)
uc = V2Ucos(wit + v + %)
where U, wy, 7y are effective value, pulsation and an initial phase of the supply
voltage.

During typical operation of an induction motor, the rotor winding is
short-circuited. With the object of achieving the possibility for a machine
diagnostics, the winding damages are here modeled by simplified way by
means of assumption of asymmetrical resistances R4, R, Rc in the stator
circuit and R, Ry, R, in the rotor circuit.

Minimization of the structure of the dynamic mathematical model of an
electrical three-phase induction motor is possible with the help of the special
transformation to the zero-sequence system and the two-phase system con-
nected with the cartesian coordinate system. Suitable choice of the speed of
the coordinate system creates the simplest form of equations for the symmet-
rical state and various asymmetries of resistances.

2 Mathematical Relations in Natural System of In-
duction Machine

Within the framework of the mathematical model of a three-phase induc-
tion machine, a structure of the following relations has great weight: relation
between the magnetic flux vector ¢ and the current vector I and the formula
for the electromagnetic torque m. The vector v is connected with the vector
I as follows:

Y=1LI (2)
where
Y = (Y4, %8, %0, Yoy Yo, ] (3)
I=[ia,iB,ic,la, b, ic]T (4)
L - the inductance matrix:
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L M, M; Mca Mecy Mecs
My, L My, Mc Mca Mc

= My My, Ly Mey Mcz Mo ()
o M01 MC3 M(32 Lr Mr M,-
Mcy Mc; Mczs M, L, M,
MC3 MC2 MCl Mr Mr Lr
2 2
c1 =cos¢p , cg=cos(¢d+ —32) , ¢3=cos(¢— ?ﬂ) (5b)

Ls, L, - the phase stator or rotor self inductance, M, M, - the mutual in-
ductance between the stator phases or the rotor phases, M - the mutual
inductance between the stator and the rotor phases for the rotor position
¢ = 0 (it is assumed that the space magnetic-field distribution is cosinu-
soidal), ¢ - angular position of the axis of the rotor phase a in relation to the

axis of the stator phase A.
The electromagnetic torque m can be calculated as a partial derivative of

the magnetic-field energy Wi, in relation to the rotor position ¢, multiplied
by the number p of pairs of magnetic-field poles:

MW

The formula for the energy Wy, is the following;:

Wn = %(1/’,41',4 + ¥pip + Yoic + Yata + Yeis + Peic) (7)

In the matrix notation, we have:
1 r 1 7
Wi =517 = SITLI (8)

Taking the formulae (4), (5), (6) and (8) into consideration, we obtain
the following expression:

m = —pM[sing(iaiq + ipis + ictc) + sin(¢p — —;—r)(mzc +ipiq +icis)+

+sin(¢ + ?ﬂ)(z,ﬂb + iBic + icta)]. (9)
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3 Transformation Equations

The natural phase quantities of the stator (4, B, C) and the rotor (a, b, ¢)
are here transformed to the equivalent, substitutional system of two windings
in the stator (us,vs) and in the rotor (ur,vr) connected with the coordinate

Fig. 2

system u, v (Fig. 2). In a general way, the coordinate system (u, v) can rotate
with any speed wy. The transformation equations of a three-phase induction
machine are the following:

w¥ = BW (10)
W =B 'wV (11)

W - the vector of phase voltages, currents or magnetic fluxes of the sta-
tor and the rotor in the natural system (A, B, C,a,b,c), WY - the vector
of voltages, currents or magnetic fluxes in the new, substitutional system
(us, vs, so,ur,vr,r0). The zero-sequence system (so,70) has here comple-
mentary character. The orthogonal transformation matrix is:

B = diag(Bs, By), (12)
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where diag - formation of the diagonal matrix,

cos(0) cos(0 — H) cos(0 + 3,-;1)

B, = \/; —sin(0) —sin(0 — %) —se’n(él”r ) (13)
1
v Vi Vi

5 cos(@ —¢)  cos(0 —¢— Iy cos(0 — ¢+ zg)
B, = \/; —sin(d — ¢) —sin(0 —¢— %) —sin(0 B ¢+ %) (14)
1 1 .
% V2 V2
6 - angular position of the axis u of the coordinate system in relation to the

axis of the stator phase A.
Starting from the formula (2) for the natural system, we calculate:

Y= LI, (15)

By = BLI, (16)
By = BLB™1BI, (17)
YN =INIV, (18)
LN =BLB™L. (19)

For the inductance matrix LYV in the new system, it was calculated:

Ly 0 0 M O
0 Ly O 0 M
0 0 Ls, O 0

[ev R e B e B e B e

N= 20
L=\ o 0 L o0 ' (20)
0 M O 0 L,
0 0 0 0 0 Ly
where 5
L1=La—Ms ) LZZLT—Mr ’ M1=§M
Lyo=Ls+2M; , Lo = L +2M,. (21)

The expression (20) is considerably simplified in comparison with the relation
(5). For programming within the microprocessor control of an electric drive,
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it is very profitable that in the formula (20) dependence on the rotor position
¢ is eliminated. The elements of the matrix L do not depend also on the
position € of the coordinate system.

Taking the formulae (6), (8) into account, we calculate:

1 ,0L
m=5pI 3¢I, (22)
1 o 0L
m—2pIB Ba¢B BI, (23)
(INT=BNT=1"BT = 1TB}, (24)
_1 o pdLl N
m—2p(I ) BB¢B I, (25)

In formulae (24), we have taken into consideration that the transformation
matrix B is orthogonal. After the matrix calculations in accordance with
(25), we have obtained the following, very simple expression:

m = le (iusiur - ":usiv'r) (26)

For the new system, the torque m does not depend on the angles ¢, 6.

The important part of the mathematical model of an induction machine
is the voltage drop at resistances in the stator and rotor circuit; we calculate
it as follows:

RI (27)

where the resistance matrix is:

R= dia‘g(RA, Rp, Rc, Rq, Ry, Rc) (28)

The resistance matrix in the new system is the following:

Tis Tes T3s 0 0 0

T4s Tss Tes O 0 0

N _ ~1_|77s 785 T9s 0 0 O
SRS 0 0 0 7y 7ror T3 |’

0 0 0 74 75 Ter

0 0 0 77 78 Tor

(29)
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where

r1s = 2(Ra+ R + Rc) + §(2Ra — Rp — Rg)cos20 — 2—375(RB — Rg)sin26
ras = —§(2Ra — Rp ~ Rc)sin20 — 5~ (Rp — Rc)cos2f

T34 = ﬁ;@RA — Rg — R¢)cosh + VIE(RB ~ R¢)sind

T4g = T2s

Tss = %(RA + Rp+ Rc) — é(2RA — Rp — R¢)cos20 + #E(RB — R¢)sin20

Tes = %(RB — Rg)cosf — %ﬁ(mA — R — Rg)sind
T79 = T3s
T8s = T6s

r9s = (R4 + Rp + Rc)

rir = §(Ra+Ry+Re)+§(2Ra~ Ry~ Re)cos2(6 — ¢) — 5z (Ry — Re) sin2(6 — )
rar = —§(2Ra — Ry — Re)sin2(0 — ¢) — 525 (Ry — Re)cos2(6 — ¢)

r3r = 5u5(2Ra = Ry — Re)cos(0 — ¢) + 7z (By — Re)sin(6 — ¢)

Tar = T2r

rsr = 3(Ra+ R+ Re)— §(2Ra— Ry— Re)cos2(0— ) + 515 (Ry — Re) sin2(6—¢)
rer = J5(Ry — Re)cos(0 — 6) — 5.7(2Ra — Ry — Re)sin(6 — ¢)

T7rp =7T3r 3 T8r =Tér

ror = %(Ra + Ry, + Rc). (30)
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4 Choice of the Coordinate-System Speed

The dynamic mathematical model of an induction machine consists of so-
called voltage equations, the motion equation and relations between currents
and magnetic fluxes. The inductance matrix (20) and the electromagnetic
torque described by the formula (26) do not depend on the position of the
rotor (¢) and the coordinate system (6). Because of this independence, choice
of the optimum speed of the coordinate system, ensuring minimization of
equation structure, is connected with the resistance matrix (29), (30) for the
new system. As a general rule, the three-phase induction motors have supply
by means of three electric conductors and the windings are star-connected
without zero lead. In this case, the zero-sequence system (so,70) can be
omitted because the currents %4, %5, are equal to zero.

During normal operation of an induction motor at full symmetry, the
resistance matrix (29) is very simple:

RY = diag(Rs, Rs, Rs, Ry, Rr, R,), (31)

where Rg, R, - the resistance of the stator and rotor phase circuit.

For the above variant, the coordinate system rotating with so-called syn-
chronous speed w; (formally equal to pulsation w of the supply network) is
the most convenient. The supply voltages have here constant values. For
the steady state, also the currents and fluxes are constant and derivates are
equal to zero (the equation structure is simplified to a maximum). At full
symmetry, the dynamic mathematical model of an induction machine is the
following;:

Dipus = \/§U003 YHw1Pys—Rlus (32)
Dipys = ‘/gUs":n v — wWithus — Rstys (33)
Dpur = (wl - w)"pvr — Ryiyr (34)
Dipyr = —(Wl _w)"/)ur — Rytyy (35)
Dw = E(m—mp) , m = pMi(ivsivr —tusivr), (36)
iua = /\(L2¢us - leur) (37)
ivs = )\(LZTpvs - Ml"/’vr) (38)
Z‘m' = )\(Ll"/}ur - Ml"pus) (39)
Z.vr = )\(Ll"/)vr - Ml"pvs) (40)
27



where \ = (LyLy — M})~1, D - differential operator, J - moment of inertia,
my, - the load torque.

At the damage only in the stator circuit, modeled by assumption of
asymmetry of the stator phase resistances: R4, Rp,Rc (at rotor symme-
try: Ry = Ry, = R. = R,), the coordinate system stationary in relation to
the stator is the most advantageous; we assume: the speed wy = 0, the angle
@ = 0. Within the mathematical model, we change now only four equations:
(32)-(35); the expressions (36)-(40) are the same. At present, different volt-
age equations are:

Dpus = V3Ucos(wit + ) — §(4Ra + Rp + Ro)ius + 555 (Rp — Ro)ivs (41)
Dwua = \/EUSin(wlt + ’)’) + ﬁ(RB . RC)ius . %(RB + RC)ivs (42)
Dpur = —wihyr — Rptyr (43)
Dpwr = wihur — Rrtyr. (44)

At the rotor asymmetry (different resistances R,, Rp, Rc) and the sym-
metrical stator (R4 = Rp = Rc = R,), the coordinate system station-
ary in relation to the rotor gives the simplest equations (assumption: wy =
w and 0= ¢). Now the new voltage equations are the following:

Dipys = \/chos(wlt -¢+ '7) + wihys — Rgiyg, (45)
Dipys = \/gUSin(wlt —-¢+ '7) — Wihyg — Rgiyg, (46)
Dypur = —§(4Ra + Ry + Reliur + 575(Rs — Re)iur, (47)
Dipyr = 2—\1/§(Rb—Rc)iur—%(Rb+Rc)iW. (48)

5 Automatization of calculus

The calculi involved in this paper can be automated using a CAS (Com-
puter Algebra System). For example, one can benefit from the features of a
Maple’s worksheet to save a lot of effort on doing these calculus. As most
of the refereed calculi are about matrix, we have to load the linear algebra
package using the with command

> with(linalg):

Because of I is a reserved word in Maple (it is Maple’s name for the square
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root of -1), we can call Current - the current vector
> Current:=vector([i[A],i[B],i[C],ila],i[b],ilc]]);
Current := [4,1B,%C) las It ic)
The inductance matrix, that we call Inductance now (L is also reserved word
in Maple), can be defined as follows

> Inductance:=matrix([[L[s],M[s],M[s],M*c[1],M*c[2] ,M*c[3]],
[M[s],L[s],M[s],M*c[3],M*c[1],M*c[2]], [M[s],M[s],L([s],
M*c[2] ,M*c[3] ,M*c[1]], [M*¥c[1] ,M*c[3],M*c[2],L[r],M[r],
M[x]], [M*xc[1] ,M*c[3],M*c[2] ,M[r],L[r],M[r]], [M*c[1],
M*c[3] ,M*c[2],L[r] ,M[x],L[r]1]);

to obtain (5) as output. The magnetic flux vector, that we call Fluz now
(instead of psi), can be obtained by multiplying the matrix Inductance by
the vector Current

> Flux:=evalm(Inductance &* Current):

The formula (8) for the energy can be obtained as the inner product of vectors
Fluz and Current

> Wk:=(1/2)*innerprod (Flux,Current) :
and now we do the substitutions mentioned in (5b) to obtain W,,:

> Wm:=subs(c[1]=cos(phi),c[ 2]=cos(phi+(2/3)*Pi),c[3]=
cos (phi-(2/3)*Pi) ,Wk):

The electromagnetic torque m can be calculated by applying formula (6)
> m:=rho*diff (Wm,phi):

The output obtained can be manipulated by factoring
> factor(m):

and then collecting the three trigonometric expressions that appear

> collect (%,{sin(phi),sin(phi+1/3%Pi),cos(phi+1/6+Pi)});

—pM (icic + iaiq + ipip)sin(P) — pM(ivia +iBic + icia)cos(d + 67!')
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—pM (—ipiq —icia — dpic)sin(¢ + §7r)

From the two trigonometric equalities

. 1 ) 2 . 2
sin(¢ + §7r) = —sin(¢p — gﬂ') , cos(¢p+ —é—w) = sin(¢ + §7r)
it follows that the previous expression is the same as formula (9).

On the other hand, matrix (13) can be introduced in the following way

> B_sl:=matrix([[cos(theta),cos(theta-(2/3)pi),
cos(theta+(2/3)pi)], [-sin(theta),-sin(theta-(2/3)pi),
-gin(theta+(2/3)pi)], [1/sqrt(2),1/sqrt(2),1/sqrt(2)1]1):

> B.s := evalm(sqrt(2/3)*B.s1):

and matrix B_r (14) can be introduced in analogous manner. From both of
them, one can introduce matrix B using the diag command

> B:=diag(B_s,B.xr):

The rest of calculus can be done in the same CAS, but it is omitted for
the sake of brevity.

6 Conclusions

At formation of a mathematical model of an electromechanical system,
it is advisable to transform the natural system to the equivalent, substantial
system with the object of achieving the simplest form of equations describing
electrical machines.

For the symmetrical electric three-phase induction motors, the new sys-
tem connected with the coordinate system rotating with the synchronous
speed is the most advantageous. At the mathematical modeling of the in-
duction motor with the damage in the stator (stator asymmetry), we choose
the coordinate system stationary in relation to the stator. The coordinate
system fixed with the rotor ensures the simplest equations at failure in the
rotor (rotor asymmetry).

Within of microprocessor control of electric drive, programming often re-
quires minimization of the structure of equations describing a physical model.
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In many practical cases, this structure minimization is necessary condition
for simulation realization and diminution of an influence of measuring errors.
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UNA INTRODUCCION A LA GEOMETRIA FRACTAL Y SU
APLICACION A LA COMPRESION DE IMAGENES
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ABSTRACT. In this paper we give an introduction to the Fractal Geometry: fractal
sets and dimensions, and the iterated function systems. Finally, we introduce
some fractal techniques to the image compression.

1. INTRODUCCION

Se puede considerar que la Geometria Fractal nacié con la aparicién del conjunto
de Cantor, alrededor del ano 1890. Este conjunto presenta una serie de irregu-
laridades y, hasta cierto punto, patologias que causaron gran impacto y confusién
entre los matematicos de la época, llegando incluso a poner en duda la estructura
de los cimientos de la matemdtica. A este conjunto siguieron otra serie de ellos
como el tridngulo de Sierpinski, las curvas de Von Koch y Peano, y muchos més con
propiedades anélogas.

El primer problema que se planteaba era distinguir entre el tamafio claramente
diferente de los distintos conjuntos, asunto que no resolvia la medida de Lebesgue.
Con este objetivo Hausdorff, en 1917, ideé las medidas que llevan su nombre.

Intuitivamente, una medida se puede imaginar como un microscopio de escala fija.
Al pasar el microscopio por los diferentes conjuntos nos podemos encontrar con que
la imagen del conjunto no se ve (conjuntos de medida cero), con que el conjunto
nos llena todo el objetivo del microscopio (conjuntos de medida infinita) o con que
la imagen del conjunto se ve con nitidez (conjuntos de medida finita y positiva).
La finalidad ultima de una medida es distinguir entre el tamafio de los diferentes
conjuntos y, por tanto, una medida serd adecuada para una familia de conjuntos si
los mide finita y positivamente.

Antes de las medidas de Hausdorff, en R” se disponia de la medida de Lebesgue
(escala n del microscopio) y de la medida ”cardinal” (ntmero de elementos del
conjunto, que corresponderia a la escala 0 de nuestro microscopio). Ninguna de
estas dos medidas resultaba adecuada para medir los conjuntos patolégicos de que
habldbamos inicialmente, pues con la medida ”cardinal” todos miden infinito (tienen
infinitos elementos) y con la de Lebesgue todos miden cero. Hausdorff ideé una
familia infinita de medidas asociadas cada una de ellas a uno de los niimeros reales
comprendidos entre 0 y n, dandose el caso de que la medida asociada a 0 coincide
con la medida ”cardinal” y la asociada a n con la medida de Lebesgue (salvo una
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constante de proporcionalidad). Ademds, para cada conjunto de R™ sélo existe
un ndmero comprendido entre 0 y n para el cual la medida asociada puede ser
la adecuada, siendo infinito la medida con cualquiera de las asociadas a valores
reales inferiores y cero con cualquiera de las asociadas a valores reales superiores.
Este nimero real se llama dimensién de Hausdorff del conjunto. Conviene observar
que puede ocurrir que la medida asociada a este numero real asigne medida cero
o infinito al conjunto en cuestién, y en este caso no habria ninguna medida de
Hausdorff adecuada al conjunto. Para este tipo de conjuntos Hausdorff ided otra
familia de medidas, mas sofisticadas, asociadas a ciertas funciones, que se llaman
medidas generalizadas de Hausdorff (ver [10]).

Con las medidas de Hausdorff se resolvié el problema de la clasificacién de los con-
juntos en funcién de su tamaflo, pero entonces nos encontramos con el problema de la
existencia de conjuntos del mismo tamafo o dimensién con propiedades geométricas
completamente antagdnicas. Al estudio de estas propiedades y la clasificacién que
producian entre los diferentes conjuntos dedicaron, y estdn dedicando aun, su tra-
bajo una cantidad considerable de notables matemadticos de este siglo entre los que
cabe destacar a A.S. Besicovitch, R.O. Davies, K.J. Falconer, J.M. Marstrand, P.
Mattila, D. Preiss, C.A. Rogers, etc. La rama de la matemitica dedicada al estu-
dio de este tipo de conjuntos y sus propiedades se llama Teoria Geométrice de la
Medida.

Alrededor del afio 1970, el fisico y matemaético B.B. Mandelbrot observé el impor-
tante papel que podian desempefiar este tipo de conjuntos para la investigacién en las
ciencias aplicadas, pudiendo ser una herramienta fundamental en la modelizacién de
una considerable parte de los objetos y fenémenos naturales. Esta serie de conjuntos,
que hasta ahora no recibian ningun nombre concreto, fueron bautizados por él con el
nombre de fractales y publicé, en 1977, un libro titulado " The Fractal Geometry of
Nature” con gran cantidad de aplicaciones de estos conjuntos a diferentes ramas de
las ciencias aplicadas. Este libro tuvo gran éxito y difusién entre el mundo cientifico
y desde entonces se conoce a esta rama de la matematica con el nombre de Geometria
Fractal. Actualmente los fractales y sus propiedades se utilizan con gran éxito en
casi todas las ramas de la Ciencia: Matemiticas (Sistemas Dindmicos, Teoria de
Ntimeros, etc.), Fisica, Quimica, Medicina, Ciencias de la Tierra, etc.

Se pretende dar aqui una breve introduccién a esta rama de las matem4ticas, y su
aplicacién a la compresién de imdgenes. Se procurars dar suficientes referencias para
cualquier lector interesado en profundizar en alguno de los tépicos que se traten. En
la préxima seccién presentaremos algunos de los fractales mas conocidos, y que seran
utilizados en el resto del trabajo. En las seccién 3 se tratars sobre los conceptos
de medida y dimensién fractal, y en 4 sobre los Sistemas de Funciones Iteradas,
que es una de las familias mas importantes de conjuntos fractales. Para terminar
introduciremos, en 5, las técnicas fractales de compresién de imagenes. El lector
interesado en profundizar, en ésta u otras aplicaciones de la Geometria Fractal, se
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puede dirigir a cualquiera de los libros o articulos de autores como M.F. Barnsley
((1], [2]), J. Feder ([5]), B.B. Mandelbrot ([8]), y muchos mas en las diferentes ramas
de la ciencia.

Todo el trabajo se desarrollard en R™, n > 1, donde se considerara la distancia
euclidea

a 1/2
d(z,y) = |z —y| = (Z(wi - yi)2>

para z,y € R", o cualquier otra métrica d equivalente a ella y para la que el espacio
métrico (R, d) es completo.

2. EJEMPLOS DE CONJUNTOS FRACTALES

En esta seccién se presentan los fractales mas conocidos, y que luego utilizaremos
en el resto del articulo. El lector interesado en detalles sobre alguno de los temas
que aqui trataremos puede consultar [3, 7].

2.1. El conjunto ternario de Cantor. En 1890 Cantor ideé el conjunto que lleva
su nombre y que se construye a través del proceso infinito que describiremos a conti-
nuation. Se parte del intervalo cerrado I = [0,1] C R, dividiendo dicho intervalo en
tres partes iguales de longitud % cada una de ellas, eliminando el intervalo abierto
central y queddndonos con dos intervalos cerrados, I} = [0, %] e I} = [%,1], de
longitud % cada uno de ellos. El segundo paso de la construccién consiste en repetir
el proceso anterior, a escala %, sobre cada uno de los intervalos cerrados Iil, 1<i<2,
es decir se divide cada uno de estos intervalos en tres partes iguales de longitud é y
se eliminan los intervalos abierios centrales, para obtener un total de 22 intervalos
cerrados, {I2}2!,, cada uno de ellos de longitud 32. Siguiendo asi, en el paso
k > 1 tendremos 2* intervalos cerrados, {ff‘}?;l, cada uno de ellos de longitud 3.
El conjunto de Cantor se define como el conjunto que nos queda después de este
proceso infinito de eliminacién de intervalos abiertos centrales (ver Figura 1), es
decir
oo 2k
c=UJ#
k=1i=1

El conjunto ternario de Cantor C es no vacio, como queda de manifiesto al ob-
servar que los extremos de cada uno de los intervalos cerrados que aparecen en su
construccion nunca se pueden eliminar por este proceso infinito, y es compacto.
Ademds se puede observar que est4 formado por aquellos puntos del intervalo [0,1]
cuya expansién decimal en base 3 no contiene a la cifra 1:

C = {z = 0.a1a20a3... : a; = 0,2}
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FIGURA 1. El conjunto clasico de Cantor

luego es un conjunto no numerable cuyo cardinal es el de R, es decir
card(C) = card(R) = 2X0

y de longitud nula, puesto que

2k 2k
P S T Lrky — 1m0k a—k _
L'(C)=lim L LJlIi —kll)ngoélL(Iz) kl_l‘)r{.lo2 3 0
1= 1=

k—oco
donde L! representa a la medida 1-dimensional de Lebesgue (longitud).

2.2. Un conjunto de Cantor en el plano. Mediante un proceso similar al ante-
rior se construye un conjunto de Cantor en el plano. Se parte del cuadrado unidad
Qo =[0,1] x [0,1] y, en el primer paso, nos quedamos con los 4 cuadrados cerrados,
{Q}}L,, contenidos en Qg de lado } y que contienen a sus vértices (ver Figura 2).
En el paso 2 repetimos el proceso anterior a escala % sobre cada uno de los cuadrados
obtenidos y llegamos a tener 42 cuadrados cerrados de lado % y, asi sucesivamente,
en el paso & tendremos 4% cuadrados cerrados, {Q{c fil, de lado 4% cada uno de
ellos. Se define el conjunto de Cantor en el plano como

4k
@t
i=1

D):

Q=

k=1
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Figura 2. Conjunto de Cantor en el plano
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Es facil ver que el conjunto @ es compacto no vacio y no numerable, con 4rea
cero:

4k
EQ) = Jlim 3 LN = Jim 4 - (47" = Jim 478 =0
i=1

donde L? representa a la medida 2-dimensional de Lebesgue (4rea). Ademds, si
evaluamos el perfmetro del conjunto en cada uno de los pasos de su construccién, se
puede definir el perimetro del @ como

4k
= 1i Ky = lim 45 .4.47% =
P(Q) = Jim ;P(Q,) Jim 454478 =4

2.3. La curva de Koch. Se parte ahora del segmento unidad [0, 1] eliminando
el intervalo abierto central de longitud :',— y sustituyéndolo por dos intervalos de
longitud :li cada uno de ellos y que forman con el intervalo eliminado un tridngulo
equilatero (ver figura 3). Con ello habremos obtenido una curva K; formada por
cuatro segmentos de longitud % Si repetimos, a escala, este proceso sobre cada
uno de los segmentos de K; obtendremos otra curva K; formada por 4% segmentos
de longitud 32 cada uno de ellos, y asf sucesivamente. En el paso k tendremos
una curva Kj formada por 4% segmentos de longitud 3% cada uno de ellos (ver
figura 3). Es fécil ver qye esta sucesién de curvas {Ky}32, converge uniformemente
a una curva K que recibe el nombre de curva de Koch.
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FIGURA 3. La curva de Koch

La curva de Koch tiene longitud infinita

k—o0

4 k
1 T 1 1 k_ —k= . i -
L0) = Jim £10) = i 437 = i (3) =o0

y no sélo eso, sino que la longitud entre dos cualesquiera de sus puntos es también
infinita. Por otro lado su 4rea es nula ya que, para cualquier k:kz 1, est4 contenida
en la unién de 4* rectdngulos cerrados de base 3% y altura g_w Luego

L*(K) < lim 4%.37% L lim —— . (2 k—o
= k—oo 2/3 " koo 2v/3 \9 B
También se puede probar que la curva de Koch no tiene tangente en ninguno de sus
puntos.

2.4. El tridngulo de Sierpinski. Se parte del tridngulo equildtero de lado unidad
To y, en el primer paso, nos quedamos con los 3 tridngulos equildteros cerrados,
{T}}2_,, contenidos en Ty de lado 4 y que contienen a sus vértices (ver figura 4). En
el paso 2 repetimos el proceso anterior a escala % sobre cada uno de los tridngulos
obtenidos y llegamos a tener 3% tridngulos cerrados de lado 1 y, asf sucesivamente,
en el paso k tendremos 3% tri4ngulos cerrados, {TF}3,, de lado 2% cada uno de
ellos. Se define el tridngulo de Sierpinski como

oo 3k

r- AUz

k=11i=1
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Fi1GURA 4. El triangulo de Sierpinski

Por su construccién, el tridngulo de Sierpinski es un conjunto compacto de peri-
metro infinito

3k k
P(T) = lim Y P(TF) = lim (3¥-3.27%) = 3. lim (ﬁ) =00
k—o0 pras k—o0 k—oo \ 2

y 4rea nula

3/c
K 2753 _

. . 1
L) = Jim L WG) < Jon 8.5 5 =5 <10
i=1

3. FRACTALES Y DIMENSION

Una vez presentados algunos de los fractales mas conocidos, y que dieron lugar a
los primeros estudios en lo que luego se llegd a llamar Geometria Fractal, podemos
pasar a considerar la definicién formal del término ”fractal” introducido en la liter-
atura por primera vez, como ya se dijo en la introduccién, por B.B. Mandelbrot en
1977.

Conviene observar, en primer lugar, que no existe una definicién undnimemente
aceptada en la literatura, ya que cualquiera de las definiciones conocidas se encuentra
con que deja fuera de ella a alguno de los conjuntos cldsicamente aceptados como
tales o incluye indebidamente a otros que no lo son. También es cierto que segin el
tema que se vaya a estudiar puede haber una definicién més conveniente que otra.
Dado el caricter de este articulo, en el que se pretende dar una introduccién del tema
a un piblico muy amplio, consideraremos la vaga definicién dada por Y. Figher en
1994 en [6].
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3.1. Definicién de conjunto fractal. Se lamard conjunto fractal a aquel que
tenga alguna de las siguientes propiedades:

1. Tiene "detalles” a todas las escalas.

2. Es autosemejante (sus partes son semejantes al conjunto total).
3. Tiene una descripcién algoritmica simple.

4. Su dimensién fractal es mayor que su dimensién topoldgica.

Se puede ver que cada uno de los conjuntos presentados como fractales en la
seccién previa verifica varias de estas propiedades.

La tltima propiedad fué la definicién original dada por B.B. Mandelbrot en 1977
([8]). En esta propiedad aparece un término que atin no hemos definido (dimensién
fractal) y otro desconocido para la mayoria del piiblico no matemdtico (dimensién
topolégica). El concepto de dimensién topolégica no es trivial y aqui daremos una
definicién inductiva del mismo.

3.2. Dimensién topolégica. La dimensidn topoldgica de un conjunto totalmente
disconexo (no hay dos puntos del conjunto que se puedan unir por una curva que
esté contenida en él) es cero. La dimensién topoldgica de un conjunto E es m si
entornos arbitrariamente pequefios de puntos de F tienen frontera que interseca a
E en un conjunto de dimensién topoldgica m — 1.

La dimensién topoldgica en R" es siempre un entero comprendido entre 0 y n. El
conjunto clasico de Cantor es totalmente disconexo y su dimensién topoldgica serd
0. Un intervalo tiene dimensién topolégica 1 ya que para todo punto podemos en-
contrar entornos arbitrariamente pequenos (intervalos en R, circunferencias en R?,
esferas en R3, ... ) cuya frontera interseca al intervalo en un conjunto de dimensién
topolégica cero (uno o dos puntos).

En cuanto al término de dimensién fractal, existen varios conceptos diferentes
que reciben ese nombre: dimensién de Hausdorff, de empaquetamiento (”packing”),
de autosemejanza, de recuento por cajas (”box-counting”), de Minkowski, ... Las
definiciones m4s precisas, 0 mds matematicas, son las de Hausdorff y la de empa-
quetamiento, mientras que desde el punto de vista de las aplicaciones lo son las
dimensiones de autosemejanza y de recuento por cajas. Estas ultimas serdn las que
aqui consideraremos.

3.3. Dimension de autosemejanza. Esta ligada a los llamados conjuntos autose-
mejantes. Un conjunto A C R™ se llama autosemejante si estd formado por partes
que son copias semejantes al conjunto total y ”casi disjuntas”, es decir si

N
A=JA
i=1
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con N > 2y
A;NA; =0 & casi vacio”

para it # j, y para cada ¢, 1 < i < N, existe una semejanza f; : R* — R" de razén
r; <1 (1fi(2) - fily)| = rilz 4], Yo,y € R) tal que fi(4) = 4;

Por interseccién ”casi vacia” entendemos un conjunto de tamano claramente in-
ferior al del conjunto total. Por ejemplo, si el conjunto total es no numerable se
considerard casi vacia una interseccién numerable. El hecho de admitir intersec-
ciones casi vacias es para incluir en esta clase a conjuntos como la curva de Koch,
algunas de cuyas partes intersecan en un punto.

Se llama dimension de autosemejanza del conjunto autosemejante A al tnico
nimero real s > 0 tal que

N
erzrf+r§+‘..+r]’v:1
i=1

y se representard por s = dim A.

La existencia de este nimero s queda asegurada por el hecho de que la funcién

¢ : [0,00) — R definida por

N
OED IR
=1

es continua y decreciente con
=N2>2 i =
0(0) =N > y : 11_{1_11 () =0

La importancia matematica de esta definicién viene avalada por el hecho de que
coincide con la dimensién de Hausdorff y porque los conjuntos autosemejantes son
muy usados en la modelizacién de los fenémenos naturales. Todos los conjuntos
citados en la seccién anterior son autosemejantes. Veremos ahora algunos ejemplos
de cdlculo de la dimensién de autosemejanza.

3.4. Ejemplos. 1. Un segmento. Todo segmento I C R” es la unién de sus dos
mitades I) e I, siendo cada una de ellas semejante al conjunto total con razén
rL=7Ty = % y su interseccién el punto comin de contacto (ver figura 5). Segin lo
anterior, el segmento I serd autosemejante con dimensién de autosemejanza igual al
tnico nimero s > 0 que verifica

1\° + 1\ 2 1
2 2) 29
es decir s = dim ] = 1 que coincide con la dimensién topoldgica.

2. Un cuadrado. Todo cuadrado A C R" es la unién de sus cuatro cuartas partes,
{A;}._,, siendo cada una de ellas semejante al conjunto total con razén ryla
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(a) Segmento (b) Cuadrado

F1GURA 5. Conjuntos de dimensién topolégica entera

interseccién de cada dos de ellas un punto o un segmento (ver figura 5). Luego A es
autosemejante de dimensién de autosemejanza el inico numero s > 0 que verifica

1\?¢ 1\?¢ 1\* 1\° 1
—_ —_ — - = -—:1
de donde s = dim 4 = 2.

3. El conjunto ternario de Cantor. Sea C' C [0,1] C R el conjunto ternario de
Cantor presentado en 2.1. Si consideramos

2
ci=cafol] v cimcn[L]

entonces C = C, UC3 con C; NCy = {§ y siendo ambos, Cy y Cq, semejantes al con-
junto total con razén % Luego C es autosemejante con dimensién de autosemejanza
el inico nimero positivo s que verifica

B3~

Luego ha de ser 3 = 2, de donde
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FicURA 6. Conjunto generalizado de Cantor

4. Conjuntos generali " el 3

& ;ni:qur:fr:-t generalizados ‘c'ie Cantor en B Sea 0 < r < é, y supongamos que
realizamos la 1msn|1a construccién del conjunto clasico de Cautor (ver 2.1) pero con
razén v en vez (ie 3 (ver figura 6). Es decir, en el paso & > 1 tendremos 2% intervalos

e k2 . ‘ J 4
Cenado.f;, {IF}iZ,, de longitud r* cada uno de ellos. Se define entonces el conjunto
generalizado de Cantor C, como

D}

C, =

2k
O
=1

Es fé,cil comprobar, de forma anéloga al ejemplo anterior (ver [3]), que C, es autose-
mejante y su dimensién es

k=1

dim C, = s(r) = log 12
log -
Puesto que la aplicacién s : 0,1/2) — (0,1] definida por s(r) = _’!\:_:5_2 =
ﬂgl"

biyectiva, se tiene que para cualquier nimero s € (0,1] existe un tnico conjunto
generalizado de Cantor C,, con r = 2“:*, tal que dim C, = s.

5. Un conjunto de Cantor en el plano. Sea Q C [0,1] x [0,1] C R? el conjunto de
Cantor presentado en 2.2. Es ficil ver que Q est4 formado por cuatro copias disjuntas
y semejantes al conjunto total con razén 41 Luego el conjunto @ es autosemejante
y resolviendo la ecuacion

1\¢ 1\? 1\? 1\? 4
(&) () + () + (3 =i
se obtiene su dimensién de autosemejanza s = dim@ = 1.

Se puede observar que este conjunto tiene la misma dimensién de autosemejanza
que un segmento, siendo sus propiedades geométricas radicalmente opuestas.
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FicurA 7. Conjunto generalizado de Cantor en el plano

6. Conjuntos generalizados de Cantor en el plano. Sea 0 <7 < %, y se realiza la
misma construccién de la seccién 2.2 pero con razén r en vez de ; (Figura 7). Es
decir, en el paso k > 1 se tendran 4% cuadrados cerrados, {Qf}fil, de lado r* cada
uno de ellos. Se define entonces el conjunto generalizado de Cantor en el plano @
como

co 4k

ex=Nyet

k=1i=1
Es fécil ver que Q, es autosemejante y que su dimensién de autosemejanza es el
mimero s que verifica que 4r° =1, es decir

log4
s(r) =dim @, = ig’_l
log +
Puesto que la aplicacién s : (0, 3] — (0,2] definida por s(r) = — :?}g—: es biyectiva,

se tiene que para cualquier s € (0, 2] existe un nico conjunto generalizado de Cantor

Qr, conr = 4‘5, tal que dim @, = s.

7. La curva de Koch. Es fécil ver que la curva de Koch (ver 2.3) K estd formada
por la unién de cuatro copias semejantes al conjunto total, con razén 1/3, y cuyas
intersecciones son vacias o se reducen a un punto. Luego la curva de Koch es un
conjunto autosemejante con dimensién el nimero s que verifica

DRORORORE
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FIGURA 8. §-malla

es decir
log 4
s=dim K = 22 —12618...
log 3
8. El tridngulo de Sierpinski. Siguiendo argumentos similares se puede ver que el
tridngulo de Sierpinski, que se presentd en 2.4, es autosemejante y su dimensién es
s=dimT — %53 _ 1 5849,
log 2

A continuacién exponemos brevemente la dimensién box-counting o de recuento
por cajas, que es la mas conocida de las dimensiones fractales entre los investigadores
en ciencias aplicadas y de la Naturaleza.

3.5. Dimensién de recuento por cajas. Por simplicidad daremos su definicién
en el plano, aunque anilogamente se puede definir en R*, n > 1. Dado § > 0,
llamaremos §-malla a la familia de todos los cuadrados semiabiertos de la forma

Q(p,q) = [pd, (p + 1)) x [¢6, (g + 1)6)

para cualesquiera p,q € Z. Estos cuadrados forman un enlosetado completo y dis-
Jjunto del plano (ver figura 8).
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FIGURA 9. Representacién log-log

Dado un conjunto A C R?, llamaremos N;(A) al ntmero de cuadrados de la 4-
malla que intersecan al conjunto A. Se define la dimension recuento por cajus o
dimension boz-counting como el limite

dimp A = lim 28 Ne(4)
60 —logd

cuando este limite existe. Esta dimensién coincide o es muy préxima, en la mayoria
de los casos, con la dimensién de Hausdorff y la de autosemejanza. Para m4s detalles
se puede consultar [3] o [5].

Veamos ahora como se puede proceder para calcular de forma préictica la di-
mensién recuento por cajas, o un valor aproximado de la misma. Dado el conjunto
A se consideran las §-mallas asociadas a varios valores de §, {5k}11cv=1a préximos a
cero. En la prictica se suele considerar §; = 27%, 1 < k < N. Para cada valor de
k, 1 <k < N, se calcula N4, (A) y en un plano, que se suele llamar log — log, se
representan los N puntos (— logdx,log Ny, (4)), 1 < k < N. En la prictica, estos
N puntos aparecen aproximadamente alineados alrededor de una recta que se puede
calcular, por ejemplo aplicando minimos cuadrados, y cuya pendiente nos da un
valor muy aproximado a la dimensién recuento por cajas de A (ver figura 9).

Vamos a terminar esta seccién presentando un problema prictico cuyo estudio
dié lugar a los conceptos de dimensién y medida fractal de forma independiente a
lo aqui expuesto. El problema es el relativo a calcular la longitud de una frontera o
costa y a la caracterizacién de su irregularidad.
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3.6. Longitud de una costa. Supongamos que disponemos, sobre un papel, de
la fotografia de una curva <y que nos representa a una frontera entre dos paises,
a la costa de una isla o de un pais, etc., y que queremos determinar su longitud.
Admitamos también que sobre esta foto podemos realizar todos los aumentos que
se deseen hasta poder detectar hasta los mds pequefios detalles. El cilculo practico
de su longitud consiste en fijar una escala € > 0 sobre un compds y, a partir de un
punto Py de la curva (que serd uno de los extremos si la curva no es cerrada), tomar
puntos sucesivos Py, Py, ... € v de tal manera que cada uno de ellos esté a distancia
¢ del anterior, hasta que recorramos completamente la curva. Si obtenemos hasta
N(e) puntos, se suele decir que a escala € la longitud de la curva es

e)=N(e) - €

Es evidente que para distintas escalas se obtendran diferentes valores de la longitud,
y que al disminuir la escala aumentara la longitud ya que se podran detectar irre-
gularidades mas pequeiias que a escala superior no se detectaban. Es decir, que si
repetimos el cdlculo anterior para distintas escalas £, > €2 > €3 > ... obtendremos
valores crecientes de la longitud

£(er) < Llea) < feg) < ...

y parece légico preguntarse por lim, o £(¢), que seria un valor que no dependeria
de la escala y que se podria llamar longitud de la curva (costa, frontera, etc.).
Efectivamente, si v es una curva suave (derivable) el limite anterior coincide con
la definicién matematica de longitud de la curva, pero si es una curva irregular
(no derivable), como ocurre con la mayoria de las costas o fronteras reales, nos
encontramos con que el limite anterior es infinito, convergiendo mas rapido a infinito
cuanto mas agreste o irregular es la curva. Parece claro entonces que no se puede
hablar de la longitud de una costa o frontera sin decir la escala a la que se ha medido,
y que esta longitud no da informacién sobre la irregularidad de la curva.

Si llamamos £4(e) = N(e) - €%, 1 < d < 2, se puede observar que en la mayoria de
los casos reales

i - N . =
11.11162 E) = I‘IIIN E})-E€ = 0

por lo que cabe preguntarse sobre la existencia de algin nimero real d, 1 < d < 2,
tal que

i e =1 N N = k
hnl d(E) llm (E) £
con 0 < k < 00.
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FIGURA 10. Experimento de Fry Richardson para la costa oeste de Inglaterra

Fry Richardson (1881-1953) observé que si medimos la longitud de una curva
determinada

L(e)=N(e)-¢
a diferentes escalas, {¢;};_;, y representamos los puntos {(loge;, log £(ei))}i, en
un plano cartesiano, nos encontramos con que estdn alineados alrededor de una
recta (cuya ecuacién se puede obtener por minimos cuadrados) de pendiente « (ver
figura 10). Es decir que
logé(e) ~ o -loge
y por tanto que £(e) ~ £“. Luego
L(e)=N()-e~e”
de donde N(g) ~ 7172 y entonces
0 ,sid>1l-«
£4(e) = N(g) - €4 ~ g1 totd —e0 1l ,sid=1-¢
0 ,sid<1l-qa
con lo que el valor de d buscado para que limg g €4(e) = k, con 0 < k < o0, es
d=1-q.
Fry Richardson realizé este experimento para varios ejemplos de curvas obte-

niendo, por ejemplo, que para la costa oeste de Inglaterra d ~ 1.3, para la costa de
Noruega d = 1.5, y para la curva de Koch d = 1.26. Este valor del pardmetro d es
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una medida de la irregularidad de la curva (a mayor valor de d mayor irregularidad)
y estd muy préximo al valor de la dimensién recuento por cajas en la mayoria de los
Ccasos.

4. SISTEMAS DE FUNCIONES ITERADAS

Michael F. Barnsley desarrolld, en 1985, la teoria de Sistemas de Funciones Ite-
radas como una generalizacién de los Fractales Autosemejantes que ya se conocian
desde 1981. Daremos aqui una breve descripcién de los mismos.

Diremos que una aplicacién f : R* — R™ es contractive en el espacio métrico
completo (R", d) si

d(f(z), fly)) <r-dlz,y)

para cualesquiera z,y € R", con 0 < r < 1. Toda semejanza contractiva es una
aplicacién contractiva pero no a la inversa. En esta seccién, y para facilitar la
exposicién, llamaremos fractal a cualquier conjunto compacto y no vacio de R*, y
representaremos por H(R") el espacio de todos los fractales de R*, donde se define
la distancia de Hausdorff como

dn(A,B) = max{rgleaﬁﬁ d(a, B), max d(b, A)}

donde d(a, B) = minycp d(a,b) es la minima distancia del punto a al conjunto B.
Intuitivamente, la distancia de Hausdorff entre dos fractales es la mayor distancia
que hay entre un punto de un conjunto y el otro conjunto. Se puede probar que
el espacio de los fractales con la distancia de Hausdorff, (#(R"), d}), es un espacio
métrico completo.

Enunciaremos a continuacién uno de los m4ds importantes teoremas de la matema-
tica, el teorema del punto fijo o de la aplicacién contractiva, que tiene miltiples
aplicaciones tanto en las matematicas como en otras ciencias.

4.1. Teorema del punto fijo. Sea (X, d) espacio métrico completoy f : X — X
una aplicacion contractiva de razén v, 0 < r < 1. Entonces existe un dnico z € X
tal que

flz)==z  (punto fijo)
y ademds

lim f*"(y) =z, VyeX

n—oo

donde f" representa a la composicion de f consigo mismo n veces.
Dada una aplicacién contractiva f : R* — R" de razén r, 0 < r < 1, podemos
considerar la aplicacién

f o HRY) — H(RY)
A— f(A) ={f(z): z € A}
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que estd bien definida al ser f continua y ser compacto la imagen continua de
cualquier compacto. Ademds se puede probar que

dy (f(A),f(B)) <r-dn(A,B) , VA, BeH(R")

con lo que f es contractiva en (H(R"),dy), y podemos aplicar el teorema del punto
fijo para encontrar un tinico conjunto A € H(R") tal que A = f(A). Es claro que
A = {z} donde «z es el punto fijo de f en (R",d).
Llamaremos sistema de funciones iteradas a una familia finita { f|, fo,... , fv} de
aplicaciones contractivas en R" de razones, respectivamente, {ri,7z,... ,7n}-
Dado un sistema de funciones iteradas podemos considerar la aplicacién
F : H(R") — H(IR") definida sobre el espacio de los fractales por

N
F(B)=J £i(B)
i=1

que verifica
dn(F(B), F(C)) <r-dp(B,C) , VB,C € H(R")
donde r = max{ry,rs,... ,7n} < L. Es decir, la aplicacién F' es contractiva sobre el

espacio métrico completo de los conjuntos fractales, y por lo tanto podemos aplicar
el teorema del punto fijo 4.1 para llegar al siguiente resultado:

4.2. Teorema. Dado un Sistemna de Funciones Iteradas, {f1, f2,--. , fn}, ewiste un
dnico fractal (conjunto compacto y no vacio) A C R™ tal que

Ademds, para cualquier B € H({R™), se tiene que
lim F*(B) = A
k— o0
en la métrica de Hausdorff. El conjunto A se llamard atractor del Sisterna.
Se puede observar que el atractor del SFI (sistema de funciones iteradas) de-
sempefia el mismo papel del conjunto autosemejante con respecto a las semejanzas,

es decir es invariante con respecto al mismo. El mismo teorema 4.2 nos sugiere un
método, algoritmo determinista, para obtener el atractor:

4.3. Algoritmo determinista.
1. Elegir B C R" compacto y no vacio
2. Hacer 2 =B
3. Representar Z
4. Hacer desde ¢ = 1 hasta M:
(a) Hallar F(2) = UL, £i(2)
(b) Hacer Z = F(Z) (Sustituir Z por F(Z))
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Figura 11. Tridngulo de Sierpinski determinista

(c) Representar Z
5. Fin

Si este algoritmo se programa en algin lenguaje de programacién, la entrada seré
el conjunto B arbitrario y la salida serd FM(B) que, para M == 10, nos da en
general una muy buena aproximacién del atractor A. Recordemos que el atractor
A es independiente de la entrada B elegida. El inconveniente fundamental de este
algoritmo es su lentitud y la memoria que ocupa en su ejecucién. En la figura 11
y 12 se pueden ver los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo determinista
(hasta M = 8) al SFI {fy, fa, f3}, asociado al tridngulo de Sierpinski, que viene
representado por la tabla

tla b c d e f
115 00 5 1 1
2(5 0 0 .5 50 1
3/.56 0 0 .5 25 50

donde la fila 7 representa a la aplicacion contractiva

T a b z e
i(7)=(2a)-(5)+(7)
definida sobre una pantalla de 100 x 100 pixels ([1, 100] x [L, 100]). Se puede observar

que partiendo de diferentes conjuntos iniciales se obtiene el mismo atractor.
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FiGuRrA 12. Tridngulo de Sierpinski determinista

Con el propésito de mejorar los resultados damos ahora otro algoritmo llamado
algoritino aleatorio o ”juego del caos”.

4.4. Algoritmo aleatorio. Asignamos a cada una de las funciones del Sistema f;,
1 <1 < N, una probabilidad p; > 0 con

N
>
i=1

y realizamos el siguiente proceso iterativo:

Sea 1o € R" arbitrario. Se elige aleatoriamente z1 € {f1(z¢),--- , fn(zo)} donde
fi(zo), 1 <4 < N, tiene una probabilidad p; de ser elegido. Andloga e independien-
temente del paso anterior, se elige aleatoriamente zy € {fi(z1),... , fn(z1)}, segin
la misma distribucién de probabilidades. Cuando tenemos {zg,z1,... ,Zp}, se de-
termina zp4; mediante el mismo proceso anterior, es decir eligiendo de manera
independiente (de los pasos anteriores) y aleatoria

Tp+1 € {fl(mp)v‘ . )fN(xp)}

segun la misma distribucién de probabilidades, y asi sucesivamente. Entonces se
tiene que: Con probabilidad uno, el conjunto obtenido {zp};":O C R" converge en la
métrica de Hausdorff, al atractor A del Sistema, en el siguiente sentido:
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FI1curaA 13. Tridngulo de Sierpinski aleatorio

Dado ¢ > 0, existe k = k(¢) tal que

) M
i (4 enhl) <

Una descripcién mds precisa del algoritmo aleatorio serfa la siguiente:

1. Elegir un punto arbitrario z € R"
2. Hacer desde ¢ = 1 hasta M:
(a) Elegir j € {1,2,..., N} con probabilidades {p, ...,pn}
(b) Hallar y = f;(z)
(c) Hacer z =y (Sustituir el valor de z por el de y)
(d) Si¢ > 50, representar x
3. Fin

Mediante una implementacién de este algoritmo, que es muy rdpido y econémico
en memoria, hasta representar unos 10.000 puntos, despreciando los 50 primeros,
se obtienen muy buenas representaciones del atractor. En la figura 13 se puede
ver el tridngulo de Sierpinski generado mediante este algoritmo. Para mas detalles
consultar [1, 7].

5. TECNICAS FRACTALES PARA LA COMPRESION DE IMAGENES

Vamos a describir aqui, muy brevemente, en qué consisten las técnicas frac-
tales para la compresién de imdgenes en computador. Consideraremos los casos de
imédgenes binarias y monocrométicas. Un tratamiento profundo del tema se puede
ver en (2, 6].
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5.1. Imagenes binarias. Comenzaremos describiendo lo que se entiende por ima-
gen binaria y planteando la necesidad de su compresién. Podemos suponer aqui que
la pantalla consta de 256 x 256 pixels

X ={(i,j) 1 4,j €Z,0<4,j < 255}

que se puede identificar, a efectos de cdlculo matemdtico con [0, 1)%. Por imagen
binaria se entiende aquella que sélo utiliza los colores blanco y negro, es decir 0 y 1,
con lo que una imagen es una aplicacién f : X — {0,1}. Puesto que cada pixel
solo tiene dos posibilidades (0 ¢ 1), guardar su informacién sélo necesita de 1 bit, y
guardar la imagen completa en la memoria del ordenador necesitaré

256 - 256 = 65.536 bits

sea cual fuere la imagen considerada.

Veamos ahora cuanta memoria se necesitard para guardar el SFI asociado al
tridngulo de Sierpinski, que consta de 3 aplicaciones dependientes de 6 pardmetros
cada una de ellas y siendo estos pardmetros 0, % y % que en base 2 se expresan por
.00, .10 y .01 respectivamente, con lo que s6lo se necesitan 2 bits para describir cada
uno de ellos. En total

3-6-2 =236 bits

Luego resultard mds econémico guardar el SFI y generar la imagen en el momento
que se desee que guardar la imagen original del tridngulo de Sierpinski. Dada la
velocidad actual de los ordenadores, el tiempo necesario para generar el atractor
(a partir del SFI) es despreciable con respecto al ahorro de memoria. La razén de
compresién es 65.536 : 36 ~ 2.000 : 1.

Por técnicas fractales para compresién de iméigenes se entiende los métodos que
permiten obtener fractales (o SFI) que aproximan a las imagenes reales para que, en
vez de almacenar la imagen real en memoria, almacenemos el SFI que nos generaré
el fractal (que aproxima a la imagen). En el caso de imdgenes binarias, muchas de
las técnicas usadas se basan en el siguiente teorema debido a M.F. Barnsley ([1]).

5.2. Teorema del Collage (Barnsley, 1986). Sea I una imagen binaria real
(I C R* compacto) y, dado € > 0, supongamos que podemos encontrar un SFI
{f1, f2,. .-, IN} con factor de contractividad r < 1, tal que

N
d, (I,Ufi(f)) <e

Entonces

<
dn(A,D) < 7

donde A es el atractor del SFIL
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En la practica, en vez de almacenar I se guarda el SF1 y, cuando se quiere tener
se genera A (A ~ I). Se puede observar que la aproximacién no depende del nimero
de aplicaciones del SFI. En general, para obtener una imagen real se necesita mads
de un fractal, es decir mas de un SFI.

5.3. Imdgenes monocromaticas. Por imagen monocromitica se entiende aquella
en que cada pixel tiene un color que va del blanco al negro a través de 256 niveles
de gris. Si seguimos considerando la misma pantalla de 256 x 256 pixels que lla-
mabamos X (identificable con [0,1]?) y si representamos por G = {0,1,2,... ,255}
los niveles de gris, que se pueden identificar a efectos matematicos con [0, 1], una
imagen monocromdtica es una aplicacién f : X — G. Puesto que 256 = 28, para
almacenar en memoria cada uno de los posibles niveles de gris (elementos de G) se
necesitan 8 bits, y para guardar en memoria la imagen completa

256 - 256 - 8 = 524.288 bits

lo que pone de manifiesto la importancia de desarrollar técnicas que permitan dis-
minuir el espacio necesario para almacenar las imigenes. Una de ellas es la fractal
que, como su nombre indica, utiliza fractales para aproximar las imigenes reales.
Daremos a continuacién algunas ideas en las que se basan estos métodos.

La imagen monocromadtica se puede considerar como una superficie

I={(z,y, f(z,y)) : (z,y) € X} CR®

Dividimos X en 1024 bloques, {Ri}ilf{l, de tamaifio 8 x 8 bits que llamaremos blogues
rango , y llamaremos blogue dominio a cualquier bloque de 16 x 16 bits (ver figura 14)

Fijado un bloque rango R y otro dominio D, existen seis formas posibles de
comprimir homogéneamente D en R:

w(0)-(55)(G)(5) - reise

con V(D) = R. Para cada una de ellas se buscan los valores de s/ y r7 tales que,
si definimos

. T aJ: bJ 0 T eJ
wi y =|d & 0 ] Yy + f-f
f(z,y) 0 0 & f(z,y) r

se obtiene una mayor proximidad entre los conjuntos

{(z,y,f(z,y) : (®,y) €R} vy  {W/(z,y,f(z,y) : (z,y) € D}

Notemos que, puesto que hay 241 - 241 = 58.081 posibles bloques dominio, para
cada uno de los 1024 bloques rango hay que considerar 58081 - 6 = 348.486 posibles
transformaciones y después elegir la mejor. Las 1024 aplicaciones obtenidas (una por
cada bloque rango) nos generan la aproximacién fractal a la imagen real original.
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FIGURA 14. Bloques rango y dominio
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Resumen

En la Fisica un vector deslizante es un vector cuyo punto de aplicacion puede
ser cualquier punto de una recta que tiene la direccion del vector, llamada recta
de accion. Un par de vectores es un sistema Jormado por dos vectores deslizantes
cuya resultante como vectores libres es cero.

Sabemos que todo sistema de vectores deslizantes puede reducirse a un vector

mdas un par. En este articulo demostramos que dados dos puntos del plano afin,
P yQ, yun vector v Lknealmente ndependiente de P_lﬁ, todo sistema de vectores
deslizantes puede reducirse a un vector deslizante aplicado en P, [P,u]. mds un
par aplicado en P y en Q de la Jorma [P.Q,/\v] . COMo consecuencia se obtiene
que el conjunto de sistemas de vectores deslizantes en el plano afin es un espacio
vectorial de dimension tres.

Notacién. Sea V un espacio vectorial real de dimension dos, A = (V,C) un
espacio afin con € como conjunto de puntos. Dados el punto PEC y el vector
u € V, Q=P+u, es el punto que verifica PG = u. Sea Tpy la recta que pasa por el
punto P y tiene por subespacio asociado el generado por el veetor u # 0.

Definicion. Dados los puntos P, Q € ¢ y los escalares a y 4, con o + 3 # 0. se
llama baricentro de {P, Q} con pesos {«, 3} al punto T verificando

T=0+

o j_ 3 (al_ﬁs + 355)

con 0 un punto cualguiera, el baricentro no depende del puunto 0
Definicién. Se llama vector deslizante a los elementos del conjunto cociente
V"D =€ x V/ ~ con la signiente relacién de equivalencia

(Pau) ~ (Q,V) siu=v Y Tpu =Tqv
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Denotaremos con [P,u] a la clase de (P,u).
Definicién. Suma de dos vectores deslizantes.
(a) Si los vectores {u,v} son linealmente independientes se define
[Pyu] +[Q,v] = [T,u+ v],T=1pn Nrgy
(h) Para a + 3 # 0 se define

[P.au] 4+ [Q, 3u] = [T, (a + 3) ]

con T el baricentro de {P.Q} con pesos {a, 3} . es decir, T-0+n-:-.1' (n 0P + J[]Q)

Observacion. (a) La suma no depende de los representantes clegidos; en el
primer caso es obvio; en el segundo es suficiente tener en cucnta cue si r y s
son rectas paralelas el conjunto de los baricentros de los pares {P,Q} con pesos
{a. 3} . con PE 7 y QE s ,estan en una recta (paralela a las anteriores).

Para demostrar la afirmacién anterior podemos suponer ¢ue la ecuacion de la
recta 7 es * = 0 y que la de la recta s es x = k, entonces se tiene PJk‘: (OH;_))“\
Q = (k,q). para ciertos escalares p,q y k. el baricentro R es el punto (G %1-_'-;1)
por lo que esta en la recta x = F\%ﬁ que es paralela a las anteriores.

(¢) La suma [P, u] + [Q, —u] no esta definida, por ello se introduce el concepto
de par.

{P,u]+[Q,—u]:P.Q€C. ueV}/~

donde ([P,u] +[Q, —u]) ~ ([P',v] +[Q, —V]) si se verifica una de las dos condi-
cionces siguientes
1) Existen Re C, w € V verificando

f

[P.u] + [R.w] P.v
@ —u] +[R,~w] = @Q.—v

2) Existen dos puntos R y S verificando cue si es w = RS existe a rcal verifi-
cando

/ 1

P,u] + [R,aw] = WV

P,
[Q7 _u] T [Sv '—aw] = QI? —V]

|

Denotaremos con [P,Q,u] a la clase de [P,u] + [Q, —u]
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Proposicién 1.Dados los puntos P y Q y el par [A,B,u] existe un vector w
verificando
[A.B.u] = [P,Q, W]

Demostracién. Sea A'=A+2AP se tienc que P es el baricentro de {A.A’} con pesos
{1.1} ya que
1 — — —
At (AA+AA’> =A+AP=P
por tanto
[A,B,u] = P,B,2u!

donde es [B, —u] + [A’, —u] = [B', —2u], ya que [A,u] + [A’,u] = [P.24].

Si B’=Q se ha terminado la demostracién; en caso contrario podemos suponer

=i}
que P,  y B’ estan alineados sca Q=P+aPB’ se tiene que Q es el bharicentro de
{P,B'} con pesos {(1 —a),a}, por lo que es

[P, —Mqu + [B/,~2u] = [Q, —gu}

«Q

¥ como

{P, (1 ;(‘v)zu} +[P.2u] = {F’Z ]

se tiene 5
[P,B'.2u] = {P,Q,—uJ
E a

Definicion: Dos sistemas formacdos por vectores deslizantes y pares de vectores
(en lo sucesivo diremos sistemas) se dice ¢ue son equivalentes si puede obtener
uno a partir del otro mediante las operaciones elementales siguientes

1. Incorporacién y supresién de conjuntos de vectores {[P,u] , [P, —u]}

2. Incorporacién y supresion de pares de vectores [P,P,u] y [P, Q, aﬁ]

3. Sustitucién de dos vectores deslizantes por su snma

4. Sustitncién de un vector deslizante por dos cuya suma sea el vector dado.

Sustitucién del conjunto {[P,u],[Q, —u]} por el par [P, Q,u]

[Vl

6. Sustituciéu del par [P,Q, u] por el conjunto {[P,u],[qQ, —u]}

7. Sustitucién de los pares [P,Q.u] y [P,Q,v] por su suma [P,Q,u + V]
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Observacion. La rclacién definida en el apartade anterior cs de ecuivalencia
en el conjunto formado por los vectores deslizantes y los pares de vectores.

Notacién. Escribiremos un sistema separando los elementos con el signo +,
poudremos cue dos sistemas son equivalentes separandolos con ¢l signo igual (=)

Proposicién 2. Dados dos puntos P y Q, y el vector libre [A,u] existe un vector

w verificando

(A = [P.u] + [P, Q. w]
Demostracién. Se tiene
[A,u] = [P,u] + [P, —u] +[A,u] = [P,u] + [P,A, —u]
por tanto, segin la proposicién 1, existe un vector w verificando
[4,u] = [P, u] + [P.Q, w]

Proposicién 3. Dado el vector v linealmente independiente de P_Q> y el par
[P.Q, w] existe un escalar « verificando [P,Q,w] = [P,Q, av]
Demostraciéon. Por ser V' un espacio vectorial de dimensién dos y {PQ,V}

linealmente independientes existen a y ;3 verificando w = av + ,3PQ por tanto
[P.Q,w] = [P,Q. w] + [p,q, _,31?0’] = [P.Q, av]

Teorema. Dados dos puntos P y Q y el vector v, linealmente independiente de
N - .
PQ, todo sistema se puede expresar de la forma

[P.u] +[P,Q, av]

coun a real.
Demostracién. Es una consecuencia inmediata de las proposiciones 2 y 3.

Corolario. E] conjunto cociente de los sistemas por la anterior relacién, es un
espacio vectorial real, de dimensién tres, con las siguientes operaciones

([P,u] + [P,Q,av]) + ([P,u/] uj [P,Q,a'v]) = [P,u +u'] + [P.Q, (o + ""I)V}
siendo una base

{[P,v] +[P,qQ,0], P,u" +[P.Q,0],[P.0] + [P,Q.V]}

donde {u,u’} esunabasede V y v#0

59




Bibliografia

[1] AROCA HERNANDEZ. ROS, J. M.: Algebra Lineal y Geometria. Man-
uales v textos universitarios. Ciencias; 7. Universidad de Valladolicl. 1988

[2] ORTEGA GIRON, M. It |
1989

wweclenes de Fisica. Universidad de Cordoba,

60
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Abstract

In this note a proof of the Fundamental Theorem of Similarity of Triangles, exclusi-
vely based on Pitdgoras’ Theorem, is given.

En esta nota se demuestra el teorema fundamental de la semejanza de tridngulos
haciendo uso exclusivamente del teorema de Pitdgoras.

En el nimero 45, de febrero de 1997, de este boletin, publica Ricardo Moreno Castillo
una nota titulada “Una demostracién del teorema de Tales”, en la que partiendo de dos
tridngulos rectingulos de lados a, b, ¢ y a', b’, ¢’, respectivamente, y 4ngulos iguales,situa-
dos como se indica en la figura 1, y suponiendo que a’ = ma, b’ = nb, ¢’ = pc, aplica el teo-
rema de Pitdgoras a estos tridngulos y al de lados a—a’, b— b ', c—¢’, para obtener tres rela-
ciones entre a2, b* y ¢, de cuya condicién de compatibilidad (expresada por la anulacién del
determinante de Vandermonde de filas las potencias de grados 0, 1y 2 de m, ny p) se obtie-
ne la proporcionalidad de los lados. El caso general se reduce a éste trazando las alturas.

o

\

a
c c b’

Figura 1 Figura 2
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La demostracién que aquf se expone se deduce de modo elemental de la figura 2:
En el tridngulo rectingulo de lados a, a’, h,

R=a+a?=b*+c2+b?+ ¢,
yeneldeladosb—c’, c + b’ h,
R=0G-cY+(+b)=b>=2bc’ + ¢+ c? + 2chb’+b",
de donde resulta
be’ =b’c,

relacién que igualmente se obtiene expresando en la figura I el drea del tridngulo de lados
a, b, c, como suma de las de los otros dos tridngulos y la del rectangulo.

Dado el caricter tan elemental de la demostracién, llama la atencién la omisién de
este resultado en los libros de texto, ya sea utilizandolo como enfoque metodol6gico en la

1nt‘rodu'cc1_0n de la semejanza, ya como simple aplicacién del teorema de Pitagoras. Acaso
la interiorizacion generalizada del paradigma euclidiano tenga que ver con ello.
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Sobre el cilculo con funciones usuales
en el analisis econdmico

Manuel Suarez Fernindez
M.? Elisa Amo Saus

Facultad de Ciencias Econdmicas y Empresariales de Albacete
Universidad de Castilla-La Mancha *

Abstract

To show a theoric support for the use of differential calculus in non-derivables one
variable functions. (Application to economic functions).

Resumen

Cuando se aplica la matematica a la economia (o a la fisica, quimica, ingenieria, etc.),
se considera una idealizacién de la realidad que posea la simplicidad necesaria para abor-
dar su estudio utilizando el razonamiento 16gico-deductivo.

Asf pues, con el fin de plantear con claridad y precisién ciertos problemas relativos a
la economia e intentar después dar solucién razonada a los mismos, se identifican los con-
ceptos que en dichos problemas intervienen, con objetos matemadticos sobre los que efec-
tuar el estudio tedrico. Y, claro estd, para que los consiguientes resultados den adecuada
respuesta a los problemas econémicos de partida, dichos objetos matemadticos habran de
ser elegidos en consonancia con la realidad a la que representan, lo cual, a menudo, trae
consigo que carezcan de propiedades sin las cuales hay que prescindir de utilizar en los
razonamientos, importantes recursos del calculo.

* Los autores agradecen al Dr. D. Enrique Viafia Remis, Catedrético de Economia Espaiiola e Inter-
nacional de la Facultad de Ciencias Econémicas y Empresariales de Albacete, sus sugerencias sobre el
presente trabajo y, en particular, el ejemplo sobre teoria de la utilidad marginal, aportado al mismo.
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Introduccion

Como ejemplo de lo referido en el precedente resumen, para interpretar numerosas
cuestiones del andlisis econémico (dada la especifica naturaleza de las mismas) hay que
recurrir a funciones reales de una o varias variables reales que, en algunos o todos los pun-
tos de su conjunto original (o de definici6n), carecen de propiedades, tan importantes para
el célculo, como Ja continuidad o la derivabilidad', sin que entre las mismas falten aquellas
para las cuales alguna o todas las variables independientes (es decir, las que toman valores
en ¢l conjunto original de la funcién) solo toman valores reales aislados, ni, en particular,
aquellas en las que (como, por ejemplo, las sucesiones) alguna o todas las variables inde-
pendientes solo toman valores naturales, y tampoco aquellas cuya imagen estd contenida
en el conjunto N. 2

No obstante, en no pocas ocasiones, dichas funciones “parecen merecedoras” de, por
ejemplo, ser derivables y de que determinadas funciones sean sus correspondientes funcio-
nes derivadas. Ademds, si (en contra de lo que dicen las “reglas”) se derivasen, los resulta-
dos, lejos de ser descabellados, serian matematicamente correctos y se prestarian a una
interpretacién econdmica no carente de interés.

Para dar a esta circunstancia alguna explicacién distinta de la casualidad y justificar
ciertos cdlculos usuales en el andlisis econémico, exponemos a continuacién un, llamé-
moslo, “posible soporte teérico” de la utilizacién del célculo diferencial en el estudio de
determinadas funciones reales de variable real que, por ejemplo, no sean derivables. Con
este fin analizaremos algunos conceptos que, como los de “férmula” o “funcién”, se
enmarcan en la génesis misma de la matemdtica moderna (la cual, mas que una nueva
matemadtica, es una manera nueva y, a la vez, la cldsica de nuestro tiempo, de presentar la
matemadtica de siempre).

' Cuando consideremos cualquier concepto que, como la continuidad, la derivabilidad o la diferen-
ciabilidad de funciones, es relativo a (o se fundamenta en) una cierta topologia, entiéndase que la misma es
la usual sobre C o C* o C4, etc., siendo C el conjunto de los niimeros complejos, o la restriccién de dicha
topologia a un subconjunto de C (asf, pues, si, en particular, solo se consideran nimeros reales, la topolo-
gia usual sobre R o R? o R, etc., siendo R el conjunto de los niimeros reales, es la restriccién a R de la
topologia usual sobre C). En consecuencia, si E es un conjunto contenido en R, entonces la topologia que
consideramos sobre E es aquella para la cual, si x, es un elemento de E, entonces A es un entorno de x; si y
s6lo si A es un conjunto contenido en E tal que existe algin nimero real positivo rtalque six € E y lx — xl
< rentonces x € A.

* Por ejemplo, las sucesiones de niimeros reales en ningtin punto de su conjunto original (que es el
conjunto N de los nimeros naturales o bien el conjunto N* de los niimeros naturales positivos) no son dife-
renciables ni derivables (ni tiene sentido hablar de tal diferenciabilidad o derivabilidad). Sin embargo, son
funciones continuas (en todo punto), aunque tal continuidad (formal) no acostumbra a ser, digamos, “apro-
vechable para el célculo”.
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. B

Conjuntos y férmulas

La teorfa de conjuntos viene a proporcionar claridad y precisién a la matemdtica, asi
como unidad entre sus distintas partes. Para ello cada objeto matematico es identificado
con algiin “conjunto”, si bien lo reciproco no es cierto (es decir, no todo conjunto que
podamos imaginar o definir, es identificado con algin objeto matemaético®) y tales conjun-
tos (los que se identifican con objetos matematicos) son rigurosamente seleccionados
mediante unos enunciados, que son los axiomas de la teorfa de conjuntos*, de manera que
cada conjunto es, en suma, definido por una cierta expresién que decimos es una “férmu-
la”. Asi, pues, por una parte los conjuntos y por otra las férmulas que los definen, vienen a
constituir las dos grandes clases de conceptos que se utilizan en una moderna presentacién
de la matematica.

Funciones y férmulas que definen funciones

Una de las primeras cosas que, a partir de los axiomas, se demuestra es que «si A, B
son conjuntos entonces la clase AxB, llamada “producto cartesiano de A por B” (que
suponemos es bien conocida), es un conjunto».

A partir de este resultado se definen las relaciones binarias (entre conjuntos) y, en
particular, las relaciones de equivalencia (con las clases de equivalencia y los conjuntos
cociente), las relaciones de orden (més en particular, de orden total, de buen orden) y las
aplicaciones (mds en particular las inyectivas, suprayectivas, biyectivas, sucesiones, ope-
raciones, leyes de composicién interna, leyes de composicion externa, etc.). As{ se com-
pleta una terminologia bésica que permite definir las estructuras numéricas (de los nime-
ros naturales, enteros, racionales, decimales en particular, reales y complejos), las mas
abstractas del dlgebra (grupos, anillos, cuerpos, etc.} y las topolégicas, todas las cuales son
conceptos fundamentales de la matematica y todas las cuales son conjuntos.

En este esquema general (el cual, a grandes rasgos, viene a decir que la matemadtica
puede ser interpretada como una gran teorfa de conjuntos), ;qué lugar corresponde a las
funciones? Aunque la actual definicién de “funcién” es la misma que la de “aplicacién”
(es decir, actualmente, el término funcién se considera sinénimo del término “aplica-

* A cualesquiera conjuntos, sean o no de los que se identifican con objetos matematicos, en todo lo
que sigue los llamaremos “clases” y, en particular, a los que se identifican con tales objetos, los llamare-
mos “conjuntos”.

¢ La teoria de conjuntos que, bien puede decirse, fundamenta la matemdtica de nuestro tiempo, es la
ZF (o teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel), complementada con el llamado “axioma de eleccién” y,
aunque explicitamente no acostumbra a decirse, también con el llamado axioma de fundacién, en virtud
del cual, por ejemplo, ningiin conjunto es elemento de si mismo.
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ci6én”), informalmente se puede responder que «el de ciertas aplicaciones», pues, por
haberlo consagrado la tradicién o la costumbre, se vienen a llamar funciones, a las aplica-
ciones entre conjuntos contenidos en conjuntos numéricos o en productos cartesianos de
conjuntos numéricos (es decir, entre conjuntos contenidos en C, CxC, CxCxC, etc. siendo
C el conjunto de los niimeros complejos o, en particular, en R, RxR, RXxRxR, etc., siendo
R el conjunto de los niimeros reales, o, mds en particular, en N 6 N*). Y, asf, puesto que las
aplicaciones son relaciones binarias y las relaciones binarias son conjuntos (que se pueden
definir como «subconjuntos de productos cartesianos de conjuntos»), resulta, en suma, que
(tanto si atendemos a la definicién formal como a la consagrada por la costumbre) también
las funciones son conjuntos y, como tales, para cada funcién ha de existir alguna férmula
que la defina. De todo lo expuesto hasta el momento (con el fin de situar convenientemen-
te 1a idea que, en definitiva, pretendemos comunicar), resaltemos, precisamente, que una
cosa es una funcion y otra cosa es una férmula que la define, puesto que, como ya se dijo,
cualquier funcién es un conjunto y las férmulas no son conjuntos.

Para fijar ideas, consideremos un ejemplo:

Siendo [-1,3] el intervalo real cerrado de extremos —1 y 33, sifes la funcién de [-1,3]
en R tal que si x € [-1,3] entonces f(x) = x2, entonces = {(x,u) | (x [F13]A(u=x)}sy
x € [-1,3] A (u = x) es una férmula que define al conjunto f(y no es un conjunto, pues las
férmulas no son conjuntos).

Analizando, ahora, dicha férmula, apreciamos que la misma “se compone” de las fér-
mulas x € [-1,3] y (u = x?), unidas por el signo “A” (cuyo significado intuitivo viene a ser
el de la conjuncién copulativa “y”).

La primera de las mismas (o sea, x € [-1,3]), viene a decir que [-1,3] es el conjunto
original de f, y de la segunda (o sea, de u = x2), que viene a precisar cudl es la dependencia
entre x y u, diremos que es una “ley de definicién de f”.

Asi pues, una cosa es la funcién f (que es un conjunto), otra cosa es la féormula x €
[-1,3] A (u = x?), que define a f (y no es un conjunto) y una tercera cosa (que si bien figura
en la férmula anterior, no coincide con ella) es la férmula u = x2, que decimos es una “ley
de definicién de f°.

Lo referido para la funcién del ejemplo, se puede afirmar para funciones cualesquie-
ra, si bien, con el fin de no complicar la escritura y dada la analogia con cualquier otro
caso, lo que sobre el particular digamos en todo lo que sigue, ser4 relativo a funciones rea-
les de una variable real:

5 Es decir, siendo x una varjable (o signo al que se le dan distintos significados en un mismo contex-
to) y R el conjunto de los nimeros reales, [-1,3] = {x | (x € R) A (=1 £x) A (x £ 3)} (lo cual leemos, “el
intervalo real cerrado de extremos —1 y 3 es igual al conjunto de los x tales que x pertenece a Ry -1 es
menor o igual que x y x es menor o igual que 3”). Asf, pues, [-1,3] es un conjunto y (x € R) A (-1 < x) A
(x £ 3) es una férmula que lo define.

° Es decir (siendo x, u variables) f es igual al conjunto de los pares ordenados (x, u) tales que x perte-
nece al intervalo real cerrado de extremos —1 y 3, y u es igual a x elevado a 2.
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Si E es un conjunto contenido en R y f'es una funcién de E en R (lo cual. implica que
fes un subconjunto de ExR), entonces existe una férmula o(x, 1) en la que figuran varia-
bles x, u, que decimos es una “ley de definicién de f”, tal que para cada elemento x, Qe'E,
existe un dnico nimero real u, tal que G(x,, o) ¥ o= f (x0) (es decir, tal que se verifica
o (%0, Uo) Y o €s la imagen de x, mediante f), de donde, f= {(x, u) | (x€ E) A 0(x, 1) }) ¥
decimos que “(x € E) A o(x, u) es una férmula que define a f”. o

Es muy facil razonar (y, ademas, “salta a la vista”) que se verifican las siguientes pro-

piedades: y
— SiE, es el conjunto original de una funcién f,, E; lo es de una funcién f; y E, # Ea.

Entonces fi # . 7. . '
— Es posible que dos funciones tengan una misma ley de definicién y que, sin embar-
go, una de dichas funciones sea derivable mientras que la otra no. * 5
— Si E, es el conjunto original de una funcién fi, E; lo es de una funcién f;, Ei C E,,
existe alguna ley de definicién comun a £, y f3,  es un nimero real que es puntf) de acumu;
lacién de E, y existe lim. ,, f5(x), entonces existe lim, ,, fi(x) y lim, , fi(x) = lim.,, f(x).

7 Y ello aunque haya alguna férmula que sea ley de definicién de f; y (la misma fé.rr,nula) sea ley de
definicién de f,, pues si, por ejemplo, £, es la funci6n f del ejemplo anterior y f; es la funcién de R en R tal
que para todo nimero real xy, fa(xo) = xo?, entonces, siendo x, u variables, u = x; es una ley de definicién de
fi y también de £, y, sin embargo, fi # f». '

& Por ejemplo, sifi = {(x, u) | (xe N) A (u=x)}yfo={x, w) ! (x € R) A (u=x")} entonces (s1end.0 X,
u variables) u = x* es una ley de definicién comun a f; y f3, /2 es derivable (en todo punto) y f, no es deriva-
ble en punto alguno.

° Anteriormente expresamos que hay funciones no derivables que, no obstante, “parecen merecec}o-
ras” de serlo y que si, en contra de lo que dicen las “reglas”, se derivasen, entonce§ los resultado§ serian
correctos. Una explicacién de esta circunstancia, distinta de la casualidad, es considerar las prop.)ledades
que acabamos de referir. Para aclarar estas ideas, veamos un ejemplo: Sea f: N* — R tal que si nme N+
entonces f(n) = x - (2""—1). Dicha funcién, que es la sucesién de nimeros reales, 2, 2 . 22 -1),3. (2" -1),
... Y, “expresada como conjunto”, f= {(x, u) | (x € N) A (u=x- (2"~ 1))}, no es d,envable en pupto algu-
no de su conjunto de definicién (que es N*). Asi, pues, siendo x, u variables, una férmula que d(f,fme afes
(xe N) A (u=x-(2"—1))y una “ley de definicién” de fes la formulau = x - 2"~ - 1). Pues t‘)‘len, lo quS
viene a ocurrir es que la funcién f no es derivable en punto alguno de su conjunto de definicién po,r’ culpa
de éste (cuyos puntos son todos aislados) y si, no obstante, dicha funcién f “parf:f:e me.recedora dc? ser
derivable, es porque su ley de definicién “parece merecedora” de serlo de una funcién derivable. Po”r. ejen,l,-
plo, siendo E = {x|(x € R) A(x21)}, dela funcién g : E - Rtalque “sixe E e:ntonces g =X Q2"-1)",
pues de esta funcién tambien la formula u = x - (2 — 1) es una ley de definicién y ges derlvlable en todo
punto de su conjunto de definicién (en el punto 1, lo es por la derecha), puesto que dlCPO conjunto Eque es
E) “es adecuado” para ello. Por consiguiente, si, por ejemplo, queremos determinar el hm.,,_.o:’(n -2 - 1)),
podemos servirnos del célculo diferencial (sin que por ello “dejemos de hacer las cosas bien”) determinan-
do el lim_... (x - (2" — 1), aplicando la regla de I’Hopital a la funcién g(x) = x - (2" - 1) = 2" - 1)./ 1/7x).

Resulta que lim, .. g(x) = Hm (2" = 1)’ / (1 / x)" = limo((—(1 / 27 - 2! LZ) 1 (—( llxz)?) =12 (s1endo.L.2
el logaritmo neperiano de 2). Luego, puesto que N* C E y las fuciones f, g tienen una misma ley de defini-
¢ién, en virtud de la tercera de las propiedades antes referidas, el lim,_.fin) = lim,,..g(x) = L2.
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Aplicacién de 1o referido a funcjones del analisis econdmico,

Como en la introduceién deciamos, “para interpretar numerosas situaciones relativas
a la economfa, dady la especifica haturaleza de lag mismas, hay que recurrir a funciones
reales de ung o variag variables reales que, en algunos o todos los puntos del suconjunto
original (o de deI"inici(:nJ, 10 son continuas o ng son derivables (0 no son difercnciabies_},
$in que entre Jag mismas falten aquellas para las cuales alguna o todas Jag variables inde-
pendientes s6lo toman valores reales aislados, ni, ep particular, aquellas para las cualeg
alguna o todas las variables independientes sGlo toman valores naturales (por ejemplo, las
sucesiones) y lampoco aquellas Cuya imagen ests contenida en N”,

Sin embargo, para que sea posible aprovechar recursos del cdlculo (¥, mds concreta-
mente, del eileulo difercncial). de los cuales, considerando sélo dichas funcioncs, habria
que prescindir, Jo que se hace es incluir en la argumentacion otras funciones de variable
continua', que sean prolongaciones o, digamos, “casi prolongaciones” respectivas de lag
primeras!! y permitan utilizar Jos referidos recursos.

Trataremos de aclarar y precisar estas ideas, considerando (a manera de posible
“soporte teérico™ de las mismag) Jjunto con el eoncepto de “funcién”, Jos de “formula que
define a una funcion” y “ley de definicion de una funcien”, Hque en apartados anteriores
hemos in troducido, y ello, por ejemplo, de Ja manera siguiente:

Supongamos que, para efectuar up estudio relativo g Iy cconomia cuya especifica
naturaleza requiere considerar una funcion de la cual el conjunto original esté constituido
POr puntos aislados, se hap efectuado p observaciones (n, claro est4, es un cierto niimero
natural) y como resultado de lag mismas se han determinado p pares ordenados (r,, ),
(5, 1), ..., (L u,) Clyas componentes son nimeros regles. Asi resulta una “funcién mues-
tra” /' consistente en up conjunto que simplificadamente (“por extensién”) se puede expre-
sar, {(t, ), (t,, U2, iisy (£ i,)}. Siendo 1, variables, una ley de definicién de Ia misma es
=t) A= W) v (=) A (u= ) v v (= ) A (1= u,)).

Puesto que esta férmula sélo sirve como ley de definicién, Para una funcién cuyo cop-

junto original egté contenido en el conjunto finito {1, by s 1}, a partir de |a referida funcign
Sy mediante algin método de interpolacién (el de Lagrange, el de interpolacién parabélica

—_—

" Por ejemplo, son funciones de varigble continua, las funciones reales de variable reg) Cuyo con-
Junto original es un intervalo cualquiera de interior no vacio contenido en R (es decir, aquellas cuyo con-
Junto original es yn intervalo abierio o cerrado o semiabierto, finito o infinito, Propiamante contenido en R
O dgual a R, con ta] que no sea vacio nj se reduzea a un punto),

" Recordemos que si By, By, Gy, G, son conjuntos no vacios, fes una aplicacién de E, en E,yges
una aplicacién de G, ep G entonces se dice que “fes una restriceicn de g" y “g o5 una prolongacién de f; si
¥ 56lo §i E, es un subconjunto de G, Y para todo elemento v de E, fix) = gtn). v, adems, informalmenge
hablando, diremog que “ges cagj prolongacion de S sty sélosi B, ey un subconjunto de Gy y para cada ele-
mento .y de ), el valor S “esti muy préximo” al valor &), lo cual, mis formalmente, supondremos
viene a significar que g ha sido determinada o partir de £ mediante alguno de los métodos de interpolacisn
o de ajuste de funciones que mas adelante mencionaremos,
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progresiva, el de Newton, etc.) o ajuste (el de las medias, el deblos mome.ntos, el de I‘os r‘m’n.l-
mos cuadrados, etc.) se define una funcién g, real de una T.farmbif: l..‘(lnllml.él. cuy'o.r:on‘ |fm{0
original es un intervalo / que contenga al [1, 1,] (es de.(‘:u‘, al mle.rvalu cerrado dc‘cm‘uno? !.;‘ y
i) Ello, en realidad, significa que se determina una 1‘01:|m|la alx, w)en lacual x, i son varia-
bles (x la variable independiente y u la variable dependiente) y g={ (.r.. ,u) l(xe DA oo, u}.
Es decir, una férmula ofx, 1) que es una ley de definicién de una funcién g tal que,

— i, por ejemplo, g ha sido determinada mediantej un método de interpolacién, enton-
ces g es prolongacién de la funcién fy definidla en un 1ntel:1‘valo real 7, de la cual ofx, u)es
una ley de definicién (pues, en este caso, g coincide con f en los puntos 1, ..., 1,). 1

— i g ha sido determinada mediante un método de ajuste entgn.ces,/en general, ¢ no
coincidird con fen los puntos 1, ..., t, (es decir, en gener.al no se \ferlﬁc,ara que g(t) =f(t,?,
- 8(1,) = g(1,)), pero (como anunciamos en la nota de pie cl.e p;‘iglr?a numero 11), conveni-
mos en decir que “g es casi prolongacion de £ (y que “las diferencias f) -g@), .., ft,) -
&(2,) son casi cero™),

Ademds, supongamos que, por ejemplo, la f6rmula oy, 1) no pre?senta Inconveniente
alguno para que g sea derivable. Luego, (puesto que el conjunto orlgl.nal de & por ser un
intervalo real, tampoco ha de presentarlo) g serd, en efecto, una funcién derivable (y, en

(en lugar de la funcidn J) dicha funcién g de variz!bl? C.0n[illll£l, en el es_lueio qm‘: se esta
efectuando. Y, puesto que dicha funcién g ha sid.o dcnm(‘i‘a como pro.k‘)ng‘;.mé? 0 casi pr;};
longacion de f; respectivamente se verifica o, digamos, “casi se verifica qu:, {-fd{{fl : 1
(te T) A afs, u)}, siendo T, = {(z,, uy)\(tay ws), ...\(t,, )}, por lo que los resu l‘f‘ m.( e

célculo efectuado con la funcién g introducida en el contgxto) se aplican a la .f u m',lén J, no
derivable en punto alguno (es decir, se utiliza el cé},c;ulo diferencial para estudiar [ aunque,

s bien, “a través de la funcién g"). -

o ?’z(r:eerjtl;rsl;l?)&:aen den,10grﬂt'1’a, efectuar una “proyeccién de Roblacién". 0 de' I/laClm.l‘El?*
tos, o de defunciones, etc., es determinar, respectivamente, funciones de pnbllacwn, natali-
dad, mortalidad, etc., a partir de conjuntos de personas censadas (que, es evidente, han de

un intervalo de tiempo, estdn, nacen, mueren etc.), son finitos (y la imagen de’c'ualqmera
de dichas funciones ha de estar, pues, contenida en N), Los. métodos {r}atematlgos paéa
efectuar una proyeccion de poblacién, son los referidos de 1nterp0|'z‘u:|0f1,o de :ur:mte e
funciones y, entre las funciones que ajustadas a los valores de una tuqmon-mu/ealra/(es
decir, entre las funciones que, una vez determinadas sus constantes mediante algin méto-
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do de ajuste con el fin de que “casi prolonguen” a la funcién-muestra o funcién determina-
da experimentalmente), acostumbran a explicar mejor las caracteristicas que (como el
tamafio) la demograffa estudia de una poblacién, se cuentan,

— las funciones de Folwell, que son las definidas en un intervalo real y cuya ley de
definicion es una férmula u = a + b - ¢’ en la cual ¢, u son las variables y a, b, c son cons-
tantes reales de maneraque O <c< 1y b <0.

— las funciones de Gompertz, que son las definidas en un intervalo real, para las que
una ley de definicién es alguna férmula i = K - A” en la cual ¢, u son las variables y K, A, B
son constantes reales de maneraque 0 <B<1y0<A<1.

— las curvas logisticas, que son las funciones definidas en un intervalo real, para las
que una ley de definicion es alguna férmula u = (b - e=) / (1 + ¢ - ¢*) en la cual ¢, u son las
variables y a, b, ¢ son constantes reales positivas.

~ las curvas antilogisticas, que son las funciones definidas en un intervalo real, para
las que una ley de definicidn es alguna formula u =c —(a/ (1 + b - €")) en la cual ¢, u son
las variables y a, b, ¢, h son constantes reales y & < 0.

Algunas de las funciones que, al estudiar una poblacién, se determinan experimen-
talmente (es decir, mediante una estadistica), son,

- la funcién de férmula de definicién B,(x, ¢, u) tal que, siendo x, ¢ variables indepen-
dientes y u la variable dependiente, dado un valor x, de x y un valor ¢ de ¢, el valor que
resulta para u es el ndmero de individuos nacidos en el instante #,, de madre de edad x,. '

— la funcidén de férmula de definicién D,(x, ¢, u) tal que, siendo x, ¢ variables indepen-
dientes y u la variable dependiente, dado un valor x, de x y un valor £, de ¢, el valor que
resulta para u es el nimero de individuos de edad x, fallecidos en el instante ¢,

— la funcién de férmula de definicién N,(x, ¢, u) tal que, siendo x, ¢ variables indepen-
dientes y u la variable dependiente, dado un valor x, de x y un valor # de ¢, el valor que
resulta para u es el nimero de individuos de edad x, en el instante f,.

A partir de dichas funciones-muestra se definen (en un intervalo real I = [#, t,], sien-
do x, ¢ las variables independientes y u la variable dependiente) mediante alguno de los
referidos métodos de ajuste, como respectivas “casi prolongaciones” de las mismas,

— una funcién de natalidad, de ley de definicién u = B(x, 1).
— una funcién de mortalidad, de ley de definicién u = D(x, 1).
— una funcién de poblacién, de ley de definicién u = N(x, f).

€, 0

"> Como en los casos siguientes, el subindice “n” es para expresar que se trata de una férmula de
definicion de una funcién-muestra que define un conjunto finito de n pares de puntos (determinados, pues,
mediante una estadistica).
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Y, siendo 1, s nimeros reales tales que r < s, a partir de las referidas funciones se defj-
nen, por ejemplo,

— la funcién de natalidad de ley de definicién u = B(?), tal que B(t) = [}B(x, 1) - dx Y,
para cada valor £, de ¢, conviniendo llamar (dentro del formalismo del cdlculo) “ndmero de
individuos nacidos vivos en el instante f,, de madres de edades comprendidas entre r y s”,
al ndmero real B(t,).

— la funcién de mortalidad de ley de definicidn u = D(z), tal que D(2) = ['\D(x, 1) - dx y,
para cada valor #, de ¢, conviniendo llamar (dentro del formalismo del calculo) “nimero
total de defunciones de individuos de edades comprendidas entre r y s, al nimero real
D(t).

— la funcién de poblacién u = N(¢), tal que N(¢) = [;N(x, f) - dx y, para cada valor t, de
t, conviniendo en llamar {(dentro del formalismo del célculo) “ndmero total de individuos
vivos, de edades comprendidas entre 7 y s en el instante ¢,”, al ndmero real N(z,).

Otro ejemplo lo proporciona la “teoria de la utilidad marginal”."?

Para los marginalistas, la utilidad que, para un consumidor, en un momento dado,
representa un bien, depende de la cantidad que, de dicho bien, el consumidor, en el referido
momento, posea (la segunda television o el tercer traje, son menos valorados que el prime-
ro). Asi, pues, para los marginalistas, el valor de los bienes depende de la utilidad de la tlti-
ma cantidad adquirida de los mismos (es decir, del punto en el que estos se incrementen). Y
para expresar matemdticamente estas ideas, los marginalistas Menger, Jevons y Walras
representaron la utilidad de un bien b mediante una funcién fi(x,) (en cuya expresién x, es
una variable) cuyo dominio de definicién (o conjunto original) es el subconjunto de los
nimeros reales que miden las distintas posibles cantidades del bien b y cuyo conjunto ima-
gen es R* (es decir, el de los nimeros reales no negativos) y tal que dicha funcién es conti-
nua, con derivada continua, en todo su dominio de definicién y F(x) = Z,c 1, .. fulxs) €s la
funcién de utilidad del conjunto de las n clases de bienes que se estdn considerando.
Luego, si se efectiia un incremento diferencial y positivo de un bien b, se efectia un incre-
mento diferencial y negativo de otro bien »” y se dejan los demds (n — 2) bienes invarian-
tes, de manera que la utilidad, en su conjunto, no varie para el consumidor en cuestién,
entonces, dF(x) = f’(x,) - dx,» + f'(x,-) - dx,», siendo x la variable que representa un conjun-
to ordenado de las n variables x,, de donde —(dx;/ dx,-) = f’(x,-) / f(x5-). Como, ademas, lo
referido implica que, en conjunto, las n cantidades de los respectivos n bienes, deben tener
el mismo valor antes y despues de los incrementos efectuados, resulta que, siendo p, y p,-
los respectivos precios (niimeros reales positivos) de una unidad del bien 5’ y de una del
bien b”, se verifica que, p, - dxb’ + pb” - dxb” = 0, de donde, en suma, py / p,- = fir (%) /

'* Cuyas ideas bésicas fueron introducidas en el andlisis econémico, casi al mismo tiempo e inde-
pendientemente, por los economistas Carl Meger (1871), Stanley Jevons (1871) y Leén Walras (1874).
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Slxy-). Es decir, los precios deben ser directamente proporcionales a las utilidades margina-
les, para los valores respectivos x;, x,- de los bienes b’, b”.

Pues bien, en los referidos planteamientos (asi como en otros muchos, pues los referi-
dos s6lo son considerados a titulo de ejemplo) no entran muchos casos que son de induda-
ble interés préctico, en los que, por su especifica naturaleza, el conjunto original de cada
una de las funciones de utilidad “parciales” (que antes habiamos denotado f(x,)) y, en con-
secuencia, tambien de la “total” (suma de las parciales, que antes denotamos F(x)), ha de
ser el conjunto N de los nimeros naturales o el conjunto N* de los nimeros naturales,
salvo el cero o bien otro subconjunto de N. Lo que, en estos casos, sin mds, se puede hacer
(en lugar de suponer, como antes, incrementos diferenciales de ciertos bienes) es conside-
rar para cada bien b, en un punto x,, que representa el “dltimo valor” (nimero natural) de
la correspondiente variable, dos distintos incrementos de la misma, ambos en una unidad,
cuyos respectivos incrementos de la funcién f(x,), se definen como *Af(x,) = fi(x,+ 1) —
Jolxs) ¥ =Afi(xs) = folxs) — fi(x» — 1) y que, respectivamente, se dicen “variacién marginal
externa” y “variacién marginal interna”.

Asi, pues, si queremos englobar todos estos casos, cuya variable s6lo toma valores
naturales, en los esquemas que requieren variable continua, para los cuales es posible ser-
virse de los recursos del cdlculo diferencial, hay que proceder, como en general hemos
referido y, en particular, referimos para la demografia, efectuando un ajuste de funciones,
de manera que las respectivas funciones resultantes g,(x,), que ajustan a las funciones f,(x,)
de variable natural (y, asf, son “casi” prolongacién de éstas), sean derivables, con derivada
continua, en todos los puntos de su dominio de definicién, para utilizar en los plantea-
mientos relativos al célculo (sino en todo el dominio de definicién, al menos en algiin sub-
conjunto del mismo, que, en la prictica, resulte “importante”) dichas funciones resultantes
de los ajustes efectuados, en lugar de las funciones primeras (no derivables, puesto que son
de variable natural). Si, por ejemplo, suponemos que una de las referidas funciones de uti-
lidad, correspondiente a un cierto bien, cuyo dominio de definicién estd contenido en N, es
la funcién f'tal que (expresada como conjunto) es f= {(x, u) | (x € N*) A (u=x ")} y que la
correspondiente funcién “auxiliar”, resultante de un cierto ajuste, (tambien expresada
como conjunto) es g = {(x, u) | (x € R*) A (u=x"")} entonces, para (un subconjunto del
dominio de definicién cuyos puntos son) valores “grandes” de la variable, como, por ejem-
plo, para x = 100, resulta que, *Af(100) = (100 + 1) £(100) = —-0,000099, —-A £(100) =
Jf(100) - £(100 - 1) =—0,000101, mientras que g’(100) = -0,000100. Es decir, para un valor
“grande” de la variable, como el valor 100 considerado, la variacién marginal externa y la
variacién marginal interna de la funcién f, definida en N*, son valores muy cercanos entre
si y, ambos, muy cercanos a la variacién diferencial en una unidad (pues la derivada
&’(100) expresa tal valor diferencial, puesto que dg(100) = g’(100) - dx y, en consecuencia,
si dx = 1 entonces dg(100) = g’(100) - 1 = g’(100)), lo que, para los referidos valores
“grandes” de la variable, “se diga y resulte para la funcién g(x), tiene interpretacién practi-
ca para la funcion f; que, en principio, habia sido introducida, atendiendo a la especifica

72

naturaleza del problema econémico que se estudia. Los casos considerados, s6lo son, pues,
algunos ejemplos de cémo es usual proceder en un estudio demogréfico y, en general, del
anélisis econémico. Esto es, considerar derivadas, diferenciales o integrales de diversas
funciones, las cuales han sido obtenidas mediante algiin método de ajuste a partir de fun-
ciones-muestra (porque, como ya ha sido dicho, para dichas funciones-muestra, derivar,
diferenciar o integrar, no tendria razén de ser o conduciria a resultados incorrectos).
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Abstract

This article shows a reflection on the learning of
gers. It also proposes the production of outlines and the
trument for the learning process.

mathematical concepts for teena-
debate in the classroom as an ins-

1. Introduccién

» Un profesor de mateméticas se dirige a sus alumnos, escribiendo una expresion mat
matica en la pizarra diciendo: “Esto, naturalmente, es trivial.” Mir6 de nuevo l'lAcx ion
ul. ver las caras sorprendidas de los alumnos, y comenté: “Yo pienso que esta c; repf?sm[?
trivial.” Se qued6 pensativo, y empez6 a escribir en una parte de 1;1 pi?urﬁ‘ f::')mu? ['1:: 10‘; ir
mulas durante cinco minutos. Volviéndose de nuevo a sus alumnos (iiio? “Si, es ‘u*izi :])T

Parece e.:I&isLir, inconsistencia entre la primera expresién confiada yel la‘rgz) peri(‘)d.o
dfa concentracién y resolucién que se requiere una vez que ha surgido la duda. Al princi-
pio, el profesor queria decir: “Nosotros podemos aceptar de una manera |‘:ipid:1 la Et:rdad
de la c.x‘prcsién.“ Después, habiendo razonado y analizado l6gicamente confi;'mc‘) que la
expresién aceptada en principio intuitivamente estaba demostrada. Por cs:lo '\L puc’:dcI con-
cluir que estar seguro de al £0 €8 una cosa; conocer por qué no se encuentra ;eguro, es otra

2. El aprendizaje de los conceptos matematicos

El lenguaJ§ se }Jtlllza para activar la formacién de un concepto ayudando a recolectar
Y separar experiencias. En matemdticas, examinamos la idea de una definicién con ayuda
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de ejemplos. El problema particular de las matemaéticas estriba en su gran abstraccién y
generalidad, lograda por generaciones sucesivas de individuos inteligentes', cada uno de
los cuales han creado conceptos o han generalizado otros de anteriores generaciones.

El alumno que aprende hoy en dia tiene que procesar datos no de gran dificultad, sino
sencillos algoritmos matematicos. Esto no sélo constituye una ventaja, en tanto que un
estudiante puede adquirir en un determinado de aflos conceptos que se necesitaron siglos
de esfuerzos para desarrollarse, sino que también expone al que estudia un riesgo. “Los
matematicos no pueden aprender en el entorno cotidiano sino sélo de una manera indirec-
ta desde otros matemaéticos.” Esto hace que el estudiante sea dependiente, en un grado muy
grande, de los profesores, y en el peor de los casos, se expone a la posibilidad de adquirir
un temor duradero con relacién a las matematicas. Aunque los primeros principios de
matematicas® son objetivos a conseguir por el estudiante, el profesor y no el alumno es
quién mas necesita conocerlos profundamente, y aunque son bastantes simples en si mis-
mos, sus aplicaciones matematicas implican muchisima reflexién. El profesor debe ser un
educador y comunicador de cultura, con gran talante y personalidad.

La gran mayoria de los libros de texto tienen conceptos de un orden mas elevados que
el estudiante tiene. Para ello hay que preparar al estudiante, enfrentdndolo con una colec-
cién adecuada de ejemplos y ejercicios resueltos. Es imprescindible partir de aquello que
el alumno conoce. Los conceptos deben ser presentados de una manera natural, coloquial y
con cjemplos con los que se familiarice el alumno. M4s tarde el profesor debe profundizar
en los conceptos con rigor matematico. Es muy 1til que el profesor revise definiciones y
conceptos en libros de matematicas que superen el nivel en el cual trabaja. Esto le capacita
experimentar de primera mano la frustracién del joven estudiante, y poderle indicar para
qué sirve lo que debe estudiar.

Los buenos profesores ayudan a sacar una definicion con ejemplos. Los ejemplos han
de tener en comtin las propiedades que forman el concepto. Deben ser similares en las vias
en que han de abstrarse, y cualquier otra forma que difiera lo suficiente, respecto de las
propiedades esenciales de este concepto particular, basta para rechazarlo o, con més preci-
sién, se elimina para su adquisicién. Componer una coleccién adecuada requiere ademas
de inventiva una compresién muy clara del concepto que ha de ser comunicado. No se
deben plagiar los mismos ejemplos que tiene el libro del que aprende, sino a partir del
conocimiento del que ensefia, dar todas las opciones posibles que el concepto tiene. Es
posible que se utilicen conceptos a un nivel més intuitivo sin comprenderlo consciente-
mente. Se aplican como bdsicos y frecuentemente utilizados debido a que cuanto més facil
y automadtica es cualquier actividad menos pensamos acerca de ella, y en parte debido a
que las ideas mas fundamentales de matematicas se adquieren a una edad temprana cuando
no se tiene capacidad para analizarlas. Algunas de estas ideas fundamentales se encuentran
también entre las més sutiles.

' Individuos inteligentes: Grandes pensadores mateméticos (Pitagoras, Newton, etc.).
? Primeros principios de matematicas: Los estudiados en Primaria y Secundaria.
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Por otra parte, puesto que en matematicas los ejercicios son invariablemente otros
conceptos, es necesario en principio asegurarse de que éstos se encuentran ya formados en
la mente del que aprende. Llevar esto a efecto, sin embargo, significa que antes de que
intentemos comunicar un nuevo concepto debemos encontrar cudles son sus conceptos
contributorios y, para cada uno de éstos, hemos de aflorar dichos conceptos. As{ debe ser
hasta que alcancen los conceptos primarios o experiencias que se suponen “sabidas”,
Cuando se ha realizado esto, puede formarse un plan idéneo que presentard, al estudiante,
un trabajo posible en mateméticas, no imposible.

El anilisis de conceptos implica mucho mds trabajo que el dar una definicién. Es la
construccion de la estructura de abstracciones sucesivas. Si un nivel dado se comprende
bastante mal la construccién termina por derribarse. Esta dependencia es probablemente
mayor en matematicas que en cualquier otra materia. Entender dlgebra sin antes haber
comprendido aritmética, realmente es imposible, pues gran parte del dlgebra que aprende-
mos en la escuela es aritmética generalizada. Puesto que muchos alumnos aprenden a rea-
lizar las manipulaciones de aritmética con una comprensién muy imperfecta de los princi-
pios subyacentes, es poco sorprendente que las matematicas continden como un libro
cerrado para ellos. Incluso aquellos que han tenido un buen comienzo pueden, por ausen-
cia o desatencidn, fracasar en adaptarse al ritmo de la clase; o por otra razén fracasar en
formar conceptos de alguna etapa dada. En este caso, todos los conceptos subsiguientes
dependientes de éstos pueden no ser comprendidos jamds, y el alumno se aparta invaria-
blemente mas de su profundidad. En este ltimo caso, sin embargo, la situacién puede no
ser tan irremediable, si el aprendizaje permite retroceder. El éxito entonces depender4, en
parte, de la confianza del que aprende en sus propios poderes de comprensién. (El profesor
es el medio).

Los conceptos necesitan para cada nueva etapa de abstraccién estar disponibles. No
es suficiente que hayan sido aprendidos en el pasado: han de estar accesibles cuando se
necesitan. Esto es, en cierto modo, una vez mds, tener facilidades disponibles para retroce-
der. La revisién apropiada, planificada por un profesor, serd ttil para los “principiantes”;
pero los estudiantes més avanzados deben tomar una parte mds activa en la direccién de
sus propios estudios, y, por ello una consideracién del primer trabajo serd mas efectiva si
estd guiada por una instruccién externa. “Una respuesta posee mas significado para quien
antes ha formado una pregunta”.

3. El esquema y el debate en el aula como instrumento
del aprendizaje

La importancia principal de un esquema como instrumento del aprendizaje, significa
que si los primeros esquemas son inadecuados, dificultamos la asimilacién de conceptos
posteriores, o quizas hace que esto no sea posible. Aprender a manipular simbolos de
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modo que pueda obtenerse la respuesta apropiada puede ser muy dificil de diferenciar, en
sus primeras etapas, del aprendizaje de concept()s‘. El que ;lprcnde. matemadticas bésicas o
elementales no puede distinguir entre los dos, si no tiene experiencia de comprensién
matemadtica. No siendo un lector reflexivo, no se tiene conocimiento directo si se han cap-
tado ambos casos correctamente. La solucién consiste en probar la adaptabilidad a situa-
ciones nuevas del que aprende, si bien, matemdticamente relacionados (conceptos y sim-
bolos). '

La computacién mecanica o algoritmos no hace esto. La' cgntldad quf: un alumno bri-
llante puede memorizar es notable y la apariencia del aprendizaje matana.tlco puede man-
tenerse hasta que alcanza un nivel en el cual sélo el verdadero apre.ndlzaje conceptual es
adecuado a la situacidn. En esta etapa, el que aprende intenta dominar las nuevas tareas
por los tnicos medios que conoce (memorizar la regla por cada tipo de problema).Al ser
ahora imposible esta tarea, incluso la apariencia externa del progreso cesa, y con acompa-
flamiento de tension, otros alumnos se quedan en la cuneta. o

Un esquema adecuado significa aquel que toma en cuenta la tar,ea d(fl aprendizaje a
largo plazo, y no justo lo inmediato. El profesor debe mirar mucho maés alla del que apren-
de en el presente, y donde sea posible, comunicar nuevas' ideas de. t'al mF)do que se formen
esquemas adecuados a largo plazo. A pesar de sus posibles def}cw‘ncms, el esquema es
todavia mejor que la coleccion de definiciones, leyes mnemotécnicas y algoritmos sin
razén que se enseflan a veces, puesto que tiene sentid(? y, por tanto, contribuye a una cre-
encia general en las matemadticas como actividad significativa. Es grande la r.esponsablh—
dad del profesor en las primeras etapas del aprendi.zaje. Debe asegurarse que tle.:ne lugar el
aprendizaje esquematico, no sélo para conceptos sino para memorizar las manipulaciones
de simbolos. Ha de conocer qué etapas requiere sélo asimilacién directa y cuando,es nece-
saria la acomodacién esquemadtica. (En las primeras etapas el ritmo ha de ser més lento.)
Los esquemas deben ser planificados para ser mas adaptables tanto a las neceﬁldades,pre-
sentes como en las futuras, las cuales deben ir acompafiadas de notas o pequefios resime-
nes escritos con rigor y lenguaje matemaético. '

El presente ritmo de cambio de las matematicas y los usos para los que se destinan
son tal que nadie puede conocer qué tareas futuras tendran que afrontar los presentes alum-
nos de matematicas. Ahora bien, un buen camino a seguir es intentar establecer un fupda—
mento bien estructurado de ideas matemadticas basicas, sobre el cual podra contribuir el}
que aprender en cualquier direccién futura que sea necesaria: esto es, encc:ntrar por si
mismo y ayudar a los alumnos a hallar los patrones basicos. Es necesario ensefiarles a bus-
car éstos por si mismos, y enseflarles siempre a estar preparad.os para acomoda1: Sus esque-
mas. Apreciar el valor de éstos como instrumentos de tral?ajo pero estando siempre dis-
puesto para remplazarlos por otros mejores. Solo esto dltimo les prepara para un futuro
desconocido. .

La discusién y debate entre compaiieros sobre los esquemas propuestos puede COIl'Stl-
tuir también una importante contribucion para el aprendizaje. El mero acto de comunicar
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. a8

nuestras ideas parece ayudar a clarificarl
coloquiales que las hacen mas conscientes,
¥y todos nos hemos encontrado en alguna oc
problema académico (o personal) a un ate
solucidn.
Una discusién sobre g i
Ny mtcL:*:lSt:l;:)th; Illlllllez;sque:;lla propuesto es algo mds que pensar en voz alta. Es
bt r.as‘l ea§ con !as.de otros; la acomodacién de nuestros pra-
ideas a ellos les cap.acita para 2::11‘;?31::11: :l: f:ﬁ::ﬂ;? id((;?Js"y v
o b AL 4 sus esquemas. Obsérvese que el primer pro
szzul:;:cdf } Z};;l;lii;!:d y t;‘ncn[te abierta, el scgundo requiere habilidad para vcrlclénde gesiif:
e de‘n € cl esquema propio y el del que escucha y aprende. Si podemos
s Mas e d;thozr::n::s.(rftle.s:{n? proptios esquemas actitudinales quedardn cumpli-
pni » dig dL q 1‘m.s :ec hacen mads rlc?ilhles, lo que quiere decir que se adquie-
8 y af::‘ntu es que favorecen el conocimiento y el desarrollo hum:
. cl{;a dleusmn también estimula nuevas ideas, Escuchar o leer lo que }tllelllr?lescrito lgu
‘ Ve " o e o 3 ; \
comunliz :1 C;I:EI;?,[:::?:: I;:r.siqsll ril ; 3 ;(; I‘lfuz nuctvas ideas en nosotros, que no nos fuefon
2 : s ; : amos tener sin su comunicacién. H é

que nadie en el aula entenderd perfectamente las matemadtic ( 011 v it
comprendan, no son algo comuin; los que puedan comunicarla':lss., ﬁ%ﬂfsl?;g::f:ei:fﬁ:ﬁ:

corrientes qtllel'l{“d :ldemaS son excelentes llde " e g ll]l() y (0] que puedall
res d 3 ade“las

r S l S
comunicar esta habllldad Son’ sin dUdas raros

as, pues haciendo esto, las unimos a palabras
“l?u problema planteado estd medio resuelto”
asion con que, en ¢l proceso de plantear al gﬁz;
nto receptor, nosotros mismos llegamos a una
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Reseiia de libros

E. ROANES MAcias y E. ROANES LozaNo: Cdlculos Matemdticos por ordenador con
MAPLE V.5. Ed. Rubifios-1860, Madrid, 1999, 444 paginas y un disquete de 3,5”.

En la actualidad, los sistemas informéticos de célculo simbdlico estdn siendo muy
utilizados tanto por los que se dedican a la ensefianza de las Matemdticas como por los que
investigan en ellas o las utilizan como auxiliar en el desarrollo de las més diversas discipli-
nas cientificas o tecnolégicas.

Entre los distintos sistemas de cdlculo simbélico existentes, MAPLE V ocupa un
lugar muy destacado que ha conseguido, tanto por la enorme extensién de los campos de
las mateméticas a que se aplica (algunos muy especializados), como por su cémodo y sim-
ple manejo. Este dltimo aspecto es tan notable, que la introduccién al uso del MAPLE V
para tareas sencillas, apenas requiere aprendizaje ni lectura de manuales, bastando la con-
sulta ocasional de las excelentes “ayudas en linea” que suministra el mismo sistema y de
los “tutoriales” que lo acompafian.

No obstante, los usuarios no informéticos que tengan que utilizar cdlculos mateméti-
cos en sus trabajos cientificos, técnicos o docentes, deseardn, sin duda profundizar més,
conociendo a fondo la valiosa ayuda que puede ofrecerles el sistema MAPLE V, sin limi-
tarse a esa simple introduccién. Pero precisamente la riqueza de posibilidades que ofrece
ese sistema en su enorme repertorio de comandos y procedimientos y sobre todo, en lo que
contienen los numerosos “paquetes” especializados de su biblioteca compartida, hacian
que, hasta ahora, fuese bastante penoso conseguirlo con la simple consulta de los manuales
disponibles. Adem4s, aquellos que vayan a hacer un uso intenso del sistema, agradecerian
la posibilidad de entrenarse mediante un repertorio adecuado de ejercicios.

Son estos deseos los que viene a satisfacer la obra que comentamos hoy. A lo largo de
sus 26 capitulos, nos proporciona una completisima coleccién de ejemplos y ejercicios,
con los que se puede ir aprendiendo c6mo utilizar todas las prestaciones del MAPLE V, en
forma cémoda y agradable. Estos ejemplos estdn presentados con gran sentido didactico,
ordenados en forma adecuada para un aprendizaje progresivo y clasificados por las partes
de las matemadticas a las que se aplican, de tal modo que el lector puede escoger los que
sean de su interés inmediato o recorrerlos todos, si desea tener un panorama general de las
posibilidades del sistema.

Cada capitulo, ademds de ejemplos ilustrativos, contiene un elevado nimero de ejer-
cicios, cuyas soluciones detalladas aparecen al final. Estos ejercicios no forman un simple
repertorio de enunciados para entrenamiento, sino que constituyen en si mismos una intro-
duccién didéctica que sustituye por completo a cualquier estudio de manuales.

El libro va acompafiado de un disquete de 3,5” en el que, entre otras cosas, se encuen-
tran los archivos *.mws correspondientes a los ejemplos de cada uno de los capitulos, lo
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que, si el usuario lo desea, le evita el trabajo de teclear los enunciados; no obstante, para el
principiante puede ser aconsejable hacerlo manualmente, para habituarse a la ortografia y
sintaxis propias del sistema. También se dan en el disquete listas de datos que se utilizan
en algunos de los ejercicios Y que seria tedioso introducirlas directamente a través de]
teclado.

El sistema MAPLE V, ademds del repertorio extensisimo de comandos contenido en
su nticleo y en la biblioteca compartida, ofrece las posibilidades propias de un lenguaje de
programacién, permitiendo al usuario |a construccion de “procedimientos”, Muchos de
estos procedimientos, construidos por otros, estan disponibles en “paquetes” que se afaden
a la biblioteca com partida o incluso han sido incorporados a ella. En el libro que comenta-
mos, ya en su Capitulo 4, se puede aprender fécilmente c6mo se constry yen estos procedi-
mientos y, a largo de todo él, se hace uso de este recurso cuando resulta conveniente.

Los autores del libro han desarrollado varios paquetes de procedimientos, de gran uti-
lidad en ciertas dreas de las matematicas, como son:

- Resolucién de ecuaciones por diversos métodos especificos.

— Automatizacién de la discusién y resolucién de sistemas de ecuaciones lineales.

— Reduccién de una matriz a |a forma canénica de Jordan y ajuste de la matriz de
paso.

~ Aplicaciones lineales en el espacio euclideo de dimensién 2.

— Isometrias, semejanzas, afinidades y proyecciones en 3 dimensiones.
— Geometria de Ia tortuga,

La descripcién de algunos de estos paquetes puede verse en los articulos publicados
por los autores en nuestro Boletin, en los nimeros 42 y 43 (de 1996) y 48 (de 1998),

Al final del libro se inclu Ye una tabla con todos los comandos mencionados en él, que
son més de 600, para facilitar las consultas sobre su uso. Entre ellos estdn incluidos los
propios de los paquetes desarrollados por los autores.

J.F. B.

VARIOS AUTORES (Version en espaiiol de JonYy L. DORAN y EUGENIO HERNANDEZ): Las

matemdticas en la vida cotidiana, Addison-Wesley/Universidad Auténoma de
Madrid, 1999. Contiene 772 péginas.,

Se trata de un ambicioso proyecto en que han participado numerosos profesores de
Estados Unidos. Han conseguido plasmar en un libro un atractivo curso de Matemdticas

Generales para alumnos sin especiales aptitudes matemticas del nivel de College ameri-
cano, tratando de justificar la utilidad universal de las Matematicas.
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Problemas resueltos

Problema n° 26 (BOLETIN N.° 48)

Sea N el conjunto de los nimero enteros positivos.
Determinar si existe una funcién f: N — N tal que f{f{n)) = 2n, para todo n € N.

Solucidén:

Efectivamente existe una funcién que cumple la condicién del enunciado:

Cualquier entero positivo (entiendo que no se incluye al cero como entero positivo.
En cualquier caso, si se incluyera bastarfa definir £0) = 0) se puede expresar de una de las
dos formas siguientes: como 242(2s — 1) —1) o como 24(2(2s — 1) +1) con k un nimero
natural (incluido el cero) y s un nimero entero positivo (sin incluir el cero). Pues bien,
defino la funcién f: N — N como sigue:

Si un entero positivo n se puede expresar como 22(2s — 1) ~1), con k € N y
s € N*=N - {0}, entonces f{n) = {242(2s — 1) - 1)) = 2¢2(2s — 1) + 1).

Si un entero positivo n se puede expresar como 242(2s — 1) +1), con k € N y
s € N*=N - {0}, entonces f{n) = f{22(2s — 1) +1)) = 2#!(2(2s — 1) - 1).

La funcién definida satisface la condicién del problema.

José Antonio Blazquez Hernandez (Fuenlabrada)

Problema n° 6 (BOLETIN N.° 32)

Para cada entero positivo #, se define S(n) como el mayor entero que, para todo ente-
ro k, 1 <k < §(n), n? puede escribirse como suma de k cuadrados estrictamente positivos.

(a) Demostrar que S(n) < n? — 14 para cada n > 4.

(b) Hallar un entero » tal que S(n) = n? - 14.

(¢) Demostrar que hay un niimero infinito de enteros » tales que S(n) = n? — 14.

Solucién:

(a) No existe ningtin nimero natural m, que pueda escribirse como suma de m — 13
cuadrados estrictamente positivos:
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Para m < 17 es obvio.

Sea m > 17 y supongamos que puede escribirse como suma de m — 13 cuadrados
estrictamente positivos:

Sean r=0, 1, ..., m — 13 los sumandos mayores que 1 y m — 13 — r los sumandos igua-
lesal.

r = 0 = la suma de todos ellos es m — 13 <m.

1 € r £ 4 = la suma de estos r sumandos es 13 + 7, que no puede descomponerse
como suma de r cuadrados

r > 4 = la suma de todos los sumandos es mayor o igual que m — 18 + 4 - 5=m + 2.

En consecuencia S(n) < n? — 14 para cada n = 4.

(b) 169=13%169=52+12%169=32+42+12%169=4+5"+2-85169=5*+4-6
169 =122+ 324+ (4-k)-2*+ 4k - 12 k=0,1,2,3,4; en consecuencia

169 puede escribirse como suma de 6 + 3k = {6, 9, 12, 15, 18} cuadrados
169=112+2 -4+ (4-k)-22+4k- 12k =0, 1, 2, 3, 4; en consecuencia

169 puede escribirse como suma de 7 + 3k = {7, 10, 13, 16, 19} cuadrados
169=122+ (6-k)- 22+ (4k+1)- 12k =0, 1, ..., 6; en consecuencia

169 puede escribirse como suma de 8 + 3k = {8, 11, 14, 17, 20, 23, 26} cuadrados
169 =102+ 32+ (15-k) - 22+ 4k - 12k =0, 1, ..., 15; en consecuencia

169 puede escribirse como suma de 17 + 3k = {17, 20, ..., 59, 62} cuadrados
169=10+2-32+(12-k) - 22+ (4k+ 3) - 12k =0, 1, ..., 12; en consecuencia

169 puede escribirse como suma de 18 + 3k = {18, 21, ..., 51, 54}cuadrados
169=102+ (17-k)- 22+ (4k+ 1) - 1’k =0, 1, ..., 17; en consecuencia

169 puede escribirse como suma de 19 + 3k = {19, 22, ..., 67, 70} cuadrados
169 =32+ (40— k) - 22 +4k - 12k =0, 1, ..., 40; en consecuencia

169 puede escribirse como suma de 41 + 3k = {41, 44, ..., 158, 161} cuadrados
169=2-32+(37-k)- 22+ (4k +3)- 1’k =0, 1, ..., 37; en consecuencia

169 puede escribirse como suma de 42 + 3k = {42, 45, ..., 150, 153} cuadrados
169 =(42—-k)- 22 +(4k + 1) - 12k =0, 1, ..., 42; en consecuencia

169 puede escribirse como suma de 43 + 3k = {43, 46, ..., 166, 169} cuadrados

Ahora bien, por (a) sabemos que 169 no puede escribirse como suma de 169 — 13 = 156
cuadrados; en consecuencia:

S(13)=132-14

(c) Sean e N/S(n)=n?—14 = n? se descompone como suma de k (1 < k< n?-14)
cuadrados estrictamente positivos. Ahora bien:

(2n)y* = (2ny
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2= a+ bt = (2n) = (2a” + (2b)
ni=a? + b+ ¢t = (2n)? = (2a)? + (2b)? + (2c)?

Seape N/4<p<d4m*-14y=p=4k+r, 1<k<n’-14 0<r<3.
Como 2n)* =n’+ n*+ n? + n?
* Sik=n*>-14 = r=0y (2n)* se puede escribir como suma de
n— 14+ 2 — 14 + i — 14 + n? — 14 = 4(n? - 14) cuadrados
* Sil<k<n-14=0<r<3
¢ r=0(2n)? se puede escribir como suma de
k+ k+ k+ k =4k = p cuadrados
¢ r=1(2n)? se puede escribir como suma de
k+1+k+k+k=4k+ 1=p cuadrados
¢ r =2 (2n) se puede escribir como suma de
k+1+k+1+k+k=4k+2=p cuadrados
¢ r =3 (2n) se puede escribir como suma de
k+1+k+1+k+1+k=4k+ 3 =p cuadrados

Seape N/4(n*—14) <p<(2n)* - 14 = p =4n*—56 + r; 1 <r <42y (2n)? se puede escri-
bir como suma de n?+ n2+ n? + n? - 56 + r = p cuadrados
En resumidas cuentas:

Sin e Nestal que S(n) =n>— 14 = S(2n) = 2n)* - 14

Jesus Granda (Madrid)

Problema n° 5 (BOLETIN N.° 35)

Sea N = {1, 2, 3,...}. Determine, si existe, una funcién f : N — N que cumpla las con-
diciones siguientes:

f(1)=2
f(f(n)) =f(n) + n paratodone N
f(n) < f(n + 1) paratodon e N

Solucion:

Consideremos la sucesién: a; = 1,8, =2, a,=a; +a,, Vk>3

84

® Obviamente es una sucesion estrictamente creciente

a_,+a,,+..+a, sirpar
® Sear>22=a_-1= ..
a,,+a_,+..+a, sirimpar
Parar=2esobvioa,— 1 =a,
Supongédmoslo cierto Vm <r—1

) a, ,ta,_s+..+a sir—2par
en particular a, , —1= . .
a,_,+a_s+..+a, sir—2impar

Demostrémoslo para r:

a_, +a, _,+..+a (r—2par)r par
a,—l=a_ +a_,-1= . .
a,_, +a_,+..+a, (r—2impar)rimpar

Sean € N. Puede ocurrir:

¢ 1 coincide con un término de la sucesién: 31, € N/ a,
¢ n no coincide con ningidn término de la sucesién:

Sear; € N/ auer <1 < @pewes) = N = areans + 1. Puede ocurrir:

e 1, coincide con un término de la sucesién: 3 r; € N(r, < 1)) / Ny = Breseny
entonces N = Ayeuesy + Agonny

* n, no coincide con ningiin término de la sucesién:

Sea I; € N(r2 < rl) / Qrery <M < Qerngy ] =P NS Qpesn) = Apeen +

Repetimos el proceso con n; y asi sucesivamente. Después de un niimero finito de pasos
llegamos a que n se escribe de forma tnica:

n=a, +a, +.+a, L >5>..>1 Il € N
En resumidas cuentas:
1
VneN=n= Zarj de forma tnica

j=1

85



Definimos pues, la funcién f: N - N Problema n° 7 (BOLETfN N.° 35)

t
f(n) = zarj+l VneN Un nimero natural es capicia si, al escribirlo en notacién decimal, se puede leer de
L igual forma tanto de izquierda a derecha como de derecha a izquierda, por ejemplo: 8,
Veamos ahora que cumple las condiciones: 23432, 6446.
Sean X, < X; < ... < X; < Xi1 < ... todos los nimeros capictias. Para cada i sea yi = X... -
¢ f)=2 Xi. { Cudntos niimeros primos distintos tiene el conjunto {y1, y2, ¥s, ... 1?
Obvio: f(1)=f(a) = a, =2
¢ f(f(n)) = f(n) + n paratodone N Solucién:
£(£ t ‘ ‘ ‘ ‘ !
( (n))_f f jz]arj =f jz]arj.H =_Zlarj+2 =zlarj+| +Zarj =f(1‘1)+n Sea X, =Zak10k =(an’an_1"_.;a0)|10 un n mero Capica
) ) " = = k=0
¢ f(n) <f(n + 1) paratodone N ¢ Sinespara=a,;Vj=0,1,2,.. 0/2)-1

¢ Si a.=9 entonces:

Xist = (@ny ooy A1, Qo2 + 1, agar-ts - 2010}

¢ t—|
n+l= Za,j =f(n+D)=Ya. +a,,
= i=t Xi = (@ny -ovs Awarels Bus A2ty e B0)li0}
-1 t-1
ir, = = = x. — = 1072 '
*Sir,=1=n= 2:arj =f(n)= Zaw <f(n+1) i = X1 — X; = 10" que nunca es primo.
j=I j=1
¢ Siawn=9yj es el primer indice tal que a; = a,; # 9 entonces:
-1 t—1
e Sir > = -
Slrt 22 r! par:n_gafj +afn _]'_Za',-j +a,l_1 +arl_3 +...+al
= j=1

Xi= (a,., ooy Apojs 9, 9, eeey 9, L TP ao)llo;
Xy = (an, ey Qn ]., 0, 0, ) 0, a+ 1, oo ao)llo

t—1 t—1
f(n)=) a , +a +a _,+..+a,=Ya _
J-ZI e e ? ;1 AR I<t@+D Vi = X — X = 10#' + 10/ no es primo a menos que j =0

pues en este caso y; = 11.

t—1 =
*Sir,22r, 1mpar=>n=2a,j +a, —1=2arj +ta, t+a, ;+..+a,

= = e Sia,=9Vk=0,1,.., nentonces:

3 & X, =(9,9,..,9),0 = " 9.10; X;,, =10™' +10° =y, =2 primo
fm)=3a,, +a, +a,_,+..ta;= Y a_, +a, ~2<f(n+1) ' o ,;) N
j=| j=| 1 1
¢ Sinesimpara=a,;Vj=0,1,2,..,(n-1)/2
Jesiis Granda (Madrid) ¢ Sea j el primer ndice tal que a = a,; # 9 entonces:
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X, :(an,"',a.,ﬁja9’9,"-a9’aj""’a°)l'°;

R = (a",---,an_j +1,0,0,---,0,a, H,o--,zzl(,)],(j

¥i =X —Xi = 10" + 10/ no es primo a menos que j =0,

pues en este caso y;= 11.
*Siaa=9Vk=0,1,..,n, entonces:

xi = (9593-'-,9)I|0 = 29 B 10k; xi+| = IOHH + 100 = yi = 2 primo
k=0

En consecuencia los tinicos niémeros primos del conjunto {y,, y,, ys, ..}son2yl1l.

Jesiis Granda (Madrid)

Problema n° 12 (BOLETIN N.° 35)

Dos niimeros enteros no negativos a y bson “cuates” si la expresién decimal de a + b
consta solamente de ceros y unos. Sean A y B dos conjuntos infinitos de enteros no negati-
vos, tales que B es el conjunto de todos los nimeros que son “cuates” de todos los ele-
mentos de A, y A es el conjunto de todos los nimeros que son “cuates” con todos los ele-
mentos de B.

Pruebe que en uno de los conjuntos A 6 B hay infinitos pares de nimeros x, y tales
quex —y=

Solucién:

SiparaVae Asetienequeobiena—1e Ao biena + 1 € A, el problema estd
demostrado.

Seapuesaec Atalquea—1¢ A,a+1¢ A

* Siaterminaen 0= b terminaen061Vbe B
Lo que implica que cualquier elemento de A debe terminaren 9,06 1
Sida’eA/a' terminaen 9 = b termina en 1 Vbe B=>a-1e A. Absurdo
Sida'eA/a’ terminaen | = b termina en O0VbeB=sa+1e A. Absurdo
En consecuencia, todos los elementos de A terminan en 0,
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e Siaterminaen 1 = bterminaen960Vbe B )
Lo que implica que cualquier elemento de A debe terminar en 0, 1 6 2
Sida’e A/a terminaen) = bterminaen0Vbe B=a-1¢e A. Absurdo
Sida’e A/a terminaen2 = bterminaen9Vbe B=a+1e A. Absurdo

En consecuencia, todos los elementos de A terminan en 1.

e Siaterminaenc e {2,3,4,5,6,7,8,9} =b termina.en 10-cé 11 ,—c Vbe B
Lo que implica que cualquier elemento de A debe terminarenc—1,c6c¢+ 1 R
Sida’e A/a’ terminaenc—1=bterminaenll-cVbe B=a-1¢€ A.

Absurdo
Sida’e A/a’ terminaenc+ 1 = bterminaen 10-cVbe B=>a+1e A.

Absurdo '
En consecuencia, todos los elementos de A terminan en c.

Asipues,sidae Atalquea—-1¢ A,a+1¢ A, resulta que todos los elementos de

A terminan en la misma cifra.

Seabe B .
¢ Silaexpresion decimal de a + b terminaen0=>b+ 1€ B

¢ Silaexpresion decimal de a + bterminaenl =b-1€ B

Jesits Granda (Madrid)

Problema n° 15 (BOLETIN N.° 35)

Demuestra que, siendo p un nimero primo mayor que 5, la suma:

1
L L 1+..

—_— _+__ —_—
R (p-1)°

escrita como nimero racional a/b, tiene la propiedad de que a es divisible por p.

Propuesto por Joaquin Gémez Rey

Solucion:

El numerador de dicho nimero racional es:
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. ""((p—l)!)“
G\ k

Paratodok=1,2, .., p - 1; sea r, el resto de la divisién de

-! -
(Pk ) p por (p-D!

=1, (méd p);

Yy puesto que p no divide a

(p-1!

X =1 €{,2,.,p-1}.

Ademédssir, =r. kk = 1,2,..,p-1; resulta que:

(p-1)!

=5 modp|  (p-1i=ks, (méd p)

1! , )
(pk,l). =1, (médp)| (P—-D!=Kr, (méd p)

y como fn.c.d. (1, p) = 1 resultak =k’ (méd P)=k-k'=0(médp) =>k=k’.
Asi pues, los p — 1 restos son distintos y pertenecen al conjunto {1, 2, ..., p
tanto: . o

—| p-I

=) k*

| k=1

o

=~
I

Ahora bien

(p-D!
k

4
) =1 (méd p)

=1, (m6d p)=>((p;1)!

y tenemos asf:

a=

""((p—l)!)“ S e 2§ e - (P=DPC2p—D[3(p— 1)’ +3(p - 1)~ 1]
: 1
k k=I k=l 30

k=1
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} = ki, =k’r, (méd p)

—1}. Por

(méd p)

y puesto que m.c.d. (p, 30) = 1 resulta
a =0 (méd p)

Jestis Granda (Madrid)

Problema n° 5 (BOLETIN N.° 38)

Sea S el conjunto de todos los nimeros reales estrictamente mayores que —1.
Determinar todas las funciones f : S — S que verifican las condiciones:

(i) f(x +f(y) + x£(y)) = y + £(x) + yf(x), para todos los x, y € S.
i) 10
X
Solucién:
De la condicién (i) tenemos:
£(f(0)) = £(0 + £(0) + 0f(0)) = 0 + £(0) + OF(0) = f(0);
luego
£(0) = fIf(£(0))] = £[0 + f(£(0)) + O£(F(0))] = £(0) + £(0) + FO)E(0);

esto es

f(0)=-1¢S

2 pa—
[fO)] +£(0)=0= {f(O) s

Asi pues, la condicién (i) implica £(0) = 0. Por otra parte
VyeS f(f(y)) = (0 + f(y) + Of(y)) = y + £(0) + yf(0) = y
Asf pues, la condicién (i) implica f(f(y)) =y V y €8. Deducimos pues que

26(1) + [f(DI = L) + £(1) + £EAN] = £T1 + £(1) + f(1I = 1 + £(1) + £(1)
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de donde [f()]} =1 | )= ~1#S
f()=1€eS
Asi pues, la condicién (i) implica f(1) = 1.

Seaahorax e Sconx > 1 (por la condicién (ii))

f
=>ﬁ>?:1:>f(x)>x.

X

Por otra parte como f(x) > x = f(x) > 1, la condicién (ii) implica también:

f(f(x)) S @ X

00 0 = @ >1= x > f(x).Contradiccién

Conclusién: No existe ninguna funcién f: § — § que cumpla las condiciones (i) y

(ii).

Jesis Granda (Madrid)
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Indice de soluciones publicadas

Niimero de Boletines en que aparecen las soluciones

de los probiemas de nimeros

Propuestos
en el n.’ Procedentes de e | 20| 3 | am | se e | me| se | g
| Varios il 4 - - - - = _ .
2 OMI-83-Puris i 3 3 4 4 4 - —- -
3 OME-f2-84 v 19 19 19 18 19 19 19 _
4 OMI-84-Praga i 5 6 5 6 14 - - ~
5 Varios b 7 12 7 7 8 - = -
6 Vaios 7 7 16 - - - - - -
7 OMI-85-Finlandia 9 9 16 16 9 9 - = _
8 01-85-Bogotd 10 10 17 10 10 11 - - _
9 OME-f2-86/Varios 18 19 20 18 19 19 17 17 1
10 Chinw/Austialia 20 15 21 20 15 21 20 23 21
nl OME-f1-86/ 13 14 14 14 14 23 20 15 20
OMI-86-Varsoviu 26 20 12 21 - - - - -
|2 0O1-87-Urug. /OME-f1 16 14 14 17 15 17 15 15 15
13 OME-12-87 20 21 21 21 21 21 - - -
14 Varios 15 15 N 15 — - - - -
15 OM|-87-Cubu 18 18 18 2] 21 21 - - -
1] OME-fI-87 22 22 21 18 22 22 22 22 -
17 OME-f2-88 25 23 23 23 23 23 - - -
14 Ol-88-Pert 23 23 23 23 25 25 - - -
19 OMI-88-Australia 23 26 24 24 23 26 - - -
20 OME-f1-88/Putnam 24 26 24 25 24 26 24 26 26
21 OME-{2-89/ 24 27 24 27 27 24 27 25 27
OI-89-Cubu 26 27 - — - - - - —
22 OMI-89-R.FA./ 28 28 XX 28 29 30 30 30 30
Oposiciones 31 30 29 - ~ - - - -
23 Oposiciones 27 27 28 28 29 31 31 30 -
24 OME-f1-90 30 31 31 30 3i 30 30 3l -
25 OME-2/f1-90 34 31 29 29 3] 32 32 32 32
26 OMI-90-China/ XX 44 45 32 44 44 32 32 XX
O1-90-Valladolid XX XX - - - - - - -
27 OME-fi-91 33 XX 33 33 XX 35 XX XX -
28 OME-f2-91 32 32 XX XX 33 33 - - -
29 OM]-91-Suecia 38 XX XX XX XX XX - - -
30 OI-91-Argentina/ XX XX XX 33 38 46 XX 33 33
OME-fi-91 33 34 34 34 — - - - -
31 OME-f2-92/ 36 XX 36 36 36 XX 48 XX XX
OME-f}-91/PNS XX XX 47 35 34 - - - -
32 OMI-92-MOSC U/ 35 48 XX XX XX 52 38 35 46
0OI-92-Venez /PNS 38 38 38 38 - - - - -
33 OME-f1-92/f1-92(v) 47 XX XX XX XX 35 XX XX XX
/PNS 47 XX XX XX XX - - - -
34 OME-f2-93 36 36 XX 36 36 36 - - -
35 OM1-93-Turq./ XX 46 XX XX 52 XX 52 XX 47
0I[-93-Méjico/PNS XX 52 39 39 52 XX - - -
36 OME-f1-93/f1-93(v) XX XX XX 40 XX XX 40 XX XX
37 OME-{2-94/PNS 41 49 49 41 49 49 45 45 41
38 OMI-94-Hong-Kong XX 40 XX XX 52 XX - - -
39 OI-94-Brasil/OME- 43 XX XX XX XX XX 42 42 42
£1-94/f1-94(v) 46 XX XX XX XX XX - - -
40 OME-f2-95 42 XX XX 42 XX XX - - -
41 OMI-95-Canadd XX XX XX 47 XX XX - - -
42 0l1-95-Chile XX XX XX XX XX XX - - -
OME-f1-95/PNS XX XX XX XX XX XX XX XX XX
43 OME-{-96/ XX 44 XX XX XX XX - - -
PNS XX XX XX XX XX XX - - -
44 OMI-96-India/ XX XX 49 XX XX XX - - -
PNS XX 47 45 XX XX XX - - -
45 01-96-Costa Rica XX XX XX XX XX XX 47 XX XX
OME-96-f| XX 47 XX XX — - - - -
46 OMR-96 XX XX XX XX XX XX - - -
47 OMI-97-Argentina XX XX XX XX XX XX - - -
48 0O1-97-México XX XX XX 50 XX XX - - -
OMEfi-98 - - - - - - XX XX XX
49 XX 49 XX - - - - -
OMR-97 - . - . XX XX XX 50 XX
51 XX 51 XX 51 52
50 OMI-98 XX XX XX XX XX XX - -
51 0198 XX XX XX XX XX XX - -
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CLAVES: XX = Pendiente de publicacién; C = Completo; OME = Olimpiada Matemdtica Espafola (fase | 6 2);
= Ol. Mat. Internac. Ol = Ol. Iberoumer. de Mat. OMR = Mat. Rioplatense. PNS = Propuesta por nuestros socios.
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INSTRUCCIONES PARA EL ENVIO DE ORIGINALES
PARA SU PUBLICACION EN EL BOLETIN

Los originales de articulos, problemas, resefias de libros, anuncios de congresos, etc.,
deben enviarse en papel y ademds también en disquete, del modo especificado a continua-
cién.

Copias en papel

Se emviaran por duplicado, escritas con un procesador de texto en hojas de tamafio DIN
A-4,

Los articulos comenzarén con el titulo (en mindsculas grandes), nombre de autores y
referencia de su departamento o institucién (como suelen aparecer en el boletin), e-mail si
se tiene, abstract de unas lineas en inglés. Terminar el articulo con la bibliograffa (y nada
mds después de ella).

Si se utiliza LATEX, el formato debe ser 17 cm X 12,8 cm en 10 puntos, o bien 19 cm
X 14 cm en 11 puntos (para ser aprovechado directamente en la imprenta). En tal caso se
incluir4 el archivo de estilo utilizado.

Las figuras deben ser de buena calidad, incluidas en el lugar apropiado del texto en el
tamaiio en que deben ser reproducidas. Ademis. si se desea, pueden volver a incluirse al
final en mayor tamafio, para ser escaneadas.

Las soluciones de problemas deben comenzar indicando: “Problema nimero (Boletin
niimero)™, tal como suelen aparecer en el boletin, y terminar con el nombre del autor de la
solucién de cada problema.

Las reseiias de libros como suelen aparecer en el boletin, con el nombre del autor de
la resefia al final.

Copia en disquete

Se enviard un disquete formateado para PC compatible (DOS 3.x o superior), conte-
niendo dos archivos:

a) archivo del documento para el procesador de texto utilizado.
b) archivo en cédigo ASCII (éste es el que suele utilizar la imprenta).

Si se envia en LATEX, ajustado al tamaiio indicado, no es preciso este wltimo (el
archivo en cédigo ASCII).

Las figuras se captardn por escaneado, por lo que es innecesario incluirlas en el dis-
quete (en archivos de extensién TIF o similares).
Envio

Todo ello se enviar4 a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la p4gina 2 de este
nimero del Boletin (no al apartado, que ya no esti operativo).
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Seleccion de originales

Seran revisados por profesionales del mundo académicp, para decidir si se ajustan a
la linea general del boletin. Si se considera oportuno, se pc_:dlra a los autores que reduzcan
su extension o hagan algunas modificaciones en su contenido.

ADQUISICION DE NUMEROS ATRASADOS DE NUESTRO BOLETIN

A partir de ahora, los nimeros atrasados del Boletin (de los cuales existan ejemplares
sobrantes), podrdn ser adquiridos al precio de coste .de mil pesetas ejemplar. o ‘
Los nimeros de los que atin quedan algunos ejemplares sobrantes son los siguientes:

35, 38,39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51 y 52

El importe puede ser abonado mediante cheque a nombre de.n.u_estra Socieda}d o
mediante transferencia a la cuenta corriente de nuestra Sociedad domiciliada en la entidad

bancaria:

CAJA DE INGENIEROS

C/ Fuencarral, 101

28004 Madrid

cc. 3025-0006-24-1400002948

La carta de peticion se enviard a la sede de nuestra Sociedad:

SOCIEDAD “PUIG ADAM” DE PROFESORES DE MATEMATICAS
Facultad de Educacidén (despacho 3.517)

C/ Rector Royo Villanova, s/n

Ciudad Universitaria

28040 Madrid

En la carta se incluira:
— el ndmero o nimeros a adquirir,

— la direccién a donde se han de enviar, .
— el correspondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.
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SOCIEDAD «pyIG ADAM» DE PROFESORES DE MATEMATICAS
BOLETIN pg: INSCRIPCION

D. - Teléf. (...)
Direccién

Ciudad ... Cod.° Posta]
Centro de tra ajo

SOLICITA EL INGRESO como S0CIO DE N UMERO DE 1A SOCIEDAD,

Con esta fecha autorizo al Banco
Sucursal o Agenciy ...,

Direccion de ]y misma .,

Pard que cargue en [y cyen

108 recibos de |

La cuota anug) estd actualmente establecida en 5,000 pts. (de ellas, 3.000 PIs. en concepto de cuoy de la
Sociedud “Puig Adam” ¥ 2,000 pts. en conceplo de cuota por Ja que se recibe la revista SUMA de Ia
Federacion e Sociedades de Profesores de Mutc:ruﬁl'icm).
uienes prefieran abonar Ja cupgg mediante transferencia pueden hacerlo a Ia c.c, de nuestra Sociedad,

domiciliada en |3 entidad bancarig;

CAJA DE INGENIEROS

cf Fuencarral, 101

28004 Madrid

cc. 3025-0006-24—1400002948

Sucursal o Agencia
Direccién de ésta ...

RUEGO ABONEN COn cargo a mi cuenta: ... ! s,
los recibos de m; cuota anual de la Sociedad «Puig Adams
nueva orden,
Les saluda atentamente:
Firmado:

Nombre y Apellidos
Direccign ..,
Remitanse ambag partes (toda estg pigina) a:

Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Matemiticas

Facultad de Edueacion (despacho 351 )]

¢/ Rector Royo Villanova, s/, Ciudad Universitaria, 28040 Madrid
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